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Resumo

Neste trabalho fazemos o estudo de uma classe de sistemas diferenciais polinomiais
quadréticos definidos em R? que possui um cilindro como superficie algébrica invariante.
Mais especificamente, fizemos o estudo da estabilidade e das bifurcacoes locais dos pontos
singulares, utilizando para isto a estrutura do espaco de fase, ou seja, a restricao geomé-
trica dada pela existéncia do cilindro invariante. Provamos que ocorre uma bifurcacao
de Hopf sobre o cilindro, que leva a criagao de um ciclo limite estavel, para determina-
dos valores dos parametros. Mostramos também a existéncia de orbitas homoclinicas,
heteroclinicas e centros, contidos nestes cilindros. O estudo apresentado visa contribuir
para o entendimento do complicado comportamento dindmico dos sistemas diferenciais
(ou campos vetoriais) polinomiais definidos em R3.

Palavras-Chave: Superficie Algébrica Invariante, Cilindro Invariante, Estabilidade,
Bifurcagao de Hopf, Cliclo Limite.






Abstract

In this work we study a class of quadratic polynomial differential systems defined in
R? which has a cylinder as invariant algebraic surface. More specifically, we study the
stability and local bifurcations of singular points, using for this the structure of the phase
space, that is, the geometric constraint provided by the existence of the invariant cylinder.
We prove that there is a Hopf bifurcation on the cylinder, which leads to the creation of a
stable limit cycle, for certain parameter values. We also show the existence of homoclinic
orbits, heteroclinic orbits and centers, contained in these cylinders. These elements are
key ingredients to understand the complicated dynamic behavior of small perturbations
of these differential systems in R3.

Keywords: Invariant Algebraic Surface, Invariant Cylinder, Stability, Hopf Bifurca-
tion, Limit cycle.
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CAPITULO

Introducao

A analise matemaética dos fendmenos naturais envolvendo variacoes de grandezas fisicas
com o tempo leva ao estudo da derivada como taxa de variacao e, consequentemente, ao
estudo das equacoes diferenciais, que sao comumente utilizadas na modelagem matematica
de fendmenos naturais relacionados a diversas areas do conhecimento. Neste contexto, o
estudo de sistemas tridimensionais de equagoes diferenciais ordinarias, da forma

t = P(z,y,z2)

] Q(z,y,2) (1)
z = R(x,y,2)

onde P, Q e R sao funcoes de classe C* | k > 1, definidas em um aberto U do R?, nas
variaveis x, y, e z ¢ de extrema relevancia, tanto do ponto de vista teérico quanto das
aplicacoes de métodos matematicos na modelagem e analise dos fendomenos naturais das
ciéncias em geral. Note que, ao sistema diferencial (1) est4 naturalmente associado o
campo vetorial

X(z,y,2) = (P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y, 2)), (2)

ou simplesmente X = (P, @, R). No caso em que as fungoes P, ) e R sao polindmios nas
variaveis z, y e z o sistema (1) esta definido para todo (x,y,z) em R?® e é chamado de
sistema diferencial polinomial de grau d, onde d = max{grau(P), grau(Q), grau(R)}.
Sistemas do tipo (1) aparecem frequentemente na literatura devido a sua importéancia
tedrica, bem como as suas aplicacoes matematicas, uma vez que sistemas polinomiais
sao muito usados na modelagem de problemas naturais, aparecendo em Fisica, Quimica,
Biologia e demais ciéncias, conforme pode ser visto em [10] e referéncias ali contidas.
Com isso, muitos pesquisadores tém estudado esse tipo de sistema, buscando descrever
a dinamica das solugoes, que esta longe de ser completamente entendida, mesmo no caso
quadratico, ou seja, no caso d = 2. Isso ocorre pois a dindmica gerada pelo fluxo do
sistema (1) com grau d > 2 é, em geral, muito complexa e dificil de ser estudada. Além
de pontos singulares, orbitas periddicas, érbitas homoclinicas e heteroclinicas que sao
geralmente encontrados no plano de fase de sistemas diferenciais (ou campos vetoriais)
polinomiais no plano, sistemas tridimensionais do tipo (1) podem apresentar um com-
portamento dinamico bem mais complexo, com a ocorréncia de toros invariantes, 6rbitas
quase periodicas, atratores estranhos ou caoticos, além de outros fenémenos dindmicos.
Uma das ferramentas usadas para o estudo da dinadmica de sistemas diferenciais po-
linomiais ¢ a determinacao de superficies algébricas de dimensdo dois em R3, que sao

13



1. Introducao 14

invariantes pelo fluxo desses sistemas. Quando o sistema (1) apresenta uma superficie
algébrica invariante, esse fato auxilia muito no estudo da dindmica do sistema, conforme
mostra os resultados apresentados em |7, 8.

Em [1], os autores fornecem as formas normais dos campos vetoriais ou sistemas di-
ferenciais polinomiais (1) ou, equivalentemente dos campos vetoriais (2), que apresentam
uma quadrica como superficie algébrica invariante. As quadricas ali consideradas sao:
cone, cilindro eliptico, cilindro parabélico, cilindro hiperbolico, paraboloéide eliptico, par-
boldide hiperbélico, hiperboloide de uma folha, hiperboloide de duas folhas e esfera (ou
elipsoide). O artigo (1) traz um estudo puramente algébrico, apresentando todas as for-
mas normais dos sistemas diferenciais que tem estas quadricas invariantes, porém nao
apresenta nenhum estudo sobre a dindmica de tais sistemas. Neste contexto, em [2], os
autores fazem um estudo da dindmica e integrabilidade dos campos vetoriais quadraticos
definidos em R?® que apresentam um paraboléide invariante, utilizando a existéncia de
tal superficie para mostrar a existéncia de ciclos limites, centros, 6rbitas homoclinicas e
heteroclinicas, além de varios outros resultados sobre a dinamica e integrabilidade dos
sistemas considerados.

Neste trabalho, na linha do que foi feito em [2], consideramos sistemas diferenciais (ou
campos vetoriais) quadraticos definidos em R? que apresentam um cilindro como superficie
algébrica invariante. Como esperado, a existéncia de tal superficie apresenta implicacoes
interessantes no comportamento dinamico global das solugoes do sistema e, em particu-
lar, na existéncia de ciclos limites, érbitas homoclinicas e centros. Mais especificamente,
para uma subclasse de tais sistemas, fizemos o estudo da estabilidade e das bifurcacoes
locais dos pontos singulares, utilizando para isto a estrutura do espago de fase, ou seja,
a restricao geométrica dada pela existéncia do cilindro invariante. Provamos que ocorre
uma bifurcacao de Hopf sobre o cilindro, que leva a criacao de um ciclo limite estavel,
para determinados valores dos parametros. Mostramos também a existéncia de orbitas
homoclinicas, heteroclinicas e centros, contidos nestes cilindros. A constatagao da exis-
téncia desses tipos de elementos dinadmicos é importante e ajuda muito na compreensao
do complicado comportamento dindmico da classe de sistemas diferenciais polinomiais em
R? aqui considerada.

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2 sao apresen-
tados alguns conceitos basicos da teoria qualitativa das equacgoes diferenciais ordinérias.
No Capitulo 3 apresentamos a analise da dindmica de uma classe de sistemas diferenci-
ais polinomiais quadraticos em R3 que apresenta um cilindro como superficie algébrica
invariante. No Capitulo 4, apresentamos a teoria de Bifurcacao de Hopf, utilizando-a
para mostrar a ocorréncia de tal tipo de bifurcagao nos sistemas diferenciais com cilindro
invariante, que leva a criacao de um ciclo limite. No Capitulo 4 é apresentado a teoria da
Compactificagao de Poincaré, usada para estudar o comportamento global das solucoes
ilimitadas de campos vetoriais polinomiais, que nao poderiam ser estudadas em regioes
compactas do espaco de fase. Utilizamos tal teoria para fazer uma analise no infinito de
uma classe de sistemas diferenciais quadraticos com um cilindro invariante. No capitulo
5 apresentamos algumas conclusoes e comentarios sobre o estudo desenvolvido e, por fim,
no Apéndice A, sdo apresentados os célculos relativos a bifurcacao de Hopf no sistema
estudado, elaborados com o software MAPLE.



CAPITULO

2

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns dos principais resultados da teoria qualitativa
das equacoes diferenciais ordinarias que sao usados no estudo de sistemas diferenciais,
dentre os quais se incluem os sistemas diferenciais polinomiais como (1). Os resultados
aqui apresentados referem-se ao estudo da estabilidade dos pontos singulares desses sis-
temas, obtidos quando resolvemos a equagao & = f(x) = 0, e também ao estudo de
bifurcagoes das solugoes, e podem ser encontrados em [6, 9], inclusive com as provas dos
teoremas.

2.1 Campos vetoriais

Seja A um subconjunto aberto de R”. Um campo vetorial de classe C*, 1 < k < oo
em A é uma aplicacao f : A — R™. Associamos ao campo vetorial f de classe CF a
equacao diferencial ordinéria

T = f(x), (1)

onde o ponto denota a derivada com relacao a variavel ¢.
As solugoes da equagao (1) sdo dadas por fungoes ¢ : [ — A que satisfazem

4o
L) = F(o(0),

para todo t € I, sendo I ¢ um intervalo da reta, onde representamos por ¢(t,y) = ¢(y) a
solucao de f por y, ou seja, ¢(0,y) = y. Dizemos ainda que o conjunto v, = {¢(t,y) : t €
I} C A, ou seja, a imagem da solugao de (1) por y, é a drbita de f por y. A decomposigao
de A em orbitas de f é denominada retrato de fase de (1).

Um ponto zy € A é denominado ponto singular de f se f(zg) = 0 e, caso contrério,
ou seja, se f(zg) # 0 o ponto zy é chamado ponto regular.

Defini¢ao 1 A aplicagio ¢ : I x A — A tal que ¢(t, ) € a solugao de (1) com ¢(0,z) =
x €U, € chamada fluxo gerado por f.

15



2. Preliminares 16

Definicao 2 O ponto xy € dito ser ponto de equilibrio estdvel para f se, para qualquer
vizinhanca U C R™ de xq, existe uma vizinhanca W C R" de xq, tal que W C ANU e
o(t,x) € U, para quaisquer v € W et > 0.

Definicao 3 Dizemos que x¢ € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel para f se,

além de ser estdvel, satisfaz a condi¢ao limy_,o. ¢(t, ) = xg, para qualquer x € W.

Caso x( nao seja ponto de equilibrio estavel, dizemos que ele é instavel.

A definicao seguinte nos diz que dados dois campos vetoriais f; e fo definidos nos
abertos A1 e Ay de R" eles serao equivalentes quando existir uma transformacao continua
tal que o retrato de fase de um seja obtido do retrato de fase do outro por meio desta
transformacao.

Definigao 4 Sejam fi e fo campos vetoriais definidos em A1 e Ay, conjuntos abertos de
R™, respectivamente. O campo f € topologicamente equivalente (C" - equivalente) a fo
quando existe um homeomorfismo (difeomorfismo de classe C") h : Ay — Ay que leva
orbitas de f1 em orbitas de fy preservando a orientacao. Mais precisamente, seja y € A

e v (y) a drbita orientada de fi passando por y; entio h(y'(y)) € a orbita orientada
v2(h(y)) de fo passando por h(y).

Definigao 5 Sejam ¢1 : I} x A1 — Ay e ¢ @ Ir X Ay — Ag 0s fluzos gerados pelos
campos f1 1 A1 = R™ e fy 1 Ay — R”, respectivamente. Dizemos que f, € topologica-
mente conjugado (C"- conjugado) a fy quando existe um homeomorfismo (difeomorfismo
de classe C") h : Ay — Ay tal que h(¢1(t, z)) = ¢a(t, h(z)) para todo (t,x) € I x A;.

Defini¢ao 6 Dizemos que um ponto singular xo de um campo vetorial f € C*, 1 < k < oo
¢ hiperbolico se todos os autovalores da matriz jacobiana D f(xqg) tém parte real diferente

de zero.

A seguir apresentamos um dos mais importantes resultados da teoria qualitativa das
equagoes diferenciais, o Teorema de Hartman-Grobman, que nos d& uma caracterizagao
local dos pontos singulares hiperbélicos, do ponto de vista da conjugacao topoldgica.

Teorema 1 Teorema de Hartman-Grobman Seja xo € A um ponto de equilibrio do
campo de vetores f 1 A — R™ de classe C' definido no aberto E C R™. Se xy é uma
singularidade hiperbdlica, entao f em xg € localmente topologicamente conjugado ao campo
linear D f(zo) : R™ — R™ em 0.

2.2 Conjuntos invariantes

A fim de simplificar a notagao, consideraremos nesta se¢ao campos vetoriais em R
ao invés de R™.

Definicao 7 Dizemos que um conjunto C' C A ¢é invariante pelo fluxo ¢ do campo f,
se p(C) C C para todo t € R. Assim, dizemos que C € positivamente invariante se
o (C) C C, para todo t > 0, e negativamente invariante se ¢,(C') C C, para todo t < 0.
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Dizemos que o conjunto estavel de um ponto de equilibrio xy qualquer é o conjunto
We(zo) dos pontos cujas trajetorias tendem ao ponto zp quando t tende ao infinito, ou
seja, ¥ esta no conjunto estavel de xq se, e somente se, lim;_, | o, ¢;(y) = x¢. Analogamente,
o conjunto instavel de um ponto singular x( ¢ o conjunto W*(zy) dos pontos y € A tais que
lim; o &(y) = xo. Note, W¢(xg) é uma superficie de dimensao igual & do espago vetorial
gerado pelos autovetores da matriz jacobiana D f(zy), que estao associados aos autovalores
com parte real negativa. Nesse caso, o conjunto estavel &€ denominado variedade estéavel.

Observacao 1 S C R™ ¢ uma superficie imersa de classe C' e dimensao k se existe
uma aplicagdo injetora g : R¥ — R™ de classe C* tal que g(R*) = S e a aplicacdo linear
Dg(x) : RF — R™ ¢ injetora para cada x € R¥.

De posse desse resultado, temos
Teorema 2 (Teorema da Variedade Estdvel) Seja xy € A um ponto de equilibrio
hiperbolico do campo de vetores f : A — R™ definido no aberto A C R™. A wvariedade
estdvel W¢(zo) € uma superficie imersa de classe C' e o espago tangente a W¢(xq) em

xo € o subespaco vetorial de R™ gerado pelos autovetores associados aos autovalores de

D f(xg) com parte real negativa.

Resultado analogo é valido para o conjunto W*(z).

Definigao 8 (Conjuntos o e w limite) Sejam f: A C R™ — R™ um campo vetorial
de classe C*, 1 < k < oo definido no aberto A e ¢(t) = ¢(t,p) a orbita de f passando por
p, definida no seu intervalo mdzimo I, = (w_(p),w4+(p)). Se w_(p) = —00 e wi(p) = oo,

definimos os conjuntos a-limite e w-limite de p por

wip) = {g€A:3(t,) comt, — o eddy, —q, quandon — co};
alp) = {qgeA:3(t,) comt, > —0o0 e ¢y, — q, quando n — oo}.

O resultado a seguir fornece propriedades bésicas acerca dos conjuntos « e w-limite.

Teorema 3 Seja f : A C R™ — R™ um campo vetorial de classe C*, 1 < k < oo definido
no aberto A, e sejam vt (p) = {o(t,p) : t > 0} ey~ (p) = {d(t,p) : t <0} as semi-orbitas
positiva e negativa, respectivamente, do campo f pelo ponto p. Se v (p) (respectivamente,

v~ (p)) estd contida num subconjunto compacto K C A, entdo:
a) w(p) # 0 (respectivamente, a(p));
b) w(p) € compacto (respectivamente, a(p));

c) w(p) € invariante por f, (respectivamente, a(p)), ou seja, se g € w(p), entdo a

orbita de f pelo ponto q estd contida em w(p);

d) w(p) € conexo (respectivamente, a(p)).
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A seguir apresentamos o teorema que d& uma caracterizagao completa dos conjuntos
w-limite de 6rbitas limitadas de campos vetoriais planares. Este resultado s6 vale para
campos vetoriais definidos em R?, nao havendo similar para o caso de campos vetoriais
ou sistemas diferenciais em R3. Porém, como vamos trabalhar com superficies algébricas
invariantes, que tem dimensao dois em R?, o resultado passa a ser 1til para se estudar os
campos restritos a essas superficies.

Teorema 4 (Teorema de Poincaré-Bendirson) Seja ¢(t) = ¢(t,p) uma orbita de f,
definida para todo t > 0, tal que v+ (p) esteja contida num conjunto compacto K C RZ.
Suponha que o campo [ possui um nimero finito de pontos de equilibrio em w(p). Tém-se

as sequintes alternativas:

a) se w(p) contém somente pontos regqulares, entao w(p) € uma orbita periddica.

b) sew(p) contém pontos requlares e de equilibrio entio w(p) consiste de um conjunto
de orbitas, cada uma das quais tendendo a um desses pontos de equilibrio quando
t — +o0.

c) Se w(p) nao contém pontos requlares, entiao w(p) € um ponto de equilibrio.

2.3 Superficies Algébricas Invariantes e Integrais pri-
meiras

Consideremos o campo vetorial polinomial X = (P, Q, R), associado ao sistema dife-
rencial (1). Dizemos que uma funcéo analitica nao-constante H : U — R ¢ uma integral
primeira de X em um subconjunto aberto U de R® se H(z(t),y(t),z(t)) = ¢ em U, ou
seja, H & constante ao longo das solugoes de X contidas em U. Note que H é uma integral
primeira de X em U se, e somente se,

H H H

em U, onde \yH ¢ o vetor gradiente de H.

Seja U C R? um conjunto aberto. Dizemos que uma funcao analitica I(z,y, z,t) :
U xR — R é um invariante do campo vetorial polinomial X em U se I(x,y, z,t) = ¢, com
¢ constante, para todos os valores de ¢ para os quais as solugbes ¢(t) = (z(t),y(t), 2(t))
de X estao definidas e contidas em U, ou seja, temos

al 8[

I ar ol _
dt (’335 B

Seja f € Clz,y, z] \R. A superficie f(z,y, z) = 0 é uma superficie algébrica invariante
do campo vetorial (ou sistema diferencial) polinomial (1) se para algum polinémio K €
Clz,y, 2] temos

f f i

X(f) = R

e =K,

onde o polinémio K é chamado o cofator da superficie invariante f = 0. Observe que, se
m é o grau do campo polinomial, entao o grau de K é no maximo m — 1. Além disso,
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se K =0 temos que f é uma integral primeira para o campo X. Se f(z,y,2) =0 é uma
superficie algébrica invariante, entao f é também chamado de polinémio de Darboux de
X. Segue da equagado acima que a superficie f(x,y,z) = 0 é invariante pelo fluxo de (1),
ou seja, se uma soluc¢ao possui um ponto nesta superficie, entao a 6rbita inteira permanece
contida nela.

Observagao 2 Note que o conceito de invariante € mais fraco do que o de integral pri-
meira, uma vez que a integral primeira fornece informacgao global a respeito do comporta-
mento do campo X enquanto o invariante, em geral, fornece informagoes apenas sobre o

conjunto o ou w-limite do campo.

Seja g, h € Clz,y, z]\{0} e assuma que g e h sdo relativamente primos no anel C[z, y, 2],
ou que h = 1. Entao, a fungao F' = exp(g/h) é chamada um fator exponencial do sistema
(1) se para algum polindémio L € C[z,y, z] de grau no maximo m — 1 temos que

o Q% R ik

X(F):P%-FQa—y B

Observe que em algum sentido um invariante I ¢ uma integral primeira do sistema (1)
que depende do tempo t. Dizemos que um invariante / de X é do tipo Darboux, ou
simplesmente um invariante de Darboux se ele pode ser escrita como

](x7yjz7t) — 1Vl . e f;)ij{h’ . e nge'St7

onde as f;, @« = 1,...,p sao superficies algébricas invariantes de X, Fj, j = 1,...,q sao
fatores exponenciais de X, v;, n; € Ce s € R\ 0. O referido invariante de Darboux
fornece informagoes sobre os conjuntos a e w-limite das érbitas de (1).

Proposi¢ao 1 Seja I(x,y, z,t) = f(x,y, 2)e*" um invariante de Darbouz do sistema (1).
Sejap € R? e ¢,(t) uma solugdo de do sistema (1) com intervalo mdzimo (c,w,) tal que

¢p(0) = p. As seguintes afirmagoes ocorrem.

a) Se w, = 0o, entio w(p) C {f(x,y,2z) =0} US?

b) Se a, = —o0, entio a(p) C {f(z,y,2) =0} US?
onde S? € a bola de Poincaré, que desempenha o papel do infinito de R3.

Proposigao 2 Suponhamos que o sistema (1) possui uma superficie algébrica invariante
S ={f =0}. Entao para toda drbita Y nao limitada que tem condi¢ao inicial fora de S,
tem-se que, ou a(Y) CS e w(Y) C S, ouw(Y) CS e a(Y) C Sw, onde Sy € a esfera

de Poincaré no infinito.

Estes resultados mostram a importancia do estudo das superficies algébricas invarian-
tes. De fato, pode depreender deles que o comportamento assintético das solugoes ocorre
sobre tais superficies, nas partes compactas do espago de fase.
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2.4 Formas Normais de campos vetoriais polinomiais
de grau m com uma quadrica invariante

Nesta secao caracterizamos as formas normais de todos os campos vetoriais ou sistemas
diferenciais polinomiais (1), definidos em R?, que possuem uma quadrica nao-degenerada
Q? = G7! como uma superficie algébrica invariante, isto ¢ XG = KG, onde G define uma
das quadricas nao-degeneradas, as quais depois de uma mudanga de coordenadas afim
podem ser escritas da forma:

(C) Cone: G(z,y,2) = 2%+ 1> — 2,
(EC) Cilindro eliptico: G(z,y,2) = 2*> + y? — 1,
(PC) Cilindro parabolico: G(z,y,z2) = 2? — x,
(HC) Cilindro hiperboélico: G(z,y, z) = 2% — 22 — 1,

Paraboloide hiperbolico: G(x,y,z) = y* — 2* — ,

Hiperboloide de uma folha: G(z,vy, z) = 2% — =z,

)

)

)

)
(EP) Paraboloide eliptico: G(z,y,2) = y* — 22 — x,
(HP)

)

) Hiperboloide de duas folhas : G(z,y,2) = 2% + y? — 22 + 1,

) Esfera ou elipsoide: G(z,y,z) = 2% + y* + 2% — 1,

e K ¢ um polinémio de grau no maximo m — 1.
Para explicitar tais formas normais, em [1] os autores utilizaram a definigao e o teorema
dados a seguir.

Definicao 9 Sejam fi, fo e fs funcoes reais definidas num subconjunto aberto U C R3.

A matriz jacobiana das funcoes f1, fo e fz € definida por:

flm fly flz
f2$ f2y f2z (2>
f3a: f3y f3z

onde fi, = 0f;/0v, com v percorrendo as varidveis x, y e z com i = 1,2,3. O jacobiano

das fungoes f1, fo e f3 € o determinante da matriz J, e aqui serd denotado por

{f1, f2, f3} = det(J).

Teorema 5 Seja f; um polinomio em Rlz,y,z]. Entao, qualquer sistema diferencial

polinomial em R? tendo fi = 0 como superficie algébrica invariante é da forma:

D:)\1{U7f27f3}+)\2{flavaf3}+)\3{f17f27v} (3>

onde v percorre as varidveis x, y e z, A\ = ¢ f1, enquanto @, As e A3 sao fung¢oes racionais

e fo e f3 sao polindmios arbitrdrios em R[z,y, z] que devem ser escolhidos de maneira que

o jacobiano { f1, f2, f3} # 0.
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O teorema a seguir é o mais importante desta secao, pois dé as formas normais de
todos os sistemas diferenciais polinomiais em R? tendo uma das quadricas nao-degeneradas
apresentadas acima como superficie algébrica invariante. Sua demonstracao completa
pode ser encontrada em [1].

Teorema 6 Suponha que uma quddrica nao-degenerada G = 0 € uma superficie algébrica
invariante do sistema diferencial polinomial (1). Entao apds uma mudanga de coorde-
nadas afim o sistema (1) e a quddrica G = 0 podem ser escritos em uma das sequintes

formas normais, onde A, B, C,D,E,F,G e Q sdo polinémios arbitrdrios de R|x,y, z].

i) Se G € do tipo (S), entao o sistema (1) pode ser escrito como
t=GA—-2yD+2zFE, y=GB +2xD —22F, 2 =GC —2zFE + 2yF,
onde G(x,y,2) = 2> +y> + 22 — 1.
it) Se G € do tipo (PC), entio o sistema (1) pode ser escrito como
i =GA+2:E, §=Q, :=GC + E,
onde G(x,y,z) = 2* — x.
iii) Se G € do tipo (HC), entao o sistema (1) pode ser escrito como
t=GA—-2zFE, y=Q, 2=GC —2zF,
onde G(x,y,z) = 2% — 2% — 1.
iv) Se G € do tipo (EC), entao o sistema (1) pode ser escrito como
T=GA+2zE, y=Q, 2=GC —2zF,
onde G(x,y,2) = 2> + 2% — 1.
v) Se G € do tipo (EP), entao o sistema (1) pode ser escrito como
t=GA—-2yD+2zFE, y=GB —2zF — D, 2 =GC+ E + 2yF,
onde G(x,vy,2) = y* + 2% — .
vi) Se G € do tipo (HP), entao o sistema (1) pode ser escrito como
T =GA—-2yD —22E, y=GB — D+ 22F, 2 =GC+ E + 2yF,
onde G(x,y,2) =y* — 2° — x.

vii) Se G € do tipo (HOS), entao o sistema (1) pode ser escrito como

T=GA—-2yD —2zFE, y=GB +2xD 4+ 2zF, 2 =GC —2zE + 2yF,
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onde G(x,y,z) = 2* +y* — 2% — 1.

viii) Se G € do tipo (HTS), entio o sistema (1) pode ser escrito com o mesmo sistema
da afirmagio (HOS), com G(x,y,z) = 2? + y* — 22 + 1.

iz) Se G € do tipo (C), entao o sistema (1) pode ser escrito como

t=GA-2yD—-2zE+2G, y=GB+2xD+2:F+yG, 2 =GC —-2xE+2yF + 2G,

onde G(z,y,2) = 2° + y* — 22
Como dito anteriormente, neste trabalho estamos interessados em estudar a dinamica
e bifurcacoes de subclasses dos sistemas diferenciais polinomiais quadraticos que possuem
um cilindro eliptico como superficie algébrica invariante. Do caso (EC) do Teorema 6,
seque que a forma norma destes sistemas é dada por

i =GA+2:E, y=0Q, ¢ =GC — 22F, (4)

onde G(z,y,2) = 2>+ 22 — 1 = 0 é a equagao normalizada do cilindro considerado, A e C
sdo constantes reais arbitrarias, sendo E(z,y, z) um polindmio de grau menor ou igual a
um. Nos proximos capitulos faremos um estudo da dinamica e de bifurcagoes que ocorrem
em subclasses de sistemas diferenciais polinomiais do tipo (4), obtidas escolhendo-se certos
tipos particulares de polindémios () e E.



CAPITULO

3

Campos vetorials quadraticos com um

cilindro imvariante

Neste capitulo, vamos focar no estudo de uma classe de sistemas diferenciais defini-
dos em R? que possui um cilindro como superficie algébrica invariante. Do Teorema 6
enunciado no Capitulo 2, segue que a forma normal destes tipos de sistemas ¢é

r = GA+2zE(x,y,2),

y = Q(fL‘,y,Z), (1)
2 = GC—2zFE(z,y,2),

onde G(x,vy,2) = 22+2%2—1 = 0 é o cilindro eliptico invariante. Como estamos interessados
no caso quadratico apenas, entao tomamos A, C' € R, E(x,y, z) polinémio arbitrario de
grau menor ou igual a um e Q(z,y, z) € um polindémio arbitrario de grau menor ou igual
a dois. No que segue, vamos considerar

E($7y7z) :040+041$+0é2y+0432, (2)
Q(z,y,2) = fo + b1z + oy + B3z + Pazy + Bswz + Beyz + Sra? + Bsy? + Bo2?,

onde oy, 3; € R, =10...3,7 =0,...,9.

E importante considerar o fluxo do sistema (1) restrito ao cilindro G = 0, j& que esta
superficie é invariante pelo fluxo do sistema. Para tanto, basta tomarmos z = £+v/1 — 22
no sistema (1), donde obtemos que a forma normal deste sistema restrito a superficie
invariante G = 0 é dada por

i =2V1—1*(ap + ur + agy + azv'1 — 2?),
Y=o+ bz + Poy + B3V1 — 2 + faxy + Psxv1 — a? (3)
+BsyvV1 — 2% + Bra* + Bsy® + Bo(1 — $2),

para a carta positiva dada por z = +v/1 — 22 e

&= =2v/1 = 22(ag + a1z + agy + V1 — 22),
Y= Bo+ Bix + Poy — BsV1 — 22 + Buxy — Bz 1 — 22 (4)
—BeyV'1 — 22 + Bra® + Bsy® + Po(1 — 2?),

23
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para a carta negativa z = —v/1 — 22.

Enquanto existem milhares de trabalhos sobre o estudo da dinamica de sistemas dife-
renciais polinomiais planares quadraticos, o mesmo nao ocorre com sistemas diferenciais
de grau maior ou igual a dois no espaco R3, principalmente no caso mais geral, devido a
existéncia de muitos parametros envolvidos que leva a grandes dificuldades em descrever
os retratos de fase do mesmo.

Para o caso geral dado pelo sistema (1), usando o cilindro invariante G = x?+2?—1 =0
podemos provar os seguintes teoremas, que fornecem informagoes importantes sobre a
existéncia de integrais primeiras e invariantes de Darboux.

Teorema 7 A funcio G(z,y,z) = >+ 22 — 1 € uma integral primeira do sistema (1) se,

e somente se, A =C = 0.

Demonstracao. Note que o cilindro invariante G = 2% 4 2?2 — 1 = 0 é uma surperficie
algébrica invariante do sistema (1) com cofator K = 2zA + 2zC. Logo, K = 0 se, e
somente se, A=C=0. =

Teorema 8 O sistema (1) tem um invariante de Darbouz construido unicamente usando
o cilindro invariante G = 0 se, e somente se, A =0 e C' # 0. Mais ainda, tal invariante
de Darboux € dado por I(z,vy,z,t) = (z° + 2% — 1)e %",

Demonstragao. Assuma que o sistema (1) tem um invariante de Darboux I = I(x,y, z,t)
construido unicamente usando o cilindro invariante G = 0. Por um resultado da teoria de
integrabilidade de Darboux temos que existe v = vy +ivy € C\ {0} satisfazendo

p q
Z ViKi + Z?’]ij = —S. (5)
J

i=1

Considere v € R\ {0}, uma vez que se vy # 0, entdo A = C' = 0 e, pelo Teorema 7, G = 0
¢ uma integral primeira polinomial do sistema (1). Como o cofator da superficie algébrica
invariante G = 0 é K = 2zC + 2z A, e pela igualdade (5) acima, obtemos que A = 0 e
C = —s/(2za), z #0.

Além disso, por esse mesmo resultado, temos I = G%® = [(2? + 22 — 1)e é um
invariante de Darboux do sistema (1). Podemos considerar I = (22 + 22 — 1)e~2*“*. De
fato,

7226%]&

dl
pri (20P + 2zR)e 9 — 220(2% 4 2% — 1)e 29" = 0.

O que completa a prova. m
Agora vamos provar que, nas hipoteses do Teorema 8, o sistema (1) ndo exibe com-
portamento cadtico.

Proposicao 3 Suponha que A =0 e C # 0 no sistema (1) e existe um nimero finito de
pontos singulares no cilindro invariante G = 0 e no bordo S* da bola de Poincaré (isto é,

no infinito). Entao, o sistema (1) nao exibe comportamento cadtico.

Demonstracao. Considere A = 0 ¢ C' # 0 no sistema (1). Entdo, de acordo com o
Teorema 8, I(x,y, z,t) = (22 + 22 — 1)e~ %% ¢ uma invariante de Darboux do sistema (1).
Pela Proposigao 1 da Secao 2.3, dada uma orbita do sistema (1) seu conjunto w— limite
estd contido em {G = 0} US? onde G = 22 + 22 — 1 = 0 ¢ o cilindro invariante e S* ¢ a
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esfera de Poincaré, que corresponde ao infinito do R3. Considerando o cilindro invariante
G = 0 e sua extensao a esfera de Poincaré, que se reduz a dois pontos (pontos finais do
eixo y), temos que, ap6s a compactificagao, {G = 0} US? é um conjunto compacto. Como,
por hipétese, {G = 0} U'S? tem um numero finito de singularidades e como G = 0 e S?
sao superficies bidimensionais, aplicando o Teorema de Poincaré-Bendixson, temos que
o conjunto w— limite das o6rbitas do sistema (1) é ou um ponto singular ou uma orbita
periddica ou um grafico. O mesmo é verdade para o conjunto a— limite. Portanto, o
sistema (1) nao exibe comportamento cadtico. m

Como dissemos, uma analise da dinamica e das bifurcagoes que ocorrem com as solu-
¢oes do sistema (1) se torna muito complicada, devido ao grande nimero de parametros
envolvidos (sdo 16 pardmetros). Dessa forma, na proxima se¢ao faremos uma anéalise da
dindmica de uma subclasse desse sistema, como um primeiro passo para o entendimento
de seu retrato de fase.

3.1 Dinamica e bifurcacoes de uma subclasse do sis-
tema (1)

A fim de simplificar a anélise desse sistema, tendo em vista a dificuldade de se fazer
uma analise no caso geral, tomaremos A = C' = a, Q = bx e E = xc+ yd, com a, b, c,
d € R. Desse modo, consideramos daqui em diante neste capitulo a classe de sistemas
diferenciais contidas em (1), dada por:

@ (22 + 22 — 1)a + 2z(zc + yd)
y = bz (6)
2 = (224 2% — 1)a — 2x(xc + yd)

que possui duas singularidades, (0,0,1) e (0,0,—1), Va,b,c,d € R.
Note que o sistema tridimensional (6), para a = 0, possui uma integral primeira dada
pela fungao que define o cilindro invariante, ou seja, G(z,y, z) = 22 + 22 — 1.
Linearizando o campo, temos que a matriz Jacobiana de (6) é dada por

2za + 2zc 2zd  2za + 2xc + 2yd
J(z,y,z) = b 0 0
2za — 4xc — 2yd —2xd 2za

Utilizemos essa matriz para estudar a estabilidade local dos pontos de equilibrio do sistema
(6). A matriz jacobiana aplicada no ponto singular (0,0, 1) tem como autovalores

M=c—VA+2d, \=c+V+2bd, I\ =2a.
enquanto que os autovalores da matriz jacobiana aplicada em (0,0, —1) sdo dados por
M=—-c—VAE+2d, \=—-c+VA+2bd, I\3=—2a.
Utilizando o Teorema de Hartman-Grobman, temos, de forma sintética as seguintes

possibilidades para a estabilidade local dos pontos singulares, dependendo dos valores dos
parametros (observe que ha uma certa simetria entre os autovalores e, consequentemente,
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havera uma complementaridade com rela¢ao a estabilidade local dos pontos singulares).
Vamos dividir a analise em duas situagoes: a # 0 e a = 0.

Para a # 0 temos as seguintes possibilidades para a estabilidade local da singularidade
(0,0,1).

c? c+ V2 + 2bd

a) Para 0 > bd > 5 0>a> — todos os autovalores sao negativos e
com isso o ponto singular (0,0, 1) é localmente um atrator;
b) Para bd = —%, 2a < ¢ < 0, o ponto singular (0,0,1) é localmente um noé atrator
improprio;
2 2
c c+ V2 + 2bd
c) Para 0 > bd > 5 0<a< % e ¢ > 0, o ponto (0,0, 1) é localmente
um noé repulsor;
2
d) Para bd = 5 0 < 2a < ¢ o ponto de equilibrio é localmente um né repulsor

improprio;
2
e) Para ¢ > 0, bd < 5 ea€R, (0,0,1) é localmente uma foco repulsora;

2
f) Para ¢ <0, bd < —% ea€R, (0,0,1) é localmente uma foco atratora.

Procedendo de maneira analoga ao que foi feito para a analise da estabilidade local da
singularidade (0,0,1), podemos analisar a estabilidade local da singularidade (0,0, —1).
Temos os seguintes casos a considerar, ainda para a # 0.

2 2
c c—+/c?—2bd
a) 0 < bd < > 0 <a< — ¢ > 0 todos os autovalores sao negativos e

com isso o ponto de equilibrio é localmente um atrator;

c+ V2 — 2bd
2

b) Para os valores de parametro 0 < bd < %, a < — < 0, ¢ < 0, o ponto
sigular (0,0, —1) é localmente um né repulsor ;
2
c¢) Para os valores de pardmetro bd = —, 2a > ¢ > 0 é localmente um atrator improprio;
2
d) Para os valores de parametro bd = > 0 > 2a > c o ponto de equilibrio é localmente
um noé6 repulsor improprio.
2
e) A singularidade (0,0, —1) é localmente uma foco repulsora se ¢ < 0, bd > —ea € R

2
f) A singularidade (0,0, —1) é localmente uma foco atratora se ¢ > 0, bd >  eacR

Apresentamos alguns exemplos dos retratos de fase da anélise de (6) feita acima nas
figuras 3.1 - 3.8 para diferentes condigdes iniciais (representadas por cores diferentes).
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Figura 3.1: Centro para a =
0, c=0, bd= -1

F+2b8d>0, c,a<l

Figura 3.3: N6 atrator paraa =
—0.3, c= -3

S+28d<0, ca<0

Figura 3.5: Espiral atratora
para a = —0.5, ¢ = —0.5

Para a = 0, o sistema (6) se reduz a

2z(xc+ yd)

—2z(xc + yd)

Figura 3.2: Sela para a =
0, c=0, bd=1

FH+28d>0, ¢, axl

Figura 3.4: No repulsor para
a=03, c=3

'
5}

F—2bd<0, cax>0

Figura 3.6: Espiral repulsora
para a = 0.5, c=0.5
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Figura 3.7: N6 improprio atra- Figura 3.8: N6 improprio re-
tor para a = —2, ¢ = —2 pulsor para a = 0.5, ¢ =2

e, como observado anteriormente, o sistema assim obtido apresenta uma integral primeira
dada por G(z,y,2z) = x? + 22 — 1. Assim, o espago de fase ¢ folheado por cilindros
invariantes e temos duas retas de singularidades, dadas pelos eixos y e z, ou seja, os
pontos da forma (0,y,0) e (0,0, z) s@o singularidades para todo y,z € R. Os autovalores
da matriz jacobiana do sistema calculados nos ponto (0,y,0) sd@o A\ = 0, A\y3 = £2ydi.
Dessa forma, as singularidades sobre o eixo-y, que é envolvido pelos cilindros invariantes,
sao nao-hiperbodlicas.

Por outro lado, os autovalores da matriz jacobiana nos pontos singulares (0,0, z) sao
dados por:

M =0, A=zc++/(2bd+ )z, e A3=zc—+/(2bd+ ?)z.

Assim, fazendo a anélise dos autovalores obtemos que: Para z < 0,

i) se bd < %% os autovalores Ao 3 = zc &+ /(2bd + ¢?)z sdo reais e de sinais opostos;

ii) se bd > %22 os autovalores \g3 = zc £ 1/(2bd + ¢?)z sdo complexos conjugados
e, para valores ¢ > 0 a parte real dos autovalores Re(A23) < 0 (respectivamente

Re(A23) > 0se ¢ <0).

Para z > 0, a andlise dos autovalores A3 ¢ semelhante ao apresentado nos itens acima,
salvo que temos, respectivamente autovalores complexos conjugados (Re(Ag3) < 0 se
c <0 e Re(Ay3) > 0sec>0) e autovalores reais para i) e ). Temos ainda, o
caso degenerado quando z = 0, ou seja, A; 23 = 0. As figuras 3.9-3.13 apresentam alguns
dos retratos de fase do sistema (7) nos pontos singulares (0,0,z). Note que para os
valores de parametro a = 0,¢ = 0,bd > 0 (bd < 0) temos que um dos pontos singulares
¢ sela, enquanto que o outro ¢ um centro(visto que pelo Teorema 7 temos uma integral
primeira para A = 0), e com isso podemos observar a ocorréncia de uma conexao entre
uma variedade instavel e uma variedade estavel da sela, o que caracteriza a existéncia de
uma orbita homoclinica no retrato de fase do sistema (6), sobre os cilindros invariantes.
Observe ainda que para o valor do parametro ¢ # 0, temos conexoes heteroclinicas das
variedades instéaveis do ponto de sela com o foco atrator. Como os cilindros invariantes
sao encaixantes, e folheam o retrato de fase, essas estruturas de orbitas homoclinicas e
heteroclinicas se repetem em cada um dos cilindros invariantes. Existe, portanto, um
conjunto infinito de tais conexoes.
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Figura 3.9: a = 0, ¢=0. Figura 3.10: a = 0, c>0. Figura 3.11: a = 0, c<0.

Figura 3.12: Retrato de fase do sistema (7) mostrando dois focos instaveis com a = 0, bd >

3
%ez>0.

3.2 Dinamica do sistema restrito ao cilindro invariante

Nesta segdo estudamos a dindmica do sistema (6), que tem por singularidades os
pontos P, = (0,0,1) e P, = (0,0, —1). Lembrando que G = 2% + 22 — 1 ¢ a equagao do
cilindro invariante em sua forma normal, fazemos a restricao do fluxo do campo associado
ao sistema (6) a esta superficie a fim de obter a mais importante propriedade dindmica
acerca do espago de fase do mesmo. Assim, temos que a restri¢ao ao cilindro é dado por

T = £2v1 —a%(xc+ yd) (8)
y = bx
cujo ponto singular ¢ (0,0). Note que o sistema ¢é invariante sob a mudanga de variavel
(x,y) — (—x,y), visto que a solugdo permanece a mesma. Logo, o sistema é simétrico
com relagao ao eixo .

Fazendo a linearizagao do campo restrito a carta positiva, temos que a sua matriz
jacobiana é dada por:

_2(zc+yd)m 2 .2
D(x’y):< Aoty 22\/1 2 2\/1Oxd>

que aplicada ao ponto singular resulta em
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D(0.0) = ( 2bc 20d>

cujo autovalores sao dados por
A2 = (c+ V2 +2bd,c— v+ 2bd).
Com isso, temos que a origem é
1. centro se ¢ = 0, bd < 0, pois o sistema possui uma integral primeira dada por

V—(z—1)(z+1)y2 B Vo —1yx +1b Lk
Vi —1vz+1 d

1 =0.

para c=20
2. sela se ¢ =0, bd > 0;

3. no6 repulsor se ¢ > 0 e bd > —%;
4. no6 atrator se ¢ < 0 e bd > —%;
5. espiral repulsora ¢ > 0, bd < —% ea<0;

6. espiral atratora se ¢ < 0, bd < —% ea>0.

-1

=

Figura 3.13: Centro no Figura 3.14: Sela no Figura 3.15: No¢ atrator
campo restrito para a campo restrito para a no campo restrito para
carta positiva carta positiva a carta positiva.

Agora, se o trago da matriz Jacobiana do sistema restrito ao campo é nao nulo e o
seu determinante é nulo, ou seja, 2c¢ # 0 e —2bd = 0, respectivamente, o sistema torna-se,
supondo d = 0

T = 2v1—a?(xc)
= bx. )

Dai, temos a matriz Jacobiana

_ (zo)z )
D(x,y) = m—i—%/l z?c 0
Y b 0
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-

-1

Figura 3.17:  Espiral Figura 3.18: Espiral re-
Figura 3.16: No repul- atratora no campo res- pulsora no campo res-
sor no campo restrito trito para a carta posi- trito para a carta posi-
para a carta positiva. tiva. tiva.

que aplicada no ponto singular (0,y) resulta em

D(0,y) = ( ch 8 >

e os autovalores sao

)\1,2 = (0, 20)

Com isso, fazendo a mudanca de variavel (z,y) = (—%*,u + v) e introduzindo a nova

variavel independente dt = (—2c¢)ds, o sistema (9) torna-se

2cu?
b2

U = u-—
2c2u3
b2

<.
|

Se p(u) = 2¢u® ¢ g solugio da equagio u — 24° = 0, temos que a singularidade (0,y) é

b2 b2
. . 2 , . , 2 . .
um noé estavel se Qb% > (0 ou um no instéavel se zb% < 0. Mais ainda se ¢ = 0, temos uma
linha de singularidade para o sistema (9).
Agora, se o traco da parte linear do sistema restrito é nulo e o determinante é nao

nulo, temos c=0e —2bd #0 e

T = 2v1—2a%(yd) (10)

y = bx.

o retrato de fase é como mostrado nas figuras 2.23 e 2.24. Note que este sistema é
invariante sobre a mudanga de variavel (x,y) — (—x,y) e com isso temos que ele é
simétrico com relagdo ao eixo y. Além disso, como o sistema (10) possui uma integral
primeira dada por

V—(z = 1)(z+1)y? B Vo —1vz +1b Lk
Vr—1yx+1 d

o que permite entender o comportamento qualitativo das solugoes do sistema em questao,
temos que para os valores de parametro ¢ = 0 e bd < 0, a origem de (10) é um centro.

1:O7
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)
&

Figura 3.19: Retrato de fase Figura 3.20: Retrato de fase
do sistema (10) tr(4) = do sistema (10) tr(4) =
0,det(A) = —2bd < 0. 0, det(A) = —2bd > 0.

O estudo qualitativo na carta negativa procede de maneira analoga ao da carta positiva
obtendo assim resultados semelhantes, salvo a particularidade da variacao dos parametros.
Dessa forma, completamos a analise da dindmica do sistema (6) restrito a superficie
invariante em questao.

Agora, voltando ao sistema inicial (6), e tomando ¢ = 0, obtemos o seguinte sistema

T = (224 2% —1a+ 22(yd)
y = bx (11)
z = (22422 —1)a —2x(yd)

que preserva os pontos singulares do sistema original, dados por (0,0,1) e (0,0, —1).
Linearizando o campo, temos que a matriz Jacobiana é dada por

2za 2zd  2za + 2yd
D(z,y,z) = b 0 0
2xa — 2yd —2zd 2za
e os autovalores associados ao ponto singular (0,0, 1) sao

)\17273 = (\/ de, —V de, 2&)

enquanto que para (0,0, —1) s@o

Y123 = (V—2bd, —V/—2bd, —2a).

Fazendo a anéalise da estabilidade dos pontos singulares, utilizando novamente o Teo-
rema de Hartman Grobman, temos para (0,0, 1):

1. centro se bd < 0, a = 0(visto que pelo Teorema 7 temos uma integral primeira para
A=0);

2. sela se bd > 0, a € R;
3. linha de singularidades (atratora) se a < 0 ¢ bd = 0, onde d = 0;

4. linha de singularidades (repulsora) se a > 0 e bd = 0, onde d = 0;
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5. linha de singularidades (atratora) se a < 0 e bd = 0, onde b = 0;

6. linha de singularidades (repulsora) se a > 0 e bd = 0, onde b = 0;
enquanto que para o ponto singular (0,0,-1) temos

1. centro se bd > 0, a = 0(visto que pelo Teorema 7 temos uma integral primeira para
A=0);

2. tipo sela se bd < 0, a € R;

3. linha de singularidades (atratora)se a < 0 e bd = 0, onde d = 0;
4. linha de singularidades (repulsora)se a > 0 e bd = 0, onde d = 0;
5. linha de singularidades (atratora)se a < 0 e bd = 0, onde b = 0;
(

6. linha de singularidades (repulsora)se a > 0 e bd = 0, onde b = 0.

O campo restrito a superficie invariante 2* 4+ 2% — 1 = 0 do sistema (11) ¢ dado por

T = 21— a%(yd) (12)
y = bx.
Observe que o sistema (12) torna-se sistema (10), cuja andlise foi feita anteriormente.

Logo, com base no exposto acima, temos que as caracteristicas principais do espago de
fase do sistema (12) sdo basicamente sela ou centro, ja que pela anélise da estabilidade do
campo restrito na origem, obtemos ou dois autovalores complexos conjugados com parte
real nula, ou dois autovalores reais com sinais opostos, além da existéncia da integral
primeira.

Com isso, completamos o estudo da dindmica de uma classe de sistemas diferenciais
polinomiais que possui um cilindro como superficie algébrica invariante, dada pelo sistema
(8). A analise desenvolvida nos permitiu observar a existéncia de um centro, englobado
por uma orbita homoclinica no retrato de fase dos sistemas (6) e (11), bem como a
possibilidade de existéncia de uma bifurcacao do tipo Hopf para o valor critico ¢ = 0. No
proximo capitulo, daremos a fundamentacao teérica da bifurcacao de Hopf e mostraremos
que esse tipo de bifurcagao realmente ocorre para o sistema (8), dando origem a um ciclo
limite estavel sobre o cilindro invariante.

Antes de passarmos ao proximo capitulo, na préoxima secao daremos um exemplo de
sistema fisico, a saber, o sistema de Rabinovich, que aparece na modelagem de varios feno-
menos naturais e que possui um cilindro como superficie algébrica invariante, mostrando
que a existéncia de tais superficies em sistemas diferenciais definidos em R? nao é uma
hipotese puramente teérica. Detalhes sobre o estudo desse sistema podem ser encontrados
em |7] e referéncias ali contidas.

3.3 Exemplo: Estudo do Sistema de Rabinovich com
um Cilindro Invariante

Nessa secao vamos considerar um importante sistema de equacoes diferenciais em R?
que apresenta um cilindro como superficie algébrica invariante, a saber, o sistema de
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Rabinovich que é dado por |7]

T =hy — vz +yz
y=hx — 1y —x2 (13)
z=—13z+ 1y

e dar uma descricao detalhada do seu fluxo sobre esses cilindros invariantes. Para os
valores de parametros vy = v3 = 0, e 1y # 0, o sistema (13) apresenta cilindros invariantes
da forma H(z,y,z) = y* + 2% — 2hz. Neste caso, o sistema (13) tem uma infinidade de
cilindros invariantes, visto que H(x,y, z) € uma integral primeira deste sistema.

O sistema (13) restrito ao cilindro invariante y? + 2% — 2hz = r?, r > 0 é dado por

T =hy —uvz+y/r>—y>+h) (14)
y=hx — vy —x(\/r2 — 42+ h)

com r € R. Os pontos singulares do sistema (14) sao (0,0), (0, £+v/r2 — 4h?). Temos os
seguintes casos a considerar.
Se r > 0 entdo, a origem (0, 0) é o inico ponto singular do sistema (14) e os autovalores

. . ~ 1 \/v3—8rh—4r? . 2 2
da parte linear na origem sao Ao = =4 & Y————. Seja I' = v{ — 8rh — 4r=.
Entao, a origem pode ser

i) Um no6 instéavel(se I' > 0 ou seja, se vy < —2/2rh + r?);
ii) Um foco repulsor(se I' < 0, ou seja, se —2V2Urh+1r2 < < 0) ;

1v

)
)
iii) Um foco atrator(se I' < 0, ou seja, se 0 < vy < QW);
) Um centro se v; = 0.

)

v) Um no instavel(se I' > 0 ou seja, se vy > 2v/2rh + r?).
Nas figuras abaixo sdo mostrados os retratos de fase do sistema (14) para os casos i)...v).

8 5

T

T 1

-6 -6

-8 3]

Figura 3.21: Retrato de fase do sistema (14) para os casos i) vy < —2v/2rh + 12, i) —
2V2rh 4+ 12 <1 <0eiti) 0 < vy < 2v/2rh+r2.

Com isso, completamos o estudo da dinamica e estabilidade de uma classe de sistemas
diferenciais polinomiais que possui um cilindro como superficie algébrica invariante. A
analise desenvolvida nos permitiu observar a existéncia de um centro, englobado por uma
Orbita homoclinica no retrato de fase dos sistemas (6) e (11), bem como a existéncia de
uma bifurca¢ao do tipo Hopf para o valor critico ¢ = 0. No préximo capitulo, daremos a
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g4

5

Figura 3.22: Retrato de fase do sistema (14) para os casos iv) vy = 0, v) vy > 2v/2rh + r2.

)

£ LEN

fundamentagao tedrica da bifurcacao de Hopf e mostraremos que esse tipo de bifurcagao
realmente ocorre para o sistema (8), dando origem a um ciclo limite estével sobre o cilindro

invariante.






CAPITULO

Z

Bifurcacao de Hopf

Neste capitulo apresentamos um estudo da teoria da bifurcacao de Hopf para um
sistema de equagoes diferenciais ordinarias n-dimensional. Com o objetivo de melhor
compreender a bifurcacao de Hopf, apresentamos primeiro o caso bidimensional. Para
isso, as defini¢coes e o método de projecao aqui apresentados foram baseados no livro de
Kuznetsov [5],6],[12].

4.1 Caso Bidimensional

A bifurcacao de Hopf ocorre quando, para um determinado valor de parametro, os
autovalores associados a matriz jacobiana em torno do ponto de equilibrio deixam de
ser hiperboélicos e passam a ser imaginarios puros. Através desta perda de estabilidade
temos a criacao de um ciclo limite. Esta bifurcacao pode ser subdividida em dois tipos:
Bifurcagao de Hopf supercritica e Bifurcagao de Hopf subcritica. Como exemplo, considere
o seguinte sistema bidimensional dependendo de um parametro

i = az—y— (s + ),
. 5, 2 (1)
y = x+ay—y(x*+y°).

A origem (0,0) é o tnico ponto de equilibrio desse sistema, e a matriz jacobiana
aplicada nesse ponto é dada por

D(O,O):(Of _(11)

Note que os autovalores da matriz jacobiana sao dados por \; 2 = a £ 4. Introduzindo
a variavel complexa z = = + iy podemos reescrever (1) como

2 = (a+i)z =+ z|2)? (2)

onde z =1z —iy e |2]? = 22 = 22 + %
Usando a representacao z = pe'?, obtemos

i o= pe 4 pife?, (3)

37
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donde segue que , . .
pe’? + pife’ = pe(a +i + p?). (4)

Com isso, podemos escrever (1) em sua forma polar

p = platp?),
6 = 1. (5)

Analisando o sistema (5), temos na primeira equacao que p = 0 é ponto de equilibrio,
para todo valor de o > 0. Outro ponto de equilibrio iré existir para determinados valores
do parametro «, dependo do sinal do termo ctibico em (5). Supondo (5) com sinal negativo,
temos

) = (Oé— 2)7
o= ©)

Assim, para valores de a > 0, p(a)) = \/a € um ponto de equilibrio da primeira equagao
em (6) e descreve uma orbita circular periodica que é percorrida com velocidade constante
no sentido anti-horario. Dessa forma, a origem é um foco atrator para o < 0, um foco
repulsor para o > 0 e para a = 0, temos um foco atrator “fraco”. Quando o > 0, a origem
torna-se isolada por uma Orbita fechada, denominada ciclo limite, que é tinica atratora e
centrada na origem. Este ciclo é uma circunferéncia centrada na origem e de raio /a.
Todas as 6rbitas internas ou externas a este ciclo, com excecao da origem, tendem ao ciclo
limite quando ¢ — oo (ver Figura 4.1).

Observe que para o valor de parametro a = 0, ocorreu uma mudanca de estabilidade,
onde o ponto de equilibrio deixa de ser estavel para se tornar um ciclo limite estavel, sendo
que este envolve o equilibrio que antes era estavel e que para a < 0 torna-se instéavel, o
que caracteriza a bifurcacao de Hopf supercritica. Para o caso da bifurcacao subcritica,
temos um ponto de equilibrio instavel para a > 0 que passa a ser estavel quando « passa
pelo valor critico o = 0, o que origina o ciclo limite instavel.

Figura 4.1: Bifurcagao de Hopf Supercritica

Agora, considerando a primeira equagao de (5) com sinal positivo, obtemos o sistema

p = pla+p?),
0 = 1. (7)
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Figura 4.2: Bifurcagao de Hopf Supercritica no espago (x1, za, @)

A analise de (7) com sinal positivo é analoga ao caso negativo, podendo ser encontrada
em [6]. Para esse caso a bifurcagao de Hopf é denominada Subcritica e caracteriza-se pelo
desaparecimento de uma orbita peridédica repulsora, que ocorre quando passamos a = 0.

Definicao 10 Os sistemas (5), ou equivalentemente, (6) e (7), sdo denominados formas

normais das bifurcagoes de Hopf.

Consideremos agora o caso em que o sistema (1) tem o sinal dos termos de terceira

ordem negativo,
()= () G) e () §

A demonstracao do Lema a seguir pode ser encontrada em [6.

Lema 1 O sistema

(‘f”) - (j‘ ‘1>(””)—<x2+y2><"’”)+0<||x1||>, 9)
Y o Y Y

onde vy = (z,y)T € R?, ||z1|] = 2 +9?, a € R e O(||z:1]|*) representa os termos de ordem
maior ou igual a 4, dependendo suavemente de «, € topologicamente equivalente em uma

vizinhanga da origem ao sistema (8).

4.1.1 Teorema da Bifurcacao de Hopf

Na secao anterior estudamos o sistema (1) que representa a forma normal da bifurcacao
de Hopf e cujo sinal do termo de terceiro grau determinam o tipo de bifurcacao, ou
seja, supercritica ou subcritica. Agora, determinaremos condigbes para que um sistema
qualquer seja topologicamente conjugado & forma normal apresentada.

Para isso, consideremos o sistema

& = flr,a), 1= (z,9)" €R? a€R,
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onde f é uma funcao suave que possui em o = 0 o equilibrio zy com autovalores
A2 = Fiwy, wy > 0. De acordo com o Teorema da Funcao Implicita, como A = 0
nao é um autovalor da matriz Jacobiana, o sistema possui um tnico equilibrio zg(a) em
uma vizinhanga da origem para todo |a| suficientemente pequeno. Nesse caso, através
de uma mudanca de coordenadas, podemos levar este equilibrio para a origem, de modo
que, assumindo sem perda de generalidade, que z = ¢ é o equilibrio do sistema para |«|
suficientemente pequeno. Assim, temos que o sistema pode ser escrito como

t = Ala)ry + F(z,a), (10)
onde F' ¢ uma fun¢ao suave cujos componentes F} o tem expansao de Taylor em x; inici-

ando com os termos de primeira ordem, F' = O(||z1]|). A matriz jacobiana A(«) pode ser
escrita como

onde os seus elementos sao fungoes suaves de a. Note que os autovalores de A(a) sao
raizes da equacao caracteristica

N _—oA+A=0

com o = o(a) = a(a) +d(a) =trA(a), e A=A(a)=a(a)d(a)—b(a)c(a) = det A(a).
Assim, obtemos

1
Ao = 5(0—(@) + /o (@) — 4A(a)>.
A condicao de bifurcacao de Hopf nos diz que
a(0) = 0,A(0) = wj > 0.

Para |a| pequeno, temos que

1
pla) = go(a),w(e) = 5V4A(a) = o*(a)
e portanto, temos a seguinte representacao para os autovalores
A(a) +iw(a),a(0) =0 e w(0) =wy > 0.

Lema 2 Por meio da introdugao de uma varidvel complexa z, o sistema (10) pode ser

escrito para |a| suficientemente pequeno, em uma tunica equagao da forma
;= Aa)z+g(270), (11)

onde g = O(||z]|*) € uma fungao suave de (2,Z, ).
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Demonstragao. Seja ¢(a) € C? um autovetor complexo de A(«a) associado ao autovalor
A «), dado por

e seja p(a) € C? um autovetor de A(a) associado ao autovalor A(«), ou seja,

AT(a)p(e) = Ma)p().

E sempre possivel normalizar p em relacao a ¢, de modo que

(p(a),q(e)) =1, (12)

onde temos que (p,q) = P11 + Daga ¢ o produto interno usual em C2  Dessa forma,
qualquer vetor pode ser representado unicamente como

z = zq(a) +zq(a), (13)

para todo « pequeno, e para algum ntimero complexo z. Aplicando o produto escalar em
ambos os membros de (13), temos

(p,7) = (p,2q +72q) = (p, 2q) + (P, 2q) = 2(p, q) +Z(p, Q-

Da igualdade (12), temos que (p, q) = 1, logo basta provarmos que (p,q) = 0. De fato,
I R D U 1
(. 7) = <p, XAq>— AP0 =30 (1 = A><p, 7) =0.

Como A # ), pois para |a| suficientemente pequeno temos que w(a) > 0, podemos
concluir que

{p,q) = 0. (14)

Dai, temos a seguinte férmula para determinar a variavel complexa z

z = (pla),z1). (15)

Agora, utilizando as equagoes (10), (12), (13), (14) e (15) temos que a variavel com-
plexa z satisfaz a equagao

z = (p(a), 1)

(p, Axy + F(x1))
(p, Az1) + (p, F'(71))

(p, (zq+zq)> + (p, F(2q + Zq))

(p, A(2q)) + (p, A(Zq)) + (p, F(2q + Zq))
(p, 2xq) + (p,ZAQ) + (p, F(2q + 7q))
Az(p, q) + Aq@(p,q) + (p, F(2q + zq))
Ma)z + (p(a ),F(zq(a)Jrzq( )

xz

obtendo assim, a equagao (11), onde g(z,%z,a) = (p(«a), F(zq(a) + zq(a),)). m
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Escrevendo g em série de Taylor nas duas variaveis complexas (z e Z) obtemos
1
k=l
= E gri(@)2"Z',
171
Fse k!
onde,

ak—H

gri(a) = W@(a% F(zq(a) + 2q(a)))|

z=0

parak+101>2 kI1=01,...
Supondo que, para a = 0, a fungao F'(z1, ) de (10) seja representada por

1 1
F(x1,0) = §B($1,9E1) + 60(%71717%1) + O(||z1| "),

em que, B(z,y), C(x,y,u), sao fungoes multilineares simétricas de x, y, v € R% Em
coordenadas, temos

2
0?Fj(e,0)
Biea) - 3 ZECY)
k=1 39k =
D3F;(e,0)
(z,y,u ;1 0¢;0e0¢p le= omjykul

para ¢ = 1,2. Entao,
B(zq +7%q,2q + 2q) = 2°B(q,q) + 222B(q,q) + Z°B(q,q),
e
C(zq+2q,2q + 2q, 2q + 2q) = 2°C(q, q,q) + 32*2C(q,¢,q) + 322°C(q,q,q) + 2°C(4, G, ),

em que ¢ = ¢(0), p = p(0). Assim, os coeficientes de Taylor gy, k& + 1 = 2 dos ter-
mos quadréticos e ctbicos em ¢(z,Z,z) podem ser expressos pelas seguintes formulas,
respectivamente, por

920 = (p,B(¢,9)), 911 = (p.B(¢.9)), 902 = (p. B(3. 7)),
930 = (p,C(q,4,9)), 921 = (P, C(¢: 4, 7)), 512 = (p, C(¢,4,9)), 903 = {p, C(4,G,7))-

No que segue, faremos mudangas de coordenadas (complexas) nao-lineares a fim de
simplificar a equagao (11). Inicialmente, iremos remover todos os termos quadraticos
através do lema a seguir.

Lema 3 A equacgao

Z':)\Z+%z2+gnzz+g?z + O(|2*), (16)
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em que A = ANa) = p(a) +iw(a), p0) =0, w(0) = wy > 0 e g;; = gij(c), pode ser
transformada, pela mudanca de coordenadas complexas

h h
2 =w+ %wQ 1 by W + %W

para |o| suficientemente pequeno, na equag¢ao sem termos quadrdticos
W = Aw + O(|lw]).

Demonstracao. A mudanca de variavel inversa é dada por

h h
w=z— %22 — h112Z — %?2 +O(|z]*).

Logo, temos que

w = zZ-— hzoZZz — hn(EZ + Zz) - hOQﬁ + ...
= Az + (% — )\hgo) 22 + (911 — )\hll — th)zi + <% - Xhog)EQ + ...
1 — 1 _
= \w + §<g20 — )\hQO)U)Q + (911 - )\hn)ww—i- 5(902 — (2/\ — )\)h02>w2 + O(‘U)P)
Escolhendo
920 J11 Jo2
hog = -, hit = = e hoy = = )
20 \ 11 \ € Np2 )\

os termos quadraticos de (16) sdo eliminados. Note que esssas substituigoes sdo sempre
possiveis, ja que os denominadores sdo sempre diferentes de zero, para |« suficientemente
pequeno, visto que, A\(0) = iwp, com wy > 0. m

Assumindo que removemos todos os termos quadraticos, tentaremos eliminar os termos
cibicos também. Veremos que isso nao é possivel, pois existe um termo resistente, como
mostra o lema a seguir.

Lema 4 A equacao

PN T R R T O, )

em que, A = Ma) = pla) + iw(a), p(0) =0, w0) = wy e g;; = gi5(a), pode ser

transformada, pela mudancga de coordenadas complexa

h h h h
D+ 2w + 2T+ 2w

FEWA 2 2 6

para todo |a| suficientemente pequeno, na equagao com apenas um termo cubico,
. 2 4
w = A\w + cyww + O(Jw|*),

onde, ¢; = ¢1(a).
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Demonstracao. A transformacao inversa é dada por

h h h h
S0y Bl T2 a2 08 O(]z|4).

=T 2 2 6
Portanto,
h h ) h . hos
W o= i-— %222 - %(2252 + 2%%) — g(z# +227%) + 732— Z+ ..
. 930 @) <921 B h_) <912 B h_) 9
—)\z+(6 20)2 4 (5 = M = X )22+ (B2 = Moo — 2
Jos _ —@>—3
+ < 6 5 A S
1 1 - 1 _
= )\’LU —+ 6(930 — 2)\h30)w3 + 5(921 - (/\ + )\)th)’wzw + 5(912 — 2)\h12)ww
1 _
+ 6(903 + (A = 3X)ho3) @ + O(Jw|).
Fazendo,

g30 his 912 e hos = go3

h = — =
0o T T o 3N — )\’

conseguimos eliminar todos os termos ciibicos com excecao do termo w?w, o qual sera

tratado separadamente. Tendo em vista que os denominadores envolvidos nao se anulam
para todo |a/ suficientemente pequeno, as substitui¢oes acima sao validas.
Uma tentativa de eliminar o termo w?w é escolher

g21
A+

hor =

Isto é possivel para |a] # 0 pequeno, contudo para o = 0 o denominador se anula,
ja que, A\(0) + A(«a) = iwy — iwp. Assim, para obtermos uma transformacao que dependa
suavemente de |al, escolhemos hy; = 0, 0 que resulta em

-
1 27

finalizando a prova. m

2

Definigao 11 O termo w*w € chamada de termo ressonante.

Combinando os dois lemas anteriores, temos o seguinte resultado.

Lema 5 (Forma Normal de Poincaré para a Bifurca¢ao de Hopf). A equagao

Z=Az+ Z AT, !gkzzkzl +O(|2[1), (18)

2<k+1<3

em que, A = ANa) = p(o) +iw(e), p(0) =0, w(0) =wy > 0 e g;j(c), pode ser transfor-
mada, pela mudanca de coordenadas
@ 3 h 12 h03_3

g Ut T

h h
z—w+§w + hpjww + T
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para todo |a| suficientemente pequeno, na equagao com somente o termo cibico ressonante:
W = \w + cw?w + O(|w|?), (19)

em que, c1 = c1(Q).

Demonstracao. Observe que, obviamente uma das transformacoes definidas nos lemas
4 e 5 resolve o problema. Primeiro, fagamos a transformacao

h h
z=w+ %wQ + hyww + %wQ (20)
com hgy = £, hyy = g%, e hgy = 2%3\’ definidas no Lema 4. Isto anulara todos os termos

quadraticos, porém, também ira alterar os coeficientes de termos ciibicos. Representa-
remos o coeficiente de w?w por % go1. Aplicando o Lema 5 eliminamos todos os termos
ciibicos exceto o termo % Jo1, que € ressonante. m

O que precisamos para determinar o coeficiente ¢; nos termos da equacao dada (18) é
um novo coeficiente % Go1 do termo w?w depois da transformagao quadratica (20). Podemos
calcular Z diferenciando (20),

?;’ = w + hgoww —I— hn(wm —I— ’lUW) —f- hogw_’w.
Substituindo 1 e W e levando em conta (19), obtemos

Aoy + g2

NN (
Z w + 5

)w2 + (/\hn -+ gn)ww -+ <Xh02 —+ %)@2

h — h
+ [920’111 + 911 (% + h11)+9022 02 4 %] w2w + ...

Comparando os coeficientes do termo ctibico w?w nas duas equacoes obtidas anterior-

mente, e, utilizando hyy = %%, hyy = “%, e hgy = 2%)_2/\, temos

hao |+ n
(@) g20h11 + 911 <ﬂ + h11>+m + 921

\ 2 2 2
920911 (2A +A)  [gu|? . |902|* L 9n
2| A2 A 22042) 20
Para a = 0, temos A\(0) = iwp, logo
o = L(Q g1 —2gnl? - 3lg )+ 2
1= 5 (92091 1 5 1902 5

Agora queremos transformar a forma normal de Poincaré na forma normal da bifur-
cacao de Hopf estudada na segao anterior.

Lema 6 Consideremos a equagao

dw

— = (pla) +iw(a))w + cr(@)wlwl* + O(|w[*), (21)

onde u(0) =0 e w(0) = wp > 0.
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Suponha que 1/(0) # 0 e Re ¢1(0) # 0. Entao, (21) pode ser transformada, por mudanga
de coordenada e reescalonamento do tempo, na equacao
du . 2 4
2 = B+ du+sulul” + O(jwl%), (22)
em que u € a nova coordenada complexa e, 6 e 3 sao 0s novos tempo e pardmetro, respec-

tivamente; e s = sinal[Re ¢1(0)] = £1.

Demonstragao. Considere um novo tempo 7 = w(a)t. A diregdo de 7 é preservada,
uma vez que w(a) > 0, para todo |« suficientemente pequeno. Entéo,

dw dw dt
dr dt dr
= [(u(a) +iw(a))w + c1(@)wlw]? +O(|wl4)]ﬁ
_ plo)+iw(e) o
IS R
= (B+i)w+ d1(ﬁ)w|w|2 X O(|w|4)7

wlwl* + O(jwl*)

em que

B(0) =0,5'(0) = 70,

e, portanto, o Teorema da Fungao Inversa garante a existéncia local e suave de |a| como
funcao de 5. Note que d; é complexo.

Através da mudanca de variavel § = 6(7, 3), vamos reparametrizar, novamente, o
tempo onde

df = (1 + ex(B)|w|*)dr,

com e () = Im dy(p).

Consideremos agora a expansao de WM, para w proximo de zero, obtemos
dw  dwdr
d9 —  dr df
1
= [(B+Dw+ di(B)w|w]* + O(|Jw|*

= [(B+dw+d(Bww + O(wM][L - er(B)lwl* — ei(B)w]" + ...

Como e;() = Im d;(B), encontramos
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% = (B+iw+ dl(ﬁ)w|w|2 — (B + i)el(ﬁ)wle + O(|w|2)
(B +i)w + di(Byw|w]* = Ber(Bwlw]® —ies (B)w|w]* + O(|w|*)
= (B+i)w+ di(B)ww]® — Ber(B)w|w]* — idm dy (B)w|w]* + O(|w]*)
= (B+ 9w+ (Re di(B) — Ber(B)w|w]* + O(Jw|*).
Portanto,
ccii_vg = (6 +i)w+11(0) = Re dy(0),

em que l1(8) = Re di(5) — fer(S) ¢ um namero real, com [1(0) = Re d;(0) assim, temos

1,(0) = Re (3((2‘58)); ): Re 2((8; (23)

Introduzindo a nova variavel complexa u, dada por

u

VLB

que é possivel, ja que Re ¢;(0) # 0 e, assim, 1;(0) # 0. Entao, a equagao, torna-se

du o ()
@~ Tt )

ulul* + O(Jul*) = (B + i)u + sulul* + O(|ul"),

com s = sinal 1,(0) = sinal Re ¢1(0). m

Definigao 12 A funcao real l1(5) é chamada de primeiro coeficiente de Lyapunov.

Segue da equagao (23) que o primeiro coeficiente de Lyapunov em 8 = 0, pode ser
calculado pela formula

1 .
L(0) = Q—WQRG (1920911 + Woga1)- (24)
0

Reunindo os resultados anteriores, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 9 (Teorema de Hopf). Suponhamos que o sistema bidimensional

d
d—f = f(z,a), 2 € R?, a €R, (25)

com f suave, tendo a singularidade x = 0, para todo « suficientemente pequeno, com

autovalores
Ar2(a) = p(a) +iw(a),

em que pu(0) =0, w(0) = wy > 0 satisfazendo as sequintes condigdes
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1. &/(0) # 0 (transversalidade)
2. 1:(0) # 0, em que ly € o primeiro coeficiente de Lyapunov(Condi¢ao de ndao degene-
rescéncia).

Entao, existem coordenadas invertiveis, mudancas de parametros e uma reparametri-

zagao do tempo transformando (25) em

d U1 B -1 U1 2 2 Y1 4
5(@/2):(1 ﬁ)(yz)i(yﬁyz)(m)JrO(HyH)-

Finalmente, apresentamos um resultado mais geral.

Teorema 10 (Forma Normal da Bifurca¢ao de Hopf). Qualquer sistema bidimen-

sional
¥ = f(z, ), (26)
tendo em o =0 o equilibrio x = 0, com autovalores
A12(0) = fiwg, wp > 0,

€ localmente topologicamente equivalente em torno da origem, a uma das sequintes formas

v\ (B8 -1 Y1 o o[ W
()= (0 ) ()= ()

Observacao 3 Os dois ultimos resultados juntamente com a andlise da forma normal

normais

realizada na se¢ao anterior e a formula dada por (24) para l1(0) fornecem todas as ferra-
mentas necessdarias para andlise da bifurcagao de Hopf em sistemas genéricos bidimensi-

onais.

4.2 Meétodo da Projecao

Nesta secao estudaremos o método da projecao que consiste na transformacao do
sistema

= f(z,a),r e R" e« € R™,

em uma base formada por seus autovetores generalizados e, em seguida, na projegao deste
sistema usando apenas os autovetores correspondentes aos autovalores criticos (inico par
de autovalores com partes reais nulas) para restringi-lo ao caso bidimensional, cujo estudo
ja foi realizado.
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Consideremos entao o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinérias
&t =Ax+ F(z), x € R", (27)
onde F'(z) = O(||z||?) é¢ uma fungao suave e A corresponde & parte linear do sistema, com
um ponto de equilibrio nao hiperbdlico x = 0 e um tnico par de autovalores imaginarios
puros A\; o = %iwy, wy > 0. Seja ¢ € C™ um autovetor complexo correspondente a Ap,
entao
Aq =iwoq, Aq = —iwog.
Introduzindo também o autovetor adjunto p € C", tal que,
ATp - —inp7 AT]_? - iwopa
que satisfaz a normalizacao
(r,q) =1,
onde (p,q) = Y. P;q; ¢ o produto interno canénica de C". O autoespago real generalizado
T¢, correspondente ao par de autovalores \; 5 = *iwy da matriz A, tem dimensao dois

e é gerado por {Re(q),Im(q)}. O autoespago real T*", correspondente a todos os outros
autovalores de A, possui dimensao n — 2.

Lema 7 y € T"" se, e s6 se, (p,y) = 0.

Como R" =T°¢ @ T", dado x € R™, podemos escrever

T =2z2q+ 29+ Y,
onde z € C, zq+zZqg € T¢ e y € T*". Logo, podemos explicitar y e z com relagao a x,

(p,r) = (p,2q+Zq+y)
= (p,2q) +(p,Zq) + (p,y) = 2(p,q) +Z(p, Q) = 2,

visto que, (p,y) =0, (p,q) =1 e (p,q) = 0. Assim, obtemos o seguinte sistema

z = (p, )
Yy T — <pa {L‘>q - <1_97 x)@ (28)

Lema 8 Nas coordenadas de (28), o sistema (27) torna-se

iwoz + (p, F(2q +2q +y))

. _ o _ . _ (29)
y = Ay+ F(zq+7zZq+y) — (0. F(2q+7Z9) + y)q — (D, F(2q + Zq + y))7.



4. Bifurca¢ao de Hopf 50

Demonstracao. Diferenciando z e considerando que se y € T*%, entao Ay € T*, e assim
(p, Ay) = 0; temos

¢ = (p,i)

(p, A + F(x))
= (p, Az) + (p, F(x))

(p,A(zq +zq +y)) + (p, F(2q + 24 + y))

(p, zAq) + (p, ZAq) + (p, Ay) + (p, F(2q +Zq + y))
= 2(p,iwoq) + Z(p, —iwoq) + (p, F'(2q + ZG + y))
= dwoz(p, q) — iweZ(p, Q) + (p, F(2q +Z7 +y))
= iwoz(p, q) — iwoz(p,q) + (p, F'(2q + Zq + y))
= dwoz + (p, F'(2q +Zq +y)).

Agora, sendo (p, Ay), (B, Ay), (7,7, (»,q), (P, q) todos nulos, temos:

Y

—(p,2)q — (P, )7
A:U—l—F( ) — (p, Ax + F(x))q — (p, Az + F(2))q
A(zq +Zq+y) + F(x) — (p, A(2q + Zg + y) + F(x))q
(P, A(zq +Zq +y) + F(x))q
Azq+ AZq + Ay + F(z) — (p, 2Aq)q — (p, ZAq)q — (p, Ay)q
(p, F(x))q — (P, 2Aq)q — P, ZAq)q — (B, Ay)q — (P, F(x))q
iwo2q — 1wozZq + Ay + F(x) — iwoZ(p, q)q + iwoz(p, @)q — (p, F(x))q
iwoZ(P, )7 + iwoz(P, q)q — (P, F(2))q
Ay + F(z) — (p, F(x))q — (P, F(2))q
Ay+ F(zq+Zq+y) — (p, F(2q +Zq + y))q — (P, F'(2q + Zq + ¥))T.

Expandindo o sistema (29) em série de Taylor em z, Z e y, obtemos

z =
Yy o=

iwoz + %Ggozz + GHZE + %G02Z2 + %Gngzz + <G10, y)Z + <G01, y)z + ...

30
Ay + %HQOZZ + HHZE—’— %HOQQ + ceey ( )

em que Ga, G, G2, Ga1 € C; G, G, H;; € C"; e podem ser calculados pela
formulas seguintes

e ainda, (

Gij = B(Z::;ij <p7F(Zq+Z_Q)>‘Z_Oa i+j =2
G = 0 JF(zq+72zq + ,t1=1,2,...n
10, D07 (p, F(zq +Zq+y)) (2.2)=(0.0)
Gios = Z—(p, F(zq+7q+ ‘ L i=1,2,...n,
10, o050 F(za + 24+ y)) (00)
i+3j N - — . .
H;; = azia;jF(ZQ +Zq) L ~Giiq— Gjyq, i+ J =2,

G.y) =31 Giyr.

Teorema 11 (Teorema da Variedade Central). Localmente, existe um conjunto in-

variante W€¢(0) de (27) que € tangente a T em x = 0. Este conjunto € o grifico de uma
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aplicagcao suave cujas deriwadas parciais de todas as ordens sao unicamente determina-
das. Se ¢(x,t) denota o fluxo associado ao sistema (27), entao existe uma vizinhanga
U de xo = 0 tal que se ¢(x,t) € U, ¥Vt > 0(t < 0), entao ¢(z,t) — W0) quando
t — oot - —o0).

Definigao 13 O conjunto W¢ = W€(0) é chamado de variedade central da origem.

Observe que a variedade central possui a seguinte representacao

1 1
y="V(z7%) = 57«02022 + w2z + §w0252 +0(|2), (31)

onde (p,w;;) = 0. Diferenciando (31), e substituindo as derivadas # e z usando (30)
:l) = QUQQZZ -+ (ZE + Z?)'LUH —+ U)ogz_é +...= iWQWQQZQ — iWOw(]QZZ + ... (32)

Por outro lado, da segunda equagao de (30), apos substituir y pela expressao dada em
(31) e agrupando os termos semelhantes, obtemos,

o1 1 _
Yy = 5(1411}20 + H20)22 + (AU)H — Hll) + 5(1411)02 + H02)2’2 4+ ... (33)

Igualando (32) e (33), obtemos que os vetores w;; € C" dos termos quadraticos sao
dados por

Woo = (QZWOE — A)_1H207
wy = —A 1 Hyy,
Wopo = (—inOE — A)_IHOQ,

onde E é a matriz identidade. Assim, a expressao (31) fica,

N -1 2 -1 N —l77 =2 3
y=V(z,z) = 5(21w0E — A) " Hyz® — A" Hy12Z + 5(22w0E — A)" Hpz” + O(|2]°),
e com isso, o sistema (30) restrito a sua variedade central pode ser escrito como,

c_ 1 2 N T 2
Z = 1Wwoz + §G202 + GHZZ + §G022 + §G212’ Z +
(G0, V(2,2))2 + (Go1, V(2,2))Z + ...
ou seja,

z = inZ + %G2022 + Gllzz + %G02§2 + %(Ggl — 2<Glg, A71H11>+ (34)

<G01, (QZWOE — A)_1H20>)Z2§ + ..,
onde usamos o produto escalar em C". Uma boa caracteristica desse algoritmo acima é
que ele da o sistema restrito em sua forma complexa, adequadamente para a determinacao
do coeficiente de Lyapunov. Dessa forma, vamos escrever a fun¢ao F'(x) em termos das
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fungoes multilineares B(z,y), C(x,y, 2):
1 1 )
F(z) = 5B(,2) + £Clz,2,2) + O(||z][") (35)

Assim, temos
(Gro,y) = (p, B(¢,9)), (Gov,9) = (p. B(q,y)),

e dai, a equagao restrita (34) fica na forma
Z = iWoZ + %G2022 + GHZE + %00252 + %(Ggl — 2<p, B(q, A_1H11>>—|— (36)
<p7 B(67 (2Zw0E - 14)_1]_[20>>’22E + sey

onde
GQO = <paB(q7Q)>7Gll - <p7B(Q76)>7 (37>
Goz = <p7 B(Qaq»a Go = <pa C(qv Qaq»
e?
Agora, substituindo (37) e (38) em (36) e, usando as seguintes identidades
1 _
q,

1 -1 1
AT = —7q, (2iwE — A) g = —q, QiwgE — A)7'g = —
W Wy 3iwg

A™lg = —q,
1Wo
transformamos (36) em
. o, R e N
Z = 1wz + 5920% + 91122 + 5J02% + In%Z + ..

onde temos que
920 = (p, B(¢,9)), 911 = (p, B(¢, 7)),

(§]
go1 = <p7 C<q7 Q76)>

_2<pa B(Qa A_IB(Q@)» + <pa B(@ (2ZWOE - A)_I)B(Q7 Q)>
1 _
+—{p, Blg,0))(p. B(¢:7))
2 1
——{p,B(q,9))]* — —|{(p, B(¢q,9))|*.
il Bla,ap " = 3221, Blg, 9)
Observe que os termos da ultima linha da equagao anterior sao imaginarios puros e a
terceira linha é dada por gs9gs1. Assim, aplicando a férmula dada na se¢ao anterior como

2

1 .
1(0) = i Re(ig20911 + woga1),
wo
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dada em (24), obtemos

1(0) = gz Rel(p, C(q,4,9)) — 2(p, B(¢, A7' B(4,7)))
+(p, B(@. (2iwo E — A) "' B(q,9)))]

Logo, esta formula parece ser mais conveniente para o estudo da bifurcagao de Hopf
em sistemas n-dimensionais, visto que ela expressa [1(0) usando os termos lineares, qua-
draticos e cubicos, originais, assumindo que somente os autovetores criticos - ordinarios e
adjuntos - da matriz jacobiana sao conhecidos.

4.3 Condicao de Transversalidade

Considere o seguinte sistema de equagoes diferenciais com um parametro
t=Ale)r+ F(z,a),r € R"",aa € R (39)

onde, F(z,a) = O(||z||?) ¢ uma fungdo suave de x, com expansdo de Taylor comegando
com pelo menos termos quadraticos, e ainda, dependendo suavemente de a. Seja A(«a) a
parte linear do sistema com um par de autovalores complexos conjugados

Mg =7(a) iw(a),
em que, para a = 0 as seguintes condicoes sao satisfeitas
7(0) = 0,w(0) = wo.

Lema 9 Condicao de Transversalidade Considere o sistema (39) cuja matriz Jacobi-
ana A(a) possui um par de autovalores imagindrios puros para o =0, A\ 2 = y(a) Liw(a),
7(0) =0 e w(0) =wp > 0. Entao

D (0) = Re{p. - (0)a),

onde p,q € C" satisfazem
A(0)g = iwog, AT(0)p = —iw, e (p.q) = 1.

Demonstracao. Derivando ambos os membros da equacao

com relagao a «, temos

I @)4(0) + A) 2 2) = P(a)g(a) + Ma) 2 ().
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Aplicando o produto escalar em ambos os membros dessa equagao, temos

d d A d
P G t) e Agy)= (e e )

(o) (4% )= Tl 2o )

Note que, para o = 0, temos ATp = —iwep. Dali,
dA . dg\  (dA dw . dq
(p, = (0)q)+iwo(p, 7 )= (52(0) +i72(0) ) (p. ) + oo (p. 72 )

(0. 22 0)0)= (2(0) +1%2(0)) tp.a),

e, lembrando que (p,q) = 1, temos

dA dA o dw
e, portanto

dry dA

1(0) = Re(p, =~(0)q.)
[

Observacao 4 Quando l; <0 (I; > 0) uma familia de orbitas periddicas estdveis (ins-
taveis) pode ser encontrada. Assim, quando ly < 0 (l; > 0) temos a ocorréncia de uma

bifurcagao de Hopf supercritica (subcritica).

4.4 Bifurcacao de Hopf em Uma Classe de Sistemas
Quadraticos com um Cilindro Invariante

Vamos agora considerar a classe de sistemas diferenciais polinomiais (6), estudada no
Capitulo 2, dado por

@ (22 + 22 — Da + 2z(zc + yd),
Y bz,
z = (2?4 2% — 1)a — 2z(zc + yd),

que possui os pontos singulares (0,0, 1) e (0,0, —1). Vamos utilizar o estudo da bifurcagao
de Hopf apresentado na secao anterior para analisar a bifurcagao que ocorre no ponto
singular (0,0,1), quando variamos o pardmetro ¢ do sistema (6). Para isso, devemos
estudar a estabilidade deste ponto e calcular o primeiro coeficiente de Lyapunov utilizando
o método de projecao.
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Lembrando que a matriz jacobiana do sistema (6) aplicada no ponto (0,0,1) é dada
por

2¢ 2d 2a
A(0,0,1) = b 0 O , (40)
0 0 2a

donde segue que o seu polinémio caracteristico é dado por
p(A) = A 4+ (—2¢ — 2a)A? + (4ac — 2bd)\ + 4abd

e os autovalores sao A\j o = ¢ = v/c? + 2bd, A3 = 2a. Note que para valores de pardmetro
a<0,c<0ebd< 0o ponto singular (0,0,1) é localmente um atrator; se a < 0, ¢ > 0
e bd < 0, temos que Re(A12) > 0 e assim, (0,0,1) é instavel. Agora, tomando o valor
critico ¢ = 0, obtemos dois autovalores complexos conjugados com parte real nula e outro
autovalor real negativo, o que caracteriza uma das hipoteses para ocorréncia da bifurcagao
de Hopf no ponto singular (0,0,1).

Para ¢ = 0, a matriz jacobiana é dada por

0 2d 2a
A=10b 0 O
0 0 2a
Consideremos o caso particular em que bd = —3 e a = —1. Para esses valores de

parametros, temos que os vetores
1
q = (—iv6,1,0) ep:(?V%—L—3—h@J)
sao os autovetores de A e AT correspondente aos autovalores da A. Além disso, satisfazem

(p.q) =1.
Agora, calcularemos as fungoes multilineares simétricas, conforme apresentado nas

segoes anteriores. Para isso, escrevemos o sistema (4) da seguinte forma
i=Ar+ F(z),r € R® (41)
onde F'(z) é uma fungao suave, e pode ser expandida da forma
F(w) = 3B(a.) + ¢l ) + O ol

onde B(z,z) e C(z,x,x), sdo fungoes bilineares e trilineares simétricas, respectivamente
e sao dadas por

&@w%ZE:gfﬁﬂﬁ

LYk,
) 65j85k e=0 J
D3F;(g,0)
Ci(r,y,2) = —— 2 xRz,
(2,9, 2) 0ej0e 0 le=0 JYkA

jkl=1
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em que r, y, 2 € R® e i =1,2,3. Escrevendo x = (1,79, 23)7,y = (y1,v2,93)" € 2z =
(21, 22, 23)T, obtemos

enquanto que C(x,y, z) = 0, pois todas as derivadas de terceira ordem sao nulas. Assim,

12
B(q,q) = 0 :
—i(—6 — iv/6(—% — 2iv6))v6 + 6iv6
—12
B(q,q) = 0

i(—6 — iv6(—5 — 2iv/6))V6 + 6iv6

Escrevendo s = A71B(q, q), temos que

0
s=| —2—%i(—=6—iv6(—% — 2iv6))v6 —iv/6
~3i(=6 —iV6(—5 — 5iv6))V6 —3iV6

Agora, escrevendo r = (2iwl — A)"'B(q, q), onde I ¢ a matriz identidade de ordem 3,
obtemos

—287.9999994 + 23.51510146 4 66.62612093+/6 4 6i1/6

—39.19999988 — 82.30285504
—4.800000000 — 58.78775376i + 2% s1t(6)

—39.19999988 — 82.302855041
—195.8399995 — 529.8736195:

—39.19999988 — 82.302855041

Por fim, aplicando a féormula
1 _ _ _
obtemos
[1(0) = —0.01848671524. (42)

Para provar que de fato ocorre uma bifurcacao de Hopf supercritica, basta apenas verificar
a condi¢do de transversalidade. Calculando a derivada da matriz jacobiana A(c) em
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relagdo ao parametro ¢ na expressao (40) e aplicando no valor critico ¢ = 0 encontramos

2 00
dA
d_( )= 0 0 0
¢ 000
Resolvendo a equacao
dy dA
— =R —(0
7. = Re(p, —~(0)q)
obtemos
dry
— =6#0.
dc 7

Note que ao trabalhar com sistemas nao-lineares no plano sempre conseguimos expli-
citar os autovalores de suas matrizes jacobianas e assim podemos analisar a estabilidade
local de seus pontos singulares. Contudo, muitas vezes nao conseguimos fazer o mesmo
para sistemas tridimensionais. Para o estudo de tais sistemas, podemos utilizar um resul-
tado que relaciona os coeficientes do polinémio caracteristico da matriz jacobiana aplicada
em seus equilibrios com a parte real de seus autovalores. Este resultado ¢ conhecido como
Condicao de Estabilidade de Routh-Hurwitz. Assim, utilizando o polinémio caracteris-
tico associado a matriz jacobiana do sistema (6) nos respectivos pontos singulares (0,0,1)
e (0,0,-1) e a condigdo de estabilidade de Routh-Hurwitz apresentado abaixo podemos
analisar as condigoes de ocorréncia da bifurcacao de Hopf nesses pontos.

Teorema 12 Considere o sequinte polinémio
p(z) = 2° +az® + br + ¢ (43)

com coeficientes reais, entao

e (Critério de Routh-Hurwitz) p é estdvel se, e somente se,

a,bc>0eab—c>0 (44)

e Sec>0eab—c <0, entao p tem duas raizes com parte real positiva e uma raiz

real negativa,

e Sea,b,c>0eab—c=0, entao p tem duas raizes complexas conjugadas com parte

real nula e uma raiz real negativa;

Este Teorema e sua demonstra¢ao podem ser encontrados em [5].

Teorema 13 Considere o sistema (6), estudado no Capitulo 2 com os valores de paramé-
tros a, b, c e d € R. Entao, o ponto de equilibrio (0,0,1) é um ponto espiral estdvel para
(2) se a < 0,bd < —%, c<0. Sea<0,bd< —% e c=0, entao (0,0,1) é ponto espiral

[

fracamente estdvel. FE, se a < 0, bd < —32 ec >0, (0,0,1) se torna um ponto espiral
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instdvel e surge um pequeno ciclo limite estdvel envolvendo (0,0,1). Ou seja, ocorre uma
bifurcagao de Hopf em (0,0,1) para o valor critico ¢ = 0.

Demonstracao. Considerando o polinémio caracteristico associado a matriz jacobiana
do sistema (6) aplicado no ponto de equilibrio (0,0,1) dado por

N —2(a+ )\ — 2(—2ca + bd)\ + 4abd = 0 (45)

onde tomando a; = —2(a + ¢), ag = —2(—2ca + bd) e ag = 4abd.
Usando o teorema anterior, temos

e o >0sea< —c

° 042>Osec>%;

e a3 >0 se abd > 0;

° alag—a3>Osec>Oouc>—a+%d
Assim, com base nisso temos que

e Se —a>c> %, a<0,bd<0c>00uc<—a+ % temos que o ponto de equilibrio
(0,0,1) é estavel;

e Seabd >0ec<Oouc>—a+ %, temos que (0,0,1) tem duas raizes com parte
real positiva e uma raiz real negativa;

e Se —a>c> %, a<0,bd<0,c=00uc=—a+ %, entao o equilibrio (0,0,1) tem
duas raizes complexas conjugadas com parte real nula e uma raiz real negativa, o
que configura uma das condi¢Oes para a ocorréncia da bifurcacao de Hopf.

Para comprovar a existéncia de tal bifurcagdo que ocorre no ponto de equilibrio (0,0,1)
para o valor critico ¢ = 0, devemos calcular o primeiro coeficiente de Lyapunov do sistema
(6), como vimos nas se¢oes anteriores. Para isso, usaremos o algoritmo apresentado por
Kuznetsov e dai, obtemos

I(1) = —0.01848671524

para valores de parametros a = —1, b = —1 e d = 3. Logo, a bifurcacao de Hopf que
ocorre para o sistema é supercritica.

Para o ponto de equilibrio (0,0,-1), vale o seguinte teorema, cuja prova é feita de
maneira analoga.

Teorema 14 Considere o sistema (6) com os valores de paramétros a, b, ¢ e d € R.

Entao, o ponto de equilibrio (0,0,-1) é um ponto espiral estdvel para (6) se a > 0, bd >
2

—%, ¢ > 0 e surge um pequeno ciclo limite estdvel envolvendo (0,0,-1). Sea > 0,bd > =%,

e c=0, entao (0,0,-1) é ponto espiral fracamente estivel. E, se a > 0, bd > —% ec<0,
(0,0,-1) se torna um ponto espiral instdvel. Ou seja, ocorre uma bifurcagcao de Hopf em

(0,0,-1) para o valor critico ¢ = 0.
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3! x(r)
e=-001, bd=-1,a=-5

c=-01bd=-1,a=-5

Figura 4.3: Retrato de fase do sistema (6): a) Espiral estavel para o valor de parametro
¢ = —0.5; b) Espiral fracamente estavel para o valor de parametro ¢ = —0.01.

c=0.01, bd=-1,a=-5

Figura 4.4: Retrato de fase do sistema (6): a) Ciclo limite criado com a bifurcagao de
Hopf que ocorre quando ¢ passa pelo valor critico ¢ = 0; b) Espiral instavel para o valor

c = 0.05.






CAPITULO

D

Analise no Infinito

No estudo do retrato de fase de campos vetoriais polinomiais definidos no R?, em geral
aparecem solucoes ilimitadas que tendem para o infinito e que, portanto, nao podem ser
completamente estudadas em regioes compactas do plano. No entanto, existem técnicas
como a compactificacao de Poincaré que permite o estudo qualitativo global das solucoes
nao limitadas de campos vetoriais polinomiais da forma

it = P(z,y)

onde P e () sao polindmios reais, de grau menor ou igual a n, nas variaveis x e y. Tal
técnica consiste basicamente em mudangas de variaveis, que transforma o sistema (1)
em um sistema definido na esfera S?, menos o equador. Em seguida, multiplicando-se
este sistema por um fator positivo, é possivel estendé-lo analiticamente ao equador, que
corresponde aos pontos do plano no infinito, além de ser invariante pelo sistema estendido.

O processo de compactificacao proposto por Henri Poincaré pode também ser estendido
a campos vetoriais polinomiais definidos no R™, como mostrado em [3] e [11], por exemplo.
Neste caso mais geral, um campo vetorial polinomial X pode ser estendido de maneira
Ginica a um campo vetorial analitico na esfera S, permitindo o estudo de X em uma
vizinhanca do infinito que é dado pelo equador S*~! da esfera S™.

Um recurso importante no estudo de campos polinomiais no disco de Poincaré é o
programa Pj—Planar Polynomial Phase Portraits que foi desenvolvido em regime de co-
laboragao por pesquisadores da Espanha e Bélgica e com ele é possivel obter o retrato
de fase do sistema no disco de Poincaré ou no disco de Poincaré-Lyapunov, a critério
do usuario. Além disso, podemos obter o retrato de fase do sistema proximo a alguma
singularidade em uma parte finita do plano, bem como em qualquer uma das tradicionais
cartas utilizadas no processo de compactificagao. Um tutorial deste programa pode ser
encontrado no Capitulo 9 de [4].

61
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5.1 Técnica de Compactificacao de Poincaré

5.2 Cartas Locais

Consideremos o sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem em trés
variaveis reais dado por

t = P(z,y,2)
2 = R(z,y,z2)

onde P, @ e R sao polinémios de grau arbitrario nas variaveis z, y e z. Ao sistema (2)
esta associado o campo vetorial polinomial X = (P, @, R), cujo grau n é definido como
n = max{grau(P), grau(Q), grau(R)}.

Em R?, consideremos a esfera S* = {y = (y1,%2,93,%4) : ¥ + y2 + y5 = 1}, deno-
minada esfera de Poincar¢ e H, = {y € S* : y4 > 0}, H. = {y € $* : y4 < 0} e
S? = {y € $* : y4 = 0} que sdo respectivamente os hemisférios norte e sul e o equador da
esfera de Poincaré.

Denotemos o espaco tangente a S* no ponto y por TyS3. Desta forma, o espago tangente
no ponto (0,0,0,1) € S, dado por,

T0000)S* = {(21,22,3,1) € R : (21, 29, 23) € R?}
que pode ser identificado com o espaco R3.

A projecao do campo vetorial X de R? em S? é obtida usando as projecoes centrais
definidas por fy : R? = T(0001)S* = S* e f_ : R® = T(00,01)S* — S dadas por:

fr = (21, 29,23, 1)/ Az

onde Ax = /1+ Z?:1 x2, i = 1,2,3. Através das projegoes centrais, o espago R3 ¢é
identificado com os hemisférios norte e sul da esfera S*. Além disso, o equador de S?,
dado por S* = {y € S* : y4 = 0}, pode claramente ser identificado com os pontos de R?
no infinito. As projecoes f, e f_ determinam duas copias do campo vetorial X sobre S3,
uma delas D f, o X no hemisfério norte e a outra D f_ o X no hemisfério sul. Denotemos
por X o campo vetorial definido em S*\ S? = S, US_ que, restrito a S, coincide com
Df,oX erestrito a S_ coincide com Df_oX. O campo vetorial X (y) pode ser estendido
a esfera S® toda, através da multiplicacdo pelo fator positivo ¢}~ , onde n é o grau do
campo vetorial X, com o que obtemos o campo estendido p(X)(y) = i ' X(y). Como
S? ¢ uma variedade diferenciivel, para obtermos as expressoes do campo compactificado
p(X) tomamos oito cartas locais (U;, F}), (V;, G;), onde

Ui:{y€S3:y,~>O}, ng{yES?’yl<0},
para i = 1,2,3,4; os difeomorfismos F;,G; : U; — R? para i = 1,2, 3,4 sao dados pela

transformacao inversa da projecao central da origem sobre o espaco tangente a S* nos
pontos (+1,0,0,0), (0,%£1,0,0), (0,0,£1,0) e (0,0,0,£1), respectivamente.
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Facamos os célculos para obtencao da expressao do campo na carta U;. Suponha que
a origem (0,0,0,0), o ponto (y1,ys2,ys,¥1) € S® e 0 ponto (1, 21, 22, 23) no espago tangente
a S? em (1,0,0,0) sao colineares. Desta forma temos

/v = 21/y2 = 22/y3 = 23/Ya,

e, consequentemente, F(y) = (y2/y1,Y3/y1,ya/y1) = (21, 22, z3) define as coordenadas em
U,. Como
“u/yi 1y 0 0
DFi(y)=| —w/yi 0 1/; 0
—ys/yi 0 0 1/p

e yy ' = (23/Az)"1, o campo vetorial analitico p(X) é escrito como

z
—— (=1 P+ Q,—2P+ R,—2z3P). 3
(Az)"fl( 1P+ Q,—2 3 P) (3)
Procedendo analogamente ao que foi feito para a carta U, temos que as expressoes de
p(X) nas cartas Uy, U;s, e Uy sdo dadas por:

n
Z3

W(_ZlQ + P, —20Q + R, —23Q) (4)
na carta U, e,
(Ajﬁ(—zlfz +P,—%R+Q,—2R) (5)

na carta Us. A expressao de p(X) na carta Uy é

% (P,Q, R). (6)
Por simetria, as expressoes para p(X) nas cartas locais V;,i = 1,2, 3,4 sdo as mesmas
que nas cartas U;, multiplicadas por (—=1)""! = —1, onde n é o grau do campo vetorial

considerado. Usualmente, considera-se a projegao ortogonal do campo compactificado
p(X) do hemisfério norte fechado Sy = {y € S* : y4 > 0} em y, = 0. Tal projegao
consiste de uma bola fechada B, de raio um, cujo interior ¢ difeomorfo ao R? e cuja
fronteira, dada pela esfera S?, corresponde aos pontos do R? no infinito. Assim, p(X) fica
definido na bola fechada B, de tal maneira que a fronteira S? ¢ invariante pelo fluxo de
p(X). Este novo campo vetorial definido em B é chamado de compactificagao de Poincaré
do campo vetorial polinomial X, e B é chamada de bola de Poincaré. Além disso, a esfera
S?, que ¢ a fronteira de B e corresponde aos pontos no infinito do R3, é chamada de esfera
de Poincaré ou esfera do infinito.

Observe que todos os pontos da esfera invariante S? no infinito nas coordenadas de
qualquer carta local U; e V; tem z3 = 0. Enquanto isso, os pontos no interior da bola
de Poincaré, difeomorfa ao R3, sao dados nas cartas U;, i = 1,2,3 para z3 > 0 e nas
cartas V;, i = 1,2,3 para z3 < 0. Ver a figura 5.1. Com o processo de compactificacao
apresentado obtemos seis campos vetoriais polinomiais definidos nas cartas locais U; e V;
com i = 1,2,3 e assim, estudamos esses campos vetoriais usando a compactificacao de
Poincaré, agora em R?, afim de obter seis campos vetoriais definidos no disco de Poincaré,
correspondendo aos pontos no infinito de cada carta local.
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Figura 5.1: Orientagao das cartas locais U;,7 = 1,2,3 nos pontos infinitos na diregao
positiva dos eixos coordenados x,y e z, usados para desenhar o retrato de fase do sistema
(2) na esfera de Poincaré no infinito.

5.3 Analise do Sistema Compactificado

Nesta se¢ao usamos a técnica de compactificagao de Poincaré no sistema (2) com o
proposito de estudar o comportamento global do mesmo.

Os retratos de fase do campo vetorial sao feitos usando o software matematico Maple
e os retrato de fase do campo compactificado sao feitos com o auxilio do programa Poly-
nomial Planar Phase Portraits (P;), com o qual se estuda o sistema compactificado em
cada uma das cartas U; e V;, i = 1,2, 3, conforme descrito na se¢ao anterior.

Considere o sistema

T = (22422 —1)a+2z(xc+ yd)
y = bx (7)
2 = (2242 —1)a— 2x(xc+ yd)

cuja anélise finita foi desenvolvida nos capitulos 3 e 4. Vimos que os pontos singulares
sao (0,0,1) e (0,0,—1), Ya,b,c,d € R.

Usando a expressao (3), obtemos a expressao de p(X) na carta local Uy

Z1 = —z1a— 21023 + 21023 — 221200 — 2202%7d + bz
Zy = —za —azs+ 2a25 —223c — 2235d + a+ azi — azi — 2¢c — 2z1d (8)
Z3 = —zg(a + azg — az§ + 2z9c + 22122d)-

Considerando z3 = 0, o que corresponde aos pontos da esfera S? no infinito, o sistema
(8) torna-se

Z1 = —za-— zlazg — 22129¢ — ZZQZ%d
Zy = —za —azy — 223c—2z23z1d + a+ azi — 2c — 2zd

(9)

que possui duas singularidades reais e duas complexas

(0.557)- (575 00 (= 1)
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A anélise dos autovalores das singularidades reais nos diz que para a > 2¢ > 0 (respecti-

vamente 0 > a > 2¢) o equilibrio <0, “‘TQC> é no estavel (respectivamente instavel). Ja a

singularidade (%, —1) ¢ 16 estavel (resp. instavel) se a > ¢/2 > 0 (resp. 0 > a > ¢/2)
e é sela-nod se a = c¢. Note que as Unicas separatrizes do sistema sao as do ponto de sela.

Segue abaixo o retrato de fase do sistema na carta Uj.

C.

Figura 5.2: Carta U Figura 5.3: Carta U,

ah

Figura 5.4: Carta Us Figura 5.5: Esfera de Poincaré

Figura 5.6: Retrato de fase do sistema (7) no infinito para valores de pardmetro a >
0, ¢c>0.

Para a carta Us, temos que a expressao do campo compactificado é dado por

Z = —z%bz:), + az% +azs — azg + 22129C + 229d
2'2 = _ZQbZIZS —I— CLZ% + CLZ% — CLZ?% — 22%0 - 2Z1d (10)
Z3 = —z3bz.
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Considerando z3 = 0, o que corresponde aos pontos da esfera S? no infinito, o sistema
(10) torna-se

Z1 = az? +azs +2z129¢ + 220d
- 2 2 9.2, (11)
o = azi+az; —2zjc—2xd
cujas singularidades sao
d 1d d d
(21:0722:0)7<Zl:__7'22:_)7(21: yR2 = — )
c c a—c a—c
Analisando os autovalores do ponto singular (ﬁ, —ﬁ) temos que para 0 > a > ¢/2

(respectivamente 0 < a < ¢/2) o ponto de equilibrio é um no estével (respectivamente
instavel) e para ¢ = a temos que a singularidade ¢ do tipo sela-né. As tnicas separatizes

sao as do ponto de sela.

Figura 5.7: Carta U, Figura 5.8: Carta U,

LN

Figura 5.9: Carta U Figura 5.10: Esfera de Poincaré

Figura 5.11: Retrato de fase do sistema (7) no infinito para valores de parametro a >
0, c=0.
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Para a carta Us, temos que a expressao do campo compactificado é dado por

2 = —az — a4+ zaz3 +220¢ + 2zm27d + azi + a — azi + 2210+ 220d
Zy = —20az] — 20 + 2023 + 22025 ¢ + 225 z1d + 21z (12)
Z3 = —z3(azf +a— azk —22%c — 2z2129d).

Considerando z3 = 0, o que corresponde aos pontos da esfera S? no infinito, o sistema
(12) torna-se

Z1 = —az} — zia+22c+ 22023d + az? + a + 2210 + 220d (13)
Zy = —zazi — zma+ 2z2ic + 22321d

cujas singularidades sao

(250) 60 (o= ) (-2-25)

A analise das singularidades reais nos diz que o ponto (a/(a — 2¢),0) é no6 estéavel (resp.
no instavel) se a > 2¢ > 0 (a < 2¢ < 0), sela-no6 se a = ¢, enquanto que (—1, —(a — ¢)/d)
¢ no estavel (resp. instavel) se 0 > ¢ > 2a (0 < 2a < ¢). Observe ainda que, como nas
cartas anteriores, as tinicas separatizes sao as do ponto de sela.

2

Figura 5.12: Carta U, Figura 5.13: Carta U,

5.4 Orbitas e Bifurcagdo Homoclinica

Uma trajetoria homoclinica é o caminho cujos conjuntos a-limite e w-limite constituem
um mesmo ponto de sela, ou seja, é uma trajetoria que é, ao mesmo tempo, variedade
estével e variedade instavel de um ponto de sela. Um sistema que apresenta tal comporta-
mento, é o sistema no infinito, obtido com a compactificacao estudada na secao anterior,
na carta Us, ou seja, o sistema (11), que pode ser escrito da forma

T = az® + ay?® + 2xyc + 2yd

U = ax? + ay?® — 22°%c — 2xd (14)
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.

Figura 5.14: Carta Us Figura 5.15: Esfera de Poincaré

Figura 5.16: Retrato de fase do sistema (7) no infinito para valores de parametro a >
0, ¢c<O.

Note que para o valor de parametro ¢ = 0 o sistema apresenta uma integral primeira dada
por

H(z,y) = ay + dIn(z* + y*) — ax (15)

Igualando H(z,y) a uma constante C}, obtém-se curvas que descrevem as trajetorias
percorridas pelo sistema no espaco de fase.

Resolvendo o sistema para & = 0 e y = 0, obtemos dois pontos de equilibrio (0,0) e
(d/(a —c),—d/(a — c)). Observe que a origem é um centro e para determinados valores
das constantes a, d e c o equilibrio (d/(a—c),—d/(a—c)) é sela. A observacao do retrato
de fase indica que a trajetoria da sela descreve érbitas homoclinicas em torno da origem,
saindo de (d/(a — ¢), —d/(a — ¢)) e retornando a ela num tempo infinito.

Note que para o valor critico ¢ = 0, a trajetéria homoclinica é destruida, o que
configura a ocorréncia da chamada bifurcagao homoclinica.
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Figura 5.17: 6rbita homo- Figura 5.18: ¢rbita homo- Figura 5.19: 6rbita homo-
clinica estavel clinica clinica instéavel



CAPITULO

Conclusao

O estudo e analise de uma classe de campos vetoriais ou sistemas diferenciais poli-
nomiais definidos em R? apresentando um cilindro como superficie algébrica invariante
nos possibilitou determinar resultados interessantes acerca do comportamento dinamico,
como por exemplo a existéncia de integrais primeiras, 6rbitas homoclinicas e centros, con-
tidos nestes cilindros, bem como a existéncia de uma bifurcacao de hopf quando variamos
os parametros do sistema. Fizemos ainda os calculos do primeiro coeficiente de Lyapunov
com o auxilio do software Maple, também usado no desenvolvimento das simulac¢oes nu-
méricas, que dao a descricao dos retratos de fase e que possibilitam comprovar a existéncia
dos ciclos limites oriundo da bifurcagao de Hopf.

Além disso, a analise do sistema via compactificacao de Poincaré permitiu a anélise
global das solugoes, inclusive das nao limitadas e que tendem para o infinito e, com isso,
observamos na carta compactificada Us a ocorréncia de uma bifurcacao homoclinica e de
centros.

Portanto, a existéncia de um cilindro invariante, que determina uma restrigao geomé-
trica no espago de fase, possibilitou o estudo de importantes propriedades dinamicas do
sistema estudado.
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APENDICE

A

Calculo do primeiro coeficiente de

Lyapunov

A.1 Calculo do primeiro coeficiente de Lyapunov para
valores de parametro bd < 0 para o valor de bifur-
cacao c = ()

Utilizando o software Maple, e baseando-nos em [5], temos o seguinte algoritmo que
efetua o calculo do primeiro coeficiente de Lyapunov para o sistema (2) do Capitulo 2.
Considere o sistema n-dimensional

t=F(zr,a),re R",aeR (1)

com n > 2.

Temos

Passo 1: Encontre o valor critico do parametro « para o qual o sistema (1) possui um
ponto de equilibrio xy com autovalores A\ 2 = £wyp, wy > 0, nao havendo outros autovalores
imaginarios puros. Para n = 3, o valor critico seré encontrado resolvendo o sistema

F(z,a) =0,
det M (z,a) =0,
onde a matriz M é dada por
Qg + Q11 23 —ai3
M = aso as3 + aiy a12
—asy a1 a33 + Q22

e 0s aj sao os elementos da matriz jacobiana Fj(x,a). Assim, temos que os autovalores
de A = F.(z,ap), onde \; + Ay = 0, sdo autovalores puramente imaginarios, e A3 # 0.
Passo 2: Calcule os autovetores complexos ¢,p € C", que satisfazem

Aq = in(], Atp = —iwo]% <pa Q> =1
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em que, A = Fy(z,a0) e (p,q)— = > ;| Dybk-
Passo 3: Encontre s € R" e r € C", tais que

As = B(Qaq)v (27’("-70171 - A)T’ = B<q7 Q)7

onde I,, é a matriz identidade n x n e B(q, q) é definida por

02Fi(x,oz0)
Bi(q.p) = Z W|x:xOijka

parat=1,...,n.
Passo 4: Calcule

Iy = %%Reup,c*(q,q,a» — 2(p, B(¢,9)) + (p, B@1))]

onde B(q,q) é definida acima e

P Ei(x, o)
Ci s Vs = — rz=x04j )
(q p 7") Z . afﬂjaxkafﬂl | OQka/rl

parai=1,...,n.

Assim, para o sistema (4) temos a seguinte sequéncia de comandos:

Nos célculos seguintes os parametros a, b, ¢ e d serdo substituidos por p[1], p[2], p[3]
e p[4] , respectivamente.

> restart: >p[l] := —1:
> p[2] i =—1:
> pl4] = 3:
>
> with(linalg): readlib(mtaylor): readlib(coeftayl):
>
>

Matriz Jacobiana do sistema:

>A = jacobian([F[1], F[2], F[3]], [x[1], z[2], z[3]]):
> B :=transpose(A):

Matrizes Hessianas:

> HI[1] := hessian(F 1], [z[1], x|
> H|[2] := hessian(F 2], [z[1], z[ :
> H|[3] := hessian(F[3], [z[1], z[2], x[3]]):
Matriz M:

M = matrixz(3, 3, [A[2,2] + A[1,1], A[2,3], —A[1, 3], A[3, 2], A[3, 3]+
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AlL,1], A[L, 2], —A[3, 1], A[2, 1], A[3, 3] + A[2,2]]):
Encontrando os pontos de equilibrio do sistema:

sol := solve(F[1] =0, F[2] =0, F[3] = 0,det(M) = 0, p[3], z[1], z[2], z[3]);
assign(sol[l]):

Autovetores:

> ev := eigenvects(map(eval, A), radical’):
> ¢ = ev[1][3][1]:

> ql := map(conjugate, q):

> ev := eigenvects(map(eval, B), radical’):
> P = ev[3][3][1]:

> P1 := map(conjugate, P):

Normalizando os autovetores:

> sp = simplify(conjugate(evalm (‘& * ‘(transpose(P1),q)))):
> p := map(simplify, map(evale, evalm(P/sp))):

> pl := map(conjugate, p):

> simplify(evalm(‘& * ‘(transpose(pl), q))):

> b= vector (3, [evalm(‘&x*‘(transpose(q), ‘&*‘(H[1
‘“(H[2],q))), evalm(‘& * ‘(transpose(q), ‘& * ‘(H[3], q)
> ¢ := vector(3, [evalm(‘&x‘(transpose(q), ‘&x* (H|[1], q ))) evalm(‘&x‘(transpose(q), ‘&
‘(H[2],q1))), evalm(‘& * ‘(transpose(q), ‘& * ‘(H[3],q1)))]):

> s:= evalm(‘& x ‘(inverse(A), c)):

la

)) evalm(‘&x‘(transpose(q), ‘& x*

)
> [ :=wector(3, [evalm(‘&x(transpose(q), ‘&x**(
‘“(H[2],9))), evalm(‘& * ‘(transpose(q), ‘& = ‘(H[3],
> g := vector(3, [evalm(‘&x‘(transpose(q), ‘& (HI[1],))), evalm(‘&x‘ (transpose(q), ‘& *
“(H[2],7))), evalm(‘& * ‘(transpose(q), ‘& * ‘(H[3],7)))]):

Funcao trilinear:

A300 := dif f(F[1], (1], z[1], z[1]):

A210 :=dif f(dif f(F[1], z[1], z[1]), z[2]):

A201 :=dif f(dif f(F[1], z[1], z[1]), z[3]):

A120 ;= dif f(dif f(F[1], z[2], z[2]), z[1]):

ALLL = dif f(dif f(dif f(F1], 2[3]), z[2]), 2[1]):
A102 :=dif f(dif f(F[1],z[3],x[3]), z[1]):

A030 := dif f(F[1], 2[2], x[2], [2]):

A021 = dif f(dif f(F[1], z[2], 2[2]), z[3]):

AOL2 = dif f(dif f(F[1], x[3], 2[3]), x[2]):

A003 = dif f(F[1], 3], x[3], [3]):

B300 := dif f(F[2], [1], z[1], 2[1]):

B210 = dif {(dif (F[2], a[1) 2[1]), 2[2)):

B201 = dif f(dif f(F[2], 2[1], z[1]), [3]):
B120 = dif f(di  f(F2], af2). 2[2)) 2(1])

B111 := dif f(dif f(dif f(F[2], z[3]), x[2]), z[1]):
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B102:=dif f(dif f(F[2], (3], z[3]), x[1]):
B030 := dif f(F[2], z[2], x[2], 2[2]):

B021 :=dif f(dif f(F[2],x[2],z[2]), 2[3]):
BO12 :=dif f(dif f(F[2],x[3], [3]), z[2]):
B003 := dif f(F[2], z[3], x[3], 2[3]):

C'300 := dif f(F[3], x[1], z[1], 2[1]):

C210 := dif f(dif f(F[3], x[1], z[1]), z[2]):
C201 :=dif f(dif f(F[3], z[1], z[1]), z[3]):
C120 := dif f(dif f(F 3], 2[2], z[2]), z[1]):
CUL:=dif f(dif f(dif f(F[3],x[3]), z[2]), z[1]):
C102 :=dif f(dif f(F[3], 2[3], 2[3]), z[1]):
C030 := dif f(F[3], 2[2], x[2], z[2]):

C021 :=dif f(dif f(F[3],2[2], z[2]), z[3]):
CO012 :=dif f(dif f(F 3], 2[3], z[3]), [2]):
C003 := dif f(F[3], z[3], 2[3], 2[3]):

C[1] := A300 * q[1]> + 3 * A210 * q[1]* x q1[1] + 3 * A201 x q[1]* * ¢q1[1] + 3 * A120 x*
q[1] % (q[1]?) 4+ (6  A111 % g[1] * g[1]) = ¢1[1] + 3 * A102 * ¢[1] * g1[1]* + A030 * ¢[1]* + 3 *
A021 x q[1] * q1[1] + 3 * A012 * g[1] * ¢1[1]* + A003 * ¢1[1]3:

C[2] := B300 * q[2]> + 3 * B210 * ¢[2]* x q1[2] + 3 x B201 x ¢[2]* * ¢1[2] + 3 * B120
q[2] = (q[2]%) + (6 x B111 % q[2] * q[2]) * q1[2] + 3 x B102 * q[2] * ¢1[2]* + B030 x q[2]*> + 3 x
B021 * q[2]% % q1[2] + 3 * B012 * ¢[2] * q1[2]? + B003 * q1[2]>:

C[3] := C300 * q[3]® + 3 * C210  q[3]* * q1[3] + 3 * C201 * ¢[3]> * q1[3] + 3 * C'120 *
q[3] % (¢[3]%) + (6 x C111  q[3] * q[3]) * q1[3] + 3 * C'102 * q[3] * ¢1[3]* + C030 * ¢[3]*> + 3 x
C021 * q[3)% * q1[3] + 3 * CO12 * q[3] * q1[3]> + C003 x ¢1[3]3:

C :=vector (3, [C[1], C[2], C[3]]):

Se as derivadas de terceira ordem nao fossem todas nulas precisariamos considerar o
vetor C(q,q,ql) e assim, o primeiro Coeficiente de Lyapunov seria dado pela expressao:

1[0] := simpli fy(evalc(Re(evalm(‘&x(transpose(pl), C))—2xevalm(‘&«‘(transpose(pl),
f)) + evalm(‘& = ‘(transpose(pl), g))))/(2 * .3140224177)):

Mas, como as derivadas de terceira ordem sao todas nulas, o primeiro coeficiente de
Lyapunov é dado por:

> 1[0] := simplify(evale(Re(—4%pl[3]xq[1]*s[1]+2xp1[3]xq1[1]*r[1]))/(2%2.44948974)) :
—0.01848671524

A.2 Calculo do primeiro coeficiente de Lyapunov para
valores bd < 0 para o valor de bifurcacao ¢ =0

> restart: > p[l] := —1:
> p[2] = —1:
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> pld] = 3:

iwith(linalg): readlib(mtaylor): readlib(coeftayl):

>

>

~ P[] = (@1 + a3 — 1)  p[1] + 2 % 2[3] # (a[1]  p[3] + 2[2] * pl4])
> F[2] :=p[2] x z[1

> F[3] o= (x[1]? + =[3]* = 1) # p[1] — 2% 1] * (w[1] * p[3] + x[2] = p[4])

Matriz Jacobiana do sistema:

> A = jacobian([F[1], F[2], F[3]], [z[1], z[2], z[3]]) :
> B := transpose(A):

Matrizes Hessianas:

> HI[1] := hessian(F[1], [z[1], z[2], z[3]]) :
> H[2] := hessian(F[2], [z[1], z[2], z[3]]) :
> H|[3] := hessian(F[3], [z[1], z[2], z[3]]):

Matriz M:

Encontrando os pontos de equilibrio do sistema:

sol := solve(F[1] =0, F[2] =0, F[3] = 0,det(M) = 0, p[3], z[1], z[2], z[3]);
assign(sol[3]):

Autovetores:

> ev := eigenvects(map(eval, A), radical’) :
> q = ev[2][3][1] :

> ¢l := map(conjugate, q) :

> ev = eigenvects(map(eval, B),' radical’) :
> P = ev[2|[3][1] :

> P1 := map(conjugate, P):

Normalizando os autovetores:

> sp := simplify(conjugate(evalm(‘& * ‘(transpose(P1),q)))) :
> p := map(simpli fy, map(evale, evalm(P/sp))) :

> pl := map(conjugate,p) :

> simpli fy(evalm(‘& * ‘(transpose(pl), q))) :

> b := vector(3, [evalm (‘&= (transpose(q), ‘& (H[1],q))), evalm(‘&x(transpose(q), ‘&x*
(H[2],9))), evalm(“& * *(transpose(q), ‘&  *(H[3], q)))]) :

> ¢ := vector(3, [evalm(‘&x‘ (transpose(q), ‘&= (H[1],ql))), evalm(‘&x*‘(transpose(q), ‘&*
‘“(H[2],q1))), evalm(‘& * ‘(transpose(q), ‘& x ‘(H[3],q1)))]) :

> s := evalm(‘& * ‘(inverse(A), c)) :
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> 1= evalm(‘& * ‘(inverse(2.44948974 (2 x [) — )
> f = wector(3, [evalm(‘&x*‘(transpose(q), ‘&= (H )) evalm(‘&*‘(tmnspose(q), Lok
‘“(H[2],5))), evalm(‘& * ‘(transpose(q), ‘& * ( 3],
> g := vector(3, [evalm (‘& (transpose(q), ‘&x**(

3

‘(H[2],7))), evalm(‘& * ‘(transpose(q), ‘& * ‘(H|[3], r)))])

)) evalm(‘&x(transpose(q), ‘&x*

Funcao trilinear:

A300 := dif f(F[1], (1], z[1], 2[1]) -

A210 :=dif f(dif f(F[1],z[1],z[1]), z[2]) :
A201 :=dif f(dif f(F[1], z[1], z[1]), [3]) :
A120 :=dif f(dif f(F[1], z[2], z[2]), z[1]) :
ALLL = dif f(dif f(dif f(F[1], 2[3]), z[2]), z[1])
AL102 :=dif f(dif f(F[1],2[3],z[3]), z[1]) :
A030 := dif f(F[1], 2[2], [2], 2[2]) -

A02L o= dif f(dif f(F[1], x[2], 2[2]), z[3]) :
AOL2 = dif f(dif f(F[1], x[3], 2[3]), 2[2]) :
A003 = dif f(F[1], (3], x[3], [3]) -

B300 := dif f(F[2], z[1], (1], x[1]) :

B210 := dif f(dif f(F[2], z[1], z[1]), [2]) :
B201 = dif f(dif f(F[2], x[1], z[1]), [3]) :
B120 = dif f(di f f(F[2) 2[2],2[2]) (1))
BI11 = dif f(dif f(dif f(F[2], z[3]), z[2]), z[1])
B102 :=dif f(dif f(F[2], z[3], z[3]), x[1]) :
BO030 := dif f(F[2], z[2], z[2], x[2]) :

BO21 = dif f(dif f(F[2], 2[2),2[2]), 2[3]) -
BO12:= dif f(dif f(F[2], (3], 2[3]), [2]) :
BO03 := dif f(F[2], x[3], (3], x[3]) :

C300 := dif f(F[3], (1], z[1], 2[1]) -

C210 := dif f(dif f(F[3], z[1], 2[1]), z[2]) :
C201 := duf f(dif f(F[3], x[1], 2[1]), [3]):

C120 := dif f(dif f(F[3], 2[2), 2[2]). 2[1])
C111 = dif f(dif f(dif f(F[3],2[3]), [2]), 2[1]) :
]

0102 := dif f(dif f(F[3],2[3], 3;),1; 1)
C021 := dif f(dif f(F[3], 2[2], z[2]), z[3]) :
CO12 :=dif f(dif f(F[3],2[3], [3]), z[2]) :

(

E .
0030::dz’ffg 3], 2[2], [2], 2[2]) :

(

(£

C003 := dif f(F3], x[3], x[3], =[3]):

C[1] := A300 * g[1]* + 3 * A210 * q[1]* * q1[1] + 3 * A201 x q[1]* * ¢1[1] + 3 = A120 *
q[1] * (q[1]*) + (6 = A111 = q[1] * g[1]) * g1[1] + 3 * AL102 * g[1] * ¢1[1]* 4+ A030 * ¢[1]*> + 3 x
A021 x q[1)? * q1[1] + 3 * A012 % ¢[1] % q1[1]* + A003 x ¢1[1]>:

C[2] = B300 # q[2* + 3 % B210 * 2] % ¢1[2] + 3 * B201 * q[2]% % ¢1[2] + 3 * B120
q[2] * (q[2]?) + (6 x B111 x q[2] * ¢[2]) * ¢1[2] + 3 * B102 x q[2] * ¢1[2]* + B030 x q[2]* 4 3 *
B021 * q[2]? % q1[2] + 3 x B012 x q[2] * ¢1[2]* + B003 x ¢1[2]3:

C[3] := €300 * q[3]> + 3 x C210 * ¢[3]? * q1[3] + 3 * C201 * ¢[3]? * ¢1[3] + 3 * C120 *
q[3] * (q[3]?) + (6 * C111 * ¢[3] * ¢[3]) * q1[3] + 3 * C'102 x q[3] * ¢1[3]*> + C030 * q[3]> + 3 *
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C021 * q[3]? * q1[3] + 3 x C012 * q[3] * q1[3]*> + C003 * ¢1[3]3:
C :=wvector (3, [C[1], C[2], C[3]]):

Se as derivadas de terceira ordem nao fossem todas nulas precisariamos considerar o
vetor C(q,q,ql) e assim, o primeiro Coeficiente de Lyapunov seria dado pela expressao:

1[0] := simpli fy(evalc(Re(evalm(‘&x(transpose(pl), C))—2xevalm(‘ &« (transpose(pl),
1)) + cvalm((f « (transpose(pl), 9)))), (2 = 3140224177)):

Mas, como as derivadas de terceira ordem sao todas nulas, o primeiro coeficiente de
Lyapunov é dado por:

> 1[0] := simplify(evalc(Re(—4%p1[3]xq[1]*s[1]+2xp1[3]xq1[1]*xr[1]))/(2%2.44948974)) :
0.01848671524
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