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RESUMO

Neste trabalho, estudamos o Problema do Centro-Foco para sistemas planares e
sua extensao para sistemas tridimensionais apresentando alguns dos resultados
mais recentes da literatura. Nosso enfoque envolve duas abordagens principais:
o estudo da aplicacdo de Poincaré e o Segundo Método de Lyapunov. Destes
métodos, surgem dois conjuntos de expressoes algébricas denominadas coeficien-
tes de Lyapunov e coeficientes focais. Mostramos a equivaléncia existente entre
estes coeficientes e sua relacao com outro importante problema da Teoria Qualita-
tiva das E.D.O.: a bifurcagao de ciclos limite a partir de um ponto de Hopf. Além
disso, apresentamos o Método da Paralelizagao, utilizado para obter os coeficien-
tes focais de modo eficiente, e ao final do texto, discutimos alguns exemplos que

ilustram os resultados.

Palavras-chave: Teoria Qualitativa, Problema do centro-foco, Variedade central, Ci-

clicidade, Ponto de Hopf.



ABSTRACT

In this work, we study the Center-Focus Problem for planar systems and its exten-
sion to three-dimensional systems presenting some of the most recent results in
the literature. We focus on two approaches: the study of the Poincaré map and
Lyapunov’s Second Method. These methods give rise to two sets of algebraic ex-
pressions, namely: Lyapunov coefficients and focal coefficients. We show that there
is an equivalence between these coefficients and their relation to another important
problem in the Qualitative Theory of ODEs: the bifurcation of limit cycles from a Hopf
singularity. Moreover, we present the Paralelization Method, used to obtain the focal
coefficients in an efficient way, and in the end of the text, we discuss some examples

illustrating the results.

Keywords: Qualitative Theory, Center-focus problem, Center manifold, Cyclicity,

Hopf singularity.
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1 Introducao

O estudo dos Sistemas Dinamicos é de grande relevancia, nao s6 na matematica,
mas também na fisica, engenharia e outras ciéncias aplicadas, uma vez que trata
dos fen6menos naturais que evoluem com o tempo, 0os quais sao modelados, na
maioria das vezes, por equacgodes diferenciais ordinarias. Dentro desta area, tem
destaque a Teoria Qualitativa das E.D.O., a qual teve inicio no final do século
XIX a partir do trabalho de Poincaré (Sur les courbes définies par les équations
différentielles [23]). O objetivo da Teoria Qualitativa é descrever a estrutura geométri-
ca e topoldgica das solugdes de equagdes diferenciais sem, de fato, exibi-las expli-
citamente.

Em mais de um século de sua existéncia, a Teoria Qualitativa se desenvolveu
bastante, produzindo diversos resultados e, com isso, também diversos problemas.
Dos principais problemas, destacamos dois: o Problema do Centro-Foco e o 16°
Problema de Hilbert. O Problema do Centro-Foco consiste em determinar se o
comportamento local das drbitas em torno de um ponto singular de um sistema
planar caracteriza um centro ou um foco. Ja o ilustre 16° Problema de Hilbert, mais
precisamente a segunda parte deste problema, trata de estipular, caso exista, uma
cota superior para o numero de ciclos limite de um sistema polinomial planar em
funcao do grau deste sistema. Existe uma relagao forte entre estes problemas que
€ estabelecida em termos dos coeficientes focais ou coeficientes de Lyapunov.

Originalmente, estes problemas foram enunciados e estudados para sistemas
planares. Em relacao ao Problema do Centro-Foco, € possivel aborda-lo por meio
de duas técnicas principais: o estudo da aplicagao de primeiro retorno e o Segundo
Meétodo de Lyapunov. Esta segunda é fortemente embasada no Teorema do Centro
de Poincaré-Lyapunov, demonstrado por Poincaré em seu trabalho supracitado [23]
no capitulo em que se intitula Théorie des Centres'. Ao desenvolvermos a teoria
a partir do segundo método de Lyapunov, nos deparamos com os coeficientes fo-
cais. Destes coeficientes, também é possivel obter conclusées sobre o potencial
de criacao de ciclos limite por pequenas perturbagdes de um sistema polinomial.

'0 titulo desta dissertagdo faz uma humilde homenagem a este capitulo e ao excelente
matématico que o escreveu, Henri Poincaré.

10
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Estes desenvolvimentos tedricos, apesar de obtidos para sistemas planares, po-
dem ser estendidos para sistemas tridimensionais sob certas condigoes, e tém sido
o foco de pesquisas atuais ([11, 6, 12]). Mais precisamente, para sistemas da forma

u = F(u),

onde F : U — R3 é uma aplicagdo analitica em um aberto U de R? tal que F(0) =0
e os autovalores de DF; sao dois imaginarios puros e um real nao-nulo, existe uma
variedade bidimensional invariante pelo sistema, chamada variedade central. So-
bre esta variedade, podemos estudar os problemas acima para o sistema restrito, o
qual é bidimensional. Sob estas condi¢des, o ponto singular na origem é chamado
de ponto de Hopf.

O proposito deste trabalho é apresentar de maneira objetiva as técnicas usa-
das para abordar o Problema do Centro-Foco, organizar as demonstracoes dos
principais teoremas desta teoria e apontar a conexao deste problema com o 16°
Problema de Hilbert para sistemas planares e também para os sistemas tridimen-
sionais cuja origem € um ponto de Hopf.

Assim, no Capitulo 2, apresentamos o Problema do Centro-Foco para sistemas
planares e exibimos duas técnicas comumente utilizadas na literatura para aborda-
lo. A primeira técnica se desenvolve a partir da aplicagao de primeiro retorno e
sua expansao em série de poténcias, introduzindo o conceito de coeficientes de
Lyapunov. A segunda consiste na construgdo de uma série que cumpra o papel
de integral primeira ou funcdo de Lyapunov estrita para o sistema, obtendo neste
processo os coeficientes focais, sendo que no primeiro caso temos um centro e no
segundo um foco. Ainda neste capitulo, demonstramos o Teorema do Centro de
Poincaré-Lyapunov e a equivaléncia entre os coeficientes focais e os coeficientes
de Lyapunov.

No Capitulo 3, estendemos a teoria desenvolvida no plano para sistemas tri-
dimensionais cuja origem é um ponto de Hopf. Pelo Teorema da Variedade Cen-
tral, estes sistemas tém uma variedade invariante de dimensao 2. Restrito a essa
variedade, o sistema € bidimensional e o Problema do Centro-Foco pode ser for-
mulado. Generalizamos os coeficientes de Lyapunov a partir da aplicagcao de pri-
meiro retorno destes sistemas, bem como os coeficientes focais através do Se-
gundo Método de Lyapunov, dando uma demonstragao do Teorema do Centro de
Lyapunov a partir de resultados da teoria de formas normais.

Finalmente, no Capitulo 4, estudamos como os coeficientes de Lyapunov in-
terferem na criacao de ciclos limite para sistemas polinomiais planares a partir de
um foco multiplo ou de um centro, demonstrando dois teoremas de criacao de ci-
clos limite [20, 25, 9]. Como ambos sao enunciados em termos dos coeficientes
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de Lyapunov, que sao computacionalmente dificeis de se obter, usamos a equi-
valéncia entre estes coeficientes e os coeficientes focais demonstrada no Capitulo
2 para exprimir estes teoremas também a partir dos coeficientes focais. Genera-
lizamos estes teoremas para sistemas tridimensionais cuja origem € um ponto de
Hopf. Além disso, exibimos o Método da Paralelizacdo apresentado em [16], o qual
é utilizado para calcular a parte linear dos coeficientes focais em um tempo com-
putacional consideravelmente menor que o método tradicional. Finalizamos o texto
no Capitulo 5, no qual exibimos diversos exemplos numéricos para ilustrar algumas
aplicacOes da teoria desenvolvida.



2 O Problema do Centro-Foco em R

Consideremos o seguinte sistema de equacoes diferenciais:
u=F(u), (2.1)

onde F : U Cc R? — R? é uma aplicagao analitica no aberto U contendo a origem
com F(0) = 0 e tal que os autovalores de DF;, sdo « + i3, com 5 # 0. Se F € um
sistema linear, a natureza da singularidade na origem & completamente determi-
nada pelos autovalores de DF;, mais precisamente, a origem € um foco para o # 0
e é um centro para o« = 0.

Quando o sistema é nao-linear, determinar a natureza desta singularidade nao é
trivial. O Teorema de Hartman-Grobman nos permite classificar o ponto singular na
origem quando « # 0, isto &, para o caso de sistemas hiperbdlicos. Entretanto, para
a = 0, isto é, quando a origem é um ponto de Hopf, € preciso uma investigagao
mais profunda para determinarmos o comportamento das trajetérias do campo ve-
torial associado a (2.1). Veremos na proxima secao que quando « = 0, s6 ha duas
possibilidades: a origem é um centro ou um foco. O Problema do Centro-Foco con-
siste em distinguir entre estes dois casos.

Formalizamos agora as definicoes de centro e foco, que serao utilizadas ao
longo de todo o texto:

Definicao 2.1. Seja u = F(u) um sistema de equagées diferenciais real e analitico
definido numa vizinhanga da origem com F(0) = 0.

(i) A singularidade na origem é um centro quando existe uma vizinhanga V', 0 €
V, tal que a trajetdria do sistema por qualquer ponto de V\{0} é uma curva
fechada .

(i) A singularidade na origem é um foco estavel quando existe uma vizinhancaV,
0 € V, tal que a trajetoria do sistema por qualquer ponto de V' é uma espiral
tendendo a 0. Diremos que a origem é um foco Instavel quando o sistema
u = —F(u) tem um foco estavel na origem.

13
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2.1 A Aplicacao de Poincaré e a Funcao Deslocamento

Tendo como objetivo determinar a natureza da singularidade na origem do sis-
tema (2.1), a aplicagao de Poincaré e a fungao deslocamento sao ferramentas po-
derosas, uma vez que estas fungdes descrevem completamente o comportamento
das trajetorias do sistema em uma vizinhanga suficientemente pequena da origem.
Assim, tomando como base os trabalhos de A. Andronov (Secao 10.1 do Capitulo
IV de [2]), desenvolvemos a teoria que envolve estas fungdes e apontamos sua im-
portancia para o Problema do Centro-Foco.

O sistema (2.1), apo6s uma mudanca de variaveis linear, pode ser escrito na
seguinte forma:
{ U= ou— fv+ P(u,v), 2.2)
0= Pu+ av+ Qu,v),
onde P e () tém apenas termos de ordem maior ou igual a 2 em suas expansdes
em série de Taylor. Ao realizar uma reparametrizacao do tempo = = [t, podemos

escrever o sistema na forma:

Q:L:Aou—v+l~5(u,v), (2.3)

0 =u+ A\v + Q(u,v).
Note que P e ) tém apenas termos de ordem maior ou igual a 2 em suas expansoes
em série de Taylor e \y = %. Reescrevendo (2.3) em coordenadas polares u =

pcosf e v = psenf, obtemos:

p = op~+ P(pcost, psen ) cosd + Q(pcos b, psen f) sen b, 04
f=1—p! [P(pcos@,psen&) senf + Q(pcosf, psenb) cos@] : (24)
Como
. df T .
0= il 1—0p [P(,ocos@,psen@) senf + Q(pcosh, psend) 0059} =

= 1-—p [P(p, cos 0, sen ) sen & + Q(p, cos #, sen 6) cos 6} ,

para valores suficientemente pequenos de p, o sinal de 6 é positivo. Logo, para as
orbitas do sistema (2.3) de pontos suficientemente proximos da origem, a determina-
¢ao de angulo 6(t) é crescente. Em outras palavras, as érbitas de pontos proximos
da origem, giram. Devido a este comportamento, por vezes nos referiremos ao
ponto singular na origem do sistema (2.1) como ponto singular monodrémico.

As curvas integrais do sistema (2.4) sao determinadas pela equacao:

dp  Xop+ p*F(p,cosB,send)
_— = = 6 . 2.
do 1 — pG(p,cosb,send) Fp.6) (29)
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A fungao R(p,0) é periddica de periodo 27 e, para p suficientemente pequeno, €
analitica para todo §. Como a origem é um ponto singular de (2.3), R(0,0) =
Logo, p = 0 é solugao da EDO (2.5) acima.

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, para cada condicao inicial p, suficien-
temente pequeno, existe Unica solugao de (2.5) passando por (6, po). Denotemos
essa solugao por r = (6,0, po). A funcdo f € analitica em suas trés variaveis, e
temos que f(6,6,,0) = 0 uma vez que p = 0 é solugao de (2.5).

Como em uma vizinhanga suficientemente pequena da origem, as trajetorias
de (2.3) interseccionam o eixo-u (f = 0), podemos investigar as solugdes do tipo
r(0,p0) = f(6,0,p0). Expandindo (6, p,) em série de Taylor em torno da origem
po = 0, obtemos:

7"<(97p0) = f(e,o,po) = u1(9)p0 + uz(e)pg 4

Como R(p,0) é analitica para todo 6, para p suficientemente pequeno, podemos
substituir a expansao de (0, py) em (2.5) e expandir R(p, ) em série de Taylor em
torno de p = 0. Ou seja:

W (0)po + uh(B)pE+ - = R(r(0,p),0) =
= R1(9)(U1(9)P0+uz(0)pg+ 4 Ro(0) (w1 (0)po + ua(0)pg 4 - )2 + -+

Ao comparar poténcias de py, obtemos as equagdes diferenciais:

uy(0) = Ri(0)ui(0),
uy(0) = Ri(0)uz(0) + Ra(0)ui(0),
u(0) = Ri(0)us(0) + 2Ry(0)u1(0)us(0) + Rs(0)ui(9),

Temos que py = f(0,0,p0) = u1(0)po + u2(0)p3 + -+, entdo u1(0) = 1 e u;(0) =
0,7 > 2. Com estas condi¢des iniciais € possivel determlnar unicamente as fungoes
u;(0),7 > 1. Em particular, obtemos u,(#) facilmente. De fato, temos de (2.5) que
R1(0) = ‘fi—lj(O) = ). Dai, v (0) = R1(0)u(0) = \ouy(0), € entdo u,(0) = ero?.

Substituindo ¢ = 27 na solug¢éo (0, py), obtemos o ponto onde a trajetéria r
retorna a interseccionar o eixo-u pela primeira vez, isto €, o primeiro retorno do
ponto (po,0). Podemos entao definir:

Definicao 2.2. (Aplicacao de Poincaré) Dado um sistema da forma (2.3), a fungao
P(po) = r(27, po) = f(27,0, po)

é chamada aplicacao de Poincaré ou aplicagao de primeiro retorno.
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Definicao 2.3. (Funcao Deslocamento) Dado um sistema da forma (2.3), a fungdo

d(po) = P(po) — po = (2, po) — po = f(27,0, po) — po

é chamada funcao deslocamento.

Definicao 2.4. A expansdo em série de Taylor da fungao deslocamento é dada por:

d(po) = —po+ ui(2m)po + ux(2m)pf + us(2m)pg + - -+ =
= (u1(2m) _1)p0+u2(27T)p2+U3<27T>p8_|_...:
= vipo + vapp + v3pp + - -

Os coeficientes v;,i > 1 da expansdo acima sao chamados de valores focais do
sistema (2.3).

Note que a continuidade e a analiticidade das fungdes de Poincaré e desloca-
mento seguem da continuidade e da analiticidade da solugao f (6,0, po).

Observacao 2.1. Algumas observagdes pertinentes sobre a fungao deslocamento
e os valores focais:

(i)

(i)

A fungao deslocamento determina completamente o comportamento das 6rbi-
tas em uma vizinhancga suficientemente pequena da origem. De fato, se existe
r+ > 0 tal que d(py) # 0 para 0 < py < rx, entdo a origem € um foco, pois as
trajetérias nunca retornam ao ponto inicial, espiralando em direcao a origem
se d(po) < 0 e afastando-se dela se d(py) > 0. Além disso, se existe rx > 0 tal
que d(pg) = 0, para 0 < py < r*, entdo todas as oOrbitas por estes pontos sao
curvas fechadas, e temos um centro na origem.

Os zeros isolados da funcao deslocamento correspondem a orbitas fechadas
isoladas do sistema (2.3), ou seja, a ciclos limite. Como a fungcao desloca-
mento € analitica, seus zeros, quando existem, sao isolados. Logo, nao é
possivel obter um sistema analitico (2.3) com uma sequéncia de ciclos limite
se acumulando na origem.

Basta um valor focal nao-nulo para que a origem seja um foco. De fato, se
v € 0 primeiro valor focal nao nulo, a expansao da funcao deslocamento pela
série de Taylor é dada por

d(po) = vip + O(p§tH),

e, portanto, d(py) # 0 para todo valor positivo suficientemente pequeno de py.

Caso todos os valores focais sejam nulos, o ponto singular na origem é um
centro, uma vez que a expansao em série de Taylor da fungao deslocamento
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é nula e portanto, d(py) = 0 para valores suficientemente pequenos de py.
Esta dicotomia da natureza da singularidade para os sistemas (2.1) justifica o
nome do Problema do Centro-Foco.

Provamos a seguir algumas propriedades dos valores focais:

Proposicao 2.1. Dado o sistema (2.1), se a parte real o dos autovalores de DFy é
nula, entao o primeiro valor focal v, é nulo.

Demonstracao: Ao escrevermos o sistema (2.1) na forma (2.3), como A\, = 3
temos que \o = 0. Dai, v; = u;(27) — 1 = e?*™ — 1 = 0. O

Proposicao 2.2. O primeiro valor focal ndo-nulo é coeficiente de uma poténcia
impar de py.

Demonstracao: Seja v, o primeiro valor focal ndo-nulo. Pela expansao em série
de Taylor, temos:

d(po) = vipg + O(pg ™).

Suponha que v, < 0. Logo, existe r* tal que para todo pg, com 0 < py < r*, temos
d(po) < 0. Assim, a origem € um foco estavel e, portanto, em uma vizinhanga V,
0 € V, as trajetorias se aproximam da origem. Entdo, para pontos do eixo-u com
abscissa negativa —p, e dentro de V, temos que:

[7(27, —po)|< |=pol= 0 > |r(27m, —po)|—|—po|> —7r(27, —po) — (—po) = —d(—po).

Dai d(—py) > 0. Logo, para p, suficientemente pequeno, temos d(po)d(—po) < 0.

Se k fosse par, d(po) e d(—po) teriam o mesmo sinal. Portanto, k deve ser impar. A

demonstracao é analoga se supusermos v, > 0. N
Podemos entao definir multiplicidade de um foco:

Definicao 2.5. (Foco Multiplo) Dado o sistema (2.1), seja v, 0 primeiro valor focal
ndo-nulo. Pela Proposigdo 2.2, k = 2m + 1. Sem > 0, dizemos que a origem é um
foco de multiplicidade m.

Consideremos 0 caso em que o sistema de equacdes diferenciais depende de
parametros. Isto €, lidamos com um sistema da forma:

= F(u,\), (2.6)

noqual ' : U x A — R? é uma aplicagio analitica onde U c R? é um aberto
contendo a origem e A = R". Além disso, I'(0,\) = 0 e DF{y tem autovalores
cuja parte imaginaria € nao-nula para todo A € A. Neste caso, as formas (2.4) e
(2.5) deste sistema também dependem dos parametros A\ e consequentemente, a
aplicacao de Poincaré e a funcao deslocamento. Pelo Teorema da Dependéncia
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Continua das Solucdes em relagao as Condicdoes Iniciais e Parametros, a continui-
dade destas funcoes é garantida.

Assim, segue que os valores focais v;,7 > 1 sdo fungdes continuas dos parame-
tros A\. Logo, resolver o Problema do Centro-Foco para uma familia de sistemas
(2.6) se resume a determinar condi¢cdes sobre )\ para que os valores focais v; =
v;(A) sejam nulos para i > 1.

Pela Proposicao 2.2, os valores focais de indice par sao irrelevantes no estudo
do Problema do Centro-Foco. Isto motiva a seguinte definigao:

Definicao 2.6. (Coeficiente de Lyapunov) Dado o sistema (2.1) e seus respectivos
valores focais v;,i > 1. Entdo, os coeficientes

Ly, = vopy1,
sdo chamados coeficientes de Lyapunov para k > 0.

Teoricamente, a discussao e os resultados acima resolvem completamente o
Problema do Centro-Foco. Entretanto, determinar os coeficientes de Lyapunov €
um trabalho dificil e, na maioria dos casos, computacionalmente impraticavel. Na
secao seguinte, mostramos um método alternativo para resolver o Problema do
Centro-Foco, que nao s6 é equivalente como é mais simples do ponto de vista
computacional.

2.2 Integrais Primeiras e Funcoes de Lyapunov

Um método alternativo para resolver o Problema do Centro-Foco é baseado no
célebre Teorema do Centro atribuido a Poincaré e a Lyapunov. Para entender-
mos este teorema e como ele se encaixa em nossos objetivos, € preciso definir
as fungbes que chamaremos de integral primeira e fungdo de Lyapunov. Ambas
as fungbes descrevem o comportamento das oOrbitas do sistema numa vizinhanga
do ponto de equilibrio na origem, e portanto, sao relevantes para o Problema do
Centro-Foco.

Definicao 2.7. (Integral Primeira) Sejam U um aberto de R" e H : U — R uma
fungéo de classe C", r > 1, ou analitica ndo-constante. Dizemos que H € uma
integral primeira para um sistema de equacgdes diferenciais quando H é constante
Sobre suas trajetorias. Neste caso, dizemos que o sistema ¢€ integravel.

Observacao 2.2. Dado um sistema de equacgdes diferenciais e denotando o campo
vetorial associado por F, temos que H é uma integral primeira para o sistema se, e

dH
somente se, FH =0,onde FH = (F,VH) = TR
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A existéncia de uma integral primeira para um sistema dado é uma ferramenta
poderosa para a descricao de seu retrato de fase. De fato, se um sistema planar é
integravel, entdao as suas trajetérias estao contidas nas curvas de nivel da integral
primeira.

Em relacao ao Problema do Centro-Foco, a existéncia de uma integral primeira
implica que a singularidade na origem é um centro. De fato:

Proposicao 2.3. Dado um sistema planar de equacgédes diferenciais com singulari-
dade na origem. Se o sistema é integravel, entao a singularidade ndo é um foco.

Demonstracao: Suponha que um sistema integravel tenha um foco na origem.
Logo, em uma vizinhanga V' da origem, todas as 6rbitas v, (t) por pontos = € V sao
tais que tLiinoo 7:(t) = 0ou tLiEnoo ~:(t) = 0. Suponha, sem perda de generalidade que
1i+moo v:(t) = 0. Seja H : U — R a integral primeira do campo, e U uma vizinhanga
da origem. Por definicdo H nao é constante em U N V. Por continuidade, para
qualquer z € U NV, temos:

lim H (7,(t)) = H(0).

t——+o0
Como, por definicdo, H(~.) é constante, o limite acima implica que H(v,) = H(0) e
entdo H(z) = H(~,(0)) = H(0). Como z é arbitrarioem UNV, H = H0)emUNYV,
0 que € uma contradi¢ao. Logo o sistema nao admite foco na origem. O

Concluimos que ao determinar condigdes para que o sistema (2.1) tenha uma
integral primeira, também resolvemos o Problema do Centro-Foco. A Teoria de In-
tegrabilidade de Darboux é bastante util nesta tarefa. Um estudo mais profundo e
detalhado desta teoria encontra-se no Capitulo 8 de [10].

Seguimos definindo fungao de Lyapunov:

Definicao 2.8. (Funcao de Lyapunov) Dado um sistema de equagoes diferenciais
com singularidade na origem, sejaV : U — R uma fungao diferenciavel, onde U é
um aberto de R™, com 0 € U. Considere as condicées:

(i) V(0)=0eV(x) >0 parax # 0,
(i) FV <0 emU, onde F € o campo associado ao sistema dado;
(iii) FV < 0 emU\{0}.

Se V satisfaz as condigbes (i) e (ii), entao chamamos V de fungao de Lyapunov
para o sistema. Se V' satisfaz as condigées (i), (ii) e (iii), chamamos V de fungao de
Lyapunov estrita.
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O papel da fungao de Lyapunov para determinar o comportamento das tra-
jetérias do sistema (2.1) é resumido no teorema seguinte, que é uma particulariza-
cao do Critério de Lyapunov para sistemas com pontos de Hopf. O Critério de Lya-
punov abrange mais cenarios que os demonstrados abaixo, envolvendo o conceito
de Estabilidade de Lyapunov. Para uma discussao completa sobre estes conceitos,
recomendamos a leitura do capitulo VIII de [28].

Teorema 2.1. SeV : U — R é uma funcao de Lyapunov estrita para o sistema
(2.1), entao a origem é um foco estavel.

Demonstracao: Consideremos B = BJ[0,4] C U a bola fechada de raio ¢ centrada
na origem. Seja m = min{V(z) : € 9B}. Temos que m > 0. Como V' € continua
e V(0) = 0, existe uma vizinhanga U, da origem com U; C B tal que V(z) < m,
para todo = € U;. Como FV < 0, V decresce ao longo das orbitas por pontos de
U;\{0} e essas érbitas mantém-se dentro de U; para t — +oo. De fato, se existisse
um ponto de U, cuja Orbita saisse de U, entao V' avaliada nesta érbita atingiria um
valor maior que m, 0 que contradiz o fato de V' ser decrescente.

Dado x arbitrario em Uy, seja {t,} uma sequéncia crescente de numeros reais
tais que v.(t,) — y € B, onde 7,(t) denota a orbita do sistema pelo ponto z. Tal
y existe pela compacidade de B. Por continuidade, V' (~.(¢,)) — V(y). Além disso,
V(v(t)) > V(y), parat > 0, pois V é decrescente.

Suponhamos que y # 0. Entdo V(v,(t)) < V(y) para t > 0. Por continuidade,
e por V ser decrescente, existe uma vizinhanga W de y tal que V(v,(1)) < V(y),
paraw € W.

Dai, para n suficientemente grande, ~..(t,) € W e portanto V (v,.(t, + 1)) < V(y),
0 que é uma contradicao.

Suponhamos que 4,(t) - 0. Entdo poderiamos construir uma sequéncia {t,}
de numeros crescentes tal que ||v.(t,)||> ¢, para e > 0 dado. Pela compacidade de
B, existe y € B tal que v,(t,) — y. Pelo argumento acima, y = 0.

Portanto, as trajetorias de (2.1) tendem a origem em tempo infinito. Isto é, a
origem € um foco estavel. O

Observacao 2.3. Se o sistema (2.1) admite uma funcao V : U — R diferenciavel
satisfazendo a condicao (i) da Definicao 2.8 e com FV > 0em U e FV > 0 em
U\{0}, entdo V' é uma fungao de Lyapunov estrita para o sistema u = —F'(u). De
fato, basta notar que (—F)V = —(FV). Assim, o teorema acima garante que a
existéncia de tal V implica que o sistema (2.1) tem um foco instavel na origem.

A partir da discussao acima, podemos concluir que um método efetivo para re-
solvermos o Problema do Centro-Foco seria determinar uma fungao H que cumpra
o papel de integral primeira ou de fungao de Lyapunov estrita para o sistema (2.1).
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Tal método é conhecido na literatura como Segundo Método de Lyapunov ([24] p.
57,[17] p. 579, [4] p. 50), que descrevemos a seguir:
Consideremos o sistema (2.1) com o« = 0. Escrevendo-o na forma (2.3), obte-

mos:
{ I:L:—U—FP(’LL,U), 2.7)
v =u+ Q(u,v).
Podemos expandir P e Q em série de poténcias de u e v €, como observado acima,
estas expansdes nao contém termos de grau menor que 2.
Fazendo a mudanca de variaveis r = u+iv € y = T = u—iv, obtemos o sistema:

T =1ix + Z apg?y?,
p+a=>2 (2.8)
Y= —iy + Z bpg2?y?.
p+q=2
O sistema (2.7) € equivalente a primeira equacgao de (2.8). A segunda equagao é
obtida tomando b,, = a,,. Dizemos que o sistema (2.8) é a forma complexificada do
sistema (2.7).
Observemos que ao mudar as variaveis de u, v para z,y em uma funcao H(u,v)
nao alteramos sua derivada no sentido do campo. De fato, se F e Z sdo os cam-
pos vetoriais associados aos sistemas (2.7) e (2.8) respectivamente, e V(z,y) =

H(%Y,%Y) e pelo fato de y = z, temos:

I 8\If.+8_\1’.:%(8_H+18H>(u+w)+1(a_H_13_H>(u_w):

%x dy ou i v 2\ 0u 1 0v
_ l 8_H+6_H+18_H+8_H+6_H_6_H_18_H+8_H —
2 8uu Zauv if)vu 8UU 3uu Z@uv if)vu 8UU N
oH . O0H

Portanto, podemos trabalhar com o sistema complexificado para obter conclusdes
para o sistema (2.7) inicial. A vantagem que obtemos desta opcao € que trabalha-
mos no corpo C que é algebricamente fechado.

Consideremos uma série formal ¥ (z,y) = xy+ Z vp,xPy?. Encaremos U como

p+q=3
uma série a ser construida. A ideia € manipular os coeficientes v, para que

Substituindo as expressoes das derivadas parciais de V(z,y) e do sistema (2.8)
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no lado direito da equagao acima, obtemos:

ZU = |y+ Z P 1yt iz + Z apgxPy?
p+q=3 J p+q=2
+lot Y qupqa:pyq1] —iy+ > bypgr’y ] =
p+q=3 p+q=>2
— Z (apg@Py™ + bygz?*y?) + i Z (p — Q)vpgay? +
pt+q=2 p+q=3
+q>3 +q>2
+ Z qQUpg?y® ] [Z bpgr?y?
p+q=3 p+q=2

Escrevendo ZV = Z gk x™y*2, da expressido acima, segue que os coeficien-
k1+ko>2
tes gx,x, S0 dados por:

ki+ko—1
Ghrky = (K1 — ko) Vky ey + Z (J @k, 41, ko —k + Kbky—j ko —kt1)Vjk,s (2.9)
J+k=0
onde adotamos v; =lew,, =0parap+q < 2(com (p,q) # (1,1)) € ap, = by, =0
para p + ¢ < 1 por conveniéncia de notacao nos indices do somatorio.

Procedemos por iteragdes: na n-ésima iteragao, resolvemos g, = 0 para obter
os coeficientes v, de ¥ tais que k; + k; = n. Como 0 maximo dos indices do
somatério acima é k; + ko — 1, é possivel determinar unicamente vy, ha n-€sima
iteragao a partir dos coeficientes v, determinados nas iteragcoes anteriores. Isso
é verdade exceto para (ki,k2) = (K, K), com K € N. De fato, quando (k;,ks) =
(K, K), temos (k; — k2)i = 0 € vk N0 aparece em (2.9), uma vez que:

2K—1
JKK = Z (Jark—j+1.6—k + kbrk—j K—k41)Vik-
jHk=2
Assim, independente do valor de vk, K € N, a igualdade gxx = 0 nem sempre
é satisfeita. Entretanto, mesmo atribuindo valores arbitrarios a vy, sempre conse-
guimos determinar os outros coeficientes de ¥ para que:

ZV = go(2y)® + gss(zy)® + gaa(zy)* + - -
Se retornamos as coordenadas u, v, obtemos a expressao:

‘FH2922<u2+v2)2—|—g33(u2+v2)3+g44(u2+v2)4+---,
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na qual H(u,v) = ¥(u+iv,u—iv). Porém, para que H (u,v) assim determinada nos
permita tirar conclusdes sobre o sistema (2.7), é preciso que H seja uma funcao
real, ou seja, V(x,y) deve ser uma fungao real para y = z. Isto acontece se,
e somente se, além de ¥(z,y) ser convergente, os coeficientes v, determinados
pelas iteragoes descritas acima satisfizerem v, = v, para todos p, ¢ € N. De fato,
assumindo V(z,y) convergente, ¥(z,y) € R para y = z se, somente se:

U(z,y) =V(z,y) & 2y + Z VpgtPy? = ya + Z UpgyP 2t & Vpy = Ugp.
p+q=3 p+q=3
Lidaremos com a convergéncia de ¥(z,y) depois. Agora, mostraremos que a
condigdo v,, = 7, é naturalmente cumprida se, ao atribuirmos valores arbitrarios a
vk, K € N, restringirmos as escolhas a R.

Proposicao 2.4. Se vk € R, para todo K € N, entdo v,, = v.

Demonstracao: Provamos por inducao sobre p + ¢. Para p + ¢ < 2, a igualdade é
verificada, uma vez que v1; = 1 € vy = 19 = Yy = Va9 = V2 = 0. Suponha que a
igualdade seja valida para p + ¢ < n — 1. Se n for par, entéo v,2,,» € R e basta
verificar a igualdade para v,, com p # q. Esta verificagao € idéntica ao caso em que
n € impar e segue abaixo:

Gpqg = Yap = 0 = Gpg = Ggp =

n—1
= i(P—p + Y (GO jr1g-k+ Kby jgks1)Vk =
k=0
n—1
= (z(q — P)Vgp + Z (Jag—j+1p—k + kbq—j,p—kzﬂ)’/jk) =
k=0
n—1
= P — QP+ > (g i1k + kg jpri1)Vjs =
k=0
n—1
= i(p— q)Vgp + Z (Jbp—kg—j+1 + KAy pi1,49-5)Vkj =
k=0

= (P — QVpg = i(p — QO Vygp = Vpg = Vgp-

Por inducao, a igualdade vale. O

Podemos concluir que ao restringir as escolhas de v a R, temos gxx € R
para K € N. Se, para algum K € N, gxx € 0 primeiro coeficiente ndao-nulo de
FH, entdo ao truncarmos a série formal ¥(x,y) até termos de ordem N, N >
2K — 1, obtemos um polinémio ¥ (z,y) e sua convergéncia € garantida. Assim a
fungdo polinomial H(u,v) sera uma fungao de Lyapunov estrita para (2.7) ou para
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o sistema u = —F'(u), 0 que nos permite concluir que a singularidade é um foco.
De fato, H(u,v) = ¥(u + iv,u — i) = u* + v? + Zé\;@s h,,uPv?, e portanto, em
uma vizinhanca suficientemente pequena da origem, H satisfaz a condicao (i) da
Definicao 2.8. Se gxx < 0, entdo FH = gxx (u? +0v2)% + ... <0, e as condigdes (ii)
e (iii) também sao satisfeitas. Logo H é uma funcao de Lyapunov estrita para (2.7)
e a origem é um foco estavel. Por outro lado, se gxx > 0, da Observacao 2.3, a
origem é um foco instavel. Agora, se gxx = 0 para todo K € N, teremos condi¢coes
necessarias para que a origem seja um centro do sistema (2.7). Entretanto, sera
gue podemos garantir a convergéncia da série formal ¥(z,y) e consequentemente
de H(u,v)? Em outras palavras, a nulidade de todos os coeficientes de FH € uma
condicao suficiente para a existéncia de um centro? A resposta desta pergunta
esta no Teorema do Centro de Poincaré-Lyapunov cuja prova esta apresentada na
proxima segao.

2.3 O Teorema do Centro de Poincaré-Lyapunov

O Teorema do Centro de Poincaré-Lyapunov é um teorema classico na litera-
tura e seu enunciado data do século XIX. A demonstracao aqui apresentada € uma
adaptacao daquela encontrada no trabalho de Poincaré entitulado Sur les cour-
bes définies par les équations différentielles de 1894 e consiste em provar a con-
vergéncia da série formal H(u,v) obtida na se¢do anterior. Poincaré obtém a série
H(u,v) de um modo diferente do discutido acima, sem utilizar a complexificagao
do sistema e resolvendo uma sequéncia de sistemas de equacdes algébricas cuja
solubilidade varia dependendo da paridade do grau dos termos homogéneos de
H(u,v) a serem determinados. Este método e uma discussdo completa sobre
o Problema do Centro-Foco e o Teorema do Centro podem ser encontrados no
capitulo Xl a partir da pagina 95 de [23].

Estabelecemos agora uma notacgao util para a demonstracao e que foi introdu-
zida no trabalho original de Poincaré [23]. Dadas duas séries formais f, g expressas
em poténcias de p, denotamos f(p) < ¢g(p) quando os coeficientes de f sdo meno-
res em valor absoluto que os coeficientes de g nas poténcias correspondentes de
p. Tendo esta notacao em mente, provamos o seguinte lema:

Lema 2.1. Seja F(p,0) uma série formal tal que seu coeficiente constante na ex-
pansao em poténcias de 0 seja p*. Suponhamos que F' satisfaca

oF OF

= P(p)=—

50 (p) op

onde P(p) = > a,p" coma, > 0 para todon > 2. Se existem . e a positivos tais
que a,, < pa™, entdo F é convergente para(0 < 0 < 2w e p suficientemente pequeno.
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Demonstracao: Expandindo ' em poténcias de ¢, escrevemos:

F(ﬂ? 0) = FO(p) + Fl(p)g + Fg(p>92 + o+ Fn(p)en +

2! n!
. oF oF .
Por hipétese, temos 5 = P(p)a—p, ou seja:
Fy(p)0” Fa(p)o" " _
Fi(p) + Fa(p)0 + —, o T

dFy  dFy dF; 6* dF, 0"
—_p 0 Z . o)
(p)(dp+dp —i_dpQ!jL +dpn!+ >

Entao os coeficientes F),, n € N, satisfazem as equacgoes:

2

FO = 0,
dF,
F = P(p)=2,
1 (p) dp
an—l
F, = P , (2.10)
(p) i

0
1—ap

Mo(2ap)™n!
%, para todo n € N. De fato,

Como a,, < pa™, paratodo n € N, entdo P(p) <

Afirmacao: Existe M, > 0 tal que F,(p) <

para Fy, basta tomar M, > . Temos:

M,
0 :M0+M0ap—|—Mga2p2+---.
1—ap
Como F, = p?, a afirmacéo é vélida. Agora, suponhamos vélida para F,. Entdo
My(2ap)™n! D . L
F.(p) < %. Pela derivagao termo a termo de ambas as séries, temos:
dF, < —Mo(2ap)™n! (2n 4+ 1)(1 — ap)*(—a)
dp (1 — ap)in+2 B
_ My(2ap)"an! (2n +1)
- (1 _ ap)2n+2
Mo(2ap)™an! (2 2
« Mo(2ap)ant (2n+2) _
(1 _ ap)2n+2
~ 2My(2ap)"a(n + 1)
- (1 _ ap)2n+2 )

De (2.10), temos:

dF, 2My(2ap)" D My(2ap)* (n +1)!
() < M 0(2ap)"a(n + 1)1 Mo(2ap)" " (n + 1)

n =P -
Frii(p) (p) P 1—ap (1 — ap)2n (1 — ap)2(n+D+1
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Portanto, a afirmagao € verdadeira. Assim, segue que:
My

F, 0" Mo (2ap0)" 1—ap
F= Z ZO (]_ _ ap)2’n+l o 1_ 2@#0 ’

(1 —ap)?
Para valores de p e 0 tais que
1 1
< —, elll< —
) 1< 5o
My(2ap)™ , .
a série Z (1= ap)ti converge e por conseguinte F' também.

Podemos ver, de (2.10), que a expansao de F,, em poténcias de p comeca com
termos de p"™2. Logo, é possivel expandir ' em poténcias de p e pf e assim, F é
- ~ 1 1 .
analitica como funcao de p e pf para |p|< % e |pd|< Toan’ Assim, para 0 < 0 < 2,
a ap

e [pl<

1 .
, F' é convergente. O
Tap

Munidos deste resultado, enunciamos o Teorema do Centro e apresentamos
aqui sua demonstracao.

Teorema 2.2. (Teorema do Centro de Poincaré-Lyapunov) O sistema (2.7) tem
um centro na origem se, e somente se, admite uma integral primeira H analitica da
forma H(u,v) = u? +v? + ...

Demonstracao: Se o sistema admite integral primeira da forma H(u,v) = u® +
v? + --- entdo, pela Proposicdo 2.3, a origem ndo pode ser um foco. Entdo, da
Observacgao 2.1, o ponto de equilibrio € um centro.

Reciprocamente, se o sistema tem um centro na origem, entdo € possivel obter
pelo processo descrito na se¢ao anterior uma série formal com coeficientes reais
H(u,v) = u> +v* + 3 s hyuPv? tal que FH = 0. Mostramos que H de fato
€ uma série convergente e, portanto, uma integral primeira para o sistema (2.7).
Fazendo a mudanca de variaveis u = pcosf,v = psenf e considerando a série
H(p,0) = H(pcos®, psen ), temos que:

'Os pontos na expressdo de H(u,v) representam os termos de ordem maior ou igual a 3 na
expansao em série de poténcias de u e v, que podem ser arbitrarios. Essa notacdo sera usada de
modo similar na proxima segao ao lidarmos com integrais primeiras em R3.
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OH . 0H . OH Oou OH v\ . OHou OH v -
+ = o= Pt
dp 00

udp v op 900 Tavas)l T

OH OH oOH OH :
= (— cosf + —sen@) p+ (——psen0 + %pCOSH) 0=

ou ov ou
OH oH OH . OH
= %(pcose — psenf) + %(psene + pcosf) = S0l + 5.0 = 0
Logo, H satisfaz formalmente a equaco:
OH OH
a0 = ReO55 (2.11)

na qual R(p,0) = %. Escrevendo H(p,0) = hyp? +hyp?+hyp+- -, de (2.11), temos

que os coeficientes h,, = h,,(0),n € N satisfazem as equagoes:

hy, = 1,
% — —2R;h,,
% = —(3Rshy + 2Rshy),
i,
o

= —((TL - 1)R2hn_1 + -+ 2Rn_1h2), (212)

nas quais R, = R, () sao os coeficientes dos termos de p™ na expansao de R(p,0)
em série de poténcias de p.

Como as fungdes P, () da expressao do sistema (2.7) sdo somas de polindmios
homogéneos nas variaveis u, v, entdo, ao escrever

dp p*F(p,cosf,send)
0 = — =
Rip.6) d  1— pG(p,cosb,senf)’

temos que os coeficientes de F' e G em p sao polindbmios homogéneos em cos 6, sen 6.
Logo, os coeficientes de F' e G sao limitados. Além disso, como estas fungdes sao
analiticas para p suficientemente pequeno, existe um L > 0 que limita todos seus
coeficientes. Isto é:

(PP +p*+--)L
L—(p+p*+p3+--)L

2 [o¢]
—R(p,0) < < T pp(l?—i— 1 = ZpQL(p(L +1))". (2.13)

Consideremos a série formal auxiliar F(p,0) = f,p* + f3p° + f1p* + - -+ cujos
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coeficientes f,, = f,(0),n € N satisfazem as equagdes:

f2 = 17

df

=3 = oIf

d@ 29

df

— = 3Lf3+ 2L(L + 1)f,

do

dfn . n—3

- = (n— 1)L, 4 -+ 2L(L + 1)"°f, (2.14)

com condigao inicial f,(0) = h,(0). A série formal F(p,0) satisfaz a equagao

OF p2L Ia . -
= rau=Lea= (L +2) satisfaz as hipéteses do Lema
90~ 1—p(L+1)0p SPAEH a = (L +2) satisfaz as hip

2.1, e portanto é convergente para 0 < 6 < 27 e p suficientemente pequeno.

Afirmacao: Paratodon € Ne 0 < 0 < 2r, temos |h,|< f,. De fato, para hy, a
afirmagdo é valida. Suponhamos valido para h; com j < n.
Entao, de (2.13), (2.12) e (2.14), temos:

dfn+1
do

= [nRoh,, + - + 2R, hy|< nLf, + -+ 2L(L + 1)" %, =

dthrl
do

Como h,,;;(0) = £,,1(0), temos:

0

Do (6)] = [Bas (0) + /

0

dhn+1

dw| <
dww

0
dhn—H
< |h,41(0 —_—
o) [ |5
0

dw <

[%
df,
< £,44(0) + / du”:ldw: 1(0).
0

Portanto, a afirmacgéo € verdadeira.

Por esta afirmacao, a série H(p, ) é absolutamente convergente para0 < # < 27
e p suficientemente pequeno. Além disso, os coeficientes h,,(¢) sédo polindmios em
cost e send. De fato, h,(0) = _ . _, hyecos? O sen?f. Logo H(p,0) é absolutamente
convergente para todo 6 € R e valores pequenos de p. Entao a série H(u,v) € bem
definida e convergente em uma vizinhancga suficientemente pequena da origem, ou
seja, H(u,v) € uma integral primeira para (2.7). N
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Munidos deste importante teorema, podemos, em teoria, resolver completa-
mente o Problema do Centro-Foco para sistemas da forma (2.7). Desenvolveremos
esta ideia na proxima secao.

2.4 A Variedade de Bautin

Consideremos o sistema (2.7). Podemos escrever as funcdes analiticas P e )
como somas de polindbmios homogéneos, isto €, o sistema tem a seguinte forma:

praz (2.15)
U =u-+ Z Bpqufve.
p+q=2
Como discutido na Segao 2.2, ao complexificarmos o sistema acima, obtemos a
forma (2.8) e uma fungéo V¥ (z,y) tal que

EAGES 922(37@/)2 + 933($y)3 + g44(gjy)4 +oee
onde Z é o campo vetorial associado ao sistema (2.8).

Definicao 2.9. (Coeficiente Focal) Os coeficientes gx i apresentados na Seg¢ao
2.2 sdo chamados coeficientes focais.

Os termos coeficientes focais e coeficientes de Lyapunov, por muitas vezes, sao
usados indistintamente na literatura. Existe, de fato, uma equivaléncia entre estes
termos que justifica, até certo ponto, esta indistingado semantica. Para desenvolver
a teoria, a terminologia tem importancia minima. Neste texto, seguiremos utilizando
os termos como definidos acima e na Segéao 2.1.

Notemos que cada coeficiente focal € um polindmio cujas variaveis sao os coefi-
cientes a,, e b,, do sistema (2.8). O coeficiente focal g;; sempre sera nulo, uma vez
que a expansao de Z¥ nao tem termos de grau 2, e o coeficiente focal g,, € uni-
camente determinado pelos coeficientes do sistema. Para K > 2, os coeficientes
focais gk dependem das escolhas feitas para os coeficientes vix de V(z,y). No
método descrito na Se¢éo 2.2, construimos uma integral primeira de (2.15) para um
conjunto determinado de escolhas para vk g, as quais restringimos a R. Mostramos
agora que a existéncia desta integral primeira implica no anulamento de todos os
coeficientes focais para quaisquer escolhas de v . Com este propdsito, enuncia-
mos o seguinte teorema no qual, denotamos por (a,b) os coeficientes a,, e b,, do
sistema (2.8). Antes disso, definimos:
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Definicao 2.10. Sejam py,ps,--- polinbmios no anel K|xy,---,x,], onde K é um
corpo. A variedade afim determinada pelo ideal I = (pi, p,,---) € o0 conjunto

V={(a, - ,a,) € K" :play,---,a,) =0,YVpel}

Teorema 2.3. Sejam V(z,y) = xy + > v,,aPy? uma série formal e gss, gss, - - -
p+g=3

polinémios em (a,b) tais que 2V = gy (xy)* + gs3(xy)® + - --. Sejam ¥ outra série

formal da forma U (z,y) = zy + 3. Upe2Py? € G, Gas, - - - polinémios em (a, b) tais
p+q=3

que ZU = Gy (zy)? + §ss(xy)® + - - -. Consideremos V' a variedade afim determinada
pelo ideal (gss, gs3,--) € V a variedade afim determinada pelo ideal (g22, 33, - -)-
Entdo, V = V.

A demonstracao deste teorema encontra-se a partir da pagina 113 de [24]. Es-
colhemos omiti-la aqui, para evitar repetitividade no texto, uma vez que no Capitulo
3, provamos uma versao deste teorema para sistemas tridimensionais e sua demons-
tracao € analoga a esta.

Definicao 2.11. (Variedade de Bautin) Dado o sistema (2.8), seja ¥ (z,y) uma
série formal tal que ZV = gy (zy)? + g33(zy)® + - - -. Oideal {gy, g33, - - -) € chamado
de Ideal de Bautin e a variedade afim V¢ determinada por este ideal é chamada
variedade de Bautin.

Observacao 2.4. A variedade de Bautin V¢ € Unica e independe das escolhas de
vkrk. Portanto, ndo precisamos da restricao vxx € R. Entretano, na pratica, €
comum fixarmos vix = 0, 0 que simplifica os calculos computacionais.

Os pontos da variedade de Bautin sao precisamente os coeficientes de (2.15)
para os quais a origem € um centro. Assim, dada uma familia de sistemas analiticos
planares, (polinomiais por exemplo), o Problema do Centro-Foco é resolvido com-
pletamente ao determinarmos V<. Embora tenhamos infinitos polinémios gk, pelo
Teorema da Base de Hilbert, o ideal de Bautin é finitamente gerado, e podemos
encontrar a variedade de Bautin apds calcular um namero finito de coeficientes fo-
cais. Isto torna este método mais simples computacionalmente do que analisar os
coeficientes da funcao deslocamento.

Entretanto, ndo sabemos a priori qual é a quantidade de coeficientes focais
suficientes para determinar a variedade de Bautin. Assim, o processo pratico para
se resolver o Problema do Centro-Foco para um sistema especifico é dividido em
trés etapas principais: A primeira & calcular um nimero finito de coeficientes focais.
A segunda é determinar quais sao as condi¢oes sob os parametros do sistema que
anulam estes coeficientes focais que sdo automaticamente condicées necessarias
para que a origem seja um centro. Chamamos estas condi¢oes de condigdes de
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centro. A terceira etapa consiste em conferir se as condi¢gées obtidas a partir do
conjunto finito inicial de coeficientes focais sao condicoes suficientes para que o
sistema tenha um centro na origem. Esta etapa, em geral, envolve a aplicacao
da Teoria de Integrabilidade de Darboux (consultar [10], por exemplo), investigar
simetrias ou reversibilidade no sistema (ver, por exemplo, [24]).

llustramos as técnicas discutidas acima na demonstracao do teorema abaixo
que resolve completamente o Problema do Centro-Foco para sistemas (2.2) quadra-
ticos:

Teorema 2.4. (Teorema de Kapteyn-Bautin) Dado um sistema (2.2) quadratico, é

possivel reescrevé-lo na seguinte forma:

(2.16)

0 =u+ au® + Auv — av?,

{UZ—U—bUZ—CUU—d’U2,

além disso, o sistema admite um centro na origem se, e somente se, satisfaz uma
das seguintes condigbes:

(i) 2a+c=A—2b=0;
(i) a=c=0;
(ifi) b+d=0;
(iv) 2a +c= A+ 3b+5d = a® + bd + 2d*> = 0.
Demonstracao: O sistema (2.2) quadratico é da forma:

U= —v + a1u® + asuv + azv?,
U = u + byu? + byuv + bsv?.

Consideremos uma rotacao dos eixos coordenados:

u \ [ cos @ —send Uy

v senff cosd v, |
onde 6 € fixo. Calculando as expressoes de u, € 0;, temos:

ul = —U1 + Al(Q>U% + A2(0>U1U1 + A3(9>’U%,
1'}1 = u + Bl(ﬁ)u% + Bg(@)ulvl + 33(9)1)%,

Basta provar que existe # adequado para que B;(6) + Bs(0) = 0. Exprimindo expli-
citamente a expressao desta equagao, temos:

(by 4+ b3) cos B — (ay + az)senf = 0, <= (by + b3) cosf = (a; + a3) send.
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A equacao acima sempre tem solugao em 6. De fato, para b; + b3 = 0, 0 = 0
é solucdo. Para a; + a3 = 0, § = w/2 é solugdo, e caso contrario, a solugéo é
0 = arctg <M> Assim, é possivel escrever o sistema considerado na forma:

ai+az ) °

U= u+ au? + Auv — av?,

{u:—v—buz—cuv—dUQ,

Calculando o primeiro coeficiente focal, obtemos:
goo = 2(2@ + C)(b + d),

e concluimos que 2a+c = 0 ou b+d = 0 sdo condigdes necessarias para a existéncia
de um centro. A condigao b+ d = 0 corresponde ao item (iii). Sob 2a + ¢ = 0, temos
que o préximo coeficiente focal &

2
933 = ga(A —2b)(b+ d)(A+ 3b+ 5d),
que nos da as condicdes necessarias: a = 0, A—20 =0e A+ 3b+5d = 0. As
duas primeiras, correspondem aos itens (ii) e (i) respectivamente. Sob a condicao
A + 3b+ 5d = 0, calculamos o proximo coeficiente focal:

911 = —20a(b + d)* (a® + bd + 2d%)) ,

gue nos determina a condicdo necessaria a* + bd + 2d* = 0 correspondente ao item
(iv). Basta provar que estas condigOes sao suficientes.
Para as condicdes do item (i), o sistema (2.16) é da forma:

2

U= —v — bu? + 2auv — dv?,
U = u+ au® + 2buv — av?,

que é Hamiltoniano e, portanto, tem um centro na origem.
Para condi¢6es do item (ii), temos:

U= —v — bu? — dv?,
v = u+ Auv,
que € invariante pela mudanga de variaveis (u,v,t) — (—u, v, —t), isto é, o sistema

é reversivel e, portanto, tem um centro na origem.
Para condi¢Oes do item (iii), temos:

{ U= —v+du® — cuv — dv?,

U = u~+ au® + Auv — av®.

Sob estas condicdes, é possivel através de uma rotacao, deixar o sistema na forma
acima com o coeficiente a = 0. Assim, o sistema tem como fator integrante a funcao
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u?(A—d)

2 -1 . -
((— fuv+ 48420 é) (v+ A—l)) , € pela Teoria de Integrabilidade

C

de Darboux (consultar por exemplo [10]), tem um centro na origem.
Para as condigdes do item (iv) com d # 0, o sistema (2.16) tem a seguinte forma:

(—a2—2d2)

u? + 2auv — dv?,

U= —0v—
0 =u+ au® — (3b + 5d)uv — av?,

e admite

—d*v%+(2 auv—2 v)d3+(—1+(—u2—02)a2)d2+2 a?v(au—1)d—a*u? a

5/2

2ad(a?+d?)
grante. Logo tem um centro na origem. Para o caso d = 0, 0 sistema sob as

condicdes do item (iv) também satisfaz as condi¢cdes do item (ii) que ja provamos

ter um centro na origem.
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(d) 2a+c=A+3b+5d=a?+bd+2d*>=0

Figura 2.1: Retratos de fase dos sistemas quadraticos sob as condicoes do Teo-

rema de Kapteyn-Bautin.
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As condigdes necessarias e suficientes para a existéncia de um centro na origem
sao determinadas, em ambos os métodos, pelas equagodes:

g =0e Ly =0,YVk € N.

Isto sugere uma relacao entre os coeficientes focais g, € 0s coeficientes de Lya-
punov L,. Provamos, na proxima secdo, a equivaléncia que existe entre estes
coeficientes e por consequéncia entre os métodos apresentados neste capitulo.

2.5 Equivaléncia entre os Coeficientes de Lyapunov
e Focais

O objetivo desta secao é mostrar a equivaléncia entre os coeficientes focais e
os de Lyapunov. Enquanto este fato nao é muito relevante para o Problema do
Centro-Foco, ele tem importancia fundamental para determinar a ciclicidade de um
sistema dado. A demonstracao do seguinte teorema é baseada nas demonstracoes
apresentadas em [29] e [24].

Teorema 2.5. Considere o sistema (2.1). Dado um inteiro positivo k > 2, vale a
seguinte equivaléncia:

Ly =7gy € Li_1=mgr, mMod(ga2, 933, -, Gk—1,k-1),
isto &, Ly_1 = gk, qUanNdo g = gs3 = -+ = gr—1,4-1 = 0.

Demonstracao: Seja ¥ a série formal obtida pelo método descrito na Secao 2.2,
isto é:
U(z,y) =ay+ Y vy’ = Y Uy(x,y),
p+a>3 =2

onde v;(z,y) s&o polinémios homogéneos de grau j de = e y (termos de grau j na
expansao de V). Truncamos a série até ordem 2N + 1, com N > k para obtermos a
fungdo ¥ = ay + 323 y;(x, y). Consideremos, para p, suficientemente pequeno,
a solugao r(0, py) em coordenadas polares do sistema, isto é, a solugao de (2.5),
com condic&o inicial (0, py) = po. Determinemos a variagéo total de ¥ para 6 de 0

a 2w. Temos:
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@(T’(Qﬂ', p0)6i2ﬂ-7 T(27T7 pO)eiiZW) - @(T(O, po)eio, T’(07 p())e*io) =

2N+1 2N+1
=D Us(r(2m, po), (27, po)) Zwyom (0,p0)) =
j=2
2N+1 2N+1 2N+1
= D (L) (2m o) — 2%11 Zwyll (27, p0) — ph) =
j=2
2N+1
= Z ¢j<171>( 27T /)0 — Po ZTJ 1= 1271' /90
j=2
2N+1
= (r(2m, po) — po) Z ¥;(1,1) ZTJ*PZ(%,pO)pé. (2.17)
=0

Como r(27, po) — po € a fungédo deslocamento d(p,) e, como os autovalores de DFj
sao imaginarios puros, temos que u(0) = 1 e (6, po) = po + u2(0)p2 + us(0)pd + - - -,
substituindo na equacao acima, obtemos:

2N+1 7j—1 ‘
(r(27, po) — po) Z Yy (1,1) Y 7 (2m, po)ph =
=0
2N+1 ' '
=d(po) Y (1, 1)(jpgh "+ Oph)) =
=2

= d(po)(wz(l 1)2po + O(p})) =

= d(po)(2p0 + O(})) Z u; (2m) p§(2p0 + O(p5)) =

j=2

Zzuj 2m) (1 + O(po)). (2.18)

Por outro lado, podemos escrever:

Wﬂ%prr@mmwﬂﬂ—@wmmwwmmwﬂ%:
27rN

AV dt dt
/—d@—/ﬁﬁdﬁ—/Zgﬂ (6, po) 3560 =
0
2 N
/Zgj] po + uz(0)p5 + us(0)pp + -+ )7 (1 + @ (0)po + Us(0)pg + - - -)db. (2.19)

O termo (1 + @ (0)po + u2(0)p2 + ---) acima corresponde a % o qual obtemos a
partir da expansao de ¢ na equagao (2.4). Note que para cada indice j, existe um
termo gjjpﬁj dentro da integral o qual nao depende de 6. Assim, ao integrarmos de
0 a 2w, obtemos 27rgjjp(2)j. Para os outros termos da integral que dependem de 6,
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obtemos outras expressoes envolvendo g;; menos elementares, que expressamos
por g;;(firpe’ ™ 4 fiap’ T2 + - --). Assim, obtemos:

N
/Z (po -+ ua(0)p + us(0)pg + - ) (1 + @1 (0) po + @2(0)p + - - -)df =
0o J=2

N
= 20 + 955 (fiapd T+ Fraot 4 ) + 00N, (2.20)

j=2
De (2.17),(2.18),(2.19) e (2.20), temos:

N
Z 2u;(2m)p jH (1+0(po)) Z 27T93J100 + 9jj (fg,lpo + fi2p0 RS =)+ O(pg™*?).

7j=2
Da equacao acima, ao compararmos poténcias iguais de py, concluimos a equi-
valéncia. Com efeito, comparando os coeficientes de pj, temos 2u,(27) = 0. Pas-
sando para os coeficientes de pi, temos 2u3(27) = 2mgs, € portanto L; = mgos.
Seguindo para os coeficientes de pj e pf, e assumindo g, = 0, temos: 2u,(27) = 0
e 2us(2m) = 2mgss, 10g0 Ly = mgs3, mod(gqe). Seguindo este mesmo argumento, a
equivaléncia é concluida. O

Fazendo uso do teorema acima, podemos estender os resultados sobre cicli-
cidade que se aplicam aos coeficientes de Lyapunov para os coeficientes focais,
0 que traz grande vantagem pratica computacional. Discorremos mais sobre esta
vantagem no capitulo 4. Concluimos aqui a discussao sobre o Problema do Centro-
Foco para sistemas planares. No proximo capitulo, estenderemos os resultados e
métodos aqui apresentados para o caso tridimensional.



3 O Problema do Centro-Foco sobre
uma Variedade Central em R’

Neste capitulo estendemos o Problema do Centro-Foco para sistemas tridimen-
sionais. Consideramos o sistema de equacoes diferenciais

u=F(u), (3.1)

onde ' : U — R?® é uma aplicacdo analitica em um aberto U de R? contendo a
origem tal que F(0) = 0 e DF, tem um par de autovalores imaginarios puros e um
autovalor real nao-nulo. Nestas condi¢coes, como no caso planar, chamaremos a ori-
gem de ponto de Hopf. Apdés uma mudanca de variaveis linear e reparametrizagao
do tempo, analogas as descritas na Secado 2.1, escrevemos o sistema acima na
seguinte forma:

= —v+ P(u,v,w),

v =u+ Q(u,v,w), (3.2)

W= —pw + R(u,v,w).
As funcdes P, Q e R sao analiticas e suas expansdes em série de Taylor contém
termos de ordem maior ou igual a 2.

Notemos que, como no caso planar, o Teorema de Hartman-Grobman nao se
aplica ao sistema (3.2), e portanto precisamos de outras ferramentas para determi-
nar a natureza da singularidade. Estudar o comportamento das érbitas do sistema
(3.2) em R? tem uma complexidade maior que em R?, uma vez que a dimensao adi-
cional possibilita comportamentos mais diversificados das trajetérias. Para exempli-
ficar, ainda ndo ha um teorema analogo ao de Poincaré-Bendixson para o R3. Entre-
tanto, para o sistema (3.2), podemos contornar essa imprevisibilidade ao concentrar
nossa investigacao em uma variedade invariante de dimensao 2 que contém a ori-
gem. A existéncia desta variedade € garantida pelo Teorema da Variedade Central.
Assim, ao restringirmos o sistema (3.2) a essa variedade, reduzimos o problema ao
caso bidimensional.

37
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3.1 A Variedade Central

Nesta segao, discutimos a existéncia de variedades invariantes pelo fluxo ge-
rado por um sistema de equacdes diferenciais genérico e enunciamos o Teorema
da Variedade Central que € um resultado classico da Teoria Qualitativa e que nos
permite prosseguir estudando o Problema do Centro-Foco para o sistema (3.2).

Seja F € C"(U) onde U € um aberto de R™ contendo a origem, e r > 2. Suponha
que a origem seja um ponto de equilibrio de F', e que DF; tenha [, autovalores com
parte real nula, [, autovalores com parte real positiva e [, autovalores com parte
real negativa (contando com suas respectivas multiplicidades). Entao, o sistema
u = F'(u) pode ser escrito da forma:

U= Acu+ f(U,U,w),
0= Auv + g(ua U,U)), (33)
w = Asw + h(u, v, w),

com (u,v,w) € Rl x R x R, onde A., A,, € A, sG0 matrizes constantes com
0s respectivos [. autovalores com parte real nula, [, autovalores com parte real
positiva e [, autovalores com parte real negativa. Além disso, f, g e h sdo tais que
£(0,0,0) = ¢(0,0,0) = h(0,0,0) = Df(o,o,o) = Dg,0,0) = Dh(o,o,o) = 0.

Teorema 3.1. (Teorema da Variedade Central) Dado o sistema (3.3), sejam E*,
E" e E*® 0s autoespacgos generalizados associados aos autovalores de A., A, e A,
respectivamente. Entao, existem W<, W e W* variedades invariantes pelo sistema
tangentes respectivamente a E¢, E* e E* na origem. As variedades W*" e W* sao
de classe C"~2 e W* é de classe C" 1.

A demonstracao deste teorema € encontrada no trabalho de Al Kelley [15] que
enaltecemos por sua qualidade e por ter sido um dos primeiros contendo a prova
completa deste resultado. Mais propriedades e resultados sobre as variedades
invariantes podem ser encontrados em [8], [26] e [13].

Definicao 3.1. As variedades invariantes W<, W* e W* determinadas pelo Teorema
3.1 sdo chamadas de variedade central, variedade instavel e variedade estavel res-
pectivamente.

Considerando o sistema (3.2), podemos escrevé-lo como

u= Acu + f(uvw)a
w = Ayw + h(u,w),
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0 —1 .
onde A, = Lo ) A, = (—p) e u= (u,v)’. Pelo Teorema da Variedade Cen-

tral, dado r € N, existe uma variedade central /¢ invariante de classe C" que é tan-
gente ao plano-uv na origem. Restringindo o sistema a essa variedade, podemos
resolver o Problema do Centro-Foco e entao classificarmos a singularidade. Entre-
tanto, obter W nao é uma tarefa facil, o que motiva a busca de outros métodos para
estudar o sistema restrito a variedade central sem necessariamente determina-la.

3.2 A Aplicacao Deslocamento Reduzida

Estudar o sistema (3.2) restrito a uma Variedade Central W¢ apresenta princi-
palmente duas dificuldades. A primeira esta no fato de que a unicidade de W¢ nao
€ garantida pelo Teorema 3.1, entretanto, existe uma conjugacao entre os fluxos do
sistema restrito as eventuais variedades centrais [7]. A segunda dificuldade esta na
analiticidade de W¢. Com efeito, 0 maximo que podemos afirmar é que por (3.2)
ser analitico, as variedades centrais que existem sao de classe C", para qualquer
r € N. Tendo isso em mente, podemos contornar estas dificuldades estendendo as
definicoes de aplicacao de Poincaré e fungdo deslocamento para R3. Uma abor-
dagem para tais extensdes foi apresentada no artigo de Buica, Garcia e Maza [6]
(veja também [12]).

Consideramos o sistema abaixo:

U= Nu—v+ Plu,v,w),
0 =u+ Av + Q(u,v,w), (3.4)
W= —pw ~+ R(u,v,w).

Notemos que para \g = 0 o sistema acima coincide com (3.2). Reescrevemos o
sistema (3.4) nas coordenadas u = pcosf, v = psenf € w = pw para obter

p=Xop+ P(pcosb,psend, pw)cos + Q(pcost, psend, pw)sen b,
0=1+p ' [Q(pcosb, psend, pw)cosd — P(pcosb, psend, pw) sen b, (3.5)
w=—puw + p [R(pcosh, psend, pw) — wpl.
A mudanca de variaveis acima é um difeomorfismo analitico para todos os pontos
fora do eixo-w (i.e. p # 0). Como as expansdes de P, Q e R tém termos de ordem

no minimo 2, o sistema mantém-se bem definido e analitico em uma vizinhanca de
p=0,w = 0. Além disso, temos:

0 = 1+ pQ(pcosb, psenb,w)cosf — P(pcosh, psend,w)sen f] =
= 1+ p[@(p, cosf,senf, w)cosl — p(p, cosf,sen,w)sen b,
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e para valores suficientemente pequenos de p e w, o sinal de 6 é positivo. Assim,
como no caso planar, as érbitas de (3.4) por pontos de uma vizinhanca suficiente-
mente pequena da origem giram em torno do eixo-w. Do sistema (3.5), obtemos o
sistema abaixo cuja variavel independente é 6:

dp _ Aop+ Pcost + Qsend
d9 1+ p[Qcosh — Psent] )
dw — —pw+ p[R —w(Ao + Pcos + Qsend)]
do 14 p[Q cosf — Psenb)]

= /\0/) + R(ea Ps w)a
(3.6)

= —puw + Q(0, p,w).

As fungdes R (0, p,w) € (0, p,w) s@o periddicas e analiticas para valores suficiente-
mente pequenos de p e w, isto é, no cilindo sélido C' = {(0, p,w) : [p|< 7* € |w|< h*}
para r* e h* adequados. Procedemos de maneira similar ao caso bidimensio-
nal: Para cada (po,wo) com ||(po,wo)|| suficientemente pequeno, seja ¢(0, po,wy) =
(p(0, po,wo),w(0, po,wp)) @ solugdo do sistema (3.6) com condigdes iniciais
(p(0, po,wo), w(0, po,wo)) = (po,wo). A funcdo ¢ € analitica em suas trés variaveis
para 0 < 6 < 27 e (po,wp) tais que (0, py, wp) € C. Podemos entao definir:

Definicao 3.2. (Aplicacao de Poincaré) Para o sistema (3.2), a aplicacao

P(po,wo) = (2, po, wo)
é chamada aplicacao de Poincaré ou aplicagao de primeiro retorno.

Definicao 3.3. (Aplicacao Deslocamento) Para o sistema (3.2), a aplicagao

d(po,wo) = P(po, wo) — (po,wo) = (27, po, wo) — (po,wo)
é chamada aplicagao deslocamento.

Observacao 3.1. A aplicagao de Poincaré no caso bidimensional indica o primeiro
retorno de um ponto (po,0) ao eixo-u pelo fluxo do sistema. Aqui, esta aplicagao
determina o primeiro retorno de um ponto (po, 0, powo) ao plano-uw. A aplicagao
deslocamento tem a mesma finalidade que a funcao deslocamento para sistemas
planares. Os pontos para os quais a aplicagao deslocamento € (0, 0) correspondem
a oOrbitas perioddicas do sistema (3.2). Se for possivel encontrar uma curva sobre o
plano-uw tal que a aplicacao deslocamento seja identicamente o vetor nulo, entao
temos um centro na origem do sistema sobre a variedade central.

A ideia é definir conceitos analogos aos valores focais para R?. Como (0,0) é
solucédo de (3.6), temos p(#,0,0) = 0 e w(#,0,0) = 0. Além disso, escrevendo a
aplicacao deslocamento d(pg, wy) como (d;(po, wo), da(po, wo)), SEQUE qUE:

di(po,wo) = p(27, po, wo) — po € da(po,wo) = w(27, po, wo) — Wo-
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Lema 3.1. Seja d(py,wo) a aplicagdo deslocamento determinada pelo sistema (3.6).
Entao, existe uma unica fungdo analitica w(p,) definida numa vizinhanga V. de py = 0
tal que dy(po, w(po)) = 0.

~ . d
Demonstracao: Temos que d»(0,0) = w(27,0,0) — 0 = 0. Da expressdo de = em

do
(3.6), temos:
dw dw
o = =0
g = w0 pw) = g =Q(0,p,0) =
d
— Loy petw = e"Q(0, p,w) =

do

w)
0
= OJ(Q, Po, WO) = W0€_”9 + e—M9 / €MtQ(t, Ps w)dt
0

Assim, obtemos:

da(po,wo) = w(2m, po,wp) — wo =
27

= (e — 1)wy + e 2™ / e Q(t, p,w)dt.
0
Dai, %(O, 0) = (e — 1) # 0 uma vez que u # 0. Como d- é analitica, pelo Teo-
rema ég)ApIicagéo Implicita, existe uma fungao w(p,) numa vizinhangca V de py =0
e tal que da(po, @(po)) = 0. O

Observacao 3.2. Podemos construir a curva v(pg) = (0, po,@(po)) contida no plano-
uw a partir da fungao w, com p, € V. As orbitas do sistema (3.5) pelos pontos de v
indicam 6rbitas de (3.2) que retornam ao plano-uw sobre a reta w = @(py)u, cOMO
ilustrado na Figura 3.1 abaixo.

Assim, podemos trabalhar com a funcao d(pg) = di(po, @(po)) € investigar seus
zeros. Esta funcao € uma excelente generalizagao da funcao deslocamento para
sistemas tridimensionais. Notando que d € analitica em uma vizinhanga de p, = 0,
definimos:

Definicao 3.4. (Aplicacao Deslocamento Reduzida) Chamamos a fungdo

d(po) = di(po,w(po))

de aplicacao deslocamento reduzida. Expandindo-a em série de poténcias de py,
temos:
d(po) = Y vm,
5=1

Os coeficientes v;, j > 1, como no caso planar, s§o chamados de valores focais.
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Po \%
&
u

Figura 3.1: Comportamento de uma 6rbita do sistema por um ponto de ~.

dp

d ~
Podemos notar que v; = j—(o) = ¢?™0 — 1, De fato, da expresséo de 2 &M
Po
(3.6), temos:
o _ Xop + R0, p,w)
do = Aop ) P :

Como p(0, po, w(po)) € analitica para p, suficientemente pequeno, e p(6,0,0) = 0,
podemos expandi-la em série de poténcias:

p(8, po, @ (po)) = w1 (8)po + us(8) p + - - -

Dai:
uy (0)po + us(0)pg + - = Ao(ur(0)po + u2(0)pg + -+ +) + R(6, p, w).

Comparando os coeficientes de grau 1 de pg, temos:

Dai, resolvendo a equagao diferencial acima com condigao inicial u,(0) = 1, segue
que ul(ﬁ) = MY  Portanto d(po) = dl(po,(IJ(,Oo)) = p(27r,p0,d)(p0)) — po € U1 =

d—(o) = u(27) — 1 = > — 1. O que coinicide com o valor focal analogo no caso
Po
planar. E possivel obter os outros valores focais por equagoes semelhantes a esta.

Assim, concluimos que a origem do sistema € um centro sobre a variedade
central se, e somente se, todos os valores focais sdo nulos. Além disso, os zeros
da aplicagao deslocamento reduzida em uma vizinhanga da origem indicam orbitas
periddicas do sistema (3.2), isto é, ciclos limite. Outra semelhanca dos valores
focais no caso tridimensional com os valores focais no plano é o seguinte resultado
gue € analogo a Proposigao 2.2.
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Proposicao 3.1. Dado o sistema (3.4), o primeiro valor focal ndo nulo é o coefici-
ente de uma poténcia impar de py.

A proposicao acima é obtida como consequéncia do Teorema 2 de [6] e do Teorema
5 de [5], cujas demonstracdes envolvem o conceito de multiplicadores de Jacobi
inversos, e omitiremos aqui. Assim, definimos:

Definicao 3.5. (Coeficiente de Lyapunov) Dado o sistema (3.4) e seus respectivos
valores focais v;,1 > 1. Entao, os coeficientes

Ly, = vopy 1,
sdo chamados coeficientes de Lyapunov para k > 0.

A partir da aplicagcao deslocamento reduzida, podemos determinar condigoes
para que os coeficientes de Lyapunov se anulem e, desta forma, resolver o Pro-
blema do Centro-Foco em R3. Entretanto, as dificuldades deste método sdo as mes-
mas do caso planar. Buscando uma alternativa, podemos generalizar também o Se-
gundo Método de Lyapunov para sistemas tridimensionais. Nas préximas segdes
desenvolvemos precisamente esta ideia.

3.3 Formas Normais e Integrais Primeiras Formais

Nesta secao apresentamos ferramentas necessarias para estender o Segundo
Método de Lyapunov para sistemas tridimensionais. Para isso, precisamos discutir
um pouco da teoria de Formas Normais. Aqui nao pretendemos nos aprofundar
no topico, apenas desenvolver o suficiente para nossos objetivos. Para uma leitura
mais profunda e completa sobre Formas Normais, bem como as demonstragoes
dos teoremas enunciados nessa secao, recomendamos as notas de aula de Yuri
Bibikov [4], principalmente as se¢des de 1 a 3.

Consideremos o seguinte sistema de equacoes diferenciais:

x = Jx+ F(x),

no qual x € C?, J é uma matriz diagonal e f é uma funcdo analitica cuja expansao
em série de Taylor tem termos de ordem maior ou igual a 2 em x. Podemos escrevé-
lo da seguinte forma:

.
T =rx+ Fl(a:, Y, z) = KT+ Z Fq(llgmsxmyqzzqs’
q1+q2t+q3=>2
jmr B =t Y Eate @
q1+q2+q3>2
2 =r3z+ F3(z,y,2) = K3z + Z Fq(fgzquqlyqzqu7
q1+q2+q3>2
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onde ki, k = 1,2,3 sao autovalores de J. Queremos uma mudanca de variaveis
que deixe o sistema (3.7) em uma forma mais simples, eliminando ao maximo os
coeficientes Fq(fq)m, com (g1, g2, q3) € N3. Esta sera a forma normal do sistema.

Definicao 3.6. (Termos Ressonantes) Dado um sistema escrito na forma (3.7), os

coeficientes F\"),.. tais que

Q1K1 + @2k + sk — K = 0 (3.8)

sdo chamados coeficientes ressonantes. O termo Fq(fgma:qu%z% correspondente

a um coeficiente ressonante é um termo ressonante e as equacgdes (3.8), para
k=1,2,3 e (q,q,q) € N> sdo as equagdes de ressonancia.

Definicao 3.7. (Forma Normal) Dizemos que o sistema (3.7) esta na forma normal
quanto todos 0s termos ndo-ressonantes sao nulos.

Consideramos uma mudanca formal de variaveis

z &1+ ha(1, 91, 21)
y | =1 v+ hol(zi,y0,21) |
z 21 + hs(21, y1, 21)

onde hy(x1,y1, 21) Sdo séries formais, ou simplesmente:
x = x; + h(x). (3.9)

Definicao 3.8. Uma mudanca de variaveis da forma (3.9) cujos termos ressonantes
sdo nulos é chamada distinta.

O seguinte teorema nos garante que o sistema (3.7) pode ser transformado em
um sistema na forma normal através de uma mudanga de variaveis formal distinta.

Teorema 3.2. Todo sistema da forma (3.7), através de uma mudanca de variaveis
formal distinta (3.9), é equivalente a um sistema na forma normal. Além disso tal
mudancga de variaveis formal é unicamente determinada.

A demonstracao deste teorema encontra-se em [4] nas paginas de 8 a 11. A
partir deste resultado, obtemos o sistema:

1 = kx1 + Gi(x1, 41, 21),
U1 = ko1 + Go(1,91, 21), (3.10)

# = ka2 + Gs(z1, 11, 21),

na forma normal. Entretanto, o sistema (3.10) € meramente formal, e tera signi-
ficado somente se h em (3.9) for convergente. Para discutir esta convergéncia,
precisamos definir Forma Normal em Superficie Invariante.
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Definicao 3.9. (Forma Normal em Superficie Invariante) Considerando um sis-
tema escrito na forma (3.10), se G(z1,y1,0) = 0, e nas expansées de G1(x1,y1,0) e
G (x1,y1,0) 08 termos ndo-ressonantes sdo nulos, diremos que (3.10) € uma Forma
Normal em Superficie Invariante.

Para formas normais em superfice invariante, temos as seguintes condicdes
para a convergéncia de h em (3.9):

Teorema 3.3. Considere um sistema na forma (3.7) e suponha que exista uma
mudanca de variaveis formal (3.9) que o transforme em uma forma normal em su-
perficie invariante (3.10). Se s&o satisfeitas as seguintes condi¢oes:

(i) qir1 + qoko — k3 # 0, para todo (qy, ¢2) € N?;
(ii) existe e > 0 tal que |qik1 + gk — K3|> €, para todo (q1, q2) € N?;

(iii) se (g1 —r1)k1 + (@2 — m2)ke = 0, cOM 2 < 1y + 19 < q1 + q2, €nt40o existe d > 0
tal que

2

(k)
Z "'k qu —71+01k,92—T2+025,0
k=1

2
(k)
S d’hlﬁ + T2“2‘Z ‘GQ1—T1+511€,Q2—T2+521@70 ’
k=1

como;; =1,sei=j5ed,;=0,8€1#j,
entdo h é convergente.

A demonstragcao deste teorema também se encontra em [4] da pagina 18 a 23.

Os resultados acima foram adaptados para nossos objetivos. Os enunciados
originais abrangem casos mais gerais em dimensodes maiores. Aplicamos estes re-
sultados para o sistema (3.2) no intuito de resolver o Problema do Centro-Foco no
caso tridimensional.

Consideremos o sistema (3.2). Inserindo as mudanca de variaveis: © = u + iv,
y=7T=u—ivez=w, obtemos o0 seguinte sistema:

(

T =1ir+ E Apgr 2Py 2",
pq+r=2
g=—iy+ D by’ (3.11)
p+q+r>2
Z=—pz+ E Cpgr2Py 2"
\ p+q+r>2

O sistema (3.2) é equivalente a primeira equagao do sistema acima, e a segunda
equacao é a conjugada complexa da primeira. Analogo ao caso bidimensional,
dizemos que (3.11) é a forma complexificada do sistema (3.2). Observemos que 0s
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coeficientes a,gr, bygr € Cpyr SA0 tais que ayy = byr € 2 € Rparay = 7 e 2 € R.
Denotemos por Z o campo vetorial associado a (3.11) em C3.

Os autovalores da parte linearizada de (3.11) s&0 x1 = i, ko = —i € K3 = —[i.
Assim, as equacoes de ressonancia para este sistema sao:

Qi—i—g@p—1i=0 <<= i(g1—q¢@—1)—q@gu=0,
Qi—qi—@gp+i=0 <= i(¢1—q@+1)—q@u=0,
Qi — @i —q@pt+p=0 <= i(lq—q)+(1—pg=0,

e suas solucoes:

1 =q¢+1 e g =0,
Ge=q¢n+1 e qg=0,
Gn=¢ € g=1,

Assim obtemos a forma normal do sistema (3.11):

)
. 1),.9+1 q
xl—le—i-g Gg)xl Y,

=1

Y= —iyr + Z G((JQ)J??ny?

=1

2= pa+ Z GPatylz,
\

=1

a qual podemos reescrever como

Zt'l = i[L‘l + IlX(ZL'lyl),
U1 = —iyr + Y (v1y1), (3.12)
Z.’l = — Uz + le($1y1).

Observemos que o sistema (3.12), € uma forma normal em superficie invariante.

Definicao 3.10. (Integral Primeira Formal) Uma série formal ¥ (z,y, z) € chamada
integral primeira formal para o sistema (3.11) quando ¥ ndo € constante e a ex-
pansao em série de poténcias em torno da origem de ZV tem todos os coeficientes
nulos. Isto é, satisfaz formalmente a expressao ZV¥ = (.

O préximo teorema é o que sumariza a utilidade da forma normal (3.12).

Teorema 3.4. Um sistema da forma (3.11) admite uma integral primeira formal
U(z,y,z) = xy + --- Se, € somente se, as fungbes X e Y da forma normal (3.12)
sdo taisque X +Y = 0.
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Demonstracao: Suponha que o sistema (3.11) tem uma integral primeira formal da
forma U(z,y,z) = 2y + ---. Seja H a transformagao que deixa o sistema na forma
normal (3.12), isto é x = H(x;) = x; + h(x;). Entdo F' = ¥ o H € uma integral
primeira formal para o sistema normalizado. Dai, temos:

OF OF

(imy + 21 X (2191)) 57— (21,91, 21) + (=i + 1Y (w191)) (21, 91, 21) +
81‘1 ayl

OF
+ (—pz + Z1Z($1y1))$($1ay1, z1) = 0.
1

Ou, equivalentemente:

. OF _OF oF
zazla—xl(l“hybzl) - Zyla—m(ﬂfhyhzl) - M«Zla—zl(l’hylﬂl) = (3.13)
oF OF oF

—xla—xl(m,yh 21) X (7191) — y1a—yl(:vl,y1,Zl)Y(9€1y1)—Z1a—Zl($1,y1,Z1)Z($1y1)-

Como H(x,) = x; +h(x,), 0 termo de ordem 2 de F é z,y, e entdo F é da forma
F(x1,11,21) = x1y1 + - - -. Por outro lado, denotando ¢ = (¢1, 42, 43) € |q|= ¢1 + ¢2 + g3,
escrevemos:

F(zi,y1,21) = Z FafyPzl = zy +---.

lg|>2
Susbstituindo em (3.13), obtemos:
D (i — qoi — pgs) Fyrly P2l = — | >~ qiFpaf 2 [Z Xjrrjo(min) ]
lg|>2 lg|>2 j=1
- Z G Fyal Y2 ZY}‘,J‘H,O(%%V]
| la|>2 | Li=1
= [ > wFatyP | |y Zj,j,1<x1y1>j] . (3.14)
| la|>2 | Li=1

Provemos que F' é uma aplicacao que depende apenas de z,y,. Para isso, precisa-
mos provar a seguinte afirmacao:

Afirmacao: Se ¢ ndo é da forma (K, K, 0) entdo F, = 0. Como o termo de ordem 2
de F(x1,41,21) € x1y; entao a afirmagao vale para |¢|< 2. Dai, podemos escrever o
lado direito de (3.14) na seguinte forma:
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— |z + Z C]lF 15(1119?2(113 [Xz 1,021Y1 + Z j+1,5,0 931?/1

lg|>3

Yigo0z1y1 + Z Yijro(zaiy )

=2

q1, 92 43
— |y + E @by 2
lg|>3

q1,,92 .93
E @Bl Yy 2

lg|>3

—(Xo10+ K,Q,O)(Il?/l)g + -

Z Zj,j,l(ﬂ?lyl)j
j=1

Assim, concluimos que nao ha termos de grau 3 na expressao acima. Logo

Z (i — gt — pgs) Fyal'yP = = 0.
lgl=3

Como |¢|= 3, q1i — q2i — pgs # 0, e portanto F,, = 0. Além disso, temos:

Z (@17 — q2i — pgs) Fyaf y P 28 = —(Xo10 + Yigo) (2131),
lgl=4

concluimos que para |¢|= 4 tal que ¢ # (2,2,0) temos F, = 0. Assim, a afirmacéo
vale para |¢|< 4.

Agora, suponha que a afirmagao vale para |¢|< 2k. Assim, podemos escrever o
lado direito de (3.14) da seguinte forma:

- ZJF»J» T1y1)’ Z @ Fyat y 2 Z j+1,5,0(@1Y1) ]
lg|>2k+1 | Li=1

- Z]F,]U r1y1)’ Z Q@I m(flyipz?g’ Zyj,j+1,o(l‘1y1)j]
lg|>2k+1 | Li=1

- E gsForyi* 20
lq|>2k+1

> Zj,j,l(«%’lyl)j] =
j=1

k
= — ZCj(xlyl)j _ Ck+1($1y1)k+1 T

j=1
Logo, temos que nao ha termos de grau 2k + 1 na expressao acima. Dai
Z (1t — qoi — pgs) Fye{yf = = 0.
lg|=2k+1

Pelo mesmo argumento usado para o passo base, I, = 0 quando |¢|= 2k + 1.
Também concluimos que, como o Unico termo de grau 2(k + 1) é (zy,)**!, entao
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para |¢|= 2(k + 1) com ¢ # (k+ 1,k + 1,0) temos F, = 0. Assim fica provada a
afirmacao.

Com isso, I pode ser escrita da forma F(zy,y1,21) = > F*F) (21y)F = f(z191).

k
Dai: oF oF oF
_— = ! = B — e — = 0
xla.flfl (xl?gl?zl) :Ulylf (xlyl) ylayl ('rlvylazl) 82’1

Substituindo em (3.13), obtemos:

0 = 2191 f(2191) [X (211) + Y (2191)]-

Por F' ser integral primeira formal, ndo pode ser constante, e f'(x1y1) ndo pode ser
identicamente nula. Dai segue que X +Y = 0.

Reciprocamente, suponha que X + Y = 0. A aplicagdo ¥(zy,y1,21) = 21y, é
uma integral primeira formal para (3.12). A mudancga de variaveis H que normaliza
o sistema (3.11) admite inversa da forma H™!(x) = x + h(x), e portanto (3.11) tem
integral primeira formal da forma V(z,y, z) = VoH '=ay+--- O

A integral primeira formal ndo nos da informagdes sobre as 6rbitas do sistema
uma vez que sua convergéncia nem é garantida. Entretanto, o resultado abaixo
nos garante esta convergéncia. Ao provarmos este resultado, estamos préximos de
generalizar o Segundo Método de Lyapunov para o caso tridimensional.

Teorema 3.5. Se o sistema (3.11) admite integral primeira formal, entado admite
uma integral primeira analitica ¥ (x,y, z) = zy + - - - em uma vizinhanga da origem.

Demonstracao: Como o sistema (3.11) admite integral primeira formal, pelo Teo-
rema 3.4, as fungbes X e Y da forma normal (3.12) sao tais que X +Y = 0. Dai,
concluimos que X0 = —Y; 11,0, Paratodo j > 1. Também pela demonstragdo
deste teorema, a forma normal (3.12) admite integral primeira \if(:pl,yl,zl) = 1191
que é um polindmio, e portanto, analitica.

Como os autovalores da parte linear de (3.11) S840 k; = i,kp = —i € K3 = —[u, €
u € R, temos que, para todo (q;, ¢z) € N

Qi1+ Qeko — ks = (1 —q)i—p#0 e
|11 + qara — ksl= /(@1 — q2)% + 2 > |pal.

Além disso, para todo (r1,72), com 2 < 1 + 1y < ¢ + ¢o tais que (¢1 — r1)k1 + (¢ —
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T9)ko = 0, temos:

2

§ : (k) _ _
TkGQl—T1+51k7QQ—7”2+62k,O - |T1Xq1—r1+1,q2—rz,0 + T2Yq1—r1,qz—7’2+1,0 -
k=1

- |(T1 - TQ)XQ1*T1+1¢12*T270‘ =

= |7’1 - 7”2||Xo+1,a,0‘ =

2
1
= |7“1/i1+7’2/€2|§ 5 | Xot1.00] =
k=1

1 2
_ E : (k)
= §|T1/{1+T2H2| ‘GQ1*T1+51k7q2*T‘2+52k70 ’
k=1

onde o = q—r; = ga—1o. ASSiM, parad > % e e = |ul, as trés condi¢des do Teorema
3.3, sao satisfeitas. Como (3.12) € uma forma normal em superficie invariante, a
mudanca de variaveis H(x;) = x; + h(x;) que normaliza (3.11) € uma aplicacao
analitica. Pelo Teorema da Aplicacao Inversa, H admite inversa local analitica, e
assim U(z,y,z) = WoH' = 2y + --- é uma integral primeira analitica em uma
vizinhanga da origem para o sistema (3.11). O

Observacao 3.3. Como o sistema (3.11) € a forma complexificada do sistema (3.2)
e suas duas primeiras equacoes sao conjugadas complexas, entao as duas primei-
ras equacdes da forma normal (3.12) também sao complexas conjugadas, através
da mudanca de variaveis (3.9). Uma consequéncia disso é que a integral pri-
meira \i/(:cl,yl,zl) = x1y; € uma funcdo real para y; = Z; e consequentemente
U(z,y,z) = UV oH ' também sera paray = 7 e z € R. Logo, a existéncia de
uma integral primeira formal para (3.11) implica na existéncia de uma integral pri-
meira H(u,v,w) = ¥(u + v, u — v, w) real pro sistema (3.2) e consequentemente a
existéncia de um centro sobre uma variedade central .

A partir destes resultados, podemos resolver o Problema do Centro-Foco base-
ado na busca de uma série formal ¥(z,y, z) que seja uma integral primeira formal
para o sistema (3.11). Na proxima secao, construimos esta série formal e generali-
zamos o Teorema do Centro.

3.4 O Teorema do Centro em R’ e a Variedade de
Bautin

Procuramos uma integral primeira formal para o sistema (3.11) com o objetivo de
determinar se o sistema restrito a uma variedade central tem um centro na origem.
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Lembremos que o sistema (3.11), com campo Z associado, tem a seguinte forma:

(

s '
T =1ixr+ E Apgr2?y 2",
pg+r=>2
 — ), Py 4 .7
U= —iy + g bpgraPy?2",
ptq+r>2
T Py .7
Z=—puz+ E Cpgr Y 2.
\ ptHq+r>2

Procedemos de maneira similar ao caso bidimensional. Consideremos a série for-
mal:

U(zr,y,z) =xy+ Z VpgraPy?2".
pF+q+r=3

Denotamos por gi,x.x, 0s coeficientes de ZW¥ dos termos z*1y/*22%s na sua expansao
em série de poténcias, isto é,

AGES Z Ghnhoky T Y22
k1+ko+k3z>2
Resolvendo as equagdes g, k.1, = 0 nas variaveis v, obtemos os coeficientes de
U para que esta seja uma integral primeira formal para o sistema. Entretanto, nem
sempre é possivel resolver a equagao gi,x,x, = 0, Nas variaveis v,,., para qualquer
tripla (kq, ko, k3). De fato, Z¥ € dada por:

: . ov
ZV = |ix + Z ApgrTPy?2" —x(l‘,y,z)+ —1y + Z bpgra?y?2" a—y(m,y,z)Jr

pHq+r=>2 p+q+r=2

.| 0¥
+ | —pz+ Z Cpgr Y12 E(as,y,z):
ptrq+r>2

: » i—1, k
= |ix + E Apgr 2Pyt | |y + E JUe’ Ty 2| +
ptqt+r=2 J+k+=3

~ i k=11
+ [ =iy + E bpgra?y2" | | + E kvjma?y™ 2" | +
pHq+r>2 J+k+123

k-1
+ |—pz+ E Cpgr2?yt2" g Wiz’ y"z
pa+r>2 j+k+1>3
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Pela expressao acima, concluimos que Z¥ nao tem termos de grau menor ou igual
a 2 e o coeficiente gy, r,x, € dado por

Ghrkaks =(— ks + (k1 — K2)0)Vkykoks + Qky ky— 1,k T Oky— 1k by T+

k3 [ kitka+r—1
+ E E J ey —j+ 1, ko ke, Vi o kg—r | +
r=0 Lj+k=3+r—ks3
ks [ kitko+r—1
+ E E Ebry —j ky—k41,0Vjkks—r | T
r=0 |Lj+k=34+r—ks3
k3 [ kit+ka+r—2

+ Z Z (k’s —r+ 1)Ck1—j,kQ—k,er,k,kg—rH ) (3-15)

r=0 Lj+k=2+4r—ks

onde adotamos vy1p =1 e v, =0parap+q+r < 2(com (p,q,7) # (1,1,0)).

Procedemos por iteragdes, resolvendo na n-ésima iteragao a equagao gy, k., = 0
para obter os coeficientes vy, x,r, de ¥ tais que k; + ks + k3 = n. Como o maximo dos
indices dos somatérios acima € k; + ky + k3 — 1, € possivel determinar unicamente
Vi, koks NA n-€Sima iteracdo a partir dos coeficientes v, obtidos nas iteracdes an-
teriores. Isso € verdade exceto para (ki, ko, k3) = (K, K,0), com K € N. De fato,
quando (ki, ks, k3) = (K, K,0), temos (—uks + (k1 — k2)i) = 0 € vkgo NAO aparece
na expressao (3.15). Dai, temos:

2K—1 2K -2
IKK0 = E (Jax—jr1,x ko + kb j K k110)Vik0 + E CK—j,K—k,0Vjk,1-
j+k=2 j+k=2

Como nem sempre podemos resolver as equagdes gxxo = 0, a existéncia de uma
integral primeira formal ¥ fica a mercé dos coeficientes gy ro. Assim, como no caso
bidimensional, para um conjunto qualquer de escolhas para vgkg, conseguimos
determinar uma série formal ¥(z, y, z) tal que

ZV = 9220($y)2 + 9330(30?/)3 + 9440($y)4 + 4+ gKKo(JUy)K +
Aqui cabe a generalizacao da Proposigao 2.4:
Proposicao 3.2. Sevik € R, para todo K € N, entao vy, = vy,

Demonstracao: Observemos que os coeficientes c,,. sdo taisque z € Rparay = =
e z € R. Dai, temos, sob estas condigdes, ¢ = 7 e assim:

— [z + E CpgrZPY 12" = —pz + E Cpgr Y127 =
ptq+r>2 pHq+r>2

E Pod T E = Q9P T —F
= Cpgr™ Y2 = Cpgr™Y 2 = Cqpr = Cpgr-
pq+r>2 pq+r>2
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Provamos a proposi¢ao por indugao sobre p+ ¢+ r. Para p+ ¢+ r < 2, a afirmagao
é verdadeira, umavez que vip = 1e vy, =0parap+q+r < 2e(p,gqr) # (1,1,0).
Supondo a afirmagao verdadeira para p+qg+r < n—1. Se n for par, entao v, /2,20 €
R e basta verificar a afirmacéo para v, com (p, q,r) # (K, K,0). Esta verificagéo é
idéntica ao caso em que n é impar e segue abaixo:

Gpgr = YGqpr = 0= 9pgr = gqpr =

= (—,LLT + (p - Q>i)ypqr + Ap,g—1,r + bpfl,q,r +
r [ ptgtn-—1 7

+§ : §  JOp—jitg—kaVikr—n| T

n=0 Lj+k=34+n—r |
r [ ptq+tn—1 ]

+Z Z kby—j.q—k+1,0Vikar—n| +

n=0 [Lj+k=3+n—r |

r pF+q+n—2

n=0 Lj+k=2+4+n—r

- (—,U,T‘ + (q - p)i)ﬂqpr + aq,p—l,r + Bq—l,p,r +
r [ gqtptn-1 ]

+§ : E o Jag—jrtp—knPkrn | +

n=0 Lj+k=3+n—r i
r [ gq+pi+n—1 T

+ Z Z k'i_)qu,pfk+1,nﬂj,k,rfn +

n=0 [Lj+k=3+n—r |

r q+p+n—2
+ Z Z (T —n+ 1)511—j7p—k,nﬂj7k7r—n+1 =

n=0 +k=24+n—r
= (=pr + (P = Q1) Pgpr + bpr,gr + Apg1, +
r [ g+p+n-—1 ]

+Z Z 3bp—kg—j+1,nVkjr—n | +

n=0 [j+k=3+n—r _
r [ gqtptn-1 ]

+§ : § - kGp_k1g-jnVkgr—n| T

n=0 Lj+k=3+n—r J

r q+p+n—2
+ Z L Z (71 -n + 1)Cp7k,qu,nyk,j,r7n+1 :>

+k=24n—r

n=0

= (—pr +(p = Q)pgr = (=pr + (P — QD) Vgpr = Vpgr = Vgpr-
Por inducao, a afirmagao € verdadeira. O
Restringindo as escolhas de vk ko a valores reais, obtemos que V¥ (z,y, z) € uma

série formal real para y = 7 e z € R, e 0s coeficientes gx o também serao reais.
Denotando por F o campo vetorial associado a (3.2), e considerando a série formal
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H(u,v,w) = ¥(u+iv,u—iv,w), temos:
FH = goso(u? +v2)? + gaso(u? + v*)% + guao(u® + v3)* + - + grro(u? + 03 + -+

Logo, se existir £ € N tal que g0 € 0 primeiro coeficiente de Z¥ nao-nulo, entao
a origem & um foco para o sistema (3.2) restrito a uma variedade central, pois ao
truncarmos a série até ordem N > 2k + 1, H(u, v, w) sera uma fungao de Lyapunov
estrita para (3.11) ou para u = —F'(u) restritos a W¢ (Observacao 2.3 e Teorema
3.11). Como no caso bidimensional, chamamos os coeficientes gx ko de coeficien-
tes focais.

Com todos os resultados desenvolvidos até aqui, naturalmente generalizamos o
Teorema do Centro.

Teorema 3.6. (Teorema do Centro de Lyapunov) O sistema (3.2) restrito a uma
variedade central W*¢ admite um centro na origem se, e somente se, admite uma
integral primeira analitica da forma H (u,v,w) = u® + v? + - -+

Demonstracao: Suponha que o sistema (3.2) admite integral primeira analitica da
forma H(u,v, w) = u*+v?+- - -. Como W¢ é tangente ao plano-uwv, podemos escrevé-
la localmente como w = h(u,v), onde h é fungao de classe C*°. Consideremos a
funcdo H(u,v) = H(u,v,h(u,v)). Temos que H é uma integral primeira para o
sistema (3.2) restrito a IW¢. De fato, H(u,v) = u? 4 v* + O(u,v), onde O contém 0s
termos de ordem maior que 2 de H, e portanto H n&o é constante. Além disso:

OH oH OH OH 0Oh OH OH 0h
IR T (au w 0u ) (a 8w80) -
OH OH OH (0h . Oh. OH OH OH
= 8uu+ 8?)0_'—%(%“_'—%1})_8’& %v—l—%w_()
Entao, pela Proposigao 2.3 o sistema restrito a uma variedade central nao pode ter
um foco, e pela Observacgao 2.1, tem um centro na origem.

Reciprocamente, se a origem € um centro para o sistema restrito, a série formal
U(z,y,z) obtida pelo método descrito acima satisfaz a equacdo Z¥ = 0. Logo,
U(x,y,z) € uma integral primeira formal para o sistema (3.11). Pelo Teorema 3.5,
o sistema (3.11) admite uma integral primeira analitica V(z,y,2) = zy + ---. Como
o sistema (3.11) é a complexificacdo de um sistema real, da Observagao 3.3,
U(x,y,z) éreal paray = = e z € R e portanto H(u,v,w) = ¥(u + iv,u — iv,w)
€ uma integral primeira analitica para o sistema (3.2). O

Com estes resultados em maos, podemos procurar condicoes para que 0S coe-
ficientes focais sejam nulos e resolver o Problema do Centro-Foco para o sistema
(3.2). A partir do Teorema 3.5 e do Teorema do Centro de Lyapunov, concluimos
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que a existéncia de uma integral primeira formal para o sistema (3.11) implica na
existéncia de uma integral primeira analitica para (3.2). sumarizamos no resultado
a sequir:

Teorema 3.7. Dado um sistema da forma (3.2) com P, (Q e R fungoes analiticas e
considerando F o campo de vetores correspondente. As sequintes afirmagdes sao
equivalentes:

(i) O sistema restrito F|y -, no qual W*¢ é uma variedade central, tem um centro
na origem.

(i) O sistema (3.2) admite integral primeira analitica real da forma H(u,v,w) =
u? +v? + --- em uma vizinhanga da origem.

(iii) O sistema (3.2) admite integral primeira formal da forma H (u, v, w) = u? +v* +
-+- em uma vizinhanga da origem.

Demonstracao: As afirmacodes (i) e (ii) sdo equivalentes pelo Teorema do Centro
de Lyapunov. A afirmagéao (i) implica na afirmagao (iii) pelo Segundo Método de
Lyapunov e (iii) implica em (ii) pelo Teorema 3.5. O]

Da equacao (3.15), temos que os coeficientes focais sao fungdes racionais cujas
variaveis sdo os coeficientes ag,, bpyr € cper de (3.11) bem como o parametro p.
Mais precisamente, podemos escrever os coeficientes vy, y, x, Para (ki, ko, k3) #

(K, K,0) de ¥ como:
S

Phikeks = (kg + (ky — ka)i)
onde S € um polindmio que depende dos coeficientes a,q, bygr € cpyr € dos coefici-
entes de ¥ de ordem menor que k; + ks + k3. Pelo processo iterativo descrito acima,
podemos escrever gy ko COmo:

gk

k()

onde gx € um polindmio nas variaveis (i, apg, bpgr € Cpgr € M € um produto de
binémios da forma (myu + msi), com my, my € N. Note que para p € R, nx(n) # 0.
O coeficiente focal g119 € nulo, uma vez que a expansao de Z¥ nao tem termos
de grau 2. O coeficiente focal g9 € unicamente determinado pelos coeficientes
do sistema. Para K > 2, os coeficientes focais gxxo dependem das escolhas fei-
tas para os coeficientes vi o de ¥(z,y, z). Ao construirmos uma integral primeira
formal para (3.11) a partir de um conjunto determinado de escolhas para vggo,
anulamos os coeficientes focais correspontes a essas escolhas. Mostramos agora
que a existéncia desta integral primeira formal implica no anulamento de todos os

IKK0 =
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coeficientes focais para quaisquer escolhas de vk kg, generalizando o conceito de
variedade de Bautin para sistemas em R3. Denotando por (i, a,b,c) o parametro
w # 0 e os coeficientes a,q, b,y € ¢,y do sistema (3.11), enunciamos o seguinte
teorema:

Teorema 3.8. Dada um conjunto fixo de escolhas de v;;y, j € N, sejam V(z,y, z)
a série formal associada a estas escolhas e g2, gs330, - - -, as fungoes racionais em
(u,a,b,c) tais que

Z¥ = g220(lu“7 a, bv C)<:By)2 + gSSO(M? a, b7 C)(xy)g +oee

Entao o sistema (3.11) com (p, a, b, ¢) = (1, &, b, ¢) admite integral primeira formal da
forma U (z,y,z) = xy + - - - Se, € somente se, guo(ji, , b, ¢) =0 paratodo k € N.

Demonstragdo: Se g;.0(ji, @, b, ¢) = 0 para todo & > 2, entdo U é integral primeira
formal para o sistema (3.11) com . = /1 e coeficientes (a, b, ).

Reciprocamente, assumindo a hipétese de que o sistema com coeficientes (a, b, ¢)
e 1 = ji admita integral primeira formal ¥, suponhamos que existe pelo menos
um natural n tal que gnno(ﬂ,d,l}, ¢) # 0. Tome K o menor natural para o qual
grxolfi,@,b,¢) seja ndo nulo. Seja H a transformacao (3.9) que normaliza o sis-
tema, isto é: x = H(x;) = x; + h(x;). Denotando F' = ¥ o H, temos que ZV¥, nas
novas variaveis x;, € dado por:

) oF
(tx1 + 21 X (2121))

. oF
a_xl(xla Y1, 21) + (—iys + y1Y($1yl))a_y1($17y1> 21)

) OF
+ (—fiz1 + 21Z(l’1y1))§($1,y17 2) =
1

= gxro(fl, @, b, &)[x1 + hi(z1,y1, 20)]5 [ + ha(zn, yr, 20 + - -
b

= g Kol L&) (yn) "+
OF OF oF - .
Se subtrairmos :ch—a + le@ + le—aZ de ambos os lados da equacgao acima,
1 1 1

obteremos a equacao abaixo:

Z(Chi — ot — figs) Fyal'y 2f* =
lq|>2

q1,.,92 .93
- E Q1F T1 Y1 % E j+1,5,0 3713/1

| lg]>2 Lj=1

q1,,92 .93
E G Fyxi Yy’ 2

lg|>2

Z 4,j+1,0 33’13/1 ]

e}

q1,,92 .93
- E QSFx1 Y1 %1 E 331 $13/1

| lg]>2 Li=1

+ grero(fi, @, b, &) (z1y) + -+
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O argumento de induc¢ao usado na demonstragao do Teorema 3.4 pode ser aplicado
aqui novamente até ordem 2K o que significa que podemos escrever os termos de
F de grau menor ou igual a 2K como funcao de z,y, apenas. Isto é:

F(xi,y1,21) = f1[3713/1]+f2[$1y1]2+"'+fK[fL’1y1]K+U(l’byl,zl):
= flzap) + U2, u1, 21),

onde U representa os termos de grau 2K + 1. Dai:

or , oF ,
Ti=— =211 f (33191) + 04(331,3/1731)7 yi=— =1 f (951?/1) + 5(351,91, 21)
0, Oy
o OF _0U
82’1 N (9217

onde a e B tem termos de ordem no minimo 2K + 1. Substituindo as identidades
acima na expressao de ZV¥ nas variaveis x;, obtemos:

2y :mlg—i + IlX(xlyl)g—i - z’ylg—i + le(xlyl)g—?i +(—fiz + ZIZ<w1yl>>§—i =
=11 [ (x1y1) [ X (z1y1) + Y (x1p1)] + ialx, y1, 21) — B(x1, y1, 21)]+
+ X (z1y1) (@1, v1, 21) + Y(@1yn) B(21, v1, 21) + (—fiza + ZlZ(xlyl»g_i’
Dai, temos:
zy f () [ X (zy) + Y (mn)] = 2V — ija(zy, y1, 21) — Bla, v, 21)]+
— X(@)o(we, yr, 21) = V() B(we, y1, 21) — (—fiz + ZlZ(xlyl))g_i -
=gxckolfi, a,b,&)(x1y1)™ — ila(zr,y1, 21) — By, y1, 21)] — X (@)@, yi, 1)+
= Y(z1y1)B(w1, 91, 21) — (—pz1 + le(xlyl))g—z e

Denotando por 2 os termos de grau maior ou igual a 2K + 1, a Ultima equacao
acima se exprime:

11 f (21yn) [ X (@) + Y (2131)] = grero(fts @, Z?? &) (x1y1)™ + Q.

Como o sistema admite integral primeira formal da forma \if(x, y,z) =xy+---, pelo
Teorema 3.4, as fungdes X e Y da forma normal (3.12) satisfazem X +Y = 0. As-
sim, concluimos que gxko(f, a, b, ¢) € nulo, o que contradiz nossa suposi¢ao. Logo,
guro(fi, @, b, &) = 0 para todo k > 2. O

O resultado acima é obtido mesmo sem considerarmos as restrigoes a,,. = by,
e ¢y talque 2 € Rparay = = e z € R que surgem naturalmente da complexificagao
do sistema real (3.2). Entretanto, se ndo consideramos estas restrigdes, podemos
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obter sistemas (3.11) que nao correspondem a sistemas da forma (3.2). Uma dis-
cussao sobre estes sistemas complexos nao provenientes de uma complexificacao
de sistemas reais € proposta em [12]. Para nossos objetivos, definimos o conjunto
de coeficientes admissiveis

E=FE,;nNE, onde

Eup = {(u,a,b,c) € (ORI € R, apyr = l;qpr,‘v’(p,q,r) € NS}
e E.={(p,a,bc)cC¥:y=7ezcR=2cR},

que contém todos os coeficientes para os quais o sistema (3.11) corresponde a
complexificacao de um sistema real da forma (3.2). Assim, podemos enunciar o
seguinte teorema:

Teorema 3.9. Dado um conjunto N de escolhas para v;;,, sejam U e gy a serie
formal e os coeficientes focais associados a essas escolhas. Para outro conjunto N
de escolhas para v;;,, sefam U e jo tais que

2V = Go20(zy)? + Gazo(zy)® + -+ -

Entdo, se V é a variedade determinada pelos polinémios (g, gs, - - -) numeradores
de g0 € V é a variedade determinada por (j», Gs, - - -) numeradores de G0, entao
VNE=VNE.

Demonstragdo: Seja (i, a,b,¢) € V N E. Suponhamos que (ji,d,b,¢) ¢ V. Entao
existe K € N tal que g (1, a,b,¢) # 0 e, como (ji,a,b,¢) € E, grxo(ji, @, b, ¢) é bem
definido e € ndo-nulo. Mas como (f, a, b, ¢) € V, o sistema (3.11) com coeficientes
(i, a, b, ¢) admite ¥ como integral primeira formal. Temos, por hipétese, que

20 = §I220($y)2 + §330(xy)3 + e

Entéo, pelo Teorema 3.8, jxxo(i, @,b,¢é) = 0, para todo k € N, o que contradiz a
suposigdo. Concluimos que (ji,a,b,¢) € V, e consequentemente VN E C V N E.
Analogamente, VNE DV NE,eportanto VNE =V NE. ]

Concluimos deste teorema que a variedade afim determinada pelos numerado-
res dos coeficientes focais é invariante pelas escolhas de vi ko, K € N feitas para
construir ¥(x, y, z), desde que restritas ao conjunto dos coeficientes admissiveis E.
Assim, estendemos:

Definicao 3.11. Consideremos o sistema (3.11). Dada uma série formal ¥ tal que
ZVU = gyo(xy)? + g330(xy)® + ---. O ideal gerado pelos numeradores dos coefici-
entes focais g, € chamado de ideal de Bautin. A intersecao da variedade afim V
determinada pelo ideal de Bautin e o conjunto dos coeficientes admissiveis FE, isto
eéVe=VnNE, échamada de variedade de Bautin do sistema (3.11).
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A Variedade de Bautin é determinada a partir de qualquer série formal ¥ (z, y, z)
tal que
ZU = gono(zy)* + gsso(zy)® + - - -

Em particular, ao restringirmos as escolhas de vk a valores reais para construir-
mos uma série formal H(u, v, w) real (Proposigao 3.2), os coeficientes focais serdo
polinémios cujas variaveis sao os coeficientes do sistema real (3.2). Assim, resolver
0 Problema do Centro-Foco consiste em determinar os coeficientes reais de (3.2)
que pertencem a variedade de Bautin. Em resumo:

Teorema 3.10. Dado um sistema da forma (3.2), seu campo vetorial F correspon-
dente e W*¢ uma variedade central local para este sistema. Entao, existe uma vari-
edade de Bautin V¢ tal que a origem é um centro para F|y- se, e somente se, 0s
coeficientes do sistema estao em Ve,

Este teorema é consequéncia imediata dos anteriores.

Uma vez determinada a variedade de Bautin, resolvemos completamente o Pro-
blema do Centro-Foco. O procedimento pratico consiste em determinar os coefi-
cientes focais para as escolhas v;;, = 0. Pelo Teorema da Base de Hilbert, que
também se aplica aos coeficientes focais no caso tridimensional, apés um namero
finito de célculos, podemos, em teoria, determinar o retrato de fase local do sistema
sobre a variedade central. Na pratica, devemos aplicar as mesmas trés etapas que
utilizamos para resolver o Problema do Centro-Foco para sistemas planares.

Concluimos este capitulo resolvendo o Problema do centro-foco sobre varieda-
des centrais para o sistema de LU ([18, 19, 1]).

Exemplo 3.1. Consideremos o sistema de Lu:

T = CL(y - .Z’)’
y=cy—uxz, (3.16)
Z=—bz+ xy.

Este sistema tem trés pontos de equilibrio, sendo eles: a origem O = (0,0,0),
e os pontos Q. = (Vbe,Vbe,c) e Q- = (—vbe,—Vbe, ¢), para be > 0. A matriz
jacobiana do sistema no ponto O admite apenas autovalores reais e portanto nao
estudaremos o comportamento das oOrbitas do sistema em uma vizinhanga deste
ponto. Entretanto, sob as condi¢oes ab > 0 e ¢ = @ a matriz Jacobiana nos
pontos (), e ()_ admite dois autovalores imaginarios puros € um autovalor real
ndo-nulo, a saber: x; = ivab, ks = —ivab e k3 = —2c. Estudaremos entdo o
comportamento do campo sob essas condigdes em uma vizinhanga de @ .. Como

o sistema é simétrico em relacao ao eixo-z, as conclusdes obtidas para (), serao
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analogas as de Q_. Transladando @), para a origem, o sistema fica da seguinte
forma:

Zy = a(yr — 1),

Y1 = \/E\\/[asz — (& + D1+ ¢+ Yy — 712,

Z = \[\/fﬁ + f\\/fﬁy —bz1 + 1191,
nas novas variaveis (xi,1,z1). Utilizando os autovetores generalizados da matriz

jacobiana do novo sistema, fazemos a seguinte mudanca de variaveis:

3v3avbva +b - (\/_\/_b\/ﬁ—%/_aw\/ﬁ) . V3a
T 4a? ¥ sab + 2 4a? + bab + b2 NN
V3Vbva+b  2v3\ava+b (2b — a)

= —|— ,
h 4a+b v 4a+b 2/3vVbva + bw

21 = U+ w,

gue deixa o sistema na forma (3.2), isto é:
9(20a?+7ba—4b%)vab 2  3(64a3+60ba*—27b%a+4b3) +
(at+4b)(datb)3 (atab)(datb) uv
_9/4(=b/2+a)v/a(a?+3/4ba—b?) + 6(8a®+18ba%—15b%a+2b%)v/a 2 +
Vb(a+b/4)2(a+b)(a+4b) (a+4b)(4a+b)3Vb
1/2(820' tdba’ 430202 15601661 1/4v/a(ad— 222 _9p2q14b3)

U= —v +

+ (a+b)(datb)(at4b)b 572(atb/4) (atb)(atab) L
. 144(a+b)%2a 2 6+/a(16 a®+24ba?+27b%a—8b3)
U= UT Grabdarh (@ribdarnivs Wt
_3/2(16a3+24ba279b2a744b3)a w+ 54(2 a—b)ba v? +
(a+b)(4a+b)%(a+4b)b (a+4b)(4 a+b)
_3/2(16 a3+12ba?+3b%a—206%)/a _ 3/4(8a®+19ba+20b%)a_ 2
(atd)(datd)?(@rabyve W T Thatb)(datb)aras) o
. —2(a+b) 18vby/a(8a2—5ba—4b2) 2 | 6(16 a3 —360ba2—21b%2a+4b3)
W= s W T (ardb)@datbE ¢ (at4b)(datbh)s uv +
24(—b/2+a)\/a(a—2b) 72(a+b)\/a(—b/2+a)Vb 2
+ (atdb)(datb)2vp W + T aran@arep U T

+3(16a2—7ba+4b2) + 3/2(5a—4b)va
(4a+b)2(a+4b) (a+4b)(4 a+b)Vb

Uma vez que o sistema esta na forma (3.2), podemos complexifica-lo, e calcular
coeficientes focais. Assim, obtemos o primeiro coeficiente focal:
B 243a*v/b (2a — b) (a — 5b)
920 = 44+ b)2 (a* + 16a%b + 602202 + 49ab® + 4b%)°
As condigOes para que g2 seja nulo sao b = 2a e b = £. Para a primeira condigao,
o sistema (3.16) admite um centro em Q.. De fato, substituindo a condigao acima
em (3.16), o sistema fica escrito da seguinte forma:

jj:a(y_$)a
y:a’y_xzv

z = —2az + xy.

Consideremos ¢(x,y, z) = z*> — 2az e denotando por F o campo vetorial associado
ao sistema acima, temos: F¢ = —2az?* + 4a*z = —2a¢(z,y, z). Logo, a superficie
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Figura 3.2: Retrato de fase de um sistema de LU numa vizinhanga das singularida-
des Q. e Q_, com a condi¢cao b = 2a, sobre a variedade central.

S = ¢7'(0) dada por z = % € invariante pelo sistema. Além disso, os autovetores
generalizados da parte linear deste sistema em @), sob a condicao b = 2a sao:

1 1

v == 51

1 (\/5 V2

Como V(@) é ortogonal a E¢ = [v1, v}, em uma vizinhanca da origem, S € uma

variedade central para o sistema de LU sob a condicdo b = 2a.
Restringindo o sistema a S, temos:

i::a(y—x),
. 23
y=ay — —

2a

T
) ewv, = (0,—1,0)T.

Como a divergéncia do sistema restrito a S é nula, o campo associado é Hamiltoni-
ano, e portanto, admite um centro em @, e também, por simetria, em )_.

Ja a condigdo b = ¢ nos da um foco, uma vez que o segundo coeficiente focal
obtido sob esta condigao é gs30 = ‘256?;15%56\445 . Assim, concluimos que a variedade de
Bautin do sistema de LU é:

Ve={(a,b) eR*:a* +b*#0 € b=2a},

e, portanto, o sistema de LU tem um centro nos pontos de Hopf Q. e @)_ se, e so-
mente se, b = 2a.
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3.5 Coeficientes de Lyapunov do sistema restrito a
Variedade Central

Nesta se¢ao, mostramos que os coeficientes focais obtidos pelo Segundo Método
de Lyapunov para sistemas tridimensionais sao também coeficientes focais para o
sistema restrito a uma variedade central. Como consequéncia, os coeficientes fo-
cais do sistema tridimensional sao equivalentes aos coeficientes de Lyapunov do
sistema restrito.

Teorema 3.11. Sejam g.20, 9330, - - - , rro CO€Eficientes focais do sistema (3.2). Entao
estes coeficientes sdo também coeficientes focais para o sistema (3.2) restrito a
uma variedade central.

Demonstracdo: Sejam F = (P, Q, R) o campo vetorial associado ao sistema (3.2),
e H(u,v,w) a série formal tal que:

OH., O0OH. K O0H .

o0H ~ o0H ~ -
- %(U,’U,QH)P(U,U,@U) + %(U, v,w)Q(u, v, w) + %(U,U,@U)R(U, v, ’LU) -

= gaoo(u? +v?)? + gz (u® + v + -+ grro(u® + 02)’“ 4

Pelo Teorema da Variedade Central, existe uma variedade C”, r € N invariante pelo
0 ~ .
sistema dada por w = f(u,v). Logo, gu + a—fi; = R(u,v, f(u,v)). Consideremos
~ u v
H(u,v) = H(u,v, f(u,v)). Temos que, para o sistema restrito:
- O0H .  0H .
f|w:f(u,v)H = %U—F %U _f( ) —

oOH

OH of
= a—u(u,v,f(u,v))P(u,v,f(u, v)) + 8—w(u,v,f(u,v))%(u,v)P(u,v,f(u,v)) +

OH OH 0

/
+ %(ua v, f<u7v))Q(U7 v, f(uv U)) + a_w(u7 v, f(u7 U))%<U7U)Q(uv v, f(u7 U)) -

OH

= a_u(ua v, f(u’v))P<u7U7 f(u7 U)) + aa_lj(ua v, f(u,v))Q(u, v, f(uv U)) +

OH

+ %(U,U,f(U,U))R(U,'U, f(u’v)) -

= gooo(u® +v?)% + gzzo(u® + v+ -+ grro (U F 0 4

O que prova o resultado. O
Munidos deste teorema e do Teorema 2.5, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 3.1. Dado um sistema da forma (3.2). Se L., Lo, Ls,-- -, L, sdo coéefici-
entes de Lyapunov do sistema restrito a uma variedade central, entao

Ly = mgo20 € Li—1 = mGrro MOA(g220, 9330, * * » Gk—1,k—1,0)-
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Assim, podemos definir foco de multiplicidade %k para sistemas tridimensionais
de forma natural:

Definicao 3.12. Dado um sistema da forma (3.11), se existe k € N, k > 1, tal que
Gr+16410 # 0 € gjj0 = 0, para j < k, entdo dizemos que a origem é um foco de
multiplicidade k.

Outro problema intimamente realcionado com o Problema do Centro-Foco é a
questao da ciclicidade para pontos de Hopf. No préximo capitulo, estudaremos este
problema e sua relagdo com os coeficientes focais e a variedade de Bautin.



4 Bifurcacoes de Ciclos Limite a
partir de Pontos de Hopf

Proposto no ano de 1900, o 16° Problema de Hilbert consiste na determinacao
do nimero maximo de ciclos limite H(n) (também chamado de nimero de Hilbert) e
suas posicoes relativas, de um sistema de equacoes diferenciais polinomial planar
de grau n (ver [14, 27]). Este famoso problema, apesar da simplicidade do seu
enunciado, ainda continua sem solugdao, mesmo para o caso n = 2. Entretanto, sua
existéncia motivou o desenvolvimento de técnicas sofisticadas de investigacao de
ciclos limite, bem como versdes mais fracas do problema. Dentre estas versoes,
destacamos a que trata de estimar o numero M (n) de ciclos limite de pequena
amplitude que bifurcam de um centro ou foco elementares, isto €, sistemas cuja
parte linear tem autovalores nao reais (ver [30]).

Mostramos neste capitulo algumas técnicas para estudar os ciclos limite que
bifurcam de um ponto de Hopf por pequenas perturbagdes. Mais precisamente,
consideramos os sistemas da forma

= F(u,\), (4.1)

noqual F: UxA — R™ é uma aplicagcao analiticaparau € Ue A € Aonde U C R™,
m = 2,3, € um aberto contendo a origem e A C R" € 0 espacgo de parametros. Além
disso, F(0,\) = 0 e para m = 2, DF|, ) tem autovalores imaginarios puros ndo-
nulos para todo A € A e para m = 3, DF\ ) tem um par de autovalores imaginarios
puros e um autovalor real nao-nulo. Note que, para cada valor fixado de A = s,
temos um sistema planar ou tridimensional da forma a = F(u,s) = F,(u) cuja
origem € um ponto de Hopf.

O numero maximo de ciclos limite que bifurcam a partir de um ponto de Hopf
por pequenas perturbacdes dos parametros é chamado de ciclicidade deste ponto.
Nosso objetivo é obter cotas inferiores para a ciclicidade do ponto singular na ori-
gem de sistemas da forma (4.1). Primeiramente tratamos do caso planar, e depois
estendemos os resultados obtidos para o caso tridimensional.

64
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4.1 Ciclos Limite em Sistemas Planares

Considerando o sistema (4.1) planar, podemos aplicar as mudancgas de variaveis
e procedimentos descritos na Secdo 2.1 e obtemos a funcao deslocamento que,
neste caso, depende analiticamente de \ € A. Isto é:

d(po, A) = v1(N)po + v2(N)p2 + vs(N\) 2 + - - -

Como os coeficientes de Lyapunov sao fungoes de A, se houver uma certa liberdade
nos valores assumidos por estes coeficientes ao variarmos A\, podemos provocar
mudancas de sinal na funcao deslocamento, criando zeros para esta funcao, os
quais correspondem a ciclos limite para o sistema. Nesta se¢ao, desenvolvemos
esta ideia, com base nos resultados e definicoes de Andronov (capitulo | e IX de
[2]), e culminamos em demonstragoes para dois teoremas de bifurcagao de ciclos
limite introduzidos no texto de Christopher em 2007 (Teorema 1.3 de [9]) e no artigo
de Han em 1999 (Teorema 2 de [20]). Mais precisamente, o Teorema 4.2 é uma
adaptacao do resultado de Han e o Teorema 4.3 corresponde ao primeiro item do
Teorema 1.3 de Christopher.

Formalizamos agora o conceito de proximidade entre fungdes e sistemas, justi-
ficando a expressao “pequenas perturbacoes” frequentemente usada na literatura.

Definicao 4.1. (s-Proximidade) Dadas fungées f,g : V — R de classe C? com
p > r ou analiticas emV C R", dizemos que [ esta ¢-proxima de g com rank r em
U,U CV, se para todo ponto de U,

|f —g|<é, e|D'f — D'g|< s,

paral =1,---,r.

Dados sistemas A : u = F(u,\) e B:u = G(u,\), onde F' e G sdo de classe
C?, com p > r ou analiticas emV C R", dizemos que A esta §-préximo de B com
rank r em U, U C V, quando cada componente de F é ¢-proxima da respectiva
componente de G em U.

Teorema 4.1. Sgja f : U — R uma fungéo real de classe C', | > r, ou analitica em
um aberto U C R contendo a origem e tal que:

df _ d2f _ dr—lf

df
f0)=0, -~(0) = 5 (0) = = -5 () #0.

Entao existem e, > 0 e 6y > 0 tal que toda funcéo g é,-proxima de f com rank r tem
no maximo r zeros para |z|< «.
d f
dx"

0)=0e

Demonstracao: Seja m =

df
T (@)

(O)‘. Como m > 0, por continuidade, existe ¢y > 0

tal que > % para |z|< g9. Seja §y = % Assim, temos que para toda
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fungao g do-proxima de f com rank r, e todo |z|< &¢:

0| =| 0 - T+ P < [To - T + | F@
Dai d"g df df d"g m m
~ da:”(x)‘ > dz" (#)] = d:ﬂ(x) a dx’”(x) ~ 2 —%= 4
Suponhamos que exista uma fungédo g que seja d,-proxima com rank r de f e tenha
pelo menos r + 1 raizes em |z|< ¢¢. Pelo Teorema de Rolle, para j < r, % tem

. ] . d" -
pelo menos r — j + 1 raizes neste intervalo. Logo € se anula em algum ponto #

com |Z|< e, 0 que contradiz a desigualdade acima. O

Com este teorema, podemos dar uma cota superior para o nimero de ciclos
limite que podem surgir de pequenas perturbacdes nos parametros para um foco
multiplo. De fato, a funcao deslocamento associada ao sistema (4.1) planar € dada,
pela expansao em série de poténcias de p, por:

d(p07 )\) = Ul(/\)po + U?()\)pg + Ud()\)pg 4+

, d*d
Para \ = s fixo, temos que —(0, s) = k! vi(s), para todo k£ € N. Suponhamos que

k

o sistema correspondente jpzo F,(u) tem um foco de multiplicidade K na origem.
Isto &, o primeiro valor focal ndo nulo é v 11 (s) = Lk (s). Pelo Teorema 4.1, e pelo
Teorema da Dependéncia Continua das E.D.O. com relagao as Condigdes Iniciais
e Parametros, para valores de A suficientemente proximos de s, as fungdes deslo-
camento associadas dy(py) = d(po, \) s@0 d-proximas de ds(py) com rank 2K + 1
para algum ¢ > 0, e portanto tém no maximo 2K + 1 zeros. Um destes zeros &
po = 0 para quaisquer valores de \. Além disso, como cada ciclo limite de (4.1)
intersecciona o eixo-u em dois pontos de abscissas com sinais opostos, temos que
K € o nimero maximo de ciclos limite de (4.1) numa vizinhanga da origem.

Estabelecemos agora algumas notagbes. O sistema (4.1) planar, pode ser es-
crito apds mudancas de variaveis lineares adequadas como:

{u:—U+P(’U,,U7>\):—U—l—P(U,U,)\la"'?)\n)’ (42)

Q'JZU—FQ(U,U,)\)ZU+Q(U,U7)\17"',)\n)7

onde P e () sao analiticas em U x A. Adicionamos uma perturbacao linear a este sis-
tema dependendo de um parametro real )\, isto €, consideramos o sistema analitico
em U x (R x A) abaixo:

{u—Aou—vw(u,v,m--wM» 3

7‘):u+)\OU+Q(u7U7)\17"'7An>7
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Notemos que o coeficiente de Lyapunov L, depende apenas de )\, uma vez que

0 —

A partir desta discussao, podemos demonstrar o seguinte resultado para a cicli-
cidade de sistemas (4.2) cuja origem € um foco multiplo.

Lo = ¥ — 1. Além disso L, > —1 para qualquer valor de \,, e

Teorema 4.2. (Bifurcacao de ciclos limite a partir de um Foco Multiplo) Dado
um sistema da forma (4.2), seja s € A tal que a origem seja um foco de multiplici-

dade k > 1 do sistema para A\ = s. Se 0s coeficientes de Lyapunov L, - -, L;_, s40
tais que
O(Ly,--+, Lp_1) }
rank =k-—1,
[80\1, N ) |

entdo existem variagoes dos parametros do sistema (4.3) que geram k ciclos limite
numa vizinhanga da origem.

Demonstracao: Por hip6tese, temos:

a()\la"'7/\k—17""/\n) A=s .
a(Lla U >Lk’71)
a()\la"'7/\k—la"'7/\n) A
entao renomear as variaveis em A de modo que
a(Lla e 7Lk—1):|
=k—1.
a()\la e 7>\k71) A=s

O sistema (4.2) com \ = s corresponde ao sistema (4.3) com (A, A\) = (0, s).

rank {

. Podemos

Logo existem k£ — 1 colunas L.l. da matriz [

=S

rank {

oL oL
Como ==2(0, s) = 2 € —2(0, s) = 0 com i > 0, temos:

0o O\
rank |G e k.
’ ’ ) (Ao,A)=(0,s)
Escrevemos s = (s, -+, Sk_1, 5k, -+, Sy). Fixamos as outras variaveis \; = s; para
i =k,---,nemR x A. Para simplificar as construgées que seguem, escrevemos
§= (0,81, "-,5¢1) € R¥ e 8 = (s4,---,5,) € R***1 Consideremos a aplicagio

L : R¥ — R* dada por L(Xg, -+, \_1) = (Lo,---,Ly_1) Nnaqual, parai = 0,---,k,
L; = Li(Xo, -+, \_1,5). Como det(DL;) # 0, pelo Teorema da Aplicacao Inversa, £
€ um difeomorfismo local de uma vizinhanga V' de s.

Consideremos a fungao deslocamento d(pg, Ao, A1, -+, A\k—1,$). Como o sistema
(4.3) correspondente a (0, s) tem um foco de multiplicidade & na origem, temos que,
para p, suficientemente pequeno,

d(po, 5,5) = d(po,0,5) = Ly,(0, s)pgt " + O(p2+2),

com L(0,s) = L, # 0. Como £(3) = 0, existe i, > 0 tal que B(0, ) € L(V) para
todo i < po. Pelo Teorema da Dependéncia Continua das E.D.O. com relagao as
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Condigdes Iniciais e Parametros, existe 1 > 0 tal que a fungcao deslocamento d é
analitica para (A, -+, \p_1) € L7H(B(0, 1)) € |po|< r*, com r* > 0 pequeno o sufici-
ente. Pelo Teorema 4.1, existe ¢; > 0 e uma vizinhanga W de s tal que para todo
X0+ Mee1) € W, d(po, Mo - -+, A1, §) tem no maximo 2k + 1 raizes para |po|< eo.
SejaV =W nNL (B, u) er=min{r, e}

Suponhamos, sem perda de generalidade, que L; > 0. Logo como
ds(po) = d(po. 3.3) = Ligf ™ + O(sH).

para valores suficientemente pequenos de pg, ds:(po) > 0. Seja r, um desses valo-
res, tal que ry < r. Dai, ds(rg) > 0.

Como d(ro, §,3) > 0, existe e, > 0 tal que d(ro,1,5) > 0 paratodo 1 € B(5,¢)NV.
Pela continuidade de £, podemos tomar L; = (0,---, L;_;) com L;_; < 0 e ||L||=
|Li_1|< Lj pequeno o suficiente para que 1; = £7(L;) € B(3,¢) N V. Obtemos
assim 1y, cuja fungdo deslocamento d;,, associada ao sistema u = F(u,(1;,38)) é
dada, pela formula de Taylor para valores suficientemente pequenos de p,, por:

d,(po) = d(po, 11, 8) = Li1p5" " + O(p3").

Para valores positivos pequenos o suficiente de py, di, (py) < 0. Seja r; um desses
valores, tal que r; < 1. Assim, dy, (r¢) > 0 e dy, (r1) < 0.

Agora, como d(r,1;,5) < 0, existe e; > 0 tal que d(r1,1,5) < 0 paratodo 1 €
B(ly,e1) N B(3,¢) N V. Analogamente ao argumento anterior, podemos tomar Ly =
(0,--, Lo, Ly_1) com Ly_5 > 0 € ||Ly — Ly||= | Lr_2|< | Lr_1| pequeno o suficiente
para que I, = £7'(L,) € B(l,e1) N B(3,¢) N'V. Assim, obtemos 1,, cuja funcéo
deslocamento d,, associada ao sistema u = F'(u, (1, 5)) € dada por:

de (po) - d(p(], 12’ §) = Ekingkfg + O(pgk72)’

e para valores positivos pequenos o suficiente de py, dy,(po) > 0. Seja ro um desses
valores, tal que ry < ry. Assim, dy, (o) > 0, dy,(r1) < 0 € dy,(r2) > 0.

Continuamos com este procedimento e obtemos os parametros 1; € V,i =
1,-- ',]{7 de modo que ﬁ(lk) =L, = (fz(), SR ,fzk_l) com f/if/i—l <0e |I~/i—1|< |fzz|
Também obtemos os valores positivos r;, com r; < r;,; de modo que:

d1k<7”0) > O,d]k(’l“l) < 07d1k(7“2) > 0, < e

Assim, pela continuidade da funcdo deslocamento, entre os valores r;_; e r; ha
pelo menos um zero de d,;, e consequentemente, pelo menos um ciclo limite. Logo,
o sistema (4.3) correspondente ao parametro (1, §) tem no minimo & ciclos limite
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em uma vizinhanca da origem. Mas como 1, € V, sua cota superior de ciclos limite
é k. Portanto, este sistema tem exatamente £ ciclos limite. O

Observacao 4.1. Para focos de multiplicidade 1, a matriz das hipéteses do teorema
acima nao é definida. Entretanto, temos:

rank {%

9o ] (Xo,N)=(0,s)

e podemos aplicar o argumento do restante da demonstragao acima normalmente.
Assim, para focos de multiplicidade 1, existem variacGes dos parametros do sis-
tema (4.3) que geram 1 ciclo limite, e o Teorema 4.2 vale mesmo para &k = 1. O
que é esperado, uma vez que nesta situacao temos as hipéteses do Teorema da
Bifurcacao de Hopf (ver pagina 352 de [22]).

=1,

O teorema acima nos da uma condigao sobre os coeficientes de Lyapunov para
determinarmos a ciclicidade de um foco multiplo, mais precisamente sobre suas
partes lineares em relagcao aos parametros \. A independéncia das partes lineares
dos coeficientes de Lyapunov, isto é o posto da matriz 8(;91(7??’;'51";?&”) __, indica
que existem bifurcagdes do sistema (4.3) que geram ciclos limite. Podemos explorar
a mesma ideia para estudar a bifurcacao de ciclos limite a partir de um centro. Isto

se traduz no seguinte teorema:

Teorema 4.3. (Bifurcacao de ciclos limite a partir de um Centro) Dado o sistema
(4.2). Seja s um ponto da variedade de Bautin V¢. Se os coeficientes de Lyapunov
Ly,---, L, s4o tais que

a(le e 7Lk:>

rank
O, Ay An) | s

:k:,

entao existem variacées dos parametros do sistema (4.3) que produzem k ciclos
limite numa vizinhanga da origem.

Demonstracao: Pelo mesmo argumento da demonstracdo do Teorema 4.2, pode-
mos renomear as variaveis em A de modo que

8(L07L17 e 7Lk:)

rank =k+1.
00, Ay M) [ 3 =(0.)
Como no Teorema 4.2, utilizamos as notagdes s = (1, -, Sk, Ska1s ", Sn), § =
(0,51,-+-,8,) € RML e 8§ = (sp41,-++,8,) € R"F. Fixando as outras variaveis \; =

s; parai = k + 1,---,n, consideramos a aplicagdo £ : R¥! — RF! dada por
Lo, ) = (Lo, -+, Ly)onde L; = L;(Ao, -+, M\, §) com i =0,---, k. Temos que
detDL; # 0 e pelo Teorema da Aplicacao Inversa, £ é um difeomorfismo local de
uma vizinhanga V' de s.
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Como s é um ponto de V¢, L(5) = 0 e portanto, existe 1o > 0 tal que B(0, ) C
L(V) para todo p < po. O Teorema da Dependéncia Continua das E.D.O. com
relacao as Condicoes Iniciais e Parametros garante a existéncia de i > 0 tal que a
fungao deslocamento d é analitica para (Ao, -, \r) € L71(B(0, 1)) € po suficiente-
mente pequeno.

Tomemos Ly = (0,---,Ek) com0 < L, < pu. Como Ly € B(0, i), existe 1y =
L71(Ly). A funcdo deslocamento corresponde a 1, é dada por

diy(po) = d(po,To, 8) = Lipd™" + O(p3F*2).

Escrevemos 1y = (ly,l1,---,lx). Como Ly = e*™ — 1 e Ly(lp,3) = 0, segue que
lo = 0. Assim, o sistema (4.3) correspondente ao parametro (1o, §) € equivalente ao
sistema (4.2) com A = (I, -, 1, $), 0 qual tem um foco de multiplicidade k& na ori-
gem. Pelo Teorema 4.2, ha valores dos parametros deste sistema que tem k ciclos
limite em uma vizinhanga da origem. O

Observacao 4.2. O método apresentado aqui € eficiente para bifurcar ciclos limite a
partir de centros e focos. Para focos mdltiplos, este método determina precisamente
a ciclicidade do ponto singular, enquanto que para centros obtemos apenas uma
cota inferior, uma vez que o Teorema 4.1 ndo se aplica. Por este motivo, por vezes
na literatura, a ciclicidade estimada pelo Teorema 4.3, mais precisamente, 0 nimero
de ciclos limite que bifurcam de um ponto de Hopf indicado pelo posto da matriz
[% ___ & chamado de ciclicidade linear (ver, por exemplo [16]). Para um
sistema polinomial de grau n, denotando a ciclicidade linear por M;(n), temos que
M;(n) < M(n) < H(n).

As hipéteses dos teoremas 4.2 e 4.3 sdo enunciadas em termos dos coefici-
entes de Lyapunov cuja obtengao, por vezes, € uma tarefa computacionalmente
impraticavel. Entretanto, podemos substituir os coeficientes de Lyapunov pelos
coeficientes focais nestes teoremas, o que € mais conveniente do ponto de vista
computacional. A proposicao a seguir nos permite realizar tal substituicao.

Proposicao 4.1. Dado um sistema da forma (4.2), k € N e s € A tal que os coefici-

entes de Lyapunov satisfagam L,(s) = La(s) = --- = Ly_1(s) = 0. Entao
9(ga2, " - ,gkk)] {8(L1, o 7Lk—1):|
rank = rank :
|: a()\lu"'7>\7L) A=s a(>\17>)\n) A=s

Demonstracao: Pelo Teorema 2.5, temos que L;(s) = mga(s) € para j > 2,

j—1

Lj1(s) = mgj;(s) + ZPZ(S)QM(S),

1=2
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onde p/ sdo polindmios em . Consequentemente, gi(s) = --- = g(s) = 0.
Derivando as equagoOes acima e avaliando em \ = s, temos:

0Ly _ Jga2
8_)\1(8) =7 N (s), e

_ % j 09
@) = "o @+ 2 PG+

o\

Opl _
N (S)Qn‘(s)] =

dg j: dg
= 7 a)\l (S) + ; pz (S> 8)\[ (5)1 )

paral=1,---,n. Dai, podemos escrever

T 0O .- 0
[8(&,---,%—1)} _ py(s) m - 0 {0(922,"'79%)}
OAL, -5 An) s : ' LI, ) Ty
p5(s) p5(s) m
M

Como a matriz M é triangular superior, seu posto € maximo e, consequentemente,

0(ga2, - - 7gkk)} P(Lb e >Lk1)}
rank = rank )
|: a()‘lv Ty An) A=s a()‘17 Tty An) A=s

]

Munidos destas proposigoes, podemos enunciar os teoremas 4.2 e 4.3 em ter-
mos dos coeficientes focais:

Corolario 4.1. Dado um sistema da forma (4.2), seja s € A tal que os coeficientes

focais gsa, - -+, Gr+1.k+1, SA0 tais que goo(s) = -+ = gre(s) = 0 € grr16+1(s) # 0. Se
g2z, - - - agkk)]
rank =k—1,
|: a()\17 ) >\n) A=s

entdo existem variagcoes dos parametros do sistema (4.3) que geram k ciclos limite
numa vizinhanga da origem.

Corolario 4.2. Dado o sistema (4.2). Seja s um ponto da variedade de Bautin V*.

Se 0s coeficientes focais gas, - - - , gr+1.x+1 S80 tais que
3(922 sy k41 k:+1)
rank — =k,
a()\la T /\n) A=s

entao existem variacées dos parametros do sistema (4.3) que produzem k ciclos
limite numa vizinhanga da origem.
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Estes resultados para obtencao de ciclos limite em sistemas planares tém sido
usados recentemente para obter cotas inferiores para o numero de Hilbert, como
exemplificado no artigo de Torregrosa [16]. A partir da teoria desenvolvida no
Capitulo 3, podemos estender naturalmente os teoremas acima para sistemas tridi-
mensionais. A préxima sec¢ao trata precisamente desta extensao.

4.2 Ciclos Limite em Sistemas Tridimensionais

Trabalhamos agora com o sistema (4.1) tridimensional. Podemos escrevé-lo
apds as mudancas de variaveis lineares adequadas como:

U =—v+ Plu,v,w,\) = —v~+ P(u,v,w, A, -+, \p),
®=u+Q(u,v,w,/\):u—i—Q(u,v,w,)\l,---,)\n), (44)
w = —pw + R(U,U,’UJ,)\) = —pw + R(U,U,M,Al, o .7)\n)7

onde P, Q e R sao analiticas em U x A. Podemos estender o espaco dos parametros
A para englobar os valores de i, uma vez que perturbacoes neste parametro podem
potencialmente gerar ciclos limite. Assim, para sistemas da forma (4.4), considera-
remos 0 espacgo de parametros A C R* x R". Analogo ao desenvolvido na seg¢ao
anterior, podemos adicionar uma perturbacao linear a este sistema, obtendo:

U= Nu— v+ Pu,v,w, A, -+, \y),
U =u+ Av + Q(u, v, w, Ay, -+, \p), (4.5)
W= —pw+ R(u,v,w, A, Ap).

Se for possivel provar uma equivaléncia entre os coeficientes focais e coeficientes
de Lyapunov também para sistemas tridimensionais, os teoremas 4.3 e 4.2 serao
facilmente estendidos para R3. Felizmente, tal equivaléncia existe, e provamos a
sequir:

Teorema 4.4. Considere o sistema (4.4). Dado um inteiro positivo k > 2, vale a
seguinte equivaléncia:

Ly = 7goo0 € Lg—1 = Tgeko MOA(G220, G330, - * * s Jk—1,k—1,0)
isto &, Ly_1 = mgrro qUANAO gazo = g3z0 = - -+ = Gk—1,4—1,0 = 0.

Demonstracao: Seja ¥ a série formal obtida pelo Segundo Método de Lyapunov,
isto é:
U(z,y,2) =xy + Z VpgraPylz" = Z%(;ﬂ, Y, %),
p+q+r=3 j=2
onde v;(z,y, z) sdo polinbmios homogéneos de grau j em z,y e z. Consideremos

a fungéo ¥ = zy + 323 y;(x, y, 2) obtida truncando a série ¥ até ordem 2N + 1,
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com N > k. Consideramos a solucao ¢ do sistema (3.6) associado a (4.4) nas
coordenadas u = pcosf, v = psenf e w = pw apresentadas na Secao 3.2 com
condigdes iniciais (po, ), isto €, p(8, po, @) = (p(0, po, @), w(B, po,)), onde & = w(po)
é a funcdo determinada pelo Lema 3.1. Determinemos a variagdo total de ¥ para
0 variando de 0 a 2w. Para simplificar a escrita, denotemos p(0) = p(6, po, @) €
w(f) = w(b, po,w). Temos:

U (p(2m)e™™, p(2m)e27, p(2m)w(2m)) — U (p(0)e™, p(0)e™™, p(0)w(0)) =

= Z ¥;(p(27), p(27), p(2m)w (27)) — Z ¥;(p(0), p(0), p(0)w(0)) =
" 2N+1 ]_2N+1
=) (1,1, w(2m)) ij 1,1,0)p

Pelo Lema 3.1, w(271) = w(27, po, w) = @. Assim, a igualdade acima pode ser escrita
como

2N+1 2N+1 7j—1 ‘
Z ¥;(1,1,0)(p Z Yi(1,1,@)(p(2m) — po) D _ o/ (2m)ph =
=0
2N+1 j—1 '
= (p(2m) —po) D _ (1, 1,@0) Y 7 2m)p),
j=2 =0

Observemos que p(27) — po € a aplicagao deslocamento reduzida d(p,). Além disso,
como o sistema (4.4) corresponde ao sistema (4.5) com \q = 0, temos que o valor
focal v; é nulo e p(0) = po + uz()po + - - -. Assim, temos que p(27) = p(27, po,w) =
d(po) + po = po + v3ps + - - -. Substituindo acima, obtemos:

2N+1 j—1

Po Z % ) 7 Zp] o l =
= =
2N+1 0 ‘ A
=d(po) Y (1, 1,8)(iph "+ O(ph)) =
=2

= d(po)(¢2(1,1,0)2p0 + O(p5)) =

o

= d(po)(2p0 + O(p})) Z vigh(2p0 + O(pR)) =
=3

ZQUJ I+ O(po)). (4.7)
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Por outro lado, podemos escrever:

U (p(2m)e™, p(2m)e” >p(27r) (27r) T (p(0)e io,p(O) 0 p(0)w(0)) =
4 dt
/E@d _/ngoﬂ d@da_

/ngo po + uz(0)ph + us(0)pg + - - ) (1 + @1 (0)po + G2(0)p5 + - --)d6.  (4.8)

0o J=2

O termo (1 + w(0)po + u2(0)p3 + - --) acima corresponde a % 0 qual obtemos a
partir da expansao de # na equacao (3.5). Note que para cada indice j, existe um
termo g”op?)j dentro da integral o qual nao depende de 6. Assim, ao integrarmos de
0 a 27, obtemos 27Tg”0p0 . Para os outros termos da integral que dependem de 6,
obtemos outras expressoes envolvendo g,;0 menos elementares, que expressamos

por gijo(fiape T+ fiepe 2+ - -+). Dal,

27rN

/Zgﬂo po + uz(0)p5 + us(0)pp + - - ) (1 + @ (8) po + u2(0)p + - - -)db =

N

= Z 21 gi000 + gijo(fiape T+ fiapd A ) + 0N ). (4.9)
=2

De (4.6),(4.7),(4.8) e (4.9), temos:

ZQUJ 6" (1+O(po)) ZQWQJJOPO + g0 (Fia08 "+ Fiang 4 + O(N ).
j=2

Da equacgao acima, ao compararmos poténcias iguais de py, concluimos a equi-
valéncia, como no Teorema (2.5). O

A partir deste teorema, temos como consequéncia o seguinte resultado que é
uma extensao da Proposicao 4.1 para o caso tridimensional e cuja demonstracao é
idéntica.

Corolario 4.3. Dado um sistema da forma (4.4), k € N e s € A tal que os coeficien-

tes de Lyapunov satisfagam Li(s) = La(s) = --- = Ly_1(s) = 0. Entdo
8(92207"'7gkk0)1 [3(1117"'7[%1)}

rank = rank .

|ia(:u7)‘17"'7)‘n) A=s a(:uv)‘la"'u)‘n) A=s

Uma vez que o papel dos coeficientes de Lyapunov para sistemas tridimen-
sionais € o0 mesmo que seus analogos para sistemas planos, também podemos
enunciar os seguintes teoremas para ciclicidade em R3:
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Teorema 4.5. (Bifurcacao de ciclos limite a partir de um Foco Multiplo) Dado
um sistema da forma (4.4), seja s € A tal que a origem € um foco de multiplicidade
k > 1 do sistema para A = s. Se uma das seguintes condicoées equivalentes sao
satisfeitas:

8(L17...,Lk1)} Y

Ok, Ay An) [,

" 3(92207 T 7gkk0):|
ii) rank =k—1,
() |:8<,u7 )‘17"'7>\n) A=s

entdo existem existem variagées dos parametros do sistema do sistema (4.5) que
geram k ciclos limite numa vizinhanga da origem.

(i) rank {

Teorema 4.6. (Bifurcacao de ciclos limite a partir de um Centro) Dado o sistema
(4.4). Seja s um ponto da variedade de Bautin V<. Se uma das seguintes condi¢coes
equivalentes sao satisfeitas:

. (L, -+, L) ]
i) rank = k;
() [a(uj)\h...’)\n) s

.\ é)(92207 Cy Ok41,k+1 0)]
i) rank - =k,
() [ a(lua )\1,“‘,/\71) A=s

entao existem perturbagées do sistema (4.3) que produzem k ciclos limite numa
vizinhanga da origem.

Ressaltamos que as demonstragdes dos teoremas acima sao idénticas as dos
teoremas 4.2 e 4.3. Além disso, como no caso planar, para focos multiplos, a ciclici-
dade é precisamente determinada pelo Teorema 4.5 e para centros, o Teorema 4.6
nos da uma estimativa (ver sistema de Moon-Rand na Secao 5.2). Notemos que as
condigOes exigidas nestes teoremas recaem sobre as derivadas dos coeficientes
focais (ou de Lyapunov) em relagcao aos parametros A. Como estes coeficientes
sao analiticos em \, podemos expandi-los em série de Taylor em torno de A\ = s,
isto é:

Li(\) = Li(s) + aga[A — s1] + -+ + agn[An — 80] + O([N = 8]%),

Gero(N) = grro(8) + Bra[M — s1] + -+ 4 Brw[An — 8] + O\ — s]?),
oL,

onde 53 (s) = o, € %’;’f(s) = br.. Assim, as condi¢cdes descritas nos teoremas
4.2, 4.3, 4.5 e 4.6 sao de fato condicOes sobre as partes lineares dos coeficientes
focais (ou de Lyapunov) em sua expansao de Taylor em torno de A = s. Tendo
iSso em mente, na proxima secao, descrevemos um método para obter tais partes
lineares de modo computacionalmente mais rapido.
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4.3 O Método da Paralelizacao

Em teoria, os resultados obtidos até aqui nos permitem estudar a ciclicidade
para sistemas analiticos por meio dos coeficientes focais. Entretanto, € natural que
quanto maior for a quantidade de parametros de perturbacao, isto €, quanto maior
for a dimensao de A, maior sera o tempo computacional e a memoria consumida
para se calcular os coeficientes focais, suas partes lineares em relacdo a A e o
posto da matriz que as contém. Mesmo utilizando maquinas com grande desempe-
nho, ao trabalharmos com sistemas polinomiais de grau maior que dois, 0 processo
de obtencao de grandes quantidades de coeficientes focais pode levar meses ou
até ser impraticavel. Visando reduzir o tempo computacional e otimizar a memoaria
das maquinas, Liang e Torregrosa desenvolveram o Método da Paralelizagcdo apre-
sentado em [16]. Em linhas gerais, o método da paralelizagao consiste em obter
as partes lineares dos coeficientes focais de um sistema dado a partir de subsiste-
mas mais simples, semelhante ao principio da superposicao utilizado para resolver
equacodes diferenciais ordinarias homogéneas.

Teorema 4.7. (Método da Paralelizacao) Considere o sistema u = F(u) onde
F:UcCR"™ — R™ m = 2,3, é uma aplicacao analitica no aberto U > 0 tal que a
origem é um ponto de Hopf deste sistema. Sejam (); : R™ x A — R™ aplicagbes
analiticas cujas expansoes em séries de poténcias em u tenham termos de grau no
minimo 2 e tais que Q;(0,\) =0 e Q;(u,0) =0comyj =1,---,r. Entdo, para todo
keN, se g,?,jo e coeficiente focal de

u=F(u)+Q;(uw ), j=1,---,r

entao a parte linear na expansdo em série de poténcias em torno de A = 0 de
argel +---+a.g, é a parte linear na expanséo em série de poténcias em torno de
A = 0 do coéeficiente focal gy do sistema

u= F<u) + alQl(u7 >‘) + e+ arQr(u7 /\)7
onde aq,- - -, a, S0 constantes reais fixas.

Demonstragdo: Por conveniéncia, denotemos o = ¢ . Para cada sistema da
forma u = F(u) + Q;(u, \), a origem é um ponto de Hopf. Denotamos por F% o
campo vetorial associado e por H% a série formal real da qual obtemos os coefi-
cientes focais pelo segundo método de Lyapunov (secdes 2.2 e 3.4). Assim, para
cadaj=1,---,r:

FRUHQ — Z ol (u* + v*)* (4.10)

k>2
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Como cada @; é analitica em \ = 0, podemos expandir a expressdo de F9 em
série de poténcias em torno de A = 0. Além disso, também é possivel fazer tal
expansio para H% . Escrevemos:

FUO=FI + FY 4 FY 4. e HY = HY + HY + HY + ---

onde 7’ e H,” denotam o I-ésimo termo da expansao descrita acima. Como F. e
H nao dependem de A, escrevemos Fo = Fy e HY = Hyparatodo j =1, --,r.
Denotemos por Ui,l a parte linear de o) na expansdo em série de poténcias em
torno de A = 0. Dai, de (4.10),

FoH + FO Hy =" ol (u? + 1), (4.11)

k>2

Consideremos agora o campo vetorial F associado ao sistema
u= F<u) + a1Q1<u7 >‘) T+t arQr(u7 >‘)

Notemos que a parte linear na expansdo em série de poténcias de F em torno
de A\ =08& a F? + .-+ q,F2 . Para obter os coeficientes focais desse sistema,
construimos uma série formal H de modo que FH = 3°,_, 6,(u? + v*)*, onde &
sao os coeficientes focais para k € N. Isto é equivalente a obtermos polinémios
homogéneos H,, de graun = 0,1,2,--- em \ tais que

n

Fillyj =) Gralu® +v%),

j=0 k=2
onde 4y, € 0 termo de grau n da expansao de &, em série de poténcias em torno
de A = 0. Consideremos a funcdo H, = a1 H®" + - - - 4+ a, H?". Esta fungéo satisfaz
a equacao acima para n = 1. De fato, por (4.11), temos:

Folar H® 4 -+ a, H?") + (ay F' + - 4 a, F2")Hy =
= a(FoHy' + F" Ho) + -+ + a,(FoHY" + H{" Ho) =

=q <Z Ué,l(UQ + ’U2)k> + - +a, (Z 0.11;71(u2 + UQ)k) =

k>2 k>2

= (o}, + -+ a,0p ) (W® + 7).
k>2

Assim, temos que 65,1 = ai0}L + - - + a,07;, 0 que prova o resultado. O

llustramos uma aplicacédo do método da paralelizagao no exemplo a seguir:
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Exemplo 4.1. Consideremos o sistema abaixo:

U= —v+u?—v?
v =u+ 2uv,
W= w.
Este sistema tem como variedade central o plano-uv, e restrito a esta variedade, a

singularidade na origem é um centro. Consideremos a seguinte perturbacao deste
sistema nos parametros A = (A1, A2, A3):

u=—v+u?—v*+ X\ (u¥ = 3uw?) + Ag (u® + vw?) + Az (u® + vw?),
U =u+2uv+ A\ (v +0?) + Ao (u? — v?) + A3 (v?v),
w=w+ A\ (w® — 3uPw) + g (—uPw — w?) + A3 (v*w + w?).

Notemos que, neste exemplo, as fungdes @; das hipdteses do Teorema 4.7 s&o:

u — 3uw?
Ql(“? v, w, )‘) =\ u? + v?

w3 — 3ulw

ud + uw?
Qa(u,v,w, \) = Ay u? —?
—u2w — UJS
u? + uw?
Q3(u, v, w,\) = A3 u?v
v?w + w?
Calculando a parte linear dos trés primeiros coeficientes focais dos sistemas ape-
nas com a perturbagao referente a ();, temos:

5\ 3\
U%,l = _Tlv Jil = TQ> 0%1 = As,
15X 9\ .
0571 = 9 17 J%,l = _727 05,1 = —6As,
135\ 81\
0'317]. = - 2 17 0’%,1 = 2 27 O-g,]. = 54)\3

Considerando o sistema com todas as perturbacoes, os trés primeiros valores focais
sao:

5\ 3\
01 = — 41 + TZ + )‘37
15X 9\ 4703 101 22
oy = 5 1 TQ _ 6/\3 + 1 1 ?A2A% — 8)\3/\% + E/\%Al‘i‘
49 1723 11
+—dodgh — =22 — =3

12 6 2®
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b 13?1 . 812)\2 s 39§;3A5 92;2133A2A4 61&]%1l+
175479637 AN 13565 18565 \oxt — 18%;3)\3 7;23 N
23539320176)\2)\2 11969 AT + 13651 13051, 3 12;29 A

* 2150776Ag * 1611072?3 B 3%% * 36743 AoXs + ?Z Aks 9378143 A

Podemos notar que, de fato, a parte linear em torno de A = 0 destes coeficientes
focais € a soma das partes lineares dos coeficientes calculados separadamente.



5 Exemplos

Neste capitulo, apresentamos alguns sistemas da forma (4.1) e aplicamos os
resultados estudados nos capitulos anteriores para discutir sua ciclicidade.

5.1 Sistemas Planares

5.1.1 Centro Holomorfo de grau 6

No trabalho de Liang e Torregrosa [16], € apresentada uma cota inferior para
0 numero de Hilbert H(n), com 4 < n < 13. Estas cotas s&o obtidas estudando
familias de centros holomorfos, isto €, sistemas cuja primeira equagao da complexifi-
cacao é da forma & = iz + f(x), onde f é uma fungdo holomorfa. Em particular,
o artigo trabalha com f(z) = 2? 4+ --- + 2". Neste caso, os sistemas admitem
(f(x)f(z))~' como fator integrante e portanto tém um centro na origem. Por este
motivo, chamamos estes sistemas de centro holomorfo de grau n.

Dentre os sistemas estudados em [16], consideramos 0 seguinte sistema:

(4 = —v+u?—0® +ud = 3w +ut + ot — 6ut?+

+ u® — 10u*v? 4 buv? + u® — 15u*v? + 15020 — 05,
(5.1)
U = u+2uv+ 3uPv — v+ 4udv — 4w + Sutv+

—  10u?v? 4+ v° + 6uPv — 20uBv? + 6u?,

\

cuja primeira equacao de sua complexificacao é
b =i+ 22+ 2>+ 2t + 2° + b,

Seja u = F(u, \) a perturbagao do sistema (5.1) correspondente a equacao:
6
t=izt+ 2+ +at + 0+ a5+ Z (ar + ibkl)mkyl,
k=2
onde A = (agg, beo, - -, a06,b06). Para A = 0, este sistema coincide com o sistema
(5.1) e tem um centro na origem. Estimamos a ciclicidade deste centro através do
Teorema 4.3.

80
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0.5~

0.0~

Figura 5.1: Retrato de fase do centro holomorfo de grau 6.

Utilizando o método da paralelizacao, calculamos as partes lineares dos 40 pri-
meiros coeficientes focais. Aqui exibimos apenas alguns destes coeficientes, ja que
a extensdo de suas expressoes extrapola os limites das paginas.

G22 = 2az1—2by,,

4 8
933 = —gzdoz— 2011 —12a91 +2a32 — 3 boo +12b11 —2b12 — 2031,

26 a
44 = & + 1/4 o3 + 20 a1l — 4(1172 + 1.3 + 104 Q21 — 20,272 + az1 — 18 asz 2 +

3
173 b
- 02 _ 3bys—103byy +20b1y — 2by 54 oy — by 4+ 20bs 1 +
+ 2033 — by —4bso,
292 a 25 8 92a 776 a 188 a 4
955 = ~3 02 _ 5 @03 + s agq + 22 _ L1 L2 99 13~ 3 bia+

3 3 3 3
8 12478 a T64bi, 123400 4 8
+ Zagy - 2l ogp - 2 ol

2b39 — =byy — =b
3 3 9 + 2032 2.4 0,4 +

3 3
8
+ = b22 + — + 46 b073 — 375 bo,g — 30 b373 — g Qs 1 + 4(1472 +

— 2&471 +

100 a
4,1 n

3
46 b 46 a 7720 4 4
_ _3271 + 14 by 3 + 226 azy — 33’1 i 2 3124~ 402 3050 60Dy,

8(92,27 te ,941,41)

(a0, bao, * -+, aoe, bos ) _ ' _
de (5.1) que geram 40 ciclos limite. Este exemplo introduzido por Liang e Torregrosa

em [16] nos da a mais alta cota inferior do nimero de Hilbert para sistemas de grau
6 até agora. A escolha dos centros holomorfos foi feita pelo seu grande potencial
de gerar ciclos limite, como apontado em [16].

Nas figuras 5.1 € 5.2, exibimos os retratos de fase para alguns centros holomor-
fos produzidas através do software Mathematica.

O posto de é 40, e pelo Teorema 4.3, ha perturbacdes
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Figura 5.2: Retratos de fase dos centros holomorfos de grau 2, 3, 4,5, 7 e 8.
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5.1.2 Sistema Quadratico com Ciclicidade Maxima

Em sua publicacdo de 1952 [3], Bautin provou que o nimero maximo de ciclos
limite que podem bifurcar de um sistema quadratico cuja origem é um centro ou um
foco é 3. Aqui mostramos um exemplo de sistema que atinge esta cota maxima.

O sistema que consideramos é o seguinte:

{ = —v + 18u? + 8uv — 8v? — 2 \juv + Ao (u? + v?) + A3(u? — v?), (5.2)

0 =u+ 4u? + lduv — 40? + X\ (u? — v?) — 2\zuv,

Considerando A = (A, A2, A\3), calculamos o primeiro coeficiente focal deste sis-
tema:
go2 = —16)\1<5 -+ /\2),

que nos da as condigdes de centro \; = 0 ou A\, = —5. Para A\, = —5, 0 sistema
(5.2) tem a forma:

U= —v— (A3 — 13)u? — (2\; — 8)uv — (A3 + 13)v?,
v=u+ (A +4)u? — (2A3 — 14)uv — (A + 4)v?,

e satisfaz a condicao (iii) do Teorema de Kapteyn-Bautin (Teorema 2.4), e portanto
tem centro na origem. Sob a condi¢ao \; = 0, o préximo coeficiente focal é:

256

que nos da as condigdes necessarias para centro: Ay = 00u Ay = —25. Para A\; =0
e Ay = —25, o sistema (5.2) tem a seguinte forma:

= —v— (7= X3)u? + 8uv — (A3 + 33)v?,
O =u+4u® 4 (14 — 2)\3)uv — 4v?,

e satisfaz a condicado (i) do Teorema de Kapteyn-Bautin, e dai, tem um centro na
origem.
Para a condicao A\, = 0, calculamos o coeficiente focal:

gaa = 80000A3(A3 + 6),

do qual obtemos as condigdes de centro: A = (0,0,0) ou A = (0,0, —6). Sob A\ =
(0,0,0), o sistema (5.2) tem a forma:

U= —v + 18u? + Suv — 8v?,
U = u + 4u? + 1duv — 402,

que satisfaz a condi¢ao (iv) do Teorema de Kapteyn-Bautin. Sob A = (0,0, —6),
temos:

U= —v + 12u? + Suv — 202,
0 = u+ 4u® + 26uv — 402,
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que também satisfaz a condigao (iv) do Teorema de Kapteyn-Bautin. Assim, con-
cluimos que a variedade de Bautin do sistema (5.2) é:

Ve= {(0, 0, O), (0, 0, —6)} U {(O, —25, )\3) P PSS R} U {()\1, —9, )\3) DA, A3 € R}

Na Figura 5.3, exibimos alguns retratos de fases do sistema (5.2) correspondente a
parametros A em diferentes componentes conexas de V°.

R e S NNUY e T
B N \7 | | e e TS Y
/A////////‘Z/ggz&w ] Wl e
G =N NN
: —0) A NN
W7\ NN
* §\§\\\Lx Wi 1 L I A
RO Py A e B 7/ A O NN
NN AR IR /(RN NN
S NN oo 77 NS/
SN AR i) A\
NEES—SSSSS AN e
IR | e
j :::§§®s\ lm\/}\/hx“\f | | T
A= Ons) A= 0
W2 1 T ==l |
N | A
R e\ R 2N i
W 1 =S
7 //h\\ f! AR H////j\\\\ ! i
IR IR
SN\ e N
e e A=
R e s AN = s
M S e I e N
B N = eSS N NN
0.05 (C) )\ _ (00000 0) 0.05 0.05(d) )\ B (((;000 _6) 0.05

Figura 5.3: Retratos de fase do sistema (5.2) sob parametros na variedade de Bau-
tin.

Assim, o ponto singular na origem tem quatro possiveis naturezas:

(i) Centro para A € V¢,

(i) Foco de multiplicidade 3, para A ¢ Vee Ay = Ay = 0;
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(iii) Foco de multiplicidade 2, para A ¢ V¢, A\; =0e Ay # 0;

(iv) Foco de multiplicidade 1, para A ¢ Ve \; # 0.

Para focos de multiplicidade 1, a ciclicidade linear € 1. Para focos de multiplici-
09220

O\

dade 2, a matriz [ } é dada por:

(~1600+3) 0 0).
Como o posto dessa matriz é 1, pelo Teorema 4.2, a ciclicidade linear da ori-
gem para o sistema correspondente é 2. Para focos de multiplicidade 3, a matriz

{ 8(9227933) } é
—80 0 0
28000(A3+18) 32000 0 !
3

a()\h )\27 >\3)
3

cujo posto é 2, e portanto, a ciclicidade linear da origem é 3.
Agora estudamos a ciclicidade dos centros, isto €, para parametros s € V. Para

isto, calculamos a matriz M (s) = [w . Temos:
O(A1, A2, A3) |,
—80 0 0
M(0,0,0) = 168000 42900 0 )
o 55902959200 o 1382;2000 480000
—80 0 0
M(0,0,—6) = 112000 42900 0

—w —38624000 —480000
Como estas matrizes tém posto 3, pelo Teorema 4.3, a ciclicidade linear da origem
dos sistemas correspondentes aos parametros (0,0,0) e (0,0,—6) € 3, que é a
maxima estipulada por Bautin. Para parametros em outras componentes de V¢
temos outros resultados. Para s = (0, —25, A3), temos M (0, —25, \3):

320 0 0
64000(\3 — 7) 128000 01,
B1200(X5(A3(13X3 4 287) — 11481) + 52885) 102100()\;(13); + 378) — 8835) 0
cujo posto € 2, e portanto a ciclicidade linear dos centros correspondentes a para-

metros (0, —25, \3) é 2. As duas primeiras linhas de M (A, —5, \3) sdo dadas por:

0 —16)\; 0
( 0 220N\ (A (3A1 —4) +8X\3+84) —80) 0 ) ’
Como o posto da matriz acima é 1, a ciclicidade linear da origem para o sistema
correspondente a parametros nesta componente de V< é 1.
Este exemplo nos mostra que ha componentes de V¢ que tém mais potencial
para gerar ciclos limite que outras. Para o sistema (5.2) com os parametros \ =
(0,0,0) e A = (0,0, —6), a ciclicidade maxima € obtida.
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5.2 Sistemas Tridimensionais

5.2.1 Sistema com Hiperboloide Invariante
Consideremos o seguinte sistema

U= —v+ Mu? + duv + \uw + Azvw,
U = u + u? + \uv + A\suw + Mow, (5.3)
W= —pw + p (u? — v?) — duv + 2\ uw + 2 w?.

Este sistema tem um ponto de Hopf na origem e admite como variedade central o
hiperboloide w = u? — v?, para todo A = (i, A\, A2, X3, A\s) € A. De fato, tomando
o(u, v, w) = u? — v*> — w, temos:

Fo=(u? —v* —w)(2\u + 20w — p) = (2Au + 20w — p)o(u, v, w),

onde F é o campo associado ao sistema (5.3). Aléem disso, Vo (u, v, w) = (2u, —2v, —1)
e portanto o hiperboloide ¢~'(0) é tangente ao plano-uv em (0, 0, 0).

Inicialmente, determinamos a variedade de Bautin deste sistema pelo Segundo
Método de Lyapunov. Os primeiros coeficientes focais sao:
A1 A2
T’
3Xg (2 Aai® + (1603 + 3X2\) (12 +4)) — 2(3M2 — TAD) Ay (1% + 4)

12 (u? +4) ’

dos quais obtemos as seguintes condigbes de centro:

G220 = —

g330 =

AM=X=00U A= =00U Xy =2Xs=0.
Dai, temos:
(i) Para \; = A\, = 0, 0 sistema restrito ao hiperboloide é:

{ U= —v+ A0 (u? — v?) + \Mu (u? — v?),

0 =u+ Au (u? —v?) + M\ (u? —0v?),

o qual é invariante pela mudanca de variaveis (u,v,t) — (v,u,—t), isto &,
apresenta simetria em relacdo a reta u = v e, portanto, tem um centro na
origem;

(i) Para \; = A\, = 0, o sistema restrito ao hiperboloide é:

{ U= —v + Auv + A3v (u? —v?),

0= u+ Au® + Au (u* —v?),

o qual é invariante pela mudanga de variaveis (u,v,t) — (u,—v, —t), ou seja,
€ simétrico em relacao ao eixo-u e, portanto, tem um centro na origem;
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(iii) Para A\ = A\; = 0, 0 sistema restrito ao hiperboloide é:

{ U= —v+ \u® 4+ \v (u? — v?),

U =u+ Muv + Agu (u? —v?),

o qual é invariante pela mudanga de variaveis (u,v,t) — (—u,v, —t), isto é, 0
sistema é simétrico em relagao ao eixo-v e portanto tem um centro na origem;

Assim, temos determinada a variedade de Bautin V¢ em trés componentes:
Ve=V,UV,U Vs, onde

‘/]_:{)\GA:)\]_:AQZO},%:{AGA:A1:A4:O}6 ‘/3:{)\61\)\2:)\4:0}

A figuras 5.4 e 5.5 representam os retratos de fase do sistema (5.3) sobre as com-
ponentes da variedade de Bautin, e é possivel notar as simetrias descritas na dis-
cussao acima.

A s )
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Figura 5.4: Retratos de fase do sistema (5.3) para parametros A € V; sobre a
variedade central.
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(0) Ao =X =0

tros A € V, e A € V3 sobre

~

para parame

Figura 5.5: Retratos de fase do sistema (5.3)

a variedade central.

Tendo determinada a variedade de Bautin, concluimos que o sistema em consideracao

admite 3 comportamentos possiveis para a singularidade na origem:

(i) Centro para A € V¢

(i) Foco de multiplicidade 2, para A ¢ Ve A\; =0 0u A\, = 0;

(iii) Foco de multiplicidade 1, para A ¢ V¢ e A\ # 0 # Xs.
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A ciclicidade para os focos € relativamente simples de ser obtida. Para parametros

A descritos no item (iii) acima, a ciclicidade linear € 1. Para parametros A\ como
09220 | .

ox |

descritos no item (ii) acima, temos a matriz {

e, como \? + \2 # 0 neste caso, pelo Teorema 4.5, a ciclicidade linear da origem
€ 2. Nos resta estudar a ciclicidade da origem para parametros em V¢. Para isso,
calculamos mais um coeficiente focal, que omitimos por conveniéncia. Procedemos
calculando o posto das matrizes

0 (9220’ 9330, 9440)
a(:”’a )\17 )\27 )\37 )‘4) A=s

M(s) =

para s em diferentes componentes de V¢. Temos 0s seguintes casos:

() seVinVanVy

A intersegao entre todas componentes da variedade de Bautin consiste dos
pontos do tipo s = (1,0,0, A3,0), u # 0. Dai,

M(M» 07 07 )‘37 0) =

o O O
o O O
o O O
o O O
o O O

cujo posto € 0. Podemos concluir pelo Teorema 4.6 que a ciclicidade linear da
origem € 0 para \ = s.

(i) se N\ VaUV;
Neste caso, temos s = (11,0,0, A3, Ay), 1 # 0 # A\y. Dai,

M(/jﬂ 07 07 )‘37 )‘4) =

o O O
o O O
o O O
o O O
o O O

e a conclusao sobre a ciclicidade linear é idéntica ao item anterior.

(i) seVa\V1UV;

Neste caso, temos s = (p,0, Ao, A3,0), i # 0 # X\y. Assim, as duas primeiras
linhas de M (u, 0, A2, A3, 0) sdo dadas pela matriz:

0 —22 00 0
0 4B g 22 f7

2u2+8 6

cujo posto é 2 assim como o posto de M (u,0, As, A3,0). Dai, pelo Teorema
4.6, a ciclicidade linear do centro é 2.
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(iv) se 3\ V1 U Vs

Neste caso, temos s = (i, A\1,0, A3,0), u # 0 # A\1. As duas primeiras linhas de
M (s, A1, 0, A3,0) sdo dadas pela matriz

0 0 -2 0 0
0 0 A3/\1u2+4)\§ 0 _A )

2u2+8 2

e a ciclicidade linear da origem é 2, como no item anterior.

Os casos acima sumarizam o estudo da ciclicidade para o sistema (5.3).

5.2.2 Sistema de Moon-Rand

Um dos sistemas célebres e bastante estudados na literatura é o Sistema de
Moon-Rand, apresentado em [21]. Neste trabalho de 1985, Moon e Rand apre-
sentaram uma modelagem para o controle da rigidez de certas estruturas flexiveis,
através do seguinte sistema:

U=,
U= —u— uw,
W = —paw + coou? + cp1uv + copv?,

Renomeando as variaveis u e v, deixamos o sistema na forma (4.4):

U= —v — vw,
U= u, (5.4)
W = —paw + coov? + crpuv + coau?,

Determinamos a variedade de Bautin do sistema de Moon-Rand a fim de estudar-
mos a ciclicidade da origem. Para este sistema, temos A = (u, ¢a0, 11, ¢o2). Calcula-
mos o primeiro coeficiente focal:
2cop + cript — 2c90

4(u2+4) ’

2¢o0 — piC11
2

G220 = —

que nos da a condicao de centro cp; =
coeficiente focal é:

. Sob esta condicao, o segundo

(cr1pe — 4eao) (crape — 2¢99)
164 (2 + 4) '

. .~ C11 C11 . .
E temos mais duas condigdes de centro: ¢y = T/“L € Cy = T/”L Assim, conside-

ramos dois casos:

g330 = —

C 1’02

como variedade central. De fato,

(i) Sob ¢y = % o sistema admite w =

2
para ¢(u,v,w) =w — v

, temos

2
Fop = —cpiuv — pw + %02 + cpuv = —p (w _ v ) = —puo(u,v,w).
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Além disso, Vo(u,v,w) = (0, —c11v,1) €, portanto, esta variedade é tangente
ao plano-uv em (0,0, 0). Restringindo o sistema a esta variedade central, te-

mos:
C11U3

2 Y

U= —v—
v =u,
qgue € um sistema Hamiltoniano com um centro na origem.
(i) Sob ¢y = % o proximo coeficiente focal é:

chip (02 + 10)
512 (12 + 4) (12 + 16)’

G440 = —

que se anula apenas para ¢;; = 0. Entretanto, para ¢;; = 0, temos \ =
(1,0,0,0) que satisfaz as condiges descritas no item (i) e, portanto, a origem
€ um centro sobre a variedade central.

Concluimos que a variedade de Bautin deste sistema é

Ve = {)\EAZCOQZQCQ()—,LLCH :O}

N
N\

Al
N

0.5+

A

0.0

L \
-05F

Figura 5.6: Retrato de fase do sistema de Moon-Rand para s € V¢ sobre a variedade
2
C11v

cenral w =

Os comportamentos possiveis do sistema de Moon-Rand sao:
(i) Centro para \ € V¢,
(i) Foco de multiplicidade 3 para A ¢ V¢, 2cgs = 2¢99 — pici1 € 4eog = 11 f4;

(iii) Foco de multiplicidade 2 para A ¢ V¢, 2¢oo = 2¢99 — pic11 € 4o # i1t
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(iv) Foco de multiplicidade 1 para A ¢ V¢ e 2cgy # 2¢o0 — picy1-

Vamos determinar a ciclicidade para os itens correspondentes a focos. Para focos
99220
ox |’

de multiplicidade 1, a ciclicidade € 1, para focos de multiplicidade 2, temos [

sob as condigOes descritas no item (iii), dada por:

__cu 1 __p o 1
< 4(pP+4)  2p2+8 4(p?+4) 2(u2+4) > ’
que tem posto 1, e pelo Teorema 4.5, a ciclicidade linear da origem é 2. Para focos

8(92207 9330)
5(% €20, C11, 002)

de multiplicidade 3, temos que { } é, sob as condigdes do item (ii):

__cn 1 M 1
4(p?+4) 2u2+48 4(p?+4) 2(p2+4)
C11 C11
0 1642464 0 1642464

Como o posto da matriz acima é 2, a cicilicidade linear da origem para o sistema
correspondente é 3.

Passamos a estimar a ciclicidade dos centros para o sistema (5.4). Calculamos
o posto das matrizes

M(s) = [3(9220793307944079550)}
a(ﬂa €20, C11, Cog) s ’

para s € V¢. Para ¢;; # 0, a expressao de M (s) € muito grande para esta pagina
conté-la. Entretanto, seu posto é 2, e suas duas primeiras linhas sao dadas por:

1 1
- 4(:21ir4) 202 +8 B 4(,ug+4) T 2(u2t4)
c%l(u2+12) _011 (u2+12> cu,u(u2+12) c11 (u2—4)

32(p2+4)? 16(u2+4)7  32(u2+4)7  16(u2+4)?

Pelo Teorema 4.6, a ciclicidade linear do centro nestas condigdes € 2. Para ¢;; = 0,
o posto de M (s) é 1, e a ciclicidade linear da origem é 1. Entretanto, existe uma
perturbacao do sistema (5.4) que gera 3 ciclos a partir do centro correspondente
as = (u,0,0,0). De fato, se considerarmos a curva v : I ¢ R — A dada por
() = (ne+ % 5 e(e? + ¢! — 1)). Esta curva passa por (u,0,0,0), e sobre seus
pontos, os trés coeficientes focais sao:

85

9220 = _—(84‘2#2)’
gt 5
10,
9330 20(4 1 122) (€”)
£3(10 + p?)
- +0(eh).
= e e+ e T O

Portanto, para parametros suficientemente pequenos de ¢, conseguimos

|g220 (1, €)|< |g330(pt, €)|< |gaao(pe, €)|< 1

e o sistema correspondente tem 3 ciclos limite ao adicionarmos a perturbacao li-
near. Em particular, parae = 10"t e = 1.
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5.2.3 Sistema de Lu

Consideremos sistema de Li, o qual ja foi discutido anteriormente no Capitulo

T =a(y —x),
y:Cy—LEZ,
z=—bz+ xy.

O sistema de L{i tem dois pontos de Hopf para ab > 0 e ¢ = ‘I sendo eles Q, =

(vbe, Vbe,¢) e Q_ = (—v/be, —/be, ¢). Considerando A = (a,b), como concluido no
Exemplo 3.1, a variedade de Bautin deste sistema, é

Ve={(a,b) eR*:a* +b*#0 e b= 2a}.

Ve
g

: :;/// /
NS AP

I I
-2 -1 0

%
7

[
fT

/
)

!
N

Figura 5.7: Retrato de fase do sistema de LU para s € V¢ sobre a variedade central.

Os comportamentos locais do ponto de Hopf @, (analogos para @)_) sao:
(i) Centro para A € V¢,

(i) Foco de multiplicidade 2 para A ¢ V°e b = a/5;

(iii) Foco de multiplicidade 1 para A ¢ V< e b # a/5.

O estudo da ciclicidade para os focos € similar aos exemplos anteriores. Para focos

de multiplicidade 1, a ciclicidade linear é 1, e para focos de multiplicidade 2, temos

que {832)\20] , sob as condi¢des do item (ii), é:

( 625v5  3125V/5 )

3528a3 352843
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que tem posto 1 e pelo Teorema 4.5, concluimos que a ciclicidade linear do foco

para o sistema correspondente € 2. Estudando a ciclicidade para pontos s € V¢,
9(g220, g330)

computamos a matriz M(s) = [ (a,b)
a?

} , isto é:
A=s

301 301
38016+/2a 76032/2a5

1 1
M(a,2a) = ( T 121243 24\/243 ) :

cujo posto € 1. Assim, pelo Teorema 4.6, a ciclicidade linear da origem do sistema
de LU para parametros em V¢ é 1.
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