AVA
u n e s A'gxg' UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
p «JULIO DE MESQUITA FILHO”

I1ha Solteira Campus de Ilha Solteira - SP

LAZARO ISMAEL HARDY LLINS

“PROJETO DE CONTROLADOR GAIN SCHEDULING
ROBUSTO VIA LMI: SOLUCOES MENOS
CONSERVADORAS”

ITha Solteira - SP
2019



AVA
u n e s A'gxg' UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
p «JULIO DE MESQUITA FILHO”

I1ha Solteira Campus de Ilha Solteira - SP

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA ELETRICA

“PROJETO DE CONTROLADOR GAIN SCHEDULING
ROBUSTO VIA LMI: SOLUCOES MENOS
CONSERVADORAS”

LAZARO ISMAEL HARDY LLINS

Mestre em Engenharia Elétrica - FEIS / UNESP

Orientador: Prof. Dr. Edvaldo Assuncao

Tese apresentada a Faculdade de
Engenharia UNESP-Campus de Ilha
Solteira como parte dos requisitos para
obtencao do titulo de Doutor em En-
genharia Elétrica.

Especialidade: Automacao.

Ilha Solteira - SP
2019



H268p

FICHA CATALOGRAFICA
Desenvolvido pelo Servigo Técnico de Biblioteca e Documentagdo

Hardy Llins, Lazaro Ismael.
Projeto de controlador gain scheduling robusto via LMI: solu¢cdes menos
conservadoras / Lazaro Ismael Hardy Llins. -- llha Solteira: [s.n.], 2019
88f.:il.

Tese (doutorado) - Universidade Estadual Paulista. Faculdade de Engenharia
de Ilha Solteira. Area de conhecimento: Automacdo, 2019

\
Orientador: Edvaldo Assugao \ \
Inclui bibliografia

1. Desigualdades matriciais lineares (LMI). 2. Controle gam/&’d#é%u@ﬁ%

Controle com realimentac¢ao derivativa. l
Joao J’osue Barbos
Servico Técnico de Bxblloteca\ e Documentagao
Diretor Técnico
CRB 8-5642



K UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

u nes p Aw Campus de liha Solteira

CERTIFICADO DE APROVAGAO

TITULO DA TESE: Projeto de Controlador Gain Scheduling Robusto via LMI: Solugdes Menos
Conservadoras

AUTOR: LAZARO ISMAEL HARDY LLINS
ORIENTADOR: EDVALDO ASSUNGAO

Aprovado como parte das exigéncias para obtengédo do Titulo de Doutor em ENGENHARIA
ELETRICA, area: Automagéo pela Comissdo Examinadora:

& [ / -0
Prof. Dr. EDVALDO ASSUNGAO _
Departamﬁgt/o"de Engenharia Elétrica / Faculdade de Engenharia de llha Solteira
yy/Ys e

/ PP /,M_\_—:
‘ g O MINHOTO TEIXEIRA
Departdmento de Engenharia El¢trica / Faculdade de Engenharia de llha Solteira

Prof. Dr. JEAN MARGOS DE SOUZA RIBEIRO
Departamento de Engenharia Elétrica / Faculdade de Engenharia de llha Solteira

l Osnarchs Cochrn

AA A

Prof. Dr. CRISTIANO QUEVEDO ANDREA
Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia / Universidade Federal de Mato Grosso do Sul

€ dgon Ttk

Prof. Dr. EDSON ITALO MAINARDI JUNIOR
IFMS - Campus Trés Lagoas / Instituto Federal de Educagéo, Ciéncia e Tecnologia de Mato Grosso do Sul

llha Solteira, 23 de agosto de 2019

Faculdade de Engenharia - Campus de llha Solteira -
Avenida Brasil Centro 56, 15385000, Ilha Solteira - S&o Paulo
http://www.ppgee.feis.unesp.brCNPJ: 48.031.918/0015-20.




A minha mae e pai Regla C. e Guillermo

A minha esposa Anabel Gonzdlez



AGRADECIMENTOS

Dedico meus sinceros agradecimentos:
— A Deus, pela paciéncia e amor incondicional;

— Ao meu orientador, professor Dr. Edvaldo Assuncdo, pelos ensinamentos, pelo
incentivo, pela confianca, paciéncia e amizade. Penso que esta ¢ a oportunidade ideal
para agradecer por tudo aquilo que faz por mim, por tudo o que me ensina, e também,

por tudo de bom que a sua postura ética sugere a mim e a todos;

— Aos professores Doutores Marcelo C. M. Teixeira, Rodrigo Cardim e Jean Marcos
de Souza Ribeiro pelos didlogos construtivos e descontraidos durante este tempo, pelo

acompanhamento e pelas sugestoes, extremamente valiosas para este trabalho;

— Aos meus amigos e companheiros dos laboratérios LPC que de forma direta ou

indireta me ajudaram,;

—A minha mae, meu pai e minha esposa por sempre me apoiarem no desafio do estudo

continuo.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cddigo de Financiamento 001.



“Nao so isso, mas também nos gloriamos nas
tribulacoes, porque sabemos que a tribulacdo produz
perseverancga; a perseveranga, um cardter aprovado; e

o cardter aprovado, esperanca.”

(Romanos 5:3-4)

“Ele respondeu: Porque a fé que vocés tém é
pequena. Fu assequro que, se vocés tiverem fé do
tamanho de um grao de mostarda, poderao dizer a

este monte: 'Va daqui para ld’, e ele ird. Nada serd

impossivel para vocés. ”

(Mateus 17:20)

“Deem gracas ao Senhor, porque ele é bom. O seu

amor dura para sempre!”

(Salmos 136:1)



RESUMO

Neste trabalho sao propostos resultados para a estabilidade de sistemas lineares su-
jeitos a parametros variantes no tempo (do inglés, Linear Parameter Varying - LPV) e
incertezas paramétricas. De inicio, apresenta-se um método para o projeto de um con-
trolador robusto e gain scheduled via desigualdades matriciais lineares (do inglés, Linear
Matriz Inequalitities - LMIs), com base na teoria de estabilidade segundo Lyapunov, com
parametro variante no tempo e empregando a realimentacdo derivativa. Propoe-se um
método para projetar o controlador gain scheduled usando realimentagao derivativa, con-
siderando também incertezas paramétricas. Esta nova formulacao foi obtida utilizando o
Lema de Finsler, o que permitiu determinar o ganho do controlador sem a necessidade
de inverter uma matriz literal. Condigbes menos conservadoras foram projetadas para
um controlador gain scheduled considerando a realimentagao dos estados do sistemas.
Simulagdes computacionais com exemplos numéricos mostram que os teoremas propostos
neste trabalho sao menos conservadores do que os existentes na literatura. A metodologia

apresentada foi implementada no sistema de suspensao ativa.

Palavras-chave: Desigualdades matriciais lineares (LMI). Controle gain scheduling.

Controle com realimentacao derivativa.



ABSTRACT

In this work, results for the stability of linear parameter-varying (LPV) systems and
parametric uncertainties are poposed. At first, a method for desining a gain scheduled and
robust controller is described via linear matrix inequalities (Linear Matriz Inequalitities -
LMIs), based on the stability theory of Lyapunov, with time-variant parameters and using
state derivative feedback. A method to design a gain scheduling controller using state
derivative feedback and also considering parametric uncertains is proposed. This new
formulation was manipulated using the Finsler’s Lemma, and allowed to determine the
control law without having to invert a symbolic matrix. Less conservative conditions were
designed for a gain scheduled controller considering system state feedback. Computational
simulations with numerical examples show that the theorems proposed in this work are less
conservative than those in the literature. The presented methodology was implemented
in the active suspension system.

Keywords: Linear Matrix Inequalities (LMI). Controller gain scheduling. Derivative
feedback controller .
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1 INTRODUCAO

Na atualidade, muitas estratégias de controle sao usadas para garantir um desem-
penho eficiente perante a ocorréncia de graves problemas em diferentes processos indus-
triais. A realimentacao dos sistemas dindmicos tem sido uma estrategia de controle muito
util, na qual os resultados obtidos de uma tarefa ou atividade sao reintroduzidos no
sistema com a intencao de incidir ou atuar sobre acoes futuras, ja seja para manter o
equilibrio do sistema ou para conduzir a um sistema novo. Na literatura existem diversos
trabalhos que mostram resultados relevantes considerando a realimentacao: realimentacao
das variaveis de estados em conjunto com outras técnicas que permitem garantir um bom
desempenho juntamente a estabilidade do sistema Barsaiyan e Purwar (2010), a realimen-
tagao das saidas do sistema Roppenecker e O’Reilly (1987); Kaddour et al. (2015); Sato
e Peaucelle (2018) e a realimentagao da derivada dos estados. Esta tltima tem sido alvo
de estudos especificos em sistemas mecanicos, em sistemas sujeitos a vibracoes, na indus-
tria aerondutica, entre outros. O uso de sensores acelerométricos facilitam a obtencao da
aceleracao, e da velocidade, que pode ser obtida a partir da integracao do sinal provido
pelo acelerdmetro Abdelaziz e Valasek (2005).

O uso da realimentagdo da derivada do vetor do estado (realimentacao derivativa)
para sistemas lineares tem sido alvo de estudo nos tltimos anos. Muitos autores explo-
raram métodos semelhantes aos existentes para a realimentagao do vetor estado. Por
exemplo Abdelaziz e Valasek (2004) os autores utilizam um equacionamento similar a
Ackerman para sistemas lineares SISO por meio da realimentacao derivativa. Em Faria,
Assuncao e Teixeira (2009) é apresentada uma nova formulagao para estabilizar sistemas
multivariaveis lineares MIMO sob realimentagao derivativa. Em Moreira et al. (2010) foi
apresentada uma pesquisa sobre a rejeicao do disturbio com realimentacao derivativa e
uma verificacdo de observabilidade e estabilidade através da derivada do vetor de estado
para sistemas lineares. Em Lewis e Syrmos (1991) os autores propdéem uma teoria ge-
ométrica para sistemas dinamicos singulares com realimentacao derivativa. Em Silva et
al. (2012) é apresentada uma metodologia para projetar um controlador menos conser-
vador para sistemas lineares sujeito a incertezas politdpicas via realimentagao derivativa.
Em Michiels et al. (2009) é realizado um estudo para garantir estabilidade e robustez

usando a realimentagao derivativa. Em Llins et al. (2017) os autores desenvolveram uma
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metodologia para o projeto de um controlador de gain scheduled usando a realimentacao
da derivada do vetor de estados. Adicionalmente, diversos trabalhos utilizam a reali-
mentacao derivativa como uma estratégia de solugao associada as diferentes areas: nao

lineares, considerando sistemas incertos, entre outros.

Frequentemente, é necessario dispor de um modelo matematico para realizar o projeto
de controle da dinamica de um sistema. Mais ainda, é possivel que o modelo matematico
de um sistema apresente parametros que podem variar dentro de um intervalo, sendo
dificil mensura-los. Essa situacao foi caracterizada para muitos pesquisadores da area
como sistemas sujeitos a parametros incertos. A técnica desenvolvida para garantir a
estabilidade e o desempenho em malha fechada se denominou controle robusto. A teoria
do controle robusto esta bem estabelecida para sistemas lineares, mas quase todos os
processos reais possuem caracteristicas nao lineares. Contudo, se a regiao operacional
da planta for pequena, pode-se usar as abordagens de controle robusto para projetar
um controlador linear robusto, onde as nao linearidades sdo tratadas como incertezas do
modelo. Nos tltimos anos, muitos estudos foram desenvolvidos considerando problemas
robustos de controle Ramos e Peres (2002), Veselya e Ilka (2015) e Veselya e Ilka (2017).
Em destaque, a estabilidade quadratica apresenta-se como uma estratégia muito util para
garantir uma estabilidade do sistema e controlar sistemas lineares incertos Bernussou,
Peres e Geromel (1989), Li, Fang e Wang (2017). Com esta abordagem particular, a
estabilidade de um politopo de matrizes pode ser comprovada por meio de um teste de
factibilidade de um conjunto de LMIs Boyd et al. (1994) envolvendo apenas os vértices

do dominio e incertezas.

Neste contexto, a estabilidade quadratica pode levar a resultados muito conservadores
em alguns casos. Recentemente, diferentes técnicas foram desenvolvidas para fornecer
resultados menos conservadores, como, por exemplo, o uso de func¢ées Lyapunov de-
pendentes de parametros Su e Chesi (2017) ou fungbes Lyapunov por partes Rantzer

e Johansson (2000).

A estabilidade robusta usando a lei de controle para a realimentacao dos estados é um
problema cldssico na literatura de controle (BOYD et al., 1994). Vérias estratégias foram
propostas para obter condi¢gbes mais relaxadas, e estudos semelhantes foram realizados
considerando a realimentacao da derivada dos estados Silva et al. (2012), Faria et al.
(2009¢). Em ambos casos foram utilizadas estratégias com variaveis de folga Silva et
al. (2011a). Alguns métodos de estudo de estabilidade para o sistema de malha fechada
tém condigoes baseadas em desigualdades de matrizes, comumente aplicadas na literatura
MOZELLI, PALHARES e AVELLAR (2004), Pipeleersa et al. (2009), Silva et al. (2012).

A origem dos controladores gain scheduled data nos anos 1960, com a teoria classica

chamada GS com base na linearizacdo de um sistema em seus pontos de equilibrio As-
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trom e Wittenmark (2008); Shamma e Athans (1990); Hyde e Glover (1993). Uma técnica
mais simples foi usada na Segunda Guerra Mundial para controlar os foguetes V2 (contro-
ladores de comutagao com base em dados medidos). A eficiéncia desta formulagao classica
de controle GS depende das caracteristicas dindmicas do sistema nao linear. Os contro-
ladores podem ser descritos como uma combinacgao de sistemas lineares, associada a um
controlador linear para cada ponto de operacao Leith e Leithead (2000). O controlador
é projetado levando em consideracao apenas a dinamica local da planta em torno de um
ponto de equilibrio Leith e Leithead (2000). Controladores gain scheduled cléssico foram
aplicados intensamente, mas tiveram limitacoes. Trabalhar apenas na area de vizinhanca
dos pontos de equilibrio operacional representou uma deficiéncia técnica. A técnica GS
como conceito teve seus primeiros aportes no controle de voo Sun et al. (2009), Oosterom
e Babuska (2001), Masubuchi et al. (2004), no setor aeroespacial Lee e Chung (2001), em
sistemas de energia, no controle de turbinas eélicas Badihi, Zhang e Hong (2013), Liu et
al. (2012), Ding-Hui et al. (2012), turbinas hidraulicas Ruzhekov, Slavov e Puleva (2011),
Ginter e Pieper (2009), turbinas a gas Rodriguez-Martinez e Garduno-Ramirez (2005), em
estabilizadores de sistema de energia Ghosh (1991), geradores Jabehdar-Maralani, Yaz-
danpanah e Mohammadi-Milasi (2004), em rolamentos magnéticos Betschon e Knospe
(2001),tem trabalhos dedicados a microgravidade Mehendale, Fialho e Grigoriadis (2003)
e na area de saude, no controle do diabetes Abu-Rmileh e Garcia-Gabin (2010), entre

outras aplicagOes na area industrial.

A mistura de GS com outras técnicas ajudou a melhorar o desempenho do sistema,
reduzindo a margem do sinal do erro Merry et al. (2014), no caso FGS supera as desvan-
tagens do agendamento de ganho classico, considerando a restricao de estabilidade e o
desempenho tanto no comportamento local quanto global. O agendamento técnico de
ganho difuso pode envolver o ganho classico de programagcao, bem como as técnicas LPV
Naus (2009). Em Zhang et al. (2017) os autores apresentam um método para o projeto
de controladores PID gain scheduled fuzzy (FGS-PID) para garantir a estabilidade de um
sistema elétrico de poténcia. O método de otimizacao da colénia de abelhas foi usado
para determinar as regras de controle do FGS-PID. Em Zhang et al. (2016) apresenta o
desenvolvimento de uma metodologia para o problema de controle H,, para uma classe
de sistemas Takagi-Sugeno de tempo discreto com variagoes de ganho e fadings de canais

aleatoriamente ocorridos via LMI.

Existem trabalhos que ressaltam a importancia da abordagem do controle robusto
com controle GS, por exemplo em Sato e Peaucelle (2018) apresenta uma metodologia
para solucionar problemas de erros entre os parametros scheduling reais e fornecidos, que
inevitavelmente leva a controlar a degradagao do desempenho usando o lema da eliminacao
(SKELTON; IWASAKI; GRIGORIADIS, 1997). Em Guo e Scherer (2018) é proposta uma

solucao exata de espaco de estados para o problema de projetar um controlador robusto
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de ganho programado com uma estrutura hierarquica e baseado em programacao semi-
definida. Em Veselya e Ilka (2015); Veselya e Ilka (2017) descrevem uma metodologia
para projetar controladores PI e PID gain scheduled robustos via BMI.

Baseado nos estudos anteriores, em (LLINS et al., 2017) apresentam uma metodologia
que considera o controle GS usando realimentacao derivativa com a possibilidade de alocar

os autovalores do sistema para um melhor desempenho.

A dificuldade de projetar controladores robustos gain scheduled usando LMI tem sido
pouco analisado na literatura e serviu de incentivo para a realizacao deste trabalho, que é
generalizar os resultados anteriores na sintese de controladores robustos considerando GS.
A motivagao foi desenvolver uma estratégia de controle que possa garantir a estabilidade e
o desempenho para sistemas sujeitos a parametros incertos e variantes no tempo, gerando
um mapeamento que preserva a convexidade original do problema. Ainda, consideram-se

novas técnicas de relaxacao para diminuir o conservadorismo.
Os objetivos deste trabalho sao:
e Projetar um controlador robusto usando realimentacao da derivada dos estados

através de solugoes menos conservadoras via LMI, além de analisar e comparar

resultados obtidos.

e Projetar um controlador GS usando realimentacao da derivada dos estados através

de solu¢des menos conservadoras, além de analisar e comparar resultados obtidos.

e Projetar um controlador GS usando realimentagao dos estados através de solucoes

menos conservadoras, além de analisar e comparar resultados obtidos.

e Projetar um controlador G'S robusto usando realimentacao da derivada dos estados,

além de analisar e comparar resultados obtidos.

e Implementar os projetos dos controladores G'S usando realimentagao da derivadas

dos estados.
A organizacao desta trabalho a partir deste momento:

e Capitulo 2: Apresenta a metodologia para o projeto de controle robusto via reali-

mentacao derivativa considerando novas solucées menos conservadoras.

e Capitulo 3: Mostra o desenvolvimento do estudo sobre o projeto de controle GS via

realimentacao derivativa, considerando novas solu¢des menos conservadoras.

e Capitulo 4: Apresenta a metodologia para o projeto de controle GS via realimenta-

cao de estados, considerando novas solu¢oes menos conservadoras.
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e Capitulo 5: Expoe a estratégia para o projeto de controle GS robusto via realimen-

tacao derivativa.

e Capitulo 6: Aponta as conclusoes e também algumas perspectivas para pesquisas
futuras. Apds, uma lista das bibliografias relacionadas diretamente e indiretamente

com o trabalho.
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2 CONTROLE ROBUSTO COM REALIMENTACAO DERIVATIVA: SOLUCOES
MENOS CONSERVADORAS

Nesta se¢ao, apresenta-se uma metodologia para sistemas lineares sujeitos a incertezas
politopicas, através da qual é possivel projetar um controlador robusto usando realimen-
tagao derivativa. Introduz-se um novo método via LMI para garantir estabilidade por
meio do Lema de Finsler para flexibilizar e obter solu¢des menos conservadoras. Utiliza-
se métodos disponiveis na literatura para realizar comparagoes numéricas. O seguinte

lema sera utilizado na demonstracao da metodologia:

Lema 2.1. Para cada matriz nao simétrica M(M # M7T), se M +M7T <0, entio M ¢é

invertivel.

Prova: Vide em Skelton, Iwasaki e Grigoriadis (1997). m

2.1 Projeto de controle robusto para sistemas lineares usando
realimentacao derivativa

Considere o seguinte sistema linear continuo incerto:

z(t) = A(a)z(t) + B(a)u(t),z(tg) = xo. (1)

Nesse sistema A(a) € R™™ ", B(a) € R™™ sao matrizes que representam a dindmica

do sistema incerto, x(t) vetor de estados e u(t) € R™ o vetor de entrada.

As matrizes A(a) e B(a) sdo representadas pela combinac¢iao convexa N vértices
conhecidos:
N
(A(@),B(a)) = @i(Ai, Bi),a € A (2)
i=1
sendo o um parametro invariante do tempo pertencente ao simplex unitario.

N
A:{QERN220&121,04i207i:1,...,]\7}. (3)
1=1
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Pode-se usar uma notacao compacta:
T
a=a; az ... an| .

Suponha que a matriz do sistema A(«) seja nao singular Abdelaziz e Valasek (2005b).

O objetivo é encontrar uma matriz constante K; € R™*", de modo que, a lei de controle:
u(t) = —Kgx(t), (4)

estabilize o sistema (1). A matriz (I + B(a)Ky) é suposta de posto completo para que o
sistema em malha fechada esteja bem definido. Entao, substituindo (4) e (1) no sistema,

em malha fechada, obtém-se:

i(t) = (I+ B(a)Kq) "' Aa)z(t), (5)

A andlise da fungao de Lyapunov (6) permite projetar o controlador que garanta a

estabilidade assintética para o sistema (1):

V(z(t)) =zt)" Pz(t) > 0,Va(t) #0 = P = PT > 0,P ¢ R™",
V(x(t) = &(t)T Px(t) +z(t)T Pi(t) < 0. (6)

O Lema 2.2 introduz novas variaveis auxiliares.

Lema 2.2 (Lema de Finsler). Considere # € R*", P(a) € R?"?" ¢ %(a) € R™?" sendo
B(a)t uma base para o espago nulo de %B(a) (em outras palavras B(a)%B(a)t =0).

Entao, as sequintes condigcoes sao equivalentes:
(@) #TD()W <0, YW #0, Bla)W =0,
(i) Bla): D(a)Bla)* <0,
(4ii)Ip € R : D(a) — pB(a)T B(a) <0,
(iv) 32 e R " : 9(a) + 2%(a) + B(a)T 2T <0,

sendo p e 2 sao varidveis extras (ou multiplicadoras).

Prova: Vide em Skelton, Iwasaki e Grigoriadis (1997). n

Este lema é muito 1util para desacoplar matrizes dependentes de parametros ou para
reduzir o nimero de LMIs no projeto de controle MOZELLI, PALHARES e AVELLAR
(2004).



2.2 Projeto de controladores robustos: solug¢oes menos conservadoras 25

2.2 Projeto de controladores robustos: solugcdes menos conser-
vadoras

Em Silva et al. (2012) é apresentada uma metodologia considerando as fungoes de
Lyapunov dependentes de parametros para diminuir o conservadorismo do projeto do
controlador, usando o relaxamento com o Lemma de Finsler. No entanto, uma tnica
matriz de Lyapunov foi usada, sendo que essa flexibilizacao promovida foi feita por meio
da adicao de diferentes variaveis extras. Na subsecao 2.2.1, sdo propostas condi¢oes mais

relaxadas para projetar o controlador (4).

2.2.1 Projeto de Controladores Robustos: estabilidade assintotica usando
variaveis extras

Teorema 1. Considerando A; invertivel, se a matriz simétrica definida positiva @) existe,

juntamente com as matrizes Z, X1 e Xo que satisfazem as sequintes desigualdades:

A XT+ X1 AT + 4,27 BT + B;Z AT * “0 )
Q+ X, AT — XT —Xo— X7 ’
1=1,2,...,N;
[ (A+A)XT + X0 (AT +AT)+ A, ZT BT « ]
+A;Z" Bl + B ZA] + B; ZA])
<0,

2Q + Xo(AT + AT) —2XT —2Xp—2X7 |

(8)
i=1,2,..  N—1j=i+1,2,.. N,

entdo o sistema (5) € assintoticamente estdvel dado pela matriz obtida em (9).
Kq=7Q . (9)

Prova: Suponha que (7) e (8) sejam factiveis. Multiplicando (7) por a? >0 e
somando em 4, desde i =1 a i =N, a;a; > 0 e (8), somando também desde ¢ =1, até
t=N—-1lej=i+1aj=N, e fazendo uso das seguintes propriedades:

N N N N-1 N
Daiy ai=Y ai+2) Y ay,
=1

i=1 j=1 i=1 j=i+1
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N—-1 N
ZaZZaJHR ZaHR +> > oy(HiRj+ HjR,)
=1 = 7j=1 =1 j=i+1
entao: N1
ZOPA QT+ > Z i (A:QT + A;QT) ZaZZa]A Q.
=1 j=i+41 i=1 =
Z&QA% Z Z a0 (QAT +QAT) Z%Z%QAT
=1 j=i+1 i=1 j=1
N—-1 N
ZaBZ—i—Z > wioy(BiZ;+ B;Z;) ZQZZCV]BZ
=1 =1 j=1+1 =1 =

ZazZTBT—i— Z Z ajo(t ZTBT+ZTBT ZaiZajZiTBjT.
i=1 j=i+1 i=1 j=1

N N
ZQQG—i— Z Z ;0 (2G) = ZaiZajG

i=1 j=1i+1 i=1 j=1
N N
Za2Q+ Z Z ;0 (2Q) ZaiZan.
i=1 j=i+1 =1 j=1
ZaQQT—i- Z Z ;0 2QT) ZaZZaJQT
=1 j=1+1 =1 j=1
Usando as defini¢des pode-se obter seguinte
Al)XT + X1AT () + A(0) ZT BT (o) + B(a) ZAT (a) *
<0, (10)
Q+ X AT () — X{ —Xo— X7
note que (10), pode ser decomposta da seguinte forma:
A(a)ZTBT (a)+ B(a)ZAT (o) X1
@Z B @+B@ZAT )« L%y
Q Onxn X2
A
() [ xT x7 ]<o.
_[T'LXTL

Utilizando o Lema 2.2, com
A(a)ZTBT () + B(a)ZAT (a) 9_ X
Q Onxn 7 X2 ’
‘%(a) = [AT(O‘) - nxn}7
T, - 1T i
e, portanto, %+ { X A(a)} , pré e pés multiplicando por ()™ e B(«a)~, sabendo
que B(a)PB(a)" =0, pode obter %’LT(a)@(a)%’l(a) < 0 a equivaléncia entre as restri-

¢oes do lema. Substituindo as matrizes, tem-se

D(a) =
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A()Q+ QAT () + A(a) ZT BT () + B(a) ZAT () < 0, (12)

sendo Q = P! e Z = K4Q. Colocando P~'AT(a) e A(a)P~'em evidéncia, tem-se:
A() P (I + B(o)Kq)" + (I+ B(a)Kq)P ' A" (a) < 0. (13)

De acordo com o Lema 2.1, segue que (I + B(a)Ky)P~' AT (a) é de posto completo, entdo
(I+B(a)Ky), P~' e AT(a) sdao de matrizes de posto completo, isso representa que sao
invertiveis.

Pré e p6s multiplicando (13) por P(I + B(a)Ky)™' e (I+ B(a)Ky)~ TP, tem-se

P(I+B(a)Kg) L A(e) + AT () (I + B(a)K4)TP <. (14)

Multiplicando (14) pela esquerda e direita por z7(¢) e z(t), respectivamente, levando-se

em conta a definigdo dada em (5), tem-se

it (t)Px(t) + 2T (t)Pi(t) <0, (15)

representando a derivada da funcao quadratica de Lyapunov, dada por

T (t)Px(t) > 0, (16)

para todo x(t) #0, P = PT > 0. ]

2.2.2 Projeto do Controlador: taxa de decaimentey

O Teorema 2 é proposto para garantir a estabilidade assintdtica do sistema (5) e
melhorar o desempenho da resposta transitoria. Baseia-se na taxa de decaimento Llins et
al. (2017). A taxa de decaimento v > 0 representada na Figura 1 pode ser obtida se as

seguintes condig¢oes forem satisfeitas
V(x(t) < =29V (x(t), (17)

considerando como candidata a funcio Lyapunov V (z(t)) = z(t)” Px(t) > 0, sendo V (x(t)) <
0 para todo z(t) # 0.
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Figura 1 - Regiao v para alocacao dos autovalores.

A Im (V)

«—>

v

Fonte: Silva et al. (2012)

Teorema 2. Considerando A; invertivel, v >0, se a matriz simétrica definida positiva Q)

existe, juntamente com as matrizes Z, X1 e Xo que satisfazem as sequintes desigualdades

matricials:

(A XT + X1 AT + A, 2T BT +
BiZAT +2vQ+2vZTBI +2vB; Z)

Q+ X AT — XT ~ Xy - XT
AN Onxn
+A;Z" Bl +B; ZAT+B; ZAT +49Q
+2vZT (Bl + B )+2v(Bi+B;)Z)
2Q+Xo(Al+AT) —2xT —2Xo—-2XT
ZT Bl +Z"B] Onxn

i=1,2,... . N—1j=i+12,...

<0,

<0,

(18)

(19)
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entdo o sistema (5) € assintoticamente estdvel com taza de decaimento maior ou igual que

v, dado pela matriz obtida em (20).

Ky=72Q " (20)

Prova: Suponha que (18) e (19) sejam factiveis. Multiplicando (18) por a? >0 e
somando ¢, de i =1 até i = N, a;a;>0 e (19), somando também de i =1,ai=N —1eem
=i+ 1 até j = N, aplicando o Complemento de Schur Boyd et al. (1994) e considerando

as propriedades definidas previamente, segue que

A()XT+X1AT () +A(a)ZT BT (a)+B(a) ZAT (a) *

Q+X2AT () - XT —Xo— X7
B(a)Z
D2 9001 ][ 2787 (0) On | <0,
O?’LX?’L
(21)
De (21), executando as operagoes entre as matrizes, segue
[ (A(a)XT + X, AT (o) + A(0) ZT BT () + « ]
B(a)ZAT (a) +2vQ +2vZT BT (o) +
2vB(a)Z +2vB()ZQ 1 ZT BT (a)) <0,
_ Q+ X, AT () - XT —Xo— Xy |
(22)
e, rearranjando a matriz em soma de matrizes e vetores, segue
(A(a)ZT BT (a) + B(a) ZAT (o) + 27Q+ *
2vZT BT (a) + 2yB(a)Z +2vB(a)ZQ 1 ZT BT () +
Q Oan
X1 T A(a) T T
< | AT(0) ~Lyen |+ S | x{ x§ | <o. (23)
Usando o Lema 2.2, com
(A(@)ZT BT (a) + B(a) ZAT (o) + 29 ZT BT (a)+ = x
() =] 29Q+2vB(a)Z+2vB(a)ZQ 1 ZT BT (a)) , 2= [Xll ,
2
Q Oan

%(Oé) = {AT(O‘) _Inxn:|a

T
e, portanto, B (a) = [[nxn A(cz)}, pre e pés multiplicando por e%’(oz)L e ,%’(oz)L,
sabendo que ()% (o)™ =0, pode-se obter %’LT(Q)Q(Q)%’L(Q) < 0 a equivaléncia entre
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as restrigdes do lema. Substituindo as matrizes, tem-se

A(0)Q+QA (a)+A(a)Z" BT (a)+ B(a) ZAT (a)+27Q
+2v2ZT BT (a) 4+ 2yB(a)Z +2vB(a)ZQ 1 ZT BT <0,

(24)
sendo Q = P!, Z = K,4Q. Colocando P~'AT(a) e A(a)P~! em evidéncia, tem-se
A(@)P Y I+ B(a)Kyg) T+ (I+B(a)Ky) P AT (a) +
(I+ B(a)Kg) P~ (2yP)P~ (1 + B(a)Ky) T < 0.
(25)
Pre e pés multiplicando (25) por P(I+ B(a)Ky)~! e (I+B(a)Ky)~ T P, tem-se
P(I+B(a)Ky) ' A(e) + AT (a)(I+ B(a)Ky) TP +2yP < 0. (26)

Multiplicando (26) pela esquerda e direita por 27 (t) e x(t), respectivamente. Substituindo
(5), tem-se

iT () Px(t) + 2T (t)Pi(t) < —2yaT (t)Px(t), (27)

representando a derivada da fun¢do quadratica de Lyapunov, limitada pela taxa de de-

caimento, dada por

T (t)Px(t) > 0, (28)

para todo z(t) # 0. E assim, P = PT > 0. ]

2.2.3 Projeto do Controlador Robusto: estabilidade assintética usando
multiplas variaveis extras

O Teorema 3 é proposto para garantir a estabilidade assintética do sistema (5),

reduzindo o grau de conservadorismo em relagao as metodologias anteriores.

Teorema 3. Considerando A; invertivel, se a matriz simétrica definida positiva Q) ex-

iste, juntamente com as matrizes Z, X1; € Xo; que satisfazem as sequintes desigualdades
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matriciais:
Ai XY+ X1,AT + A, 2T Bl + B, Z AT * <0 (20)
Q+X2z‘A?—X1T¢ _X2i_X2Ti ’
N
(A XT; + A XT + X1, AT + % ]
X AT+ AiZTB] + A; 2T Bl +
BiZAT + B; ZA])
<0,
(2Q+X21A?+X2JAZT_ _X2i_X2j_X2Ti_ng
i Xt = x15) ]
(30)
1=1,2,.... N=-1,7=t+1,2,...,N,
entdo o sistema (5) € assintoticamente estdvel dado pela matriz obtida em (31).
K;=72Q % (31)

Prova: Considerando as propriedades definidas previamente em conjunto com as

propriedades declaradas a seguir,

N N-1 N N N
Za?Xlﬁ— Z Z aiaj(X1i+X1j):ZaiZanli-
1=1 =1 j=i+1 1=1 7=1
N N-1 N N N
ZO&%XQZ‘-F Z Z aiaj(X2i+X2j):zaizan2i~
i=1 i=1 j=it1 =1 =1
N —_ N—-1 N T T N N T
DaiXi Y D (XX ) =) @iy a;Xy
i=1 i=1 j=it1 =1 =1
N 5T N-1 N T T N N T
doaiXy i+ Zaiaj(X2i+X2j):ZaiZan2iv
i1 i=1 j=it1 =1 =1

utilizando os seguintes vetores e matrizes

P(a) = A(a)ZTBT () + B(a)ZAT (o) 92— X1 () ’
Q Onxn X2(04)

'93(05) = [AT(O[) - nxn}7

entao, a prova do teorema segue os mesmos passos apresentados no Teorema 1.
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2.2.4 Projeto do Controlador Robusto usando multiplas variaveis e taxa
de decaimentoy

O préximo teorema é proposto para garantir a estabilidade assintotica do sistema
(1) e melhorar o desempenho da resposta transitéria, como definido no Teorema 2, mas

também adicionar variaveis para reduzir o conservadorismo.

Teorema 4. Considerando A; invertivel, v > 0, se a matriz simétrica definida positiva

existe (), juntamente com as matrizes Z, X1; e Xa; que satisfazem as sequintes desigual-
dades:

B;ZAT +2vQ+2vZT Bl +2vB;2)

L ZTBZT Oan _QQ’}/ |
(32)
1=1,2,...,N;
(AT A XT 4 X0 AT + X7 + 4,27 B + . ]
A;ZTBl + BiZAT + B; ZAT +4vQ+
2vZ7(B] +BT) +2v(B; + B;) Z)
<0,
2Q+X2iAJT+X2jAz‘T_X1Ti_X1Tj —Xo; — Xo;j —XQTi—XQTj *
TRT T RT Q
Z'B; +2 Bj Onxn ——
) v
(33)

i=1,2,....,N—1,j=i+12,....N,

entdo o sistema (5) € assintoticamente estdvel com taza de decaimento maior e igual que

v, dado pela matriz obtida em (34).

Ky=7Q % (34)
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Prova: Usando as propriedades previamente definidas e considerando os seguintes
vetores e matrizes:
(A(@)ZT BT (a)+B(a)ZAT (a)+ 2vZT BT (o) =
P(a)=| +29vQ +2yB(a)Z+2yB(a)ZQ 1 ZT BT (a)) , D= {

Q Oan

X1<Oz)
XQ(OZ) ’

B(a) = [AT(a) —Loxn),

entao, a prova do teorema segue os mesmos passos apresentados no Teorema 2. |

Na secao 2.3, verifica-se a eficiéncia das metodologias propostas. Um exemplo serd

usado para comparar esta nova metodologia com outras metodologias da literatura.

2.3 Exemplo numérico: analise de factibilidade

Considere um sistema linear incerto (1) representado pelos seguintes vértices do poli-

topo
01 —98] 10]
A= , B1= ;
11 10 10
 og o
11 10 10

Considere uma variacao paramétrica entre os intervalos —20 < &; <75 e 20 < & <110
com um passo de 3. A regiao de factibilidade foi construida para analisar e comparar as

metodologias propostas nos Teoremas 1, 3 e Teorema apresentado em Silva et al. (2012).

Na Figura 2 é representada a regiao de factibilidade construida pelos pontos factiveis
do Teorema Silva et al. (2012), 1 e 3.

Pode-se observar que os pontos de factibilidade dos Teoremas 1 e 3 sdo mais significa-
tivos que do Teorema de Silva et al. (2012). Na Figura 8 mostra-se a regiao de factibilidade
construida considerando a taxa de decaimento v =0.98. Nesse caso o Teorema de Silva et
al. (2012) apresentou menos pontos de factibilidade que os conseguidos pelos Teoremas 2
e 4.

Em Silva et al. (2012) é apresentado um método adicionando um pardmetro para
relaxar ainda mais as solugdes. O parametro permite eliminar o limite de = inerente
ao Teorema anterior de Silva et al. (2012). Contudo, os resultados observados foram

semelhantes aos apresentados anteriormente.
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Figura 2 - Projeto do

Controlador com Teoremas Silva

et al. (2012) (x), 1 (x,00), 3 (x,00,0).
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Figura 3 - Projeto do Controlador com Teoremas Silva et al. (2012) (x), 2 (x,0J),
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Fonte: Resultados do préprio autor
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(x,00,0) com

v=0,98.
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Na sequéncia, sao apresentados os resultados comparativos considerando o Lema da

Projecao Reciproca.

2.3.1 Comparacéao entre Lema da Projecédo Reciproca e Lema de Finsler

Em Silva et al. (2011a), foi utilizado o Lema da Projecao Reciproca para obter

solugoes menos conservadoras do que Faria et al. (2009¢).

As figuras 4 e 5 mostram andlise de factibilidade entre a estratégia usada em Silva

et al. (2011a), Teoremas 3 e 4, sendo que os Teoremas 3 a 4 obtiveram maior regido de
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factibilidade que a estratégia usada em Silva et al. (2011a).

A Figura 4 representa a regiao de factibilidade constituida pelos pontos factiveis do

Teorema Silva et al. (2011a) e Teorema 3.

Figura 4 - Projeto do Controlador com Teorema Silva et al. (2011a) (x) e Teorema 3 (x,0J).
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Fonte: Resultados do proéprio autor

A Figura 5 apresenta a regiao de factibilidade construida pelos pontos factiveis do

5.

Teorema Silva et al. (2011a) e Teorema 4 considerando uma taxa de decaimento -y

Figura 5 - Projeto do Controlador com Teorema Silva et al. (2011a) (x), Teorema 4 (x,[J) com

v =3.
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Note-se que os métodos propostos apresentaram uma maior regiao de factibilidade

do que os apresentados em Silva et al. (2011a).
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2.4 Conclusdes parciais

Nesta secao propds-se uma metodologia utilizando variaveis multiplicadoras ou de fol-
gas para projetar o controlador robusto considerando realimentacao derivativa lancando.
A nova estratégia permitiu relaxar e obter solugdes menos conservadoras. O exemplo
numérico mostrou resultados menos conservadores, quando comparado com métodos ap-
resentados na literatura. A metodologia desenvolvida serve como via para a construgao
de uma estratégia diferente para projetar um controlador gain scheduled, usando reali-

mentacao derivativa, que sera abordado no proximo capitulo.
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3 CONTROLE GSUSANDO REALIMENTCAO DERIVATIVA

Nesta secao, serao desenvolvidas estratégias de controle gain scheduling menos con-
servadoras, considerando os passos apresentado na secao anterior. As novas metodologias
serdo testadas e comparadas com a literatura existente. O estudo realizado representa um

passo significativo na area de controle gain scheduling usando realimentacao derivativa.

3.1 Projeto de control&S para sistemas lineares usando reali-
mentacao derivativa

Considere o seguinte sistema linear continuo:
#(t) = Aa(t))x(t) + Bla(t))u(t). (35)

Nesse sistema A(a(t)) € R™*", B(a(t)) € R™™ sao matrizes que representam a dindmica

do sistema, z(t) o vetor de estados e u(t) € R™ o vetor de entrada de controle.

As matrizes A(a(t)) e B(«a(t)) sdo representadas pela combinagao convexa de N

vértices conhecidos:
N
(Ala(), B(a(t)) = D_alt);(Ai, Bi),a(t) € A, (36)
i=1
sendo «a(t) um pardmetro variante do tempo pertencente ao simplex unitério.
N
A=Sa) eRY : Y a;(t) =1,0;(t) > 0,i=1,...,N ;. (37)
i=1
Ou de forma compacta:
T

a(t) =[aq(t) ao(t) ... an(t)]

Suponha que a matriz do sistema A(a(t)) seja ndo singular Abdelaziz e Valasek

(2005b). O objetivo é encontrar matrizes constantes Kgi € R™*" de modo que, a lei de
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controle
u(t) = —Kq(a(t))x(t), (38)
sendo N
Ky(a(t)) = Zai(t)Kdi,Ozi(t) >0,i=1,...,N, (39)
=1

estabilize o sistema (35). A seguinte matriz (I + B(a(t))Kg(a(t))) é assumida de posto
completo para que o sistema em malha fechada esteja bem definido. Entao, substituindo

(38) em (35), o sistema em malha fechada é obtido fazendo

(1) = A(a(t))z(t) = Bla(t)) Ka(a(t))2(t) <=
i(t) = (I+ B(a(t)) Ka(a(1)) "  Ala(t)z(t). (40)

Em Llins et al. (2017) foram apresentadas LMIs que definem o projeto dos con-
troladores via Lema 2.2. Esse lema garante a relaxacao do conjunto de LMIs devido a

desassociacao de matrizes ou a redugao do niimero de LMIs em projeto de controladores
MOZELLI, PALHARES e AVELLAR (2004).

Usando as definigbes e os itens 7), iv) do Lema 2.2, no Teorema 5 sdo propostas

condigoes suficientes para que o sistema (40) seja estabilizavel Llins et al. (2017).

Teorema 5. Se existirem uma matriz simétrica positiva definida G € R™™ ™, matrizes
Z; € R™ M e ) € R™™ tais que:

AQT+QAT  G+QAT —QT - B,z

<0, (41)
* QT -B;Z;—Q—7zI'Bl

i=1,2,...,N.

AiQT+A;QT + QAT + QAT 2G+ QAT + QAT —2Q" — BiZ; — B, Z;

<0, (42
* —2Q" - BiZ; - B;Z; —2Q - 7z} B} — Z] B} (42)

i=1,2,....N—1;j=i+1,...,N,

entao o sistema (40) é estabilizavel e as matrizes dos vértices do controlador podem ser
dadas por:
Kai=7iQ7 " (43)

Prova: Vide em Llins et al. (2017). ]
Continuando a mesma linha de pesquisa , porém, considerando a busca de solu¢ées menos

conservadoras, desenvolveu-se uma nova metodologia utilizando o Lema 2.2.
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A anélise da funcao de Lyapunov (44) permite projetar o controlador que garanta a
estabilidade assintética para o sistema (40):
V(x(t)) = 2(t)T Pa(t) > 0,Yz(t) #0 = P = PT > 0,P ¢ R"*",
V(x(t) = &(t)T Px(t) +z(t)T Pi(t) < 0. (44)

Teorema 6. Considerando A; invertivel, se a matriz simétrica definida positiva ) ex-

iste, juntamente com as matrizes Z;i, X1 e Xo que satisfazem as sequintes desigualdades

matriciais:
A XT+ X AT + A, Z" BT + B; Z; AT
1 +X14; + i b + i * <O, (45)
Q—I—XQAZT—X? —XQ—XQT
i=1,2,...,N;
[ (24 + A)NXT + X1 (2AT + A7)+ A, 2T BT + 4,27 B + * _
AjZ?B?+BiZiA?+BiZjA?+BjZZ'AZT)
<0,
I 3Q+ Xo(2AT + AT) —3X{ —3Xs—3X] |
(46)
i#4i=1,2,...,Nj=1.2,... N,
[ ((24i +24; +2A,) XT + X1 (2AT +2AT +2AT) + A, ZT Bl + % |

AZIBY + A 2T Bl + A; 2T BY + Az BT + A,z BF +
BiZj AL + BiZ, AT + B; Z; AT + B; Z, AT + By Z; AT +
By.Z; AT) <0,

Q+ Xo(2AT +2AT +2A]) — XY —Xo— X7 |
(47)

it i#ki=12..N,j=12,... Nk=12,... N,

entao o sistema (40) € assintoticamente estdavel dado pela matriz obtida em (48).

Kg=27Z:Q7 L. (48)



3.1 Projeto de controle GS para sistemas lineares usando realimentagdo derivativa 40

Prova: Para simplificar nas demostragoes utilizou-se a seguinte notac¢ao «(t) = a.
Agora, suponha que as condicoes (45), (46) e (47) sejam factiveis. Multiplicando-as por
a§'>0, a?aj>0 e ajajay >0, somando por i =1l atéi=N,i=1ei#jatéi,j=N,
t1=1lei<jej<katét,j k=N, considerando as seguintes propriedades:

N N N N
Za +3ZZO¢ i+ iy ag > ap= (3 0i)’,
1=147#£j =1 i<j j<k i=1
N N N N N N
ZO&?HZ'L—FZZOA?O(]'(HZ‘L-FHiL-FHjL)+ZO&¢ZO@‘ Zak(HiL+HjL+HkL)
i=1 i=1i#j =1 i<j j<k
N
= (3 i)’ (HiL
i=1
N N N N N N
Z Of?HZTZTl + Z Z a?aj(HiTiTj + HZTJTZ + H]TLTZ) + Z o ZO{j Z Ozk(HiTka—l—

i=1 i=1i#j i=1  i<j j<l~c

HiTij+HjﬂTk+HkaTi+HkﬂTj—|—HijT ZO&Z HTT

Sabendo que Zi]il a;H; = H(«) e aplicando, em alguns casos, a propriedade definida em
(37), obteve-se

A()XT + X1 AT () + A(a) ZT (o) BT (o) + B(a) Z (o) AT () * <0 (49)
Q+ X2AT (o) — XT —Xo— X7 '
O restante da demonstracao segue diretamente da demonstracdo do Teorema 1. |

3.1.1 Projeto do Controlador: taxa de decaimentoy

O Teorema 7 é proposto para garantir a estabilidade assintética do sistema (40) e mel-
horar o desempenho da resposta transitéria. Baseia-se no teorema da taxa de decaimento

caracterizada por Llins et al. (2017).

Usando as definigdes e os itens 7), iv) do Lema 2.2, no Teorema 7 sdo propostas
condigbes suficientes para que o sistema (40) seja estabilizavel com taxa de decaimento

v > 0.
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Teorema 7. Se existirem uma matriz simétrica positiva definida G € R™ "™, juntamente

com as matrizes Z; € R™M*™ e Q) € R™ "™ tais que:

MG+ AQT +QAT  G+QAT —QT - Bz
* ~-QT-B;Z;—Q—-z!I'B!

G AQT+ A;QT + QAT + QAT 2G + QAT +QAT —2Q7 -

BiZ; — B, Z;

* —2Q" - B;Z; — B; Z; — 2Q—
ZiTBjT — ZJ-TBZ-T

<0

?

(50)

i=1,2,....N—1;j=i+1,...,N.

entio o sistema (40) é estabilizdvel, com taza de decaimento maior ou igual d 7, e as

matrizes dos vértices do controlador podem ser dadas por:

Kai=2Q~".

Prova: Vide em Llins et al. (2017).

Mantendo a mesma linha de pesquisa com objetivo de diminuir o conservadorismo das

solugoes, propode-se uma metologia diferente utilizando o Lema 2.2.

(52)

Teorema 8. Considerando A; invertivel, v >0, se a matriz simétrica definida positiva ()

existe, juntamente com as matrizes Z;, X1 e Xo que satisfazem as sequintes desigualdades:

(A XT + X, AT + A, ZT BT + Bi Z; AT+ x « ]
29Q+2vZTiBl +2vB,; Z;)
Q+ X AT — xT “X,-xP o« |<0 (53)
zI'Bf Oen =2
2y

1=1,2,...,N;
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(A +A)XT + X1 (2AT + AT) + AiZ] BT + * x ]
AiZI Bl + A; 2] Bl + BiZ; AT + B; Z; AT +
B; Z; AT +64Q +2v(Z] Bf + ZI B + Z] B )+
2v(B;Zi + BiZ;j + B;Z;))
<0,
3Q+Xo(2AT + AT) —3XT —3X,-3X]
zIBI' +zI BT + ' BF 0 39
i i P4 i 5 j i nXxn Q,Y ]
(54)
i#ji=1,2,...,N,j=1,2,..., N,
((24; +24; +2A,) X{ + X1 (2AT +2AT +24A]) * %]

+AiZ] Bl + AiZ B + A; Z] Bl + A; Z] Bl +
Azl Bl + A Z] Bl + B Z; Af. + Bi Zy A +
(2] Bl +Z]' Bl + 2] Bl + zI' Bl + Z] B + Z] B] )+

2'7(BZ'Z]' + BiZy +BjZi +BjZk + B Z; —I-Bij)) <0,
Q+X2(2A] +2AT +-2A]) - X{ “Xo— XTI o«
T RT T RT T RT T RT T RT T RT _Q
i Z; Bi +7; B +7Z; B +7Z; B + 7}, B + 7}, B, Onxcn ? |
(55)
i#4,j#ki=12,... Nj=12,...,N,

entio o sistema (40) € assintoticamente estdvel com taxa de decaimento maior ou igual

que 7y, e 0s vértices do controlador sao dados em (56).

Kg; = ZiQ_l. (56)

Prova: Usando as propriedades previamente definidas e considerando os seguintes
vetores e matrizes:
(A(0)ZT ()BT (a) + B(a) Z () AT (o) +2vZT () BT () X
P(@)=|  +29Q+2yB(a)Z +2yB(0)Z(0)Q 127 BT (a)) , 2= [ ]
Q Onxn
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B(a) = [AT(a) —Lnxn),
entdo, considerando Kg(«) = Zi]\il a; K41 a prova do teorema segue os mesmos passos ap-

resentados no Teorema 2. |

A metodologia propde uma regiao de factibilidade maior construida a partir da in-
sercao da varidaveis multiplicadoras ou de folga. Na sequéncia, serd utilizado a mesma
concepcao, mas tenta-se adicionar multiplas variaveis extras, tratando-as como depen-

dentes do pardmetro «(t).

3.1.2 Projeto de controleGS estabilidade assintética usando multiplas
variaveis extras

O Teorema 9 é proposto para garantir a estabilidade assintética do sistema (40),
reduzindo o grau de conservadorismo em comparagao as proposicoes apresentadas ante-
riormente neste capitulo. A diminui¢do do conservadorismo foi alcancada utilizando um

maior nimero de variaveis de folga.

Teorema 9. Considerando A; invertivel, se a matriz simétrica definida positiva () existe,

juntamente com as matrizes Z;, X1; e Xo; que satisfazem as sequintes desigualdades:

AiXT + X1, AT + A, 2 BT + B, Z, AT *

<0, 57
Q‘FXQZ‘A?_XlTZ' —X2i_X2T@' ( )

i=1,2,...,N;

X1; A + Azl B + A; 2 BT +
BiZ;AT + B; ZA])
<0,

(BR+X7T AT+ XT AT + X7 AT - —2Xy; — Xo; —2X3 , — X7,

2

2X1‘Fi_X;‘Fj)

(58)

i£ji=12.. Nj=12.. N
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(AXT, + AiXT  + A XT + A X+ *
AR X+ ApXT  + X1 AT + X1 AL+
X AT + X1 AL + X1, AT + X1, AT +

AiZI Bl + A Z] Bl + A; Z' Bl + A; Z] Bl +

Az Bl + ArZ] Bl + B Z; A + Bi Zy AT +

<0,
B; Z;Af + B Z, AT + B, Zi AT + B Z; AT)

Q—i—XQzAf+X2iA;;F+X2jAZT+X2jAZ+ —2X9; —2X9; —2Xo,—
Xop Al + Xop AT — XT 2Xx1, —2x7; —2x7,

(59)

i#4,j#ki=12,... Nj=12,...,N,

entao o sistema (40) é assintoticamente estdvel e os vértices do controlador sao dado pelas
matrizes obtida em (60).

Kgi = Z;Q7". (60)

Prova: Considerando as propriedades definidas previamente utilizando os seguintes

vetores e matrizes

P(a) = A(a)ZT(a)BT(a)—l—B(a)Z(a)AT(a) * 9 X1 ()
Q Onxn ’ XQ(O-’) 7

%(Oé) = [AT(Q) - nxn}a
entdo, considerando Ky(a(t)) = SN, a;(t)Kyi a prova deste teorema segue os mesmos

passos apresentados no Teorema 1. [ |

3.1.3 Projeto de controle GS: usando multiplas variaveis e taxa de decai-
mento -~y

O Teorema 10 é proposto para garantir a estabilidade assintdtica do sistema (40)
e melhorar o desempenho da resposta transitéria e também adicionar variaveis de folga

para reduzir o conservadorismo.

Teorema 10. Considerando A; invertivel, v >0, se a matriz simétrica definida positiva
Q existe, juntamente com as matrizes Z;, X1; e Xo; que satisfazem as sequintes desigual-

dades matriciais:
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(A4 XT + X1, AT + A, 2T BT + x .
B Z; AT +2vQ+2vZF BF +2vB; Z;)
Q+ X, AT~ X7, SO ST
Q
I ZL B Do 7oy |
(61)
1=1,2,...,N;
(AXT, + AXT + A XT + X0, AT + * ]
X1, AT + X, AL + AiZ] B] + A Z] Bl +
A;Z' Bl + BiZ; AT + B; Z; Al + B; Z; AT +
6Q+2v(Z/ Bl + Z] B} + Z] B )+
2v(BiZi+ BiZ;j+ B;Z;))
<0,
3Q+ Xo AT + X AT + Xoj AT —2XT, —2XT,  —2Xo; — Xpj—  *
27, - X7,
ZTBT+ZTBT+ZTBT 0 _3Q
I i Di i Dj j i nxn %
(62)
1#5,1=12,....N,7=1,2,....N,
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(AXT; + AXT  + A XT + A X + * *
AR X+ ApXT  + X1 AT + X1 A+
X1 AT + X1 AL + X1 AT + X, AT
+AZ] Bl + A Z B + A; ZI Bl + A; Z] Bl +
Azl Bl + A, Z] Bl + B Z; Al + Bi Zy AT +
B, Z; Al + B; Zy AT + By Z; AT + By Z; AT +7Q+
2y(ZF B + ZzT Bf + 2T Bf + Z BT + ZI BT )+

2v(BiZj+ BiZy + B;j Z;+ Bj Zy + Bx Z; + By Z;)) <0,
Q+ X AT + Xo, Al + Xo; AT+ —2X5; —2X9;— %
Xoj; AL + Xop AT + Xop AT —2XT 2Xoy, —2X7 . —
2x{; —2xT, 2X3; —2X7,
zI'BI'+ zI'Bl + zI' B + ZzI'Bl' + ZF Bl + ZI BT Onxn _252

(63)
i#§,j#ki=12... Nj=12.. N,

entdo o sistema (40) é assintoticamente estdvel com taza de decaimento maior ou igual a

v, e 0s vértices do controlador sao dados por (64).

Kgi = Z;Q7 " (64)

Prova: Usando as propriedades previamente definidas e considerando os seguintes

vetores e matrizes:

(A(@)ZT ()BT (a) + B(a) ZAT (@) +2vZT () BT (o) {
, 2=

1T T Xi(a)
P(a)=| +29Q+2vyB(a)Z+2yB(a)ZQ 1 ZT ()BT () ;
Xa(a)
Q OTLXTL
'%(O‘) = {AT(Q’) - nxn}a
entao, a prova do teorema segue os mesmos passos apresentados no Teorema 2. [

Nesta subsecao, desenvolveu-se uma teoria de sistema de controle para diminuir o
conservadorismo. Existem varios métodos de transformacao que podem prover resultados
interessantes quanto ao nimero de solugoes factiveis. O Lema da Projecao Reciproca
permite adicionar variaveis de folga para o relaxamento das solu¢oes. Essa ferramenta

sera utilizada para elaborar uma nova metodologia.
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3.2 Projeto de controléSusando realimentacéo derivativa: Lema
da Projecéo Reciproca

Nesta subsecao, procura-se uma solugao para o problema de realimentacao derivativa
com controladores GS objetivando-se ampliar a area de factibilidade em relagdo a outras
metodologias ja existentes na literatura. Emprega-se o Lema da Projecao Reciproca como
ferramenta til de insercao variaveis de folga para busca de resultados interessantes que

permitam realizar um analise comparativo de factibilidade com outras metodologias.

O objetivo é garantir um controlador que assegure a estabilidade do sistema descrito
em (40) para cada ponto de operagdo. Na determinacao das LMIs para projetar os

controladores fol necessario utilizar o Lema 3.1.

Lema 3.1. (Lema da Projecao Reciproca) Sendo Y definida positiva,
U+ S+5T <o,

A LMI abaizo € factivel em relagio a W,

U+Y -W+wh)y sT+wT

<0,
S+W -Y

Prova: Vide em Apkarian, Tuan e Bernussou (2001). m

O Lema 3.1 facilita uma expansao no espaco das dimensoes tanto em termos de restri-
¢oes como de varidveis Apkarian, Tuan e Bernussou (2001), permitindo uma flexibilizagao

das solucgoes.

3.2.1 Projeto de controleGScom condi¢cao de estabilidade

Utilizado o Lema 3.1, propoe-se o seguinte teorema baseado no teorema apresentado

em Silva et al. (2011a), para garantir a estabilidade assintética do sistema (40).

Teorema 11. Considerando que A; = A; L se existirem wma matriz simétrica definida

positiva P, as matrizes Z; e G satisfazendo as sequintes restricoes:

—(GT+@) * ok
AG+A;BiZi+P —P =« |<0, (65)
G 0 —P
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-3(GT+G) *
A 3P % |<0, (66)
3G 0 =3P

A= (24;+ Aj)G+ A;B;Zi + A;B; Zi + A; Bi Z; + 3P.

i;&j7i7j:1727"'7N7

—6(GT+G)  * *
r 6P % |<0, (67)
6G 0 —6P

I'= (21‘11 + 21‘1]' + QAIC)G—FAZ'B]'Z]C —l—ginZj +AjBiZk +AjBkZi —{—ﬁkBiZj—F
AyB;Z; +GP.

i%jvj#kvivjak:]-,z,...,]v’

entdo o sistema (40) € assintoticamente estdvel com as matrizes de vértices dos contro-
ladores obtidas em (68).
Ky =7Z;G7 L. (68)

Prova: Suponha que as condicoes (65), (66) e (67) sejam factiveis. Utilizando as
propriedades prévias que definem os polindmios em termos dependentes do parametro.
Multiplicando (65), (66) e (67)s por a3 > 0, afa; >0 e xa;ajar >0 e somando por i = 1
atéi=N,i=1lei#jatéi,j=N,i=1lei<jej<katéijk=N, obteve-se

—(GT+G) * *
A(a)G+A(a)B(a)Z(a)+P —P =« |<0. (69)
G 0 —-P

A equivaléncia Z(a) = K(a)G e usando a forma dual A(a)+ A(a)B(a)K(a)—
(A(a)+A(a)B(a)K ()T, aplicando o complemento de Schur Boyd et al. (1994) em (69),

obteve-se

GTP1G—(GT+@G) | _y (70)
(A(a)+A(0)B(a)K (a))'G+P —P|
substituindo G =W e P71 = Q tem-se
wTQw-t—(w-T4+w-1) 1y (1)
(A(a)+ A(a)B(a)Ky()'W-t+P —P '
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Multiplicando a esquerda e direita por diag(W?™,1I) e diag(W,I), respectivamente obteve-
se
Q- (W+wT) *

(A(0) + A() B@)Ka())T + PW —P| =" (72)

Agora, substituindo P = Q~!, multiplicando a esquerda e direita, respectivamente, por
diag(1,Q) e diag(l,Q) tem-se

(73)

i Sl o
Q(A(a)+A(a)B(a)Kgq(a)T+W —Q|

Aplicando o Lema 3.1, definindo como U = 0,,x, Y = Q e S = Q(A(a) 4+ A(a) B(a) Kg(a))7,

chega-se a seguinte restri¢ao
A(Q)(I+B(a)Kq()Q+Q(I + B(a)K4(a))T AT < 0. (74)

Considerando A(a) = A=) e A(a)” = A~T(a). Multiplicando a esquerda por A(a) e
direita por AT (a) tem-se

(I+ B(a) Kg(e)) QAT (o) + A()Q(I + B(er) Kg(er))" <0, (75)

substituindo @ = P~! e multiplicando a esquerda e direita por P(I 4+ B(a)Kg(a))~! e
(I 4+ B(a)K4(a))~T P, respectivamente obteve-se a seguinte desigualdade

AT () (I 4+ B(a)Kq(a)) TP+ P(I+ B(a)Kg(a)) "t A(a) < 0. (76)
Multiplicando a esquerda por 27 (t) e a direita por z(t), tem-se
2T (AT (@) (I + B() Kq(a)) T Pa(t) + 27 (1) P(I+ B(a) Kq(a)) "t A()z(t) < 0. (77)
Considerando (40) em malha fechada e substituindo, tem-se
T (t)Px(t) + 2T (t)Pi(t) <0, (78)

representando a derivada da funcao quadratica de Lyapunov, que integrando chega-se a
desigualdade dada em (79)
T (t)Px(t) > 0, (79)

para todo z(t) # 0, é assim, P = PT > 0. Entao estd demonstrado o Teorema 11. n
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3.2.2 Projeto de controleGS com condicao de estabilidade considerando
taxa de decaimento

Em busca de uma resposta transitoria mais rapida considerou-se um valor constante
real v > 0, que impoe uma limitante inferior a taxa de decaimento do sistema (40), con-
forme retratado na Figura 1. As condigdes de sintese para o controlador, levando em
consideracao esta imposicao, derivadas segundo o uso do Lema da Projecdao Reciproca sao

apresentadas no Teorema 12.

Teorema 12. Sendo um valor constante real de v > 0 e considerando que A; = Ai_l, se
existirem uma matriz simétrica definida positiva P, as matrizes Z; e G satisfazendo as

sequintes restricoes:

—(GT+@) * * ]
/LG—F/LBZ'ZZ'—FP —-P * *
~ ~ P <0, 80
A,G+ A;B; Z; 0 — =« ( )
2y
_ G 0 0 -P
i=1,2, ..., N;
—3(GT+G) * -
11 —3P * *
P <0, 81
A1 0 —-3— * (81)
2y
3G 0 0 -3P
Iy = (24; + A;))G+ A;B; Z;+ A;B; Z; + A; B; Z; + 3P.
A= (21‘~1i—|—ﬁj)G—|—f~1jBiZi —l—/NliBjZi—l—fLBiZj.
i#]7i’j: 172""7N’

* k
* k
P <0,
—3— *
Y
0 —6P_

Il = (QfL + QAJ' + ng)G—i- AZ’BJ'Z]C + fL‘Bij + /NljBiZk + /NljBkZi + IZI]ng’Zj“r‘

AxB;Z; +6P.
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AQ = (2111 + 211]' + ng)G—l— AiBjZk + AinZj + /NljBiZk + /NljBkZi —f—AkBiZj—f-
AxB;Z;.

i#7,j#ki,j,k=1,2,... N,

entio o sistema (40) € assintoticamente estdvel dado as matrizes dos vértices do contro-
lador obtidas em (82).
Kg; = Z;GL. (82)

Prova: Suponha que as condigoes (80), (81), (12) sejam fativeis. Multiplicando-as
pelaa?>0, 042204]->Oea¢04jak>Oesomandoporz':1atéi:N,izlei;&j atéi,7 =N,
1=1leit<jej<katéi,j k=N eusando as propriedades definidas anteriormente, além
da definigao (37) obteve-se

—(GT+@G) * % *
A +A@B@Z@+P P« x| .
A(@)G+A(0)B(a)Z(a) 0 _; L |0 (83)
G 0 0o -P

Transformando a equivaléncia Z (o) = K4(«)G, usando a forma dual A(a)+ A(a)B(a) K4(«)
—(A(a)+ A(a) B(a)K4(a))T e aplicando o complemento de Schur Boyd et al. (1994), em
(83) obteve-se

GTP~1G—(GT+G) x %
(@) + A@B@KA) G +P —P + | <, (34)

(A(0) + A0) Be) Kala))'G 0~

Aplicando-se, novamente, o complemento de Schur Boyd et al. (1994), tem-se

(NGT(fT(a) +A() B(a)Ka(@)2yPH(A(a)+ =
A(@)B(a)Kq()TG+GTP7IG - (GT +@)) o (85)
(A(a)+ A(@)B(a)K (2))TG + P s

Substituindo G = W~ e P~! = @, multiplicando a esquerda e direita por diag(W?',I) e

diag(W, ), respectivamente obteve-se

(A(@)(I + B(@) K4())29Q(I + B(a) Kqg(a))"AT (a) 4

Q=W+ W) <0, (86)

(A(@)+ A() B(a) Kg())" +Q'W -P
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Substituindo Q! = P, e multiplicando a esquerda e direita por diag(l,Q) e diag(I,Q),

respectivamente tem-se

(A(@)(I + B() K4())20Q(I + B(a) Kq(a)) " AT (a) 4

Q- (W= W) * | <o (87)

Q(A() + A(a) B(a) K ()" + W —-Q

Aplicando o Lema 3.1, definindo como ¥ = A(«) (I + B(a) Kg(a))2vQ(I + B(8) Kq(a))T AT (a),
Y=QeS=Q(A(a)+A(a)B(a)Ky(a))T, chega-se a seguinte restricio

A(@)(I+ B(a)Ka(@)Q + QI + B(a)K ()" AT (a) + A(a)(I + B(a) Ka(a))27Q

- (88)
(I+ B(a)Ka(a)" AT (a) <0,

considerando A(a) = A~ Ha) e A(a)T = AT (). Multiplicando a esquerda por A(a) e
direita por AT (a) tem-se

(I +B(a)Kq()) QAT () + A(a)Q(I + B(a) Ka(a))" + (I + B(a) K4())27Q

(89)
(I+ B(a)K4(a))T <0.

Substituindo @ = P! e multiplicando a esquerda e direita por P(I + B(a)K(a))™! e
(I 4+ B(a)K4(a))~T P, respectivamente obteve-se a seguinte desigualdade

AT(0)(I+B(a)K4(a)) TP+ P(I+ B(a)Kq(a)) tA(a) + 2P < 0. (90)
Multiplicando a esquerda por 27 (t) e a direita por z(t), tem-se

z! (AT (@)(I + B(a)Ka(e)) " Pa(t) + 2" (t) P(I + B(a)Ka(a)) " Ala)z(t)+

(91)
2yxT (t) Pz (t) < 0.

Considerando a equagao (40), tem-se
T T : T
() Px(t)+z" (t)Pi(t) < —2yz" (t)Pz(t), (92)

representando a derivada da funcao quadratica de Lyapunov menor que um limite superior
tendo em conta vy > 0. Sabe-se que a desigualdade (93) corresponde a fungao quadratica
de Lyapunov,

2T (t)Px(t) > 0, (93)

para todo z(t) # 0, P = PT > 0. Entdo est4 demonstrado o Teorema 12. n

As metodologias propostas permitem matematicamente representar uma flexibiliza-
¢ao do sistema de controle com o acréscimo das variaveis multiplicadoras ou folga. Na
proxima se¢ao a teoria proposta sera testada e serao analisados os resultados estabelecendo

uma comparacao com trabalhos existentes na literatura.
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3.3 Construcéo do ganho do controlador dependente do parametro
K(af(t))

A composicao do controlador gain scheduled K(«(t)) é direta quando o problema
em questao apresenta apenas um parametro «(t) variante no tempo. Para dois ou mais
pardmeros variantes no tempo a composicao de K(«(t)) apresenta uma certa complexi-
dade.

As metodologias apresentadas anteriormente contribuem no projeto do ganho do
controlador, mas as matrizes de ganhos sao obtidas segundo a dindmica do sistema con-
siderando o regime de operacao entre os limites estabelecidos para os parametros variantes
no tempo. A determinagiao do valor do ganho dependente do pardmetro K («(t)) torna-se
dificultada pela quantidade de variaveis que influenciam o sistema. Na formulacido do
ganho K («), existe uma estreita relagdo entre os pardmetros variantes no tempo, e os

elementos que estao associados ao equacionamento do simplex unitario.

Nesta secao apresenta-se um estudo metodolégico para sistemas dinamicos sujeitos
a dois parametros variantes, a partir do qual, pode-se realizar a composicao do ganho
K(af(t)).

Considere o seguinte sistema dindmico linear variante no tempo

#(t) = A(a(t)z(t) + B(a(t)u(t). (94)

Supomos que A(a(t)) € R"*" e B(a(t)) € R™*™ sdo matrizes que representam a dindmica,
do sistema e sao sujeitas aos parametros a(t) e b(t) de limite inferior a, b e limite superior
@ e b, respectivamente, x(t) é vetor de estados, e u(t) € R™ é vetor de entrada. O niimero
de pardmetros (n = 2) gera uma regiao convexa de 4 vértices (2"), resultado da definigdo
dos termos variantes dentro de um conjunto expressado através do simplex unitario como

(37).

Sabe-se que para aplicar a estratégia de controle GS é necessario dispor da medigao
das variaveis variantes no tempo. Através das leituras de «(t) ao longo do tempo, pode-se
calcular o controlador K (a(t)) que garante a estabilidade do sistema, atualizando seus
valores ao longo do tempo. Na Figura 6 é apresentada a representagao convexa para um

suposto trajeto elipsoidal formado pela medi¢ao de a(t) ao longo do tempo.

A partir de «a(t) medido, representado por um ponto da elipse, pode-se fazer uma
descomposicao nos novos eixos, transversais ou diagonais, obtendo-se os valores aq(t) e

as(t), como se mostra na Figura 7.

Nesse exemplo, a decomposi¢cao no eixo diagonal nao sera utilizada. A partir da
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Figura 6 - Representacao da regido convexa.

A o(1)
Ay

.
A

Fonte: Elaborado pelo préprio autor

[S

Figura 7 - Representagdo da trajetoria na regiao convexa.

A b(t)
4

As \b// AQ)
Y

Fonte: Elaborado pelo préprio autor

Ay

/G*

S

defini¢ao (37), pode-se determinar o valor no ponto de operagao. Baseado na Figura 7,

utilizando-se a reta transversal horizontal, tem-se

Ala(t)) = arp(t) A(a(t))er + aop(t) Ala(t))cz, (95)

sendo A(a(t))e1 e A(a(t))e2 os valores nos pontos extremos, calculados como

A(a(t))e1 = asp(t)As +aygp(t)Ag, A(a(t))e2 = a1 (t) A1 + aor(t) As, (96)

os valores dos termos aq7,(t), asr(t), asr(t) e ayr(t) sdo medidos.
Substituindo (96) em (95), obtém-se

A(a(t)) = qu(t) (OégL(t)Ag, +oyr, (t)A4) + Oé(t)gp(OqL(t)Al + OdgL(t)Ag), (97)

sendo agp(t) e aap(t), os valores associados ao ponto de interesse que forma parte de um
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simplex unitario. Multiplicando distributivamente,

Ala(t)) = agp(t)arL(t) A1+ agp(t)agr (t) A2 + arp(t)asr (t) As + arp(t) aar (t) As, - (98)
dado na expressao, temos que
ar(t) = cop(t)anr(t), azt) =cop(t)asr(t), as(t)=aip(t)asc(t), as(t)=aip(t)our(t),

esses valores representam o ganho variavel nesse ponto de operacao, fazendo a somatéria

da ponderacao entre os parametros e os ganhos respectivos, determina-se

K(a(t)) = a1 (t) K1+ ag(t) Ko+ as(t) K3 + ay(t) Ky.

3.4 Exemplo numérico: analise de factibilidade

Nesta secao pretende-se verificar a eficacia da nova metodologia proposta comparando

com estratégias similares Llins et al. (2017).

Considere um sistema com as seguintes variagoes paramétricas de vértices do politopo:

21 —98 10
Al - ) Bl - 7
1110 10
o o
Ay = 51 , By = 62 .
1110 10

Considere uma variacdo paramétrica entre os intervalos —20 < & < 110 e 20 < & < 140
com um passo de 3. A regiao de factibilidade foi construida para analisar e comparar a

metodologias propostas nos teoremas desse capitulo.

A Figura 8 representa a regiao de factibilidade construida pelos pontos factiveis do
Teoremas 5, 6, 9 e 11.

Observa-se que os resultados obtidos mostram como o Teorema 9 apresenta resultados
mais significativos, encontrando um ntmero maior de solugbes factiveis que os outros

teoremas propostos.

A Figura 9 representa a existéncia de controladores factiveis projetados usando os
Teoremas 7, 8, 12 e 10, para um valor de v = 2. Os resultado obtidos mostram que para
valores pequenos de v o Teorema 7 nao consegue encontrar factibilidade, demonstrando

ser, de fato, uma metodologia muito conservadora.
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Figura 8 - Projeto do Controlador com Teoremas 5 (x), 6 (x,[]), 11 (x,[0,0) e 9 (x,[0,0,0).
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Fonte: Resultados do préprio autor
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Figura 9 - Projeto do Controlador com Teoremas 8 ([J), 12 ((1,0) e 10 ((1,0,0) com ~ = 2.
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Fonte: Resultados do préprio autor

3.5 Analise de factibilidadeGS considerando variaveis multi-
plas versu&Se LQR

Nesta se¢ao sdo expostos os resultados comparativos entre as duas estratégias GS
considerando variaveis multiplas, apresentada nas se¢oes anteriores e GS anexando a

técnica LQR como método de controle étimo, estudado em Beteto (2019).

Suponha o seguinte sistema sujeito as variagoes paramétricas de vértices do politopo:

10 —98 10
Al - ) Bl = 7
5 20 10
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& —10 &
AQ_L 20]’32_[10}

Considere uma variagdo paramétrica entre os intervalos —2,55 < ¢ < —2,3e —1,8 <& <

—1,3 com um passo de 0,05. A regiao de factibilidade foi construida para analisar e

comparar a metodologias propostas.

Figura 10 - Projeto do Controlador com Teoremas Beteto (2019) (x) e 9 (x,0J).

-1.45
-1.5 > > > > -
-1.55 > =< > > -
-1.6 > =< =< > 1
=]
W,
-1.653 > pad pad pad —
-1.7 0= > > pad pad -
-1.751F > pad pad pad -
1.8k ¢ S S <
-2.5 -2.45 -2.4 -2.35 -2.3 -2.25

&1

Fonte: Resultados do préprio autor

A Figura 10 apresenta como a metodologia proposta no Teorema 9 supera a metodolo-
gia de Beteto (2019) levando-se em conta a quantidade de pontos factiveis na regiao de
estudo. A analise dos resultados permite observar, como, nesse caso predomina o caracter
restritivo de usar o controle LQR considerando realimentaciao da derivadas dos estados.
Contudo, é importante ressaltar que esta analise nao contempla uma comparagao quanto

ao desempenho dinamico provido pelas técnicas de controle em questao.

Esta secao permitiu estender os conhecimentos a outras técnicas direcionada sobre
a mesma linha de pesquisa. As andlise realizadas nesta secdo foram uteis foi util para

ampliar nosso horizonte.

3.6 Implementacao Pratica

Nesta secao, a metodologia proposta ¢é testada através da implementacao pratica
de sistema de suspensao ativa pertencente ao LPC-FEIS-UNESP. Plota-se a resposta do
sistema no tempo e o sinal de controle u(t) = —Ky(«(t))x(t) para validar o desempenho

do controle projetado.
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O sistema de suspensao ativa utilizado, fabricado pela Quanser, pode ser visto na

Figura 11.

Figura 11 - Sistema de suspensao ativa Quanser, pertencente ao LPC-FEIS-UNESP.

Fonte: Pertenece ao LPC-FEIS-UNESP

Esté constituido por um conjunto de duas massas, denominadas Mg e M,;. A massa
My representa % do corpo total do veiculo e é suportada pela mola ks e pelo amortecedor
bs. A massa M, corresponde a massa do conjunto do pneu do veiculo e é suportada pela
mola k,s e pelo amortecedor b,s. Para atenuar as vibragoes causadas por irregularidades
na pista utiliza-se o sistema de suspensdo ativa, representado por um motor (atuador)
conectado entre as massas M e M, e controlado pela forca Fi.. Os valores dos pardametros
estao dispostos na Tabela 1.

O modelo esquematico da Figura 12 pode ser representado em espacos de estados, como

Figura 12 - Modelo esquematico do sistema de suspensao ativa.

Acelerémetro (= #1(t))
z1(t) 1 )
My — 1 da massa do veiculo

Suspensao ativa

Acelerémetro (= #3(t))

M,s — Massa do
conjunto do pneu

Fonte: Oliveira et al. (2014)
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segue:
0 1 0 —1 0
Sy A e
T(t) = s 5 5 x(t)+ 5ol u(t),
=] M Moo LW ey | g
—ks bs —kus —(bs+bus) —1
Mus Mus Mus Mus Mus

(99)

sendo wo(t) = @1(t) e x4(t) = @3(t), representando as velocidades respectivas de cada

massa.

Tabela 1 - Pardmetros da supensao ativa.

Parametros Valor
M 2,45 (Kg)
Mys 1 (Kg)
K 900 (N/m)
kus 2500 (N/m)
bs 7,5 (Ns/m)
bus 5 (Ns/m)

Fonte: Oliveira et al. (2014)

Na implementacao o sinal de referéncia z, foi escolhido para reproduzir uma onda
quadrada de 0,02m de amplitude, frequéncia de %Hz com largura de pulso de 50%. No
intervalo de 0 a 12s o sistema encontra-se em malha aberta, de 12,01 a 30s o sistema
encontra-se em malha fechada. O periodo de amostragem foi suficientemente pequeno
e o controlador foi implementado por emulacao. Neste ponto, ressalta-se que em malha

fechada a lei de controle utilizada é dada por u = —Kg(a(t))z.

A variagdo paramétrica «(t) impoe a definicdo de um sistema representado pela
combinagao convexa de dois vértices, sendo que um representa o ganho do amplificador
com 100% e o outro com 50%. Os valores dos elementos de Ky(«(t)) ao longo do tempo
sao determinados pela ponderacao dos ganhos projetados a partir dos termos em func¢ao

do tempo. Tais termos sao expressados através do simplex unitdrio:

()= 20, (100)
oslt) =1 an(t) = 2 (101)

sendo
a(t) :O,5—|—O,5>ksen(27r0,1t—|—g), (102)
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e a composi¢ao do controlador scheduled, é dado da seguinte forma
Kq(a(t) = a1(t)Kq, + (1 - a1(t) Kq,. (103)

Portanto, para realizar o projeto de controle foram considerados os seguintes vértices
do politopo que foram construido pelos pardmetros do sistema dados na Tabela 1. E

importante destacar que esses parametros possuem pequenas variagoes ao longo do tempo.

0 1 0 —1

A — —367,347 —3,061 0 3,061
b 0 0 0 1|

900 7,5 —2500 —12,5

0 0
0,408 0,204

Ap=A1,Bi=| "~ ,Bo=1| "

0 0

~1 0,5

Para obtencao dos valores dos controladores as LMIs apresentadas no Teorema 6,

obtendo-se :

Kq, = [ 0,0450 0,0078 0,1549 0,0251 |,
Kg,=[0,0649 0,0145 0,3114 0,0469 |. (104)

Pode-se observar que os valores dos ganhos sao muitos pequenos, e para este caso nao
representa valor significativo de sinal de controle. Como consequéncia, o comportamento
da resposta transitéria do sistema em malha fechada é similar que malha aberta. Na

busca de resultados mais interessantes foi necessario aplicar o Teorema 8.

Utilizando as LMIs do Teorema 8 para v = 0,039, obteve-se os valores do ganho do

controlador:

Kg, = [ 39,1323 4,4591 —33,9414 —1,5370 ]

Ky, = [ 77,4840 8,8396 —66,8834 —3,0493 } : (105)
os quais garantam a estabilidade do sistema com um tempo de acomodacao menor que
outros projetos implementados, como se mostra na Figura 13 e um aceitavel valor do sinal

de controle, mostrado na Figura 14, respeitando o valor de 39,4N de saturacao imposto

pelo equipamento para protecdo do mesmo.

Resolvendo as LMIs apresentadas no Teorema 9, obteve-se os seguintes ganhos do
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Figura 13 - Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-30s).
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Figura 14 - Sinal de Controle.
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Kd1=[1383,0 1242,0 —35168,0 —698,0},
Kd2:[1383,0 1242,0 —35169,0 —698,0] (106)

Pode-se observar que os valores dos ganhos sao elevados, que proporcionalmente

geram valor de sinal de controle alto. Esse sinal foi limitado pelo saturador do equipa-

mento. Por esta razao, foi necessario aplicar o Teorema 10, para buscar resultados que

garantissem valores implementaveis que nao sobrepasse o valor de saturacao.

Aplicando as LMIs do Teorema 10 para v = 0,1, obteve-se os valores do ganho do
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controlador:

Kq, = | 64,8074 3,0226 —43,8010 —1,2248 |,
Kq,=[ 67,1419 3,6032 —51,6851 —1,4351 |, (107)
os quais sustentam a estabilidade do sistema com um tempo de acomodagao menor e um

adequado valor do sinal de controle, como mostram a Figura 15 e 16 respectivamente, em

relacao a outros projetos implementados.

Figura 15 - Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-30s).
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Figura 16 - Sinal de Controle.
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A Tabela 2 contém os valores dos ganhos do controlador obtidos mediante a solucao
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das LMIs dos Teoremas 11 e 12.

Tabela 2 - Ganhos do controlador aplicando metodologia GS.

Metodologia Ka, Ky,

Teorema 11 [2087,0 1492,0 -19240,0 -543,0] [4657,0 3327,0 -42844,0 -1210,0]
Teorema 12 v =4 | [201,0982 12,8208 -85,8875 -2,9045] | [345,5365 22,4207 -141,9291 -4,8999]
Teorema 12 v =15 | [164,2614 8,0194 -32,2800 -1,5219] [282,8266 142,975 -53,9581 -2,5936]

Fonte: Resultados do proprio autor

Nota-se que os ganhos do controlador adquiridos da Tabela 2, apresentaram valores
de norma superiores que os teoremas projetados nesta secdo. Como consequéncia, nao
forneceram respostas transitérias e sinais de controle de muito interesse comparado com
resultados anteriores, mas satisfizeram o requisito de estabilidade, elemento fundamental

de nosso estudo.

3.7 Conclusodes parciais

Nesta secao foram propostas novas metodologias para projetar um controle GS con-
siderando realimentagao derivativa através de variaveis multiplicadoras. As novas estraté-
gias permitiram relaxar as solucdes do projeto. E importante destacar que os ganhos
do controlador sao obtidos sem a necessidade de inverter uma matriz literal, vantagem
ja expressada em Llins et al. (2017). O exemplo numérico possibilitou definir como de-
terminacdo da taxa de decaimento na formulagdo influencia muito na factibilidade do
sistema. No sistema de suspensao ativa foram implementados as metodologias expostas
nesta secao, através dos resultados praticos obtidos, pode-se observar como o sistema
em malha aberta é estavel, embora apresente oscilagoes que possam afetar o conforto do
motorista. Nota-se que o sistema em malha fechada diminuiu o nimero de oscilagoes e a
amplitude do movimento do assento do motorista sem perder a estabilidade do sistema.
O desenvolvimento tedrico apresentado nesta secao é pilar fundamental da construcao

metodologica sobre sistemas multi simplex no capitulo 5.
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4 CONTROLE GSUSANDO REALIMENTCAO DE ESTADOS: CONDICOES
MAIS RELAXADAS

Neste capitulo, utiliza-se o procedimento desenvolvido no Capitulo 2 para conseguir
novas estratégias de controle gain scheduling menos conservadoras usando realimentacao
de estados. Um exemplo numérico permitird realizar uma comparacao entre as novas

metodologias com a literatura existente.

4.1 Projeto de control&S para sistemas lineares usando reali-
mentacao de estados

Considere o seguinte sistema linear continuo

(t) = A(a(t))x(t) + B(a(t))u(t). (108)

Nesse sistema A(«(t)) € R"*", B(a(t)) € R™ ™ sdo matrizes que representam a dindmica

do sistema, z(t) o vetor de estados e u(t) € R™ o vetor de entrada de controle .

As matrizes A(a(t)) e B(a(t)) sdo representadas pela combinagdo convexa com N

vértices conhecidos

Mz

(A(a(t)), B a(t), (A, B;),ace A (109)

1=1
sendo «a(t) é um pardmetro variante do tempo pertencente ao simplex unitério.

O objetivo é encontrar uma matrizes constantes K.i € R™*™ de modo que, a lei de

controle
u(t) = —Ke(a(t))z(t), (110)
sendo N
Ke(a(t)) =Y oi(t)Kei,a5(t) > 0,i=1,...,N, (111)
i=1

estabilize o sistema (108). Entao, substituindo (110) em (108) no sistema em malha
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fechada, obtém-se

#(t) = Ala(t))x(t) = Bla(t)) Ke(a(t))x(t) <=
(1) = (Ala(t)) = Ba(t)) Ke(a(t)))2(1). (112)

Em Llins (2015) sdo propostas condigdes LMIs que permitem projetar os ganhos dos
controladores considerando a analise de estabilidade a partir da existéncia da matriz de

Lyapunov para o conjunto do sistema que satisfaz as condigoes (113) e (114).

V(x(t)) =2t (t)Px(t) > 0,Yx(t) #0, (113)
V(xz(t)) < 0,Vx(t) #0. (114)

Teorema 13. Se existirem uma matriz simétrica positiva definida W € R™™™ e matrizes
Z; € R™*" com j=1,2,...,N, tais que:

WAT + AW — Z] Bf — B; Z; <0, (115)
j=12,...,N
WAL + AW +WAT + AW — 2Bl — ZI' Bl — BiZ; — B; Z; < 0, (116)

i=1,2,....N—1;j=i+1,....N

entao a lei de controle através da realimentacao de estado com parametro variante no

tempo,
u(t) = —Ke(a(t)z(t), (117)

sendo
Ke(a(t)) = Z(a(t)W ™, (118)

N
Z (t)Z;;a5(t) >0,
i
Z =1,2,...,N, (119)

garante a estabilidade a malha fechada do sistema (112), por meio da matriz positiva
definida P =W 1.

Prova: Vide em Llins (2015). ]
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A seguir, propoe-se uma metodologia utilizando o Lema 2.2 que permite, relaxar o

conjunto de LMIs (115) e (116), para diminuir o conservadorismo das solugoes.

Teorema 14. Se existirem a matriz simétrica definida positiva @), juntamente com as

matrizes Z;, X1 e Xo que satisfazem as sequintes desigualdades:

AXT+ X, AT — 72T BT — B, Z; *
A <0, (120)
Q-+ XAT — XT —Xy—XT
1=1,2,...,N;
(Ai+ A XT + Xy (AT + AT) — 2T BT — 2T BT % ]
~B;Z;— B, Z;
<0, (121)
I 2Q+ X (AT + AT) —2X{ —2X5 —2X7 |

i#ji=12...,Nj=12,...,N,

entao o sistema (112) € assintoticamente estdvel dado pela matriz obtida em (122).

Kei :ZiQil' (122)

Prova: Para simplificar nas demostragoes utilizamos a seguinte notac¢ao «a(t) = a.
Suponha que as condigbes (120) e (121) sdo factiveis. Multiplicando (120) por ajz(t) >0
e (121) por o;(t)ey(t) e, somando em j, de j=1laté j=Nei, dei=1atéi=N—-1e

em j, de j =141 até j = N respectivamente cada termo da matriz, considerando que

N
e, adicionalmente, lembrando que Y o;(t)=1e » a; =1:
i=1 i=1

N N—-1 N N N
Za/jzXlAjT—l— Z Z aiaj(XlA;fF+X1A§-r) = Z&izanlA?
7=1 =1 j=i+1 =1 j=1
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N N N
YooY X1AT =3 o X1 AT = X1 AT ().
=1

j=1 j=1
N-1 N N N

Z&QA XT+ S wiaj(4 XT 4+ A Xl ZaiZajAjX%F,
j=1 i=1 j=i+1 =1 j=1

N N
Do) oA X{ —Z%A X[ =A(a)X].
=1 j=1

N—-1 N
S Xo AT+ 37 3T i (X AT + X0AT) =Y o > XpA]
j=1 i=1 j=i+1 =1 j=1

N N N
S Y XA =3 0 Xp AT = XA ().

i=1  j=1 J=1
N-1 N N N
Z&QA X7+ S wiaj(4 XT 4+ A X2 ZaiZajAng,
j=1 i=1 j=i+1 i=1  j=1

N N N
Doy aj X =3 A XY = Ala)XT
i=1  j=1 j=1

N N-1 N N N
DoaiQ+ Y D @iaj(2Q) =3 i 3 asQ
i=1 i=1 j=i+1 =1 j=1
N N-1 N N N
ST+ Y Y aig@XD) = Yo Y apx]
1=1 1=1 j=i+1 =1 gj=1
N N-1 N N N
ZO&ZQXl—F Z Z aiaj(t)(2X1)—ZazZa]Xl
i=1 i=1 j=i+1 =1 j=1
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N

ZOCQXQ + Z > aiag(t)(2X2) Zal Z o Xo.
=1 j=i+1 =1 j=1
Substituindo, obtém-se:
A()XT +X1AT (o) — ZT ()BT (a) — B(a) Z(«) * <0, (123)
Q+ XoAT () — XT —Xo— X7
A partir de (123), pode-se separar em uma somatéria de matrizes,
~Z"()B"(a) = B(a)Z(a) Q X1A" (a(t))
Q 0 XoAT (a(t)) —Xo
Ala)XT Ala(t)XT
@OIXT A@X] ] o)
—Xi —X3

Agora, reescrevendo a segunda e terceira parcela de (124) através de produtos matriciais,

~Z"(@)BT(a) = B(@)Z(a) Q
Q 0

+

y, |[ATe@) -1]

A(a(t))

] | xT x§ |<o, (125)

Utilizando o Lema de Finsler 2.2, com
P(a) = —ZT ()BT () = B(a)Z(a))  * 92— X1
Q OTLXTL
T - 1T 1
e portanto, A+ { nxn A(@)] , pré e p6s multiplicando por («a)~ e #(a), sabendo
que B(a)PB(a)" =0, pode obter %’LT(a)@(a)%’l(a) < 0 a equivaléncia entre as restri-

¢oes do lema. Substituindo as matrizes, tem-se

]7 %(O&) - {AT(CO _[nxn}a

Xo

A(0)Q+ QAT () — ZT () BT (o) — B(a)Z(a) < 0, (126)

sendo Q = P!, Z(a) = K.(a)W, ao pré e pés multiplicar (126) por P, tem-se

AT(@)P+PA(0) — K. (a)BT (0) P — PB(a) K. () <0, (127)

Deixando em evidéncia P, tem-se

(A(a) — B(a)Kc(a))T P+ P(A(a) — B(a)K(a)) < 0. (128)

Multiplicando pela esquerda e direita por 27 () e z(t), respectivamente, e substituindo
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(112), tem-se
&7 (t)Px(t) + 2T (t)Pi(t) <0, (129)

representando a derivada da func¢ao quadratica de Lyapunov, dada por

2T (t)Px(t) > 0, (130)

para todo x(t) # 0, é assim, P = PT > 0. ]

4.1.1 Projeto do Controlador: taxa de decaimentoy

Em Cadalso (2016) é apresentada uma metodologia para determinar os ganhos dos
vértices do controlador para garantir a estabilidade do sistema considerando taxa de

decaimento.
Teorema 15. Se existirem uma matriz simétrica positiva definida W € R™ " e matrizes
Z € R™"™ com j=1,2,...,N, tais que
T T pT
WA; +A;W —Z; Bj —B;Zj+2yW <0, (131)
j=1,2,....N.

WA + AW+ WAl + AW — ZI' Bl — Z] Bl — BiZ; — B; Zi +4yW <0, (132)
i=1,2,....N—1;j=i+1,...,N.

entdo o sistema (112) € estabilizdvel, com taza de decaimento maior ou igual d vy, e as

matrizes dos vértices do controlador podem ser dadas por:

Kei = ZiQ_T' (133)

Prova: Vide em Cadalso (2016). m

No seguinte teorema, propoe-se uma metodologia menos conservadora com taxa de

decaimento utilizando o Lema 2.2.

Teorema 16. Considerando v > 0, se existirem a matriz simétrica definida positiva @),

juntamente com as matrizes Z;, X1 e Xo que satisfazem as sequintes desigualdades:

AiX?—}—XlAZT—ZZ-TBiT—BiZi—FQ’yQ *

<0, 134
Q—I—XQA?—X? —XQ—Xg ( )
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i=1,2,...,N;

(Ai+ ApXT + X (AT + A7) - ZI' Bl — Z] Bl — BiZj — B Z; + 47Q %
<0,

2Q+ X (AT + AT) —2X{ —2Xo—2X7T
(135)

i#4i=1,2,...,N,j=1,2,...,N,
entdo o sistema (112) € assintoticamente estdvel com taza de decaimento maior ou igual

que 7y, e 0s vértices do controlado sio dados em (136).

Ke;i=2Z;Q " (136)

A prova do teorema segue os mesmo passos do Teorema 14.

4.1.2 Projeto do Controlador: estabilidade assintética usando multiplas
variaveis extras

Nesta secao, é proposto um novo teorema com objetivo de garantir a estabilidade
assintética do sistema (112) e diminuir o conservadorismo, inserindo multiplas varidveis

de folga.

Teorema 17. Se existirem a matriz simétrica definida positiva @), juntamente com as

matrizes Z;, X1; e Xo; que satisfazem as sequintes desiqualdades:

AZXlTl—i-XhAZT—Z;TBZT—BZZZ *

<0, (137)
Q+ X9, AT — XT, ~X2i — X3
1=1,2,...,N;
XAl - 7Bl = Z] Bl — BiZ; — B; Z;)
<0,
(2Q+X21A5+X2]A1T_ _X2i_X2j_X2TZ'_X2Tj
L Xsz'_XlTj) ]

(138)
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i=1,2,....,N—1,j=i+1,2,...,N,

entao o sistema (112) € assintoticamente estdvel dado pela matriz obtida em (139).

Kej=2:Q7" (139)

Prova: Considerando as propriedades definidas previamente chega-se obter os seguintes

vetores e matrizes

—ZT(a)BT(a) — B(a) Z(« * X1«
@(OJ)Z ( ) ( ) ( ) ( ) ,Q: ( ) ,%(O{)Z[AT(O() _nxn}’
Q Onxn XQ(OK)
entao, a prova do teorema segue os mesmos passos apresentados no Teorema 14. |

4.1.3 Projeto do ControladorGSusando multiplas variaveis e taxa de de-
caimento-y

O préximo teorema é proposto para garantir a estabilidade assintotica do sistema
(112) e melhorar o desempenho da resposta transitéria, inserindo multiplas varidveis para

reduzir o conservadorismo.

Teorema 18. Considerando v > 0, se existirem a matriz simétrica definida positiva @,

juntamente com as matrizes Z;, X1; e Xo; que satisfazem as sequintes desigualdades:

(AXT,+X1,AT — ZI' Bl — B Z; + 274Q *
<0,

Q+ X, AT — XT, ~Xp—XJ;

(140)
1=1,2,...,N;
(AXT; + A XT + X0, AT + X, AT — 2] Bf — ZT B *
—BiZ;j - B;Z;+4vQ <0,
2Q + X, AT + Xo ;AT — XT, = XT, —Xo;— Xo; — X5, — X7,

(141)

i=1,2,....N—1,j=i+1,2,....N,

entao o sistema (112) € assintoticamente estavel com taxa de decaimento maior e igual
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que 7, dado pela matriz obtida em (142).

Kei - ZiQ_l' (142)

Prova: Utilizando as propriedades previamente definidas e considerando os seguintes

vetores e matrizes:

—7ZT(a)BT (o) — B(a)Z(a)+27Q X1 («

Ha)= | 2" (@B (@)~ B@)Z() o- >7%(Q)Z{AT(Q> ],
Q Onxn XQ(O()

entao, a prova do teorema segue os mesmos passos apresentados no Teorema 14. |

Na proxima secao, verifica-se a eficiéncia das metodologias propostas. Um exemplo

serda usado para comparar esta nova metodologia com outras metodologias da literatura.

4.2 Exemplo numérico: analise de factibilidade

Considere um sistema linear (112) representado pelos seguintes vértices do politopo

21 —98 10
Al - 5 Bl = 5

11 10 10

_ od o
Ay = | . By = &2

11 10 10

Considere uma variagao paramétrica entre os intervalos 100 < & <200 e 80 < & < 110
com um passo de 3. A regiao de factibilidade foi construida para analisar e comparar as

metodologias propostas nos Teoremas 13, 14, 17, 15, 16 e 18.

Pode-se observar que na Figura 17 a metodologia apresentada no Teorema 17 apre-
sentou uma regiao de factibilidade maior do que a apresentada pelos Teoremas 13 e 14.
E interessante como os pontos de factibilidade foram iguais considerando os Teoremas 13

e 14 para esse exemplo.

Na Figura 18 evidencia-se como a regiao de factibilidade diminuiu, ao impor-se a
restricao para uma minima taxa de decaimento, encontrando-se um nuimero menor de

pontos factiveis.

Nota-se que o Teorema 18 apresentou um resultado superior aqueles obtidos uti-
lizando os Teoremas 15 e 16. Similarmente ao observado na Figura 17, note que os
Teoremas 15 e 16 apresentaram o mesmo desempenho em termos de factibilidade para o

exemplo estudado.
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Figura 17 - Projeto do Controlador com Teoremas 13, 14 (x) e 17 (x,0).
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Fonte: Resultados do préprio autor

Figura 18 - Projeto do Controlador com Teoremas 15 (x), 16 (x), 18 (x,0) com v = 2.
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Fonte: Resultados do préprio autor

4.3 Conclusdes parciais

Nesse capitulo apresentou-se a teoria aplicada em um exemplo considerando a rea-
limentacao dos estados do sistema, evidenciando a suficiéncia das condigoes propostas
para projetar o controlador gain scheduled. O Lema de Finsler foi uma ferramenta im-
portante para garantir a estabilidade do sistema. Os resultados numéricos mostram que

a metodologia apresentada é viavel.
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5 PROJETO DE CONTROLE MISTO GAIN SCHEDULING - ROBUSTO

Nesta se¢ao propoe-se a geragdo de um novo conjunto convexo, considerando a mul-
tiplicacao de incertezas politopicas e parametros variantes no tempo por meio de uma
logica sequencial. Essa estratégia aplica-se para diminuir a complexidade computacional
referente ao nimero de LMIs. O objetivo é realizar um mapeamento que permita o uso
das LMIs propostas na secao anterior. Objetiva-se também garantir respostas transitorias

com tempo de estabelecimento menores.

5.1 Metodologia de geracao estrutural de um conjunto unico por
meio de incertezas multiplicativas

Na literatura, muitos autores consideram cenérios complexos no sentido de aumentar
o dominio das incertezas, o qual pode-se definir como multi-simplex. Esses conjuntos
podem ser denominados do tipo aditivos, multiplicativos ou combinados. Em Sato. (2011),
Daafouz, Bernussou e Geromel (2008), Silva et al. (2011b) e Assuncao, Faria e Teixeira
(2008b) podem ser vistos alguns casos particulares. A consideragdo de sistemas multi-
simplex cria uma complexidade na determinagao das solugoes por via das desigualdades
matriciais, algumas sao formuladas considerando uma abordagem linear e bilinear das
varidveis como Veselya e Ilka (2015) e Veselya e Ilka (2017). Nesta secdo propoe-se
uma metodologia para unificar aqueles cenarios em um conjunto utilizando uma logica
sequencial expressada no mapeamento entre as incertezas. Esta estratégia nao mudaria
a estrutura das LMIs propostas nas segoes prévias, que sao construidas na base de um

simplex.

Considere as seguintes regides convexas mostradas na Figura 19, construidas a partir
dos intervalos variantes no tempo a(t) < a(t) <a(t), b(t) < b(t) < b(t) e do pardmetro
incerto § < 8 < /3 assim, de forma ilustrativa, sdo considerados dois pardmetros variantes

no tempo a(t) e b(t) e apenas um incerto (),

Pode-se observar na Figura 19 a multiplicacao dos conjuntos gera uma regiao convexa
similar , porém, com valores de vértices diferentes, fato este que representa uma vantagem.

Na Figura 20 é apresentada uma légica sequencial que permite realizar um mapeamento
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Figura 19 - Representacao grafica dos conjuntos convexos.

a(t) x f <=6
Ala(?)) A(a(t), B)
Ps(t /_\
> (t) /\ prealt
b /\
Ao Pa(th, o o A ﬁzeq(igle
—»
Py (1) Pi(t)P1(t) Pieq(d) PrealtPeq(t)
Asex P (t) A2 As®© Ezeq(tj)h@

Fonte: Resultados do préprio autor

das regides convexas considerando incertezas multiplicativas do sistema.

A logica sequencial permite definir uma nova estrutura de forma que ambos paradme-
tros (incertos e variantes no tempo) pertengam a um simplex unitario, representadas da

seguinte forma:

N
dat)=1,a(t)>0,i=1,2,...,N. (143)
i=1
N
Y B(t)=1, B(t) >0,i=1,2,...,N. (144)
i=1
N
Za:l,EO,z’:l,Z,...,N. (145)
=1
N
> B=1,>0,i=12,...,N. (146)
i=1
0= (a(t),B(t),a,pB). (147)
Logo, por ser uma uniao de dois conjuntos definidos como simplex unitario temos que
N
29:1,820,2':1,2,...,]\/. (148)
i=1

A metodologia acima gera um novo intervalo e um novo conjunto, simplificando assim
a obtencao das LMIs, de modo a facilitar ao usudrio projetar o controlador sem perder a

esséncia da consideragao das incertezas.
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Figura 20 - Logica sequencial para obtengdo do novo conjunto convexo ©.

Regiao Convexa | Regiao Convexa II
a(t) e b(t) aef

MULTIPLICACAO

Busca do

valor minimo e valor maximo

Regiao Convexa tnica ©

Fonte: Resultados do préprio autor

5.2 ControleGSrobusto usando realimentacao derivativa

Nesta secao, procura-se uma solucao para sistemas lineares considerando a inclusao
do novo conjunto politopico. Utiliza-se a estratégia de controle GS-robusto usando reali-
mentacao derivativa para sistemas sujeitos a incertezas politopicas e parametros variantes
no tempo. As metodologias propostas em se¢oes anteriores sao empregados para testar o

novo método.

5.2.1 Representacdo dindmica do sistema continuo linear sujeito a-i
certezas politdpicas e parametros variantes no tempo

Em muito problemas da vida real a dinamica da planta pode se ver comprometida

pelas variagOes paramétricas e dinamicas, que em alguns casos influenciariam na estabil-
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idade. A continuacao descreve-se uma solucao para este problema
Considera-se o seguinte sistema linear baseado no novo conjunto:
#(t) = Ala(t), B)z(t) + B(a(t), B)ult),
ou
z(t) = A(0)x(t) + B(0)u(t). (149)
Utizando a realimentacao derivativa, dada por:
ou
u(t) = —K(0)x(t) (150)
Substituindo (150) em (149), tem-se
i(t) = AO)w(t) — BO)K (9)i(), (151)
obtém-se
i(t)=(I+B(O)K() LAB)x(t). (152)

5.2.2 Implementacéo Pratica

Para validar na pratica dos teoremas propostos, uma implementacao foi aplicada

no modelo esquematico apresentado na Figura 12. O sistema pode ser representado em

espagos de estados, como segue:

0 1 0 —1
—ks  —bs 0 bs
:L’(t) _ Ms Ms Ms x(t)_|_
0 0 0 1
—ks bs —kus —(bs+bus)
Mus Mus Mus Mus

(153)

sendo w2 (t) =71 (t) e x4(t) = 23(t), representando as velocidades respectiva de cada massa.

A massa pode ser alterada devido a duas cargas iguais (cada uma tem peso de 0,4975

kg), que compoem a massa M. Desta forma, a massa Mg pode pertencer ao intervalo
1,9525 < M, < 2,45(kg). Considerando o pardmetro p = 1/Ms, o intervalo pode ser
modificado para 1/Mgmax < 1/Mg < 1/Msmin = ppmin < p < pmaz —> 0,4082 < p <

0,5122. A substituicao pelo parametro p, é realizada para nao perder a convexidade do
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politopo formado pelos vértices definidos entre a relagao incertezas politdpicas e parametro

variante no tempo.

0 1 0 -1 0
) —pks —pbs 0 pbs p
T(t) = x(t)+ u(t). 154
R I PR I RO NG
—ks bs —kus —(bs+bus) —1
Mus Mus Mus Mus Mus

Mantendo a mesma indicacdo definida na secdo anterior para utilizar a variagao
paramétrica temporal a(t) no controlador, foi inserido um ganho artificial variante no
tempo no canal de saida do sinal de controle u(t). Isso é feito via software, emulando uma
variacao ao longo do tempo do ganho do amplificador de poténcia que alimenta o motor
C.C. do atuador. A variacao paramétrica pode ser representada no modelo sobre o vetor
de entrada B(a(t)). Destaca-se que essa variagdo paramétrica «(t) gera dois vértices,
considerando a situagoes seguintes: funcionamento do amplificador ao 100% e o outro ao
50%.

Representando as condicoes de trabalho podemos chegar a seguinte situacao,

0 10 —1 0
—pks —pbs 0 pbs a(t)p
A= | 0T e =| |
—ks bs —kus —(bs+bus) —a(t)
Mus Mus  Mus Mus L Mus
com
o ]
0
Bla(). /)= BO)=|
—a(t)
L Mus |

Para calcular os valores do intervalo 6 foi utilizada a 16gica sequencial descrita na Figura
20. Portanto, para realizar o projeto de controle foram considerados os seguintes vértices

do politopo:

0 1 0 —1 0
—367,380 —3,0615 0 3,0615 0,2041
Al = 7Bl = )
0 0 0 1 0

900 7,5 —2500 —12,5 -0,5
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0 1 0 -1 0
—460,9800 —3,8415 0 3,8415 0,5122
A2 == 7-82 =
0 0 0 1 0
900 7,5 —2500 —12,5 -1

5.2.3 Resultados Obtidos com a Implementacao

Nesta secdo serd projetada e implementada os teoremas propostos no Capitulo 3
no sistema de suspensao ativa, sobre a base da metodologia que foi apresentado neste

capitulo.

Na Tabela 3 mostra os valores dos ganhos do controlador projetados considerando
uma variac¢ao temporal «(¢) no ganho do canal de saida do sinal de controle u(t) e incerteza

da massa do motorista entre o intervalo Mg =1,9525kg e Mg = 2,45kg.

Tabela 3 - Ganhos do controlador aplicando metodologia GS e incertezas politépicas.

Metodologia Ka, K,
Teorema 6 [7,3424 0,6107 7,6999 0,1043 3,4891] [3,4891 0,4817 3,3592 0,0568]
Teorema 8 v = 0,029 (52,2092 7,2937 -46,4287 -1,3062] [27,0762 4,0764 -31,3534 -0,6915]
Teorema 9 [51,2932 5,0166 -210,1552 0,1241] [52,7264 4,9019 -203,3085 0,2056]
Teorema 10 v = 0,029 | [143,0700 13,0707 -187,4284 -3,5738] | [141,8743 11,8996 -152,2184 -2,9279]
Teorema 11 [678,0 101,8 -1863,5 -30,9] [497,1 77,1 -1594,0 -24,3]
Teorema 12 v = 4 [252,3802 10,9075 -13,6931 -1,0593] | [180,1871 9,6652 -97,1998 -1,0827]

Fonte: Resultados do préprio autor

Nas Figuras 21 e 22, representam a resposta transitéria e o sinal de controle imple-
mentados com os valores do Teorema 10 dado pela Tabela 3, sendo o teste que mostrou os
resultados mais interessantes enquanto a diminuicao de pico maximo, nimero de oscilacoes

e magnitude de sinal de controle.
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Figura 21 - Resposta transitéria pratica de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-30s).
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Fonte: Resultados do préprio autor

Figura 22 - Sinal de controle.
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5.3 Conclusdes parciais

A metodologia apresentada neste capitulo possibilita ao usuario ou projetista aplicar
as LMIs obtidas na secao anterior, considerado como um conjunto tunico multi-simplex
através da multiplicagdo de conjuntos e simplex unitdrio. Os testes realizados no sistema

de suspensao ativa demonstraram a eficiéncia da teoria desenvolvida.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Foram propostas, neste trabalho, diferentes técnicas para sintese de controladores
gain scheduling de sistemas com parametros variantes no tempo e realimentacao deriva-
tiva, utilizando-se fung¢oes de Lyapunov quadraticas e o Lema de Finsler cujas formulagoes

se basearam em Linear Matriz Inequalitys (LMIs).

A metodologia desenvolvida no Capitulo 2, possibilitou a expansdao do estudo ja
desenvolvido na literatura a outras estratégias que foram aplicadas nas se¢oes posteriores.
O estudo de factibilidade permitiu demostrar que as variaveis artificias inseridas na nova

metodologia conseguiram resultados melhores que os existentes na literatura.

No Capitulo 3, projetou-se o controlador GS utilizando a metodologia apresentada
na capitulo anterior, a qual foi muito ttil para obter solugoes menos conservadoras do que

as existentes. A implementacao prética valida a nova metodologia.

No Capitulo 4, desenvolveu- se uma metodologia para obter solu¢gdes menos conser-

vadores para sistemas dinamicos utilizando realimentacao dos estados.

No Capitulo 5, concluiu-se que a metodologia proposta para incertezas multiplicativas
multi-simplex, nao acrescenta o niimero de vértices, apenas gera um novo conjunto equiv-
alente. A nova regiao convexa facilita a simplificar o nimero de LMIs, o que caracteriza

uma vantagem.

A implementacao pratica foi uma ferramenta importante para validar a metologia

proposta, abrindo as portas a futuras pesquisas.

6.1 Perspectivas

e Projetar para estratégia gain scheduling o controlador considerando a taxa de vari-

acao do parametro em funcao do tempo.

e Projetar o controlador gain scheduled considerando a metodologia D-estabilidade.
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