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RESUMO

Neste trabalho são propostos resultados para a estabilidade de sistemas lineares su-

jeitos a parâmetros variantes no tempo (do inglês, Linear Parameter Varying - LPV) e

incertezas paramétricas. De início, apresenta-se um método para o projeto de um con-

trolador robusto e gain scheduled via desigualdades matriciais lineares (do inglês, Linear

Matrix Inequalitities - LMIs), com base na teoria de estabilidade segundo Lyapunov, com

parâmetro variante no tempo e empregando a realimentação derivativa. Propõe-se um

método para projetar o controlador gain scheduled usando realimentação derivativa, con-

siderando também incertezas paramétricas. Esta nova formulação foi obtida utilizando o

Lema de Finsler, o que permitiu determinar o ganho do controlador sem a necessidade

de inverter uma matriz literal. Condições menos conservadoras foram projetadas para

um controlador gain scheduled considerando a realimentação dos estados do sistemas.

Simulações computacionais com exemplos numéricos mostram que os teoremas propostos

neste trabalho são menos conservadores do que os existentes na literatura. A metodologia

apresentada foi implementada no sistema de suspensão ativa.

Palavras-chave: Desigualdades matriciais lineares (LMI). Controle gain scheduling.

Controle com realimentação derivativa.



ABSTRACT

In this work, results for the stability of linear parameter-varying (LPV) systems and
parametric uncertainties are poposed. At first, a method for desining a gain scheduled and
robust controller is described via linear matrix inequalities (Linear Matrix Inequalitities -
LMIs), based on the stability theory of Lyapunov, with time-variant parameters and using
state derivative feedback. A method to design a gain scheduling controller using state
derivative feedback and also considering parametric uncertains is proposed. This new
formulation was manipulated using the Finsler’s Lemma, and allowed to determine the
control law without having to invert a symbolic matrix. Less conservative conditions were
designed for a gain scheduled controller considering system state feedback. Computational
simulations with numerical examples show that the theorems proposed in this work are less
conservative than those in the literature. The presented methodology was implemented
in the active suspension system.

Keywords: Linear Matrix Inequalities (LMI). Controller gain scheduling. Derivative
feedback controller .



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 Região γ para alocação dos autovalores. . . . . . . . . . . . . . . 28

Figura 2 Projeto do Controlador com Teoremas Silva et al. (2012) (x), 1

(x,�), 3 (x,�,◦). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Figura 3 Projeto do Controlador com Teoremas Silva et al. (2012) (x), 2

(x,�), 4 (x,�,◦) com γ = 0,98. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Figura 4 Projeto do Controlador com Teorema Silva et al. (2011a) (x) e

Teorema 3 (x,�). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Figura 5 Projeto do Controlador com Teorema Silva et al. (2011a) (x), Teo-

rema 4 (x,�) com γ = 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Figura 6 Representação da região convexa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Figura 7 Representação da trajetória na região convexa. . . . . . . . . . . . 54

Figura 8 Projeto do Controlador com Teoremas 5 (x), 6 (x,�), 11 (x,�,♦)

e 9 (x,�,♦,◦). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

Figura 9 Projeto do Controlador com Teoremas 8 (�), 12 (�,♦) e 10 (�,♦,◦)

com γ = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

Figura 10 Projeto do Controlador com Teoremas Beteto (2019) (x) e 9 (x,�). 57

Figura 11 Sistema de suspensão ativa Quanser, pertencente ao LPC-FEIS-

UNESP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

Figura 12 Modelo esquemático do sistema de suspensão ativa. . . . . . . . . 58

Figura 13 Resposta transitória prática de malha aberta (0-12s) e de malha

fechada (12,01-30s). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Figura 14 Sinal de Controle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Figura 15 Resposta transitória prática de malha aberta (0-12s) e de malha

fechada (12,01-30s). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

Figura 16 Sinal de Controle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

Figura 17 Projeto do Controlador com Teoremas 13, 14 (x) e 17 (x,♦). . . . 73



Figura 18 Projeto do Controlador com Teoremas 15 (x), 16 (x), 18 (x,♦) com

γ = 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Figura 19 Representação gráfica dos conjuntos convexos. . . . . . . . . . . . 75

Figura 20 Lógica sequencial para obtenção do novo conjunto convexo Θ. . . . 76

Figura 21 Resposta transitória prática de malha aberta (0-12s) e de malha

fechada (12,01-30s). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Figura 22 Sinal de controle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80



LISTA DE TABELAS

Tabela Tabela 1 Parâmetros da supensão ativa. . . . . . . . . . . . . . . . . 59

Tabela Tabela 2 Ganhos do controlador aplicando metodologia GS. . . . . . 63

Tabela Tabela 3 Ganhos do controlador aplicando metodologia GS e in-

certezas politópicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79



ABREVIATURAS E ACRÔNIMOS

LMI Linear Matrix Inequality

BMI Bilinear Matrix Inequality

LQR Linear Quadratic Regulator

LPV Linear Parameter Varying

SISO Single Input Single Output

MIMO Multiple Input Multiple Output

PID Proportional Integral Derivative

FGS Fuzzy Gain Scheduling



LISTA DE SÍMBOLOS

−T Denota a inversa de uma matriz transposta.

∗ Denota a transposta do bloco de uma atriz simétrica.
T Denota transposta de uma matriz ou vetor.

x0(t0) Representa condição inicial de um estado.

Λ Representa um simplex unitário,

{
N∑

i=1
, (.) ≥ 0, i = 1, ...,N

}
.

∑j
i=1(.) Representa a somatória de i = 1 até j.



SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO 18

2 CONTROLE ROBUSTO COM REALIMENTAÇÃO DERIVATIVA:

SOLUÇÕES MENOS CONSERVADORAS 23

2.1 Projeto de controle robusto para sistemas lineares usando realimentação derivativa 23

2.2 Projeto de controladores robustos: soluções menos conservadoras 25

2.2.1 Projeto de Controladores Robustos: estabilidade assintótica usando variáveis ex-

tras 25

2.2.2 Projeto do Controlador: taxa de decaimentoγ 27

2.2.3 Projeto do Controlador Robusto: estabilidade assintótica usando múltiplas variá-

veis extras 30

2.2.4 Projeto do Controlador Robusto usando múltiplas variáveis e taxa de decaimento

γ 32

2.3 Exemplo numérico: análise de factibilidade 33

2.3.1 Comparação entre Lema da Projeção Recíproca e Lema de Finsler 34

2.4 Conclusões parciais 36

3 CONTROLE GS USANDO REALIMENTÇÃO DERIVATIVA 37

3.1 Projeto de controle GS para sistemas lineares usando realimentação derivativa 37

3.1.1 Projeto do Controlador: taxa de decaimentoγ 40

3.1.2 Projeto de controle GS: estabilidade assintótica usando múltiplas variáveis extras 43

3.1.3 Projeto de controle GS: usando múltiplas variáveis e taxa de decaimentoγ 44

3.2 Projeto de controle GS usando realimentação derivativa: Lema da Projeção Recíproca 47

3.2.1 Projeto de controle GS com condição de estabilidade 47



3.2.2 Projeto de controle GS com condição de estabilidade considerando taxa de decai-

mento 50

3.3 Construção do ganho do controlador dependente do parâmetro K(α(t)) 53

3.4 Exemplo numérico: análise de factibilidade 55

3.5 Análise de factibilidade: GS considerando variáveis múltiplas versus GS e LQR 56

3.6 Implementação Prática 57

3.7 Conclusões parciais 63

4 CONTROLE GS USANDO REALIMENTÇÃO DE ESTADOS:

CONDIÇÕES MAIS RELAXADAS 64

4.1 Projeto de controle GS para sistemas lineares usando realimentação de estados 64

4.1.1 Projeto do Controlador: taxa de decaimentoγ 69

4.1.2 Projeto do Controlador: estabilidade assintótica usando múltiplas variáveis extras 70

4.1.3 Projeto do Controlador GS usando múltiplas variáveis etaxa de decaimentoγ 71

4.2 Exemplo numérico: análise de factibilidade 72

4.3 Conclusões parciais 73

5 PROJETO DE CONTROLE MISTO GAIN SCHEDULING - RO-

BUSTO 74

5.1 Metodologia de geração estrutural de um conjunto único por meio de incertezas

multiplicativas 74

5.2 Controle GS-robusto usando realimentação derivativa 76

5.2.1 Representação dinâmica do sistema contínuo linear sujeito a incertezas politópi-

cas e parâmetros variantes no tempo 76

5.2.2 Implementação Prática 77

5.2.3 Resultados Obtidos com a Implementação 79

5.3 Conclusões parciais 81



6 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS 82

6.1 Perspectivas 82

REFERÊNCIAS 83



18

1 INTRODUÇÃO

Na atualidade, muitas estratégias de controle são usadas para garantir um desem-

penho eficiente perante a ocorrência de graves problemas em diferentes processos indus-

triais. A realimentação dos sistemas dinâmicos tem sido uma estrategia de controle muito

útil, na qual os resultados obtidos de uma tarefa ou atividade são reintroduzidos no

sistema com a intenção de incidir ou atuar sobre ações futuras, já seja para manter o

equilíbrio do sistema ou para conduzir a um sistema novo. Na literatura existem diversos

trabalhos que mostram resultados relevantes considerando a realimentação: realimentação

das variáveis de estados em conjunto com outras técnicas que permitem garantir um bom

desempenho juntamente à estabilidade do sistema Barsaiyan e Purwar (2010), a realimen-

tação das saídas do sistema Roppenecker e O’Reilly (1987); Kaddour et al. (2015); Sato

e Peaucelle (2018) e a realimentação da derivada dos estados. Esta última tem sido alvo

de estudos específicos em sistemas mecânicos, em sistemas sujeitos a vibrações, na indús-

tria aeronáutica, entre outros. O uso de sensores acelerométricos facilitam a obtenção da

aceleração, e da velocidade, que pode ser obtida a partir da integração do sinal provido

pelo acelerômetro Abdelaziz e Valasek (2005).

O uso da realimentação da derivada do vetor do estado (realimentação derivativa)

para sistemas lineares tem sido alvo de estudo nos últimos anos. Muitos autores explo-

raram métodos semelhantes aos existentes para a realimentação do vetor estado. Por

exemplo Abdelaziz e Valasek (2004) os autores utilizam um equacionamento similar à

Ackerman para sistemas lineares SISO por meio da realimentação derivativa. Em Faria,

Assunção e Teixeira (2009) é apresentada uma nova formulação para estabilizar sistemas

multivariáveis lineares MIMO sob realimentação derivativa. Em Moreira et al. (2010) foi

apresentada uma pesquisa sobre a rejeição do distúrbio com realimentação derivativa e

uma verificação de observabilidade e estabilidade através da derivada do vetor de estado

para sistemas lineares. Em Lewis e Syrmos (1991) os autores propõem uma teoria ge-

ométrica para sistemas dinâmicos singulares com realimentação derivativa. Em Silva et

al. (2012) é apresentada uma metodologia para projetar um controlador menos conser-

vador para sistemas lineares sujeito a incertezas politópicas via realimentação derivativa.

Em Michiels et al. (2009) é realizado um estudo para garantir estabilidade e robustez

usando a realimentação derivativa. Em Llins et al. (2017) os autores desenvolveram uma
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metodologia para o projeto de um controlador de gain scheduled usando a realimentação

da derivada do vetor de estados. Adicionalmente, diversos trabalhos utilizam a reali-

mentação derivativa como uma estratégia de solução associada as diferentes áreas: não

lineares, considerando sistemas incertos, entre outros.

Frequentemente, é necessário dispor de um modelo matemático para realizar o projeto

de controle da dinâmica de um sistema. Mais ainda, é possível que o modelo matemático

de um sistema apresente parâmetros que podem variar dentro de um intervalo, sendo

difícil mensurá-los. Essa situação foi caracterizada para muitos pesquisadores da área

como sistemas sujeitos a parâmetros incertos. A técnica desenvolvida para garantir a

estabilidade e o desempenho em malha fechada se denominou controle robusto. A teoria

do controle robusto está bem estabelecida para sistemas lineares, mas quase todos os

processos reais possuem características não lineares. Contudo, se a região operacional

da planta for pequena, pode-se usar as abordagens de controle robusto para projetar

um controlador linear robusto, onde as não linearidades são tratadas como incertezas do

modelo. Nos últimos anos, muitos estudos foram desenvolvidos considerando problemas

robustos de controle Ramos e Peres (2002), Veselýa e Ilka (2015) e Veselýa e Ilka (2017).

Em destaque, a estabilidade quadrática apresenta-se como uma estratégia muito útil para

garantir uma estabilidade do sistema e controlar sistemas lineares incertos Bernussou,

Peres e Geromel (1989), Li, Fang e Wang (2017). Com esta abordagem particular, a

estabilidade de um politopo de matrizes pode ser comprovada por meio de um teste de

factibilidade de um conjunto de LMIs Boyd et al. (1994) envolvendo apenas os vértices

do domínio e incertezas.

Neste contexto, a estabilidade quadrática pode levar a resultados muito conservadores

em alguns casos. Recentemente, diferentes técnicas foram desenvolvidas para fornecer

resultados menos conservadores, como, por exemplo, o uso de funções Lyapunov de-

pendentes de parâmetros Su e Chesi (2017) ou funções Lyapunov por partes Rantzer

e Johansson (2000).

A estabilidade robusta usando a lei de controle para a realimentação dos estados é um

problema clássico na literatura de controle (BOYD et al., 1994). Várias estratégias foram

propostas para obter condições mais relaxadas, e estudos semelhantes foram realizados

considerando a realimentação da derivada dos estados Silva et al. (2012), Faria et al.

(2009c). Em ambos casos foram utilizadas estratégias com variáveis de folga Silva et

al. (2011a). Alguns métodos de estudo de estabilidade para o sistema de malha fechada

têm condições baseadas em desigualdades de matrizes, comumente aplicadas na literatura

MOZELLI, PALHARES e AVELLAR (2004), Pipeleersa et al. (2009), Silva et al. (2012).

A origem dos controladores gain scheduled data nos anos 1960, com a teoria clássica

chamada GS com base na linearização de um sistema em seus pontos de equilíbrio As-



1 INTRODUÇÃO 20

trom e Wittenmark (2008); Shamma e Athans (1990); Hyde e Glover (1993). Uma técnica

mais simples foi usada na Segunda Guerra Mundial para controlar os foguetes V2 (contro-

ladores de comutação com base em dados medidos). A eficiência desta formulação clássica

de controle GS depende das características dinâmicas do sistema não linear. Os contro-

ladores podem ser descritos como uma combinação de sistemas lineares, associada a um

controlador linear para cada ponto de operação Leith e Leithead (2000). O controlador

é projetado levando em consideração apenas a dinâmica local da planta em torno de um

ponto de equilíbrio Leith e Leithead (2000). Controladores gain scheduled clássico foram

aplicados intensamente, mas tiveram limitações. Trabalhar apenas na área de vizinhança

dos pontos de equilíbrio operacional representou uma deficiência técnica. A técnica GS

como conceito teve seus primeiros aportes no controle de voo Sun et al. (2009), Oosterom

e Babuska (2001), Masubuchi et al. (2004), no setor aeroespacial Lee e Chung (2001), em

sistemas de energia, no controle de turbinas eólicas Badihi, Zhang e Hong (2013), Liu et

al. (2012), Ding-Hui et al. (2012), turbinas hidráulicas Ruzhekov, Slavov e Puleva (2011),

Ginter e Pieper (2009), turbinas a gás Rodriguez-Martinez e Garduno-Ramirez (2005), em

estabilizadores de sistema de energia Ghosh (1991), geradores Jabehdar-Maralani, Yaz-

danpanah e Mohammadi-Milasi (2004), em rolamentos magnéticos Betschon e Knospe

(2001),tem trabalhos dedicados à microgravidade Mehendale, Fialho e Grigoriadis (2003)

e na área de saúde, no controle do diabetes Abu-Rmileh e Garcia-Gabin (2010), entre

outras aplicações na área industrial.

A mistura de GS com outras técnicas ajudou a melhorar o desempenho do sistema,

reduzindo a margem do sinal do erro Merry et al. (2014), no caso FGS supera as desvan-

tagens do agendamento de ganho clássico, considerando a restrição de estabilidade e o

desempenho tanto no comportamento local quanto global. O agendamento técnico de

ganho difuso pode envolver o ganho clássico de programação, bem como as técnicas LPV

Naus (2009). Em Zhang et al. (2017) os autores apresentam um método para o projeto

de controladores PID gain scheduled fuzzy (FGS-PID) para garantir a estabilidade de um

sistema elétrico de potência. O método de otimização da colônia de abelhas foi usado

para determinar as regras de controle do FGS-PID. Em Zhang et al. (2016) apresenta o

desenvolvimento de uma metodologia para o problema de controle H∞ para uma classe

de sistemas Takagi-Sugeno de tempo discreto com variações de ganho e fadings de canais

aleatoriamente ocorridos via LMI.

Existem trabalhos que ressaltam a importância da abordagem do controle robusto

com controle GS, por exemplo em Sato e Peaucelle (2018) apresenta uma metodologia

para solucionar problemas de erros entre os parâmetros scheduling reais e fornecidos, que

inevitavelmente leva a controlar a degradação do desempenho usando o lema da eliminação

(SKELTON; IWASAKI; GRIGORIADIS, 1997). Em Guo e Scherer (2018) é proposta uma

solução exata de espaço de estados para o problema de projetar um controlador robusto
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de ganho programado com uma estrutura hierárquica e baseado em programação semi-

definida. Em Veselýa e Ilka (2015); Veselýa e Ilka (2017) descrevem uma metodologia

para projetar controladores PI e PID gain scheduled robustos via BMI.

Baseado nos estudos anteriores, em (LLINS et al., 2017) apresentam uma metodologia

que considera o controle GS usando realimentação derivativa com a possibilidade de alocar

os autovalores do sistema para um melhor desempenho.

A dificuldade de projetar controladores robustos gain scheduled usando LMI tem sido

pouco analisado na literatura e serviu de incentivo para a realização deste trabalho, que é

generalizar os resultados anteriores na síntese de controladores robustos considerando GS.

A motivação foi desenvolver uma estratégia de controle que possa garantir a estabilidade e

o desempenho para sistemas sujeitos a parâmetros incertos e variantes no tempo, gerando

um mapeamento que preserva a convexidade original do problema. Ainda, consideram-se

novas técnicas de relaxação para diminuir o conservadorismo.

Os objetivos deste trabalho são:

• Projetar um controlador robusto usando realimentação da derivada dos estados

através de soluções menos conservadoras via LMI, além de analisar e comparar

resultados obtidos.

• Projetar um controlador GS usando realimentação da derivada dos estados através

de soluções menos conservadoras, além de analisar e comparar resultados obtidos.

• Projetar um controlador GS usando realimentação dos estados através de soluções

menos conservadoras, além de analisar e comparar resultados obtidos.

• Projetar um controlador GS robusto usando realimentação da derivada dos estados,

além de analisar e comparar resultados obtidos.

• Implementar os projetos dos controladores GS usando realimentação da derivadas

dos estados.

A organização desta trabalho a partir deste momento:

• Capítulo 2: Apresenta a metodologia para o projeto de controle robusto via reali-

mentação derivativa considerando novas soluções menos conservadoras.

• Capítulo 3: Mostra o desenvolvimento do estudo sobre o projeto de controle GS via

realimentação derivativa, considerando novas soluções menos conservadoras.

• Capítulo 4: Apresenta a metodologia para o projeto de controle GS via realimenta-

ção de estados, considerando novas soluções menos conservadoras.
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• Capítulo 5: Expõe a estratégia para o projeto de controle GS robusto via realimen-

tação derivativa.

• Capítulo 6: Aponta as conclusões e também algumas perspectivas para pesquisas

futuras. Após, uma lista das bibliografias relacionadas diretamente e indiretamente

com o trabalho.
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2 CONTROLE ROBUSTO COM REALIMENTAÇÃO DERIVATIVA: SOLUÇÕES
MENOS CONSERVADORAS

Nesta seção, apresenta-se uma metodologia para sistemas lineares sujeitos a incertezas

politópicas, através da qual é possível projetar um controlador robusto usando realimen-

tação derivativa. Introduz-se um novo método via LMI para garantir estabilidade por

meio do Lema de Finsler para flexibilizar e obter soluções menos conservadoras. Utiliza-

se métodos disponíveis na literatura para realizar comparações numéricas. O seguinte

lema será utilizado na demonstração da metodologia:

Lema 2.1. Para cada matriz não simétrica M(M 6= MT ), se M + MT < 0, então M é

invertível.

Prova: Vide em Skelton, Iwasaki e Grigoriadis (1997).

2.1 Projeto de controle robusto para sistemas lineares usando
realimentação derivativa

Considere o seguinte sistema linear contínuo incerto:

ẋ(t) = A(α)x(t)+B(α)u(t),x(t0) = x0. (1)

Nesse sistema A(α) ∈ R
n×n, B(α) ∈ R

n×m são matrizes que representam a dinâmica

do sistema incerto, x(t) vetor de estados e u(t) ∈ R
m o vetor de entrada.

As matrizes A(α) e B(α) são representadas pela combinação convexa N vértices

conhecidos:

(A(α),B(α)) =
N∑

i=1

αi(Ai,Bi),α ∈ Λ (2)

sendo α um parâmetro invariante do tempo pertencente ao simplex unitário.

Λ =



α ∈ R

N :
N∑

i=1

αi = 1,αi ≥ 0, i = 1, . . . ,N



 . (3)
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Pode-se usar uma notação compacta:

α = [α1 α2 . . . αN ]T .

Suponha que a matriz do sistema A(α) seja não singular Abdelaziz e Valasek (2005b).

O objetivo é encontrar uma matriz constante Kd ∈ R
m×n, de modo que, a lei de controle:

u(t) = −Kdẋ(t), (4)

estabilize o sistema (1). A matriz (I + B(α)Kd) é suposta de posto completo para que o

sistema em malha fechada esteja bem definido. Então, substituindo (4) e (1) no sistema

em malha fechada, obtém-se:

ẋ(t) = A(α)x(t)−B(α)Kdẋ(t) ⇐⇒

ẋ(t) = (I +B(α)Kd)−1A(α)x(t), (5)

A análise da função de Lyapunov (6) permite projetar o controlador que garanta a

estabilidade assintótica para o sistema (1):

V (x(t)) = x(t)T Px(t) > 0,∀x(t) 6= 0 =⇒ P = P T > 0,P ∈ R
n×n,

V̇ (x(t)) = ẋ(t)T Px(t)+x(t)T Pẋ(t) < 0. (6)

O Lema 2.2 introduz novas variáveis auxiliares.

Lema 2.2 (Lema de Finsler). Considere W ∈R
2n, D(α) ∈R

2n×2n e B(α) ∈R
n×2n sendo

B(α)⊥ uma base para o espaço nulo de B(α) (em outras palavras B(α)B(α)⊥ = 0).

Então, as seguintes condições são equivalentes:

(i) W T D(α)W < 0, ∀W 6= 0, B(α)W = 0,

(ii) B(α)⊥T

D(α)B(α)⊥ < 0,

(iii)∃ρ ∈ R : D(α)−ρB(α)T B(α) < 0,

(iv) ∃Q ∈ R
2n×n : D(α)+QB(α)+B(α)T QT < 0,

sendo ρ e Q são variáveis extras (ou multiplicadoras).

Prova: Vide em Skelton, Iwasaki e Grigoriadis (1997).

Este lema é muito útil para desacoplar matrizes dependentes de parâmetros ou para

reduzir o número de LMIs no projeto de controle MOZELLI, PALHARES e AVELLAR

(2004).
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2.2 Projeto de controladores robustos: soluções menos conser-
vadoras

Em Silva et al. (2012) é apresentada uma metodologia considerando as funções de

Lyapunov dependentes de parâmetros para diminuir o conservadorismo do projeto do

controlador, usando o relaxamento com o Lemma de Finsler. No entanto, uma única

matriz de Lyapunov foi usada, sendo que essa flexibilização promovida foi feita por meio

da adição de diferentes variáveis extras. Na subseção 2.2.1, são propostas condições mais

relaxadas para projetar o controlador (4).

2.2.1 Projeto de Controladores Robustos: estabilidade assintótica usando
variáveis extras

Teorema 1. Considerando Ai invertível, se a matriz simétrica definida positiva Q existe,

juntamente com as matrizes Z, X1 e X2 que satisfazem as seguintes desigualdades:

AiX

T
1 +X1AT

i +AiZ
T BT

i +BiZAT
i ∗

Q+X2AT
i −XT

1 −X2 −XT
2


< 0, (7)

i = 1,2, . . . ,N ;




(
(Ai+Aj)X

T
1 +X1(AT

i +AT
j )+AiZ

T BT
j ∗

+AjZT BT
i +BiZAT

j +BjZAT
i

)

2Q+X2(AT
i +AT

j )−2XT
1 −2X2 −2XT

2




< 0,

(8)

i = 1,2, . . . ,N −1, j = i+1,2, . . . ,N,

então o sistema (5) é assintoticamente estável dado pela matriz obtida em (9).

Kd = ZQ−1. (9)

Prova: Suponha que (7) e (8) sejam factíveis. Multiplicando (7) por α2
i > 0 e

somando em i, desde i = 1 a i = N , αiαj > 0 e (8), somando também desde i = 1, até
i = N −1 e j = i+1 a j = N , e fazendo uso das seguintes propriedades:

N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αj =
N∑

j=1

α2
j +2

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj ,
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N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjHiRj =
N∑

j=1

α2
j HjRj +

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(HiRj +HjRi)

então:
N∑

i=1

α2
i AiQ

T +
N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(AiQ
T +AjQT ) =

N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjAjQT .

N∑

i=1

α2
i QAT

i +
N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(QAT
i +QAT

j ) =
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjQAT
j .

N∑

i=1

α2
i BiZi +

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(BiZj +BjZi) =
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjBiZj .

N∑

i=1

α2
i ZT

i BT
i +

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(t)(ZT
i BT

j +ZT
j BT

i ) =
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjZT
i BT

j .

N∑

i=1

α2
i G+

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(2G) =
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjG.

N∑

i=1

α2
i Q+

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(2Q) =
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjQ.

N∑

i=1

α2
i QT +

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(2QT ) =
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjQT ,

Usando as definições pode-se obter seguinte



A(α)XT
1 +X1AT (α)+A(α)ZT BT (α)+B(α)ZAT (α) ∗

Q+X2AT (α)−XT
1 −X2 −XT

2




< 0, (10)

note que (10), pode ser decomposta da seguinte forma:

 A(α)ZT BT (α)+B(α)ZAT (α) ∗

Q 0n×n


+


 X1

X2



[

AT (α) −In×n

]
+ (11)


 A(α)

−In×n



[

XT
1 XT

2

]
<0.

Utilizando o Lema 2.2, com

D(α) =


A(α)ZT BT (α)+B(α)ZAT (α) ∗

Q 0n×n


, Q =


X1

X2


,

B(α) =
[
AT (α) −In×n

]
,

e, portanto, B⊥ =
[
In×n A(α)

]T
, pré e pós multiplicando por B(α)⊥T

e B(α)⊥, sabendo

que B(α)B(α)⊥ = 0, pode obter B⊥T

(α)D(α)B⊥(α) < 0 a equivalência entre as restri-

ções do lema. Substituindo as matrizes, tem-se
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A(α)Q+QAT (α)+A(α)ZT BT (α)+B(α)ZAT (α) < 0, (12)

sendo Q = P −1 e Z = KdQ. Colocando P −1AT (α) e A(α)P −1em evidência, tem-se:

A(α)P −1(I +B(α)Kd)T +(I +B(α)Kd)P −1AT (α) < 0. (13)

De acordo com o Lema 2.1, segue que (I +B(α)Kd)P −1AT (α) é de posto completo, então

(I + B(α)Kd), P −1 e AT (α) são de matrizes de posto completo, isso representa que são

invertíveis.

Pré e pós multiplicando (13) por P (I +B(α)Kd)−1 e (I +B(α)Kd)−T P , tem-se

P (I +B(α)Kd)−1A(α)+AT (α)(I +B(α)Kd)T P < 0. (14)

Multiplicando (14) pela esquerda e direita por xT (t) e x(t), respectivamente, levando-se

em conta a definição dada em (5), tem-se

ẋT (t)Px(t)+xT (t)Pẋ(t) < 0, (15)

representando a derivada da função quadrática de Lyapunov, dada por

xT (t)Px(t) > 0, (16)

para todo x(t) 6= 0, P = P T > 0.

2.2.2 Projeto do Controlador: taxa de decaimentoγ

O Teorema 2 é proposto para garantir a estabilidade assintótica do sistema (5) e

melhorar o desempenho da resposta transitória. Baseia-se na taxa de decaimento Llins et

al. (2017). A taxa de decaimento γ > 0 representada na Figura 1 pode ser obtida se as

seguintes condições forem satisfeitas

V̇ (x(t)) ≤ −2γV (x(t)), (17)

considerando como candidata a função Lyapunov V (x(t)) = x(t)T Px(t) > 0, sendo V̇ (x(t)) <

0 para todo x(t) 6= 0.
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Figura 1 - Região γ para alocação dos autovalores.

γ

Re (λ)

Im (λ)

Fonte: Silva et al. (2012)

Teorema 2. Considerando Ai invertível, γ > 0, se a matriz simétrica definida positiva Q

existe, juntamente com as matrizes Z, X1 e X2 que satisfazem as seguintes desigualdades

matriciais:




(
AiX

T
1 +X1AT

i +AiZ
T BT

i + ∗ ∗

BiZAT
i +2γQ+2γZT BT

i +2γBiZ
)

Q+X2AT
i −XT

1 −X2 −XT
2 ∗

ZT BT
i 0n×n

−Q

2γ




< 0, (18)

i = 1,2, . . . ,N ;




(
(Ai+Aj)X

T
1 +X1(AT

i +AT
j )+AiZ

T BT
j ∗ ∗

+AjZ
T BT

i +BiZAT
j +BjZAT

i +4γQ

+2γZT (BT
i +BT

j )+2γ(Bi+Bj)Z
)

2Q+X2(AT
i +AT

j )−2XT
1 −2X2−2XT

2 ∗

ZT BT
i +ZT BT

j 0n×n

−Q

γ




< 0,

(19)

i = 1,2, . . . ,N −1, j = i+1,2, . . . ,N,
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então o sistema (5) é assintoticamente estável com taxa de decaimento maior ou igual que

γ, dado pela matriz obtida em (20).

Kd = ZQ−1. (20)

Prova: Suponha que (18) e (19) sejam factíveis. Multiplicando (18) por α2
i > 0 e

somando i, de i = 1 até i = N , αiαj>0 e (19), somando também de i = 1, a i = N −1 e em

j = i+1 até j = N , aplicando o Complemento de Schur Boyd et al. (1994) e considerando

as propriedades definidas previamente, segue que

 A(α)XT

1 +X1AT (α)+A(α)ZT BT (α)+B(α)ZAT (α) ∗

Q+X2AT (α)−XT
1 −X2−XT

2




+


 B(α)Z

0n×n




[
−2γQ−1

][
ZT BT (α) 0n×n

]
< 0.

(21)

De (21), executando as operações entre as matrizes, segue



(
A(α)XT

1 +X1AT (α)+A(α)ZT BT (α)+ ∗

B(α)ZAT (α)+2γQ+2γZT BT (α)+

2γB(α)Z +2γB(α)ZQ−1ZT BT (α)
)

Q+X2AT (α)−XT
1 −X2 −XT

2




< 0,

(22)

e, rearranjando a matriz em soma de matrizes e vetores, segue



(
A(α)ZT BT (α)+B(α)ZAT (α)+2γQ+ ∗

2γZT BT (α)+2γB(α)Z +2γB(α)ZQ−1ZT BT (α)
)

Q 0n×n


 +


 X1

X2




[
AT (α) −In×n

]
+


 A(α)

−In×n




[
XT

1 XT
2

]
< 0. (23)

Usando o Lema 2.2, com

D(α) =




(
A(α)ZT BT (α)+B(α)ZAT (α)+2γZT BT (α)+ ∗

2γQ+2γB(α)Z +2γB(α)ZQ−1ZT BT (α)
)

Q 0n×n


, Q =


X1

X2


,

B(α) =
[
AT (α) −In×n

]
,

e, portanto, B⊥(α) =
[
In×n A(α)

]
, pre e pós multiplicando por B(α)⊥T

e B(α)⊥,

sabendo que B(α)B(α)⊥ = 0, pode-se obter B⊥T

(α)D(α)B⊥(α) < 0 a equivalência entre
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as restrições do lema. Substituindo as matrizes, tem-se

A(α)Q+QAT (α)+A(α)ZT BT (α)+B(α)ZAT (α)+2γQ

+2γZT BT (α)+2γB(α)Z +2γB(α)ZQ−1ZT BT < 0,

(24)

sendo Q = P −1, Z = KdQ. Colocando P −1AT (α) e A(α)P −1 em evidência, tem-se

A(α)P −1(I +B(α)Kd)−T +(I +B(α)Kd)P −1AT (α)+

(I +B(α)Kd)P −1(2γP )P −1(I +B(α)Kd)−T < 0.

(25)

Pre e pós multiplicando (25) por P (I +B(α)Kd)−1 e (I +B(α)Kd)−T P , tem-se

P (I +B(α)Kd)−1A(α)+AT (α)(I +B(α)Kd)−T P +2γP < 0. (26)

Multiplicando (26) pela esquerda e direita por xT (t) e x(t), respectivamente. Substituindo

(5), tem-se

ẋT (t)Px(t)+xT (t)Pẋ(t) < −2γxT (t)Px(t), (27)

representando a derivada da função quadrática de Lyapunov, limitada pela taxa de de-

caimento, dada por

xT (t)Px(t) > 0, (28)

para todo x(t) 6= 0. E assim, P = P T > 0.

2.2.3 Projeto do Controlador Robusto: estabilidade assintótica usando
múltiplas variáveis extras

O Teorema 3 é proposto para garantir a estabilidade assintótica do sistema (5),

reduzindo o grau de conservadorismo em relação as metodologias anteriores.

Teorema 3. Considerando Ai invertível, se a matriz simétrica definida positiva Q ex-

iste, juntamente com as matrizes Z, X1i e X2i que satisfazem as seguintes desigualdades
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matriciais: 
AiX

T
1 i +X1iA

T
i +AiZ

T BT
i +BiZAT

i ∗

Q+X2iA
T
i −XT

1 i −X2i −XT
2 i


< 0, (29)

i = 1,2, . . . ,N ;




(
AiX

T
1 j +AjXT

1 i +X1iA
T
j + ∗

X1jAT
i +AiZ

T BT
j +AjZT BT

i +

BiZAT
j +BjZAT

i

)

(
2Q+X2iA

T
j +X2jA

T
i − −X2i−X2j−XT

2 i−XT
2 j

XT
1 i −XT

1 j

)




< 0,

(30)

i = 1,2, . . . ,N −1, j = i+1,2, . . . ,N,

então o sistema (5) é assintoticamente estável dado pela matriz obtida em (31).

Kd = ZQ−1. (31)

Prova: Considerando as propriedades definidas previamente em conjunto com as

propriedades declaradas a seguir,

N∑

i=1

α2
i X1i +

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(X1i +X1j)=
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjX1i.

N∑

i=1

α2
i X2i +

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(X2i +X2j)=
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjX2i.

N∑

i=1

α2
i XT

1 i +
N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(XT
1 i +XT

1 j)=
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjX
T
1 i.

N∑

i=1

α2
i XT

2 i +
N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(XT
2 i +XT

2 j)=
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjX
T
2 i,

utilizando os seguintes vetores e matrizes

D(α) =


A(α)ZT BT (α)+B(α)ZAT (α) ∗

Q 0n×n


, Q =


X1(α)

X2(α)


,

B(α) =
[
AT (α) −In×n

]
,

então, a prova do teorema segue os mesmos passos apresentados no Teorema 1.
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2.2.4 Projeto do Controlador Robusto usando múltiplas variáveis e taxa
de decaimentoγ

O próximo teorema é proposto para garantir a estabilidade assintótica do sistema

(1) e melhorar o desempenho da resposta transitória, como definido no Teorema 2, mas

também adicionar variáveis para reduzir o conservadorismo.

Teorema 4. Considerando Ai invertível, γ > 0, se a matriz simétrica definida positiva

existe Q, juntamente com as matrizes Z, X1i e X2i que satisfazem as seguintes desigual-

dades:




(
(AiX

T
1 i +X1iA

T
i +AiZ

T BT
i + ∗ ∗

BiZAT
i +2γQ+2γZT BT

i +2γBiZ
)

Q+X2iA
T
i −XT

1 i −X2i −XT
2 i ∗

ZT BT
i 0n×n −

Q

2γ




< 0,

(32)

i = 1,2, . . . ,N ;




(
AiX

T
1 j +AjXT

1 i +X1iA
T
j +X1jAT

i +AiZ
T BT

j + ∗ ∗

AjZT BT
i +BiZAT

j +BjZAT
i +4γQ+

2γZT (BT
i +BT

j )+2γ(Bi +Bj)Z
)

2Q+X2iA
T
j +X2jAT

i −XT
1 i −XT

1 j −X2i −X2j −XT
2 i −XT

2 j ∗

ZT BT
i +ZT BT

j 0n×n −
Q

γ




< 0,

(33)

i = 1,2, . . . ,N −1, j = i+1,2, . . . ,N,

então o sistema (5) é assintoticamente estável com taxa de decaimento maior e igual que

γ, dado pela matriz obtida em (34).

Kd = ZQ−1. (34)
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Prova: Usando as propriedades previamente definidas e considerando os seguintes

vetores e matrizes:

D(α)=




(
A(α)ZT BT (α)+B(α)ZAT (α)+2γZT BT (α) ∗

+2γQ+2γB(α)Z+2γB(α)ZQ−1ZT BT (α)
)

Q 0n×n


, Q =


X1(α)

X2(α)


,

B(α) =
[
AT (α) −In×n

]
,

então, a prova do teorema segue os mesmos passos apresentados no Teorema 2.

Na seção 2.3, verifica-se a eficiência das metodologias propostas. Um exemplo será

usado para comparar esta nova metodologia com outras metodologias da literatura.

2.3 Exemplo numérico: análise de factibilidade

Considere um sistema linear incerto (1) representado pelos seguintes vértices do poli-

topo

A1 =


21 −98

11 10


, B1 =


10

10


,

A2 =


ξ1 −98

11 10


, B2 =


ξ2

10


.

Considere uma variação paramétrica entre os intervalos −20 ≤ ξ1 ≤ 75 e 20 ≤ ξ2 ≤ 110

com um passo de 3. A região de factibilidade foi construída para analisar e comparar as

metodologias propostas nos Teoremas 1, 3 e Teorema apresentado em Silva et al. (2012).

Na Figura 2 é representada a região de factibilidade construída pelos pontos factíveis

do Teorema Silva et al. (2012), 1 e 3.

Pode-se observar que os pontos de factibilidade dos Teoremas 1 e 3 são mais significa-

tivos que do Teorema de Silva et al. (2012). Na Figura 8 mostra-se a região de factibilidade

construída considerando a taxa de decaimento γ = 0.98. Nesse caso o Teorema de Silva et

al. (2012) apresentou menos pontos de factibilidade que os conseguidos pelos Teoremas 2

e 4.

Em Silva et al. (2012) é apresentado um método adicionando um parâmetro para

relaxar ainda mais as soluções. O parâmetro permite eliminar o limite de γ inerente

ao Teorema anterior de Silva et al. (2012). Contudo, os resultados observados foram

semelhantes aos apresentados anteriormente.
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Figura 2 - Projeto do Controlador com Teoremas Silva et al. (2012) (x), 1 (x,�), 3 (x,�,◦).
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Fonte: Resultados do próprio autor

Figura 3 - Projeto do Controlador com Teoremas Silva et al. (2012) (x), 2 (x,�), 4 (x,�,◦) com
γ = 0,98.
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Fonte: Resultados do próprio autor

Na sequência, são apresentados os resultados comparativos considerando o Lema da

Projeção Recíproca.

2.3.1 Comparação entre Lema da Projeção Recíproca e Lema de Finsler

Em Silva et al. (2011a), foi utilizado o Lema da Projeção Recíproca para obter

soluções menos conservadoras do que Faria et al. (2009c).

As figuras 4 e 5 mostram análise de factibilidade entre a estratégia usada em Silva

et al. (2011a), Teoremas 3 e 4, sendo que os Teoremas 3 a 4 obtiveram maior região de
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factibilidade que a estratégia usada em Silva et al. (2011a).

A Figura 4 representa a região de factibilidade constituída pelos pontos factíveis do

Teorema Silva et al. (2011a) e Teorema 3.

Figura 4 - Projeto do Controlador com Teorema Silva et al. (2011a) (x) e Teorema 3 (x,�).
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Fonte: Resultados do próprio autor

A Figura 5 apresenta a região de factibilidade construída pelos pontos factíveis do

Teorema Silva et al. (2011a) e Teorema 4 considerando uma taxa de decaimento γ = 5.

Figura 5 - Projeto do Controlador com Teorema Silva et al. (2011a) (x), Teorema 4 (x,�) com
γ = 5.

-20 0 20 40 60 80 100
20

25

30

35

40

45

50

ξ1

ξ 2

Fonte: Resultados do próprio autor

Note-se que os métodos propostos apresentaram uma maior região de factibilidade

do que os apresentados em Silva et al. (2011a).
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2.4 Conclusões parciais

Nesta seção propôs-se uma metodologia utilizando variáveis multiplicadoras ou de fol-

gas para projetar o controlador robusto considerando realimentação derivativa lançando.

A nova estratégia permitiu relaxar e obter soluções menos conservadoras. O exemplo

numérico mostrou resultados menos conservadores, quando comparado com métodos ap-

resentados na literatura. A metodologia desenvolvida serve como via para a construção

de uma estratégia diferente para projetar um controlador gain scheduled, usando reali-

mentação derivativa, que será abordado no próximo capítulo.
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3 CONTROLE GSUSANDO REALIMENTÇÃO DERIVATIVA

Nesta seção, serão desenvolvidas estratégias de controle gain scheduling menos con-

servadoras, considerando os passos apresentado na seção anterior. As novas metodologias

serão testadas e comparadas com a literatura existente. O estudo realizado representa um

passo significativo na área de controle gain scheduling usando realimentação derivativa.

3.1 Projeto de controleGS para sistemas lineares usando reali-
mentação derivativa

Considere o seguinte sistema linear contínuo:

ẋ(t) = A(α(t))x(t)+B(α(t))u(t). (35)

Nesse sistema A(α(t)) ∈ R
n×n, B(α(t)) ∈ R

n×m são matrizes que representam a dinâmica

do sistema, x(t) o vetor de estados e u(t) ∈ R
m o vetor de entrada de controle.

As matrizes A(α(t)) e B(α(t)) são representadas pela combinação convexa de N

vértices conhecidos:

(A(α(t)),B(α(t))) =
N∑

i=1

α(t)i(Ai,Bi),α(t) ∈ Λ, (36)

sendo α(t) um parâmetro variante do tempo pertencente ao simplex unitário.

Λ =



α(t) ∈ R

N :
N∑

i=1

αi(t) = 1,αi(t) ≥ 0, i = 1, . . . ,N



 . (37)

Ou de forma compacta:

α(t) = [α1(t) α2(t) . . . αN (t)]T .

Suponha que a matriz do sistema A(α(t)) seja não singular Abdelaziz e Valasek

(2005b). O objetivo é encontrar matrizes constantes Kdi ∈ R
m×n, de modo que, a lei de
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controle

u(t) = −Kd(α(t))ẋ(t), (38)

sendo

Kd(α(t)) =
N∑

i=1

αi(t)Kdi,αi(t) ≥ 0, i = 1, . . . ,N, (39)

estabilize o sistema (35). A seguinte matriz (I + B(α(t))Kd(α(t))) é assumida de posto

completo para que o sistema em malha fechada esteja bem definido. Então, substituindo

(38) em (35), o sistema em malha fechada é obtido fazendo

ẋ(t) = A(α(t))x(t)−B(α(t))Kd(α(t))ẋ(t) ⇐⇒

ẋ(t) = (I +B(α(t))Kd(α(t)))−1A(α(t))x(t). (40)

Em Llins et al. (2017) foram apresentadas LMIs que definem o projeto dos con-

troladores via Lema 2.2. Esse lema garante a relaxação do conjunto de LMIs devido à

desassociação de matrizes ou à redução do número de LMIs em projeto de controladores

MOZELLI, PALHARES e AVELLAR (2004).

Usando as definições e os itens i), iv) do Lema 2.2, no Teorema 5 são propostas

condições suficientes para que o sistema (40) seja estabilizável Llins et al. (2017).

Teorema 5. Se existirem uma matriz simétrica positiva definida G ∈ R
n×n, matrizes

Zi ∈ R
m×n e Q ∈ R

n×n tais que:


AiQ

T +QAT
i G+QAT

i −QT −BiZi

∗ −QT −BiZi −Q−ZT
i BT

i


 < 0, (41)

i = 1,2, . . . ,N .


AiQ

T +AjQ
T +QAT

i +QAT
j 2G+QAT

i +QAT
j −2QT −BiZj −BjZi

∗ −2QT −BiZj −BjZi −2Q−ZT
i BT

j −ZT
j BT

i


 < 0, (42)

i = 1,2, . . . ,N −1;j = i+1, . . . ,N,

então o sistema (40) é estabilizável e as matrizes dos vértices do controlador podem ser

dadas por:

Kdi = ZiQ
−T . (43)

Prova: Vide em Llins et al. (2017).

Continuando a mesma linha de pesquisa , porém, considerando a busca de soluções menos

conservadoras, desenvolveu-se uma nova metodologia utilizando o Lema 2.2.
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A análise da função de Lyapunov (44) permite projetar o controlador que garanta a

estabilidade assintótica para o sistema (40):

V (x(t)) = x(t)T Px(t) > 0,∀x(t) 6= 0 =⇒ P = P T > 0,P ∈ R
n×n,

V̇ (x(t)) = ẋ(t)T Px(t)+x(t)T Pẋ(t) < 0. (44)

Teorema 6. Considerando Ai invertível, se a matriz simétrica definida positiva Q ex-

iste, juntamente com as matrizes Zi, X1 e X2 que satisfazem as seguintes desigualdades

matriciais: 
AiX

T
1 +X1AT

i +AiZ
T
i BT

i +BiZiA
T
i ∗

Q+X2AT
i −XT

1 −X2 −XT
2


 < 0, (45)

i = 1,2, . . . ,N ;




(
(2Ai +Aj)XT

1 +X1(2AT
i +AT

j )+AiZ
T
i BT

j +AiZ
T
j BT

i + ∗

AjZT
i BT

i +BiZiA
T
j +BiZjAT

i +BjZiA
T
i

)

3Q+X2(2AT
i +AT

j )−3XT
1 −3X2 −3XT

2




< 0,

(46)

i 6= j, i = 1,2, . . . ,N,j = 1,2, . . . ,N,




(
(2Ai +2Aj +2Ak)XT

1 +X1(2AT
i +2AT

j +2AT
k )+AiZ

T
j BT

k + ∗

AiZ
T
k BT

j +AjZT
i BT

k +AjZT
k BT

i +AkZT
i BT

j +AkZT
j BT

i +

BiZjAT
k +BiZkAT

j +BjZiA
T
k +BjZkAT

i +BkZiA
T
j +

BkZjAT
i

)

Q+X2(2AT
i +2AT

j +2AT
k )−XT

1 −X2 −XT
2




< 0,

(47)

i 6= j,j 6= k, i = 1,2, . . . ,N,j = 1,2, . . . ,N,k = 1,2, . . . ,N,

então o sistema (40) é assintoticamente estável dado pela matriz obtida em (48).

Kdi = ZiQ
−1. (48)
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Prova: Para simplificar nas demostrações utilizou-se a seguinte notação α(t) = α.

Agora, suponha que as condições (45), (46) e (47) sejam factíveis. Multiplicando-as por

α3
i > 0, α2

i αj > 0 e αiαjαk > 0, somando por i = 1 até i = N , i = 1 e i 6= j até i, j = N ,

i = 1 e i < j e j < k até i, j,k = N , considerando as seguintes propriedades:

N∑

i=1

α3
i +3

N∑

i=1

N∑

i6=j

α2
i αj +

N∑

i=1

αi

N∑

i<j

αj

N∑

j<k

αk = (
N∑

i=1

αi)3,

N∑

i=1

α3
i HiL+

N∑

i=1

N∑

i6=j

α2
i αj(HiL+HiL+HjL)+

N∑

i=1

αi

N∑

i<j

αj

N∑

j<k

αk(HiL+HjL+HkL)

= (
N∑

i=1

αi)3(HiL),

N∑

i=1

α3
i HiTiΥi +

N∑

i=1

N∑

i6=j

α2
i αj(HiTiΥj +HiTjΥi +HjTiΥi)+

N∑

i=1

αi

N∑

i<j

αj

N∑

j<k

αk(HiTjΥk+

HiTkΥj +HjTiΥk +HjTkΥi +HkTiΥj +HkTjΥi) = (
N∑

i=1

αi)3(HiTiΥi),

Sabendo que
∑N

i=1 αiHi = H(α) e aplicando, em alguns casos, a propriedade definida em

(37), obteve-se


A(α)XT

1 +X1AT (α)+A(α)ZT (α)BT (α)+B(α)Z(α)AT (α) ∗

Q+X2AT (α)−XT
1 −X2 −XT

2


 < 0. (49)

O restante da demonstração segue diretamente da demonstração do Teorema 1.

3.1.1 Projeto do Controlador: taxa de decaimentoγ

O Teorema 7 é proposto para garantir a estabilidade assintótica do sistema (40) e mel-

horar o desempenho da resposta transitória. Baseia-se no teorema da taxa de decaimento

caracterizada por Llins et al. (2017).

Usando as definições e os itens i), iv) do Lema 2.2, no Teorema 7 são propostas

condições suficientes para que o sistema (40) seja estabilizável com taxa de decaimento

γ > 0.
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Teorema 7. Se existirem uma matriz simétrica positiva definida G ∈ R
n×n, juntamente

com as matrizes Zi ∈ R
m×n e Q ∈ R

n×n tais que:


2γG+AiQ

T +QAT
i G+QAT

i −QT −BiZi

∗ −QT −BiZi −Q−ZT
i BT

i


 < 0, (50)

i = 1,2, . . . ,N .




4γG+AiQ
T +AjQT +QAT

i +QAT
j 2G+QAT

i +QAT
j −2QT −

BiZj −BjZi

∗ −2QT −BiZj −BjZi −2Q−

ZT
i BT

j −ZT
j BT

i




< 0, (51)

i = 1,2, . . . ,N −1;j = i+1, . . . ,N.

então o sistema (40) é estabilizável, com taxa de decaimento maior ou igual à γ, e as

matrizes dos vértices do controlador podem ser dadas por:

Kdi = ZiQ
−T . (52)

Prova: Vide em Llins et al. (2017).

Mantendo a mesma linha de pesquisa com objetivo de diminuir o conservadorismo das

soluções, propõe-se uma metologia diferente utilizando o Lema 2.2.

Teorema 8. Considerando Ai invertível, γ > 0, se a matriz simétrica definida positiva Q

existe, juntamente com as matrizes Zi, X1 e X2 que satisfazem as seguintes desigualdades:




(
(AiX

T
1 +X1AT

i +AiZ
T
i BT

i +BiZiA
T
i + ∗ ∗

2γQ+2γZT iBT
i +2γBiZi

)

Q+X2AT
i −XT

1 −X2 −XT
2 ∗

ZT
i BT

i 0n×n

−Q

2γ




< 0, (53)

i = 1,2, . . . ,N ;
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(
(2Ai +Aj)XT

1 +X1(2AT
i +AT

j )+AiZ
T
i BT

j + ∗ ∗

AiZ
T
j BT

i +AjZT
i BT

i +BiZiA
T
j +BiZjAT

i +

BjZiA
T
i +6γQ+2γ(ZT

i BT
i +ZT

i BT
j +ZT

j BT
i )+

2γ(BiZi +BiZj +BjZi)
)

3Q+X2(2AT
i +AT

j )−3XT
1 −3X2 −3XT

2 ∗

ZT
i BT

i +ZT
i BT

j +ZT
j BT

i 0n×n

−3Q

2γ




< 0,

(54)

i 6= j, i = 1,2, . . . ,N,j = 1,2, . . . ,N,




(
(2Ai +2Aj +2Ak)XT

1 +X1(2AT
i +2AT

j +2AT
k ) ∗ ∗

+AiZ
T
j BT

k +AiZ
T
k BT

j +AjZT
i BT

k +AjZT
k BT

i +

AkZT
i BT

j +AkZT
j BT

i +BiZjAT
k +BiZkAT

j +

BjZiA
T
k +BjZkAT

i +BkZiA
T
j +BkZjAT

i +γQ+

2γ(ZT
i BT

j +ZT
i BT

k +ZT
j BT

i +ZT
j BT

k +ZT
k BT

i +ZT
k BT

j )+

2γ(BiZj +BiZk +BjZi +BjZk +BkZi +BkZj)
)

Q+X2(2AT
i +2AT

j +2AT
k )−XT

1 −X2 −XT
2 ∗

ZT
i BT

j +ZT
i BT

k +ZT
j BT

i +ZT
j BT

k +ZT
k BT

i +ZT
k BT

j 0n×n

−Q

2γ




< 0,

(55)

i 6= j,j 6= k, i = 1,2, . . . ,N,j = 1,2, . . . ,N,

então o sistema (40) é assintoticamente estável com taxa de decaimento maior ou igual

que γ, e os vértices do controlador são dados em (56).

Kdi = ZiQ
−1. (56)

Prova: Usando as propriedades previamente definidas e considerando os seguintes

vetores e matrizes:

D(α)=




(
A(α)ZT (α)BT (α)+B(α)Z(α)AT (α)+2γZT (α)BT (α) ∗

+2γQ+2γB(α)Z +2γB(α)Z(α)Q−1ZT BT (α)
)

Q 0n×n


, Q =


X1

X2


,
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B(α) =
[
AT (α) −In×n

]
,

então, considerando Kd(α) =
∑N

i=1 αiKdi a prova do teorema segue os mesmos passos ap-

resentados no Teorema 2.

A metodologia propõe uma região de factibilidade maior construída a partir da in-

serção da variáveis multiplicadoras ou de folga. Na sequência, será utilizado a mesma

concepção, mas tenta-se adicionar múltiplas variáveis extras, tratando-as como depen-

dentes do parâmetro α(t).

3.1.2 Projeto de controleGS: estabilidade assintótica usando múltiplas
variáveis extras

O Teorema 9 é proposto para garantir a estabilidade assintótica do sistema (40),

reduzindo o grau de conservadorismo em comparação as proposições apresentadas ante-

riormente neste capítulo. A diminuição do conservadorismo foi alcançada utilizando um

maior número de variáveis de folga.

Teorema 9. Considerando Ai invertível, se a matriz simétrica definida positiva Q existe,

juntamente com as matrizes Zi, X1i e X2i que satisfazem as seguintes desigualdades:

AiX

T
1 i +X1iA

T
i +AiZ

T
i BT

i +BiZiA
T
i ∗

Q+X2iA
T
i −XT

1 i −X2i −XT
2 i


< 0, (57)

i = 1,2, . . . ,N ;




(
AiX

T
1 i +AiX

T
1 j +AjXT

1 i +X1iA
T
i +X1iA

T
j + ∗

X1jAT
i +AiZ

T
i BT

j +AjZT
i BT

i +

BiZiA
T
j +BjZAT

i

)

(
3Q+XT

2 iA
T
i +XT

2 iA
T
j +XT

2 jAT
i − −2X2i −X2j −2XT

2 i −XT
2 j

2XT
1 i −XT

1 j

)




< 0,

(58)

i 6= j, i = 1,2, . . . ,N,j = 1,2, . . . ,N,
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(
AiX

T
1 j +AiX

T
1 k +AjXT

1 i +AjXT
1 k+ ∗

AkXT
1 i +AkXT

1 j +X1iA
T
j +X1iA

T
k +

X1jAT
i +X1jAT

k +X1kAT
i +X1kAT

j +

AiZ
T
j BT

k +AiZ
T
k BT

j +AjZT
i BT

k +AjZT
k BT

i +

AkZT
i BT

j +AkZT
j BT

i +BiZjAT
k +BiZkAT

j +

BjZiA
T
k +BjZkAT

i +BkZiA
T
j +BkZjAT

i

)

Q+X2iA
T
j +X2iA

T
k +X2jA

T
i +X2jAT

k + −2X2i −2X2j −2X2k−

X2kAT
i +X2kAT

j −XT
1 2XT

2 i −2XT
2 j −2XT

2 k




< 0,

(59)

i 6= j,j 6= k, i = 1,2, . . . ,N,j = 1,2, . . . ,N,

então o sistema (40) é assintoticamente estável e os vértices do controlador são dado pelas

matrizes obtida em (60).

Kdi = ZiQ
−1. (60)

Prova: Considerando as propriedades definidas previamente utilizando os seguintes

vetores e matrizes

D(α) =


A(α)ZT (α)BT (α)+B(α)Z(α)AT (α) ∗

Q 0n×n


, Q =


X1(α)

X2(α)


,

B(α) =
[
AT (α) −In×n

]
,

então, considerando Kd(α(t)) =
∑N

i=1 αi(t)Kdi a prova deste teorema segue os mesmos

passos apresentados no Teorema 1.

3.1.3 Projeto de controle GS: usando múltiplas variáveis e taxa de decai-
mentoγ

O Teorema 10 é proposto para garantir a estabilidade assintótica do sistema (40)

e melhorar o desempenho da resposta transitória e também adicionar variáveis de folga

para reduzir o conservadorismo.

Teorema 10. Considerando Ai invertível, γ > 0, se a matriz simétrica definida positiva

Q existe, juntamente com as matrizes Zi, X1i e X2i que satisfazem as seguintes desigual-

dades matriciais:
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(
AiX

T
1 i +X1iA

T
i +AiZ

T
i BT

i + ∗ ∗

BiZiA
T
i +2γQ+2γZT

i BT
i +2γBiZi

)

Q+X2iA
T
i −XT

1 i −X2i −XT
2 i ∗

ZT
i BT

i 0n×n −
Q

2γ




< 0,

(61)

i = 1,2, . . . ,N ;




(
AiX

T
1 i +AiX

T
1 j +AjXT

1 i +X1iA
T
i + ∗ ∗

X1iA
T
j +X1iA

T
k +AiZ

T
i BT

j +AiZ
T
j BT

i +

AjZT
i BT

i +BiZiA
T
j +BiZjAT

i +BjZiA
T
i +

6γQ+2γ(ZT
i BT

i +ZT
i BT

j +ZT
j BT

i )+

2γ(BiZi +BiZj +BjZi)
)

3Q+X2iA
T
i +X2iA

T
j +X2jAT

i −2XT
1 i −2XT

1 j −2X2i −X2j− ∗

2XT
2 i −XT

2 j

ZT
i BT

i +ZT
i BT

j +ZT
j BT

i 0n×n

−3Q

2γ




< 0,

(62)

i 6= j, i = 1,2, . . . ,N,j = 1,2, . . . ,N,
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(
AiX

T
1 j +AiX

T
1 k +AjXT

1 i +AjXT
1 k+ ∗ ∗

AkXT
1 i +AkXT

1 j +X1iA
T
j +X1iA

T
k +

X1jAT
i +X1jAT

k +X1kAT
i +X1kAT

j

+AiZ
T
j BT

k +AiZ
T
k BT

j +AjZT
i BT

k +AjZT
k BT

i +

AkZT
i BT

j +AkZT
j BT

i +BiZjAT
k +BiZkAT

j +

BjZiA
T
k +BjZkAT

i +BkZiA
T
j +BkZjAT

i +γQ+

2γ(ZT
i BT

j +ZT
i BT

k +ZT
j BT

i +ZT
k BT

i +ZT
k BT

j )+

2γ(BiZj +BiZk +BjZi +BjZk +BkZi +BkZj)
)

Q+X2iA
T
j +X2iA

T
k +X2jAT

i + −2X2i −2X2j− ∗

X2jAT
k +X2kAT

i +X2kAT
j −2XT

1 i− 2X2k −2XT
2 i−

2XT
1 j −2XT

1 k 2XT
2 j −2XT

2 k

ZT
i BT

j +ZT
i BT

k +ZT
j BT

i +ZT
j BT

k +ZT
k BT

i +ZT
k BT

j 0n×n

−Q

2γ




< 0,

(63)

i 6= j,j 6= k, i = 1,2, . . . ,N,j = 1,2, . . . ,N,

então o sistema (40) é assintoticamente estável com taxa de decaimento maior ou igual a

γ, e os vértices do controlador são dados por (64).

Kdi = ZiQ
−1. (64)

Prova: Usando as propriedades previamente definidas e considerando os seguintes

vetores e matrizes:

D(α) =




(
A(α)ZT (α)BT (α)+B(α)ZAT (α)+2γZT (α)BT (α) ∗

+2γQ+2γB(α)Z +2γB(α)ZQ−1ZT (α)BT (α)
)

Q 0n×n


, Q =


X1(α)

X2(α)


,

B(α) =
[
AT (α) −In×n

]
,

então, a prova do teorema segue os mesmos passos apresentados no Teorema 2.

Nesta subseção, desenvolveu-se uma teoria de sistema de controle para diminuir o

conservadorismo. Existem vários métodos de transformação que podem prover resultados

interessantes quanto ao número de soluções factíveis. O Lema da Projeção Recíproca

permite adicionar variáveis de folga para o relaxamento das soluções. Essa ferramenta

será utilizada para elaborar uma nova metodologia.
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3.2 Projeto de controleGS usando realimentação derivativa: Lema
da Projeção Recíproca

Nesta subseção, procura-se uma solução para o problema de realimentação derivativa

com controladores GS objetivando-se ampliar a área de factibilidade em relação a outras

metodologias já existentes na literatura. Emprega-se o Lema da Projeção Recíproca como

ferramenta útil de inserção variáveis de folga para busca de resultados interessantes que

permitam realizar um analise comparativo de factibilidade com outras metodologias.

O objetivo é garantir um controlador que assegure a estabilidade do sistema descrito

em (40) para cada ponto de operação. Na determinação das LMIs para projetar os

controladores foi necessário utilizar o Lema 3.1.

Lema 3.1. (Lema da Projeção Recíproca) Sendo Y definida positiva,

Ψ+S +ST < 0,

A LMI abaixo é factível em relação a W,

 Ψ+Y − (W +W T ) ST +W T

S +W −Y


 < 0,

Prova: Vide em Apkarian, Tuan e Bernussou (2001).

O Lema 3.1 facilita uma expansão no espaço das dimensões tanto em termos de restri-

ções como de variáveis Apkarian, Tuan e Bernussou (2001), permitindo uma flexibilização

das soluções.

3.2.1 Projeto de controleGScom condição de estabilidade

Utilizado o Lema 3.1, propõe-se o seguinte teorema baseado no teorema apresentado

em Silva et al. (2011a), para garantir a estabilidade assintótica do sistema (40).

Teorema 11. Considerando que Ãi = A−1
i , se existirem uma matriz simétrica definida

positiva P , as matrizes Zi e G satisfazendo as seguintes restrições:



−(GT +G) ∗ ∗

ÃiG+ ÃiBiZi +P −P ∗

G 0 −P


< 0, (65)

i= 1, 2, . . . , N;
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−3(GT +G) ∗ ∗

Λ −3P ∗

3G 0 −3P


< 0, (66)

Λ = (2Ãi + Ãj)G+ ÃjBiZi + ÃiBjZi + ÃiBiZj +3P.

i 6= j, i, j = 1,2, . . . ,N,




−6(GT +G) ∗ ∗

Γ −6P ∗

6G 0 −6P


< 0, (67)

Γ = (2Ãi +2Ãj +2Ãk)G+ ÃiBjZk + ÃiBkZj + ÃjBiZk + ÃjBkZi + ÃkBiZj+

ÃkBjZi +6P.

i 6= j,j 6= k, i, j,k = 1,2, . . . ,N,

então o sistema (40) é assintoticamente estável com as matrizes de vértices dos contro-

ladores obtidas em (68).

Kdi = ZiG
−1. (68)

Prova: Suponha que as condições (65), (66) e (67) sejam factíveis. Utilizando as

propriedades prévias que definem os polinômios em termos dependentes do parâmetro.

Multiplicando (65), (66) e (67)s por α3
i > 0, α2

i αj > 0 e ×αiαjαk > 0 e somando por i = 1

até i = N , i = 1 e i 6= j até i, j = N , i = 1 e i < j e j < k até i, j,k = N , obteve-se



−(GT +G) ∗ ∗

Ã(α)G+ Ã(α)B(α)Z(α)+P −P ∗

G 0 −P


< 0. (69)

A equivalência Z(α) = K(α)G e usando a forma dual Ã(α)+ Ã(α)B(α)K(α)→

(Ã(α)+Ã(α)B(α)K(α))T , aplicando o complemento de Schur Boyd et al. (1994) em (69),

obteve-se 
 GT P −1G− (GT +G) ∗

(Ã(α)+ Ã(α)B(α)K(α))T G+P −P


 < 0, (70)

substituindo G = W −1 e P −1 = Q tem-se

 W −T QW −1 − (W −T +W −1) ∗

(Ã(α)+ Ã(α)B(α)Kd(α))T W −1 +P −P


< 0. (71)
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Multiplicando a esquerda e direita por diag(W T , I) e diag(W,I), respectivamente obteve-

se 
 Q− (W +W T ) ∗

(Ã(α)+ Ã(α)B(α)Kd(α))T +PW −P


< 0. (72)

Agora, substituindo P = Q−1, multiplicando a esquerda e direita, respectivamente, por

diag(I,Q) e diag(I,Q) tem-se

 Q− (W +W T ) ∗

Q(Ã(α)+ Ã(α)B(α)Kd(α))T +W −Q


 < 0. (73)

Aplicando o Lema 3.1, definindo como Ψ = 0n×n, Y = Q e S = Q(Ã(α)+Ã(α)B(α)Kd(α))T ,

chega-se a seguinte restrição

Ã(α)(I +B(α)Kd(α))Q+Q(I +B(α)Kd(α))T ÃT < 0. (74)

Considerando Ã(α) = A−1(α) e Ã(α)T = A−T (α). Multiplicando a esquerda por A(α) e

direita por AT (α) tem-se

(I +B(α)Kd(α))QAT (α)+A(α)Q(I +B(α)Kd(α))T < 0, (75)

substituindo Q = P −1 e multiplicando a esquerda e direita por P (I + B(α)Kd(α))−1 e

(I +B(α)Kd(α))−T P , respectivamente obteve-se a seguinte desigualdade

AT (α)(I +B(α)Kd(α))−T P +P (I +B(α)Kd(α))−1A(α) < 0. (76)

Multiplicando a esquerda por xT (t) e a direita por x(t), tem-se

xT (t)AT (α)(I +B(α)Kd(α))−T Px(t)+xT (t)P (I +B(α)Kd(α))−1A(α)x(t) < 0. (77)

Considerando (40) em malha fechada e substituindo, tem-se

ẋT (t)Px(t)+xT (t)Pẋ(t) < 0, (78)

representando a derivada da função quadrática de Lyapunov, que integrando chega-se a

desigualdade dada em (79)

xT (t)Px(t) > 0, (79)

para todo x(t) 6= 0, é assim, P = P T > 0. Então está demonstrado o Teorema 11.
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3.2.2 Projeto de controleGScom condição de estabilidade considerando
taxa de decaimento

Em busca de uma resposta transitória mais rápida considerou-se um valor constante

real γ > 0, que impõe uma limitante inferior à taxa de decaimento do sistema (40), con-

forme retratado na Figura 1. As condições de síntese para o controlador, levando em

consideração esta imposição, derivadas segundo o uso do Lema da Projeção Recíproca são

apresentadas no Teorema 12.

Teorema 12. Sendo um valor constante real de γ > 0 e considerando que Ãi = A−1
i , se

existirem uma matriz simétrica definida positiva P , as matrizes Zi e G satisfazendo as

seguintes restrições:




−(GT +G) ∗ ∗ ∗

ÃiG+ ÃiBiZi +P −P ∗ ∗

ÃiG+ ÃiBiZi 0 −
P

2γ
∗

G 0 0 −P




< 0, (80)

i= 1, 2, . . . , N;




−3(GT +G) ∗ ∗ ∗

Π1 −3P ∗ ∗

∆1 0 −3
P

2γ
∗

3G 0 0 −3P




< 0, (81)

Π1 = (2Ãi + Ãj)G+ ÃjBiZi + ÃiBjZi + ÃiBiZj +3P.

∆1 = (2Ãi + Ãj)G+ ÃjBiZi + ÃiBjZi + ÃiBiZj .

i 6= j, i, j = 1,2, . . . ,N,




−6(GT +G) ∗ ∗ ∗

Π2 −6P ∗ ∗

∆2 0 −3
P

γ
∗

6G 0 0 −6P




< 0,

Π2 = (2Ãi +2Ãj +2Ãk)G+ ÃiBjZk + ÃiBkZj + ÃjBiZk + ÃjBkZi + ÃkBiZj+

ÃkBjZi +6P.



3.2 Projeto de controle GS usando realimentação derivativa: Lema da Projeção Recíproca 51

∆2 = (2Ãi +2Ãj +2Ãk)G+ ÃiBjZk + ÃiBkZj + ÃjBiZk + ÃjBkZi + ÃkBiZj+

ÃkBjZi.

i 6= j,j 6= k, i, j,k = 1,2, . . . ,N,

então o sistema (40) é assintoticamente estável dado as matrizes dos vértices do contro-

lador obtidas em (82).

Kdi = ZiG
−1. (82)

Prova: Suponha que as condições (80), (81), (12) sejam fatíveis. Multiplicando-as

pela α3
i > 0, α2

i αj > 0 e αiαjαk > 0 e somando por i = 1 até i = N , i = 1 e i 6= j até i, j = N ,

i = 1 e i < j e j < k até i, j,k = N e usando as propriedades definidas anteriormente, além

da definição (37) obteve-se



−(GT +G) ∗ ∗ ∗

Ã(α)G+ Ã(α)B(α)Z(α)+P −P ∗ ∗

Ã(α)G+ Ã(α)B(α)Z(α) 0 −
P

2γ
∗

G 0 0 −P




< 0. (83)

Transformando a equivalência Z(α) = Kd(α)G, usando a forma dual Ã(α)+Ã(α)B(α)Kd(α)

→(Ã(α)+ Ã(α)B(α)Kd(α))T e aplicando o complemento de Schur Boyd et al. (1994), em

(83) obteve-se 


GT P −1G− (GT +G) ∗ ∗

(Ã(α)+ Ã(α)B(α)Kd(α))T G+P −P ∗

(Ã(α)+ Ã(α)B(α)Kd(α))T G 0 −
P

2γ


 < 0. (84)

Aplicando-se, novamente, o complemento de Schur Boyd et al. (1994), tem-se




(GT (Ã(α)+ Ã(α)B(α)Kd(α))2γP −1(Ã(α)+ ∗

Ã(α)B(α)Kd(α)T G+GT P −1G− (GT +G))

(Ã(α)+ Ã(α)B(α)K(α))T G+P −P




< 0. (85)

Substituindo G = W −1 e P −1 = Q, multiplicando a esquerda e direita por diag(W T , I) e

diag(W,I), respectivamente obteve-se



(Ã(α)(I +B(α)Kd(α))2γQ(I +B(α)Kd(α))T ÃT (α)+ ∗

Q− (W −T +W −1))

(Ã(α)+ Ã(α)B(α)Kd(α))T +Q−1W −P




< 0. (86)
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Substituindo Q−1 = P , e multiplicando a esquerda e direita por diag(I,Q) e diag(I,Q),

respectivamente tem-se



(Ã(α)(I +B(α)Kd(α))2γQ(I +B(α)Kd(α))T ÃT (α)+ ∗

Q− (W −T +W −1)) ∗

Q(Ã(α)+ Ã(α)B(α)K(α))T +W −Q




< 0. (87)

Aplicando o Lema 3.1, definindo como Ψ = Ã(α)(I +B(α)Kd(α))2γQ(I +B(θ)Kd(α))T ÃT (α),

Y = Q e S = Q(Ã(α)+ Ã(α)B(α)Kd(α))T , chega-se a seguinte restrição

Ã(α)(I +B(α)Kd(α))Q+Q(I +B(α)K(α))T ÃT (α)+ Ã(α)(I +B(α)Kd(α))2γQ

(I +B(α)Kd(α))T ÃT (α) < 0,
(88)

considerando Ã(α) = A−1(α) e Ã(α)T = A−T (α). Multiplicando a esquerda por A(α) e

direita por AT (α) tem-se

(I +B(α)Kd(α))QAT (α)+A(α)Q(I +B(α)Kd(α))T +(I +B(α)Kd(α))2γQ

(I +B(α)Kd(α))T < 0.
(89)

Substituindo Q = P −1 e multiplicando a esquerda e direita por P (I + B(α)K(α))−1 e

(I +B(α)Kd(α))−T P , respectivamente obteve-se a seguinte desigualdade

AT (α)(I +B(α)Kd(α))−T P +P (I +B(α)Kd(α))−1A(α)+2γP < 0. (90)

Multiplicando a esquerda por xT (t) e a direita por x(t), tem-se

xT (t)AT (α)(I +B(α)Kd(α))−T Px(t)+xT (t)P (I +B(α)Kd(α))−1A(α)x(t)+

2γxT (t)Px(t) < 0.
(91)

Considerando a equação (40), tem-se

ẋT (t)Px(t)+xT (t)Pẋ(t) < −2γxT (t)Px(t), (92)

representando a derivada da função quadrática de Lyapunov menor que um limite superior

tendo em conta γ > 0. Sabe-se que a desigualdade (93) corresponde a função quadrática

de Lyapunov,

xT (t)Px(t) > 0, (93)

para todo x(t) 6= 0, P = P T > 0. Então está demonstrado o Teorema 12.

As metodologias propostas permitem matematicamente representar uma flexibiliza-

ção do sistema de controle com o acréscimo das variáveis multiplicadoras ou folga. Na

próxima seção a teoria proposta será testada e serão analisados os resultados estabelecendo

uma comparação com trabalhos existentes na literatura.
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3.3 Construção do ganho do controlador dependente do parâmetro
K(α(t))

A composição do controlador gain scheduled K(α(t)) é direta quando o problema

em questão apresenta apenas um parâmetro α(t) variante no tempo. Para dois ou mais

parâmeros variantes no tempo a composição de K(α(t)) apresenta uma certa complexi-

dade.

As metodologias apresentadas anteriormente contribuem no projeto do ganho do

controlador, mas as matrizes de ganhos são obtidas segundo a dinâmica do sistema con-

siderando o regime de operação entre os limites estabelecidos para os parâmetros variantes

no tempo. A determinação do valor do ganho dependente do parâmetro K(α(t)) torna-se

dificultada pela quantidade de variáveis que influenciam o sistema. Na formulação do

ganho K(α), existe uma estreita relação entre os parâmetros variantes no tempo, e os

elementos que estão associados ao equacionamento do simplex unitário.

Nesta seção apresenta-se um estudo metodológico para sistemas dinâmicos sujeitos

a dois parâmetros variantes, a partir do qual, pode-se realizar a composição do ganho

K(α(t)).

Considere o seguinte sistema dinâmico linear variante no tempo

ẋ(t) = A(α(t))x(t)+B(α(t))u(t). (94)

Supomos que A(α(t)) ∈R
n×n e B(α(t)) ∈R

n×m são matrizes que representam a dinâmica

do sistema e são sujeitas aos parâmetros a(t) e b(t) de limite inferior a, b e limite superior

a e b, respectivamente, x(t) é vetor de estados, e u(t) ∈ R
m é vetor de entrada. O número

de parâmetros (n = 2) gera uma região convexa de 4 vértices (2n), resultado da definição

dos termos variantes dentro de um conjunto expressado através do simplex unitário como

(37).

Sabe-se que para aplicar a estratégia de controle GS é necessário dispor da medição

das variáveis variantes no tempo. Através das leituras de α(t) ao longo do tempo, pode-se

calcular o controlador K(α(t)) que garante a estabilidade do sistema, atualizando seus

valores ao longo do tempo. Na Figura 6 é apresentada a representação convexa para um

suposto trajeto elipsoidal formado pela medição de α(t) ao longo do tempo.

A partir de α(t) medido, representado por um ponto da elipse, pode-se fazer uma

descomposição nos novos eixos, transversais ou diagonais, obtendo-se os valores α1(t) e

α2(t), como se mostra na Figura 7.

Nesse exemplo, a decomposição no eixo diagonal não será utilizada. A partir da
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Figura 6 - Representação da região convexa.

a(t)

b(t)

b

b

a a

A1
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Fonte: Elaborado pelo próprio autor

Figura 7 - Representação da trajetória na região convexa.

a(t)

b(t)

b

b

a a

A1

A2A3

A4

Fonte: Elaborado pelo próprio autor

definição (37), pode-se determinar o valor no ponto de operação. Baseado na Figura 7,

utilizando-se a reta transversal horizontal, tem-se

A(α(t)) = α1p(t)A(α(t))c1 +α2p(t)A(α(t))c2, (95)

sendo A(α(t))c1 e A(α(t))c2 os valores nos pontos extremos, calculados como

A(α(t))c1 = α3L(t)A3 +α4L(t)A4, A(α(t))c2 = α1L(t)A1 +α2L(t)A2, (96)

os valores dos termos α1L(t), α2L(t), α3L(t) e α4L(t) são medidos.

Substituindo (96) em (95), obtém-se

A(α(t)) = α1p(t)(α3L(t)A3 +α4L(t)A4)+α(t)2p(α1L(t)A1 +α2L(t)A2), (97)

sendo α1p(t) e α2p(t), os valores associados ao ponto de interesse que forma parte de um
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simplex unitário. Multiplicando distributivamente,

A(α(t)) = α2p(t)α1L(t)A1 +α2p(t)α2L(t)A2 +α1p(t)α3L(t)A3 +α1p(t)α4L(t)A4, (98)

dado na expressão, temos que

α1(t) = α2p(t)α1L(t), α2(t) = α2p(t)α2L(t), α3(t) = α1p(t)α3L(t), α4(t) = α1p(t)α4L(t),

esses valores representam o ganho variável nesse ponto de operação, fazendo a somatória

da ponderação entre os parâmetros e os ganhos respectivos, determina-se

K(α(t)) = α1(t)K1 +α2(t)K2 +α3(t)K3 +α4(t)K4.

3.4 Exemplo numérico: análise de factibilidade

Nesta seção pretende-se verificar a eficácia da nova metodologia proposta comparando

com estratégias similares Llins et al. (2017).

Considere um sistema com as seguintes variações paramétricas de vértices do politopo:

A1 =


21 −98

11 10


, B1 =


10

10


,

A2 =


ξ1 −98

11 10


, B2 =


ξ2

10


.

Considere uma variação paramétrica entre os intervalos −20 ≤ ξ1 ≤ 110 e 20 ≤ ξ2 ≤ 140

com um passo de 3. A região de factibilidade foi construída para analisar e comparar a

metodologias propostas nos teoremas desse capítulo.

A Figura 8 representa a região de factibilidade construída pelos pontos factíveis do

Teoremas 5, 6, 9 e 11.

Observa-se que os resultados obtidos mostram como o Teorema 9 apresenta resultados

mais significativos, encontrando um número maior de soluções factíveis que os outros

teoremas propostos.

A Figura 9 representa a existência de controladores factíveis projetados usando os

Teoremas 7, 8, 12 e 10, para um valor de γ = 2. Os resultado obtidos mostram que para

valores pequenos de γ o Teorema 7 não consegue encontrar factibilidade, demonstrando

ser, de fato, uma metodologia muito conservadora.
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Figura 8 - Projeto do Controlador com Teoremas 5 (x), 6 (x,�), 11 (x,�,♦) e 9 (x,�,♦,◦).

-20 0 20 40 60 80 100 120
20

30

40

50

60

70

80

90

100

110

ξ1

ξ 2

Fonte: Resultados do próprio autor

Figura 9 - Projeto do Controlador com Teoremas 8 (�), 12 (�,♦) e 10 (�,♦,◦) com γ = 2.
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Fonte: Resultados do próprio autor

3.5 Análise de factibilidade:GS considerando variáveis múlti-
plas versusGS e LQR

Nesta seção são expostos os resultados comparativos entre as duas estratégias GS

considerando variáveis múltiplas, apresentada nas seções anteriores e GS anexando a

técnica LQR como método de controle ótimo, estudado em Beteto (2019).

Suponha o seguinte sistema sujeito as variações paramétricas de vértices do politopo:

A1 =


10 −98

5 20


, B1 =


10

10


,
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A2 =


ξ1 −10

5 20


, B2 =


ξ2

10


.

Considere uma variação paramétrica entre os intervalos −2,55 ≤ ξ1 ≤ −2,3 e −1,8 ≤ ξ2 ≤

−1,3 com um passo de 0,05. A região de factibilidade foi construída para analisar e

comparar a metodologias propostas.

Figura 10 - Projeto do Controlador com Teoremas Beteto (2019) (x) e 9 (x,�).
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ξ 2

Fonte: Resultados do próprio autor

A Figura 10 apresenta como a metodologia proposta no Teorema 9 supera a metodolo-

gia de Beteto (2019) levando-se em conta a quantidade de pontos factíveis na região de

estudo. A análise dos resultados permite observar, como, nesse caso predomina o carácter

restritivo de usar o controle LQR considerando realimentação da derivadas dos estados.

Contudo, é importante ressaltar que esta análise não contempla uma comparação quanto

ao desempenho dinâmico provido pelas técnicas de controle em questão.

Esta seção permitiu estender os conhecimentos a outras técnicas direcionada sobre

a mesma linha de pesquisa. As análise realizadas nesta seção foram uteis foi útil para

ampliar nosso horizonte.

3.6 Implementação Prática

Nesta seção, a metodologia proposta é testada através da implementação prática

de sistema de suspensão ativa pertencente ao LPC-FEIS-UNESP. Plota-se a resposta do

sistema no tempo e o sinal de controle u(t) = −Kd(α(t))ẋ(t) para validar o desempenho

do controle projetado.
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O sistema de suspensão ativa utilizado, fabricado pela Quanser, pode ser visto na

Figura 11.

Figura 11 - Sistema de suspensão ativa Quanser, pertencente ao LPC-FEIS-UNESP.

Fonte: Pertenece ao LPC-FEIS-UNESP

Está constituído por um conjunto de duas massas, denominadas Ms e Mus. A massa

Ms representa 1
4 do corpo total do veículo e é suportada pela mola ks e pelo amortecedor

bs. A massa Mus corresponde à massa do conjunto do pneu do veículo e é suportada pela

mola kus e pelo amortecedor bus. Para atenuar as vibrações causadas por irregularidades

na pista utiliza-se o sistema de suspensão ativa, representado por um motor (atuador)

conectado entre as massas Ms e Mus, e controlado pela força Fc. Os valores dos parâmetros

estão dispostos na Tabela 1.

O modelo esquemático da Figura 12 pode ser representado em espaços de estados, como

Figura 12 - Modelo esquemático do sistema de suspensão ativa.

bsks

Ms →
1

4
da massa do veículo

w(t)

(pista)

kus bus

x1(t)

x3(t)

Suspensão ativa

pneu

Acelerômetro (⇒ ẍ1(t))

Acelerômetro (⇒ ẍ3(t))

Fc

Mus → Massa do
conjunto do pneu

Fonte: Oliveira et al. (2014)
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segue:

ẋ(t) =




0 1 0 −1
−ks
Ms

−bs
Ms

0 bs
Ms

0 0 0 1
−ks
Mus

bs
Mus

−kus
Mus

−(bs+bus)
Mus




x(t)+




0
1

Ms

0
−1

Mus




u(t),

(99)

sendo x2(t) = ẋ1(t) e x4(t) = ẋ3(t), representando as velocidades respectivas de cada

massa.

Tabela 1 - Parâmetros da supensão ativa.

Parâmetros Valor
Ms 2,45 (Kg)
Mus 1 (Kg)
Ks 900 (N/m)
kus 2500 (N/m)
bs 7,5 (Ns/m)
bus 5 (Ns/m)

Fonte: Oliveira et al. (2014)

Na implementação o sinal de referência zr foi escolhido para reproduzir uma onda

quadrada de 0,02m de amplitude, frequência de 1
3Hz com largura de pulso de 50%. No

intervalo de 0 a 12s o sistema encontra-se em malha aberta, de 12,01 a 30s o sistema

encontra-se em malha fechada. O período de amostragem foi suficientemente pequeno

e o controlador foi implementado por emulação. Neste ponto, ressalta-se que em malha

fechada a lei de controle utilizada é dada por u = −Kd(α(t))ẋ.

A variação paramétrica α(t) impõe a definição de um sistema representado pela

combinação convexa de dois vértices, sendo que um representa o ganho do amplificador

com 100% e o outro com 50%. Os valores dos elementos de Kd(α(t)) ao longo do tempo

são determinados pela ponderação dos ganhos projetados a partir dos termos em função

do tempo. Tais termos são expressados através do simplex unitário:

α1(t) =
a−a(t)
a−a

, (100)

α2(t) = 1−α1(t) =
a(t)−a

a−a
, (101)

sendo

a(t) = 0,5+0,5∗ sen(2π 0,1t+
π

2
), (102)
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e a composição do controlador scheduled, é dado da seguinte forma

Kd(α(t)) = α1(t)Kd1
+(1−α1(t))Kd2

. (103)

Portanto, para realizar o projeto de controle foram considerados os seguintes vértices

do politopo que foram construído pelos parâmetros do sistema dados na Tabela 1. É

importante destacar que esses parâmetros possuem pequenas variações ao longo do tempo.

A1 =




0 1 0 −1

−367,347 −3,061 0 3,061

0 0 0 1

900 7,5 −2500 −12,5




,

A2 = A1,B1 =




0

0,408

0

−1




,B2 =




0

0,204

0

−0,5




.

Para obtenção dos valores dos controladores as LMIs apresentadas no Teorema 6,

obtendo-se :

Kd1
=

[
0,0450 0,0078 0,1549 0,0251

]
,

Kd2
=

[
0,0649 0,0145 0,3114 0,0469

]
. (104)

Pode-se observar que os valores dos ganhos são muitos pequenos, e para este caso não

representa valor significativo de sinal de controle. Como consequência, o comportamento

da resposta transitória do sistema em malha fechada é similar que malha aberta. Na

busca de resultados mais interessantes foi necessário aplicar o Teorema 8.

Utilizando as LMIs do Teorema 8 para γ = 0,039, obteve-se os valores do ganho do

controlador:

Kd1
=

[
39,1323 4,4591 −33,9414 −1,5370

]
,

Kd2
=

[
77,4840 8,8396 −66,8834 −3,0493

]
, (105)

os quais garantam a estabilidade do sistema com um tempo de acomodação menor que

outros projetos implementados, como se mostra na Figura 13 e um aceitável valor do sinal

de controle, mostrado na Figura 14, respeitando o valor de 39,4N de saturação imposto

pelo equipamento para proteção do mesmo.

Resolvendo as LMIs apresentadas no Teorema 9, obteve-se os seguintes ganhos do
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Figura 13 - Resposta transitória prática de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-30s).
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Fonte: Resultados do próprio autor

Figura 14 - Sinal de Controle.
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Fonte: Resultados do próprio autor

controlador:

Kd1
=

[
1383,0 1242,0 −35168,0 −698,0

]
,

Kd2
=

[
1383,0 1242,0 −35169,0 −698,0

]
. (106)

Pode-se observar que os valores dos ganhos são elevados, que proporcionalmente

geram valor de sinal de controle alto. Esse sinal foi limitado pelo saturador do equipa-

mento. Por esta razão, foi necessário aplicar o Teorema 10, para buscar resultados que

garantissem valores implementáveis que não sobrepasse o valor de saturação.

Aplicando as LMIs do Teorema 10 para γ = 0,1, obteve-se os valores do ganho do
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controlador:

Kd1
=

[
64,8974 3,0226 −43,8010 −1,2248

]
,

Kd2
=

[
67,1419 3,6032 −51,6851 −1,4351

]
, (107)

os quais sustentam a estabilidade do sistema com um tempo de acomodação menor e um

adequado valor do sinal de controle, como mostram a Figura 15 e 16 respectivamente, em

relação a outros projetos implementados.

Figura 15 - Resposta transitória prática de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-30s).
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Fonte: Resultados do próprio autor

Figura 16 - Sinal de Controle.
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Fonte: Resultados do próprio autor

A Tabela 2 contém os valores dos ganhos do controlador obtidos mediante a solução
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das LMIs dos Teoremas 11 e 12.

Tabela 2 - Ganhos do controlador aplicando metodologia GS.

Metodologia Kd1
Kd2

Teorema 11 [2087,0 1492,0 -19240,0 -543,0] [4657,0 3327,0 -42844,0 -1210,0]

Teorema 12 γ = 4 [201,0982 12,8208 -85,8875 -2,9045] [345,5365 22,4207 -141,9291 -4,8999]

Teorema 12 γ = 5 [164,2614 8,0194 -32,2800 -1,5219] [282,8266 142,975 -53,9581 -2,5936]

Fonte: Resultados do próprio autor

Nota-se que os ganhos do controlador adquiridos da Tabela 2, apresentaram valores

de norma superiores que os teoremas projetados nesta seção. Como consequência, não

forneceram respostas transitórias e sinais de controle de muito interesse comparado com

resultados anteriores, mas satisfizeram o requisito de estabilidade, elemento fundamental

de nosso estudo.

3.7 Conclusões parciais

Nesta seção foram propostas novas metodologias para projetar um controle GS con-

siderando realimentação derivativa através de variáveis multiplicadoras. As novas estraté-

gias permitiram relaxar as soluções do projeto. É importante destacar que os ganhos

do controlador são obtidos sem a necessidade de inverter uma matriz literal, vantagem

já expressada em Llins et al. (2017). O exemplo numérico possibilitou definir como de-

terminação da taxa de decaimento na formulação influencia muito na factibilidade do

sistema. No sistema de suspensão ativa foram implementados as metodologias expostas

nesta seção, através dos resultados práticos obtidos, pode-se observar como o sistema

em malha aberta é estável, embora apresente oscilações que possam afetar o conforto do

motorista. Nota-se que o sistema em malha fechada diminuiu o número de oscilações e a

amplitude do movimento do assento do motorista sem perder a estabilidade do sistema.

O desenvolvimento teórico apresentado nesta seção é pilar fundamental da construção

metodológica sobre sistemas multi simplex no capítulo 5.
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4 CONTROLE GSUSANDO REALIMENTÇÃO DE ESTADOS: CONDIÇÕES
MAIS RELAXADAS

Neste capítulo, utiliza-se o procedimento desenvolvido no Capítulo 2 para conseguir

novas estratégias de controle gain scheduling menos conservadoras usando realimentação

de estados. Um exemplo numérico permitirá realizar uma comparação entre as novas

metodologias com a literatura existente.

4.1 Projeto de controleGS para sistemas lineares usando reali-
mentação de estados

Considere o seguinte sistema linear contínuo

ẋ(t) = A(α(t))x(t)+B(α(t))u(t). (108)

Nesse sistema A(α(t)) ∈ R
n×n, B(α(t)) ∈ R

n×m são matrizes que representam a dinâmica

do sistema, x(t) o vetor de estados e u(t) ∈ R
m o vetor de entrada de controle .

As matrizes A(α(t)) e B(α(t)) são representadas pela combinação convexa com N

vértices conhecidos

(A(α(t)),B(α(t))) =
N∑

i=1

α(t)i(Ai,Bi),α ∈ Λ (109)

sendo α(t) é um parâmetro variante do tempo pertencente ao simplex unitário.

O objetivo é encontrar uma matrizes constantes Kei ∈ R
m×n, de modo que, a lei de

controle

u(t) = −Ke(α(t))x(t), (110)

sendo

Ke(α(t)) =
N∑

i=1

αi(t)Kei,αi(t) ≥ 0, i = 1, . . . ,N, (111)

estabilize o sistema (108). Então, substituindo (110) em (108) no sistema em malha
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fechada, obtém-se

ẋ(t) = A(α(t))x(t)−B(α(t))Ke(α(t))x(t) ⇐⇒

ẋ(t) = (A(α(t))−B(α(t))Ke(α(t)))x(t). (112)

Em Llins (2015) são propostas condições LMIs que permitem projetar os ganhos dos

controladores considerando a analise de estabilidade a partir da existência da matriz de

Lyapunov para o conjunto do sistema que satisfaz as condições (113) e (114).

V (x(t)) = xT (t)Px(t) > 0,∀x(t) 6= 0, (113)

V̇ (x(t)) < 0,∀x(t) 6= 0. (114)

Teorema 13. Se existirem uma matriz simétrica positiva definida W ∈ R
n×n e matrizes

Zj ∈ R
m×n com j=1,2,. . . ,N, tais que:

WAT
j +AjW −ZT

j BT
j −BjZj < 0, (115)

j = 1,2, . . . ,N

WAT
i +AiW +WAT

j +AjW −ZT
i BT

j −ZT
j BT

i −BiZj −BjZi < 0, (116)

i = 1,2, . . . ,N −1; j = i+1, . . . ,N

então a lei de controle através da realimentação de estado com parâmetro variante no

tempo,

u(t) = −Ke(α(t))x(t), (117)

sendo

Ke(α(t)) = Z(α(t))W −1, (118)

e

Z(α(t)) =
N∑

j=1

αj(t)Zj ;αj(t) ≥ 0,

N∑

j=1

αj = 1;j = 1,2, . . . ,N, (119)

garante a estabilidade à malha fechada do sistema (112), por meio da matriz positiva

definida P = W −1.

Prova: Vide em Llins (2015).
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A seguir, propõe-se uma metodologia utilizando o Lema 2.2 que permite, relaxar o

conjunto de LMIs (115) e (116), para diminuir o conservadorismo das soluções.

Teorema 14. Se existirem a matriz simétrica definida positiva Q, juntamente com as

matrizes Zi, X1 e X2 que satisfazem as seguintes desigualdades:

AiX

T
1 +X1AT

i −ZT
i BT

i −BiZi ∗

Q+X2AT
i −XT

1 −X2 −XT
2


 < 0, (120)

i = 1,2, . . . ,N ;




(Ai +Aj)XT
1 +X1(AT

i +AT
j )−ZT

i BT
j −ZT

j BT
i ∗

−BiZj −BjZi

2Q+X2(AT
i +AT

j )−2XT
1 −2X2 −2XT

2




< 0, (121)

i 6= j, i = 1,2, . . . ,N,j = 1,2, . . . ,N,

então o sistema (112) é assintoticamente estável dado pela matriz obtida em (122).

Kei = ZiQ
−1. (122)

Prova: Para simplificar nas demostrações utilizamos a seguinte notação α(t) = α.

Suponha que as condições (120) e (121) são factíveis. Multiplicando (120) por α2
j (t) > 0

e (121) por αi(t)αj(t) e, somando em j, de j = 1 até j = N e i, de i = 1 até i = N − 1 e

em j, de j = i+1 até j = N respectivamente cada termo da matriz, considerando que

N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αj =
N∑

j=1

α2
j +2

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj .

N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjHiRj =
N∑

j=1

α2
jHjRj +

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(HiRj +HjRi).

e, adicionalmente, lembrando que
N∑

i=1
αi(t) = 1 e

N∑
j=1

αj = 1:

N∑

j=1

α2
jX1AT

j +
N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(X1AT
i +X1AT

j ) =
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjX1AT
j
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N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjX1AT
j =

N∑

j=1

αjX1AT
j = X1AT (α).

N∑

j=1

α2
jAjX

T
1 +

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(AiX
T
1 +AjX

T
1 ) =

N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjAjX
T
1 ,

N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjAjX
T
1 =

N∑

j=1

αjAjX
T
1 = A(α)XT

1 .

N∑

j=1

α2
jX2AT

j +
N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(X2AT
i +X2AT

j ) =
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjX2AT
j ,

N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjX2AT
j =

N∑

j=1

αjX2AT
j = X2AT (α).

N∑

j=1

α2
jAjX

T
2 +

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(AiX
T
2 +AjX

T
2 ) =

N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjAjX
T
2 ,

N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjAjX
T
1 =

N∑

j=1

αjAjX
T
1 = A(α)XT

1 .

N∑

j=1

α2
jZT

j BT
j +

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(ZT
i BT

j +ZT
j BT

i ) =
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjZ
T
i BT

j = ZT (α)BT (α).

N∑

j=1

α2
j (t)BjZj +

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(BiZj +BjZi) =
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjBiZj = B(α)Z(α).

N∑

i=1

α2
i Q+

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(2Q) =
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjQ.

N∑

i=1

α2
i XT

1 +
N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(2XT
1 ) =

N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjX
T
1 .

N∑

i=1

α2
i X1 +

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(t)(2X1) =
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjX1.

N∑

i=1

α2
i XT

2 +
N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(2XT
2 ) =

N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjX
T
2 .
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N∑

i=1

α2
i X2 +

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj(t)(2X2) =
N∑

i=1

αi

N∑

j=1

αjX2.

Substituindo, obtêm-se:


A(α)XT

1 +X1AT (α)−ZT (α)BT (α)−B(α)Z(α) ∗

Q+X2AT (α)−XT
1 −X2 −XT

2


 < 0, (123)

A partir de (123), pode-se separar em uma somatória de matrizes,

 −ZT (α)BT (α)−B(α)Z(α) Q

Q 0


 +


 X1AT (α(t)) −X1

X2AT (α(t)) −X2




+


 A(α(t))XT

1 A(α(t))XT
2

−XT
1 −XT

2


 < 0. (124)

Agora, reescrevendo a segunda e terceira parcela de (124) através de produtos matriciais,

 −ZT (α)BT (α)−B(α)Z(α) Q

Q 0


 +


 X1

X2




[
AT (α(t)) −I

]

+


 A(α(t))

−I




[
XT

1 XT
2

]
< 0, (125)

Utilizando o Lema de Finsler 2.2, com

D(α) =


−ZT (α)BT (α)−B(α)Z(α) ∗

Q 0n×n


, Q =


X1

X2


, B(α) =

[
AT (α) −In×n

]
,

e portanto, B⊥ =
[
In×n A(α)

]T
, pré e pós multiplicando por B(α)⊥T

e B(α)⊥, sabendo

que B(α)B(α)⊥ = 0, pode obter B⊥T

(α)D(α)B⊥(α) < 0 a equivalência entre as restri-

ções do lema. Substituindo as matrizes, tem-se

A(α)Q+QAT (α)−ZT (α)BT (α)−B(α)Z(α) < 0, (126)

sendo Q = P −1, Z(α) = Ke(α)W , ao pré e pós multiplicar (126) por P , tem-se

AT (α)P +PA(α)−Ke
T (α)BT (α)P −PB(α)Ke(α) < 0, (127)

Deixando em evidência P , tem-se

(A(α)−B(α)Ke(α))T P +P (A(α)−B(α)Ke(α)) < 0. (128)

Multiplicando pela esquerda e direita por xT (t) e x(t), respectivamente, e substituindo
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(112), tem-se

ẋT (t)Px(t)+xT (t)Pẋ(t) < 0, (129)

representando a derivada da função quadrática de Lyapunov, dada por

xT (t)Px(t) > 0, (130)

para todo x(t) 6= 0, é assim, P = P T > 0.

4.1.1 Projeto do Controlador: taxa de decaimentoγ

Em Cadalso (2016) é apresentada uma metodologia para determinar os ganhos dos

vértices do controlador para garantir a estabilidade do sistema considerando taxa de

decaimento.

Teorema 15. Se existirem uma matriz simétrica positiva definida W ∈ R
n×n, e matrizes

Z ∈ R
m×n com j = 1,2, . . . ,N , tais que

WAT
j +AjW −ZT

j BT
j −BjZj +2γW < 0, (131)

j = 1,2, . . . ,N .

WAT
i +AiW +WAT

j +AjW −ZT
i BT

j −ZT
j BT

i −BiZj −BjZi +4γW < 0, (132)

i = 1,2, . . . ,N − 1;j = i + 1, . . . ,N.

então o sistema (112) é estabilizável, com taxa de decaimento maior ou igual à γ, e as

matrizes dos vértices do controlador podem ser dadas por:

Kei = ZiQ
−T . (133)

Prova: Vide em Cadalso (2016).

No seguinte teorema, propõe-se uma metodologia menos conservadora com taxa de

decaimento utilizando o Lema 2.2.

Teorema 16. Considerando γ > 0, se existirem a matriz simétrica definida positiva Q,

juntamente com as matrizes Zi, X1 e X2 que satisfazem as seguintes desigualdades:

AiX

T
1 +X1AT

i −ZT
i BT

i −BiZi +2γQ ∗

Q+X2AT
i −XT

1 −X2 −XT
2


 < 0, (134)
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i = 1,2, . . . ,N ;




(Ai +Aj)XT
1 +X1(AT

i +AT
j )−ZT

i BT
j −ZT

j BT
i −BiZj −BjZi +4γQ ∗

2Q+X2(AT
i +AT

j )−2XT
1 −2X2 −2XT

2




< 0,

(135)

i 6= j, i = 1,2, . . . ,N,j = 1,2, . . . ,N,

então o sistema (112) é assintoticamente estável com taxa de decaimento maior ou igual

que γ, e os vértices do controlado são dados em (136).

Kei = ZiQ
−1. (136)

A prova do teorema segue os mesmo passos do Teorema 14.

4.1.2 Projeto do Controlador: estabilidade assintótica usando múltiplas
variáveis extras

Nesta seção, é proposto um novo teorema com objetivo de garantir a estabilidade

assintótica do sistema (112) e diminuir o conservadorismo, inserindo múltiplas variáveis

de folga.

Teorema 17. Se existirem a matriz simétrica definida positiva Q, juntamente com as

matrizes Zi, X1i e X2i que satisfazem as seguintes desigualdades:

AiX

T
1 i +X1iA

T
i −ZT

i BT
i −BiZi ∗

Q+X2iA
T
i −XT

1 i −X2i −XT
2 i


< 0, (137)

i = 1,2, . . . ,N ;




(
AiX

T
1 j +AjXT

1 i +X1iA
T
j + ∗

X1jAT
i −ZT

i BT
j −ZT

j BT
i −BiZj −BjZi

)

(
2Q+X2iA

T
j +X2jAT

i − −X2i−X2j−XT
2 i−XT

2 j

XT
1 i −XT

1 j

)




< 0,

(138)
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i = 1,2, . . . ,N −1, j = i+1,2, . . . ,N,

então o sistema (112) é assintoticamente estável dado pela matriz obtida em (139).

Kei = ZiQ
−1. (139)

Prova: Considerando as propriedades definidas previamente chega-se obter os seguintes

vetores e matrizes

D(α) =


−ZT (α)BT (α)−B(α)Z(α) ∗

Q 0n×n


, Q =


X1(α)

X2(α)


, B(α) =

[
AT (α) −In×n

]
,

então, a prova do teorema segue os mesmos passos apresentados no Teorema 14.

4.1.3 Projeto do ControladorGSusando múltiplas variáveis e taxa de de-
caimentoγ

O próximo teorema é proposto para garantir a estabilidade assintótica do sistema

(112) e melhorar o desempenho da resposta transitória, inserindo múltiplas variáveis para

reduzir o conservadorismo.

Teorema 18. Considerando γ > 0, se existirem a matriz simétrica definida positiva Q,

juntamente com as matrizes Zi, X1i e X2i que satisfazem as seguintes desigualdades:




(
(AiX

T
1 i +X1iA

T
i −ZT

i BT
i −BiZi +2γQ ∗

Q+X2iA
T
i −XT

1 i −X2i −XT
2 i ∗


< 0,

(140)

i = 1,2, . . . ,N ;




(
AiX

T
1 j +AjXT

1 i +X1iA
T
j +X1iA

T
j −ZT

i BT
j −ZT

j BT
i ∗

−BiZj −BjZi +4γQ

2Q+X2iA
T
j +X2jAT

i −XT
1 i −XT

1 j −X2i −X2j −XT
2 i −XT

2 j




< 0,

(141)

i = 1,2, . . . ,N −1, j = i+1,2, . . . ,N,

então o sistema (112) é assintoticamente estável com taxa de decaimento maior e igual
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que γ, dado pela matriz obtida em (142).

Kei = ZiQ
−1. (142)

Prova: Utilizando as propriedades previamente definidas e considerando os seguintes

vetores e matrizes:

D(α)=


−ZT (α)BT (α)−B(α)Z(α)+2γQ ∗

Q 0n×n


, Q =


X1(α)

X2(α)


, B(α) =

[
AT (α) −In×n

]
,

então, a prova do teorema segue os mesmos passos apresentados no Teorema 14.

Na próxima seção, verifica-se a eficiência das metodologias propostas. Um exemplo

será usado para comparar esta nova metodologia com outras metodologias da literatura.

4.2 Exemplo numérico: análise de factibilidade

Considere um sistema linear (112) representado pelos seguintes vértices do politopo

A1 =


21 −98

11 10


, B1 =


10

10


,

A2 =


ξ1 −98

11 10


, B2 =


ξ2

10


.

Considere uma variação paramétrica entre os intervalos 100 ≤ ξ1 ≤ 200 e 80 ≤ ξ2 ≤ 110

com um passo de 3. A região de factibilidade foi construída para analisar e comparar as

metodologias propostas nos Teoremas 13, 14, 17, 15, 16 e 18.

Pode-se observar que na Figura 17 a metodologia apresentada no Teorema 17 apre-

sentou uma região de factibilidade maior do que a apresentada pelos Teoremas 13 e 14.

É interessante como os pontos de factibilidade foram iguais considerando os Teoremas 13

e 14 para esse exemplo.

Na Figura 18 evidencia-se como a região de factibilidade diminuiu, ao impor-se a

restrição para uma mínima taxa de decaimento, encontrando-se um número menor de

pontos factíveis.

Nota-se que o Teorema 18 apresentou um resultado superior aqueles obtidos uti-

lizando os Teoremas 15 e 16. Similarmente ao observado na Figura 17, note que os

Teoremas 15 e 16 apresentaram o mesmo desempenho em termos de factibilidade para o

exemplo estudado.
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Figura 17 - Projeto do Controlador com Teoremas 13, 14 (x) e 17 (x,♦).
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Fonte: Resultados do próprio autor

Figura 18 - Projeto do Controlador com Teoremas 15 (x), 16 (x), 18 (x,♦) com γ = 2.
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Fonte: Resultados do próprio autor

4.3 Conclusões parciais

Nesse capítulo apresentou-se a teoria aplicada em um exemplo considerando a rea-

limentação dos estados do sistema, evidenciando a suficiência das condições propostas

para projetar o controlador gain scheduled. O Lema de Finsler foi uma ferramenta im-

portante para garantir a estabilidade do sistema. Os resultados numéricos mostram que

a metodologia apresentada é viável.
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5 PROJETO DE CONTROLE MISTO GAIN SCHEDULING - ROBUSTO

Nesta seção propõe-se a geração de um novo conjunto convexo, considerando a mul-

tiplicação de incertezas politópicas e parâmetros variantes no tempo por meio de uma

lógica sequencial. Essa estratégia aplica-se para diminuir a complexidade computacional

referente ao número de LMIs. O objetivo é realizar um mapeamento que permita o uso

das LMIs propostas na seção anterior. Objetiva-se também garantir respostas transitórias

com tempo de estabelecimento menores.

5.1 Metodologia de geração estrutural de um conjunto único por
meio de incertezas multiplicativas

Na literatura, muitos autores consideram cenários complexos no sentido de aumentar

o domínio das incertezas, o qual pode-se definir como multi-simplex. Esses conjuntos

podem ser denominados do tipo aditivos, multiplicativos ou combinados. Em Sato. (2011),

Daafouz, Bernussou e Geromel (2008), Silva et al. (2011b) e Assunção, Faria e Teixeira

(2008b) podem ser vistos alguns casos particulares. A consideração de sistemas multi-

simplex cria uma complexidade na determinação das soluções por via das desigualdades

matriciais, algumas são formuladas considerando uma abordagem linear e bilinear das

variáveis como Veselýa e Ilka (2015) e Veselýa e Ilka (2017). Nesta seção propõe-se

uma metodologia para unificar aqueles cenários em um conjunto utilizando uma lógica

sequencial expressada no mapeamento entre as incertezas. Esta estratégia não mudaria

a estrutura das LMIs propostas nas seções prévias, que são construídas na base de um

simplex.

Considere as seguintes regiões convexas mostradas na Figura 19, construídas a partir

dos intervalos variantes no tempo a(t) ≤ a(t) ≤ a(t), b(t) ≤ b(t) ≤ b(t) e do parâmetro

incerto β ≤ β ≤ β assim, de forma ilustrativa, são considerados dois parâmetros variantes

no tempo a(t) e b(t) e apenas um incerto (β),

Pode-se observar na Figura 19 a multiplicação dos conjuntos gera uma região convexa

similar , porém, com valores de vértices diferentes, fato este que representa uma vantagem.

Na Figura 20 é apresentada uma lógica sequencial que permite realizar um mapeamento
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Figura 19 - Representação gráfica dos conjuntos convexos.
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P1eq(t)

P 2eq(t)

P2eq(t)

P1eq(t) P 1eq(t)

α(t)×β ⇐⇒ Θ

Fonte: Resultados do próprio autor

das regiões convexas considerando incertezas multiplicativas do sistema.

A lógica sequencial permite definir uma nova estrutura de forma que ambos parâme-

tros (incertos e variantes no tempo) pertençam a um simplex unitário, representadas da

seguinte forma:
N∑

i=1

α(t) = 1, α(t) ≥ 0, i = 1,2, . . . ,N. (143)

N∑

i=1

β(t) = 1, β(t) ≥ 0, i = 1,2, . . . ,N. (144)

N∑

i=1

α = 1, ≥ 0, i = 1,2, . . . ,N. (145)

N∑

i=1

β = 1, β ≥ 0, i = 1,2, . . . ,N. (146)

θ = (α(t),β(t),α,β). (147)

Logo, por ser uma união de dois conjuntos definidos como simplex unitário temos que

N∑

i=1

θ = 1, θ ≥ 0, i = 1,2, . . . ,N. (148)

A metodologia acima gera um novo intervalo e um novo conjunto, simplificando assim

a obtenção das LMIs, de modo a facilitar ao usuário projetar o controlador sem perder a

essência da consideração das incertezas.
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Figura 20 - Lógica sequencial para obtenção do novo conjunto convexo Θ.
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Região Convexa única Θ

Fonte: Resultados do próprio autor

5.2 ControleGS-robusto usando realimentação derivativa

Nesta seção, procura-se uma solução para sistemas lineares considerando a inclusão

do novo conjunto politópico. Utiliza-se a estratégia de controle GS-robusto usando reali-

mentação derivativa para sistemas sujeitos a incertezas politópicas e parâmetros variantes

no tempo. As metodologias propostas em seções anteriores são empregados para testar o

novo método.

5.2.1 Representação dinâmica do sistema contínuo linear sujeito a in-
certezas politópicas e parâmetros variantes no tempo

Em muito problemas da vida real a dinâmica da planta pode se ver comprometida

pelas variações paramétricas e dinâmicas, que em alguns casos influenciariam na estabil-
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idade. A continuação descreve-se uma solução para este problema

Considera-se o seguinte sistema linear baseado no novo conjunto:

ẋ(t) = A(α(t),β)x(t)+B(α(t),β)u(t),

ou

ẋ(t) = A(θ)x(t)+B(θ)u(t). (149)

Utizando a realimentação derivativa, dada por:

u(t) = −K(α(t),β)ẋ(t),

ou

u(t) = −K(θ)ẋ(t). (150)

Substituindo (150) em (149), tem-se

ẋ(t) = A(θ)x(t)−B(θ)K(θ)ẋ(t), (151)

obtém-se

ẋ(t) = (I +B(θ)K(θ))−1A(θ)x(t). (152)

5.2.2 Implementação Prática

Para validar na prática dos teoremas propostos, uma implementação foi aplicada

no modelo esquemático apresentado na Figura 12. O sistema pode ser representado em

espaços de estados, como segue:

ẋ(t) =




0 1 0 −1
−ks
Ms

−bs
Ms

0 bs
Ms

0 0 0 1
−ks
Mus

bs
Mus

−kus
Mus

−(bs+bus)
Mus




x(t)+




0
1

Ms

0
−1

Mus




u(t),

(153)

sendo x2(t) = ẋ1(t) e x4(t) = ẋ3(t), representando as velocidades respectiva de cada massa.

A massa pode ser alterada devido a duas cargas iguais (cada uma tem peso de 0,4975

kg), que compõem a massa Ms. Desta forma, a massa Ms pode pertencer ao intervalo

1,9525 ≤ Ms ≤ 2,45(kg). Considerando o parâmetro ρ = 1/Ms, o intervalo pode ser

modificado para 1/Msmax ≤ 1/Ms ≤ 1/Msmin =⇒ ρmin ≤ ρ ≤ ρmax =⇒ 0,4082 ≤ ρ ≤

0,5122. A substituição pelo parâmetro ρ, é realizada para não perder a convexidade do
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politopo formado pelos vértices definidos entre a relação incertezas politópicas e parâmetro

variante no tempo.

ẋ(t) =




0 1 0 −1

−ρks −ρbs 0 ρbs

0 0 0 1
−ks
Mus

bs
Mus

−kus
Mus

−(bs+bus)
Mus




x(t)+




0

ρ

0
−1

Mus




u(t). (154)

Mantendo a mesma indicação definida na seção anterior para utilizar a variação

paramétrica temporal α(t) no controlador, foi inserido um ganho artificial variante no

tempo no canal de saída do sinal de controle u(t). Isso é feito via software, emulando uma

variação ao longo do tempo do ganho do amplificador de potência que alimenta o motor

C.C. do atuador. A variação paramétrica pode ser representada no modelo sobre o vetor

de entrada B(α(t)). Destaca-se que essa variação paramétrica α(t) gera dois vértices,

considerando a situações seguintes: funcionamento do amplificador ao 100% e o outro ao

50%.

Representando as condições de trabalho podemos chegar a seguinte situação,

A(α(t),β) =




0 1 0 −1

−ρks −ρbs 0 ρbs

0 0 0 1
−ks
Mus

bs
Mus

−kus
Mus

−(bs+bus)
Mus




,B(α(t),β) =




0

α(t)ρ

0
−α(t)
Mus




,

com

B(α(t),β) = B(θ) =




0

θ

0
−α(t)
Mus




.

Para calcular os valores do intervalo θ foi utilizada a lógica sequencial descrita na Figura

20. Portanto, para realizar o projeto de controle foram considerados os seguintes vértices

do politopo:

A1 =




0 1 0 −1

−367,380 −3,0615 0 3,0615

0 0 0 1

900 7,5 −2500 −12,5




,B1 =




0

0,2041

0

−0,5




,
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A2 =




0 1 0 −1

−460,9800 −3,8415 0 3,8415

0 0 0 1

900 7,5 −2500 −12,5




,B2 =




0

0,5122

0

−1




.

5.2.3 Resultados Obtidos com a Implementação

Nesta seção será projetada e implementada os teoremas propostos no Capítulo 3

no sistema de suspensão ativa, sobre a base da metodologia que foi apresentado neste

capítulo.

Na Tabela 3 mostra os valores dos ganhos do controlador projetados considerando

uma variação temporal α(t) no ganho do canal de saída do sinal de controle u(t) e incerteza

da massa do motorista entre o intervalo Ms = 1,9525kg e Ms = 2,45kg.

Tabela 3 - Ganhos do controlador aplicando metodologia GS e incertezas politópicas.

Metodologia Kd1
Kd2

Teorema 6 [7,3424 0,6107 7,6999 0,1043 3,4891] [3,4891 0,4817 3,3592 0,0568]

Teorema 8 γ = 0,029 [52,2092 7,2937 -46,4287 -1,3062] [27,0762 4,0764 -31,3534 -0,6915]

Teorema 9 [51,2932 5,0166 -210,1552 0,1241] [52,7264 4,9019 -203,3085 0,2056]

Teorema 10 γ = 0,029 [143,0700 13,0707 -187,4284 -3,5738] [141,8743 11,8996 -152,2184 -2,9279]

Teorema 11 [678,0 101,8 -1863,5 -30,9] [497,1 77,1 -1594,0 -24,3]

Teorema 12 γ = 4 [252,3802 10,9075 -13,6931 -1,0593] [180,1871 9,6652 -97,1998 -1,0827]

Fonte: Resultados do próprio autor

Nas Figuras 21 e 22, representam a resposta transitória e o sinal de controle imple-

mentados com os valores do Teorema 10 dado pela Tabela 3, sendo o teste que mostrou os

resultados mais interessantes enquanto a diminuição de pico máximo, número de oscilações

e magnitude de sinal de controle.
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Figura 21 - Resposta transitória prática de malha aberta (0-12s) e de malha fechada (12,01-30s).
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Figura 22 - Sinal de controle.

tempo
0 5 10 15 20 25 30

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

Si
na

l
de

co
nt

ro
le

(N
)

(Massa 1,9525 kg)

tempo
0 5 10 15 20 25 30

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

Si
na

l
de

co
nt

ro
le

(N
)

(Massa 2,45 kg)
Fonte: Resultados do próprio autor



5.3 Conclusões parciais 81

5.3 Conclusões parciais

A metodologia apresentada neste capítulo possibilita ao usuário ou projetista aplicar

as LMIs obtidas na seção anterior, considerado como um conjunto único multi-simplex

através da multiplicação de conjuntos e simplex unitário. Os testes realizados no sistema

de suspensão ativa demonstraram a eficiência da teoria desenvolvida.



82

6 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Foram propostas, neste trabalho, diferentes técnicas para síntese de controladores

gain scheduling de sistemas com parâmetros variantes no tempo e realimentação deriva-

tiva, utilizando-se funções de Lyapunov quadráticas e o Lema de Finsler cujas formulações

se basearam em Linear Matrix Inequalitys (LMIs).

A metodologia desenvolvida no Capítulo 2, possibilitou a expansão do estudo já

desenvolvido na literatura a outras estratégias que foram aplicadas nas seções posteriores.

O estudo de factibilidade permitiu demostrar que as variáveis artificias inseridas na nova

metodologia conseguiram resultados melhores que os existentes na literatura.

No Capítulo 3, projetou-se o controlador GS utilizando a metodologia apresentada

na capítulo anterior, a qual foi muito útil para obter soluções menos conservadoras do que

as existentes. A implementação prática valida a nova metodologia.

No Capítulo 4, desenvolveu- se uma metodologia para obter soluções menos conser-

vadores para sistemas dinâmicos utilizando realimentação dos estados.

No Capítulo 5, concluiu-se que a metodologia proposta para incertezas multiplicativas

multi-simplex, não acrescenta o número de vértices, apenas gera um novo conjunto equiv-

alente. A nova região convexa facilita a simplificar o número de LMIs, o que caracteriza

uma vantagem.

A implementação prática foi uma ferramenta importante para validar a metologia

proposta, abrindo as portas à futuras pesquisas.

6.1 Perspectivas

• Projetar para estratégia gain scheduling o controlador considerando a taxa de vari-

ação do parâmetro em função do tempo.

• Projetar o controlador gain scheduled considerando a metodologia D-estabilidade.
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