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RESUMO

A água potável é um recurso indispensável e, por isso, é importante que se evite desperdícios
por quaisquer causas, dentre elas, vazamento em redes de distribuição. Porém, a detecção de
vazamento em tubulações subterrâneas é dificultada devido ao material plástico do qual geral-
mente são feitos os tubos. Isso porque este material atenua as ondas mecânicas geradas pelos
vazamentos e que servem, justamente, de sinal para que se possa detectá-los e localizá-los. Este
trabalho propõe um novo tipo de tubo para reduzir o efeito natural, porém indesejável, da atenu-
ação. Trata-se do mesmo tubo de plástico acrescido de longarinas metálicas longitudinais que
tem a função não de enrijecê-lo, mas de serem meios menos atenuantes para as ondas mecâni-
cas. Esta proposta foi modelada matematicamente acoplando-se uma casca cilíndrica fina a uma
viga que transmite ondas de flexão e compressão. As equações de movimento para uma longa-
rina acoplada ao tubo foram obtidas e, a partir delas, foi determinada a relação de dispersão do
sistema, a qual foi usada para avaliar a atenuação do novo tubo. Simulações numéricas usando
o Método dos Elementos Finitos foram feitas para validar os resultados teóricos sem preencher
o tubo com água. Os resultados do modelo mostraram uma melhora bastante expressiva para
ondas longitudinais na casca, com redução de 96% da atenuação. Esta predição, entretanto, está
superestimada devido a uma limitação do modelo, que não admite transmissão de energia entre
a casca e as longarinas, a qual resultaria em mais atenuação. Por fim, algumas sugestões de
trabalhos futuros são feitas para que o modelo seja corrigido e se torne mais realista.

Palavras-chave: Propagação de ondas. Casca cilíndrica enrijecida. Detecção de vazamentos.



ABSTRACT

Water is an indispensable resource, and as such it is important that waste of any source is
avoided, among them, by leakage in distribution networks. However, leakage detection in un-
derground pipes is difficult due to the plastic material of which pipe is usually made. That is
because plastic materials attenuate the mechanical waves generated by the leakage which are
used as signal to detect and locate their source. This work proposes a new type of pipe to
reduce this however natural, still undesirable effect. The pipe is the same plastic-made one
with added longitudinal metallic stringers which are not supposed to stiffen it, but to be a less
attenuating medium for the mechanical waves. This proposal was mathematically modeled
coupling a thin cylindrical shell and a beam capable of conveying flexural and compressional
waves. The equations of motion for a stringer coupled to the pipe were obtained and, from them
the system’s dispersion relationship was derived, which was used to evaluated the attenuation
in the new pipe. Numerical simulations using the Finite Element Method were carried out to
validate theoretical results without filling the pipe with water. The theoretical results show an
expressive improvement for longitudinal waves in the shell, with a reduction of 96% of the
attenuation. This prediction, however, is overestimated because the models does not account
for the transmission of energy between the shell and the stringers, which would result in more
attenuation. At last, some suggestions for future works are made to correct and make the model
more realistic.

Keywords: Wave propagation. Stiffened cylindrical shell. Leakage detection.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Contextualização

Sistemas de distribuição de fluido são empregados nos mais diversos meios de produção
e para os mais diversos fins, seja para transportar matérias-primas brutas, subprodutos ou até
mesmo produtos finais. Evitar desperdício nos tubos e dutos é, portanto, de muita importân-
cia para reduzir custos econômicos além extremamente importante para preservação ambiental.
Porém, quanto maior o sistema de distribuição, e quanto mais difícil o acesso a ele, mais tra-
balhoso é a inspeção, detecção de falhas e manutenção. Um exemplo bastante importante são
sistemas de distribuição de água potável em centros urbanos, os quais são quase completamente
subterrâneos e, mesmo assim, ainda sofrem com alto volume de perdas. Dados do Ministério do
Desenvolvimento Regional (1) mostram que a média nacional do Brasil é de quase dois quintos
(38,3%) do volume de água distribuída perdido em vazamentos, e em alguns estados da região
Norte, o volume é de mais da metade: 55,8% em Rondônia, 68,9% no Amazonas e 60,1% no
Acre, por exemplo. Devido a demanda deste e de tantos outros sistemas, várias técnicas foram
desenvolvidas e refinadas para que a detecção e controle de vazamentos seja mais eficaz (2),
tornando sua manutenção mais eficiente.

Dentre as técnicas de detecção de vazamento, algumas usam o ruído sonoro gerado pelo pró-
prio vazamento ou seus efeitos sobre outras ondas mecânicas para detectá-lo e localizá-lo Pu-
ust et al. (2). lista várias dessas técnicas vibroacústicas, sendo algumas delas: leak reflection

method (método de reflexão de vazamento), que usa a reflexão de ondas causada pela presença
de um vazamento na tubulação; impulse response analysis (análise de resposta ao impulso), que
quantifica o amortecimento de uma onda transiente no tubo e o compara com um caso sem va-
zamento; ground penetrating radar (radar penetrante na terra), que usa ondas de radar refletidas
pelas diferentes camadas e elementos presentes no solo; leak noise correlators (correlaciona-
dores de ruído de vazamento), que identifica e localiza um vazamento correlacionando o ruido
gerado por ele, e que foi medido em pontos distintos da tubulação, como mostrado na Figura 1.
Dentre estas técnicas, as duas primeiras podem não ser viáveis para tubulações subterrâneas,
pois exigem que ela seja excitada de uma forma específica para geração de uma onda transi-
ente, enquanto que a eficácia das outras duas depende fortemente das propriedades do solo e
da tubulação. À exceção da técnica de radar penetrante, as demais são também limitadas pela
atenuação dos sinais medidos na tubulação, que é causada tanto pelo material do tubo quanto
pelo meio em que ele se encontra, como o solo.

Correlação de sinais já têm sido usada com bastante sucesso há bastante tempo, desde o
meio do século XX (4), e tanto a técnica quanto o equipamento continuam se desenvolvendo
com pesquisas que compararam diferentes tipos de sensores para aquisição dos sinais (5), ou
diferentes formas de se tratar os dados medidos para correlação (6, 7). Contudo, a experiência
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Figura 1 – Detecção de vazamento usando correlacionador de sinais

Correlacionador

Sensor 1 Sensor 2

Vazamento
Superfície do solo

Distância de medição, d

Fonte: Adaptada de Brennan et al. (3).

mostra que distância de medição d da Figura 1 continua limitada até 50 m para as tubulações
de plástico comumente usadas na distribuição de água, o que é um fator limitante no projeto
infraestrutural, pois exige a presença de pontos de inspeção ou poços de visita a distâncias me-
nores que essa. A Companhia Ambiental do Estado de São Paulo (8), por exemplo, recomenda
um espaçamento máximo de 100 m para poços de visitas de tubos de 1 m de diâmetro ou mais.
Se a distância d puder ser aumentada, a distribuição dos poços será menos restrita permitindo
otimizá-la para reduzir custos de construção. Isso pode ser feito reduzindo-se a atenuação do
sinal do vazamento, algo que ainda não foi abordado diretamente como se deseja fazer neste
trabalho.

Como a atenuação de ondas mecânicas é inerente ao meio em que elas se propagam, e de-
pende tanto do tipo de onda quanto da perda de energia no próprio material (9), este trabalho
propõe uma modificação nos tubos de plástico comumente usados: acrescentar-se ao tubo um
elemento metálico longitudinal — uma longarina —, pois, sabidamente, o metal atenua vi-
bração bem menos que o plástico. Esta abordagem é original, em primeiro lugar, porque em
Vibrações Mecânicas e Propagação de Ondas não é usual tentar reduzir a atenuação mas, pelo
contrário, aumentá-la, como em sistemas de isolamento acústico. Em segundo lugar, apesar de
já existirem tubos de plástico com elementos metálicos bastante usados em aplicações de En-
genharia Civil, o metal é tratado como reforço estrutural, e longarinas longitudinais raramente
são usadas, sendo preferível reforços circulares ou helicoidais (10).

1.2 Objetivos

O objetivo deste trabalho é fazer uma investigação inicial do comportamento de ondas mecâ-
nicas num tubo de plástico acrescido de longarinas metálicas longitudinais no vácuo. O objetivo
principal, portanto, é desenvolver um modelo matemático que descreva este sistema. De forma
específica, quer-se: 1) descrever o novo tipo de tubo por meio de suas equações de movimento;
2) obter sua relação de dispersão de ondas na faixa de frequência característica do vazamento
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de água, e; 3) comparar os resultados da nova relação de dispersão com os obtidos em simula-
ções numéricas usando o Método dos Elementos Finitos. Os capítulos a seguir dão conta destes
objetivos mostrando os resultados obtidos nesta pesquisa.

1.3 Estrutura do texto

Neste primeiro capítulo foi apresentado o contexto da pesquisa e seus objetivos. O Ca-
pítulo 2 apresenta uma breve revisão da teoria de propagação de ondas necessária para este
trabalho. No Capítulo 3 será apresentado o modelo matemático usados para descrever o tubo
com as longarinas e seu desenvolvimento. Ele também apresenta o procedimento experimen-
tal adotado nas simulações computacionais envolvidas nesta pesquisa. O Capítulo 4 mostra e
discute os resultados obtidos analiticamente e os compara às simulações numéricas. Por fim, o
Capítulo 5, que fecha o texto, elenca as principais conclusões da pesquisa e sugere investigações
futuras para aprofundar este estudo.
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2 CONCEITUAÇÃO FUNDAMENTAL

Este capítulo traz uma breve revisão da teoria de propagação de ondas necessária para o de-
senvolvimento deste trabalho. Ele apresenta alguns conceitos básicos de propagação de ondas,
define dispersão e atenuação, e introduz brevemente o conceito de cascas cilíndricas e quais
teorias de casca são pertinentes a esta pesquisa.

2.1 Introdução

O fenômeno de propagação de ondas mecânicas trata-se de uma perturbação inicial num
determinado meio, e que é transmitida através dele sem que haja transporte de massa. (11)
Sua forma mais observável é o som, que nada mais é que uma onda mecânica detectada pelo
ouvido humano. Matematicamente, este tipo de fenômeno é descrito por alguma equação que
relacione a forma e a posição inicial (ou outro estado conhecido) da perturbação, com a nova
forma e posição dela mesma num instante de tempo futuro. O caso mais simples é descrito pela
chamada Equação da Onda, que pode, dentro de certas considerações, ser usada para estudar
alguns tipos de ondas unidimensionais, como o deslocamento transversal de uma corda fina e
tensionada (9), a flutuação de pressão de um gás dentro de um tubo cilíndrico rígido devido
ao movimento de um êmbolo (12), ou deslocamento axial devido a tração e compressão de
uma barra prismática (9). Esta equação será apresentada a seguir e servirá de auxilio para a
apresentação de alguns conceitos importantes no estudo de propagação de ondas.

2.2 Frequência, número de onda e velocidade de propagação

Considerando uma corda fina, longa, tensionada por uma força T , de densidade linear de
massa ρ, e sem ação de forças externas, seu deslocamento transversal u = u(x, t), como mos-
trado na Figura 2, é regido pela Equação da Onda (9)

uxx =
1

c20
ü, (2.1)

sendo c0 =
√
T/ρ, ( )x é a derivada parcial de uma função e relação a x, ( )xx = (( )x)x, e (̈ ) é a

segunda derivada no tempo. Esta equação pode ser resolvida usando o método da separação de
variáveis, ou seja, fazendo u(x, t) = X(x)Ψ(t) e substituindo isto na Equação 2.1, resultando
em

X ′′

X
=

Ψ′′

c20Ψ
,

sendo ( )′′ a segunda derivada de uma função em relação ao seu argumento. Igualando cada
lado da igualdade a −k2, tem-se duas equações diferenciais ordinárias de segunda ordem desa-
copladas e que, portanto, podem ser resolvidas individualmente. Resolvendo-as, retornando à
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solução geral, e usando algumas igualdades trigonométricas, tem-se

u(x, t) = A1 sen(kx+ ωt) + A2 sen(kx− ωt) + A3 cos(kx+ ωt) + A4 cos(kx− ωt), (2.2)

em que ω = kc0. Os parâmetros c0, ω e k serão explicados a seguir.

Figura 2 – Configuração u(x, t) de uma seção de uma corda tensionada

u(x, t) T
T

x

y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tomando u(0, t), vê-se pela Equação 2.2 que trata-se de uma soma de senos e cossenos em
função do tempo. Portanto, a interpretação de ω é direta e vemos que é a frequência angular

da onda. De modo similar, fazendo u(x, 0) vê-se que k é como a “frequência espacial” da
solução. De fato, este parâmetro é chamado de número de onda, e relaciona a quantidade de
ondas completas que há numa unidade de comprimento do espaço. Assim como a frequência ω
está relacionada ao período P da onda por

ω =
2π

P
, (2.3)

o número de onda k relaciona-se ao comprimento de onda λ por

k =
2π

λ
. (2.4)

É conveniente também definir a frequência linear f = 1/P , que mede ciclos por intervalo
de tempo e por ser mais fácil de ser medida em experimentos. Pode-se, então, definir que a
velocidade de propagação c é a relação entre comprimento de onda e o intervalo de tempo que
ela leva para excitar o ponto com todo seu comprimento e, usando as relações das Equações 2.3
e 2.4, tem-se (9)

c =
λ

P
=
ω

k
=

2πf

k
.

Como já havia sido definido que ω = kc0, então c0 é a velocidade de propagação da onda na
corda. O comportamento típico de um termo da Equação 2.2 é mostrado na Figura 3, ilustrando
também o comprimento de onda e a velocidade de propagação.

Uma outra solução para a Equação da Onda é creditada a d’Alembert (9):

u(x, t) = f(x− c0t) + g(x+ c0t). (2.5)

Supondo que a f(x, t) e g(x, t) possa ser aplicada a transformada de Fourier em x e em t,
a Equação 2.5 nada mais é que o caso mais geral da solução da Equação 2.2, pois qualquer
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Figura 3 – Componente harmônica de uma onda unidimensional se propagando

D
es

lo
ca

m
en

to
da

co
rd

a,
u

(x
,t

)

Posição, x

t0
t0 + P/4
t0 + P/2

comprimento de onda, λ

direção de propagação com velocidade c0

Fonte: Elaborada pelo autor.

forma de onda f + g pode ser escrita como uma superposição de senos e cossenos em função
da posição x, da frequência espacial (número de onda) k, do tempo t e da frequência ω. O
estudo de propagação de ondas pode, então, ser feito em grande parte considerando uma única
onda harmônica com ω e k arbitrários, e sobrepondo-se seus resultados de forma apropriada. É
comum também que soluções da forma trigonométrica da Equação 2.2 sejam preteridas, e que
soluções com funções harmônicas complexas como

u(x, t) = Aei(kx±ωt) (2.6)

sejam usadas (13), com i =
√
−1 sendo a unidade imaginária. Para se comparar os resultados

obtidos usando funções complexas com dados de experimentos, basta tomar a parte real dos
dados analíticos e compará-los aos valores experimentais.

2.3 Dispersão

Considere novamente que o meio de propagação de uma onda mecânica de frequência ω
e número de onda k é uma corda. Seja ela, então, harmônica e da forma da Equação 2.6, e
aplique-se a ela a Equação da Onda (Equação 2.1):

∂2

∂x2
Aei(kx±ωt) =

1

c20

∂2

∂t2
Aei(kx±ωt),

−k2Aei(kx±ωt) = − 1

c0
ω2Aei(kx±ωt).

Manipulando o resultado, chegamos a

c = ±
√
ω2

k2
= ±c0, (2.7)
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e concluímos que uma onda harmônica sempre se propaga numa corda com velocidade cons-
tante c0 independente da frequência ω ou do número de onda k. Mais que isso, se reescrevermos
a Equação 2.7 na forma k = ω/c0, ela diz que para qualquer ω, há apenas um k possível para
que a onda se propague na corda, e vice-versa. O sinal positivo ou negativo apenas indica se a
onda está indo no sentido positivo ou negativo de x.

Para outro meio de propagação que não seja uma corda, ou cujo fenômeno de propaga-
ção não seja descrito pela Equação 2.1, a relação da Equação 2.7 não é válida. Por exemplo,
uma corda sob ação de uma força de linha restitutiva FR = −Ru tem como equação do movi-
mento (9)

uxx =
1

c20
ü+

R

T
u, (2.8)

sendo R a constante elástica da força. Substituindo-se aqui a onda da Equação 2.6, tem-se(
−k2 − R

T
+
ω2

c20

)
Aei(kx±ωt) = 0.

Eliminando-se a forma da onda para obter a velocidade de propagação c, resulta a relação

c =
ω

k
= ±c0

√
1 +

R

Tk2
(2.9)

que não é constante como a Equação 2.7, e depende do número de onda k, que depende da
frequência ω, pois k = ω/c.

Os comportamentos descritos pelas Equações 2.7 e 2.9 são chamados de não-dispersivos e
dispersivos, respectivamente, e dependem tanto do meio de propagação quanto do tipo de onda
analisada (11). Para o primeiro caso, só há um tipo de onda e, independente da frequência,
todas as componentes se propagam numa única velocidade. Portanto, se houver superposição
de ondas, todas as componentes se propagarão sem se dispersarem umas das outras, mantendo
a forma da onda constante durante todo o tempo se não houver descontinuidades na corda. Por
outro lado, para o segundo caso, a velocidade de propagação depende da frequência e, assim
sendo, componentes de diferentes frequências, terão suas próprias velocidades de propagação
e se dispersarão umas das outras, modificando a forma inicial da onda. Por este motivo, as
equações que relacionam número de onda e frequência de propagação são apropriadamente
chamadas de relações de dispersão (9).

2.4 Atenuação

Retornando ao caso dispersivo, pode-se extrair outro comportamento importante das ondas.
Reescrevendo a Equação 2.9 em função de k e ω, tem-se:

k = ±

√
ω2

c20
− R

T
.

Aqui, dependendo da combinação de valores que as variáveis dentro da raiz quadrada podem
assumir, o valor de k pode ser puramente real ou puramente imaginário. Se k for real, então,
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segundo a forma da onda descrita pela Equação 2.6, ainda temos uma onda harmônica. Caso k
seja imaginário, então k = ikIm com kIm real, e a forma da onda fica

u(x, t) = Ae−kImxe±iωt.

Considerando kIm > 0, o resultado não é mais uma onda, mas uma vibração evanescente (9),
isto é, um decaimento exponencial e−kImx cuja amplitude A varia harmonicamente. Se kIm < 0,
então temos um crescimento exponencial infinito, o que não é observado na natureza e, portanto,
kIm é sempre positivo.

Supondo agora que a corda também esteja imersa num meio viscoso que exerça sobre ela
uma força de linha FQ contrária ao movimento e proporcional à velocidade, FQ = −Qu̇, a
equação governante seria (9)

uxx =
1

c20
ü+

Q

T
u̇+

R

T
u,

sendo Q a constante de proporcionalidade da força viscosa exercida pelo meio. Neste caso, a
relação de dispersão é

k = ±

√
ω2

c0
− R

T
∓ i

Qω

T
.

Assim, o número de onda é complexo, possuindo parte real e imaginária. Assumindo k =

kRe + ikIm com kRe real, a onda seria

u(x, t) = Ae−kImxekRex±iωt,

que é uma combinação dos dois resultados anteriores: uma onda harmônica se propagando
sob um envelope de decaimento exponencial. A este fenômeno dá-se o nome de atenuação, e
basta investigar a parte imaginária do número de onda para quantificá-la. A fim de ilustração, a
Figura 4 mostra os comportamentos distintos para os três casos de números de onda descritos,
isto é, real, imaginário ou complexo.

Outra causa de atenuação de ondas é a perda de energia inerente ao próprio material que
transmite as ondas, cujo comportamento nunca é idealmente elástico (14). Para considerar este
tipo de perda, é comum adotar o módulo de Young E dos materiais como sendo complexo, e
cuja parte real está relacionada ao comportamento linear entre deformação e tensão, e a parte
imaginária representando uma perda de energia. A usual relação σ = Eε, em que σ é a tensão
e ε é a deformação, deve, então, ser reescrita como (14)

σ = E(1 + iη)ε, ou

σ = Ēε (2.10)

sendo η o chamado fator de perda do material e Ē = E(1 + iη). Uma das formas de observar
a influência de η é submetendo um material a uma carga oscilatória, e comparar o atraso entre
as tensões e as deformações medidas, que seriam efetivamente os valores de Re{σ} e Re{ε}
obtidos pela Equação 2.10, com Re{ } sendo a parte real de um número complexo. No caso das
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Figura 4 – Três casos de vibração de uma corda: (a) onda harmônica – número de onda real;
(b) vibração evanescente (não-propagante) – número de onda imaginário; (c) onda
harmônica atenuada – número de onda complexo

(a)
y

x

(c)
y

x

(b)
y

x

As setas indicam a direção de propagação ou de vibração.
Fonte: Elaborada pelo autor.

ondas, o efeito de atenuação se deve ao fato de que o módulo de Young do material aparece
em quase todas as relações de dispersão para meios sólidos. Logo, se assumirmos que ele é
complexo, todos os modos de propagação que dele dependam serão, possivelmente, atenuados.
Como exemplo, basta aplicar a própria Equação da Onda (Equação 2.1) a ondas longitudinais
numa barra prismática. O deslocamento u(x, t) passa a descrever o deslocamento de uma seção
transversal na posição x no eixo da barra, num instante t, com mostrado na Figura 5. A equação
governante é a mesma exceto pela velocidade de propagação, que agora é c0 =

√
E/ρ (9),

sendo ρ ainda a densidade de massa do material, e, portanto, a relação de dispersão (Equa-
ção 2.7), se mantém. Porém, considerando Ē em vez de E, então c0 será complexa e o número
de onda k também, o que causa atenuação. É interessante observar que, mesmo com comporta-
mento atenuante, a propagação ainda é não-dispersiva, pois a velocidade c, que agora deve ser
escrita como

c =
ω

Re{k}
, (2.11)

continua constante.

Figura 5 – Deslocamento axial u(x, t) de uma seção de uma barra prismática

u(x, t)

x

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.5 Modos de propagação de ondas

Um elemento estrutural pode possuir mais que um modo de propagação de ondas. Os exem-
plos até o momento — corda tensionada e barra prismática — possuem apenas um modo de
propagação e isso é representado por suas relações de dispersão que possuem apenas um par
de raízes reais ou complexas representando apenas um tipo de onda que vai num ou noutro
sentido de propagação. Se considerarmos uma típica viga de Euler-Bernoulli como a mostrada
na Figura 6, o deslocamento transversal u(x, t) de sua linha neutra é regido por (9):

ux4 =
1

a2
ü, (2.12)

com a =
√
EI/ρA, sendo EI a rigidez de flexão da viga. Esta, porém, não é a Equação da

Onda, portanto não se pode esperar que a viga possua o mesma relação de dispersão que a corda.
Usando a mesma abordagem anterior e substituindo u(x, t) = Aei(kx−ωt) na Equação 2.12,
podemos extrair que

k = ±
√
ω

a
, ±i

√
ω

a
.

Há agora quatro raízes — duas reais e duas imaginárias — que representam um modo de propa-
gação por flexão para os dois sentidos de x, mais duas vibrações evanescentes. Note-se também
que agora há um comportamento dispersivo, pois usando as duas raízes reais, a velocidade de
propagação não é mais constante e depende da frequência:

c = ±
√
aω.

Figura 6 – Configuração u(x, t) da linha neutra de uma viga de Euler-Bernoulli sob ação de
momentos fletores e forças cortantes.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Fazendo-se as devidas considerações, e aumentando-se os graus de liberdade, é possível
admitir mais que um modo de propagação ao mesmo tempo, como compressão, flexão, cisalha-
mento e até torção no mesmo elemento ou estrutura. A Figura 7 ilustra os modos de propagação
de compressão, cisalhamento e flexão numa estrutura prismática. Nestes casos, a relação de
dispersão tem mais raízes, o que implica que para uma mesma frequência, há diferentes possi-
bilidades para uma onda se propagar, e seu modo vai depender de como o sistema é excitado e
de como as ondas se refletem ou transmitem em suas fronteiras.
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Figura 7 – Três modos de propagação numa viga prismática
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As linhas verticais representam as seções transversais da viga.
Fonte: Adaptada de Fahy e Gardonio (11, p. 14).

2.6 Cascas cilíndricas e ondas causadas por um vazamento de água

Como este trabalho investiga as características de propagação de ondas num tubo de plás-
tico, faz-se necessária a introdução de um modelo matemático para sua representação. Para tal
fim, usaremos uma casca cilíndrica, que é um “corpo sólido [de] forma curva, razoavelmente
fino e capaz de carregar e transmitir cargas” (15, p. 1, tradução nossa). Ela também será con-
siderada fina, isto é, sua espessura h é muito menor que seu raio médio R, o que implica que
sua configuração pode ser descrita pelos deslocamentos de uma superfície de referência (15),
aqui escolhida como sendo a definida por seu raio médio. Usando um sistema de coordenadas
cilíndricas (x, r, θ), os deslocamentos u, v e w desta superfície são na direção axial, tangencial
e radial, como na Figura 8, e são funções das coordenadas da casca, mais do tempo t. É possível
encontrar extensa teoria e estudos para este tipo de elemento e, portanto, este trabalho apenas
se proverá de trabalhos já consagrados, sem refazer o desenvolvimento detalhado de equações
de movimento de qualquer teoria, e apresentando-as quando forem usadas no capítulo seguinte.

Para este trabalho, há duas teorias de casca importantes: casca de membrana e de Donnell-
Mushtari. A primeira é o caso mais simples, sendo a casca uma membrana curvada capaz de



Capítulo 2. Conceituação fundamental 25

Figura 8 – Casca cilíndrica e seu sistema de coordenadas

Fonte: Adaptada de Leissa (16, p. 32).

transmitir tração, compressão e torção, mas que não sofre flexão (9). Nela há dois modos de
propagação: um de compressão, em que o deslocamento dos pontos da casca é majoritariamente
longitudinal, mas acoplado a um deslocamento radial menor; e um de torção, com deslocamento
tangencial (9). Já a segunda, de Donnell-Mushtari, difere do caso mais simples por introduzir
efeitos de flexão (16), que é importante se considerar devido à flexão das longarinas que serão
adicionadas. Este modo resulta em ondas com atenuação mesmo se não forem consideradas
perdas no material, o que não acontece numa casca de membrana. Esta última pode ser simpli-
ficada para chegar-se à casca de membrana com base na faixa de frequência investigada, como
será feito mais adiante.

Ao se considerar a água dentro tubo, adiciona-se um campo acústico interno à casca. Apli-
cando a condição de contorno de que o fluido está sempre em contato com a casca, ele aparece
como uma carga não-linear e radial agindo sobre ela, como demonstrado por Fuller e Fahy (17).
Pinnington e Briscoe (18), por sua vez, assumem o mesmo que Fuller e Fahy (17), mas simplifi-
cam suas equações e obtém relações de dispersão polinomiais de segundo grau que se provaram
válidas em campos de testes, como demonstram Muggleton, Brennan e Pinnington (19). Já Gao
et al. (20) vai além e inclui os efeitos do solo considerando-o como um meio linear elástico infi-
nito exterior à casca, o que é um cenário bem mais realista e que também pôde ser comprovado
experimentalmente. Os efeitos do solo, porém, não serão tratados neste trabalho.
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3 MODELAGEM MATEMÁTICA E SIMULAÇÕES NUMÉRICAS

Os modelos matemáticos usados para representar os elementos da tubulação proposta no
Capítulo 1, o método para acoplá-los, bem como a obtenção da relação de dispersão usada para
avaliar a propagação de ondas no sistema resultante serão apresentados nas seções a seguir. A
última seção apresenta como foram realizadas as simulações numéricas usando o Método dos
Elementos Finitos.

3.1 Modelo proposto

Como dito no Capítulo 1, este trabalho investiga as características de propagação de onda
de um tubo de plástico acrescido de longarinas metálicas longitudinais. O tubo é representado
por uma casca cilíndrica fina e as longarinas são vigas acopladas à casca, como mostrado na
Figura 9. Este tipo de sistema é conhecido como casca cilíndrica longitudinalmente enrijecida

e é amplamente utilizado em estruturas navais ou de aeronaves. (21) Porém, na maior parte
das aplicações e, consequentemente, na maior parte dos trabalhos publicados a respeito deste
tipo de casca, saber as frequências naturais e os modos de vibração do sistema já é suficiente,
o que não é o caso deste, pois precisamos descrever a propagação de ondas, e não vibração
estacionária.

A abordagem usada neste capítulo foi inspirada nos trabalhos de Miller (21) e Rinehart e
Wang (22). Estes autores usam Mecânica Lagrangiana para desenvolver o autoproblema de uma
casca cilíndrica finita e longitudinalmente enrijecida para, em seguida, calcular suas frequên-
cias naturais e seus modos de vibrar. A vantagem deste método é que as longarinas podem ser
tratadas como elementos discretos e acoplados rigidamente à casca. Ambos substituem, no la-
grangiano do sistema, uma forma aproximada dos modos de vibrar para obter o autoproblema.
Miller (21) usa equações de Euler-Lagrange, mas sem obter as equações de movimento, en-
quanto que Rinehart e Wang (22) integra o lagrangiano e substitui a forma dos modos. Aqui,
porém, será usada a ação total do sistema em função do lagrangiano — o qual será mais sim-
plificado que os destes autores —, e equações de Euler-Lagrange apropriadas apropriadas para
minimizá-la e obter as equações de movimento. Depois disso, assumindo propagação de ondas
harmônicas, a relação de dispersão de ondas no sistema será obtida.

3.2 Modelagem das longarinas

Esta seção apresenta o desenvolvimento das equações de movimento das longarinas usando
Mecânica Lagrangiana: primeiro será definida a energia de deformação das longarinas, depois
sua energia cinética, seu lagrangiano e a ação total, que será minimizada para obter as equações
desejadas.
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As longarinas são vigas de deslocamento bidimensional que serão rigidamente acopladas
à casca, como mostrado na Figura 9. Suas seções transversais são não-deformáveis e sempre
ortogonais às suas linhas neutras, sendo uv o deslocamento axial de uma seção de uma longarina
na posição x e no instante t, e wv o deslocamento transversal dessa mesma seção na direção
ortogonal à casca. Deste modo, um elemento da viga sofre apenas esforços de compressão e
flexão, como ilustrado na Figura 10, sendo que o eixo x das longarinas é paralelo e tem mesmas
origem e orientação que o eixo da casca.

Figura 9 – Coordenadas de uma casca cilíndrica longitudinalmente enrijecida por longarinas e
deslocamentos de seus componentes
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 10 – Sistema de coordenadas na seção transversal de uma viga
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A deformação εx de um elemento de área dA em (z, y) na seção da viga da Figura 10 é a
soma das parcelas de deformação devido à compressão, εcomp., e à flexão, εflex., que são (23)

εflex. = −ywv,xx, e (3.1)

εcomp. = uv,x, (3.2)

logo,
εx = εflex. + εcomp.. (3.3)

Pela Lei de Hooke, a tensão σx no mesmo ponto (y, z) é

σx = Evεx, (3.4)



Capítulo 3. Modelagem matemática e simulações numéricas 28

sendo Ev o módulo de Young do material da viga. Desta forma, para uma longarina semi-
infinita, de 0 a +∞ em x, podemos definir sua energia de deformação Vv como sendo

Vv =
1

2

∫ +∞

0

∫
A

σxεx dAdx. (3.5)

Combinando as Equações de 3.1 a 3.4, a Equação 3.5 pode ser reescrita como

Vv =
Ev

2

∫ +∞

0

Av(uv,x)
2 − 2I(1)z (uv,x)(wv,xx) + I(2)z (wv,xx)

2 dx, (3.6)

sendo I [1]z =
∫
A
ydA o primeiro momento de área e I [2]z =

∫
A
y2dA o segundo momento de área

da seção da transversal, ambos em relação ao seu eixo z, e Av a própria área da seção. Quanto à
energia cinética Tv de uma viga, esta é função do deslocamento dos pontos da seção transversal
e, como ela não é deformável, este deslocamento é uniforme e independe da posição na seção.
Portanto,

Tv =
ρvAv

2

∫ +∞

0

(u̇v)
2 + (ẇv)

2 dx, (3.7)

sendo ρv a densidade de massa do material da viga. Caso se deseje desconsiderar a compressão,
basta fazer uv = 0, o que elimina a dependência deste deslocamento nas Equações 3.6 e 3.7.
Definindo o lagrangiano Lv da longarina como sendo

Lv = Tv − Vv,

a ação total Sv da longarina,

Sv[uv, wv] =

∫ t2

t1

Lv dt,

é um funcional em uv e wv nas coordenadas x e t.

3.3 Acoplando casca e viga

Para representação do sistema casca-vigas, suas equações de movimento serão obtidas, as-
sim como na seção anterior, usando-se Mecânica Lagrangiana. Os passos serão os seguintes:

1. definir o lagrangiano e a ação total do sistema somando-se o lagrangiano de cada viga ao
da casca;

2. definir equações algébricas que representem o acoplamento entre a casca e as vigas;

3. reduzir o número de funções de deslocamento tanto quanto possível usando as restrições;

4. aplicar equações de Euler-Lagrange para obter as equações de movimento.
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3.3.1 Lagrangiano da casca

Valendo-se do trabalho de Leissa (16), tem-se que a energia de deformação Vc para uma
casca de Donnell-Mushtari é

Vc =
Eh

2R (1− ν2)

∫ +∞

0

∫ 2π

0

(Rux + vθ + w)2 − 2R(1− ν)

[
wux −

R

4

(
vx −

uθ
R

)2]
+β2

{(
∇2w

)2 − 2(1− ν)
[
wθθwxx − (wxθ)

2
]}

dθdx, (3.8)

e a energia cinética Tc é

Tc =
ρhR

2

∫ +∞

0

∫ 2π

0

(u̇)2 + (v̇)2 + (ẇ)2 dθdx,

sendo que E, ρ e ν são o módulo de Young, a densidade de massa e o coeficiente de Poisson do
material do qual ela é construída, respectivamente, β2 = h2/12R2 é o parâmetro adimensional
de espessura da casca, e o operador

∇2 =
∂2

∂x2
+

1

R2

∂2

∂θ2

é o laplaciano em coordenadas cilíndricas. O lagrangiano da casca, portanto, é Lc = Tc − Vc.
A teoria de casca de membrana pode ser obtida por simplificação, bastando fazer β = 0. (16)

3.3.2 Ação total do sistema, restrições de acoplamento e equações de movi-

mento

Para definirmos a ação total do sistema, uma importante consideração deve ser feita: as
longarinas estão distantes o suficiente entre si mesmas para que seus deslocamentos não afetem
umas às outras. Isso implica que num ponto em que houver longarina, o movimento será go-
vernado pela equação acoplada da casca com a viga, enquanto num ponto só de casca e longe
o suficiente de uma longarina, apenas as equações de casca atuam. Logo, para N longarinas
posicionadas em θ1, . . . , θN , a ação total do sistema é

S[u, v, w, u(1)v , w(1)
v , . . . , u(N)

v , w(N)
v ] =

∫ t2

t1

Lc +
N∑
i=1

L(i)
v dt, (3.9)

sendo u(i)v , w(i)
v e L(i)

v os deslocamentos e lagrangiano da i-ésima viga.
As longarinas estão acopladas à casca tais que nas dadas posições θ = θi, com i = 1, . . . , N ,

em que elas estejam, os deslocamentos transversais de suas linhas neutras de flexão são iguais
ao deslocamento radial da casca, e os deslocamentos longitudinais de suas seções transversais
são iguais ao deslocamento longitudinal da casca naquelas posições. Algebricamente, pode-se
escrever

u(i)v (x, t) = u(x, θi, t), e

w(i)
v (x, t) = w(x, θi, t).
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Como estas equações definem vínculos holônomos, elas podem ser usadas para reduzir a de-
pendência do funcional da Equação 3.9 de 3 + 2N funções para apenas três. Ao fazer isso, no
entanto, perde-se informação de posições em que θ 6= θi, o que resulta em equações que descre-
vem o movimento apenas onde há longarinas. Por fim, pode-se simplificar a ação S ainda mais
reaplicando-se a consideração inicial: não importa quantas longarinas hajam, o comportamento
de todas deve ser avaliado individualmente. Assim sendo, o somatório de L(i)

v de 1 a N será
eliminado na Equação 3.9 e apenas uma longrina será considerara doravante.

Após simplificada, a ação total para a casca com uma longarina é

S[u, v, w] =

∫ t2

t1

L dt,

sendo L = Lc + Lv, e as equações de Euler-Lagrange apropriadas para minimizá-la são (16)

∂L

∂u
− d

dx

(
∂L

∂ux

)
− d

dθ

(
∂L

∂uθ

)
− d

dt

(
∂L

∂u̇

)
= 0,

∂L

∂v
− d

dx

(
∂L

∂vx

)
− d

dθ

(
∂L

∂vθ

)
− d

dt

(
∂L

∂v̇

)
= 0, e

∂L

∂w
− d

dx

(
∂L

∂wx

)
− d

dθ

(
∂L

∂wθ

)
− d

dt

(
∂L

∂ẇ

)
+

d

dx2

(
∂L

∂wxx

)
+

d2

dθdx

(
∂L

∂wxθ

)
+

d2

dθ2

(
∂L

∂wθθ

)
= 0.

Definindo ∇4 = ∇2∇2, as equações de movimento resultantes são:

uxx +
1− ν
2R2

uθθ +
1 + ν

2R
vθx +

ν

R
wx +

1

ρhRc2p

(
AvEvuxx − EvI

[1]
z wx3

)
=

(
1 +

ρvAv

ρhR

)
ü

c2p
, (3.10)

1 + ν

2R
uθx +

1− ν
2

vxx +
vθθ
R2

+
wθθ
R2

=
v̈

c2p
, e (3.11)

−νux
R
− vθ
R2
− w

R2
− β2R2∇4w +

1

ρhRc2p

(
EvI

[1]
z ux3 − EvI

[2]
z wx4

)
=

(
1 +

ρvAv

ρhR

)
ẅ

c2p
, (3.12)

em que c2p = E/ρ(1− ν2).

3.3.3 Relação de dispersão

Assim como feito no Capítulo 1, os três deslocamentos da casca serão ondas harmônicas. A
forma apropriada para cada um deles é

u(x, θ, t) = Un cos(nθ)ei(kx−ωt), (3.13)

v(x, θ, t) = Vn sen(nθ)ei(kx−ωt), e (3.14)

w(x, θ, t) = Wn cos(nθ)ei(kx−ωt), (3.15)
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sendo Un, Vn, e Wn a amplitude da onda, k é o número de onda axial, ω é a frequência angular
e o parâmetro n é a ordem do modo de vibração circunferencial, cujas formas de 0 a 3 são
mostradas na Figura 11. Substituindo as Equações de 3.13 a 3.15 nas Equações de 3.10 a 3.12 e
eliminando os termos ei(kx−ωt), pode-se rearranjar o resultado na forma matricial [M ]{U} = 0,
sendo {U} = [Un Vn Wn]T e

[M ] =

 M11 M12 M13

M21 M22 M23

M31 M32 M33

 , (3.16)

que é a matriz de coeficientes, com

M11 = Ω2 −K2 − n2(1− ν)

2
+

Av

ρc2pH

(
ρv

Ω2c2p
R2
− Ev

K2

R2

)
,

M12 =
(1 + ν)

2
iKn,

M13 = iKν +
EvI

[1]
z K3

ρc2pHR
3
,

M21 = M12,

M22 = n2 − Ω2 +
(1− ν)

2
K2,

M23 = n,

M31 = M13,

M32 = M23, e

M33 = 1− Ω2 + β2(K2 + n2)2 +
1

ρc2pH

(
EvI

[2]
z

K4

R4
− ρvAv

Ω2c2p
R2

)
,

onde K = kR, Ω = ωR/cp e H = h/R são o número de onda, a frequência e a espessura da
casca adimensionalizados. Por fim, como {U} 6= {0}, nos resta que

det[M ] = 0, (3.17)

que é uma equação polinomial em K de oitavo grau para uma dada frequência Ω, e sendo ela a
própria relação de dispersão do sistema.

Figura 11 – Modos de vibração circunferenciais de uma casca cilíndrica

n = 0 n = 1 n = 2 n = 3

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.4 Acrescentando o fluido

A presença de fluido dentro do tubo resulta no chamado termo de carregamento do fluido

Ff descrito por Fuller e Fahy (17), que deve ser subtraído do elemento (3,3) da matriz de coefi-
cientes [M ] da Equação 3.16. Se o fluido estiver presente, então

M33 = 1− Ω2 + β2(K2 + n2)2 +
1

ρc2pH

(
EvI

[2]
z

K4

R4
− ρvAv

Ω2c2p
R2

)
− Ff, e

Ff =
Ω2

HKR

· ρf

ρ
· Jn(KR)

J ′n(KR)
, (3.18)

sendo ρf a densidade de massa do fluido, KR = ±
√
K2

f −K2 é o número de onda normalizado
na direção radial, Kf = Ω(cp/cf) é o número de onda normalizado do fluido, cf a velocidade de
propagação do som no fluido, e Jn( ) a função de Bessel do primeiro tipo de n-ésima ordem.
A relação de dispersão passa agora a ser uma equação implícita em K devido a presença das
funções de Bessel em Ff.

3.5 Simplificando a relação de dispersão

A matriz de coeficientes da Equação 3.16 pode ser simplificada fazendo considerações
acerca do problema estudado. Primeiro, Fuller e Fahy (17) mostram que a maior parte da
energia de vibração que se propaga em uma casca preenchida por fluido encontra-se nos casos
em que n = 0 e 1. O primeiro é chamado de modo axissimétrico, e o segundo é o modo de

viga. Contudo, como Gao et al. (20) bem observa, para um tubo enterrado no solo, o modo
n = 1 não ocorre, tampouco há torção. Portanto, podemos adotar n = 0 e anular o deslo-
camento tangencial fazendo v = 0. A consequência é que as ondas harmônicas definidas nas
Equações 3.13, 3.14 e 3.15 deixam de depender de θ (daí o termo “modo axissimétrico”) e a
Equação 3.11 desaparece completamente. Logo, todos os elementos de [M ] perdem todas as
parcelas que dependem de n e a própria matriz é reduzida de ordem três para dois. Hunaidi et

al. (24), por sua vez, mostram que a maior parte do sinal de vazamento se encontra na água e
embasam a consideração que muitos autores fazem — p.ex. Referências (3, 20, 19) — de que a
frequência do sinal do vazamento está bem abaixo da chamada frequência de anel, que é aquela
em que o comprimento de onda é igual à circunferência do tubo, isto é, quando K = 1. Com
isso, é razoável eliminar os termos K3 e K4 por serem bem menores que a unidade. Ao fazer
isso, o único termo remanescente da contribuição da longarina em M33 é Ω2(ρv/ρ)(Av/HR

2),
o qual provém da flexão. Todavia, todos os termos de flexão da casca ou da longarina —K4 e,
por consequência, β — foram eliminados. É, então, coerente eliminar esta parcela também, o
que leva à conclusão de que as ondas geradas por um vazamento não se propagam por flexão.
A matriz simplificada resultante é

[M ] =

[
Ω2
(

1 + ρv
ρ

Av
HR2

)
−K2

(
1 + AvEv

ρc2pR
2H

)
iKν

iKν 1− Ω2 − Ff

]
. (3.19)
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Caso não houvesse viga, isto é, anulando-se os termos ρv, Ev e Av, [M ] seria a mesma matriz
obtida pelas equações de Pinnington e Briscoe (18). Por último, seguindo estes mesmos autores,
pode-se simplificar Ff fazendo KR → 0, o que faz com que J0(KR)/J ′0(KR) ≈ −2/KR, e

Ff = − 2Ω2ρf
H (K2

f −K2) ρ
, (3.20)

fazendo com que det[M ] seja uma função racional com polinômios em K de até quarto grau.
Substituindo a Equação 3.20 em 3.19, a relação de dispersão então fica

det[M ] =
P (K)

Q(K)
= 0, (3.21)

sendo suas raízes dadas por P (K) = 0 com K 6= Kf.

3.5.1 Ondas no fluido e na casca

Fuller e Fahy (17) observaram que há apenas dois modos de propagação de ondas axissi-
métricas abaixo da frequência de anel: uma onda chamada s = 1 cuja maior parte da energia
se propaga pelo fluido, e outra onda s = 2 cuja maior parte da energia se propaga pela casca.
Com isso pode-se simplificar ainda mais a Equação 3.21 usando as seguintes observações de
Pinnington e Briscoe (18):

1. para uma onda s = 1 (no fluido), então K2 � K2
L, isto é, o número de onda é muito

maior que o de uma placa plana, com KL = ωR/cp = Ω, e

2. para uma onda s = 2 (na casca), então K2
f � K2, isto é, o número de onda no fluido é

muito maior que o do sistema casca-fluido.

Ao se aplicar essas considerações individualmente, obtém-se uma ou outra onda desejada.

3.6 Simulações numéricas

A fim de validar a modelagem matemática desenvolvida anteriormente, o Método dos Ele-
mentos Finitos implementado no COMSOL Multiphysics R© (25) foi usado neste trabalho. Esta
escolha foi feita para podermos comparar resultados provindos de formulações diferentes e in-
dependentes entre si.

Uma representação ilustrativa do modelo usado nas simulações é mostrado Figura 12. A
casca e as longarinas foram modeladas por elementos tridimensionais tetraédricos. O modelo
foi excitado por deslocamento prescrito uniforme num de seus aros, enquanto o outro foi amor-
tecido por uma força viscosa para reduzir a reflexão de ondas na fronteira. Por se tratar de
uma pesquisa inicial, o fluido não foi incluído nas simulações. A malha final obedeceu às reco-
mendações do COMSOL Multiphysics R© de que nenhum elemento deva ter comprimento maior
que 1/6 do menor comprimento de onda esperado em simulações de onda, o que também já
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Figura 12 – Representação do modelo usado nas simulações numéricas

Excitação

x

x = a

uA
wA

Força
viscosa

x = b

uB
wB

Fonte: Elaborada pelo autor.

obedece a condição de convergência de Courant-Friedrichs-Lewy (26) de que as dimensões dos
elementos não devem ser maiores que o menor comprimento de onda.

O número de onda pode ser calculado por meio das funções de transferência TAB entre o
deslocamento medido nos pontos A e B em x = a e x = b, respectivamente, com b > a, como
mostrado na Figura 12. Usando a Equação 3.13, para ondas axissimétricas e com atenuação, ou
seja n = 0 e k = kRe + ikIm, os deslocamentos axiais em A e B são

uA(t) = u(a, t) = U0ei(ka−ωt) = U0e−kImaei(kRea−ωt), e
uB(t) = u(b, t) = U0ei(kb−ωt) = U0e−kImbei(kReb−ωt).

Tomando a transformada de Fourier F{ } em relação tempo t de uA(t) e uB(t), e calculando a
função de transferência TAB = F{uB(t)}/F{uA(t)}, tem-se

TAB = ||TAB||e−iφAB(ω) (3.22)

=
U0e−kImbeikReb

U0e−kImaeikRea

= e−kImdeikRed (3.23)

com d = b−a, e || || e φ(ω) sendo o módulo e a fase de um número complexo, respectivamente,
no caso, de TAB. Comparando-se as Equações 3.22 e 3.23 e lembrando que e−kImd é sempre real,
e eikRed tem sempre módulo igual à unidade, então

kRe =
φAB(ω)

d
e kIm =

− ln ||TAB||
d

.

Como existe acoplamento entre os deslocamentos radial e longitudinal, wA(t) e wB(t) também
podem ser usados para estimar k sem perda de generalidade.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Neste capítulo será apresentada uma análise do modelo matemático desenvolvido anterior-
mente e o resultado das simulações numéricas da casca enrijecida. As partes real e imaginária
do modelo analítico são comparadas entre diferentes casos, a atenuação é quantificada e, depois,
o resultado do número de onda das simulações é comparado ao modelo analítico.

4.1 Propriedades mecânicas do modelo

A casca usada neste trabalho foi baseada num tubo de policloreto de vinila (PVC) comercial
com diâmetro externo de 50 mm e parede de 3 mm, que são geralmente usado nos ramais de
distribuição de água em regiões residenciais. A densidade do material foi medida usando-
se um picnômetro, e seu módulo de Young foi calculado medindo-se a frequência natural de
uma amostra anular excitada por um shaker, como mostrado na Figura 13, e aplicando-se as
fórmulas de frequências naturais de anéis apresentadas por Blevins (27). As longarinas tem
seção transversal quadrada cuja aresta mede o mesmo que a espessura do tubo, e são feitas de
aço estrutural. Os fatores de perda adotados foram o mesmo usado por Gao et al. (20) para
a casca, e o medido por Jung et al. (28) para as longarinas. O fluido adotado foi a água. A
Tabela 1 resume as propriedades mecânicas e os parâmetros geométricos usados, sendo que
para as simulações numéricas modelou-se uma casca de 25 cm de comprimento. Uma casca tão
curta foi usada para que a não houvessem ressonâncias significativas abaixo de 1 kHz.

Tabela 1 – Propriedades dos materiais de construção e parâmetros geométricos da casca, das
longarinas e do fluido

Propriedade Tubo (plástico) Longarina (aço) Fluido (água)
Densidade (kg/m3) 1.514 7.800 1.000
Módulo de Young (GPa) 1,644 200,0 —
Coeficiente de Poisson 0,4 0,3 —
Fator de perda 6·10−2 2,3·10−3 —
Raio (mm) 50 — —
Espessura / Aresta (mm) 3 3 —
Velocidade do som (m/s) — — 1.500

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2 Resultados da relação de dispersão

Usando-se os dados da Tabela 1, pode-se calcular as raízes da relação de dispersão da Equa-
ção 3.21, mostradas na Figura 14. Nota-se que a parte real (Figura 14a) tem comportamento
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Figura 13 – Anel de plástico extraído do tubo de PVC e acoplado a um shaker com um acelerô-
metro

Anel de
plástico

Acelerômetro

Shaker

Fonte: Elaborada pelo autor.

bastante linear em função da frequência, o que indica que a propagação é muito pouco dis-
persiva. Se a considerarmos como não-dispersiva, podemos obter a velocidade propagação c
usando regressão linear, já que a Equação 2.11 pode ser reescrita como c = 2πf/Re{k}, que é
o inverso do coeficiente angular das curvas da Figura 14a. Calculando também as velocidades
adimensionais Cp = c/Re{cp} e Cf = c/cf e reunindo os resultados na Tabela 2, é possível
perceber a influência do fluido na propagação: as ondas no fluido (s = 1) são mais lentas que
aquelas num fluido livre se propagando a cf, enquanto que as ondas na casca (s = 2) são um
pouco mais rápidas que as que se propagam numa casca vazia. A presença da longarina, por
sua vez, causa um aumento da rigidez do sistema, o que aumenta a velocidade de todos os tipos
ondas.

Tabela 2 – Velocidades médias de propagação

Caso Velocidade, c (m/s) Cp = c/Re{cp} Cf = c/cf

Casca 1.030 0,916 0,687
Casca + fluido (s = 1) 314,3 0,279 0,210
Casca + fluido (s = 2) 1.121 0,997 0,747
Casca + longarina 3.267 2,91 2,18
Casca + longarina + fluido (s = 1) 340,1 0,302 0,227
Casca + longarina + fluido (s = 2) 3.285 2,92 2,19

Fonte: Elaborada pelo autor.

A parte imaginária do número de onda (Figura 14b), assim como a real, também tem com-
portamento linear e mostra que quanto maior a frequência, maior a atenuação. É conveniente
também introduzir uma medida de atenuação x1/2:

x1/2 =
ln 2

kIm
= − d ln 2

ln ||TAB||
, (4.1)
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que é a meia-distância da onda, isto é, distância percorrida por ela para que sua amplitude decaia
pela metade do valor inicial. O resultando da Equação 4.1 mostrado no gráfico da Figura 15
ajuda a interpretar os resultados:

• A atenuação é bem maior em ondas no fluido (s = 1) do que na casca (s = 2). Acima
de 100 Hz as ondas no fluido decaem pela metade em menos de 10 m, enquanto que na
casca, valores menores que essa meia-distância só acontecem para frequências acima de
400 Hz.

• Apesar de aumentar um pouco a velocidade de propagação, o fluido pouco altera a atenu-
ação de ondas na casca (s = 2) quando comparada à casca vazia, assim como a longarina
pouco influencia a velocidade das ondas no fluido (s = 1).

• A atenuação de ondas na casca (s = 2) reduz-se bastante quando se adicionam as longa-
rinas, sendo bastante próxima daquela da casca vazia com longarina.

Figura 14 – Raízes da relação de dispersão da Equação 3.21

(a) Parte real do número de onda, Re{k}

0 200 400 600 800 1.000
0

5

10

15

20

Frequência (Hz)

N
úm

er
o

de
on

da
(m
−
1
)

(b) Parte imaginária do número de onda, Im{k}
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 15 – Meia-distâcia calculada para vários casos
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Para avaliar comparativamente as mudanças na atenuação, podemos calcular o coeficiente
de atenuação m, que definimos como sendo o coeficiente angular das curvas da Figura 14b, e
cujos valores foram calculas por regressão linear e estão listados na Tabela 3. Pode-se observar
que para uma casca com fluido mas sem longarinas, a atenuação é muito maior em ondas no
fluido (s = 1) do que na casca (s = 2). E também, mesmo que a longarina quase não mude a
atenuação de ondas no fluido (s = 1) , ao adicioná-las a atenuação em ondas na casca (s = 2)
cai para menos de 4% do seu valor original, sendo que a mesma tendência é vista pode ser vista
comparando-se uma casca vazia não-enrijecida com a enrijecida.

Tabela 3 – Coeficiente de atenuação (m) e razão de amplitude relativa (r/rcasca)

Caso m r/rcasca

Casca 1, 83 · 10−4 1, 00
Casca + fluido (s = 1) 5, 84 · 10−4 1, 85 · 10
Casca + fluido (s = 2) 1, 67 · 10−4 4, 81 · 10−2

Casca + longarina 5, 57 · 10−6 3, 16 · 10−1

Casca + longarina + fluido (s = 1) 5, 28 · 10−4 2, 41 · 10+2

Casca + longarina + fluido (s = 2) 6, 06 · 10−6 1, 66 · 10−2

Fonte: Elaborada pelo autor.

A melhora inesperadamente grande na atenuação talvez possa ser explicada por uma limi-
tação do modelo analítico: ele não prevê a transmissão de energia entre a longarina e a casca,
possivelmente consequência de vibração estacionária na direção tangencial, que resultaria em
atenuação na direção longitudinal devido à demanda de energia na outra direção. Grice e Pin-
nington (29) demonstram a existência desse efeito para uma placa plana infinita enrijecida por
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uma viga. Seu método, entretanto, não pode ser diretamente estendido para uma casca cilín-
drica porque nesta há propagação em apenas uma direção, enquanto que no problema da placa
infinita há duas. Esta é uma limitação de todas as teorias de casca cilíndricas, pois elas con-
sideram que a onda é estacionária em direções transversais ao eixo, o que é evidenciado pela
presença dos termos seno e cosseno nas Equações 3.13, 3.14 e 3.15 e é ilustrado pelos modos
circunferenciais da Figura 11. A inclusão deste fluxo de energia acrescentaria pelo menos mais
um número de onda imaginário à relação de dispersão do sistema, estando ele relacionado a
uma vibração evanescente partindo da longarina e transversal a seu eixo. Isto, por sua vez,
modificaria o modo circunferencial da casca e, portanto, sua inclusão dependeria da escolha
apropriada da forma do modo, o qual dependeria do número de longarinas.

Outro importante resultado é a razão entre deslocamento radial W0 e o longitudinal U0.
Retornando à matriz [M ] da Equação 3.19 e reescrevendo o sistema [M ]{U0 W0}T = 0, temos
que M11U0 + M12W0 = 0 e M21U0 + M22W0 = 0. Substituindo as raízes K em [M ] para
obtermos seus elementos , a razão de amplitudes r é

r =

∥∥∥∥W0

U0

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥−M11

M12

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥−M21

M22

∥∥∥∥ ,
cujo resultado é mostrado na Figura 16. Como a proporção entre as curvas é aproximadamente
constante, podemos usar regressão linear novamente e calcular o valor médio de r/rcasca, que é
a razão entre r e a razão de amplitude do caso mais simples da casca rcasca, e cujos resultados
estão listados na Tabela 3. A presença da longarina acentua as características dos casos sem
ela: quando não há fluido, as ondas na casca são predominantemente longitudinais, sendo que a
presença da longarina reduz quase 2/3 a razão de amplitude, o que mostra um favorecimento da
direção longitudinal; para ondas s = 1, a razão aumenta 10 vezes, e cai 2/3 para ondas s = 2.

Figura 16 – Razão de amplitude entre deslocamento radial e longitudinal
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As observações feitas até agora somadas aos resultados da Figura 15 sugerem que para
aumentar a eficácia da adição de longarinas, deve-se fazer medições na direção longitudinal na
intenção de detectar ondas s = 2. Entretanto, os trabalhos de Fuller e Fahy (17), Pinnington
e Briscoe (18) e Hunaidi et al. (24) combinados mostram que o sinal gerado pelo vazamento
pode ser melhor medido no fluido e, caso o uso de hidrofones seja inviável, as ondas s = 1

são melhores detectadas no deslocamento radial para tubos de baixa rigidez, como o plástico.
Portanto, para confirmar essa proposição, é preciso refazer o estudo de Fuller e Fahy (17) para
uma casca enrijecida longitudinalmente, já incluindo a transmissão entre casca e a longarina, e
avaliar a distribuição de energia entre essas duas partes mais o fluido, o que está fora do escopo
deste trabalho.

4.3 Resultados das simulações numéricas

As simulações numéricas foram realizadas no domínio do tempo. O deslocamento prescrito
para o aro excitado foi um seno com frequência variando linearmente de 50 a 1.000 Hz em 0,1 s,
e com amplitude de 0,1 mm. O recíproco do passo no tempo foi de 12,8 kHz. Foram simuladas
a casca sem longarinas e com N = 2 e 4 longarinas espaçadas uniformemente entre si. Não foi
possível testar casos com mais que quatro longarinas devido ao alto custo computacional, pois
mesmo com a malha muito refinada houve problemas de convergência na simulação.

As funções de transferência TAB foram calculadas em relação a entrada (x = 0) e medindo-
se o deslocamento longitudinal em pontos explícitos do modelo, que são mostrado na Figura 17,
onde também estão destacados os aros excitado e amortecido. Houve pouquíssima diferença
nos resultados se os dados fossem calculados num ponto numa longarina ou na casca na mesma
posição em x, o que evidencia o fato de que a vibração é estacionária na direção tangencial. Os
resultados de número de onda e razão de amplitude, então, foram calculados como sendo média
aritmética dos resultados de todos os pontos, sem fazer distinção entre pontos de longarina ou
de casca.

Figura 17 – Modelo 3D usado no COMSOL Multiphysics R©
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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O resultado do número de onda é mostrado na Figura 18. Observa-se que há bastante co-
erência entre os dados simulados e o resultado analítico no caso sem longarinas e para duas
longarinas. Para quatro longarinas, o número de onda da simulação é menor que o predito pelo
modelo, o que evidencia que a quantidade de longarinas deveria ter sido considerada matema-
ticamente. Nota-se que este caso tendeu a um casca cilíndrica metálica do mesmo material que
as longarinas, o que sugere que exista um número mínimo de longarinas para que uma casca de
plástico enrijecida seja considerada como equivalente a uma casca metálica. Apesar de não ser
possível quantificar a atenuação na simulação para corroborar esta conjectura, o fato da parte
real do número de onda ter seguido a predição, sugere que a atenuação na casca enrijecida deve
ser menor que na casca não-enrijecida.

Figura 18 – Comparação entre o número de onda do modelo analítico e simulado por elementos
finitos
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Para calcularmos a razão de amplitude entre deslocamento radial e longitudinal r, basta
aplicar a transformada de Fourier ao deslocamentos, ou seja, r = ||F{w(x, t)}/F{u(x, t)}||.
Com isso, obtemos o gráfico da Figura 19. Novamente, o caso sem longarina se ajusta bem
aos valores teóricos, enquanto que os demais, desviam. Para duas longarinas, há um aumento
expressivo do deslocamento radial. Isso se explica pelo fato de que o modo circunferencial ali é
n = 2, o qual, para cascas cilíndricas finitas, tem frequência natural menor que o modo n = 0 e,
portanto, é o mais fácil de ser excitado (21). Para quatro longarinas, a razão se reduz um pouco,
mas ainda é superior ao valor predito. Suspeita-se que quanto maior o número de longarinas,
maior é n, o que torna a forma do modo circunferencial mais próxima de n = 0. É possível que
a presença do solo em volta de um tubo com longarinas restrinja o deslocamento radial de tal
forma que a razão r tenda ainda mais para a predição devido a participação reduzida de modos
n 6= 0, os quais já nem são observados num tubo comum enterrado.
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Figura 19 – Comparação entre a razão de amplitude do modelo analítico e a simulada por ele-
mentos finitos
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5 CONCLUSÕES

Este trabalho propôs o uso de longarinas metálicas longitudinais para reduzir a atenuação
de ruído de vazamento em tubos de plástico, para que se possa aumentar a distância máxima de
detecção de vazamento usando técnicas vibroacústicas. O tubo com longarinas foi modelado
como uma casca cilíndrica longitudinalmente enrijecida, e suas equações de movimento fo-
ram desenvolvidas usando Mecânica Lagrangiana. A relação de dispersão do sistema foi obtida
usando-se ondas harmônicas, e foi simplificada considerando-se frequências abaixo da frequên-
cia de anel do tubo. Os resultados analíticos foram contrapostos com resultados de simulações
numéricas usando um modelo de elementos finitos. A partir do estudo dos modelos analítico e
numérico, pode-se resumir os resultados nas seguintes conclusões:

• As equações mostram uma redução bastante expressiva da atenuação, mas estes dados não
são definitivos devido a limitação do modelo desenvolvido que não prevê transmissão de
energia entre a casca e as longarinas, nem a presença de modos não-axissimétricos.

• O enrijecimento da casca é maior no modelo de elementos finitos do que no analítico,
resultando em ondas de comprimento que tendem ao comprimento de ondas numa casca
metálica com o aumento do número de longarinas.

• A concordância dos valores dos modelos analítico e numérico para a parte real do número
de onda, mais a tendência da casca enrijecida de se comportar com uma casca metálica,
sugerem que a parte imaginária do número de onda, que não pôde ser medida nas simu-
lações do modelo de elementos finitos, é menor que num casca não-enrijecida, reduzindo
a atenuação como desejado.

5.1 Trabalhos futuros

As conclusões feitas nesta pesquisa podem ser melhor entendidas aumentando-se apropria-
damente a complexidade do modelo matemático usado e executando algumas investigações que
foram apontadas ao longo do texto. Para isso, sugere-se o seguintes trabalhos:

• realização de testes experimentais e estudo com longarinas de diferentes geometrias;

• incluir o fluido nas simulações numéricas para que as curvas s = 1 e s = 2 analíticas
também possam ser comparadas com resultados simulados;

• incluir a influência do número de longarinas no modelo e estudar a transmissão de energia
entre elas e a casca, avaliando sua distribuição entre entre longarinas, fluido e casca;

• incluir efeitos do solo ao modelo para torná-lo mais realista.
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