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RESUMO 

 

O método de vórtices discretos é utilizado para analisar e prever, sem a utilização de malhas, 

o comportamento de um campo de vorticidades em escoamentos viscosos. O estudo da 

vorticidade divide-se, de forma independente, em duas etapas: a evolução por advecção e a 

evolução difusiva desta propriedade no escoamento, ambas ocorrendo no mesmo intervalo de 

tempo. O processo de advecção é simulado acompanhando-se cada vórtice discreto por meio 

de uma descrição lagrangiana tradicional, enquanto a simulação do processo difusivo, neste 

trabalho, explora o método do crescimento do raio do núcleo do vórtice modificado para 

resolver a equação da difusão da vorticidade. A aplicação desta metodologia é conciliada ao 

caso prático da operação de uma aeronave na proximidade da pista de decolagem. A 

perturbação gerada pela aproximação da aeronave é representada por um par de vórtices de 

ponta de asa, e a pista é representada por meio do método de painéis. Por intermédio da lei de 

Biot-Savart, pode-se determinar o campo de velocidades a partir do campo de vorticidades, e 

acompanhar a trajetória dos vórtices discretos no decorrer do tempo. O desenvolvimento 

teórico e experimental da nuvem de vórtices é comparado, e discute-se a influência de 

parâmetros intrínsecos à simulação usando o método do crescimento do raio do núcleo do 

vórtice modificado. Por fim, verifica-se a funcionalidade da metodologia determinística e 

sugere-se alternativas para contornar suas desvantagens em termos de esforço computacional.  

 

PALAVRAS-CHAVE: Método de vórtices discretos. Método do crescimento do raio do 

núcleo do vórtice modificado. Difusão da vorticidade. Descrição lagrangiana. Método de 

painéis. 

 

  



 

ABSTRACT 

 

The discrete vortex method is used to analyze and predict, without using meshes, the behavior 

of a vorticity field in viscous flows. The study of vorticity is independently divided into two 

stages: the evolution by advection and the diffusive evolution of this property in the flow, 

both occurring in the same time interval. The advection process is simulated by following 

each discrete vortex through a traditional Lagrangian description, whereas the simulation of 

the diffusive process, in this bachelor’s thesis, explores the core spreading method to solve the 

diffusive part of the vorticity equation. This methodology is applied in the practical situation 

of operating an aircraft in the vicinity of a runway. The disturbance generated by the approach 

of the aircraft is represented by a pair of wingtip vortices, and the runway is represented 

through the panel method. Based on the Biot-Savart law, it is possible to determine the 

velocity field given the vorticity field, and then follow the trajectory of the discrete vortices 

over time. The theoretical and experimental development of the vortex cloud is compared, 

and the influence of parameters intrinsic to the simulation is discussed using the modified 

core spreading method. Finally, the functionality of the deterministic methodology is verified 

and alternatives are suggested to overcome its disadvantages in terms of computational effort. 

 

KEYWORDS: Discrete vortex method. Core spreading method. Vorticity diffusion. 

Lagrangian description. Panel method. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

Correntes de ar estão presentes em diversos fenômenos de nosso planeta e de nosso 

cotidiano. Pode-se citar sua participação nos fenômenos meteorológicos ou até em aplicações 

mais corriqueiras, como o conforto térmico (ventiladores e equipamentos de ar-condicionado) 

e o escoamento aerodinâmico presente em veículos e aeronaves em movimento. Muitas destas 

situações, embora comuns à nossa experiência, ainda não são perfeitamente compreendidas 

pela ciência. Apesar de o escoamento viscoso ser simples aos nossos sentidos, ele requer um 

modelo matemático complexo para descrever propriedades fluidodinâmicas importantes, 

como a velocidade, a força de arrasto e de sustentação, e, também, outros efeitos da 

viscosidade do fluido ao percorrer diferentes terrenos com geometrias distintas. 

Na engenharia, o estudo do escoamento de um fluido ao redor de fronteiras sólidas se 

depara inevitavelmente com a presença de um campo de vorticidades, que, na maioria dos 

problemas de interesse científico e tecnológico, dificulta ou impossibilita a solução analítica 

do problema. O processo de desprendimento de vórtices afeta significativamente as 

propriedades fluidodinâmicas e tem sido foco de diversos estudos desde o início do último 

século. Aliado a este fato, ainda existem fenômenos intrínsecos à hidrodinâmica não-linear, 

como a separação da camada limite e a transição para a turbulência. A presença simultânea de 

tais fenômenos atravanca a solução de um problema de escoamento. Deste modo, a utilização 

de técnicas experimentais e/ou numéricas se torna o único meio viável para determinar o 

campo de velocidades e o campo de pressões em escoamentos com a presença de vorticidade. 

Agrega-se aos fenômenos anteriores a importância de se analisar o efeito da viscosidade 

sobre o campo de vorticidades. A viscosidade é responsável pelo espalhamento da vorticidade 

para as regiões vizinhas do domínio fluido onde o escoamento é irrotacional. Portanto, se o 

efeito de espalhamento da vorticidade não for estudado e entendido corretamente, os modelos 

de turbulência não representarão apropriadamente o efeito de dissipação de energia. 

Quando há movimento relativo entre um fluido viscoso e um corpo imerso, verifica-se a 

condição física de não-deslizamento das partículas do fluido em relação à superfície do corpo. 

Assim, ao incidir sobre o corpo, o escoamento sofrerá o efeito da rotação de partículas 

próximas à superfície e, como consequência, passa a existir um gradiente de velocidade e 

tensões tangenciais, que formam a camada-limite. O conceito de camada-limite foi 

introduzido pioneiramente por Ludwig Prandtl em 1904 e marcou o início da era moderna da 

mecânica dos fluidos. 

Dada a rotação das partículas fluidas dentro da camada-limite, ocorre o fenômeno da 
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geração de vorticidade, em que as partículas em rotação se movimentam para jusante do 

escoamento e se desprendem da superfície do corpo imerso, concentrando-se, então, na esteira 

viscosa do corpo. 

Na situação abordada no presente trabalho, ilustrada na Figura 1, o fluido em questão é 

o ar, e o corpo imerso é uma aeronave de dimensão qualquer em procedimento de pouso ou 

decolagem. Com o movimento relativo entre a aeronave e o fluido, o ar escoa ao redor das 

asas, e as partículas em rotação se desprendem da superfície do avião nos pontos de 

separação, formando a extensa esteira viscosa à jusante, que descarrega as estruturas 

vorticosas no ar após a passagem da aeronave. 

 

Figura 1. Aeronave em procedimento de pouso ou decolagem.

 

Fonte: Liftaviation (2021).     

 

Em seguida, a vorticidade descende e interage com o solo, induzindo a geração de 

vorticidade também na pista. Por mais que o efeito solo tenha influência significativa em 

operações de pouso e decolagem, o presente trabalho analisa um espaço bidimensional, cujo 

escoamento é perturbado pela passagem apenas do par de pontas de asas da aeronave. Por este 

motivo, não há ligação entre o problema analisado e o efeito solo, visto que não há nenhum 

corpo presente no plano sob análise. 

 

1.1  JUSTIFICATIVA 

 

A geração da vorticidade pelas pontas de asa do avião é uma perturbação de tamanha 

magnitude, que pode alterar o campo de velocidades do fluido de forma brusca, ocasionando 

até mesmo acidentes graves a uma segunda aeronave que venha a operar na mesma pista 

vários minutos após a passagem da primeira (MACHOL, 1993). 
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De acordo com reportagem da editora Abril, o número de bilhetes aéreos emitidos no 

mundo triplicou entre 1998 e 2017 (ano do dado mais recente encontrado). Segundo a Forbes, 

a Associação Internacional de Transporte Aéreo prevê que esse número ainda irá dobrar nas 

próximas duas décadas, totalizando 8,2 bilhões de passageiros em 2037. A estimativa é 

baseada em um crescimento médio anual de 3,5% do setor e foi realizada antes da pandemia 

de Sars-Cov-2. 

A Figura 2 ilustra o número de voos operados pela indústria aeronáutica mundial ao 

longo das últimas duas décadas. 

 

Figura 2. Número de voos operados pela indústria aeronáutica mundial entre 2004 e 2021.

 

Fonte: Statista (2020). 

 

Para acompanhar o rápido avanço da indústria aeronáutica, aeroportos e aeronaves terão 

que se adaptar tanto em estrutura quanto em eficiência. A este último fator está atrelado o 

estudo de esteiras de vórtices, o qual está fortemente ligado à delimitação de um intervalo 

seguro entre operações subsequentes em uma mesma pista. 

Tendo em vista o crescimento desenfreado do setor, surge a necessidade de se criar 

métodos cada vez mais robustos para solucionar o mesmo problema. Motivado ainda pela 

importância de simular corretamente a dinâmica da vorticidade para a precisão dos resultados, 

o presente trabalho modela a operação de pouso ou decolagem de maneira computacional. A 

solução do campo de vorticidades é alcançada através de simulações numéricas, dadas as 

devidas simplificações que são citadas nos próximos capítulos. Por intermédio da lei de Biot-

Savart, pode-se transformar a solução do campo de vorticidades em uma resposta para o 

campo de velocidades, componente primordial para o entendimento de qualquer escoamento 

na mecânica dos fluidos. 
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Nas simulações, há o desenvolvimento de uma nuvem de vórtices discretos que 

representa as perturbações geradas no fluido após a passagem da aeronave. Numericamente, 

analisam-se os vórtices discretos, partículas fictícias portadoras de vorticidade, e seus 

movimentos no decorrer do tempo. A movimentação dos vórtices discretos é dividida na 

parcela advectiva e na parcela difusiva. O termo advecção é utilizado para se referir ao 

transporte de matéria pelo movimento de grande escala de correntes no fluido, enquanto o 

termo difusão refere-se ao movimento Browniano aleatório de partículas individuais no 

fluido. No contexto tanto da transferência de massa quanto de calor, o termo convecção é 

usado para referir-se à soma de transferências advectivas e difusivas. 

O método de vórtices discretos utilizado para a solução das etapas difusiva e advectiva 

neste trabalho pertence ao genérico método de partículas. A abordagem desta metodologia é 

lagrangiana. Isto significa que uma propriedade do escoamento, no caso a vorticidade, é 

discretizada, e seu movimento é acompanhado individualmente e descrito em função do 

tempo. Desta forma, abandona-se a utilização de malhas e volumes de controle comumente 

presentes nos métodos eulerianos. Esta característica torna a análise numérica mais 

direcionada e conveniente, uma vez que somente a porção rotacional do escoamento é 

analisada. Além disso, as condições de contorno são automaticamente satisfeitas em regiões 

suficientemente distantes das superfícies sólidas. 

Na Figura 3a é mostrada a formação de vórtices livres na extremidade da asa de uma 

aeronave em procedimento de decolagem. Durante este processo, os vórtices livres se 

deslocam sobre a pista e podem causar sérios problemas a aviões menores que estejam 

realizando processos de pouso ou de decolagem, por exemplo. Por esta razão, torna-se 

necessário estimar o tempo que estes vórtices permanecem sobre a pista. 

Na Figura 3b está esquematizado o par contrarrotativo de vórtices presente no domínio 

fluido Ω, e, também, torna-se claro que em uma região suficientemente distante da passagem 

da aeronave (𝑆2), o ar tende à sua condição não perturbada. Este fato é aproveitado pela 

metodologia lagrangiana utilizada na simulação, que se preocupa em descrever apenas regiões 

próximas à perturbação, onde há vorticidade. 

 

  



14 

Figura 3. (a) Aeronave em procedimento de decolagem (b) par contrarrotativo de vórtices 

utilizado para representar a situação física apresentada em (a). 

 

 

Fonte: (a) Chemtrailbrasil (2020); (b) Autoria própria. 

 

1.2  OBJETIVOS DO TRABALHO 

 

A contribuição principal deste trabalho de graduação é a implementação de um 

algoritmo do método do crescimento do raio do núcleo do vórtice modificado para resolver a 

etapa difusiva da equação do transporte da vorticidade. O novo algoritmo implementado tem 

como característica principal ser puramente determinístico e de rápida convergência, 

apresentando soluções mais robustas que métodos probabilísticos comumente usados, como o 

método do avanço randômico. 

As vantagens e aplicações da metodologia determinística são cada vez mais 

proeminentes na literatura, como é mostrado nos capítulos seguintes. Por outro lado, a 

principal desvantagem é o esforço computacional elevado comparado a métodos estocásticos. 

Comumente, rotinas de coalescência de vórtices são usadas na simulação para contornar esta 

dificuldade e prover resultados fiéis no tempo desejado. 

Além disso, a situação física analisada no presente trabalho encontra motivação nas 

operações de pouso e decolagem em grandes aeroportos. Durante tais operações, vórtices são 

desprendidos das pontas das asas das aeronaves e interagem com a pista do aeroporto, de 

forma a retardar operações subsequentes. 
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

A simulação numérica de escoamentos tem sido basicamente realizada com a utilização 

de dois enfoques: a descrição euleriana, caracterizada pela necessidade de se criar uma malha 

de discretização do domínio fluido, e a descrição lagrangiana, que tem a característica de 

acompanhar cada partícula durante todo o tempo de simulação numérica. Na Figura 4 são 

apresentados esboços com características genéricas de escoamentos estudados usando a 

metodologia euleriana, evidenciando a utilização das malhas, e a lagrangiana, ressaltando o 

percurso percorrido por cada partícula individualmente. 

 

Figura 4. Características gerais das discretizações por métodos eulerianos e lagrangianos. 

 

(a)  Descrição Euleriana                                                (b) Descrição Lagrangiana 

 

Fonte: Hirata et al. (2003). 

 

Os representantes tradicionais dos métodos eulerianos são o método de diferenças 

finitas, o método de elementos finitos e o método de volumes finitos. Em geral, nestes 

métodos há a discretização de todo o domínio fluido considerado, e podem surgir algumas 

complicações: existem dificuldades intrínsecas para a especificação das condições de 

contorno a grandes distâncias das fronteiras sólidas (onde termina a malha de discretização), 

existem esforços adicionais de pré-processamento para a geração da malha, e há, ainda, 

problemas de instabilidades numéricas para simulações com altos valores do número de 

Reynolds. 

Os métodos que utilizam a descrição puramente lagrangiana têm como principal 

característica a discretização de uma propriedade do escoamento. O método de vórtices 

discretos é o principal representante desta classe de métodos numéricos e a propriedade que 

deve ser discretizada é a vorticidade. Uma nuvem de vórtices discretos é utilizada para 

simular numericamente a evolução no tempo do campo de vorticidades; esta evolução é 
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simulada através dos processos de advecção e de difusão viscosa da vorticidade.  

Como as condições de contorno a grandes distâncias das fronteiras sólidas são 

automaticamente satisfeitas pela nuvem de vórtices discretos, conforme ela se desenvolve no 

tempo, a atenção é voltada, exclusivamente, para a vizinhança das superfícies sólidas onde a 

vorticidade é gerada e para a esteira viscosa desenvolvida a jusante de tais fronteiras. Tal 

característica contrapõe-se aos métodos eulerianos, visto que, nos mesmos, é problemático 

definir malhas para a esteira viscosa a jusante de certos escoamentos, por exemplo. Portanto, 

problemas com a presença de fronteiras sólidas móveis e/ou deformáveis são facilmente 

formulados e resolvidos utilizando-se o método de vórtices discretos. 

Na Figura 5 apresentam-se, como exemplos, o estudo do desempenho hidrodinâmico de 

um competidor de natação (Figura 5a), e o estudo do comportamento aerodinâmico de um 

corpo submetido às condições de efeito solo (Figura 5b). 

 

Figura 5. Estudos recentes envolvendo o método de vórtices discretos. 

 

(a) (b) 

Fonte: Gazzola et al. (2011); Bimbato et al. (2013). 

 

2.1  PROBLEMA PROPOSTO 

 

Como mencionado no Capítulo 1, é de se esperar que nas próximas décadas haja tanto 

crescimento do tráfego aéreo quanto aumento no porte das aeronaves. Estes fatores em 

conjunto contribuem para o risco de acidentes dentro dos próprios aeroportos, pondo em 

xeque a almejada eficiência no controle do fluxo aéreo. 

De acordo com Machol (1993), o fundamento do controle do tráfego aéreo é evitar que 

uma aeronave opere na esteira de outra que a antecede. Os problemas de segurança nas 

operações de pouso e decolagem ocorrem quando estas acontecem na esteira remanescente 

(sobre a pista) resultante da operação anterior de uma aeronave de grande porte. 

Segundo Critchley & Foot (1991), acidentes deste tipo ocorrem comumente em 

baixíssimas altitudes (30 a 70 metros), principalmente porque as formações vorticosas da 
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esteira sofrem influência do solo. 

Ainda, Zheng & Ash (1996) elucidam a proporção direta entre o tamanho e velocidade 

da aeronave em operação com a intensidade da circulação dos vórtices desprendidos no ar. 

Torna-se claro, então, que a situação de maior perigo é a operação de um avião pequeno após 

a operação de uma aeronave de grandes proporções. 

Donaldson & Bilanin (1975) dedicam atenção especial ao problema como um todo, 

compilando pesquisas e resultados importantes alcançados até meados da década de 1980. 

Posteriormente, Zheng (1993) analisa a influência do número de Reynolds no 

desenvolvimento da esteira de vórtices junto ao solo utilizando o método de diferenças finitas. 

 

2.2  MÉTODO DE VÓRTICES DISCRETOS 

 

O método de vórtices discretos se embasa na formulação das equações de Navier-Stokes 

em termos do campo de vorticidades. Um dos teoremas de Helmholtz (Batchelor, 1967; 

Sherman, 1990) evidencia a relação entre os vórtices discretos (elementos computacionais) e 

as partículas materiais de um fluido. A partir desta correspondência, submete-se os vórtices 

discretos a um processo advectivo com a mesma velocidade das partículas fluidas, 

caracterizando um método puramente lagrangiano. Seguindo a lei de Biot-Savart, pode-se 

determinar o campo de velocidades do escoamento integrando-se o seu campo de 

vorticidades. 

Os primeiros estudos a respeito do método de vórtices discretos datam do início do 

século XX. Muitos destes continuam sendo citados até os dias atuais, como é o caso do 

importante trabalho de Rosenhead (1931). Seu trabalho constituiu-se na análise de 

instabilidades na camada-limite e de deformações em folhas de vórtices utilizando vórtices 

discretos potenciais. No decorrer dos anos, o método de Rosenhead (1931) não levou a 

soluções esperadas, mostrando uma movimentação caótica dos vórtices discretos após poucos 

incrementos de tempo da simulação. Apesar disso, Rosenhead (1931) iniciou um processo 

histórico de aprimoramento do método de vórtices discretos, e chegou a conclusões 

relevantes, especialmente a respeito da concentração de vórtices na esteira viscosa. 

Principalmente pela omissão dos efeitos difusivos no trabalho de Rosenhead (1931), Birkhoff 

& Fischer (1959) e Birkhoff (1962) o criticaram e observaram inconsistências na 

convergência de seu método. 

Poucos anos depois, Batchelor (1967) estudou o equacionamento de problemas de 

escoamento aplicando a lei de Biot-Savart e os conseguiu descrever completamente através do 
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acompanhamento individual de vórtices discretos. Um legado valioso de seu trabalho é o 

enunciado da equação do transporte da vorticidade, a qual é discutida em maiores detalhes 

nos capítulos seguintes do presente trabalho. 

Assim como Batchelor (1967), Sherman (1990), décadas depois, também aplicou um 

dos teoremas descritos em Helmholtz (1858) para criar a referência entre partículas materiais 

do fluido e partículas vorticosas discretizadas na simulação computacional. 

Já em meados da década de 1970, Chorin (1973) desenvolveu uma metodologia 

primordial para lidar com a difusão viscosa, denominada método do avanço randômico. Em 

seu método, Chorin (1973) tratou a difusão da vorticidade através da geração de valores 

aleatórios para o deslocamento dos vórtices discretos, baseados em uma média e desvio 

padrão dependentes de propriedades básicas do fluido e do escoamento. Desta maneira, o 

gradiente de transporte das partículas é aproximado estatisticamente para a sua verdadeira 

distribuição.  

Ao longo dos anos, a assertividade do método de Chorin (1973) foi considerável, e sua 

aplicação, extensa. Porém, o caráter estocástico do método submete-o a erros estatísticos, 

principalmente para quantidades relativamente pequenas de vórtices discretos. 

Posteriormente, Santiago et al. (2006) demonstrou que amostras de tamanho reduzido, aliadas 

à falta de interseção entre os núcleos dos vórtices discretos geram grandes oscilações nos 

resultados obtidos através do método do avanço randômico. Tal inferência verifica-se na 

estatística, uma vez que, quando há uma quantidade insuficiente de elementos para o caráter 

probabilístico dos resultados serem estabilizados, estes sofrem maior impacto da 

variabilidade. 

Além do já citado método do avanço randômico de Chorin (1973), vale a pena citar 

outras técnicas aplicadas para resolver a parcela difusiva de problemas de escoamento na 

mesma época:  

• O método do crescimento do raio do núcleo do vórtice de Leonard (1980); 

• O método da mudança da intensidade da partícula de Degond & Mas-Gallic (1989); 

• O método de Fishelov (1990); 

• O método da velocidade de difusão de Ogami & Akamatsu (1991) e Kempka & 

Strickland (1993); 

• O método da redistribuição de velocidade de Shankar & Dommelen (1996). 

As características inerentes de cada técnica trazem vantagens e desvantagens 

dependendo do problema em questão. Algumas contam inclusive com o uso de malhas para 
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redistribuir a intensidade dos vórtices a cada iteração da simulação, como é o caso do método 

da mudança da intensidade da partícula. 

No final do século XX, um dos pontos mais relevantes das pesquisas envolvendo o 

método de vórtices discretos era a convergência matemática de diferentes metodologias que 

caminhavam em paralelo, como retratado em Hald & Mauceri (1978), Hald (1979) e Beale & 

Majda (1981, 1982a, 1982b, 1985). Além disso, os trabalhos citados a seguir serviram como 

pilar para sustentar o método de vórtices discretos como hoje é conhecido. 

Nagano et al. (1982) estudou a modelagem numérica da difusão viscosa e apresentou a 

técnica de crescimento do raio do núcleo do vórtice. Ao final da década, Park e Higuchi 

(1989) aplicaram-na e puderam verificar e validar os coeficientes de arrasto mensurados na 

literatura.  

Na mesma década, Greengard & Rokhlin (1987) trabalhavam no método de expansão 

em multipolos. Este é um algoritmo que agiliza o cálculo de interações partícula-partícula em 

problemas de grande escala. 

Inspirado pelo trabalho dos predecessores, Koumoutsakos (1993) aprofundou-se na 

aplicação do método de multipolos rápidos como alternativa à lei de Biot-Savart. Em relação 

aos esforços computacionais, o método de multipolos rápidos permite que o processador 

diminua consideravelmente a quantidade de operações. Ainda, Salmon et al. (1994) 

implementou eficientemente o método de multipolos rápidos. 

Alcântara Pereira (1999) destaca que para maior precisão das simulações, é 

imprescindível que haja o desprendimento de um grande número de vórtices discretos. Porém, 

o tempo de CPU torna-se bastante oneroso. Por esta razão, uma tendência atual é a procura 

por algoritmos como a lei de Biot-Savart modificada de Alcântara Pereira (1999) e o método 

de expansão em multipolos de Greengard & Rokhlin (1987), além da expectativa de 

desenvolvimento de técnicas como a computação paralela. Nesta, diversas CPUs 

interconectadas permitem o trabalho conjunto de vários processadores na simulação, como 

discutido em Takeda et al. (1999). 

Na virada do milênio, Kamemoto et al. (2000) discutem a busca por resultados cada vez 

mais realísticos nas simulações, e reúne um apanhado de informações sobre o método de 

vórtices discretos, elucidando a importância do desenvolvimento de modelos de turbulência 

para os métodos lagrangianos. Dando sequência, Alcântara Pereira et al. (2002) e Mustto 

(2004) exploraram a fundo os aspectos de turbulência em suas simulações. 
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2.3  MÉTODO DO CRESCIMENTO DO RAIO DO NÚCLEO DO VÓRTICE 

MODIFICADO 

 

A metodologia proposta por Leonard (1980), o método do crescimento do raio do 

núcleo do vórtice, foi contestada por Greengard (1985), que provou que a técnica não 

convergia para as equações de Navier-Stokes. 

Em meados da década de 1990, Rossi (1996) trouxe vida nova ao método, aplicando 

uma lógica de crescimento dos vórtices discretos até um valor máximo, seguida da partição 

em novos vórtices discretos, cujos raios podem novamente se expandir. Após as correções de 

Rossi (1996), que garantiram a convergência do método, este ficou conhecido como método 

do crescimento do raio do núcleo do vórtice modificado (MCRNM). Este método 

determinístico para a solução da etapa difusiva da equação do transporte da vorticidade, 

desenvolvido originalmente por Leonard (1980) e corrigido por Rossi (1996), é o tema central 

do presente trabalho. 

Dando procedência ao aperfeiçoamento do MCRNM, Shiels (1998) incorporou 

fronteiras sólidas no escoamento ao redor de um cilindro circular, expandindo a aplicação do 

método, até então utilizado somente para escoamentos sem fronteiras sólidas. No fim, 

descreveu o MCRNM como promissor, com acurácia comparável ao seu predecessor nas 

simulações de Shiels (1998): o PSE (Particle strength exchange method). Aquele mostrou-se 

em vantagem mais uma vez, já que além de acurácia semelhante, tem custo computacional 

consideravelmente menor que este. 

Posteriormente, utilizando como referência a solução analítica puramente difusiva para 

o vórtice de Lamb, Santiago et al. (2006) realizou uma análise comparativa entre quatro 

métodos para a solução do problema puramente difusivo do vórtice pontual, sendo eles: o 

método do avanço randômico (MAR), o método da velocidade de difusão (MVD), o método 

da redistribuição da vorticidade (MRV) e o método do crescimento do raio do núcleo do 

vórtice modificado (MCRNM).  

Para tal, determinou-se o campo de vorticidade utilizando a metodologia descrita por 

Lewis (1991), onde são traçados anéis concêntricos, sobre os quais é calculada a vorticidade 

de acordo com o número de vórtices encontrados em cada anel. Alternativamente, o campo de 

vorticidade também é calculado desingularizando-se os vórtices e aplicando o princípio da 

superposição de efeitos. 

Santiago et al. (2006) constatou que o MCRNM e o MRV são os que se mostram mais 

acurados de um modo geral, além de não apresentarem o problema de convergência resultante 
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da baixa ocorrência de interseção entre os núcleos dos vórtices discretos. No entanto, o 

MCRNM possui erros médios de até uma ordem de grandeza menores que o MRV, e é muito 

mais simples de ser implementado. Nota-se, também, que o MAR apresenta as maiores 

oscilações nos resultados, tornando inviável sua aplicação em simulações de grande precisão 

sem que haja um mecanismo de introdução de vórtices na região rotacional, reduzindo as 

flutuações nos resultados obtidos. 

Em contrapartida, quando comparado ao MAR, o contador de operações do MCRNM é 

exponencialmente elevado com a repartição dos vórtices discretos, enquanto o daquele sofre 

uma variação direta com o número de partículas de vorticidade. O crescimento exponencial 

do número de operações do MCRNM gera custos computacionais relativamente altos, 

principalmente quando há números de Reynolds baixos envolvidos. Entretanto, o tempo de 

CPU pode ser drasticamente reduzido utilizando um algoritmo de aglomeração de vórtices 

discretos, como o desenvolvido por Rossi (1997) e o método de multipolos rápidos aplicado 

por Takeda et al. (1997), adaptando o código criado por Van Dommelen et al. (1989). 

Segundo Santiago et al. (2006), um fator que também deve ser levado em conta na 

comparação quanto ao custo computacional, é uma especificidade do problema puramente 

difusivo do vórtice discreto. Neste tipo de problema, surgem vórtices discretos coincidentes 

ao se utilizar o MCRNM, que acabam elevando o contador de operações e tornando-o mais 

caro. Porém, em problemas de escoamento com a aplicação de um algoritmo de aglomeração 

dos vórtices discretos, produz-se, por fim, a modelagem da região rotacional do escoamento 

com menos vórtices discretos do que a quantidade esperada inicialmente, reduzindo, então, o 

tempo de CPU. 

A Figura 6 mostra a solução analítica do problema do vórtice pontual puramente 

difusivo comparada à solução do MCRNM utilizando o método de anéis para a obtenção do 

campo de vorticidades. Santiago et al. (2006) constatou, ainda, que a determinação do campo 

de vorticidades através do método da superposição de efeitos é mais precisa que a 

metodologia de Lewis (1991). Ressalta-se que a nomenclatura “MCNM” utilizada por 

Santiago et al. (2006) na Figura 6, corresponde ao já exposto MCRNM. 
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Figura 6. Problema do vórtice pontual resolvido para duas constantes de tempo distintas pelo 

MCRNM, utilizando-se o método dos anéis de Lewis (1991).

 

Fonte: Santiago et al. (2006). 

 

Santiago et al. (2006) atentou-se, também, ao problema da camada limite de Blasius 

sobre uma placa plana, sendo um problema advectivo/difusivo com solução exata, para 

comparar o MCRNM ao MAR. Segundo o autor, tal problema pode ser modelado pelo 

método de vórtices discretos como o resultado de um escoamento uniforme U que incide 

impulsivamente sobre a placa em t = 0 e que resulta na geração de uma folha de vorticidade 

na placa de intensidade γ(s
i
) = U em 0 ≤ x ≤ l. Esta vorticidade gerada na placa se difunde 

para o meio fluido e sofre, em seguida, advecção e difusão, dando origem a uma nuvem de 

vórtices que representa a região rotacional do escoamento. 

O perfil de velocidades é calculado e comparado à solução de Blasius para camada 

limite. Os resultados encontrados permitem uma comparação efetiva entre a acurácia do MAR 

e do MCRNM, conforme mostrado na Figura 7. 

 

Figura 7. Camada limite: perfil de velocidade. 

 

Fonte: Santiago et al. (2006). 
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A Figura 7, gerada para Re
x 

≡ Ux/ν = 50000, sendo η ≡ y(U/(νx))
1/2

, permite que se 

constate a melhor qualidade dos resultados obtidos pelo MCRNM em comparação ao MAR. 

A grande oscilação observada nos resultados obtidos com o MAR é fruto do caráter 

estocástico do método e à relativa falta de interseção entre os núcleos dos vórtices discretos. 

Por outro lado, o MCRNM não possui essas deficiências e sua curva de u/U é muito mais 

suave. 

Por fim, Santiago et al. (2006) ressalta que a aplicação efetiva do MCRNM ao método 

de vórtices requer ainda estudo e pesquisa adicionais, sobretudo no que se refere ao já citado 

problema do aumento indiscriminado do número de vórtices discretos. Porém, é inegável a 

sua superioridade em acurácia, o que garante a este método a permanência em linhas de 

pesquisa que buscam aprimorar os resultados de suas simulações com o método de vórtices 

discretos. 

Recentemente, Huang et al. (2011) propôs modificações no MCRNM para aumentar a 

precisão do método. Dentre elas, a substituição da solução aproximada de Koumoutsakos 

(1994) para a vizinhança de fronteiras sólidas pela solução do método dos elementos do 

contorno (Boundary-element-method), a incorporação de um novo algoritmo para lidar com 

os vórtices discretos muito pequenos, e uma nova perspectiva para difundir a circulação de 

vórtices discretos muito próximos a corpos com curvaturas acentuadas. 

Huang et al. (2011) constatou que a aplicação do MCRNM no problema do escoamento 

ao redor de um cilindro circular inicialmente impulsionado mostra, a princípio, resultados 

condizentes e precisos. Porém, no decorrer da simulação, perde-se acurácia gradativamente. 

Há duas possíveis razões para a ocorrência deste problema. A primeira envolve a geração de 

vórtices discretos de intensidade extremamente fraca após sucessivas repartições, os quais 

afetam pouco a simulação do escoamento e são deletados da simulação por terem atingido 

uma intensidade limite especificada previamente. Se estes vórtices discretos não fossem 

deletados, o número total de vórtices discretos cresceria de maneira inviável para qualquer 

simulação. Entretanto, a quantidade de vórtices discretos retirados do domínio fluido aumenta 

com o tempo, e gera, eventualmente, erros de proporções inaceitáveis.  

A segunda razão deve-se ao emprego de painéis lineares, os quais ignoram a curvatura 

local da fronteira sólida. Deste modo, no decorrer da simulação, a advecção das partículas que 

representam a vorticidade as move em direção à fronteira sólida. Uma vez próximas, a 

extremidade gaussiana da partícula estende-se para o interior do corpo sólido, causando erros 

significativos. 
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A solução encontrada por Huang et al. (2011) para a primeira razão do problema foi 

distribuir a circulação de qualquer vórtice discreto extremamente fraco igualmente entre seus 

vizinhos antes de apagá-lo. Para tal, selecionam-se vórtices adjacentes por mérito de 

proximidade ao vórtice a ser retirado do domínio fluido, e pela semelhança do sentido de 

rotação. 

Para a segunda razão do problema, introduziram-se, em regiões específicas externas ao 

corpo sólido, as chamadas partículas de parede. No primeiro trabalho de Huang et al. (2009), 

estas partículas eram dispostas ao longo da superfície curvada, e cada painel distribuía a 

circulação para dez vórtices discretos adjacentes, sendo cinco deles tratados como colineares. 

Esta aproximação, no entanto, gera erros significativos, especialmente quando a curvatura do 

corpo em questão é acentuada, como, por exemplo, o bordo de fuga de um aerofólio. Portanto, 

em seu trabalho mais recente, Huang et al. (2011) utiliza um artifício para contornar este 

problema, e apresenta resultados positivos. 

A Figura 8 mostra o coeficiente de arrasto do escoamento ao redor do cilindro circular 

inicialmente impulsionado com ReD = UD/ν = 3000. O resultado base na literatura para a 

comparação realizada, cuja simulação utiliza o PSE (Particle strenght exchange) modificado, 

pertence a Ploumhans et al. (2000). Huang et al. (2011) concluem, portanto, que com suas 

modificações houve uma melhora significativa na acurácia do MCRNM, tanto para lidar com 

os vórtices discretos de intensidade extremamente fraca, quanto para modelar as propriedades 

do escoamento ao redor de corpos com curvaturas acentuadas. Deste modo, o método passa a 

prever o valor numérico do coeficiente de arrasto e do coeficiente de sustentação de forma 

ainda mais confiável. 

 

Figura 8. Comparação entre os coeficientes de arrasto originais e modificados. 

 

Fonte: Huang et al. (2011), traduzido pelo autor.  
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3 METODOLOGIA 

 

A Figura 9 ilustra o problema estudado neste trabalho. Nesta situação, a interação entre 

as pontas de asa da aeronave e o fluido é representada numericamente por vórtices discretos, 

mantendo as propriedades físicas como a circulação e o momento. A partir dessa ilustração, 

serão apresentadas as hipóteses simplificadoras utilizadas, bem como o equacionamento 

necessário para resolver o problema. 

 

Figura 9. Esboço do problema estudado. 

 

Fonte: Adaptado de Hirata et al. (2002). 

 

3.1  SIMPLIFICAÇÕES ADOTADAS E EQUAÇÕES GOVERNANTES 

 

Este problema será descrito como um escoamento bidimensional, incompressível, e em 

regime não permanente de um fluido newtoniano com propriedades constantes. O problema 

será resolvido numericamente através do método de vórtices discretos. 

Resumindo, para simplificá-lo, adotam-se as seguintes hipóteses: 

 

• Região fluida bidimensional; 

• Fluido newtoniano; 

• As propriedades do fluido permanecem constantes; 

• Escoamento incompressível; 

• Escoamento laminar. 
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É relevante observar a última hipótese, de escoamento laminar. Apesar de o número de 

Reynolds adotado nas simulações deste trabalho ser alto, não é utilizada nenhuma modelagem 

de turbulência. Assim, o escoamento está sendo considerado laminar. 

Atentando-se, agora, ao equacionamento, evidencia-se a formulação da equação 

diferencial da continuidade após a consideração da hipótese de escoamento incompressível, a 

qual resulta na equação 1. 

 

∇⃗⃗ ∙ 𝑢⃗ = 0                                                              (1) 

 

Ressalta-se, também, que, sob as hipóteses simplificadoras, as equações de Navier-

Stokes em forma vetorial podem se reduzir à equação 2. 

 

𝜕𝑢⃗⃗ 

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗ ∙ ∇⃗⃗ )𝑢⃗ = −

1

𝜌
∇⃗⃗ 𝑝 + 𝜈∇²𝑢⃗                                      (2) 

 

Assim, as equações que governam o fenômeno estudado representam o princípio de 

conservação da massa (PCM: equação 1) e o princípio de conservação da quantidade de 

movimento linear (PCQML: equação 2). A hipótese de propriedades constantes do fluido 

remete à condição de escoamento isotérmico, eliminando, então, o princípio de conservação 

da energia (PCE) do sistema de equações a ser resolvido. 

Para resolver o sistema de equações, devem ser introduzidas três condições de contorno, 

sendo elas: (a) a condição de impenetrabilidade em S1, 

 

𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 = 0                                                           (3) 

 

sendo 𝑢𝑛 o componente normal da velocidade da partícula fluida e 𝑣𝑛 o componente normal 

da velocidade da fronteira sólida (S1); (b) a condição de não deslizamento (ou não 

escorregamento) em S1, 

 

𝑢𝜏 − 𝑣𝜏 = 0                                                           (4) 

 

sendo 𝑢𝜏 o componente tangencial da velocidade da partícula fluida e 𝑣𝜏 o componente 

tangencial da velocidade da fronteira sólida (S1); e (c) a condição de escoamento não 

perturbado em S2, 
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|𝑢⃗ | → 0                                                               (5) 

  

3.2  ADIMENSIONALIZAÇÃO DO PROBLEMA 

 

Para facilitar a comparação dos resultados do programa computacional com os dados 

experimentais da literatura, e reduzir a quantidade de variáveis envolvidas no fenômeno físico 

estudado, adota-se a técnica da adimensionalização. Para tal, definem-se as grandezas 

características do problema, sendo elas:  

 

• 𝑏 : comprimento característico – distância entre os centros dos vórtices de ponta de asa; 

• 𝑢∗ =  𝛤/𝑏: velocidade característica; 

• 𝑡∗ = 𝑏2/𝛤 : escala de tempo adimensionalizada; 

• 𝑅𝑒 =  𝛤/𝜈 : número de Reynolds, sendo ν a viscosidade cinemática do fluido. 

 

A partir destas grandezas, todas as outras envolvidas no problema podem ser facilmente 

adimensionalizadas. Em consequência disto, o sistema de equações adimensionalizadas que 

define o problema toma a seguinte forma: 

 

 

∇⃗⃗ ∗ ∙ 𝑢∗⃗⃗⃗⃗ = 0                                                         (6) 

𝜕𝑢∗⃗⃗ ⃗⃗  

𝜕𝑡∗
+ (𝑢∗⃗⃗⃗⃗ ∙ ∇⃗⃗ ∗)𝑢∗⃗⃗⃗⃗ = −∇⃗⃗ ∗𝑝∗ +

1

𝑅𝑒
∇²∗𝑢⃗ ∗                            (7) 

 

Por outro lado, as condições de contorno adimensionalizadas são: 

 

𝑢𝑛
∗ − 𝑣𝑛

∗ = 0                                                           (8) 

𝑢𝜏
∗ − 𝑣𝜏

∗ = 0                                                           (9) 

|𝑢∗⃗⃗⃗⃗ | → 0                                                             (10) 

 

3.3  O MÉTODO DE VÓRTICES DISCRETOS APLICADO AO PROBLEMA 

 

Neste trabalho, o par contrarrotativo de vórtices de ponta de asa é representado por um 
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número Z de vórtices discretos de Lamb (duas nuvens de vórtices discretos, cada uma com 

Z/2 vórtices discretos). Cada vórtice discreto da nuvem possui uma distribuição gaussiana de 

vorticidade no seu interior e, como há uma indução mútua de velocidade entre os vórtices das 

duas nuvens, o par contrarrotativo de vórtices começa a se deslocar no meio fluido, também 

sofrendo influência da fronteira sólida, que representa a pista do aeroporto.  

A simulação numérica consiste, portanto, no cálculo do deslocamento das duas 

estruturas vorticosas utilizando-se o método de vórtices discretos. Cada vórtice discreto i 

utilizado para representar as estruturas vorticosas é composto por um vetor posição 𝑥𝑖, pela 

intensidade do vórtice 𝛤i, e por um raio do núcleo 𝜎𝑖. O campo de vorticidades bidimensional 

é representado na sua forma discreta por um somatório de elementos discretos de vorticidade: 

 

𝜔(𝑥, 𝑡) = ∑ Γi𝑍
𝑖=1 (𝑡)𝜍𝜎𝑖

(𝑥 − 𝑥𝑖(𝑡))                                    (11) 

 

No interior do núcleo de cada vórtice discreto há uma distribuição de vorticidade dada 

por 𝜍𝜎𝑖
, comumente chamada de função corte do raio do núcleo. Esta função corte é 

frequentemente representada por uma distribuição gaussiana e o tamanho do raio dos núcleos 

é uniforme (𝜎𝑖 =  𝜎), resultando, para problemas bidimensionais em: 

 

𝜍𝜎(𝑥) =
1

𝑘𝜋𝜎²
exp (−

|𝑥|

𝑘𝜎2
)                                              (12) 

 

sendo que a constante k determina o tamanho do corte e é escolhida por diferentes autores na 

literatura como 1, 2 ou 4. As três versões de distribuições gaussianas de vorticidade no 

interior do núcleo de vórtices discretos estão apresentadas na Figura 10. Quanto maior o valor 

de k, mais precisa é a representação do campo de vorticidades, porém, a simulação também se 

torna mais onerosa em termos de tempo computacional. Como o MCRNM já é dispendioso, 

será adotado k = 1 neste trabalho.  
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Figura 10. Distribuições gaussianas de vorticidade no interior do núcleo de vórtices discretos. 

 

Fonte: Barba et al. (2004). 

 

3.4  A EQUAÇÃO DO TRANSPORTE DA VORTICIDADE 

 

Para se obter a equação do transporte da vorticidade, toma-se o rotacional da equação 

do princípio de conservação da quantidade de movimento linear (equação 4) e, com o auxílio 

da equação da continuidade (equação 3), chega-se à equação desenvolvida por Batchelor 

(1967). Sua forma simplificada pela adoção da hipótese de escoamento bidimensional é 

expressa pela equação 13. Ressalta-se que, a partir deste ponto, o símbolo caracterizante das 

grandezas adimensionais será omitido nas equações apresentadas por comodidade de 

digitação.  

 

𝜕𝜔

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗ ∙ ∇⃗⃗ )𝜔 =

1

𝑅𝑒
∇²𝜔                                          (13) 

 

Os termos da equação do transporte da vorticidade, da esquerda para a direita, 

representam: a taxa de variação local da vorticidade, a taxa de variação convectiva da 

vorticidade, e a taxa de variação da difusão da vorticidade.  

 

3.5  O ALGORITMO DE SEPARAÇÃO DA PARTE VISCOSA 

 

Para simplificar a implementação numérica da equação 13, Chorin (1973) propôs o 

algoritmo de separação da parte viscosa da equação do transporte da vorticidade. Este 

algoritmo parte do pressuposto de que os efeitos da advecção da vorticidade podem ser 
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calculados independentemente dos efeitos da difusão desta grandeza, mas, considerando 

ambos no mesmo incremento discreto de tempo. Deste modo, a equação da advecção da 

vorticidade e a equação da difusão da vorticidade na forma bidimensional tomam, 

respectivamente, as seguintes formas: 

 

𝜕𝜔

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗ ∙ ∇⃗⃗ )𝜔 =

𝐷𝜔

𝐷𝑡
= 0                                            (14) 

𝜕𝜔

𝜕𝑡
=

1

𝑅𝑒
∇²𝜔                                                      (15) 

 

Observa-se que, para intervalos de tempo muito pequenos, as equações separadas pelo 

algoritmo recaem na própria equação do transporte da vorticidade. Nota-se, também, que para 

valores altos de Reynolds, a vorticidade gerada sobre a fronteira sólida sofre efeitos muito 

maiores da advecção do que da difusão, permanecendo, pois, confinada na camada limite e, 

posteriormente, arrastada para a esteira viscosa. É interessante notar que a derivada material, 

D/Dt, é característica da descrição lagrangiana, na qual as partículas de vorticidade (vórtices 

discretos de Lamb) são acompanhadas individualmente durante todo o tempo de simulação 

numérica. 

 

3.6  A LEI DE BIOT-SAVART 

 

Como a solução do campo de vorticidades do escoamento é obtida com mais facilidade 

do que a do campo de velocidades, pretende-se transportar a solução dos vórtices discretos 

para uma solução que descreva o comportamento das partículas materiais do fluido ao longo 

do tempo. Segundo Katz & Plotkin (1991), para a determinação do campo de velocidades 𝑢⃗  a 

partir de uma distribuição de vorticidade conhecida, toma-se um vetor 𝐴  de modo que: 

 

∇⃗⃗ ∙ 𝐴 = 0                                                           (16) 

 

Em seguida, escreve-se este vetor como uma função de 𝜔⃗⃗ , e, por meio do teorema de 

Green, conforme apresentado por Karamcheti (1967), obtém-se a solução da equação na 

seguinte forma: 

 

𝑢⃗ =
1

4𝜋
∫ ∇⃗⃗ × (

𝜔⃗⃗⃗ 

|𝑟0⃗⃗⃗⃗ −𝑟1⃗⃗⃗⃗ |
)𝑑𝑉

𝑉
                                          (17) 
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O vetor 𝐴  é avaliado no ponto P, que está a uma distância 𝑟1⃗⃗⃗   da origem e é o resultado 

da integração da vorticidade no ponto 𝑟0⃗⃗  ⃗. Resolvendo-se a equação 17, obtém-se a expressão, 

denominada lei de Biot-Savart para o campo de velocidades incompressível, induzido pela 

vorticidade concentrada em uma região finita, de volume V, onde a vorticidade está 

distribuída. Para o escoamento bidimensional, tem-se: 

 

𝑢⃗ = −
1

2𝜋
∫

𝜔⃗⃗⃗ ×(𝑟0⃗⃗⃗⃗ −𝑟1⃗⃗⃗⃗ )

|𝑟0⃗⃗⃗⃗ −𝑟1⃗⃗⃗⃗ |²
𝑑𝛺

𝛺
                                             (18) 

 

sendo |𝑟0⃗⃗  ⃗ − 𝑟1⃗⃗⃗  | = √(𝑥0 − 𝑥1)2 + (𝑦0 − 𝑦1)2, em que o índice 1 denota o ponto onde se 

deseja determinar a velocidade induzida pelo campo de vorticidades localizado em 𝑟0⃗⃗  ⃗, 

|𝑟0⃗⃗  ⃗ − 𝑟1⃗⃗⃗  | é a distância entre os pontos, e 𝛺 é o domínio fluido. 

Nas seções seguintes, determina-se o campo de velocidades com auxílio da lei de Biot-

Savart e procede-se à solução das equações da advecção e da difusão da vorticidade. 

 

3.7  CÁLCULO DO CAMPO DE VELOCIDADES DO ESCOAMENTO 

 

3.7.1  Contribuição da fronteira sólida: o método de painéis 

 

Para resolver a etapa advectiva da equação do transporte da vorticidade, se faz 

necessário determinar o campo de velocidades do escoamento na posição ocupada por cada 

um dos vórtices discretos de Lamb utilizados para discretizar o campo de vorticidades. No 

caso do presente trabalho, o campo de velocidades do escoamento sofre a influência de duas 

contribuições, a saber: (i) a contribuição da fronteira sólida; (ii) a contribuição da nuvem de 

vórtices discretos. 

O método de painéis de Katz & Plotkin (1991) é utilizado para representar corpos de 

forma conhecida através de painéis planos ou curvos, distribuindo singularidades sobre estes, 

de forma a garantir a validade das condições de contorno sobre cada ponto de controle de 

cada painel. 

Estas singularidades podem apresentar densidade concentrada, constante, ou linear ao 

longo de cada painel. Neste trabalho, serão utilizados painéis planos com distribuição de 

singularidades do tipo fontes com densidade constante (ou uniforme), como mostra a Figura 

11 (Katz & Plotkin, 1991). 
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Figura 11. Ditribuição de singularidades de densidade constante ao longo de um painel plano. 

 

Fonte: Autoria própria, baseado em Katz & Plotkin (1991). 

 

Foca-se a análise, agora, na influência da distribuição de fontes de intensidade σ(x) entre 

x1 e x2 em um ponto P(x,y), como mostrado na Figura 12. A influência desta distribuição no 

ponto P(x,y) é a integral das influências de todos os elementos pontuais (Katz & Plotkin, 

1991). 

 

Figura 12. Velocidade induzida no ponto P(x,y) por uma distribuição de fontes com densidade 

σ(x) e comprimento x2 – x1. 

 

Fonte: Katz & Plotkin (1991). 

Desta forma, as componentes da velocidade induzida nas direções x e y no ponto P(x,y) 

pela distribuição de fontes são: 

 

𝑢 =
𝜎(𝑥)

2𝜋
∫

(𝑥−𝑥0)

(𝑥−𝑥0)
2+(𝑦−𝑦0)²

𝑑𝑥0
𝑥2

𝑥1
                                     (19) 
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𝑣 =
𝜎(𝑥)

2𝜋
∫

(𝑦−𝑦0)

(𝑥−𝑥0)
2+(𝑦−𝑦0)²

𝑑𝑥0
𝑥2

𝑥1
                                (20) 

 

Resolvendo as integrais acima, segundo Katz & Plotkin (1991): 

 

𝑢 =  
𝜎(𝑥)

2𝜋
𝑙𝑛

𝑟1

𝑟2
                                                (21) 

𝑣 =
𝜎(𝑥)

2𝜋
(𝜃2 − 𝜃1)                                           (22) 

sendo: 

𝑟𝑖 = √(𝑥 − 𝑥𝑖)2 + 𝑦²,    𝑖 = 1, 2                                       (23) 

𝜃𝑖 = 𝑡𝑔−1 (
𝑦

𝑥−𝑥𝑖
) ,   𝑖 = 1, 2                                           (24) 

 

Além disso, Katz & Plotkin (1991) avaliam ainda a autoindução de velocidade de um 

painel com distribuição de singularidades de intensidade 𝜎(𝑥) e comprimento (x1 – x2) sobre 

ele mesmo. Como resposta, encontram que a autoindução existe apenas nas redondezas do 

ponto x0 (vide Figura 12) e tem módulo 0,5 ∙ 𝜎(𝑥). 

A incógnita do problema torna-se, portanto, a densidade de fontes a ser distribuída sobre 

os painéis de forma a garantir a condição de impenetrabilidade nos pontos de controle dos 

painéis (ponto central). 

Para encontrar a resposta, avalia-se a velocidade normal induzida em cada painel, por 

cada distribuição de fontes, e por cada vórtice discreto no domínio fluido. Quando a 

velocidade normal induzida nos painéis é zero, ou muito próxima a este valor, pode-se dizer 

que a condição de impenetrabilidade é satisfeita. 

 

Este problema pode ser escrito como um sistema linear na forma matricial:  
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sendo: 
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𝐾𝑖,𝑗
𝑆 : é um elemento da matriz de influência de fontes que representa a velocidade 

normal induzida pelo painel j no ponto de controle do painel i, quando se tem uma 

distribuição de fontes com densidade uniforme e unitária sobre o painel j. Note que o valor 

0,5 representa a autoindução de um painel e m representa o número de painéis planos 

utilizados para discretizar a pista; 

𝜎𝑗: é a incógnita do problema e representa a distribuição uniforme de fontes e 

sumidouros (fontes com distribuição de intensidade negativa) sobre o painel j; 

𝑅𝐻𝑆𝑆𝑖: representa a velocidade normal total induzida no ponto de controle do painel i, 

devido à contribuição da nuvem de vórtices discretos de Lamb, sendo 𝑅𝐻𝑆𝑆𝑖 nulo no início 

das simulações. 

 

3.7.2  Geração de vorticidade 

 

Por outro lado, deve-se também garantir a condição de não-escorregamento, ou seja, a 

velocidade tangencial na superfície da pista, discretizada por m painéis, deve ser nula. Para 

tanto, vórtices discretos são gerados no ponto de desprendimento dos painéis (ponto central 

deslocado de acordo com uma normal que passa pelo ponto de controle do painel que dá 

origem ao vórtice discreto, como mostrado na Figura 13) de forma a anular a componente 

tangencial da velocidade no ponto de controle dos painéis, como enuncia Bimbato (2012). 

Analogamente à matriz de influência de fontes, a matriz de influência de vórtices tem 

como incógnita a intensidade dos vórtices discretos gerados para anular a velocidade 

tangencial induzida sobre o ponto de controle de cada painel utilizado para discretizar a pista. 

 

  



35 

Figura 13. Geometria de um painel plano e do vórtice discreto gerado em seu ponto de 

desprendimento.  

 

Fonte: Autoria própria. 

 

Portanto, a matriz de influência de vórtices é escrita como se segue: 

 

 

 

sendo: 

𝐾𝑖,𝑗
𝑉 : é um elemento da matriz de influência de vórtices que representa a velocidade 

tangencial induzida no ponto de controle do painel i por um vórtice discreto localizado no 

ponto de desprendimento j, considerando que tal vórtice discreto possua intensidade unitária. 

 

𝛤𝑗: é a incógnita do problema e representa a intensidade do vórtice discreto localizado 

no ponto de desprendimento j;  

𝑅𝐻𝑆𝑉𝑖: representa a velocidade tangencial total induzida no ponto de controle do painel 

i, devido à contribuição da nuvem de vórtices discretos de Lamb, sendo 𝑅𝐻𝑆𝑉𝑖 nulo no início 

das simulações. 
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Os componentes da velocidade induzida pelo modelo do vórtice de Lamb, que apresenta 

uma distribuição gaussiana da vorticidade no interior do seu núcleo (ao longo de seu raio), são 

dados por: 

 

𝑢𝑖𝑗 =
𝛤𝑗

2𝜋

𝑦𝑖−𝑦𝑗

𝑟𝑖𝑗²
[1 − 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑟𝑖𝑗²

𝜎𝑗²
)]                                       (27) 

𝑣𝑖𝑗 =
−𝛤𝑗

2𝜋

𝑥𝑖−𝑥𝑗

𝑟𝑖𝑗²
[1 − 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑟𝑖𝑗²

𝜎𝑗²
)]                                      (28) 

 

sendo 𝑢𝑖𝑗 e 𝑣𝑖𝑗 as componentes da velocidade induzida pelo vórtice discreto localizado no 

ponto de desprendimento j, no ponto de controle do painel i e rij é a distância entre tais 

pontos. 

Desta forma, como já expresso, convém-se determinar a intensidade da circulação do 

vórtice discreto no ponto de desprendimento que anule a componente tangencial da 

velocidade induzida no ponto de controle do painel, garantindo a condição de não-

escorregamento. 

No presente trabalho resolve-se os dois sistemas lineares simultaneamente para 

determinar a densidade de fontes e a intensidade dos vórtices discretos. Contudo, um fator que 

dificulta esta abordagem é que, quando vórtices discretos são gerados para garantir a condição 

de não-escorregamento, a condição de impenetrabilidade é desfeita devido à indução de novas 

velocidades nos pontos de controle dos painéis; além disso, ao se determinar uma nova 

distribuição de fontes para garantir a condição de impenetrabilidade, perde-se a condição de 

não-escorregamento outrora satisfeita. Assim, a determinação da intensidade do conjunto de 

fontes e vórtices, respectivamente, distribuídos e desprendidos, é obtida através do processo 

iterativo desenvolvido por Bimbato (2012) e validado em diversas aplicações (Bimbato et al., 

2018; Oliveira et al., 2020; Alcântara Pereira et al., 2020; Bimbato et al., 2020). 

Uma observação importante é que a introdução de fontes e sumidouros no problema é 

equivalente à adição ou subtração de vazão no escoamento. Por este motivo, é necessário 

impor a conservação de massa na solução do sistema de equações de fontes, acrescentando-se 

a equação 29 na linha m+1do referido sistema de equações. 

 

∑ 𝜎𝑗 ∙ ∆𝑠𝑗 = 0𝑚
𝑗=1                                                         (29) 

 

sendo 𝜎𝑗  a distribuição de fontes/sumidouros sobre o painel j, e ∆𝑠𝑗 o comprimento do painel 
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j, retratado nas figuras desta seção como x2-x1 

Matematicamente, o sistema torna-se sobredeterminado e é necessário utilizar artifícios 

como o método dos mínimos quadrados e o pivoteamento parcial de Gauss para se obter a 

solução da distribuição de fontes. 

O mesmo ocorre para a matriz de vórtices, visto que a geração de vórtices discretos 

desestabiliza a conservação de circulação do escoamento. Como contrapeso, impõe-se a 

conservação de circulação na matriz de vórtices e repete-se o procedimento análogo à matriz 

de fontes.  

 

∑ 𝛤𝑖 = 0𝑚
𝑖=1                                                           (30) 

 

sendo 𝛤𝑖 a intensidade da circulação do vórtice gerado no ponto de desprendimento do painel 

i. 

Isto significa que determinados vórtices discretos são gerados com intensidade positiva, 

e outros, com intensidade negativa, garantindo que o somatório final de todas as intensidades 

seja nulo. 

Portanto, com a condição de impenetrabilidade e a condição de não-escorregamento 

simultaneamente satisfeitas, a condição de aderência é automaticamente atendida, bem como 

a conservação da massa e da circulação do problema. 

 

3.8  CONTRIBUIÇÃO DA NUVEM DE VÓRTICES DISCRETOS 

 

O método de vórtices discretos discretiza a vorticidade do escoamento bidimensional a 

partir de elementos chamados vórtices discretos. Um vórtice discreto pode ser definido como 

uma região finita no plano, que possui vorticidade não-nula e que é circundado por um 

escoamento irrotacional, como enunciado em Saffman (1992) 

Para a análise da contribuição da nuvem de vórtices discretos neste trabalho, é utilizado 

o modelo do vórtice de Lamb. O vórtice de Lamb, segue uma distribuição normal da 

vorticidade ao longo do comprimento radial e representa a solução exata da equação da 

difusão para escoamentos bidimensionais. 

No modelo do vórtice de Lamb, a velocidade tangencial induzida é finita para qualquer 

distância radial (r) entre o centro do vórtice e o ponto do escoamento onde a velocidade 

induzida é calculada, e é dada, de acordo com a lei de Biot-Savart, por: 
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𝑢𝜃 =
𝛤

2𝜋𝑟
[1 − exp (−

𝑟²

𝜎²
)]                                            (31) 

 

sendo: 

• 𝑟 =  √(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)² e (x,y) o ponto onde se deseja determinar a velocidade 

induzida pelo campo de vorticidades concentrado em (x0,y0); 

• σ o raio do núcleo do vórtice discreto, expresso por 𝜎 = √4𝜈𝑡; 

• 𝛤 a intensidade do vórtice discreto de Lamb. 

Em coordenadas cartesianas, o campo de velocidades é representado pelas equações 27 

e 28, sendo que o vórtice discreto j induz velocidade no vórtice discreto i presente no domínio 

fluido, e rij é a distância radial entre os vórtices discretos. 

 A Figura 14 mostra a curva do comportamento da velocidade tangencial induzida em 

função da distância radial entre o vórtice de Lamb e o ponto de cálculo no escoamento. 

 

Figura 14. Velocidade tangencial induzida em função do raio para o vórtice de Lamb. 

 

Fonte: Adaptado de Bimbato (2012). 

 

3.9  A SOLUÇÃO DO PROBLEMA ADVECTIVO 

 

Estudando a advecção da vorticidade de forma independente da difusão, tem-se um 

escoamento considerado ideal, e o vórtice discreto comporta-se como uma partícula material 

de fluido. Deste modo, a solução do problema consiste em resolver a equação da trajetória do 

elemento de vorticidade: 
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𝑑𝑥 

𝑑𝑡
= 𝑢⃗ (𝑥 , 𝑡)                                                          (32) 

 

Esta equação pode ser resolvida numericamente por diversos esquemas de avanço, 

dentre eles o método de primeira ordem de Euler (Ferziger, 1981). A advecção de um vórtice 

discreto da nuvem através de tal esquema é dada pelas equações 33 e 34, sendo 𝑢𝑡𝑘 e 𝑣𝑡𝑘  as 

componentes da velocidade total induzida no vórtice discreto k, já calculadas nas seções 

anteriores (veja as Equações 21, 22, 23, 24, 27 e 28). 

 

𝑥𝑘(𝑡 + ∆𝑡) = ∆𝑥𝑐𝑜𝑛𝑣𝑘
= 𝑥𝑘(𝑡) + 𝑢𝑡𝑘

(𝑡) ∙ ∆𝑡                                (33) 

𝑦𝑘(𝑡 + ∆𝑡) = ∆𝑦𝑐𝑜𝑛𝑣𝑘
= 𝑦𝑘(𝑡) + 𝑣𝑡𝑘

(𝑡) ∙ ∆𝑡                                (34) 

 

3.10  A SOLUÇÃO DO PROBLEMA DIFUSIVO: O MÉTODO DO CRESCIMENTO DO 

RAIO DO NÚCLEO DO VÓRTICE MODIFICADO (MCRNM) 

 

Os métodos de crescimento do núcleo consistem no uso de uma distribuição gaussiana 

ao redor de partículas discretas, mantendo a circulação constante. Baseiam-se, também, na 

observação de que expressões gaussianas são soluções explícitas para as equações do calor e 

para a linearidade da equação da difusão.  

Segundo Papaioannou (2001), o campo de vorticidades pode ser representado por uma 

superposição de campos elementares de vorticidade gaussiana. Quando cada um destes 

campos satisfizer a equação da difusão, o mesmo acontecerá com o campo de vorticidade 

total.  

No MCRNM, a taxa de crescimento do raio do núcleo é determinada por: 

 

𝑑𝜎²

𝑑𝑡
= 𝜈                                                     (35) 

 

No problema em questão, a equação anterior toma, ainda, a seguinte forma 

adimensionalizada: 

 

𝜎𝑖(𝑡 + ∆𝑡) = √𝜎𝑖²(𝑡) +
∆𝑡

𝑅𝑒
                                               (36) 
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sendo ∆𝑡  o incremento de tempo adimensional e i um vórtice discreto da nuvem. 

Como Greengard (1985) provou que esta metodologia não convergia para a solução das 

equações de Navier-Stokes, em estudos posteriores, Rossi (1996), desenvolveu a teoria de 

convergência linear e expôs as exatas condições para que o método se tornasse convergente. 

Dentre as principais modificações, está o refinamento espacial. 

Segundo Santiago et al. (2006), devem-se definir os parâmetros numéricos α [0,1] e L, 

que determinam a frequência do referido refinamento espacial. Assim, um vórtice discreto 

com intensidade inicial Γ terá seu raio variando de um valor mínimo inicial αL a um valor 

máximo L. E, então, sofrerá uma divisão em quatro novos vórtices discretos com intensidade 

Γ/4. Estes novos vórtices discretos são posicionados a 90° uns dos outros, e a uma distância r 

em torno do vórtice discreto original, conforme mostrado na Figura 15. 

 

Figura 15. Vórtice original repartindo-se e dando origem a quatro novos vórtices discretos. 

 

Fonte: Santiago et al. (2006). 

 

O valor de r é dado pela expressão a seguir, sendo 𝜎𝑖 o raio do núcleo do vórtice discreto i, e 

𝛼 o parâmetro de frequência de repartição dos vórtices discretos. 

 

𝑟 = 2 ∙ 𝜎𝑖 ∙ √1 − 𝛼²                                                    (37)  

 

Em suma, a difusão se dá tanto pelo crescimento do raio do núcleo do vórtice original, 

quanto pela partição. E a partição ocorre somente quando o vórtice original atinge o tamanho 

crítico. Desta forma, o número de vórtices discretos não aumenta em toda iteração da 

simulação, mas sim quando o incremento acumulado em seu tamanho resulta em um tamanho 

maior que o valor máximo determinado para o raio do núcleo do vórtice discreto de Lamb. 
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4 ALGORITMO DE IMPLEMENTAÇÃO DO MÉTODO DE VÓRTICES 

 

4.1  ROTINA MAIN.FOR 

 

Main.for é o programa principal. Em seu escopo, ocorre a chamada de todas as outras 

rotinas do programa na ordem mais conveniente. Além disso, no programa principal é feita a 

declaração de todas as variáveis, bem como a abertura e fechamento dos arquivos de controle 

de qualidade da simulação e de leitura de dados. 

Exemplificando, imprime-se na tela os resultados STEP – passo atual da simulação, o 

STOP – passo final da simulação, o número de vórtices discretos livres, e a porcentagem de 

vórtices refletidos (veja a seção 4.26).  

 

4.2  ROTINA INPUT.FOR 

 

Esta rotina tem a finalidade de ler os dados contidos em um arquivo de extensão 

“.DAT”, a saber: 

 

• STOP – número de iterações da simulação; 

• m – número de painéis da pista do aeroporto; 

• NZ – número de vórtices discretos em cada vórtice de ponta de asa; 

• L – comprimento da pista do aeroporto; 

• H – altura de aproximação da aeronave; 

• D – Deslocamento da nuvem de vórtices para a esquerda (metade da envergadura b); 

• DELT – incremento de tempo; 

• RE – número de Reynolds; 

• ALFA – parâmetro de frequência do refinamento espacial (α); 

• COREMIN – parâmetro necessário para a aplicação do MCRNM. Indica o tamanho 

mínimo do núcleo do vórtice discreto (imediatamente após a partição); 

Além disto, nesta rotina ocorre a distribuição da quantidade especificada de painéis ao 

longo do comprimento da pista, construindo-a numericamente. 

 

4.3  ROTINA DATAPREPGP.FOR 

 

A rotina Dataprepgp.for calcula os parâmetros geométricos dos painéis. Em primeira 
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instância, são determinados a coordenada dos pontos extremos e o ângulo de orientação dos 

painéis, que no caso abordado é sempre 0°. Em sequência, calcula-se a posição do ponto de 

controle (central) e o comprimento dos painéis. Por fim, uma coordenada de grande interesse 

é o ponto de desprendimento dos vórtices discretos.  

 

4.4  ROTINA PAIRCLOUD.FOR 

 

Esta rotina implementa o método do avanço randômico (MAR), utilizado apenas para a 

geração dos vórtices discretos no instante inicial. Neste instante, todos os vórtices discretos 

estão concentrados em um único ponto, que coincide com a origem do sistema de referência. 

Nas iterações seguintes, a posição de cada vórtice discreto é redefinida de forma 

aleatória, com o intuito de construir a nuvem de vórtices discretos. Para dar fim às iterações, 

estabelece-se uma condição arbitrária de parada: a maior distância entre um vórtice discreto 

gerado e a origem deve exceder 10% da envergadura da aeronave. 

Portanto, esta rotina prepara e inicia o desenvolvimento do par de vórtices discretos. 

Para isto, toma-se a altura de voo, o comprimento da pista do aeroporto e o comprimento da 

asa da aeronave, lidos na rotina “Input.for”, e definem-se posições x e y para cada vórtice 

discreto, as quais são espelhadas para formar o par contrarrotativo. 

Além disso, é adotado um valor unitário para a intensidade conjunta dos vórtices em 

uma ponta de asa, e uma intensidade unitária de sinal contrário, para a intensidade conjunta 

dos vórtices da outra ponta. Desta forma, garante-se que o momento e a circulação globais são 

nulos. Portanto, para cada vórtice discreto, a intensidade é representada por um valor unitário 

dividido pelo número de vórtices discretos presentes na respectiva ponta de asa. 

Por fim, nesta rotina também é designado o valor inicial do raio do núcleo do vórtice 

para cada vórtice discreto. Este valor é calculado como uma fração do tamanho máximo do 

núcleo do vórtice, parâmetro lido na rotina Input.for. O ponderador desta fração é o parâmetro 

α. O parâmetro α indica a frequência do refinamento espacial, conforme a modificação de 

Rossi (1996) para garantir a convergência do MCRNM. O valor desta grandeza varia entre 0 e 

1, sendo que valores próximos da unidade garantem repartições mais frequentes, e resultados 

mais confiáveis, porém exigem maior esforço computacional por se trabalhar com 

quantidades maiores de vórtices discretos. 
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4.5  ROTINA PRINT.FOR 

 

A rotina Print.for possibilita a visualização do que ocorre na simulação através da 

impressão de dados em arquivos. Para tal, escreve-se, a cada iteração da simulação, a posição 

dos painéis (estática) e a posição de todos os vórtices discretos (dinâmica). Além disto, 

também são impressas a intensidade da circulação, o raio do núcleo, e as componentes da 

velocidade advectiva induzida de cada vórtice discreto presente no domínio fluido. Nos 

arquivos de saída, é possível obter todas essas informações para cada passo da iteração, e, 

além disso, pode-se verificar a quantidade de vórtices discretos presentes em cada etapa da 

simulação. 

 

4.6  ROTINA COUPLING_COEFFICIENTS_S.FOR 

 

A rotina Coupling_coefficients_s.for calcula os coeficientes de influência da matriz de 

influência de fontes mostrada na seção 3.7.1 a fim de encontrar uma distribuição de fontes e 

sumidouros que garanta a condição de impenetrabilidade nos pontos de controle dos painéis.  

Especificamente, calcula-se 𝐾𝑖,𝑗
𝑆 , que representa a velocidade normal induzida pelo 

painel j no ponto de controle do painel i, a partir das equações 21 e 22. 

 

4.7  ROTINA COUPLING_COEFFICIENTS_V.FOR 

 

Analogamente à rotina Coupling_coefficients_s.for, a rotina 

Coupling_coefficients_v.for calcula os coeficientes de influência da matriz de influência de 

vórtices a fim de estimar a intensidade dos vórtices discretos que serão gerados para garantir a 

condição de não-escorregamento nos pontos de controle dos painéis.  

Especificamente, calcula-se 𝐾𝑖,𝑗
𝑉 , que representa a velocidade tangencial induzida no 

ponto de controle do painel i por um vórtice discreto localizado no ponto de desprendimento j 

(veja as equações 27 e 28).  

 

4.8  ROTINA MODIFY_MATRIX.FOR 

 

A rotina Modify_matrix.for tem duas funções, e é guiada por uma variável-bandeira 

definida como mcoup. Na situação em que a função é chamada com mcoup = 1, esta rotina 
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acrescenta uma linha contendo o comprimento de cada painel no lado esquerdo da matriz de 

influência de fontes. Desta forma, a equação 29 é incorporada ao sistema, garantindo a 

conservação de massa. 

Por outro lado, quando a função é chamada com mcoup = 2, a rotina adiciona uma linha 

contendo valores unitários na matriz de influência de vórtices. Portanto, a equação 30 é 

incorporada ao sistema, garantindo a conservação de circulação. 

 

4.9  ROTINA COMP_UM_VM.FOR 

 

Esta rotina calcula as componentes da velocidade induzida no ponto de controle de cada 

painel por cada vórtice discreto da nuvem. Para tal, utiliza as equações de acordo com o 

modelo do vórtice de Lamb. 

 

4.10  ROTINA RIGHT_HAND_SIDES_S.FOR 

 

A rotina Right_hand_sides_s.for compõe o lado direito da equação matricial de fontes. 

Para tanto, utiliza as velocidades induzidas calculadas pela rotina Comp_um_vm.for e as 

soma à contribuição do escoamento incidente, que, no caso abordado neste trabalho, é nula. 

Assim, tem-se então a velocidade normal total induzida no ponto de controle de cada painel. 

 

4.11  ROTINA COMP_US_VS.FOR 

 

Esta rotina calcula as componentes da velocidade induzida no ponto de controle de cada 

painel pela distribuição uniforme de fontes presente em todos os painéis. Para tanto, utilizam-

se as equações 21, 22, 23 e 24. 

 

4.12  ROTINA RIGHT_HAND_SIDES_V.FOR 

 

Analogamente à rotina Right_hand_sides_s.for, a rotina Right_hand_sides_v.for 

compõe o lado direito da equação matricial de vórtices. Para tanto, leva em conta a velocidade 

tangencial induzida no ponto de controle de cada painel pela contribuição da distribuição de 

fontes e da nuvem de vórtices discretos, conforme calculado nas rotinas Comp_um_vm.for e 

Comp_us_vs.for. 
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4.13  ROTINA MODIFY_RHS.FOR 

 

A rotina Modify_rhs.for acrescenta linhas com valor nulo no lado direito dasequações 

matriciais de fontes e de vórtices. Desta forma, a igualdade apresentada nas equações 29 e 30 

é garantida, e impõe-se a conservação de massa e de circulação, respectivamente. 

 

4.14  ROTINA MINI_QUAD.FOR 

 

Após as modificações realizadas pelas rotinas Modify_matrix.for e Modify_rhs.for, o 

sistema torna-se sobredeterminado. Portanto, a rotina Mini_quad.for aplica o método dos 

mínimos quadrados para transformá-lo em um sistema possível e determinado. 

 

4.15  ROTINA GAUSSPIV.FOR 

 

A rotina Gausspiv.for aplica o pivoteamento parcial de Gauss para obter a solução das 

equações matriciais de fontes e de vórtices. Desta forma, encontram-se dois vetores-resposta 

contendo a distribuição de fontes sobre os painéis e a intensidade dos vórtices discretos que 

devem ser posicionados nos pontos de desprendimento. 

 

4.16  ROTINA VERIFY_MASS_CONSERVATION.FOR 

 

A rotina Verify_mass_conservation.for calcula a equação 29 com base no vetor-resposta 

obtido na rotina Gausspiv.for. O resultado esperado é o mais próximo de zero possível, 

provando que a massa se conserva. 

 

4.17  ROTINA VERIFY_BOUND_CIRC_CONSERVATION.FOR 

 

Analogamente, a rotina Verify_mass_conservation.for calcula a equação 30 com base 

no vetor-resposta obtido na rotina Gausspiv.for. O resultado esperado é o mais próximo de 

zero possível, provando que a circulação se conserva. 

 

4.18  ROTINA GENERATION.FOR 

 

A rotina Generation.for posiciona um vórtice discreto no ponto de desprendimento de 
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cada um dos painéis. Como já explicitado, a intensidade deste vórtice discreto deve anular a 

componente tangencial da velocidade induzida no ponto de controle do painel. Quando esta 

rotina é chamada no programa, a intensidade-resposta já foi calculada na rotina Gausspiv.for 

 

4.19  ROTINA GENERATION_EXTRA.FOR 

 

A rotina Generation_extra.for é chamada na seção do programa que visa, por meio de 

um processo iterativo, atender à condição de aderência. Esta rotina corrige a intensidade dos 

vórtices discretos posicionados nos pontos de desprendimento de cada painel para garantir a 

condição de não-deslizamento. Para isto, elimina os vórtices discretos inicialmente gerados 

pela rotina Generation.for e os substitui por um novo conjunto de vórtices discretos. 

 

4.20  ROTINA COMP_UM_VM_EXTRA.FOR 

 

A rotina Comp_um_vm_extra.for, assim como a rotina Comp_um_vm.for, calcula as 

componentes da velocidade induzida em um painel k por um vórtice discreto j. Entretanto, os 

vórtices discretos posicionados no ponto de desprendimento dos painéis no passo atual da 

simulação são desconsiderados, pois serão substituídos por um novo conjunto de vórtices 

discretos na rotina Generation_extra.for. 

 

4.21  ROTINA VELOCITY_FIELD.FOR 

 

A distribuição de fontes/sumidouros regula a condição de impenetrabilidade, e a 

geração de vórtices discretos nos pontos de desprendimento dos painéis regula a condição de 

não-escorregamento. Porém, ao gerar novos vórtices para garantir a segunda condição, a 

primeira é desfeita devido à nova velocidade induzida no ponto de controle dos painéis. 

Desta forma, a condição de aderência somente é garantida após um processo iterativo. A 

rotina Velocity_field.for calcula a velocidade normal total e a velocidade tangencial total 

induzidas no ponto de controle de cada painel e as imprime em um arquivo de saída a cada 

iteração. Assim, pode-se facilmente verificar se as condições de contorno da superfície sólida 

são satisfeitas em todas as iterações da simulação. 

 

4.22  ROTINA COMP_UB_VB.FOR 
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A rotina Comp_ub_vb.for calcula a velocidade induzida em cada vórtice discreto do 

domínio fluido por todos os painéis com distribuição de fontes uniforme. Para tanto, utiliza as 

equações 21, 22, 23 e 24. 

 

4.23  ROTINA COMP UAV_VAV.FOR 

 

A rotina Comp_uav_vav.for executa o cálculo da velocidade induzida em cada vórtice 

discreto por todos os outros vórtices discretos da nuvem e soma com a velocidade induzida 

pelos painéis. Assim como nas outras rotinas que calculam a velocidade induzida por um 

vórtice discreto de Lamb, esta rotina utiliza as equações 27 e 28 para determinar as 

componentes da velocidade. 

 

4.24  ROTINA ADVECTION.FOR 

 

A rotina Advection.for realiza a advecção da nuvem de vórtices discretos através do 

esquema de avanço de primeira ordem de Euler. Retorna, então, uma nova posição para cada 

vórtice discreto a cada vez que é acionada pelo programa principal. 

 

4.25  ROTINA MCRNM.FOR 

 

A rotina “Mcrnm.for” simula a difusão da vorticidade, considerando o crescimento do 

raio do núcleo dos vórtices discretos de acordo com as equações expostas na seção 3.10. 

Quando um vórtice discreto atinge o tamanho crítico estabelecido, a rotina “Mcrnm.for” 

realiza sua partição. Todo vórtice discreto que atinge tal condição é dividido em quatro 

vórtices discretos filhos, os quais são posicionados em torno do vórtice discreto pai, dispostos 

em 90° entre si. A distância r na qual os vórtices filhos são gerados, assim como a frequência 

de repartição dos vórtices discretos, são funções do parâmetro de refinamento espacial (α). 

Por fim, a rotina recalcula o número total de vórtices discretos no domínio fluido, de 

acordo com a quantidade de vórtices discretos que foram repartidos. 

4.26  ROTINA REFLECT_GROUND.FOR 

 

A rotina Reflect_ground.for atua ao final das iterações, uma vez que a nova posição dos 

vórtices discretos já foi definida. Esta rotina verifica se algum vórtice discreto se encontra 

abaixo da superfície plana (solo) e enquadra-os em uma de duas situações.  
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Na primeira situação, a ordenada do vórtice discreto é substituída pelo seu valor oposto, 

e, após a correção, não há sobreposição vórtice-pista. Na segunda situação, mesmo após o 

espelhamento do vórtice discreto em relação à abcissa, este ainda se sobrepõe à pista. Neste 

caso, a ordenada é substituída pelo valor do raio do núcleo do vórtice, de forma que este 

tangencie a pista, sem jamais penetrá-la. 

Posteriormente, a rotina imprime na tela a porcentagem de vórtices refletidos em 

determinada iteração em relação à quantidade total de vórtices discretos presentes no domínio 

fluido. 

 

4.27  FLUXOGRAMA DA ROTINA MAIN.FOR 

 

As rotinas citadas neste capítulo são, por vezes, chamadas mais de uma vez no escopo 

do programa. Portanto, mesmo a descrição individual de cada uma das rotinas não é suficiente 

para entender o que acontece no decorrer da simulação. Por este motivo, o fluxograma 

completo é mostrado abaixo nas Figuras 16 e 17. Um fato que requer atenção especial é que a 

estrutura do código possui um laço (loop) maior, que contém um laço (loop) menor. A rotina 

designada como Bloco 1, o laço menor, é desmembrada no segundo fluxograma (Figura 17) a 

fim de não sobrecarregar o leitor. 
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Figura 16. Fluxograma do laço maior do programa Main.for. 

 

 

 

Fonte: Autoria Própria. 
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Figura 17. Fluxograma do laço menor do programa Main.for. 

 

Fonte: Autoria propria. 

 

Simplificadamente, o laço maior do programa Main.for (Figura 16) realiza o cálculo do 

campo de velocidades e atualiza a posição dos vórtices discretos com base no seu movimento 

advectivo e difusivo (crescimento do raio do núcleo e partição dos vórtices discretos). Já o 

laço menor do programa (Figura 17) garante a condição de aderência (condição de 

impenetrabilidade e condição de escorregamento) por meio de um procedimento iterativo. 
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5 RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 

A fim de delimitar e definir os parâmetros de entrada da simulação, utilizou-se o 

método do avanço randômico (MAR) como auxílio à implementação do MCRNM. Por prover 

resultados mais rapidamente, o MAR foi aplicado para estimar o número de iterações 

necessárias para descrever o intervalo de interesse na evolução da nuvem de vórtices 

discretos. Além disso, foi feita uma breve análise da influência da variação do número de 

painéis utilizados para discretizar a pista, e da quantidade de vórtices discretos inicial em cada 

ponta de asa. Para as primeiras simulações com o método auxiliar, foram escolhidos os 

seguintes parâmetros de entrada: 

• Número de incrementos de tempo da simulação numérica: 

STOP = 1000 

• Número de painéis da pista do aeroporto:  

m = {120; 240} 

• Número de vórtices discretos em cada vórtice de ponta de asa:  

NZ = {100; 2000} 

• Comprimento da pista do aeroporto:  

𝐿

𝑏
= 8 

• Deslocamento da nuvem de vórtices para a esquerda:  

𝐷

𝑏
= 0,4 

• Altura em que o par de vórtices é desprendido das pontas de asa:  

 
𝐻

𝑏
= 2,2 

• Incremento de tempo:  

DELT = 0,025 

• Número de Reynolds: 

RE = 75000 

Os resultados foram, então, avaliados de forma gráfica e são mostrados nas Figuras 18a, 

18b e 18c. Note que a nomenclatura “WK0000” remete à palavra da língua inglesa wake, 

traduzida neste contexto como a esteira ou o rastro dos vórtices discretos, e remete também ao 

número da iteração. Desta forma, “WK0100” refere-se à iteração de número 100, “WK0200”  

à iteração de número 200, e assim por diante.
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Figura 18. Desenvolvimento da nuvem de vórtices usando o MAR (a) NZ = 100 e m = 120; 

(b) NZ = 2000 e m = 120 e (c) NZ = 100 e m = 240. 
(continua) 

 

(a) NZ = 100 e m = 120: 
 
                    WK0000                                          WK0100                                        WK0200 

 

                        WK0300                                          WK0400                                         WK0500 

 

                      WK0600                                         WK0700                                      WK0800 

 

                         WK0900                                       WK1000 

 



53 

Figura 19. Desenvolvimento da nuvem de vórtices usando o MAR (a) NZ = 100 e m = 120; 

(b) NZ = 2000 e m = 120 e (c) NZ = 100 e m = 240. 
(continuação) 

 

(b) NZ = 2000 e m = 120: 
 
                       WK0000                                          WK0100                                         WK0200 

 

                        WK0300                                          WK0400                                        WK0500 

 

                       WK0600                                           WK0700                                         WK0800 

 

                       WK0900                                           WK1000 
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Figura 20. Desenvolvimento da nuvem de vórtices usando o MAR (a) NZ = 100 e m = 120; 

(b) NZ = 2000 e m = 120 e (c) NZ = 100 e m = 240. 
(conclusão) 

 

(c) NZ = 100 e m = 240: 
 
                       WK0000                                          WK0100                                         WK0200 

 

                       WK0300                                          WK0400                                          WK0500 

 

                     WK0600                                          WK0700                                          WK0800 

 

Fonte: Autoria própria. 
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Ressalta-se que as Figuras 18a e 18b, em conjunto, permitem visualizar a influência da 

variação da quantidade de vórtices discretos iniciais na simulação.  

Nota-se que, apesar da nuvem de vórtices na Figura 18b ser mais densa do que na 

Figura 18a, não existem diferenças consideráveis na posição da nuvem de vórtices discretos 

no decorrer das iterações. Em suma, a presença de maior quantidade de vórtices discretos na 

nuvem é balanceada por uma intensidade de circulação proporcionalmente menor de cada 

vórtice discreto, e alterações proporcionais nestes dois parâmetros não resultam em diferenças 

significativas nas simulações. 

Portanto, o valor de NZ = 100 é adotado para as simulações com o MCRNM para 

reduzir o número de operações e agilizar os cálculos computacionais. 

Já as Figuras 18a e 18c, em conjunto, mostram a influência da variação da quantidade 

de painéis usados para discretizar a pista no desenvolvimento da nuvem de vórtices. 

Visualmente, nota-se que ambas as figuras são similares até a iteração de número 500. Depois 

deste ponto, a simulação com maior número de painéis (Figura 18c) mostra uma inércia maior 

dos vórtices discretos próximos à pista, uma vez que estes apresentam uma resposta mais 

lenta à indução de velocidade dos vórtices discretos da nuvem. 

Logo, a influência do número de painéis usados para discretizar a pista é significativa 

nesta modelagem. Por outro lado, ressalta-se que vórtices discretos são gerados a cada 

iteração na mesma quantidade de painéis utilizados, aumentando consideravelmente os 

esforços computacionais. Por esta mesma razão, a Figura 18c mostra o desenvolvimento da 

nuvem de vórtices apenas até a iteração de número 800. 

Como o MCRNM já é dispendioso computacionalmente, opta-se por realizar as 

simulações com m = 120 painéis. 

Para iniciar a simulação usando o MCRNM, torna-se necessário definir dois parâmetros 

adicionais: 

• Raio do núcleo do vórtice mínimo (imediatamente depois da partição): 

COREMIN = 0,0012 

• Parâmetro de refinamento espacial (α): 

ALFA =  0,1 

 

O valor do raio máximo do vórtice discreto (imediatamente antes da partição) é obtido 

pela razão entre o valor mínimo do raio do núcleo do vórtice discreto (COREMIN, no início 

da simulação numérica) e o refinamento espacial desejado (relacionado ao parâmetro ALFA), 

o qual está diretamente relacionado à precisão do método. Portanto, pode-se escrever:  
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𝐶𝑂𝑅𝐸𝑀𝐴𝑋 =
𝐶𝑂𝑅𝐸𝑀𝐼𝑁

𝐴𝐿𝐹𝐴
                                                       (38) 

 

Assim, a simulação da difusão da vorticidade se dá pelo aumento sucessivo do raio do 

núcleo dos vórtices discretos (de acordo com a equação 36), bem como pelo refinamento 

espacial propiciado pelo processo de partição dos vórtices discretos que atingem o valor de 

COREMAX. 

A equação 36 possibilita calcular de antemão o número de partições que os vórtices 

discretos sofrerão em determinado número de iterações, e, por consequência, estimar o peso 

computacional da simulação. Tendo em vista que as simulações tiveram que ser feitas em 

computador pessoal devido à pandemia do Covid-19, optou-se por escolher ALFA = 0,1 para 

garantir uma exigência computacional condizente. 

A literatura contém resultados experimentais apresentados por Liu & Srnsky (1990) que 

permitem a validação gráfica do método numérico implementado neste trabalho, conforme 

mostrado na Figura 19.  

 

Figura 21. Resultados experimentais da evolução da nuvem de vórtices discretos. 

 

Fonte: Liu & Srnsky (1990). 

 

Os dados experimentais da Figura 19 possibilitam estimar o número de iterações 

necessárias para descrever o intervalo de interesse do fenômeno a fim de viabilizar 
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comparações. Considerando o desenvolvimento da nuvem de vórtices mostrado na Figura 18, 

observa-se que o centro das duas manchas de vórtices discretos leva de 800 a 900 iterações 

para apresentar o mesmo espaçamento horizontal presente nos dados experimentais (Figura 

19), onde a série termina em aproximadamente x = 2 e x = 6. 

Portanto, o critério de parada escolhido para a implementação do MCRNM é STOP = 

900 iterações. Os resultados da simulação são mostrados na Figura 20. 
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Figura 22. Desenvolvimento da nuvem de vórtices usando o MCRNM. 
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               Fonte: Autoria própria. 
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É perceptível que a nuvem de vórtices discretos da Figura 20 ganha densidade entre as 

iterações de número 400 e 500. Neste intervalo, ocorre a partição característica do método. 

Este processo ocorre apenas uma vez devido ao valor baixo do parâmetro de refinamento 

espacial (α) adotado na simulação. 

Com base nos dados experimentais da Figura 19, observa-se que nem a simulação com 

o MAR nem com o MCRNM seguiram fielmente o comportamento enunciado por Liu & 

Srnsky (1990). A maior diferença ocorre após a descida das manchas de vórtices discretos até 

o valor de Y = 0,5. Ao invés de apresentar a ascensão mostrada nos resultados experimentais, 

os vórtices discretos mantêm a altura e se dispersam horizontalmente, como mostrado na 

Figura 21, que sobrepõe os resultados de Liu & Srnsky (1990) e os do MCRNM. 

 

Figura 23. Comparação entre os resultados experimentais e do MCRNM. 

                                WK0400                                                          WK0800 

 

Fonte: Autoria própria. 

 

Como a mesma divergência foi observada em dois métodos distintos, presume-se que a 

maior fonte de erros provém da quantidade insuficiente de painéis usados para discretizar a 

pista, ou de um comportamento não linear da nuvem de vórtices discretos em relação à 

quantidade inicial de vórtices discretos no par de pontas de asa. Neste trabalho, o intervalo de 

NZ = 100 a NZ = 2000 foi avaliado, e o desenvolvimento da nuvem de vórtices discretos não 

apresentou diferenças significativas. Porém, pode existir um valor ainda maior de NZ que 

descreva mais fielmente os resultados experimentais de forma computacional.  

Por fim, para comparar o esforço computacional entre o MAR e o MCRNM, escolhe-se 

o caso representado na Figura 18a (MAR com NZ = 100 e m = 120) e a simulação principal, 
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mostrada na Figura 20 (MCRNM com NZ = 100 e m = 120). Em um processador Intel 

Celeron com 4,00GB de memória RAM, o tempo que o MAR leva para atingir a iteração de 

número 900 é de 71 horas e 52 minutos, enquanto o MCRNM precisa de 304 horas e 15 

minutos, ou seja, um aumento de 323%. 
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6 CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

 

Como comprovado neste trabalho e mencionado na literatura, o MCRNM demanda alto 

esforço computacional. Para contornar este problema e obter soluções mais robustas, 

trabalhos futuros podem considerar o método de multipolos rápidos como alternativa à lei de 

Biot-Savart para o cálculo do campo de velocidades. Esta metodologia pode reduzir as N² 

operações necessárias para o cálculo do campo de velocidades para até N operações, 

diminuindo significativamente o tempo computacional. Além disso, a lei de Biot-Savart 

modificada pode também ser explorada como alternativa para balancear as desvantagens do 

método determinístico. 

Um segundo benefício obtido ao reduzir o tempo computacional das simulações é a 

possibilidade de se optar por valores maiores do parâmetro de refinamento espacial (α). O 

incremento deste parâmetro implica na partição mais frequente dos vórtices discretos e 

proporciona resultados mais robustos, a troco de uma simulação mais pesada 

computacionalmente. Além disto, a redução dos custos computacionais intrínsecos ao 

MCRNM permitiria otimizar a aplicação do método de painéis, utilizando, por exemplo, mais 

painéis para discretizar a pista do aeroporto. 

Em sua iniciação científica apresentada à FAPESP, o autor deste trabalho analisou a 

situação física do desprendimento de estruturas vorticosas das pontas de asa de uma aeronave 

na ausência na pista do aeroporto utilizando o MCRNM aliado a um algoritmo de 

coalescência de vórtices discretos. Este tipo de algoritmo coalesce vórtices arbitrariamente 

próximos, ponderando a posição e o raio do núcleo do vórtice discreto resultante com base 

nas respectivas intensidades de circulação pré-partição. O resultado é uma simulação com 

uma quantidade significativamente menor de vórtices discretos no domínio fluido e, 

consequentemente, um número menor de operações realizadas a cada iteração. Em 

contrapartida, se vórtices muito distantes forem coalescidos, gera-se um impacto negativo na 

representação da situação real e, logo, na acurácia dos resultados da simulação. 

Recomenda-se, portanto, a conciliação de uma ou mais das metodologias citadas para 

reduzir o custo computacional do MCRNM, sem negligenciar o equilíbrio entre simulações 

comodamente rápidas e a acurácia dos resultados desejados. 
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