
���������	�� 
��	��	 �	����	 ����� �� �������	 �����

��������� �	 
	�������� 	 ������� ����

����� �	 ��� ����

������� � 	
�������

��������	 
������� �	��

���������	
 ���������� �
 ��
����� � ����

������	
 � ������
 ��
����
��� �� ���

�������� ������������� 
 �����������
 �

���������� �
�
 ��������
 ������� ���� � 
��

����	
 
 ���� � ������

���	�����

����� ��� ������� �	���

����



�����

����	

�
��� ����	���
 ��������

����	� � ����	����� ����	���
 �������� �
��� ��
 ����
 !���"�

#$���

��� %�  ���� &'�

(���)��*
 +,�)��-
. � /��0���-�-� 1)�-��� 2����)�� 3�)��

)�)
 -� 4�
	�5�	�� � ��5�	�� 16�)��

7����)�-
� 8��-�,�� 9��6�

�� 4�
,�)��� ����:)�	�� #� ����	� � ;�)<��� � �)�-
� ��

=�)
-
 =�)�,>)�	
� �� ��������� �� 	
���

����� �����	
���� ����	���� ���� ����� � �����	���� �� �����

������ �� ��	 ����	 ��



����� �� ������	
�

��������	 
������� �	��

������� � 	
�������

���������	
 �������� �
�
 �������
 ������� ���� � 
�����	
 �
 ���� ��

������ �
 ����
 �� �����������	
 �������
 ��
����
��� �� ����������

������������� �
 ��������
 �� ��
�� ����� � �� ����� !"���� �� ������������

!������� �������� #$%��
 �� ������� &��'
() ���� �������� ����� �"������

�
��*

��
+, ��, -������� .��"��

/�������
�

��
+�, ���, 0���1
 0����
�
 2�����

�����������
 �� ���������� � �&.���

��
+, ��, $
	
 ����� 3�����

�����������
 �� ���������� � ���!4�����

��� ������ 	
 �� ������ �� 	���



��� ��� ��	� ���
 �	��� ����	�


���	���



��������	�
��

� ���� ��� 	�� 
� 
��	���� �� � �� � � ������	����� ��� ����� �����
��	��� ��

����	����� �� �
 ������ � �� ������ ������ ����������� ��� ��� ������� ������	����


��	� � ��� ���
�	� �� ���
 �� �� �������
�� �
������ ����� ��	 ��
�� �� ������

�� ��
�������

��� �� 
��� �
�! 
���� ��
���� �� ��
��� 
� ������ � �����	���� ���	� ��
��

������

�� ��������� ��� "����
�� #��$�� ��� 	�� %�
 	�� 
� ����%���! ���� ����� ����	����!

�����	��� � ��
���������
� �� �����	���� ���	� 	��%�����

�� �
��� &'��� (���� ��� 	�� 
� ���������� � ����� 
��	���� �� )���� � 	�
%�


����� ���� ���	��%���*�� ��
��� ����� � 	���� ����������

��� ����������� �� �������������� +����� ���� ,����� � +���� ��� -�������� ����

�����	��� � ����� � 
��	�����

��� ����������� � ������� ���� �� +�����
� �� +.��/�������� �
 0�	�
 	��� )���

�����	 ��� � 1/(� � )���� � (�
��� �� ,�� (�����

2 %���� �$�
�������! ����� ���	��%���*�� 3 ���������� ���	� ������

��� 
��� ������� �� 0��	����! �
 �������� ��� �
���� 4��	��! /��	���! 5������

� &��� ,�%�
�� ���� ��
���������
� � ����������� �� ���'%���� 6(������ �� ������7�

�� �
��� ������� � ��
���� �� 
� ��������
 �� ������ �� ,�� (�����

+�� �
! 3 #����	���� ��	����� �� �������� �� ��	��� �� 0���� /����� ���� �����

��������� �� +�����
� 8���� 0��	���� �� 	����� ��	� ����� ���������



���� ���� � �����	�
��� �� �� ����� �� �������

������� �� ���������� ������� � 
����������� �� �����
���
��

���������� ��� ���
���������� � ����
���� ���������

������ ��	
���	�



������

���� ������	
 �������� 
� ��� ����� �����������
 	������� �
��� �� ����� ��

�� �������� ��������� 
 �����
 ������ ����� �
 ����
 �
� ���� �����
�� 
 ��
���

���
� 
 �������
 � 
 �� �������
 ������� ������� �� ��
�������� �

�������� ! "�����

���� ��
�������� 
� ��������� ��������
� ��
 ��������
� 
������
�������� �������

�
 ��
����� ��������#������������	
�	���
��$! %������
 �� �
�� ������ ���

������
�� 
 �� ���� �������� � � �&����
 ����� ��� ����� �� 

�������� �
������

�
������� ��������� �� ��
��������� �� ��'�(�
 ��� ����� � �� ������)�� * +�,���

-������� ��������������!

�������������	
 .�
������ /�������� -����� � 0������� � �����
� +��
�
� +����

�1��
�� ���������



��������

���� ���� 	
���� ��� � 	��
� ��������� ���
������� �� ������ ��� ��
�
�� �


���� �� �
�
 ����
� �� �
 ����
 ���
� ��

 ���
��� �
��
������ ��������� ���

���� �
 ����
� �
������ ������ �� �
 ����
�� ���������
����� �� �
�
 ��

 ���
�

�
� ��������
�� �
 ���� �
���� ��
 ����� 
� ������������� 	� ����� �
 ������


��������!������������	
�	���
��"� ��� �� �
�
 �
����� �
 ���
� ���
 ���

�
 �
�
��� 
#����� �� ������ ���
� �� ����� ��������
�� ���� ������
 �
 �����������

� �
$
���
 ����
��
� �� ������ ��� � %
�
���� &
�������� �
��
���
���

��������	 '�������� (
��
��� %����� � )����� ��� ����� &��
������ &
�����

���������



����� �� ��	
���

��� �����	
� �� �����
�
� �
�����
�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���
 �
������ � ���
 ��	
� 
 �	
 ����
� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��������
 � ��� P 
 ���
 r� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���� � ���	��� �� �� 
����
� 
 �!�
"# y2 = 2ax� � � � � � � � � �$

��� %��� � 
 ���������
"# ��
�
 � �������� ���
��� � � � � � � � � � � � �&

��� ��"# ������
� �����	��
�
 ��� ��
� �����������
� 
 ��' � ���� � �(

��$ %���� � ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

��) ��"*�� �+���
� ��,���
� �� -��+��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

��& PM ���������
�� AC �  �����
	��� �� AC� � � � � � � � � � � � $$

��( %+���
�. �����"# � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $(

��� %+���
�. �����"# � �$ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $(

��� %+���
�. �����"# � �. � ��. � �( � � � � � � � � � � � � � � � � � � � $�

)�� %�����"# �
 ������ ��
�� �	 , ���'����/���� � � � � � � � � � � � � � ))

)�� ��	����
 �
 ������ �	 ���
"# 0 ���
 r� � � � � � � � � � � � � � � � � � � )&

)�� ��	����
 �
 ������ �	 ���
"# 0 ���
 s� � � � � � � � � � � � � � � � � � � )(

)�$ ��	����
 �	 ���
"# 0 ���
 s� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�

)�) %���� �� ��	����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�

)�& %���� �� ��	����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�

)�( �������� �
 ������ ����������� 
 ���	��� 1�
�� � � � � � � � � � � � � � &2

)�� �������� �
 ������ ������������ 0 	���
���3 � ���	��� 1�
�� � � � � � &�

)�� ���	���� �
 ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

)��2 %�����"# �� ����
 � �	�
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

)��� %�����"# �� ����
 � �	�
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

)��� ����*�� � ��
� �����	��
�
� ���
 ������� � � � � � � � � � � � � � � � � &�

)��� 4�� !�
�!��� S �� t ������� �� P � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &$

)��$ 4������
�� �
 ���
 t �
������ 0 ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � &)

)��) 4�� �
 ������ � �����	
 ����
� �� �����
�
�� � � � � � � � � � � &&

)��& 4�� �
 ������ � �����	
 ����
� �� �����
�
� �	 � 1�� �5��

 ��' y� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

)��( 4������
��� �� �
��	���� ��	������ �
 ������� � � � � � � � � � � � &�

)��� ���
 �
������ 0 ������ �	 P � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (2



���� ���� 	�
���� � ���	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ���� n ����� � ���	� �� P1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���	������ �� �������� �	���� ��� ��	�� �  � ���!���	"#�� � � � � � � ��

��� ���	������ �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� $������� �� �������� �� ������ � ���� r� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��% $������� �� �������� �� ������ � ���� s� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� $������� �� �������� �� ������ � ���� s� � � � � � � � � � � � � � � � � �&

��� ������ �� 	�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������ �� 	�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��& '����
�	 �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

��� (��)�����	 �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

���� *�!� 
��+�,���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

���� *������	 �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

���� ���	������ ��� ��,�� � 
����		�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

���� ���	������ ��� ��,�� � 
����		�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

���% ��,�-�	 �� ���� �����������	 ��� ��������� � � � � � � � � � � � � � � &%

���� .� ����� P �� �������� ������
���� � ���� t� � � � � � � � � � � � � � � &�

���� (���� Q /��/��� �� ���� t ��	����� �� P � � � � � � � � � � � � � � � � � &�

���� (���������� �� ���� t ���,���� � ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � &�

���& (���� �� �������� �� 	�	���� ����,��� �� 
���������	� � � � � � � � � &�

���� ����
���"	��
�	 �� �	���� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ����	 /�� �����
����� H �� �� 0��
� ������ � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ���� ���,���� � �������� �� P1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���	������ �� ���1��� �	���� �	/����� �  � ���!���	"#�� � � � � � � � ��

��� $������� �� ������ � ���� s� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���	������ ��� ��,�� � 
����		�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

��% ���	������ ��� ��,�� � 
����		�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �&

��� ��,�-�	 �� ���� �����������	 ��� ���1���� � � � � � � � � � � � � � � ��

��� (���� Q /��/��� �� ���� t ��	����� �� P � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� (���������� �� ���� t ���,���� � ���1���� � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��& (���� �� ���1��� �� 	�	���� ����,��� �� 
���������	� � � � � � � � � ���

��� *	���� �� ���1���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� 2��)�,�� 3��������� �� ���1���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ����	 /�� �����
����� P �� �� 0��
� ������ � � � � � � � � � � � � � � ���

���� ���� n ����� � ���1��� �� P1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

&�� �4��
�	 �� ����	 ��� 3�
�5�������6� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

&�� 7� ����� 3�
�5�������6 � ���� 
����	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��&

&�� $�	���� x̄Ōȳ � 
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��� ������ ��� x′O′y′ ��� ��
��� �� ��� 
�	������ �� xOy� �� P

������ �����	���� (x, y) 	� ���
��� xOy � �����	���� (x′, y′) 	� ���
��� x′O′y′� ����

���� ��� ��
 ����!

x′ = x− x0

y′ = y − y0
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 ����� P � Q ���� ��	
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PQ� ����	"� ��� � ��	
� Q �� ���� �� ��	�� ��� ��	
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r π P

r ∩ P = ∅ P r

d(P, r) = min{d(P, Y );Y ∈ r}.

d(P, Y ) P Y

n r P

r ∩ P = ∅ P r

PY n Y = n ∩ r

n r P Y

Q r Y

P r

PQ ΔPY Q

PY PQ ∀Q ∈ r

PY P r



�� ���������	�
�	

������� ��	� ����� P1 = (x1, y1) � P2 = (x2, y2) ���	 
����	 ���	��� �� ��� ����

r� ����� � ���������� m ��		� ���� � ���� 
���

m =
y2 − y1
x2 − x1

, 	� x2 �= x1

�����	������� ��� ���	 
� ���

������� ���� ���� m � ���������� �� ��� ���� r �� 
�		� 
��� 
���� P1 = (x1, y1)�

����� � ������ �� ���� r � ���� 
���

y − y1 = m(x− x1)

�����	������� ��� ���	 
� ��

������� ��
� ����� mr � ms �	 ����������	 ��	 ����	 r � s ��	
������������ ������

�	 ����	 r � s 	�� 
��
����������	 ����� 	� 	�� � 	������ 	��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

mr.ms = −1

��

s � 
������� �� ���� Oy, 	� mr = 0

��

r � 
������� �� ���� Oy, 	� ms = 0.

�����	������� ��� ���	 
� ���

������� ���� ����� r � s ����	 �����������	 ����� 	� ��� ����������	 mr � ms ��	�
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

arctg

(∣∣∣∣ 1mr

∣∣∣∣) , 	� s � 
������� �� ���� Oy,

arctg

(∣∣∣∣ 1ms

∣∣∣∣) , 	� r � 
������� �� ���� Oy,

arctg

(∣∣∣∣ ms −mr

1 +mrms

∣∣∣∣) , 	� ���!��� ��	 ����	 r �� s  �� 
������� �� ���� "#�
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� a � b� ���
���� �
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� x � y ��� ���

a

x
=

x

y
=

y

b
. �5�3�

.�� ����� )��
� ��� �� b = 2a�  ��
�
�&#
 �
��"�� �5�3� ����4�  �
	�&#


�
 ��
�	�� � ���	��&#
 �
 ���
� �
�� ��
	��
 � �	������
 y� �
��	��2�� ��� x3 =

2a3� ���
 �����	�� � �
�&#
 ��	� ���
	��� ����	�������� �������� ��� �� ��6�

���&'��

x2 = ay, y2 = 2ax e xy = 2a2
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K
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=
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ND

KD2 = MD.ND.
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K

KD AD
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AP ΔNDA ΔWAZ

ND

AD
=

AW

AZ
ND =

AD.AW

AZ
.

MDAP

MD = 2AZ.

KD2 = 2AZ
AD.AW

AZ
= 2AW.AD.
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�������	� KD = y
 AD = x � 2AW = p
 � ������ �������� y2 = px ��� �
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BD
=

QA

BA
�� RD =

BD.QA
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KD2 = MD.ND = AD.RD = AD.
BD.QA
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KD2 = AD.BD.
2AW
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,� 	������ KD = y
 AD = x1
 BD = x2
 2AW = p � AB = 2a
 ���������� ���
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������ �� �����

$��#�#������� ��� #���� 	� )44 ����
 �� ����������� �����	������ ����������

������/��� ���%�� � �����/��	� 	� BD = x2 �� ����� � �������� 	� ��	� ��� 	�����

	��� ���#��� 5��� �
 BD = AB+AD ���� � %�������� � BD = AB−AD ���� � �������

,����
 � ������ !���" ������ � ��� ������� 	� �������� .����6

• KD2 = AD

(
2AW +

2AW

AB
AD

)
�� 	������	� AD = x
 �������� y2 = x

(
p+

p

2a
x
)
���� %��������7



�� ������� �	 �
������ ��

• KD2 = AD

(
2AW − 2AW

AB
AD

)
�� �����	��� AD = x
 ������� y2 = x

(
p− p

2a
x
)
�	�	 �������

��� �� �����	� 
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�������� �	���� � ����	 ���� �	 ���	 ������
 � 	������	��� ��� ����	  � ��� ���

 ���	 �� 262 	 190 	�!�� "�� ����� ��	�	��� �� ��������
 	���	� ���� �� ������ 	�	

� ��	��� �	���
 ������� ���	
�� 	� ���� � �� ��
���� #��� $���� %�� ����	����

��	 ���	 ���	 ����� ������	 ��� ����  ����� �	���&�	�	���� 400 �������'(����

"	 ���	 ������	� ����� � ��	 ����  �����
 ����� ��	��� �������� � ����� � ��)�

��	��*���� �	�	 � +�	�� ��� ,�	��� -�� .���	 �/�0 	 �12�� # 2321
 #���� 4	���5

�2060 � 2378� ��	��*�� �� ����  ����� ����� � ����� �	�	 � �	��
 ����������	��� 	�

��	�� ��	��'(�� �	�	 	� ����	� �9���	� �����	��

.�	��� �������� ����� �� ��� ������� ��	�	�� ����� 	� �����	� :+ ����	 ����

������	� �&����'(�� ���	�� ����� ���	� ��� 	� ��� ������� � ��� #������� �� ����� 	��
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��� �� �	������ � �� ��
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? @� �� - �� �� ��
��� ���'	 �� �	 �&����'A� �	 ��� 	'A� �	�	 ����� �� 	

���	� .�	��� �������� ���	 	 � ���&	����	
 %�� ������	�� ��� � ������	 ��		��

B	���	���
 � %�� 	 ������ ���� ��� �������� ����� �� �	  ���A� 	�����	�	 �� ��

��
��� � ���� �� ���� �	�� �	��� � ����	�
 � 	���� ��	����� �� �� ���
 � �� �	�	

 �*
 �	*A� �	 ��	� �����	 �� �� ��� -C � C-- �� �	��	'(�� 	 ��	���
 ��� �� ����	�� ?

	���� ������ � �� ��	��� �������� �� ��� ��� �� %��	��� �	 �������'A� ������	�

� ���(���� ��� ���� ����� 	����	� :+ �	 �	 	�	������ � ��	�	��� 	��������� �����

�����	�� B� ���	���
 �������� ��* �&�����	���� ��� 	����� ��� �����	� �� �� �� ---

�A� �� ��	 	�����	
 � �A� �� #�������� B�� ��	��� $����� �� ��� ��� ��	�	 �� 	�������

�	��	���� ������	�� ���� 	 �����	 �� �&�	��� � ����'(�� 	�� �����9D�	�
 ��� ���

�&����
 ������� ����� �����	� �����	����
 ���	� �	������� � ���	�� 	 ���	� ��� 	� �

�� 	� ��������	��� ����� ��;����� ���:��	����
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0	�
������� ������	� �����	��	 � ���� �� ��
 �) ����
 ��� �� ���� ����� � �

��1�	� �
 ��#�	��� ����
2

3�	 
�	� �� �	��� �	 �������	��� ���	
���� 	 �������� �	���	 ��� �

����� 
��� ���	���	 �� ����� �� ������	������ �	 � ������ �	 ��� 	���

�� �	��� ����� ��� � ����� �	 ���� � ������ ��	������	��	 ��� ����

� ��� ������ �	��� ������	������� � �	�� ���	� �	���	�	�� � ��	�����	 �	

� ���	 ���� ! ����� 
���� " � �"����	 	 � �	��	��� �	 �	�� �� �"����	

�� �	���� �� ������ " � 	���   ! ������ " � #��	 �� ���	 4 *5�6� �� 778.
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� �
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����� �� CD ����� ��
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� 
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� ���� AS � � ��������� �� ����� ����� ��  �������� �����
 ������ �� �������

�� �������� �� ��������  ����

• !� AS � ������� � ��� � �������� ������ � ���� � ��� ���"#��


• !� AS ����������� ��#� � ���� � �������� ������ � ���� � ��� ������


• !� AS ����������� �� �� ���� � �������� ����� �  ���������� � ���

��� ��� ���� �� V � � ���� � ��� $����#��
 %���� �������� ������� ���

���� �� ���&�� � ����"�� �� $����#�� ������ ��� ��� �� ����� #���


'� ���� ��� ������ ����&�  �������� (�������� �����"����) �� ���&� *��

���" ���������� ������������
 + ���� *�� ��� �����,�  � �����$���� � *��  �

���������� ���� ���� ������������
 -�� �� ������� �� ��� K ��#���"�� �#�� �

���� � ������� �� ���� �� ���� ������� � #���


����� �����	 
�� �	�� 
�� ������

+ ��� ��� ���.�� ������� ���� �� ������ ���$� �� ��������� �� ������ ��/

*���� *�� ��� ���� ��� ��� ����
 0������ �� ����� � ��� ����� ���&�� �������/

��&�� ��������.�� ������� ���� ����  ��� �� *��� ���$�� ��� ����#����� / ����

�� ��� ��������� (�������)� ���� �� ��� �������� (�	�
�����) � ���� �� ���

#�������� (��������)
 ��*������� ����� ���&� ����� ����� ��#�� $" ������

�� *�� ��� ���  ��� ���"#�� �� ������� ���� � ���� � ��� ���������  �

������ *��� ������,�� � ���� ������ � $����#�� ���� ����� ���&��
 �� ����&���

������� ���"#�� � $����#�� ��  ��� ��&������� ��������������  ��� ������� ��

�� �������� ��&�&������� ���� �����1����� �� ����� �� �*���.�� *����"����� ��

�������� �� "����
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�� ! �������� BC " #��� �� ���$����� �%��� ΔABC�

�# ! �������� DE �� ����� �� #��� " ������������� � BC �� �� ������������� ��

&'�
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��� � ��	
��� PM � � ��������� �� ���� ����� �
  �����	�� ΔABC�

��� � ��	
��� AF ���� � ��� ����
� ���� � ������� � PM � ������� �
 BC

� �
 �
 ����	�
��� �� BC�

��� � ��� Q � �
 ��� �������� ����������� � ����� �
  ��	
��� QV ����

���������� � ���� � �����	�� ������ ����
 QV � ������������� PM � ���

V �

�!� � ��	
��� HK �  ���
��� �� ���� �������� �����
����� �� �
 ���� ���

����
  ��	
��� QV ���� ���� ���� ������� � "��� BC� � ��	
��� HK

����������  ��� AB �
 H � AC �
 K� QV � ������������� HK � ��� V �

�	� P � P ′ � ��������� �� ����� �
 �
 �� ���� � �����	�� ΔABC�

�#� PL � �
 ��	
��� ������������� � PM � PL ���$ ����� � ���� �������������

� ���� �%���� ��� ����� �� P � ��� �
���
��� ���$ �������
���� ��&����

��� � �����	�� PV SL ���$ ������ ��
 ���� ������������� � ���� �� ���� �%�����

�'� R �  ��� �� ��������� �� ��	
���� V S � P ′L � �� ����	�
���� ������

��� ��	
�����

� ��	
��� PL � �� �����
� �
�������� ���� ���������(��� ��� ������� ) �


����
��� ��� ���%�� ��&��� �
 !���� �� ���� � �����	�� ����� ΔABC � ��

��	
���� AP � AF �� ��	����� !�
�*

�+� ,���� � ���� !� ���$"�� 

PL

PA
=

BC2

BA.AC
. ���-�

�.� ,���� � ���� !� ������ � #����"�� 

PL

PP ′ =
BF.FC

AF 2
���+/�

�"�������� ��� �����0�� ���-� � ���+/� ��� �
� ��( �����
����� � ���� �%����

 ���� �� PL � �������� ���� �������� ��� �� ����� �"�� ��� ����� ���%��

�������� � �������� ��	�"���� ��� ��1� ������ "�����
���� ����������  ��� �� ���

������ �
 ��������� �� �
 ��� Q �������� �� ���� �
  ��	
��� PL�

2
 ����� �������� ��� �����
��� �
� �������� ���� ���� �
� ��� ��1� ������ ��

�
� ������ ����� � ��	
���� QV  PV � PL� 3���������
���� � ������������

	�
������ ������ �����0�� ��� ��	�
 �� �
�� ��� ���0�� �%������

4�'� Q �
 ��� �������� �� ����� 	����� �� �
� ��� ��1� ���0��� 4�"����

��� HK �  ���
��� �� ������!��1���� ��� ����� ��� ��� Q �  ��	
��� QV �

������������� � HK � ��� V ���� ��
��� ��� 

QV 2 = HV.V K. ���++�
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����� ���� ���� ����

��� �� PM �
� �������
 ��
���	
� ‖� �
 ���
 AC �
 ��� �!��
 �"���

#
�
 PM ‖ AC � HK ‖ BC$ ���	
$ 
� ��� �!��
� ΔABC$ ΔHPV � ΔAHK �	


�����%������ &�' ������ ���

HV

PV
=

BC

AC
�

V K

PA
=

BC

BA
. �(��)�

&�������
 ��*
� 
� ���*�
� �� �����	
 �(���� �
� PV.PA 
*������$

QV 2

PV.PA
=

HV.V K

PV.PA
. �(��(�

��*��������
 �(�+� � �(��)� �� �(��(� ���
�������

QV 2

PV.PA
=

BC

BA
.
BC

AC
=

BC2

BA.AC
=

PL

PA
.

,
!
$

QV 2 = PL.PV
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� � ������ �� 1!��� (�2 � ��������
� �� 1!��� (�3�

��� ���

4�!��� (�3� PM ������������
 AC 
� 
 ��
�
�!�����
 �� AC�

��!��� 
� ��!������ ��������
�� HK ‖ BC � AF ‖ PM $ ���	
$ AB̂F ∼= PĤV �

AF̂B ∼= PV̂ H� ,
!
$ 
� ��� �!��
� ΔABF � ΔHPV �	
 �����%������ &�'$

HV

PV
=

BF

AF
. �(����
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V K ‖ FC � P ′V ‖ AF � ������ P ′V̂ K ∼= AF̂C � P ′K̂V ∼= AĈF 	 
���� �� ���������

ΔP ′V K � ΔACF ��� �����������	 ����

V K

P ′V
=

CF

AF
. ��	���

PL ‖ V R� ������ P ′P̂L ∼= P ′V̂ R � P ′L̂P ∼= P ′R̂V 	 
���� �� ��������� ΔP ′PL �

ΔP ′V R ��� �����������	 ����

PL

PP ′ =
V R

P ′V
. ��	���

� �������� ��� ����� ����� ������ ��������� V � R � S  ������� � PL � PV ‖ LS�

������ �� ��!�� �� ������ P ′L̂P ∼= P ′R̂V � P ′V̂ S ∼= LŜR	 
���� �� ���������

P ′PL � LSR ��� �����������	 ����

RS

SL
=

PL

PP ′ .

"��� �� ��������� PV � SL ��� ����� ����������� �!� �#��

RS =
PL

PP ′ .PV. ��	�$�

% �&������ �������'���� � ����� '��� ��(�� ��'� �� �!��'� '� �������� )���	

��(�'��'� ��	��� �� PV.P ′V �!� �#���

QV 2

PV.P ′V
=

HV.V K

PV.P ′V
.

*�!�������'� ��	��� � ��	��� �������#��

QV 2

PV.P ′V
=

BF

AF
.
CF

AF
=

BF.FC

AF 2
.

+�,��'� ��� '� ��	�-� � '� ��	���� �!� �#��

QV 2 =
V R.PV.P ′V

P ′V
= V R.PV.

%����� QV 2 = V R.PV  ��� �&������ ���� ��� '��� ��(��� ��� V R ���#

������'� (����� '�)������ ��� ��'� ��� '����	 .���(��'� V R �� )��/�� '�

��������� PL � ��������'� �����'������ �� '��� ����� ���#��0

��� 1�� PM ����������'� AC �!��(�#�� ���� ������/�� '� 2��� �	� ��� V R =

PL−RS	 .����

QV 2 = PV (PL− SR)

�� ���'� ���� ����/�� ��	�$�
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QV 2 = PV

(
PL− PL

PP ′PV

)
��� ����	
	����� �����	�������� � � ����� ��� ����	 ��� � �	�� �� ����	���

�
������ �� ������� QV � ���� � �	�� �� 	������� �� ���� PL � ����	� PV

����� ���� ����	� �� ����
PL

PP ′PV 2 � � ��	�� ����� ���� � ��� ���
�� ��	��

�	����	�� �� 	�� ������� ��� ��		��
���� �
������� �� �	��� 
�	 ������

�� !�	� PM 
������� 
��� 
	���������� �� AC ���"�� ���

QV 2 = PV (PL+RS)

�� ������������ 
�	 �#�$% 

QV 2 = PV

(
PL+

PL

PP ′PV

)
��� ��������� 
��� ��	 ����	
	����� �����	�������� ���� � �	�� �� ���"

�	��� �� ���� ���� 
��� ������� QV ����� ���� � �	�� �� 	������� �� ����

PL � ����	� PV ���� ���� ����	� �� ����
PL

PP ′PV 2� � ��	�� � ��� &�
�	����

��	�� �	������ �� 	�� �����	��� ���� �� ��� �
������� �� �	��� 
�	 �'������

������� �����	
���
 �����
���� ��� ���	��� �� �������� �� 
������ ����

�
�	���

(������	� PL = p �� 
�	����	� � PP ′ = d �� ������	� ��� �	� 	�
	������	 � ��'�

����	 �� ���
�� �� � ��'� �	�����	�� �� &�
�	����� (������	� ����� � ������� PM �

��'� ��� ��������� � ��� 	��� 
�	����� � QV ���� ��'� ��� �	�������� (������	����

QV = y � PV = x ���"���

�� QV 2 = PL.PV ��		��
���� � y2 = px 
�	� � 
�	�����

�� QV 2 = PV

(
PL± PL

PP ′PV

)
��		��
���� y2 = x

(
p± p

d
x
)
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 ��� ���� C �� �	
�	 �	�� � ����	�� CET �	� CD

�����
������� �	 �������	 EB� �� 	 �������	 �	� ��	�	
���	 ���� A �	�

AE = ED� �
��	 � ���� AC ���� ��
��
�� � ����	�� �� C ������ �����

�����	 
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 ��� ���� C �� �	
�	 �� ��� ������ 	� �����	��� CB �

�����
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�	 �	 �������	 ��� #��
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BH
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��
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�
�� y2 = px� ���� G 
 �
��
 �
	�� 
 ���
 ��� ��� AG > p/2� ���� N

�
���
 ����� A � G ��� ��� NG = p/2� ����
 NP � ������
 �����������

��� �
 ���
 ��� ���
���� � ���� �� P � PG � ���� ������ �� G ���� �

�����  �����
�������� �� PG � � ���� ������ �� G ���� ���� � PN �

������� ������������� �
 ���
� NG = p/2� !���������� "# � �������������

� ���$���� TP %&$��� '�()

������ 	
�� ������� ���������� ���� ���	� ����

������� ���� � 	
�	
������

�� ����� ����  ��!���� "��#�!$� ��% �� ������&'�'&� (����� '� &!���& & $��)�#�!&


�� ���������� �����*� ��� &+&%�!�� &!& '&,�& �� (���� '& �%� &!���& ��%� �� ���"�� F �

G ��#�& � &�+� AB "�! -�& � .�&� '� �&"/���!� '& !�'�� AF & FB ) ����! � �% -���"�

'� �&"/���!� '& !�'� PL 0���/%&"�� '� �����1 & � &�+� AB� & �&%&!$��"&%&�"& ����

� �&"/���!� '& !�'�� AG & GB
 0 ��!���� '&��%���� �� ���"�� F & G '& 2���"�� -�&

����&% '� ��!������3 '� �&"/���!� ���� � &�+�
 4 "&�%� 2(���3 (�� ���'� ���%&���%&�"&

��� 5�$���&� 6&�!&� &% �78�1
 9% "&�%�� �!�)#������ �����'&���'� � '��"/���� AB =

2a & � '��"/���� '& F & G �� �&�"�� O (�� ����! � c & � ���/%&"�� PL = p� � ���'����

'&  ��!���� ��'& �&� "��'�:�'� �&!� &-�����

(a− c)(a+ c) =
1

4
.2ap �� a2 − c2 =

pa

2
.

;�'� &��� '&,������  ��!���� ���&�&�"�� &�"��� �%� �)��& '& ��������<&� -�& '��

����&% �� �&��!"�'� #&% ���$&��'� '& -�& � 
��� ��� 	��� 	�
 �� 	����

������
 � ���	��� ������ ���� 	���� �� ����� ��
�� ������� ����� ���

 
�� ������� ����� 	���� 0=7>� �
 �	�1


9%#���  ��!���� "��$� ���&�&�"�'� �% �&��!"�'� �&%&!$��"& ���� $��)�#�!&� &!&

��� "��#�!$�� ��% �� ������&'�'&� '� (��� '� ���.#�!�� "�!�&: ���-�& "��&��& '����"�'�

&�"�� &% �% "��#�!$� -�& $�?& &�"&?� �&�'�'�
 ;& -��!-�&� (��%�� � ������&'�'&

��.!��� ���� �%� ���.#�!�� -�& -��!-�&� �&"� '� (��� �� ���"� ��#�& � ���.#�!� (�: �%

/���!� ��% � "���&�"& ��-�&!& ���"� ����! � �% (&�"� ��� �%� �&"� ����!&!� �� &�+�� (��

������&!%&�"& �����'� ���%&���%&�"& �&!� ;���!&� 0��8���8 �

1 �% ���"&%���/�&�
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����� �� '��� 
� �(��� ./� '��� ����(� ������� �� ��

������ ( �������
��� ���� � �&�� &���(����� ��� ��
��� �-� ����� ��� ����0
���� � �

��
�� *���� 1� ����2 � � ���� *���� 1� ��������2 ( �� ��
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�� �� 3� �
��
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�� ���� � !��(����� ���� ����� ��� ����� �� 3� 4���� ������������ ����������
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����(� ����� ����������� 
� (���� �� "������ � ����	
���
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����� � �������$�� ...+53 ���������� �� ��*
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��� �� ���� ��� �&��� ��

���� ������ 4� ����� ��������� �� ' ( � ��
�� �� ���� � "� 4 ��� �� ���� ��
���

�� ����� �
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����� ��� ��"�#$�� � ����������� ���	�� �
�����

%� 	��	����	� �����	���� ����� �������	���� ��� ��	���� ���� 	��#�� �� �
�����

& ������ ����� 
	�'� ��	�
���	�� ��� "� ��	����� ����� ��� (����� (1571−1630)
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��������
�� �� ���� ��	�� ������ ���� ����� ��� ������ �� ��������� � ���� ��	����

�� �����
��  ��� � � ��������! ����� �����
���

��������	
��� "�
������ F1 � F2 ��  ���� �� ��	��� #�$� r � ���� ��	���� �� �����
��

 ��� � s � ��������! ����� �����
��� %��� �� 	�
�� ������� 	����
��
�� & ��	��

	����
��'�� ������� ��� ��� ��������� �� ���(�� � ����� ����� ���)�� 	����
��� &

��	���

�*� ����	��
 �� ���
��� � ��	
 r

+����� ��,� #������� �� ��	�� �� ���(�� & ���� r�

#�$� P �� 	�
�� ������� �� ��	��� -�� ���
�(�� ��* ���'�� ����

PF 1 + PF 2 = k ���*�

�
�� k � �� ���� ��
���
�� � ����� ��� F1F2� �� ��$�� k > F1F2.

#�$� P ′ � ��.���� �� 	�
�� P �� ���(�� & ���� r� /
���� 	�� ���
�(�� ,�,� r �

��������! �� PP ′� "��� F1 � F2 	����
��� � r� 	�� ���
�(�� ,�*

F1P
′ = F1P � F2P

′ = F2P

#���
�� �� ���� ���)��� �� �������� �)���'��

F1P
′ + F2P

′ = F1P + F2P . ���,�



�� ���������	 
�	�����	 ��

����� ��	 �
�����	 ���� � ���� 
��

P ′F 1 + P ′F 2 = k

��������� P ′ ������ �������� � ����	��

�� �������� �� ����	
� � ���� s

 ��	����� P �� ����� ����������� � ����	� � P ′ 	�� 	�������� �� �����!� � ���� s�

"��#	� �	 	�������	 ��	�	$

�� �� PP ′ = F1F2

%����� ��&$ �������� �� ����	� �� �����!� � ���� s�

 ��� � ���� s � ��������' ��	 	�������	 PP ′ � F1F2 � ���!�� PP ′ ‖ F1F2 � �


������(���� F1PP ′F2 � �� ���)������ ������ �	 �����������	$

•  ��� PF1 ‖ P ′F2� ���!� PF1 = P ′F2�

•  ��� PF2 � P
′F1 	!� ��������	 �� ���)����� F1PP ′F2� ���!� PF2 * P ′F1�

����� 
�� PF1 + PF2 = P ′F1 + P ′F2 = k� +��!�� P ′ �������� � ����	��

�� �� PP ′ < F1F2 �� PP ′ > F1F2

��,� P1 � ���,��!� ��������� �� P 	���� � ���� r � P2 � ���,��!� �� P ′ 	����

�		� ��	�� ����� ���� ��	��� � -���� ��.   �	� PP ′ < F1F2��



�� ������

������ �	
� ������� � ������� � ���� s	

����� ����� ����� ��� �� ���������� ΔPP1F1 � ΔP ′P2F2 ��� ���������� �

P1 � P2� ��������������	 ����� ����� ��� PP1 = P ′P2 � P1F1 = P2F2	

 ����� ���� ���� �� ������!���� ���������������� "LAL# ����� ��� ΔPP1F1
∼=

ΔP ′P2F2	 $���� m(PF̂1P1) ∼= m(P ′F̂2P2) �

PF1 = P ′F2 "�	%#

&�� ����� ����� ���� ���� �� ������!���� LAL ����� ��� ΔPF1F2
∼= ΔP ′F1F2	

 �����

PF2 = P ′F1. "�	
#

������ �'�� �� �'��� ��� �����(�� "�	%# � "�	
# � ���� ������� "�	)#

���������� ���

k = PF1 + PF2 = P ′F1 + P ′F2

&�������� P ′ �������� � ������	

������� ����	
 �� ����	�

* ����	
 �� ����	� �� �� ������ + � ����� O ���������� ���� ����������

�� ���� ��,�� �� �������	

�	
�	����� ���� ���� ���� ��� ����� ��� O ���������� � ������ �� ����� P � ��

��� ��+����� P ′ � ������� � O ��� ��� O + � ����� +��� �� PP ′	



�� ���������	 
�	�����	 ��

������ �	�
 ����� �� ��������	

��������	
��� ���� P �� ���� �������� �� ������ � P ′ � ��� ��������� �� �������

�� ����� O ����� �����	 ����� O � ������������� ���� ����� �� PP ′ � ��

F1F2	 ���� ������ � ������������ PF1P
′F2 � �� �������������� ���� ���� ��������

���������� �� �� ���� ����� ������ ��!���� ������ � "���� �	#	

������ �	#
 ����� �� ��������	

��$� �� ��� �� ���� ������������� �� ����� ������� ��� ���������� �����

F1P
′ = F2P � F2P

′ = F1P .

������ ����� ���������� ���$�� � ���$��� ��� ��

F1P
′ + F2P

′ = F1P + F2P %�	�&

'�� (��)����� P ������� * ������	 �����

F1P + F2P = k. %�	#&

'������� ��� �����+�� %�	�& � %�	#&�

F1P
′ + F2P

′ = k,

�� ����� P ′ ������� * ������	
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����� �����	
�� � ������

� ������ 	� 
�������� 	� ����� ���	� �� ����������� � 	� �� �������	�	� 	�

������� � ������ �������
�� ��� �����
������ ���� ����� 	� �� ��������� ����

� ������ ����� 	� ��������� 	� ����� 
�� �� ���� 	� ������� ���� 
����	�

��������� � 	�� �������� 	��������	� ���� ��� 	� �����
� ��� 
���
������

����� 
���������� 	� ������� !�� ��	�� �� 
����
�	� �� ��	
 ���
� � ��	


��
� 	� ����� 
�� ���� ��" �����	� � ������

#�$�� A1 � A2 �����
� 	� ����� ���� � ���� 	� ������� ��� 
����� �  �
� F1 �

F2 � a = constante ��� ��� PF 1 + PF 2 = 2a� %��� A1 ������
� & ����� ���'� ���(

A1F 1 + A1F 2 = 2a )*�+,

-�� ����� ��	�� � ���� A1� A2 � F1�F2 �� ������
� �� ������� & ������ O 
�� ����

����� � ����� *�+�

.����� *�+( /����
� 	� ����� ������
���� �� �������  �
���

����

A1O = A2O � F1O = F2O )*�0,

� 
���� A1F 1 = A1O−F1O � A2F 2 = A2O−F2O� ���� �����1��	� )*�0, ��� A1F 1 =

A2F 2� #��������	� �� ������� )*�+, ���'� ���(

A2F 2 + A1F 2 = 2a

-�������� A1A2 = 2a� � ������
 ��� �
��� �
�� �������� �� ������ � ���

����� ���
� �
�
� ��� �
�������
 ����� � 2a�

#�$�� B1 � B2 � �����
� ��� ���� ���� � ���� s� %��� s � ��	�����1 	� �������

F1F 2 ���'� ���(

B1F 1 = B1F 2. )*�2,

%��� B1 ������
� & ������ ���'�

B1F 1 + B1F 2 = 2a. )*�3�,

4� �����	�	� )*�2, � )*�3�,� 
��
���'� ���( B1F 1 = a � B1F 2 = a.

5� � ���6����� ΔB1OF2 � ���6����� �� O 
�� ��������� 	� 
���������� a�

������ � ����� *�0�



�� ���������	 
�	�����	 ��

������ 	
�� ������� �� ������ ������������ � ��������� �� �������� �����


�������� OB1 = b � OF 2 = c� ������ ����  ������ �� !��"����� ���#�� $��

a2 = b2 + c2.

%���� $�� a > b
 &����$����������� A1A2 > B1B2
 ' ��(� A1A2 ���" ����������

���� ����� �� ������ � B1B2 � ���� �����


	��
��� O

����� F1 � F2

������
� ����� F1F2

���
���� ����� 2c

���
���� A1, A2, B1 � B2

���� ������ A1A2 = 2a

���� ������ B1B2 = 2b

������ 	
)� *�������� �� ������

����� �����	
���� ��� ������ �� �	� ��
��� ������ ����� �

��	�����

+����� ����� � �������� � ����,-�� �.��� ������ �� ��� ������ � ������ �� ��������

�������������

�
 /��$�� ���� ������ F1 � F2 ��������� ��� �����0

1
  ���� ��� ����#���� �� ������ �� F1 � $�� ����� ��� F20

2
 /��$�� �� ����� A �� ����#���� F1F2 ��� ����������� �� �������� F1F20



�� ������

�� ��� � �	
��� �� ��������� ����� 	�� ���	�������� �� ������ F1 � ��� F1A�

����� F1A = 2a�

�� ������� 	� ����� D �	���	�� �� �� � ���	�������� � ����� 	�� ���� s ��������

����� ������ F1 � D�

�� !���� � ��"����� F2D�

#� !���� � ������$ t �� ��"����� F2D � ����� �� B � ������%&� ����� �����

'� �������� P � ������%&� �� ������$ t ��� � ���� s�

P ( 	� ����� �� ����� ��� ����� F1 � F2 �������� � ���������%&� � �
��

)"	�� ��*+, ������	%&� ��� �("	� � ���������

��������	
��� -��� ������	%&� ���.�� �	� t ( ������$ �� ��"����� F2D � �	� P

�������� � t� /�"�� ���� ���������� �� ������$ �� 	� ��"������ PF2 = PD� -��

�	��� ����� � ���0�.�� �	� F1D = F1P + PD = F1P + PF2� 1�� F1D = 2a� ��� �

��"����� F1D ( � ��� �� ���	��������� -�������� F1P +PF 2 = 2a ���� �	���	�� D

�������� �� �� ���� ���	��������� -��� ������	%&� ���� ������������� ���.�� �	� �

��� �� ����� "	�� � 2a ( ���� �	� � ���2��� ����� F1 � F2� ���&�� ���� ����%&�

��*� � ����� P �������� 3 ����� �� ����� F1 � F2�

-��� � ��� ����� �� ������ P �� �����  ���� ������ � ����������� ����������

��������� ���%4�� �� D �� �� � ���	��������� 5���� �	���� D ��������� ���� �

���	�������� �� ������ ��2���� � �	"�� "���(���� ���������� ����� ������ P

���6 	�� ����� �� ����� F1 � F2 �������� �	���� � �"	�� ��**�
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�	�����	 ��

������ 	
��� ��������� ��� ����� � ��������


���� � ���������� �
�
�
� �� ��������


���� � ���������� �
�
�
� �� ��������


����� ������	 
� ���� 
��������
�	 ��� ���	� � ���� ��������

����������� F1 � F2 �� ����� �� � ���� � 2a �� !� �� ��� ������!� ����� "�� �

����������� �� �������� F1F2# ��$�%�� "�� �� P ��������� & � ����# �����# PF1 +

PF2 = 2a
 '���� �����# � � ���� ������ �� ������ ������ �� � ��� �� ���� ����(���

)�* ������ ���	
 (Rf ) ���� ���� ����� P �������+ PF1 + PF2 < 2a

)�* ������ ��� ���	
 (Rnf) ���� ���� ����� P �������+ PF1 + PF2 > 2a

������ 	
��� ,���(�� �� � ��� ������������ �� � � ����


������� ���� ��� ���� t � ���	���� 
 ����� ��� ���� P ��� � ������� ��� ������

���� ����� ���� ����� � ���� P � �������� 
 ��	��� ����� ����� ������ �� ����� � ����

t ����� � ���� P ���� ���������� ������� �� ��	��� ��� ����� �� ������



�� ������

����� ����	
������ �� ��������� ��� ����� 	 �������

���� ����	
� �� ��
����� ���� �� ����� � ����

 �� 
��� ����� ����
� ������

����

����������� �	
	 � ���� t ���	���	� � 
������ F2D � ��������  ��	�
� � ���

P �

���

���

!	���� ���"� ��� �������� S �� t �	
�	�� �� P �

��������	
��� #���
� ���  ��� P �� ��	�
� ��������  ���� t� $���% ����	
��
�

�
���� ��� 
 ����	
 ���
 �� t ��������� � ���	� �� &��� ��
�� ���'�� (�)� S

�� ��� �������� �	
�	�� �� P 
*�� � ���� t� +� t � ���	���	� � 
������ DF2%

����% SF 2 = SD� (���� ���% SF 1 + SF 2 = SF 1 + SD�

���� ��
	�������� ��	������� ���	���� � ��	,���� ΔF1SD ����
� ���

SF 1 + SD > F1D



�� ���������	 
�	�����	 ��

SF 1 + SF 2 > 2a

������ �	
� �	����� ���� �� �	��� ������ � ����� S �	��	��	 � �	���� ��� ����
 ��

	
���	� ��������� �	
� �	����� ���� � �	�� t � ����	��	 � 	
���	 	� P �

����������� �	
	 � �	�� ����	��	 t � 	
���	 ��� ����� P ����� ����
�� ������ ���

�� �	��	���� �� ����� P ��� ������ �� �	��� ��� PF1 	 PF2�

 ����� ���!" ������	���	 �� �	�� t ����	��	 � 	
���	�

��������	
��� #�����	�	 SP̂F1 	 BP̂F2 �� ����
�� �	�	�������� �	
� �	�� t ��� ��

�	��	���� PF1 	 PF2� �	��	���$��	��	� %� �������
� ΔPF2D� � �	�� t � �	������& ��


��� F2D �� ����� B 	 ����� �	
� $�����	 P � '����� � �
���� PB �� �������
� ΔPF2D

� (���	���& �� ����
� F2P̂D� )���� �� ����
�� F2P̂B 	 BP̂D ��� ������	��	�� #���

�� ����
�� BP̂D 	 F1P̂S ��� ������� �	
� $�����	� ���$�*�	 +�	 F1P̂S ∼= F2P̂B�

,	�� � ���������� ������- �� ��.����	�

����������� �	�	 � �	�� �����
 � �� ����� P �� 	
���	 � (���	���& �� ����
� F1P̂F2�

��������	
��� '��	 �	��
���� � ����	+�.���� �� ������	���	 /��!0� 1	 ����� ���� �

����	��	 �� ����� P �� 	
���	 ����� ����
�� ������	��	� ��� �� �	��	���� PF1 	

PF2� � �	�� �����
 +�	 ����� ��� P ��$��	 � ����
� F1P̂F2 	� ���� ����
�� �	 �	���

�	�����



�� ������

��� �� ���	��
�	� ����	���

�������� 	
�
 ����� F1 � F2 ���	�
 ��
	��	�
 �� ���� π� 2c > 0 � ��
	����� ��	��

��
� ���� a �� ������ ��� 	� ��� a>c� � ���� �����	���� E ��	�������� ���


���	�
 X �� ����������
 ���	�
����
 (x, y) 	��
 ��� d(X,F1)+d(X,F2) = 2a ���������


� ������� ���� d �����
��	� ��
	����� ��������� ��	�� �
 ���	�
 �� ����� �
 ���	�


F1 � F2 
�� �������
 �� ����� �� ���
�� � 
�����	� F1F2 � ������� �� ��	
����

���� � 
�� ���	� ����� �� ������ �� ���
�� � ���� 2c � ������� �������� �����

����� ����	
� �������

� ������	 
������ �� ����� E ��
� ������� �	�
� �� ������ 	
�	�	��� �� �		
�

������� 	��� 	� �	�	� ��
������ �	 ��	 Ox ��
� �������
 	� ������	�� ����� �����

F1 = (−c, 0) � F2 = (c, 0) �	�	 �	��
� � ���
� �� �

!��
� �� �" #	��	 �� ����� �	 ������ 	
�	�	��� �� �		
��������

$� ��	
�	 �	� � ������	 ��%� 	 �	��	 X = (x, y) ��
����� & ������ �� � �	�����

��� d(X,F1) + d(X,F2) = 2a� 	� �����

√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a, '��  (

	� ����� √
(x+ c)2 + y2 = 2a−

√
(x− c)2 + y2. '�� )(

*��+���	 ���	� 	� ����
	� �� ������	 '�� )( �	 ����
��	� 	��,����

(x+ c)2 + y2 = 4a2 + (x− c)2 + y2 − 4a
√
(x− c)2 + y2, '�� %(

*�������	 	� ����
��	� � ���������	 ����� ���

a
√

(x− c)2 + y2 = a2 − cx, '�� -(



�� ���������	 
������	 ��

������	
 �
 ���	�	
 ���
� 
� ����
� � �����	��	
 
� ���	�	
� �
�������� ����

��

a2(x2 − 2cx+ c2 + y2) = a4 − 2a2cx+ c2x2. ������

�
�
� ������	
 
� ���
� �� x2 � y2� 
�������

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2). ������

������ 	� ���	
 a2 − c2 = b2� � ����!"
 ������ �
	� �� ���#��� #
�


b2x2 + a2y2 = a2b2 ������

$���	��	
 ���
� 
� ����
� 	� �����	�	� ������ �
 a2b2 ������

x2

a2
+

y2

b2
= 1 ����%�

&�������� ��� � ����!"
 ����%� '
� 
���	� 	� ������ ������	
 	��� ��(�� 
� �	�#��� �


���	�	
� $���� '
��� ��� ������ ��� ����%� � � ����!"
 	� ������ ��� 
 �������

#
���	��	
� � ���
����� �
��� ��� �����	
��� 	��� #)������ � ������� *�� ���


�	
����� 
 �
#�	�����
 � ������

+��
�)� ��� X = (x, y) ��,� �� �
��
 ��� �����'�!� ����%�� �'�����	
 �� 
���!-��

�����
�� �
 �����	
 �����
� 
������� 	� ����%�� ��� ���)�� �
������ � ����!"


������ � 	��
�� � �����	�	� ������� ��� ��
� ��. ���#��� 	� '
��/

a2[(x− c)2 + y2] = (a2 − cx)2,

������	
 � ��( ���	�	� 	
� 	
�� ����
� 	���� �����	�	� ������

a
√
(x− c)2 + y2 =

∣∣(a2 − cx)
∣∣ ����0�

&�������� ��� ���� ����!"
 ����%�� |x| ≤ a � #
�
 c < a� ������ |cx| < a2� �
�
� 


�1��
 a2 − cx � �
�����
� ������ 
 �����	
 ����
 	� ����!"
 ����0� ��. a2 − cx�

$���� �
	
� 
������� � ����!"
 ����2� 	� ����� �� �����	�� 
������� � �����	�	�

����3�� ���� 1����� �����	�	� �
	� �� ��#��� �� '
��

(x+ c)2 + y2 = [2a−
√

(x− c)2 + y2]2.

4����� ���

√
(x+ c)2 + y2 =

∣∣∣[2a−√(x− c)2 + y2]
∣∣∣ ���56�

��������	
 
 ���
 	
 �	�#��	
 �
 �����	
 ����
� 
� ��,��

(x− c)2 + y2 = x2 − 2cx+ c2 + y2. ���5��



�� ������

���� ��	��
�
� ������ ������ �	� x2 � a2 ���� |cx| < a2� � ������ −2cx �� ��

��	 ����� �����	��� ����� �	� 2a2 �� ��	��
�
� ����� 
�
	� �	� y2 � b2� �	 �� ��

y2 � a2 − c2 !��"�� c2 + y2 � a2 #��	� �	� ��
� � ���� 
� ���	�
� ������ 
�

��$�� � ����� �	� 4a2 ������	���������� � ���� �	�
��
� 
���� ���� � ����� �	�

2a %����� � ����� �&���
� ����� �'
	�� �� ���	�
� ������ 
� ��$(� ���) *�������

����� ��
�� �������� √
(x+ c)2 + y2 = 2a−

√
(x− c)2 + y2,


� ��
� ���
��������� �� 
�
	� � ��	��
�
� �����

%����� +,� 
��������
� �	� ����� � � ��	�-"� 
� ���*��

��������	
 ��� ��
���� ��,��.�� 	� ������� 
� ,���
���
�� ,���������� ��� �	� �

�������� /�,�� 
� ���*�� �� *���,���� ����� � ��&� Oy ,��/���� ������ � +�	�� ���

0���� ,���� � ��	�-"� 
� ���*�� ���)
x2

b2
+

y2

a2
= 1 1 *��,���� *��� 
��������� ����

2��	�� ���3 ����� 
� ���*�� �� ������� ��������� 
� ,���
���
�� ,�� �� /�,�� �����

� ��&� y

��	�-"� � ��)���� �� �	� /�� /���� �������������

����� ������	�
���� �� 	����� �� 	�
��	

���� /�� �*�������
� �� ��-"� �� *�
���� 
����.�� 	�� ���*�� 	���
� ����/4,���

*	������� ��������,�� ������
���� �������� ����� ��-"�� 	�� ��)���� 
� ��	�-"�

����� 
� �	�� *�
���� ��/���� ���	��� ,���,���4���,�� ����� � ����-� 
� ,	��� �	� �

��*������� !��� ��)���� ,�����*���) ����,������ � �����+,�
� ��������,� 
�� �������

��� *���,�*��� 
���� ��	�-"� �	� �"� a � b� ��� ,��� � *��*���
�
� 
� �������� 
����

,	���

������ ������� �
� ��������
� a � b �� �����	
 �������� �� ������

�� ��	�-"�
x2

a2
+

y2

b2
= 1 �������� �	� x2 � a2 � y2 � b2� ���� �� −a � x � a

� −b � y � b ����� /����� � ,�� 	��� 
� *����� 
� 	�� ���*�� ���"� ,����
�� ��



�� ���������	 
������	 ��

������	
� −a � x � a � −b � y � b ������ �� ��������	 
��������� ����

�
	������ �� ��	�� ���� (a)�

���	�� ����� ������������ ��� ���������� ����������� �� �
�����

����������� �� ��	�� � !���"# � �� �����	�
���� a � b ������ �	�

x2

a2
+

y2

a2
� x2

a2
+

y2

b2
� x2

b2
+

y2

b2
.

$��� �%
x2

a2
+

y2

a2
� 1 � x2

b2
+

y2

b2
.

&� ���� ����
	���� �	�

b2 � x2 + y2 � a2.

��� ����� � ���	
��� � ������ �� ���� ���� ������ �������� �� ����� ����
���

� ����� a  b ������� � ����� �����	
���� ������� ������ � ��
�� ���� ���

���� �!� "
 � ������ ��� ������ a  b �� "
�#�� �� ���� ���!� ��������


�� ����� �� ����� ��������� ��� ���� �������� ����� �� ������ ���� �
� �� $���

����� � ��������� ��� �����#�� ��� %��� �� ��&��
�� �
�������� ��� � �����

�
�������� ���� ������ � ��
�� ���� (c)� '(!� ��� ��� ���� ��
��� "
 � ����

���� ��� �
� "
�#�� ���)���� �������� � �*� Oy ��� ������ (0, b)  (0,−b)� +��

����� ��%��� �� �����#�� ���� �
� � ��� �� �*�� Ox  Oy ��� �� ������ ��

��
��� �����,

• (x, 0) �������- � "
�#�� ����.� ��  ����� � x = −a �
 x = a

• (0, y) �������- � "
�#�� ����.� ��  ����� � y = −b �
 y = b

• A1 = (−a, 0)  A2 = (a, 0) ��� �� ������ � �����#�� �� ���� ��� �*� Ox

��*� ������  B1 = (0,−b)  B2 = (0, b) ��� � �*� Oy ��������- �� �*� �������

• ���� �� ����� ����������� ����� F1 = (−c, 0)  F2 = (c, 0) ����!�� ������ "


� ����&���� ��� ��� ������ B1  B2 � ��
�� � a� ���� d(Bi, Fj) =
√
c2 + b2 = a�

���� i, j = 1, 2� /��� ������ ��� *��� 
�� ����
���(���� "
 ������� ��

������ A1� A2� B1  B2 ���� a > b� $����� ���!� ������ "
 � ���� ��� �


�� ����
���(���� �� � ���	
���  �-���



�� ������

������� �����	�
 �
 �����

������	
�� ��� �� X = (x, y)  ������� �� ������ �� ������ (−x,−y), (x,−y) �

(−x, y) �	��� ������ ���� �� ��������� ����	 ���	��� ��� �	����  ����� �	�	 ����

X = (x, y) �	 ������� ���� ������!�� �� ���	��� 	 O� Ox � 	 Oy ������!���� 	 ���	

!���	 � "����� 	 ������  ������!	 �� ���	��� # ���	 $�!	� Ox� # ����	���% �� ��&�����

$�!	� Oy � 	� !����� O�

����� ����	 ��
��
��	 � ����	 
����	 � ����	�

"� ���	� �	�&����� # ������ ��� ��	�	����� 	� ���	� ��� 	 �����!���	� �� 	���	�

�� ����� !��� �����	 	 '&��	 �����

(�&��	 ����) *��	 �	�&���� # ������ �� P �

�������� ���� ���� r ��� ���� � E ��� �	
���

��� r � �������� � E �� r∩E ������ ������ �� ����� P1 ������� ����� �� �������
��

��� �� r � �������� � E � �� P1� � ���� ��� ������ P1 � � �������
��	�� � r ��������

���� �����	 � E �� P1�

+	�	 ����� 	 ���	��� �	 ���	 r� �	�&���� # ������ �	�	 ���	 ���	��� ������� ��

����� P1 = (x1, y1) ���, !�������	�	 	� ��&������ ����������	���)

��� � ���� P1 = (x1, y1) �	�������� 
 E ������	
��� ���	� � ���� Ox� ��

���
� y1 = 0�

-��� P1 = (x1, 0) ������!� 	 E � ���	 ���	��� ������ !.�&	
�� ��� x1 = −a ��

x1 = a� "����� 	 ���	 r �	�&���� 	 E �� ����� P1 = (x1, 0)  ��'���	 !��� 	 ���	

��������!��	� 	� ���� Ox� �� ��/	� �� ���	���

⎧⎪⎨⎪⎩
r : x = −a

��

r : x = a.



�� ���������	 
������	 ��

��� � ����� P1 = (x1, y1) ����������� 	 E �������	
�� ����� � ��� Oy� ��

���	� x1 = 0�

��	� P1 = (0, y1) 
������ � E � 
��� ������� ������ �������� ��� y1 = −b ��

x1 = b� ����	� � ��� r ������ � E �� 
��� P1 = (0, y1) �  �!�� � ��	� � ���


������� �� ��"� Ox� �� ��#��  � �������

⎧⎪⎨⎪⎩
r : y = −b

��

r : y = b.

�$� � ����� P1 = (x1, y1) ����������� 	 E ��� y1 �= 0 � y1 �= ±b�

����� ��� � 
��� P1 = (x1, y1) 
�������� � E ��	 y1 �= 0 � y1 �= ±b � P2 =

(x2, y2) �	 ���� 
���  � E �� ��� x2 �= x1 � y2 �= −y1� %�#� s � ��� ������

 ���	��� �� 
�� P1 � P2 ���&��	� ������ � !���� ���'�

(����� ���') *�� ������ + ���
���

����	� � ���������� ms  � ��� s 
� � ��� �,� � � 
����  �� ���� ��� ��  � P1 �

P2� -� &��� P1 = (x1, y1) � P2 = (x2, y2) 
������	 + ���
�� E �	��� ���

x2
1

a2
+

y21
b2

= 1 ������

x2
2

a2
+

y22
b2

= 1. ����$�

%�,���� � ������  � ����$� �,�	���

(x2
2 − x2

1)

a2
+

(y22 − y21)

b2
= 0

��
(x2 − x1)(x2 + x1)

a2
+

(y2 − y1)(y2 + y1)

b2
= 0

.����� ���� � ��/�� (y2 − y1)/(x2 − x1)  ���	������

y2 − y1
x2 − x1

= −b2(x2 + x1)

a2(y2 + y1)
.



�� ������

������ �	
� �	�	�� ���

ms = −b2(x2 + x1)

a2(y2 + y1)

�	�� mt � ���
������ �� 	�� ����	��	 � 	
���	 �� ����� P1� ����� �	
� �	������

���

mt = lim
(x2,y2)→(x1,y1)

ms.

������������ � ��
� �	 ms 	 ��
��
���� � 
����	

lim
(x2,y2)�−→(x1,y1)

−b2(x2 + x1)

a2(y2 + y1)
= −b2x1

a2y1
.  !���"

#	
� �	�	�� ��� � 	$����� �� 	�� t ����	��	 � 	
���	 �� ����� P1 % ���� ��

y − y1 = −b2x1

a2y1
(x− x1)

��

a2y1y − a2y21 = −b2x1x+ b2x2
1.

&��� b2x2
1 + a2y21 = a2b2 ���	 �	 	��	�	 b2x1x+ a2y1y = a2b2 ��

x1x

a2
+

y1y

b2
= 1

'�� �	( �	�	������ � ���
������ �� 	�� ����	��	 � 	
���	 �� ����� P1 = (x1, y1)�

�	
� �	�	�� ��) ���
������ mn �� 	�� ����
 n �	��	 ����� %
a2y1
b2x1

� ������ � 	$�����

�� 	�� n % *

a2y1x− b2x1y = (a2 − b2)x1y1.

����� �����	
���
 �� �
� ������ � 
�	��


������� ��	� ����� P1 �� ��	
� ������� �� ��� ������� P1F1 � P1F2 �� �����	
��

��� ����� � ��	
� P1 ��� ����� ����� ����� � �
� 	���� 	� ��	
� P1 � �����
�� ��

�	���� F1P̂1F2�



�� ���������	 
������	 ��

������ 	
�� ���� n ������ � ������ �� P1


��������	
��� ���� ����������� � ������� �� ������ �� ��� ����� ��� ���� b2x2 +

a2y2 = a2b2 � � ����� P1 = (x1, y1) ��� ��� y1 �= 0 � y1 �= ±b
 !���� ����" ��#� n �

���� ������ � ������ �� �� ����� �������� P1 = (x1, y1) �� ���$�
 ��#� α � %�����

������� ��� n � � �������� P1F2 " � β ������� ��� n � � �������� P1F1
 &�������'��

������� ��� α = β
 &��� ��������� �� ������� (	
�)*" � ���������� �� �������� � ������

�� P1 = (x1, y1) + −b2x1

a2y1

 ,����" ���� ������� �
� � ���������� �� ���� ������ n +

a2y1
b2x1


 &��� ������� �
- �� ��������.�� ��� ��������� P1F1 � P1F2 ���
y1

x1 + c
�

y1
x1 − c

"

��������$������
 ,����" ���� ������� �
)" �������

tgα =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1

x1 − c
− a2y1

b2x1

1 +

(
y1

x1 − c

)(
a2y1
b2x1

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣b2x1y1 − a2x1y1 + a2cy1

b2x2
1 − b2cx1 + a2y21

∣∣∣∣
/��� � ����� P1 ���� ��0�� � ������ ���'�� ��� b2x2

1+a2y21 = a2b2
 1����� ���� �������

� � ��������� c2 = a2 − b2 �0�+�'��

tgα =

∣∣∣∣x1y1(b
2 − a2) + a2cy1

a2b2 − b2cx1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−c2x1y1 + a2cy1
b2(a2 − cx1)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cy1(−cx1 + a2)

b2(−cx1 + a2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣cy1b2 ∣∣∣
2����������� ���'��

tg β =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2y1
b2x1

− y1
x1 + c

1 +

(
a2y1
b2x1

)(
y1

x1 + c

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣a2x1y1 + a2cy1 − b2x1y1

b2x2
1 + b2cx1 + a2y21

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x1y1(a
2 − b2) + a2cy1

a2b2 + b2cx1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣c2x1y1 + a2cy1
b2(a2 + cx1)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cy1(cx1 + a2)

b2(cx1 + a2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣cy1b2 ∣∣∣
2����" tgα = tg β � ��������" α = β



� �������	


��� �� ���	��
�	� 
���	����

�������� 	
�
 ��������	 � � �
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P

P

F1 F2 h

f F1 A P

PF2 − PF1 = (h− AP )− (f − AP ) = h− f = constante

F1 F2

F1 F2 r

s r s



�� ���������	 
�	�����	 ��

������ �	
� ������� �� ��������� � ������� � ���� r	

��� �������� �� ����	
� � ���� r

���� P � ����� �������� �� ���������	 ���� �� ����� �	� ��!"� ���# |PF 1 −
PF 2| = k# ���� k � � $���� %��"����� � ���� ��� F1F2	 &��"����� P

′ � ��'�(��

�� ����� P � ������� � ���� r	 )����# ���� �� ����� *	*# r � �������+ �� "������

PP ′	 &�� F1 � F2 ������%� � r# ���� �� ����� *	� ��!"� ���#

F1P
′ = F1P

F2P
′ = F2P .

���������� ���" �" ����" ����!"� |F1P
′−F2P

′| = |F1P −F2P | = k	 ,""�#

P ′ ���� ������%� - ���������	

�*� �������� �� ����	
� � ���� s

&��"����� P � ����� ������%���� - ��������� � P ′ "�� "�����%� � ������� - ����

s	 ����� �����"���" "����������� �" "�������" %�"�"�

��� �� PP ′ = F1F2	

������ �	.� ������� �� ��������� � ������� - ���� s	



�� ��������	

� ���� s � 	�
������ 
� ���	���� PP ′ � F1F2� ����� PP ′ ‖ F1F2 � 

���
������� F1PP ′F2 � �	 ��������� �����	 �� ��������� ������
�
���

• �� PF1 ‖ P ′F2 ���� PF 1 = P ′F 2�

• �� PF2 � P ′F1 �� 
������� 
 �������� F1PP ′F2 ���� PF2 � P ′F1�

���

|PF1 − PF2| = |P ′F1 − P ′F2| = k.

����� P ′ ��������  !����"���

#"$ �� PP ′ < F1F2 � PP ′ > F1F2

%����� &�'� ��	����� 
� !����"�� �	 ����(�  ���� s�

��)� P1 � ��)�(� ������ 
� P �"�� � ���� r � P2 � ��)�(� 
� P
′ �"�� ����

	��	� ���� #��� PP ′ < F1F2$� ���
 ����	� ��	*�� ��� � ��������� ΔPP1F1

� ΔP ′P2F2 �� ��������� �	 P1 � P2 ��������+�	����� ��� PP1 = P ′P2 �

P1F1 = P2F2� ����� ��� ��� 
� �����,���� ��
*�����*��
 #LAL$ ��	*��

��� ΔPP1F1
∼= ΔP ′P2F2� ��� m(PF̂1P1) ∼= m(P ′F̂2P2) �

PF1 = P ′F2 #&�-$

."���+�*�� ���
� ��� ��� LAL ��� ΔPF1F2
∼= ΔP ′F1F2� ����	�

PF 2 = P ′F 1. #&�/$

0� #&�-$ � #&�/$ ������*�� ���

|PF1 − PF2| = |P ′F1 − P ′F2| = k.

����� P ′ ��������  !����"���



�� ���������	 
�	�����	 ��

������� ����	
 �� ����	�

� ����	
 �� ����	� �� ��� 	
������ � �� ����� O �����
���� ���� 
��������

�� ���� �
��� �� �
���
��

�	
�	����� ���� ���� ��� ��� ����� �� O 
�������� � 	
������ ��� ����� P �

�� ��� �
���
�� P ′ �� ������ � O ��� ��� O � � ����� ���
� �� PP ′�

��������	
��� ���� P �� ����� ������� �� 	
������ � P ′ � ��� �
���
�� �� ������

�� ����� O ����� �����

�
���  � ! "���� �� �
���
��

O � �
������������� ����� ���
� �� PP ′ � �� F1F 2� ����� ���
�# � ����
�$���

PF1P
′F2 � �� ����������� ��
� ���� �
�����
� 
���������%�� �� ���� ������ ��%

�
���

�
���  ��! "���� �� �
���
��

&���� ��� �� ���� ����������� �� ����� ������� ��� ����������# ���%��

F1P
′ = F2P



�� ��������	

F2P
′ = F1P .

������	
�� ���� 	�������� ����� � ������ ����

|F1P
′ − F2P

′| = |F1P − F2P |. �����

��� �	����� P ���
� � �	������� 
� �

|F1P − F2P | = k. ���!�

�����
�� �����	��	
�� ���!� � ����� ����

|F1P
′ − F2P

′| = k.

"� �#�� P ′ ���
� � �	�������

����� �����	
�� � ���������

$ ����	� �� ��
����% � �� �	������ ���
�� &� 	
'�
�()�  � ��� �����	��� �

�	���	� � ����()� ������� ��� 
��������� ���� ����
� � ��� ��
���� *���

+����� �� ��
��� � 	
���% � �� �	������ ��� � ��� ������ �� ���
�� +���� �� �

�������� � )���	��  �
������ ��� A1  A2� " ���
�� A1A2 ��, ������� �

���� ����	
��	� �� �	�������

"���)��� -� � �����	�
�� �� 	'� ���
�)��� �� �	������ ��� �� ��
�	�����

���� �� ��� ���.����� ���� ����	
�% � ���� ���)�� * +���� ���� A1  A2

���
�� � �	������� ��� �&
	% � ��/ ���� -�0

|A1F1 − A1F2| = 2a �� |A1F2 − A1F1| = 2a ���1�

�
� 2a � �� )���� ��
���
�  �
�� -� F1F2� ��� ����� ����� �� ���� A1� A2  F1�

F2 � � �	����	��� � ���% � � ��	�� O ��
+��� ������ � &���� ����

2	���� ���0 3���	�� �� �	�������

$��	��

A1O = A2O  F1O = F2O �����

����� A1F1 = F1O−A1O  A2F2 = F2O−A2O� ��� ��	�	4�
�� ��� -� A1F1 = A2F2�

�����	��	
�� 
� -��% � ��1 ���� -�0

|A1F2 − A2F2| = 2a.

�����
��� A1A2 = 2a� � ���� ����	
��	� ���������� ����	 
������	 �� ������

���� �� ��������� ����� � ���	����� 2a�



F1F2 2c c

P

|PF1 − PF2| = k k < F1F2

a c

q A2

O c B B′

q b A2B OB = c OA2 = a

ΔOA2B

c2 = a2 + b2.

B1 B2 B B′

s

B1B2 2b



O

F1 F2

F1F2

2c

A1 A2

A1A2 = 2a

B1B2 = 2b

F1 F2

F1 F2

A F1F2 F1F2

F1 F1A

F1A = 2a

D s

F1 D

F2D

t F2D B

P t s

F1D

D

P F1 F2
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�	�����	 ��

������ 	
�� ���������� ��� ����� � ��������


��������	
��� ���� P � ���������� ��� ����� t � s ��� ��� P �� �������� �� ���������

�����  ������� �� �������� F1D
 !����� ��� t � ��������" �� �������� F2D � ��� P

�������� � t# ����# ���� ����������� �� ��������" �� �� ��������# PF2 = PD
 $�� ���

��� ����# �%���&���� ��� F1P = F1D+PD = F1D+PF 2
 ����� ��� F1P−PF 2 = F1D


!����� ��� F1D � � ���� �� ������'��(���� �� ������ 2a # ����# PF1−PF2 � ��������� �

����� � 2a
 $������� P �������� � )����%��� �� '���� F1 � F2
 $��� P �� �������������

 �������� �� F1D � ������������ � ��*����


$��� �%��� �� ������ ������ P �� )����%��� %���� ������� � ������������ �����)����

��'������� �����+�� �� D ��%�� � ������'��(����
 ,����# ������ D ��������� ���� �

������'��(���� �� ������� ���-����# � ����� ���������� ����������� ����� ������ P

���* ��� )����%��� �� '���� F1 � F2 ���'���� ������ � .���� 	
��
 , ���������� ���

����� t � s  ������� �� F1D ��������� �� ������ �� ���� ������� �� )����%���# �����

���� � ����������  �������� �� F1D ��������� �� ������ �� ���� ��������


������ 	
�� ���������� ��� ����� � ��������




�� ��������	

���� � ��	
����� ������� 	� ���	�����

���� � ��	
����� ������� 	� ���	�����

���� � ��	
����� ������� 	� ���	�����

����� ����	�
 �� ���� �����������
 ��� �������� � ���� ����

�����

��	
�����	�� F1 � F2 �
 ����
 �� ��������� � 2a �  ���� ���� ��
��� � ��	��

!� � ��������	�� �� 
�"��	�� F1F2# 
���$
� !� 
� P �����	��� % ���������# �	���#

|PF1 − PF2| = 2a� &�
�� �����# �
 ���
 ����
 �� ��������� �� ���� � ���	� �� ���


��"�'�
# � 
����(

�� ������ ��� ��	
� (Rnf) 
���$
� �	��� �
 ���
 ����
 �� ��������� �	�� ����

��	�� P ′ 
���
��) |P ′F 1 − P ′F 2| < 2a

�� ������ ��	
� �� 	����� F1 (Rf ) �	�� ���� ��	�� P ′ 
���
��) P ′F 2−P ′F 1 >

2a

�� ������ ��	
� �� 	����� F2 (Rf ) �	�� ���� ��	�� P 
���
��) P ′F 1−P ′F 2 >

2a

*�"�� +���( ,�"�'�
 �� ���	� �������	���
 ���� ����������

�������� ���� ��� ���� t � ���	���� � 
� ���� �� �������� �
� ����� P ��� �

������� ��� ���
� ����� ����� ���� ����� � ����� P � ��������� � ��	��� ����� ������

������ ��� ���� ����� �
 ����� � ���� t ����� � ����� P ���� ���������� ������� ��

��	��� ��� ����� �� ���������

����� ���
��������
 �� ���
������ �� ����� � ����

�

��	
����� P � �	���
���� ��
 ����
 t � s ��	����� � -"�� ����.��

P 
���$
� 	� �����	"���	�� % ������� �� 
�"��	�� F1D# � 
���# 	� ���� h2 ��

��������� ������	�� �� ���� F2# ��	����� ��
��� � -"�� +��/�



�� ���������	 
�	�����	 ��

������ 	
��� � ����� P �� ��������� ����������� � ���� t


����������� �	
	 � ��������� t �� �������� F2D � �������� � ��������� �� �����

P 


������ 	
�	� ����� Q �������� �� ���� t �������� �� P 


��������	
���  ��!�� ��� P � �� ����� �� ���� h2 ����� � ���� t
 "�#� Q �����

����� �������� ����� t �������� �� P ���$���� ������ � %���� 	
�	
 &��� t � ��!

������� �� �������� F2D' ���(�' QF 2 = QD
 P � �� ����� �� ���������' �� ��#�'

|PF 1 − PF 2| = F1D
 )����*�!�� ����� ���� %���� 	
�	 ��� ���� �������� ����� Q

����� t �������� �� P ���!�� �� ���+����� ΔQDF1
 "���� �� ������������ ����������'

�������� �� ΔQDF1' ���

QD < QF 1 + F1D �� QD − F1D < QF 1 ,	
-.

������'

QF 1 < QD + F1D. ,	
�.

/�� ����01�� ,	
-. � ,	
�.' ���!��

QD − F1D < QF 1 < QD + F1D.



�� ��������	

������	
�� QD ���� � ���� ����� ���

−F1D < QF 1 −QD < F1D

��

|QF 1 −QD| < F1D.

����
����� ��� QD = QF 2 � F1D = 2a� �
���

|QF 1 −QF 2| < 2a

���� ���� Q �	��	
�� �� P � �����
��� t �
�� � ��
�� P ���� ��
�	�� 
� ���	�� 
��

����� �� �	�������� ���� ���
	��� �� � � ���� t � ��
��
�� � ��� h2 �� �	������� �

P �

����������� �	
	 ! ���� t ��
��
�� " �	������� 
� ��
�� P � �	�����	# �� $
����

F1P̂F2�

%	���� ��&'( �����	����� �� ���� t ��
��
�� " �	��������

��������	
��� )� ��	$
���� ΔDPF2� ����� ��� DP = PF 2 ��	� P �����
�� " ��

�	���	# �� ����
�� DF2� !��	� � ��	$
���� ΔDPF2 � 	�*������� � ���� ��
������� ��

����� ��&' � ����
�� PB � � ������ ����� ��	$
���� � ������� � ���� DF2� +�	�	#�
��

� �����	����� �� ������ �� � ��	$
���� 	�*������ ����� ��� PB � �	�����	# �� $
����

DP̂F2 = F1P̂F2� ,�� � ���� t ��
�� � ����
�� PB 	��	�� ��� t � �	�����	# ��

$
���� F1P̂F2�

-�.� � ��
������� !� � �/ 
� !�0
�	���



�� ���������	 
������	 ��

��� �� ���	��
�	� ����	���

�������� 	
�
 ����� F1 � F2 ���	�
 ��
	��	�
 �� ���� π � 2c > 0 � ��
	����� ��	��

��
� ���� � �� ������ ��� 	� ��� 0 < a < c� � ���� �����	���� H ��	�������� ���

�
 ���	�
 X �� ����������
 ���	�
����
 (x, y) 	��
 ��� |d(X,F1)− d(X,F2)| = 2a

���������
� �������	
� ���� d �����
��	� ��
	����� ��������� ��	�� �
 ���	�
 ��

����� �
 ���	�
 F1 � F2 
�� �������
 �� ���� �� ��������� � 
�����	� F1F2

� ������� �� 
��
��� ����	 � 
�� ���	� ����� �� �
���� �� ��������� � ���� 2c

� ������� �� �������� ����	�

����� ����	
� �������

� �����	
 ������� �� ������
�� H � 
����� �����
��� 
 ������� �� �

��������

����������� 
��� F1 = (−c, 0) � F2 = (c, 0) ���	
 �
��� 
 ���
 Ox� ���� ������	
 ���

 �!��� ��"�# �
��
 �� ������
�� �
 ������� 
��
!
��� �� �

���������


 �
��
 X �� �

�������� (x, y) �������� $ ������
�� ��% � �
����� ��% d(X,F1) −
d(X,F2) = ±2a� &
!
 d(X,F1) = ±2a + d(X,F2)% '�!
����
 
 ����� + �� X ����'��

���� ��(���
 �� F2� �����%√
(x+ c)2 + y2 =

√
(x− c)2 + y2 ± 2a, )��*+

,��'���
��� �
 �������
 ���
� 
� �����
�

(x+ c)2 + y2 = (x− c)2 + y2 + 4a2 ± 4a
√
(x− c)2 + y2, )��"-+

,��������
 �� �
�.����� � �����������
 ������%

xc− a2 = ±a
√

(x− c)2 + y2, )��""+

,��'���
 �
'������ �
 �������


c2x2 − 2a2cx+ a4 = a2x2 − 2a2cx+ a2c2 + a2y2. )��"/+



�� ��������	

�������	
��

(c2 − a2)x2 − a2y2 = a2(c2 − a2). �����

������ 
��	�	
� c2 − a2 = b2 � ������� ����� ��
� ��� ��������� �����

x2

a2
− y2

b2
= 1. �����

� ���!�"�� ��� � ������� ����� #�� � ��
� 
� ��$� �����	�	
� 
��� !�%�� �� ��
������

&	���� ���� '���	��� ��� ����� ( � ������� 
� )��(� ��� ���� � ������� ��	��
���
��

( �������	�� ������� ��� �����	
�"�� 
��� �)�'�"�� � ��$��

*���	)� ��� �� ��	�� �� ���+��� X = (x, y) �����#��� ������ &#����	
� �� �+������

�	�������� 	� ��
�� �	!���� � �(�"�� �������� � �'���
�
� ����� � 
������ � �'���
�
�

���,� ��� ��
� ��� ������� 
� ��'��	�� #�����

(xc− a2)2 = a2[(x− c)2 + y2]

&-����	
� � ���% 
�� 
��� ��� ��� 
���� �'���
�
� ���"���

xc− a2 = ±a
√

(x− c)2 + y2, ���.�

*� � ��	�� X = (x, y) ����!�� �����
� 	� ��'�	
� �� �������� ���
��	�� 
� ���	�

��������	� �	��� x ���+ ��	�� ��� %��� � � �������� ��� �� 
� �'���
�
� ���.� ���+

	�'���!�� /���� ����� � ��'�	
� ��� �� 
� �'���
�
� ��
� ��� ��	��
���
� ��� ��	��

	�'���!��

*� � ��	�� X = (x, y) ����!�� �����
� 	� �������� �� ������ ���
��	�� 
� ���	�

��������	� �	��� x ���+ ������!�� 0� ������� ����� x � a� 1��� c > a > 0 �	���

cx > a2� ��'�� � �������� ��� �� 
� ������� ���.� ( ������!�� /���� ����� � ��'�	
�

��� �� 
�!� ��� ����
� ��� � ��	�� ������!�� 2����	��� ��	�(�"�� � ��	�� ���� ��

��	�� ��3� � �'���
�
��

&#����	
� �� ������4�� 	�����+����� � �(�"�� � �'���
�
� ���5� 
� ������ &���

�'���
�
� ��
� ��� ������� 
� ��'��	�� #�����

(x+ c)2 + y2 = [
√

(x− c)2 + y2 ± 2a]2

√
(x+ c)2 + y2 =

∣∣∣√(x− c)2 + y2 ± 2a
∣∣∣ , �����

2��� 
���
��"�� �� �� � ��	�� 
� �-������� 
�	��� 
� �3
��� ���+ #���� � ��'��	�� �	+�����

�� *� � ��	�� X = (x, y) ����!�� �����
� 	� �������	� x > 0� �	���
√

(x+ c)2 + y2 =∣∣∣√(x− c)2 + y2 + 2a
∣∣∣ � ������ � �-������� �	��� �3
��� ���+ ������!� �

,� *� � ��	�� X = (x, y) ����!�� �����
� 	� �������	� x < 0� �	���
√

(x+ c)2 + y2 =∣∣∣√(x− c)2 + y2 − 2a
∣∣∣� /���� ����� � 	6���� x ( 	�'���!� � � !���� � ������ 
�


�#���	�� x − c ( �'��� � ���� |x| + c� 2��� ������� ����� �� ��� |x| � a� ��(�



�� ���������	 
������	 ��

������ c > a� 	�
����
����
�� (x − c)2 > 4a2� � ���� (x − c)2 + y2 ������

���� ����� �� 4a2� ������
√
(x− c)2 + y2 ���� ����� �� 2a � � ��������� �
���

����� 
� ���
�� ������ ���� ���������

���������� ��� ���� ������ ������� �� ��
�� X = (x, y) � ��������  !�"!# ��

���$ � %���� √
(x+ c)2 + y2 =

√
(x− c)2 + y2 ± 2a

�� � � ������  !��#� &����
��� � ������  !��# ���� ��� ���$��� ��  !�"'#� � ��(��

���� ��
�� X �����
)�
�� * +�������� �����%�$  !�"'#� ,��� ������ � )+����� ��

������ )�
-
�)� �� +���������

����� �����	
 �������	��
 �	 �������� �	�	 ���	 ���	��

�������	

������ ������������ �� +�������� H ���)���� ���� ������ !�"'.

• /�
+� ��
�� X = (x, y) �� H � �
������ � %���� �����)�� )���)����$��� −a <

x < a� 0� %���� �� X = (x, y) �����%�$ � ������  !�"'#� �
���� x2 � a2� 	�
�

����
����
��� � �
�������� �� +�������� )�� � ��������$ �� �����
�� %�)�� Oy

� ��$��� &��� � ����
��� �� X� ����� 
�� +� �������1��� 2����� �� ��(� �

����� �������� � y� ������ � x ∈ R ��� �� (x, y) �����%�$  !�"'#�

• 3� (x, y) � �� ������ ������ �� ������  !�"'#� �
��� (−x, y)� (x,−y) �

(−x,−y) ������ ������ ���� �� ��� ������ ����� �� �����
��� ��� ������ 4����

� +�������� � �������)� �� ������� * ���� %�)�� Ox� * ��������$ �� �����
�� %�)��

Oy � �� )�
��� O�

• (x, 0) �����%�$  !�"'# ��� � ����
�� ��� x = a � x = −a� &�� ����� � �
�������� ��

H )�� � ���� %�)�� Ox � )�
����5�� ��� ��
��� A1 = (−a, 0) � A2 = (a, 0)

� ���6
��� )���)����$��� ����� ������������ −a � x � a � −b � y � b� � )+�����

�� ��������	 
��������� �� +��������� �� �����
��� ����� ���6
��� ����� )�
�����


�� ����� ����� ���

r1 : y =
−b

a
x � r2 : y =

b

a
x,

�� ��)���� � 
��� �� ������	��� �� +���������

/� 7��� !�"� ������
����� � ������ �� +�������� H � ���5
����� r1 � r2 � ������

�� �
����� �� ������ �� H � �� �� )���������
�� ������
���� 
� ����� !�"� �

����)��
���
�� �� ���5
���� r2 �� ������� * )��� H ���� ��� ��)����)��� �� ����
��

��
����. ���� ���� ��
�� �� ���)���� x ����� �� �� a� ��(�� H � R� �����)������
���

�� ��
��� �� +�������� � � �� ���� ���5
���� r2 �����)������
��� 0���� %����� �������

��)����� H = (x, b
√
x2 − a2/a) � R = (x, bx/a)� ���������� �� �� ����
���� ������

���� ��
��� �� ����)��
�� 
� %���� bx/a > b
√
x2 − a2/a� � ������ ����� ������� ����



�� ��������	

�� ����� 	
� H ���� ���� �� R � 	
�  ��� ������� r2 ��� ��������� H �� ��������

	
������ ������ �� �������� �� H � r2� ������� ���� 	
� r2∩H = ∅� �� � ������

 ����!��� d(H,R) �����
� � ����� 	
� x ������ �� �������� [a,+∞[� ����

d(H,R) =
b

a
x− b

a

√
x2 − a2 =

b

a
(x−

√
x2 − a2)

=
b

a
(x−

√
x2 − a2)

(x+
√
x2 − a2)

(x+
√
x2 − a2)

=
b

a

a2

(x+
√
x2 − a2)

� lim
x→∞

d(H,R) = 0.

" ������������ �� r1  ����#�� $�������� ����� %���� ������� %����  ��� ������


� ����&� � '�� ����� ������ ��������

(�#
� )�*�+ ,����������� �� ����&� � '�� ������

"�������� 	
� � -����� �� .���#���� ������ � ���!�#
�� ���!�#
�� OA2B1�

������  ���&�� c2 = a2 + b2�

����� ����	 ��
��
��	 � ����	 
����	 � ��������

� ��� ��#���� � '�� ����� ��� 
� /���� ����� �� ���
� ��� ��� �� ��� ���

��� ��� ��� ����������  ��#����� 0��� ���� ��� ��
����� ��� �#
� )�1��



�� ���������	 
������	 ��

������ 	
�� ����� ��� ����������� H �� �� ����� �����


� ���� t ���� ����������� ���� ��������
 ������ r ������ �� ����� P �� ����

������� � ��������  ���!����� r2" ����� �����" ������ ������ �� ����#� $���� �� ���%�"

���#� �#� �����$�& � ��'��(#� 	
� ���� ���� ��������


�������� 	
�
 ���� t ��� ���� � H ��� 	
�������

��� t � �������� � H �� ��� � �������� � ���	��� ��� ���������� � t∩H ������ ������

�� ������ P1� �	����� ����� �� �������
��

�� �� t � �������� � H� �� P1� � ���� ��� ������ P1 � � �������
����� � t �	������

���� ������ � H �� P1�

) ������������ ���� ����� ��� ����(#� �� ���� t" ��������  *�������� H ��

����(#� +	
�,-" ���*������ �� ����� �� ����.���� P1 = (x1, y1)" ���� �������� � ������


+�- ) ����� P1 = (x1, y1) ����������� � H ��������/�� ����� � ��0� x" �� ��1�" y1 = 0


2��� P1 = (x1, 0) ��������  *�������� H �������/�� ��� x1 = −a �� x1 = a


�����" � ���� r �������� � H �� ����� P1 = (x1, 0) � ��'���� ���� � ���� ������/

������� �� ��0� x" �� ��1�" �� ����(#�

⎧⎪⎨⎪⎩
r : x = −a

��

r : x = a.

+�- ) ����� P1 = (x1, y1) ����������� � �� ��� ����� �� H ��� y1 �= 0


3�1�� P1 = (x1, y1) � P2 = (x2, y2) ���� ������ ������������ � �� ��� ����� ��

H ���� ��� x1 �= x2 � y1 �= y2
 3�1� s � ���� ������� ������������ ��� P1 � P2 


�����" � �������(#� ms �� ���� s ���� ��� ������ � ������ ��� ����������� �� P1 �

P2
 4� $���" P1 = (x1, y1) � P2 = (x2, y2) ��������� � H" �� ��1�"

x2
1

a2
− y21

b2
= 1 +	
�5-



�� ��������	

�
x2
2

a2
− y22

b2
= 1 �����	


�������� �����	 �� �����	 �������

(x2
2 − x2

1)

a2
− (y22 − y21)

b2
= 0

��
(x2 − x1)(x2 + x1)

a2
− (y2 − y1)(y2 + y1)

b2
= 0


����������� ����������

y2 − y1
x2 − x1

=
b2(x2 + x1)

a2(y2 + y1)

������ ���� ������ ���

ms =
b2(x2 + x1)

a2(y2 + y1)


��� mt � ������� !� �� ��� ��"��� # $�������� �� ���� P1� %�"�� ���� ����� !�

��&�

mt = lim
(x2,y2)→(x1,y1)

ms


��������� � '���� �� ms � �����'���� � ����� �����

lim
(x2,y2)�−→(x1,y1)

b2(x2 + x1)

a2(y2 + y1)
=

b2x1

a2y1
�����	

(��� ������ ��� � �)�� !� �� ��� t ��"��� � $�������� �� ���� P1 ���� ���

��������� ���

y − y1 =
b2x1

a2y1
(x− x1)

��

a2y1y − a2y21 = b2x1x− b2x2
1

*��� b2x2
1 − a2y21 = a2b2� ���� �� �����'�� b2x1x− a2y1y = a2b2 ��

x1x

a2
− y1y

b2
= 1

������ ���������� �� ������� !� �� ��� ��"��� # $�������� �� ���� P1 =

(x1, y1)� ���� ������ ��+� � ������� !� mn �� ��� ������ n ���� ���� � −a2y1
b2x1

�

(������ � �)�� !� �� ��� n � ���� ��� ,a2y1x+ b2x1y = (a2 + b2)x1y1�



�� ���������	 
������	 ��

����� �����	
���
 �� �
� ���
�
 � �	������


������� ��	� ����� P �� ��	
� ������� �� ��������� PF1 � PF2 �� �����	
��

��� ����� � ��	
� P ��� ����� ���
� ����� � �
� 
�	��	
� �� ��	
� P � �����
�� ��

�	���� F1P̂F2�

����	�
����� ���� ��	
������  ������ � ��������� �� 
� ���� �	�	�� b2x2−
a2y2 = a2b2 � �� ��	�� P1 = (x1, y1)� ��� y1 �= 0� �����	��	�� � ��� ��
� ����


����� 	� 
�����	� x > 0�

�����  �!"# $�� �	��	�� % ��������� �� P1�

��& t  ��� �	��	�� % ��������� 	� ��	�� P1 = (x1, y1)� ��& α � '	���� ������

��� t � � 
����	�� P1F2 � β � '	���� ������ ��� t � � 
����	�� P1F1� (����	��)
�

��
��� ��� α = β�

(�� �*���

�� + �"�, ���)
� ��� �	���	��� � ��� �	��	�� % ��������� �� P1 =

(x1, y1) �
b2x1

a2y1
� (��� ������ !�" 
 �	���	�-�
 ��
 
����	��
 P1F1 � P1F2 
�� ��


���
y1

x1 + c
�

y1
x1 − c

� ��
��������	��� .	���� ���� ������ !�/� ��
���

tgα =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1

x1 − c
− b2x1

a2y1

1 +

(
y1

x1 − c

)(
b2x1

a2y1

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ a2y21 − b2x2

1 + b2cx1

a2x1y1 − a2cy1 + b2x1y1

∣∣∣∣
0��� � ��	�� P1 �
�� 
����  ��������� ���)
� ��� b2x2

1 − a2y21 = a2b2. 1
	�� �
�

������ �  ������� c2 = a2 + b2 �����)
�

tgα =

∣∣∣∣ −a2b2 + b2cx1

x1y1(a2 + b2)− a2cy1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ b2(cx1 − a2)

c2x1y1 − a2cy1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ b2(cx1 − a2)

cy1(cx1 − a2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ b2cy1
∣∣∣∣

2	�����	�� ���)
��

tg β =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b2x1

a2y1
− y1

x1 + c

1 +

(
b2x1

a2y1

)(
y1

x1 + c

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ b2x2

1 − a2y21 + b2cx1

a2x1y1 + a2cy1 + b2x1y1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ a2b2 + b2cx1

x1y1(a2 + b2) + a2cy1

∣∣∣∣



�� ��������	

=

∣∣∣∣ b2(a2 + cx1)

c2x1y1 + a2cy1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ b2(a2 + cx1)

cy1(cx1 + a2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ b2cy1
∣∣∣∣

����� tgα = tg β � ��	
��
� α = β
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����� � ����
 ���	��
��� ��� ����� ��� ��� ������������� �� 
��� � �� ���� �������

����� �����	
��� � ��	����� 
���� ���
�	� � 
� �� �����

��������

������� �����	
 �� 
���� �� ��	 �	
����	 �	 ������� ��
�	�

��� ���� �� ����	�
� �� ��
�	� �� 
������� 
������� ���	�����

��� �
	�� ��	 
�	 �� ��	���

� � !� ����� ��	�� �	
��� �� ���� �"� ��
������ 	 ��	 
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PQ = P ′Q′ �����
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FP ′ = P ′Q′.
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FD� ����� QF = QD	 
��� D′ � ���� �� ���������� �� ���� �������� r ��� � ����

����������� ��� ���� �� Q	 ������ QD′ � � ��������� ����� � ���� Q � � ��������

r	 � ��������� ΔQD′D� � ���� �� D′ � � ���� QD � ����� �� ������ QD̂′D	 �����

QD > QD′ ��� �������� ���� Q ��������� ����� � ���� t	  �� �����!��� QF = QD

� QD > QD′� �������"�� ��� � ��������� �� ���� Q �� #��� � ����� ��� � ���������

�� ����� �� ������� $ �������� r	 %����� Q ������� � ������ ��� #���� �� ��&����	

'���� ��� ��(����� )	*� t � �������� $ ��&���� �� P 	

����������� �	
	 % ���� t �������� $ ��&���� �� �� ���� P �������� #����

������� ������ ��� � �������� PF � ��� � ���� l ��� ���� �� P � ������� �� ��+�

�� ��&����	

,����� )	)- .��������� �� ���� t �������� $ ��&����	

��������	
��� 
��� t � ���� �������� � ��&���� �� ���� P � l � ���� ��� ���� �� P

������� �� ��+� �� ��&����	 
��� D ���� �� ���������� �� ���� l ��� � �������� d ��

��&���� � B � ���������� �� ���� t ��� � �������� FD	 
���� �� ����� R � S �����

�� ���� l � t �������/������ ���#���� � (����)	)	 0�������� α � ������ � ������ RP̂S

� β � ������ �� ������ FP̂B	 .�������"�� ������� ��� α = β	  � #���� �� ���������

ΔFPD� � /������ P ������� $ ��������� �� �������� FD	 ������ FP = PD � �

ΔFPD � ��1������	 %����� � ������ PB �� ��������� ΔFPD �� ������� �� /������ P

� ������ ��������� �� ������ FP̂D	 
���� ��� � ������ FP̂B � ���������� �� ������

BP̂D� ���� �� BP̂D ��� ������ ����� � β	 0��� �� ������� BP̂D � RP̂S ��� ������

���� /�������� �������"�� ��� α = β	

2��� � ���������� %	*	3	3 �� %4�����	

��� �� ���	��
�	� ����	���

������� �	
	 ��	� r ��	 ���	 � F �� ����� ��	����� ��� ����������� 	 r� ����

�� r ∩ F = ∅� � ���	� ���������� ��� ������ X �� �������	�	� �	�����	�	� (x, y)
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���������	��� �� F � r 
������ ��������� � ��	�� F � 
������ �� ��	� � � ����

r� 
������� � 	����� �������� p ��� ��� d(F, r) = 2p � 
������ �� �������� ��

��������� �	�� d � � �����	
�� ��
�����	��

����� ����	
� �������

���� ���	� � 	
���� �� �������� P � ������	����	 � ����	�� ��������� �	 �����	�

����� ���� ����	� � � ������	 �	 P � ��� 
�	 � ���� �	��	��� �� �	���	��� �������� ���

���������� �������	 � �����  !"! #� �	���� � 	��	 ����	�� � ���� � F (p, 0) 	 � ���	���$

� � �	�� r : x = −p!

%�����  !"& ����� �� �������� �� ����	�� ��������� �	 �����	�����!

'	�� X �� ����� �	 �����	����� ����	������ (x, y)! �	�� ��������� (!� ���������	


�	 d(X, r) = |x+ p|! '��	��	 
�	 d(X,F ) =
√
(x− p)2 + y2!

�	�� �	����� ) !*+� X �	��	��	 , �������� �	� 	 ���	��	 �	� |x+ p| =
√
(x− p)2 + y2!

#�	����� �� 
������� �������	 � ��������	

|x+ p|2 = (x− p)2 + y2


�	 ��� ��� �	$ � 	
�����	��	 � x2 + 2px+ p2 = x2 − 2px+ p2 + y2! '������������

�������	

y2 = 4px ) !-+

#��� 	
���� � �.����� �	 	
���� �	��$��� �� �������� P ! ���	��	 ���	� ������

������ ���� 	
���� �	��$��� �� ��������� �	�	��	��� �	 ���� � ���� �	 ����� 	�

�	���� ��� 	���� �����	�����!

'	 � ����	�� �	� ����	� �� ������	 V �� �������� 	 � ���� �	��	��	��	 �� �	���

	��� �	������ ��� ���������� 	��� F = (−p, 0) 	 � ���	���$ �	�� 	
���� r : x = p!
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����� X = (x, y) �	
�	�	 � ��
����� �	� 	 ���	��	 �	� d2(X,F ) = d2(X, r)� ���� ��

(x+ p)2 + y2 = |x− p|2� �	�	�����	��� �� ����
���� 	 ������������ �������	

y2 = −4px � �!"

��	 � ���
� 	���#$� 
	��%��� �� ��
������ &��� 	���#$� 
	����� ������ �� �����	�

�
�� �	 x ��
 −x �� 	���#$� � �'"�

(	 V = O��
��	� �� ����	��" 	 � )�� �	
�	�	
 �� �	���	�*� �������� �� �� �	���

	�*� �	������ ��� �
�	������ �� 	���#+	� ������� �	
$�� 
	��	�����	��	�

x2 = 4py 	 x2 = −4py � �,"

������ �	�������� ��� 	���#+	� 
	��%���� �� ��
������ -� 	���#�� �

	�����	��	�

�� 	���#+	� � �!" 	 � �," �$� ����� �	�� ���
�  �.�

/���
�  �.0 &���#� �� ��
������

����� �����	
 �������	��
 �	 �	����	 �	�	 ���	 ���	�� ���

�����	

1������ �
��
�	���	� �� ��
����� P ���	� �	
 ������� �� 	���#$� � �'"0

����������� �	
	 (	 (x, y) �����)�% � 	���#$�� 	��$� x � 0� -� �	2�� �	�3�� �����

�	 P �	� ������� �	�������

����������� �	�	 1 ��
����� � �����
�� 	� 
	��#$� �� 	�*� Ox� ��� �$� 	� 
	��#$�

� 
	�� ��	 ����� � ��
��	 	 � �	
�	������
 �� 	�*� Ox� �	� 	� 
	��#$� �� ��
��	

O�

����������� �		 - ��
��	 O � � 4��� ����� �	 ���	
�	#$� �� ��
����� �� �	� 	�*�

�	 ���	�
��� �	 )���� �� 	���#$� � �'" ������ y = 0 ������ 	� x = 0�

(	2�� A 	 B �� ���	
�	#+	� �	 ��� 
	�� �� � ��
����� ��� ��	 	��� 
	�� ���	�3�

� )�� 	 �	2� �	
�	������
 �� �	� 	�*� �	 ���	�
�� �	��� �
��� - �
�5����� V AB �

3����� �	 ��������� ����������� �� ��������� 6
�����	 �	 �� �
�5����� ��7�	�

�	�� �	 ���	 ����� � ��������	 )��� AB 	 ����
� ����� �� ��
5�	�
� p ��)�
�	 �����
�

� ���
�  ����
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��
��	 � ����	 
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� ���	 �	������ � �	�����	 ��� �� ����� ����� �� ����� ��� ��	� �	� �� ����	

	�����	 	� �	�� �	  ��!������ ��� ���	 ���	 ��� ���	 ��������	�� ! �	������� ��������

�����	 	 "���	 
����

�����	 
���� #��	� $�� ���������	� P �� �� ����� ������

%����	 	 ���	 s� �	�	���	 	� ��&� �	 �	�����	� ��� 	 	���	� �� ����� �� �����

��� ���	 ���'	� �(� �	����	) 	 ��"��*(� 
�+ �� ���	 �	�������

�������� 	
�
 ���� t ��� ���� � P ��� 	��
����

��� t � �������� � P �� ��� � 	����� �� ���� �� 	��
��� � t ∩ P ������ �	���� ��

	����� P1� ������� 	���� �� ����������

��� �� t � �������� � P� �� P1� � ���� ��� ������ P1 � � 	��	�������� � t ��������

���� ����� � P �� P1�

,��� ��������	�� ���� �	��� �	�	 	 �$�	*(� �	 ���	 t �	������ � �	�����	 P � y2 =
4px �� ����� P1 = (x1, y1)�

-�. / ����� P1 = (x1, y1) ! '!����� �� P � �� ��0	� y1 = 0�



��� ��������

���� P1 = (x1, 0) ��	
����  ��	����� P �������� ��� x1 = 0� ������ � 	�
� t


�����
� � P �� ���
� P1 = (x1, 0) � ��� 	�
� ��	���������	 �� ���� x �� ����� �

r ! x = 0 � �� ��"�� � �	#�	�� ���� Oy�

$%& ' ���
� P1 = (x1, y1) ��	
���� � P ��� � ��(�	��
� �� )�	
��� �� P � ��
� �� y1 �= 0

*�"�� P1 = (x1, y1) � P2 = (x2, y2) ���� ���
�� ��	
�����
�� � P 
��� ��� x1 �= x2

� y1 �= −y2� *�"� s � 	�
� �����
� ��
�	������ ��	 P1 � P2 � ������ � �������� �

ms �� 	�
� s ���� ��	 ��
��� � ��	
�	 ��� ���	������� �� P1 � P2� +� (�
�� ��

P1 = (x1, y1) � P2 = (x2, y2) ��	
����� � P 
����� ���

y21 = 4px1 $,�,&

y22 = 4px2 $,�-&

*��
	����� � ����� � $,�,& �� $,�-& ��
�����

y22 − y21 = 4p(x2 − x1)

��

(y2 − y1)(y2 + y1) = 4p(x2 − x1)

*�����.����� �����
	����
y2 − y1
x2 − x1

=
4p

y2 + y1

��� ���� 
��	��� %���

ms =
4p

y2 + y1

*�"� mt � �������� � �� 	�
� 
�����
�  ��	����� �� ���
� P1� /���� ���� ��.��� �

%���

mt = lim
(x2,y2)→(x1,y1)

ms = lim
(x2,y2)�−→(x1,y1)

4p

y2 + y1
=

2p

y1
$,�0&

1��� 
��	��� %�% � ����� � �� 	�
� t 
�����
�  ��	����� �� ���
� P1 ���� ��	

��������� ��	

y − y1 =
2p

y1
(x− x1)

��

y1y − y21 = 2px− 2px1.

���� y21 = 4px1 ������� ���	�)�	 y1y = 2p(x+ x1)

1��� 
��	��� %�2 � ���.����
� ������	 �� 	�
� ��	��� � − y1
2p

� ��� ����� � �

y1x+ 2py = x1y1 + 2py1



�� ���������	 
������	 ���

����� �����	
���
 �� �
� ������ � ��� ��������

������� ��	� ����� P1 = (x1, y1) �� ��	
� ������� �� ������� P� P1F � �����	
�

��� ���� � ��	
� P1 �� ���� ����� ���� � n � �
� 	���� � P �� P1� ���� r � �
�

��� ��	
�� P1 � � ������� �� ���� �� �������� �	
��� � �
� 	���� n � �����
�� ��

�	���� ������ ���� �����	
� P1F � � �
� r�

�����	 
��� ���	 n ����	� � �	�����	 �� P1�

����	�
� ��� ��������� 	 ���	��� �	 �	�����	 �	 ����	  	�!�� 	

y2 = 4px

"�#	� n 	 ����	� � �	�����	 P �� ����� P1 = (x1, y1)$ r 	 ���	 �	�	���	 	� ��%� �	

�	�����	$ � � �������� P1F $ �	�  ��� �����	 	 &���	 
���� ��������� α � '�����

����	�� ��� n � � �������� P1F � β � '����� ����	�� ��� n � r� (�������)�� �����	�

��� α = β � (��	 �%������� *
�+, 	 �� ���	��� �	 ���	 �	������ � �	�����	 �� P1 =

(x1, y1) -
2p

y1
� .���$ ���� ������	 ��/$ 	 �� ���	��� �	 ���	 n - − y1

2p
�

(��� ������	 ��� �� ���	��� �� �������� P1F -
y1

x1 − p
� 0����$ ���� ������	 ��1

���)�� ���

tgα =

∣∣∣∣∣∣∣∣
− y1
2p

− y1
x1 − p

1− y21
2p(x1 − p)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−x1y1 + py1 − 2py1

2px1 − 2p2 − y21

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −x1y1 − py1
2px1 − 2p2 − y21

∣∣∣∣ .
���� P1 = (x1, y1) ���� ����� 	 �	�����	$ �����$ y21 = 4px1� "����������� ���� 2	���

�� y21 �	 3����	 ���	��	��$ ���)�� ���

tgα =

∣∣∣∣ −x1y1 − py1
2px1 − 2p2 − 4px1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−y1(x1 + p)

−2p(x1 + p)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ y12p
∣∣∣∣ *
���,



��� ��������

��� ��	 
�� � �������� �� r � 0� ��������

tg β =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0−
(−y1

2p

)
1 + 0

(−y1
2p

)
∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ y12p
∣∣∣∣ . ������

�������� �� ������ � ������� ��������� 
�� α = β



� �������	 
������ �� �������

��� �����	
� ���� ��� ������� ���� �� ���� ���

�������� 	
�
 ����� ��� �	
� r 	 �� ���
� F �� �	�
	��	�
	 � �	
�� � 	����	�

� ��������	 	 � �������� ���	� �	� �	������ ���� � ����� �	���
���� ��� ���
�� ����

���� ��� ���
������ �� ���
� F 	 � �	
� r � ��� ����
��
	 �	�� ����
��� ��	 �	�	��	 �	

���� ������  �
� ����
��
	 �	�� ������� �	 �����������	��� � �	
� r �	�� �������

�	 �������
 	 � ���
� F ���� �	�� ������� �	 �����

����� r � ��� ������� F � ����� d � ��������� ���������� � P �� ����� �������

�� ����� ���
�� � ��������	
� ���� ���� �� �����	
� !�" ���� �� ���� ���� ����

!�" ���� e1� e2 � e3� ��������� ���� � ����� �
� �� �#������������ �� ������� $�� %��� �

��&%���� ���������������

'���� !�"� (������ �������� �� ����)�������

*��� � ������	
� +�,�-�" �� +�.������

+ ����� �%� �)�� � �#����
� ����/���� ��� ������� �������)�� �� �����	
� !�"�

(������� � ������� �� ���������� ���������� xOy� �� ��� � ��#� Oy ��������

��� � ��� ������ r � � ��#� Ox ���� � ��� ����������� � r �������� ���� ���� F �

(������� F ��� ���������� (2p, 0)� ���� p > 0 ������� � ���� !�,�

"01



��� �������� 	���
��� �� 
���
�

�����	 �
�� ������� ������������� � ��	�� �	�����	��

���	 P = (x, y) �� �����  �	� ��� ��!��  �	� ��� ��	 �	� �"���	�
 #��	 ��������

�
� ������  ��
d(P, F )

d(P, r)
= e $�
�%

���� e & 	 �'���������	�� �	 �"���	 � d & 	 ����(���	 �������	�	
 )�����  �� d(P, F ) =√
(x− 2p)2 + y2 � ���	 ���������� �
� ����������  �� d(P, r) = |x|. *������+���� 	

� �	��� $�
�% �� �������	�	� �	�����	�	� �!�&����√
(x− 2p)2 + y2 = e|x|

,��+	��� 	�  �	��	�� 	�!�� �� ���!���

(x− 2p)2 + y2 = e2x2

,'�	������ � ��������	���

(1− e2)x2 − 4px+ y2 + 4p2 = 0 $�
�%

 �� & 	 ������� ��	�
 �� ��� ���� �	�	 ���	 �������� �
�
 #	�	 ��������	�

�	�	 ��	 �	� ��-� �"���	� ���. 	�	���	�� �� +	����� �	 �'���������	�� e
 �+������ ���

��������� �	����

���� e = 1

/ � �	��� $�
�% ����	����

−4px+ y2 + 4p2 = 0.

0���	��� y � ��������	���1

y2 = 4p(x− p) $�
2%

3�������	��� Ō = (p, 0) ������� ������ �� ����� ������	 �� �������	�	� x̄Ōȳ ���� Ō

& 	 ������
 �	����� 	 ��	���	��� �� ������	 xOy �	�	 x̄Ōȳ1 ���	 �������� �
21 �������

�	�	���� 	� ��������� ���	�4�� ����� 	� �������	�	��

x̄ = x− p � ȳ = y.



���

����� � 	
���� ����� ���	 �	� �		������ ����

ȳ2 = 4px̄


�	 � � ������� ��	�
�	� 	� ������� �� ����	�� x̄Ōȳ ������ �� �	�� ����

���� � ��������� ���� � ����	�� x̄Ōȳ �	� �	!

• "����	����� �� #���! F = (p, 0)

• $
���� �� ���	���%! r : x̄ = −p

• &	��	�	����� '	��������!

(�'��� ���! )���	�� x̄Ōȳ 	 �*���� ��� 	+�	���������	 e = 1�

���� 0 < e < 1

,��� 0 < e < 1- 	��� 1− e2 > 0� .�/������ � 	
���� ����� ��� 1− e2 ����� �	!

x2 − 4p

1− e2
x+

y2

1− e2
=

−4p2

1− e2
.

"����	����� �� 
��������- �	� �	

x2 − 4p

1− e2
x+

4p2

(1− e2)2
+

y2

1− e2
=

4p2

(1− e2)2
− 4p2

1− e2
.

)�����0�����- (
x− 2p

1− e2

)2

+
y2

1− e2
=

4p2e2

(1− e2)2
.

.�/������ �	���� � �	���� ���
4p2e2

(1− e2)2
=

(
2pe

1− e2

)2

�	� �	-(
x− 2p

1− e2

)2

(
2pe

1− e2

)2 +
y2

4p2e2

1− e2

= 1,



��� �������� 	���
��� �� 
���
�

��� ���� 	�
 �	�
�� �� ��
��(
x− 2p

1− e2

)2

(
2pe

1− e2

)2 +
y2(
2pe√
1− e2

)2 = 1. �����

�������� � 
��	����� ��
� � 	�	��� x̄Ōȳ ��� �
���� Ō =

(
2p

1− e2
, 0

)
���� ��
⎧⎨⎩ x̄ = x− 2p

1− e2

ȳ = y
,

�������� a =
2pe

1− e2
� b =

2pe√
1− e2

� ������� ����� ���� 	�
 
��	�
�� ����

x̄2

a2
+

ȳ2

b2
= 1 �����

��� � � ������� ��	�
�	� 	� ����� �� 	�	��� x̄Ōȳ ����� �� 	���� �� �

����� � 	������
�� 	� �����

!�"	 � 
��	����� ��
� � 	�	��� x̄Ōȳ � �������� F = F1 ���� �� ��	 ����	 ��

����	� � r = r1# ��$	�%

• &��
������	 �� ����% F1 =

(
2p− 2p

1− e2
, 0

)
=

(
− 2pe2

1− e2
, 0

)
= (−ae, 0)

• ������� �� ��
�
�'% r1 : x̄ = − 2p

1− e2
= −a

e

• (��
�	������ �����
���%

)���
� ���% *�	��� x̄Ōȳ � �+���� ��� �,���
������� 0 < e < 1�



���

�� ������	 x̄Ōȳ 
��	��� �� F1 � r1 ����� ���	��� � ������	 �	 ������ Ō ��
�����

�����	 	 ���	 ���� ��
������ 	���	 �� ���������� �� F1 � r1 �� ���	��� 	� ���� Ōȳ�

� ���	� �  �
�� F2 = (ae, 0) � 	 ���	 r2 : x̄ =
a

e
� !
���� F2 � r2 ��� ��� ����"	��
���

� ���� ���� � ���	 �������# �	 ��� �� �� �	����	#�� 	 ��	��� $��%&� '� �	��� ���	

P = (x̄, ȳ) �  �
�� �	���� �	 ��� �� ��� ����
������	�� e �	�	 	
��������
��� (�

F2 � r2 ��� ��� ����"	��
�� ���� � �������# ����	 ��� �� �
���� 	 ���
���� ��� � �	�������	�

� ���	�

d(P, F2)

d(P, r2)
= e � d(P, F2) = ed(P, r2).

!� ������
	�	� �	�����	
	� 
� ������	 x̄Ōȳ ������√
(x̄− ae)2 + ȳ2 = e

∣∣∣a
e
− x̄
∣∣∣ .

!��"	
�� 	� �	��	�� 	�)�� �� ���)���

(x̄− ae)2 + ȳ2 = e2
(a
e
− x̄
)2

.

!� 	
��
�� � ��� ����	
�� ������ ��

(1− e2)x̄2 + ȳ2 = (1− e2)a2.

'�"���
�� ���)�� 	 ���)��  �� (1− e2)a2

x̄2

a2
+

ȳ2

(1− e2)a2
= 1.

��
���� (1− e2)a2 = (1− e2)

(
2pe

1− e2

)2

= b2� ��
������ ��

x̄2

a2
+

ȳ2

b2
= 1

*����� 	 ��� �� � �	 �+
��	 ��  ���� ���� ����� � �	� �������#�� ��
����� �����	

	 ���	 ��%�



��� �������� 	���
��� �� 
���
�

������ 	
�� ��� � ���������� �� ������


� ������� �	
�� � ��
�	��� ����� � � ����	
�������� �� �����

���� 2c � ��������� ���� �� ��� ������ ���� ��� ��������� � ������� F1F2


����������  ������� ��������� ������� ��� F1 = (−ae, 0) � F2 = (ae, 0)� �����

F1F 2 = 2ae
 ����� ����

2c = 2ae � e =
c

a
.

 � ����� � �!������������ e ��� ��� �!������ ���� ����
c

a

 "��#�� ��� ���� ����

����  ����� � ��� �� ������� � �� ���!���� � ����� Ō � �� $%������ (−a, 0)

� (a, 0) �� ������� �����&����  ������ �� ����$�� �!������������


��� e > 1

'��� e > 1� ���� e2 − 1 > 0
 (�$����� � ����)� *	
�+ �� e2 − 1 � ��$������ 

����� �� ����� �� ��,� � ���� ,�%�#���

x2 +
4p

e2 − 1
x− y2

e2 − 1
=

4p2

e2 − 1
.

��������� � ��������� ���#��

x2 +
4p

e2 − 1
x+

4p2

(e2 − 1)2
− y2

e2 − 1
=

4p2

e2 − 1
+

4p2

(e2 − 1)2
.

������&����� (
x+

2p

e2 − 1

)2

− y2

e2 − 1
=

4p2e2

(e2 − 1)2
.

(�$����� ���,� � ���,� ��
4p2e2

(e2 − 1)2
=

(
2pe

e2 − 1

)2

��� ���

(
x+

2p

e2 − 1

)2

(
2pe

e2 − 1

)2 − y2

4p2e2

e2 − 1

= 1,



���

��� ���� 	�
 �	�
�� �� ��
��(
x+

2p

e2 − 1

)2

(
2pe

e2 − 1

)2 − y2(
2pe√
e2 − 1

)2 = 1. �����

�������� � 
��	����� ��
� � 	�	��� x̄Ōȳ �� �
���� Ō =

(
− 2p

e2 − 1
, 0

)
���⎧⎨⎩ x̄ = x+

2p

e2 − 1
ȳ = y

,

�������� a =
2pe

e2 − 1
� b =

2pe√
e2 − 1

� � ������� ����� ���� 	�
 
��	�
�� ����

x̄2

a2
− ȳ2

b2
= 1 �����

��� � � ������� ��	�
�	� 	� �������� �� 	�	��� x̄Ōȳ � ��� �� 	���� ��!�

����� � 	������
�� 	� ��������

"������� F = F1 � r = r1 �� ��� F = (2p, 0) � r : x = 0� ��#	 � 
��	����� ��
�

� 	�	��� x̄Ōȳ ��$	�%

• &��
������	 �� ����% F1 =

(
2p+

2p

e2 − 1
, 0

)
=

(
2pe2

e2 − 1
, 0

)
= (ae, 0)

• ������� �� ��
�
�'% r1 : x̄ =
2p

e2 − 1
=

a

e

• (��
�	������ �����
���%

)���
� ���% *�	��� x̄Ōȳ � �+���� ��� �,���
������� e > 1�



��� �������� 	���
��� �� 
���
�

�� �����	
 x̄Ōȳ ���
��� �� F1 � r1 ����
��� � ������
 �
 �����	 Ō ������	� 	����



 ����
 ���� ��������� 
���
 �� ��	������� �� F1 � r1 �	 ���
��� 
� ���� ȳ� �� �� 
�

� !���� F2 = (−ae, 0) � 
 ���
 r2 : x̄ = −a

e
� "����� F2 � r2 ��� ���!����#
	�����

� ����� ���� � ����
 ���
 �������$ �
 %�!��&��� �� �
����
$�	 
 ��
��� '��()� *�

�
��� �� 
 P = (x̄, ȳ) �	 !���� �
���� �
 %�!��&��� �� �����������
�� e �� �����	


x̄Ōȳ ��������
�� 
�������	����� +� F2 � r2 ��� ���!����#
	���� ���� � �������$ ����


%�!��&��� ������ 
 �������� ��� � �
�������
� �� �� 
�

d(P, F2)

d(P, r2)
= e �� d(P, F2) = ed(P, r2).

"	 �������
�
� �
�����
�
� �� �����	
 x̄Ōȳ ��	���√
(x̄+ ae)2 + ȳ2 = e

∣∣∣x̄+
a

e

∣∣∣ .
"��#
��� 
� �
��
�� 
	&�� �� 	�	&���

(x̄+ ae)2 + ȳ2 = e2
(
x̄+

a

e

)2
� �����#��#���� �� �
��
��� � ��	!����
��� ��	���

(1− e2)x̄2 + ȳ2 = (1− e2)a2 �� (e2 − 1)x̄2 − ȳ2 = (e2 − 1)a2.

*�#������ 	�	&�� 
 	�	&�� !�� (e2 − 1)a2

x̄2

a2
− ȳ2

(e2 − 1)a2
= 1

��	� (e2 − 1)a2 = (e2 − 1)

(
2pe

e2 − 1

)2

= b2� ����� �&��	���

x̄2

a2
− ȳ2

b2
= 1

*�$��� ����� �� 
 %�!��&��� � �	
 �,���
 �� !����� ���� ����� � ��
� �������$��

������	� ������
 
 ����
 ��(�
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� ������� �	
�� � ��
�	��� ����� � � ����	
�������� �� ���������

���� 2c � ��������� ���� �� ��� �������� ���� ��� ��������� � �������

F1F2
 ����������  ������� ��������� ������� ��� F1 = (ae, 0) � F2 = (−ae, 0) 

���! F1F 2 = 2ae
 ����� "�� 

2c = 2ae � e =
c

a
,

� ���� � �#������������ �� �������� ��� ��� �#������ ���� ���!
c

a
.

$��� �� ������%! &
'
(
' � &�)����� � ��*���� �� �#�����!

(1− e2)x2 − 4px+ y2 + 4p2 = 0
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& ������ �� ��)� ���� ��������� ������������ � ��+��%! 	
� ��� ��� ���������

�� �������� �����

���	���� ���� ���� r ��� ���� � F �� 	
��
 ��
 	��������� � r� ����
� ��� ����

C 
� �������� r� �

 F � ������������ e � 
 
�����
 �� �
�
� �
� 	
��
� P ���� ����

d(P, F )

d(P, r)
= e


��� d ��	������� �������� ���������� �� 0 < e < 1� � ���� ���� ��� ���	��� e = 1

���� ��� 	����
�� � e > 1 ���� ���  �	���
���
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������	 
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	����� ��� ��	� ��� �	� ���
� ��� �	�� 	 �� ����� ��� �	��	��	��	

� 	��� 
	�	������	 ��� ���� ���� ��� ��	 	����� ������
� � 	��	����
�
	 1� !���

� 	���	 	 � "�#� ��	 �	���	 ��� $��%�� 
	 ������� �� �	&�� ���� ��
� ���	�� �	�� ��

��	����� 0 < e < 1 
	�	������	 ��� 	���	 	 ���� e > 1 ��� "�#� ��	� '��� ��
	 �	�

������
� �	�� �(��� ���)

*(��� ���) *��%��� 
	 �+�����

,	&� � ���������� -���.�/ �� -�0�
�	�

��������	
 ��� 1 	���
� 
� �	��� 
�� �+���� �� 	����� ��
�	������ ��� �	��

�����
� �	��	 ��� ��"�� �� 	������� ��
	��	 &������� � ���(�	��� 
� �	�� 
�	���

�� 
	����� ��� ������
���	 
� ��� ��"� 
� ���	�����  	�(� 2�!� 3��
	�� 4�56. �

��.57� 	����� 	� 1822�

8	(��
� � 
	����� 
	 3��
	��� 
�
� �� ���	 	 �� ������ ��� ������
� �	��

�#���	� "� �	���	 ��� �� 
��� 	�$	��� ���(	��	� �������	��	��	 �� ���	 	 �� ������

- ����� 
	 ��	��	��� 
� ����� ��� � ���	 # ��� �+��� 	 �4�7 �����4�7 
	 ���(0���


�4�7 	�$	��4�7 ��� � ����� #4���7 �4�7 $���4�7 
	��� �+��� ���$���	 ������ � �(���

��6� - �	�� 
�	��� ���� ��
� �+��� # 
�
� �	�� ��	��	��� 
� ����� 
� �+��� ��� �

����� ��	 ����#� c1 �� c2� ��
	 c1 	 c2 ��� �� �����$	�0���� � �
�� �	�� ��	��	���


�� 	�$	��� ��� � ���	�
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��������� ���� � �� ��� 	��� �� ���� ���
 ��
������ ��������� �� ��


������� 	��������� ������� �� ���� ����� �� � ���  ���
�������

!� 
����� �� 
������� 	���������" � � 	�
 �������� � ���� � ��
� ��� �

����# � � 
������� 	�
 $���� �� ����
���%" � ���� �
� $���� ��� ��
���	
&����%�

'�
� ��� ������ � �� ����
�� ( ������ � ��
���
� a ( ����
 �� b  ���� ��� �


����� ��� �������
b

a
�� ( �������� ��
 ��������	�	� 	� ���
�� � !��� 
����

�
��� �� ���
���� ]0, 1[ ���� 0 < b < a� )���� ������ ���� �
* ���
b

a
����


� 1" ���� � 
������� 	��������� � ��
� ���
� � �� ����
���  ��
����� ����

�

������� �
� � ����� '�
 ���
� ����" ������ ���� �
* ���
b

a
����
 � 0 ����

�������� �
� � ����� )  ���
������ e" ���� ��� 
����
c

a
" ( ���
� ��������
 ��

	�
�� ���� ��
��� +�� �� ��

(
b

a

)2

+
( c
a

)2
= 1 ������ �� ��� ����
�

b

a
��

c

a
� ��
� ��� � 1 � ���
� � ��
� ��� � 0� !� ���
�� �����
��" ������ ����
 �

 ���
������ ���
 �
� ��� ���
������  �����
��� '�
 ����" ��� ���� ���������

�� ����� ��
� �� �����
c

a
( ���� �
* ��� � 1"  ���� �

�������� ������ ��
� �����

c

a
��� ���� �
* ��� � 0� ,-�
� � .��
� ���/�

0���
� ���/1 2����� ��
  ���
������  	�
�� �� �����

!�-�
� �� ����� ��� �3�� ��
���	
&�����" ������ �� �������� ������ ���
��
�

��� ( ������� �.
��
 �� ��� ��
���	
&���� ( ��� $���� �  ���
������ ����%"

�� �3�" ���� a = b  e = 0�
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���� )���5�5 �� )�&�����
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�� ������	
��� 	� 	�������	� 	 ��������� ��� �������	 ���	
�� ��� � ����	�� ���	

����	� ���� 	� ������	
��� ��� �������		� ���� ������ b/a�  �� ���! 	�����	� 	�

���"����� ���	����	�� ����� � ����	�� 	 ��������� �	���� ����� � ��� ���"�����

���	����	�� #� �	����� � b/a ��$%���� � 1 ����	�  �� ���� ���"����� �� 	�������	

	 ��  �	�	�& �	����� ����� �	�����  �� 1 �� ����� ��$%���� � 0 ����	�  ��

��� � �	�� 	����	� '	��� � ��������� �� �	�%� � �������(� � ���	
�� c2 = a2 + b2�

����	 ������ 	 ������ ��� a2� ������� (c/a)2 = 1 + (b/a)2� )��*�� �����+	� �

������ e = c/a� �� ��,	� 	 �%��������	� 	 ���������� ���� ����	�� 	 ��	 ����	

'����  �� e > 1� 	� �����!��� 	 �%��������	� 	 �������  �� �������� 	� ������	��

]0, 1[ (� -�	�� e � �� ������ .����� ��$%���/ � 1� b/a � .����� ��$%���/ � 0�

����	��  �� 	 	����	 � ���"����� ���	����	� � ����� �����  �� ��	 �	��� #� �	���

	 ��������� ���� ����	���� �	�� ����	�� �	� ���%���	�� �� ��������� � 	����*��

����	����� 0 ���	  �� |x| ������ �������� �����	 	 1���	 2���� )�� ����� �	� ��

e � ����� �	���  �� 1 ����� b/a �	���� ���!� # ���"����� ���	����	� ��� 	����	

����� �	���  �� 	 �	��� 3���� �	��� �	 ��+���	�
	 �� �������� �� �	��� 	 ���������

����� �	�	 	� ���	� x = a � x = −a� � ���� ������ 	�	��	�*�� ����	����� ��	� 0

���	  �� |x| ������ ���� �����	 	 1���	 2����

4����	 2���5 6��	
�� ����� �%��������	� � ����	 	 ����������

7�,	 	 �������
�� ��8�9�: �� ��;�����

���� ����	
��

���� ��	 �	�!���	 ��� �%��������	� ���	� 	 1 ���*�� �+�� �����  �� ��	� ��	�

��� ������	����� )	�	 ����	��+	� ������ ���	 �������	� ���*�� 	�	���	� � ���"�����

���	����	� 	�����	� 	 �		 �	�!���	 1���	 2��8�

<� ���� ��� .�	�� 	����	�/� ���� �� �� p ����� ��� �	���  �� � ����������� � AB�

	 �	�!���	 ����	 .�	�� ����		/� <�� 	� �����!���� AB ������� ����������� ��� �	���
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��	
����� �� AB �  ��
 �� ���� ���� � �� ! ��
��
�"� � ��#��  ��	
�����

�� AB 	�
� ���� �� 	�
������ � 4p� $���
��%�� ������ ��� � ������ �  �&��

AV̂ B � � ������ �������
 ��� ��#� � 	�
���� ������
���� �
����� � �
� �&���

������������ �� ���� �� 	�
����� �� �����'������ ����	������������ � ���
 ��

p�

(�&�
� )���* +����'���� �� �
� �&��� ������������ ��� 	�
������

,�#� � ����
��� -���.�/ � -	0������

��� �����	
 ����	�����


$ ����� �� 
����� ���
� �� �1����� � ���� �2����
�������� � ��	
������3��� 	�
�

� ������� � ��	�
��� ��� �
��� &����
���� ����
������� 	
 ����� ��
���� +���

������ 	
������%�� ����� ���� �
����'�
 �� ������� �� �������0����� � ��#���� ���

�1����� � 	����

����� ����	
� �� ����������� ����� �� �������

�������� 	
�
 ���� E �= ∅� �����	
� ������ 
���� E � ���� 
���������� R �� E×E�

�������� 	
�
 ��� ������ R 
���� �� �������� E ��� ����� � ������� ������ ��

������������ 
���� E 
�� � 
������ 
�� R � ��������� 
�������� � ����
������ �
�� �� 
�


�� ����������
 �
 
������
 

i) (∀x)(x ∈ E =⇒ xRx)

ii) (∀x ∀y)(xRy =⇒ yRx)

iii) (∀x ∀y ∀z)(xRy � yRz =⇒ xRz)

�������� 	

 ���� E �� �������� ��� ����� ��� a�b ∈ E � R ��� ������ ��

������������ 
���� E� �� � !�� (a, b) ∈ R� ����� ���	
� ��� a � ����������� � b �"����

R ���������	
� !�� a ≡ b mod (R)�
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	�� �� ���� � ��	��� 	� ���	� � e > 0 � ����	��������� �� ����


�� ���� �
���� � ������ ���	�� 
�� ������� �	��� � �����	�� �� C ������ ��

��
������ �� ����	��������� ���� �����	��� �� ���� ���� a � b ��	��� �����	��	!

�� �� ��	�
	�� C� ��"!� #
� a � �������	� ��� b ���� ������� R � � ����	���������

�� a ��� ��
�� � ����	��������� �� b� $�� ������� � ��	����� ��� aRb�

%	����	�� � ������� R ���� a b c ∈ C ���!� #
�&

i) aRa ��� ∀a ∈ C a ��� ���� ����	��������� �� a�

ii) aRb =⇒ bRa � �� � ����	��������� �� a � ��
�� � ����	��������� �� b �	��� �

����	��������� �� b � ��
�� � ����	��������� �� a�

iii) aRb � bRc =⇒ aRc� �� a � b �'� � ���� ����	��������� � � ����	��������� �� b

� ��
�� � ����	��������� �� c �	��� � ����	��������� �� a � ��
�� � ����	���������

c�

(����	�� ���� ���	���� )�* � ������� R � 
�� ������� �� �#
����'	����

������� �	
	 ����� E1 � E2 ����� ��� �#
��+� ��	�	��� E1 :
x2

25
+

y2

16
= 1 �

E2 :
x2

100
+

y2

64
= 1� �� ������ ��� � ��
�� ���� �	��������	�� � ����	��������� ��


�� ����� ���� �� ���� ��� e =
c

a
� ��,�!� #
� c � � ���-	��� ����� �� ����� �

c2 = a2 − b2 �	�� a � b �� �����������	�� � ������ �� ���� ����� � ���� ��	�� ��

������ ���� ����� ���!� #
� eE1 = eE2 = 0, 6 � �����	�� E1 � E2 �� �#
�����	���

.��� ���� ���	���� )�/ E1 ≡ E2 mod (R)� % ��
�� )��0 ������	�� ������������	��

E1 � E2 	� ���	� �������	��

1��
�� )��0& $���� �#
�����	���

2,����!� #
� � ���-	�
�� �
	����	��� �� E1 � E2 �� ����3�	�� �
 ��� 
�

����	+� �� ���������	��� (�� ��� ������� �,����!� #
� ��,��� �
� ��	���

�#
�����	�� ���� ��� �����+� �	������� ������	�� ��� �'� � ���� ����� ���!

�������� 4�� ��	���� #
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�������� 	
�
 ���� R ��� ����	
� �� ����������� ����� �� �������� E� ���� a ∈ E�

�������� ������ �� ����������� ����������� ��� a� ������ R� � ����������� ā �� E

����������� ����� ��������� x ���� �� xRa� �� ���������

ā = {x ∈ E| xRa}

���� ���	
�� ��� ������ �
��� ��� ��� ������ �� ���
����	�
� 	 �	��	� C ���

��	
��� � �� �� �	��	� !���� �� ���� �� ��	
��� ��� ������ � ����� �"��	�
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�
����� #���� !��� �� ������� �����	��	��� � �	��	� C ���� ��� �$������� ��

���� $��	��� �� �	��	��%

i) & �	��	� �� ���� �� ������� �� ��	
��� �� �"��	��
�
���� e ��� ��� 0 < e < 1�

&� �����	�� ������ ������� �� ��
�����

ii) & �	��	� �� ���� �� ������� �� ��	
��� �� �"��	��
�
���� e > 1� &� �����	��

������ ������� �� '
��� ����

iii) & �	��	� !���� �� ���	�� ��� ������ �������	���� ���� �"��	��
�
���� e =

1� (���� ������ �	�	������� ���� �� ���) ����
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�	����� ���	 �������"#� �� �� ��	�� ��� �� ���� ������ $	����� �	��!� ��� 	

��������	"#� �� �	�	 ��	 �	� � ���	� �� �% 	��	&!� �	 &	��	"#� �	 ������	"#� �����

��	��� '���	 ����	� ���������� ��� 	 �(���������	�� �� ��	 � ���	 ���	 �����	�����

���	����	�	 ��� 	 ������	"#� �� ��	�� ��� ���������	 �� ���� ������ ��	 &�) ��� �	�	

� ���	 ���% 	�����	�	 	 �� &	��� ��������� �� �(���������	��� *�!� ������ �	�������

�� �����	��� 	 ������	"#� �� ��	�� ��� ��������	 ��	 ��"#� � ���	 ������� �	� ��	

���������	"#� ����!����	 �� ��	���� �� ����&	�+���	 �	� � ���	�� ,�	 ��	��� �� ����&	�
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���������	 � ����� *� ��&���	� � ���	� �� ��	 ����	 ��	��� �� ����&	�+���	 ���#� 	�

�������".�� �����	� ����� ��	��� �	�	����� 	� ��	�� ��� ����� � ���������	��� �	 ��	���

�� ����&	�+���	�

��� �����	
� ��� ����� 
� ����
����� �����
�

/�� 	������� 	�	������� �	� � ���	� 	�������	��� 	�! 	��� ������ ������	�� �(����
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���	 P �� ����� ��	����� �� ��	��� � �������� �� ���	 OP �� ����������� r �

�������	�� �	�� ������ � ������ θ ��������	�� ���� ���� ���	� Ox � � �������� OP

� �������	�� ������ ���	��  ��!�" 	� �������	�	� ���	��� �� P � �	�	 ���� �	� �	��

����� OP = r � � ������ ���	� θ ��� ���������	#!� P = (r, θ)�

$ ���	 �����������	� 	� ���� ���	� �	��	��� ���� �%�� O � �������	�	 ���� ����&

���	� �� ���� Oy� � ������ θ � ������ �	������&�� �� �	�� �� ������ ��������	��

���� ���� ���	� 	�� � ����� �	�� �������	�� �	�� ��������	�� �� θ ��������	�� ��� r�

$ �������	�	 ���	� θ ���' �������	 ��	��� �����	 �� ������� 	���&(��'��� � ���	���	

�� ������� (��'���� $ �������	�	 ����	� r ���' �������	 ��	��� ��������� ��� � �	��

��������	�� �� θ � ���	���	 �� ������� ��)�� � �������	����� �� �	� �	�� ���*����

�����	 	 +���	 
��,�

�����	 
��, ������	 �� �������	�	� ���	���

- *'��� ��� ��� �	�� �� �	� �� �������	�	� ���	��� (r, θ) ��������	&�� �� .����

����� �� ��	�� ���	��  �����	���" 	 ���/����	 �!� � ����	����	 ���� �� ����� P

��������	�� ���	� �������	�	� (r, θ) ���� ��� �	�)�� ��������	�� ��� (r, θ + 2πn)"

��� n ∈ Z� ���������� 	
� �� ������ ��������� �� ���������� 
�� ��������������
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 !��" � ��	�� P �� ������	
�
� P =
(
5,

π

6

)
�

.����
 !��"/ +
	� �� ������	
�
� ��
����

����� ����	
������	 ����� ����������	 ������	 � �����	����	�

.�����	����	��� �
�
 �� ��
� ����#����� ��������
�� # ��	��	��	�� ��
	� ���
�


 ���
%�� ��
� 	
 ���
%�� �
�����
	
 � ����-����
� +
�
 � ���
� ���
� ��
	� ���
%0��

����-�� ��	����� 
� ��
%0�� ��� �,����� �	��� 
� ������	
�
� �
�����
	
� � ��
��� ��

�� ��	�� ��
���� ����� � ��
� ����#������ 1��
� ��
%0�� ����� ��� �����
� ��  ���


�
�� ������ ��
	�� � �&� � � ��,� ��
� �� ������
 ��
� ���	������ ���������
��	���

��� 
 ������ � ��� � ��,� x �������� �� ������
 �� ������	
�
� �
�����
	
�� ��	 ����

�����
 
 ����
 !��!�



��� �������� 	���
��� �� 
���
�

�����	 
��
� �	������	��� ����� �������	�	� ���	��� � �	�����	�	�

���	 P �� ����� �� �������	�	� �	�����	�	� (x, y) � �������	�	� ���	��� �������	��

(r, θ)� ���	 AP 	 ���	 �����������	� 	� ���� x �	��	��� ��� P � �� ����	 �����	�	�

� �!�"�� �� ���#����� ΔOAP 	� ��������� ���	�$���

x = r cos θ %
�
&

y = r sen θ %
�'&

x2 + y2 = r2 %
��(&

tg θ =
y

x
. %
���&

�	� ���	�$�� %
�
&�%
�'&�%
��(& � %
���& � �!�"��

r =
√

x2 + y2 %
���&

sen θ =
y√

x2 + y2
%
��)&

cos θ =
x√

x2 + y2
%
��*&

θ = arctg
y

x
. %
��+&

,� ���	�$�� %
�
& � %
�'& �������� ���-����� 	� �������	�	� ���	��� �� �	�����	�	�

� 	� ���	�$�� %
���& � %
��+&� 	� �������	�	� �	�����	�	� �� ���	���� .��� θ ���� ���

�������� ��� ��	 ������ ��������!����	� 	� ���	�$�� %
��(&� %
���&� %
��)& � %
��*& ���

������	���� �	�	 	�����	� 	 �	�����	��� 	��! ���	 ����	 ����	����
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� ������ ����� � �������  ���� 
��� ����� �! ����
�	�
� ������� "� ����# �$�!

F � d ���������!�	�� � ���� � � ���� 
������� 
� �!� ��	��� C �������� ������	�
� 	�

���!� �������	� xOy 
� ���!� ��� d ��	��
� ��! � ��%� y � F ���� ����
�	�
�

�������	� (q, 0) �	
� q > 0� &��� !�!� ���!� xOy ��	�
��� � ��%� ����� O′x

	�!� ������ ���� � ��%� x ��� ��� � �'�� O′ � �
�	������ ��! � ���� F ��	���!�

������ � � ��� ���(�

)� ��� ���(* +�	��� �! ����
�	�
� ������

,�$� P �! ��	�� �������� 
� ��	��� C �	
� � ����
�	�
� ������ 
� P �� (r, θ)�

"��	� OF = q� +�	�
���! M � N � ���$��-� ���� �	�� 
� P ���� d � O′x

���������!�	���

. �/��� ��� ��� FM = r cos θ� ���� 
��	���� ��� ��!�� ���*

FP

PN
= e 0���12

�	
� e � � �%��	�����
�
� 
� ��	����

&� ��	������ 
�
� ���� � ��� ���( �������� ���*

FP = r � PN = OF + FM = q + r cos θ.

,�������	
� 	� ������� 0���12 ����!��

r

q + r cos θ
= e,

�	
� ����	
� � ����� 
� r ��	������ ���

r =
eq

1− e cos θ
, (θ �= 2kπ, k ∈ Z ���� e = 1) 0����2

��� � � ������� ��	�
 ��� ����� �� ��	������� ��
�	�� �
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� ����	
������ � ����������� � ����	
� ���� �� ����� �� ����� �������� ���

r − r e cos θ = eq �����

��������� � ������� ��  ����������  ���������� x̄Ōȳ ��� ��� Ō = O′ = F � x̄ = x

 ������� ������ � !"��� ��#

$�"��� ��#% &������ ��  ����������  ���������� � '������

(� ������� x̄Ōȳ ������ ��� r =
√
x̄2 + ȳ2 � x̄ = r cos θ� ���
� � ����	
� ��� '���

��� ���� ����  ��� √
x̄2 + ȳ2 − x̄e = eq ��

√
x̄2 + ȳ2 = e(x̄+ q). ���)�

*�������� � �������	
� '��� � ������� xOy �� ���{
x = x̄+ q

y = ȳ,

� �+'����
� ���)� �������� √
(x− q)2 + y2 = ex,

� �������� ����� �� ������� �� ��������

(x− q)2 + y2 = e2x2.

������������� � �������� � ���'��! ����

(1− e2)x2 − 2qx+ y2 + q2 = 0.

��!����� q = 2p ��������

(1− e2)x2 − 4px+ y2 + 4p2 = 0

��� � � ����	
�����
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�	���� ������ ��� !�� 	!� �
�� ���� 0 < e < 1� ���"���� ���� e = 1  #
� ����

���� e > 1�

$ �	���� ������ %�
 ���!
���� ����
������ � %��� F ��! ���������� �����
�

���� (q, 0)� q > 0 �� �
��!� xOy� ����
�� � %���  � �&�� ��
��
�
��� ��! � ��
'!

�� �
��!� xOy  
(� ����� ���� � 
(� Ox� ) !��
�� ��"��'� �� �����
!���

	���� ���� ���!
��� � �	���� ����� ����� ���� �	���� %��!�� �� �	���� �����

���� �� �*�
��� ����
������ �� �'	
��� �����+

�� � ���� �������� d 	 
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�������� �� ���� 
�����

,
'	�� ����+ )
���
- �����
�	��� �� 
(� ������

.�� !�� � �	����

r =
eq

1± e cos θ
,

��� � �
��� ���
�
�� �	 �'��
�� �� �� 	���� ���%��! � �
���
- � ������ /

�
�
�� �	 / ��	��� �� %���� �����
��!���
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r =
eq

1± e sen θ
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���� ���������)

' � ���� �������� . ��
��� ��� ����� P ����� /������ 
���
� 	�� �� ���������

��� ���� P ��� ��	�� 0(
���� & 1 a).
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� ���������	 
��������	 �� ����	���

�������� ���� #�
�� ���������� �� 	
$� ���� ��� 
������ ��� ���� � ��� ��
2� ���	��

�� ��	����� �� ��12� ������	��

(�� � 	
������ �� "����
� �� ���� ������� ��� �������	�� ��� �����	�� ������

���� �������
	�� � �� ����� �� &��'���� (����	� ��	���� ���1����� )�	
�	��	�� � ���

"����
 #�; #�� ����
���
 ��	�� �������	�� ��� �� �
������
 ��� ���� ������� ��,� ���

� �
���� ����� �� 	
������ �� 4�8	��� 9��������� � �������	� �� <�� �� 	�
��

�� ��

�� � ���������� �� ���� ���� �� �������	� � ��� ��	���� �� "����
� 4�8	��

��
����� ��� ����
�� �%��	�
 ��� #�
1� �� �	
�12� �� ��

� ���
� � <��� �� �����

���� ��� � -�� �	
�� �� �����	��� (�� ��	�� 4�8	�� ��������� ��	�
����
 � �%�
���2�

��	���	��� �� #�
1� �� �	
�12� ��	
� � -�� � �� �����	�� ���	�=����� �� ���� �� "����
�

9 ��
	�
 ����� �����	� 	�
����� ����,��� � ������� �%�	� ��� +
��	�� � �������	� ��

<�� � ��� ������ �����	��� ��� ���� ��	/��	�� � ��� ����	���

���� ����	
 � ��
 �� ������

9�
�%��������	� �� 	
$� �/������ 4�8	�� #�
����� 	
$� �
���,���� ��� �2� #��

�����	��� ��
� 
�������
 �� ����	>�� 
����������� �� �������	� ��� ��
���� ?�




��� �������� ����	
� � �	 ������	

�������	 � ��
����� ��� ������� � � �� �� ����� �� ����� ��
��� ����� ����������

����� �������� �� ���� �� ��
����� � ��� ������������ ���� ������� �� ���������

�� ��� �� ���	
��� ��� �������� P ��������� �� ����� �� ������� �� ��

��
����� �������� ��������	 � ����� ��� �� � ��������� � ����� ��� �����

��� ���!� � ��� ��������	 �� ����� ����
���	 �� � ���!� �������� �������� ��"��

� �������� # ����	 ���� # �����
�� �������� ������������ ��� ����� ��� ��������

��� ���� �������!���

$� ��� �� ��	� ����� � ����� ����� � �
���	���� %� �F # � ���!� �������� ��

��� �������� �� ����� m	 � ���� ���� �������&���� �� ��
� ��� 
���������

���� ���
d

dt
(�r) = �̇r	 ����

�F =
d

dt

(
m�̇r
)

�� �F =
d

dt
(�p) ,

���� �r # ����!�� �� �������� �� ����!�� ' ���(�� � �p # � ������ ������ ��"��

� ��������� )�(�	 ����*�� ��+�� ��� � ���!� �������� �F ��"�� ��� �������� ��

����� m ��, ����������� ��� ��� �������!��
d2

dt2
(�r) = �̈r.

-� ��� �� ��� � ������ %� ��� �������� A ������ ��� ���!� �FAB ��"�� ���

�������� B	 ���� B ��
� ������� ��� ���!� �FBA ��"�� � ����� A	 ����� ��� ��

���!�� �FAB � �FBA �� ��(������ �(����	 ����!.�� �(���� � ������� ����,�����

�� ����� ����
���	 � ���� �!�� ����������� ��� ���!�� �(��� �� ����� ����!��

� �� ������ ������

/ ����� ��"�� � �� �0��� �� �� ����� ������ ��� ���, ���������� ���� �������	

"�����*�� �� ��,���� �� ������ �� �����!�� ���� ���� ��������� �������� � ��� ����*

!.�� �� ��
����� �������� �� 2a )�� �� 1�2��� %���� �����	 �� ��0���� ��!��	 ���,

�������� � ������ �� ���� ��������� � � ����������� �� ����� �� ����� ����

�������

���� ����	
� �	 ��� ���������

3�������� �� ������ �� ���� ��������� ��������	 �� ������ m1 � m2	 ���� ������

� �����!�� �4�� ���� ����	 �� �� �	 ��� �, ���!�� ������� ���������� 5 ��(���� ���

�� 1�2�� �������� � ���� ��� ����� �� ����!�� � �� ����������� 6�� �� O	 # ����

���

m1�̈r1 = �F12 � m2�̈r2 = �F21, 7�8��9

���� �F12 # � ���!� �������� ���� �������� 2 ��"�� � �������� 1 � �F21 # � ���!� ��������

���� �������� 1 ��"�� � �������� 2� %������*�� ���� ���� ����!.��	 ���"�� �

���"��	 � ������������ �F12 = −�F21 ���� 3a ��� �� 1�2��	 ������ �� �

m1�̈r1 +m2�̈r2 = �F12 + �F21 = 0



������� �� �	�� 
����	��� ���

������
d

dt
(m1�̇r1 +m2�̇r2) = 0

	
����
� m1�̇r1 +m2�̇r2 � �
������� 
� ����

�p1 + �p2 = constante ������

�� 
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 ������ �
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�   �����  �  � �
������


 �  �� ���!���� � �
�����   ����� 
 �
������
  � �"� ��� 
 �#���� ����

 �������
 �$�� ����� ���� %"����&�� ���  �����  �  � �
������
  � ��

���!��� �
 � ��� ��'��  �
�
  �� �     �(���  �  � ���� ��� ���!��� ��


 ���
��
� 
� ���� ����
 ��
�  �����  �  � �
������
 ���  �)!��� ���* )+,&�

����

-
�
 � .���  � /�0�
� ��
  �(�� � ���� �� ���!�����  ���&�� �
��� ��� 


�
������
  � �� �
��
 
�  � �� ������ �
�
 �� )
��� 
 �
������
  
 ��� �����
  �

���� 
� ����  � �� �
��
 ��� �� �
�� �
�
 �� �
   ���  
 �
��
 
� ������

��������� �
������  �����

-
��� ���  �
����
 �R  
 �����
  � ��� CM �  �
����
 ������ �r  �(�� �

�������������� �
�

1�'�� ����2 	
����
  
 �����
  � ����

�R =
m1�r1 +m2�r2
m1 +m2

����3�

�r = �r1 − �r2 ������

4����� 
 ����3� �� �����
 
 ����
� 
"���&���

(m1 +m2) �̇R = m1�̇r1 +m2�̇r2 = �p1 + �p2

4�(��� 
  �����  �  � �
������
  
 �����
  � ��� CM �
�
 �P = (m1 +

m2) �̇R� ��� �����
 � ������ �
�


�P = �p1 + �p2 ������



��� �������� ����	
� � �	 ������	

����� �	
� 	����� ������� �P = constante� � �	��� � ��������	 �	 �����	��� ��

�	���� �	 ����� ���� ��� ������
��  ����	������ !��� �����"�� �	 � �	���� �	

����� � 	��# 	$	������ � �����	��� �	��
��	� ��%���	 � 	��# 	� �	���� 	�

�	
���� � � �	%	�	����
 	$�	��� "$� 	� O�

&�
����� � 	����� ������' �(������� � �	���� 	����� �
���
����� ��� m1 ��

����	��� �
���
����� ��� m2� �(� �)�	'

m1m2(�̈r1 − �̈r2) = m2
�F12 −m1

�F21 ������

�	�(����� �	 �F21 = −�F12� � 	����� ������ �	�# ���� ���

m1m2(�̈r1 − �̈r2) = (m1 +m2) �F12. ����*�

+	"����� �F = �F12� � ����� �	�,��� ���

μ =
m1m2

m1 +m2

	 ��
�,���� ������ 	 � 	����� ����*� �(� �)�	

μ�̈r = �F ����-�

.��� 	����� �	���	�	 � �����	��� �	
����� ��� ��� ������
�� ��( ���	����� �/)

�� 	 ���	 �	� ���	���	���� ���� � �����	��� �	 �� ������
� /���� �	 ����� μ

��	��� � �� %���� �F ��� �	���� 	��# 	� �� ��� ������
���

��������	
 ��� 0� 	���1	� �� �����	��� �� ����	�� �	 ��� ������
�� ���
����

��	� ������ �	 ����� %����� �
 � �� ���	����� �/��� %���� �	��������� 	� ���'

�� 2� 	����� ����3� � �����	��� �� �	���� �	 ����� �	 �������� ���� �	 %���	

� �	 �� /���� ������
� ����	������ �	
	� �	 ����� m1 +m2� 	$	������ �

�����	��� ��%���	 � 	� �	���� 	� �	
���� � O�

�� 2� 	����� ����-� �	 �	���	�	 � �����	��� �	 �� ��� ������
�� 	� �	
���� �

���� ���� �	 %���	 �� /���� ������
� �	 ����� μ ��	��� 4 %���� �	 ���	�����

�/�� �F �

0 %���� �	 ���	����� �/�� �F  �������� �� 
���� �� �	�� �	 �	 �� ��� ������
���

.� ����� ������ � ���	������	 �	��� %���� �	�	��	 ��	��� �� ����5���� 	���	 �� ���

������
�� 	 �	���	 �	� � ���	��� �� ���� �	��� �r� 6�� �����  �7����� �	 %���� �	����


�	 ���	 �	� 	$��	��� ��� �F = f(r)
�r

r
	 �	 �	�# �	
7�� �	"���� �� ��8$��� ��	��

6��� �� %����� �	��	 ����� � 	����� ����-� �����)�	�

μ�̈r = f(r)
�r

r
, r = |�r|
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����	��� ���

�� ���	
� ���� � ����� �� 	�� ��� ������	��� � �	�� ���� � �	� � �� 	����

�	�
� ��� ��
�����  ��
�� �� ����� ���� ���������
�� ���� � ������	�� �� ����

������ �� �������  ������� �� � ���
���� �� �	�� �	� m2 � �	�� ���� �	� m1�

� ����� ���	���� � μ ≈ m1�

����� �����	� ���� �
������� �	� 	�� ��� ������	��� ��� ����� �	�� ���� �	�

� 	����  ����� � ����� ���	���� ��
������ �� � ����� ��
� �  ��
�� �� !�"�

������ 
� ������	�� �� ���� ����� �� ���	� 
� ����� � ��!���
�����

������ ����	
�� � ���
� �������

#
������ 	� ������� �� �
����"$ �
��� �	�� ������	��� �� ������ m1 � m2 ���

�	�  ��
�� �� !�"� �F ����%� �� m1� #
������ ��
�� 	� ������� �� ��!��&
��� �	%�

����� O ����%� '���� 
 ��
�� �� ����� �� m1� ��%� �F � !�"� �	� ��	� ���� �

������	�� �� ����� m2� �� �������
��� 
� '�	�� �(�)�

*��	�� �(�)+ ,������
��"$ �� !�"� ��
���� ��	�
� ���� � ������	�� �� ����� m2�

-����.�/�� �	�+

a) �F � ������ �������� �� m2 ���� � ����� O � ������� 	 �� ��
��� �
������

b) - �0�	� �� �F ����
�� ���
�� �� ����1
��� r �� m2 � O�

2�� !�"� �� ����� ��������������� � �3����� �� ����� ���	��
 	 ����� �

������ 4�� �F � 	�� !�"� ��
���� ��� � ���
�� ��� �F = f(r)�r1 = f(r)
�r

r

�� r = |�r|

� �r1 =
�r

r
�  .��� 	
����� 
� ����"$ �r�

 ��� �����

a) �� f(r) > 0 � !�"� � �� ���	��$� ��� �� 
 ��
��� �� O ���� m�

b) �� f(r) < 0 � !�"� � �� ����"$� ��� �� 
 ��
��� �� m ���� O�

�����
� ����� 2�� ��� !�"�� ��
����� ���� ������
��� � ��	��� �	%� �
��
������

� �
.������
�� ������
�� � �	����� �� ����1
���� ��� �� �F =
K

r2
�r

r
� 5����/�� ��



��� �������� ����	
� � �	 ������	

����� 	��
�������� ���� K = −GMm� �� G � �������� ���
����� �� 	��
������� M

� m �� ������ ��� ���� ��������� ������	������ �������������� ��� ������ ������ �

����� ����� ��� � ������ ��� �� ��� �� ��� ������	���� 	��
������������� �� ��

�������� �� ��� �������� ����� ���� � �������� ��� ��� � ����� ����� ��� � �����

���� ��� ���������� � � �� ���	�� �� ���������� � ���! � ����� ����� ������

������ ���	
��� �� �
� �������� �
 �
 ��
�� �� �����

������

"�	���� 	�����#�� ����������� � ��� �������� ��
����$�� ��% � ���� �� ���

����� ������ ��� �����
����� " �����
���� ������ 	�����#�� ���! ����������� � ����

������&���� ��%�� � ��
������ ����� �������� ����� � ���������

'�������� ��� �������� P �� ����� m � ������� ������ �p (�� ���������� ��

��
������ ������)� �� ��� ������� �r� ������
� * ���	�� �� �� ���� ���������� ��������

+ ������� ��	���� �L �� �������� P � �� ������� � ���	�� � ������� ���� �������


������� ����� �r � �p� �� ��,� �L = �r × �p = �r× (m�v)� '�������� � ����
��� �� �L ���$��

���

�̇L =
d

dt
(�r ×m�v) = �̇r ×m�v + �r ×m�̇v. (�-�.)

'��� �v = �̇r ����� � ������� (�-�.) ���� ��� �������� �� �����

�̇L = �̇r ×m�̇r + �r ×m�̈r.

/����$�� ��� �̇r × �̇r = 0 � ���� 2a ��� �� ��0��� ���$�� ��� m�̈r = �F � �����

�̇L = �r × �F = �r × f(r)
�r

r

� �����
�̇L = 0

/� ��������� �̇L = 0� �����$�� ��� �L = constante�

1�������� �� ��
������ �� ��� �������� ��% � ���� �� ��� ����� ������ ����$

����� � ���������� �� ��
������ ��	���� � �����
���� " ����2��� �� �L ��� ���

������&��� �������� ����� ����������3

������� ��	�	 �� � ������� ���	
�� �L �� 	�� �����	
� � ��������� ����� � ������

����� ����� �����	
� ��� ������������ ������� �� 	� 
��� �������	
�� � �L�

/� ����� ���� �������� �� ������� ��	����� �r � ������������ � �L� '��� �L �

��������� �� ������ ���������� ��� �r ������� ������ ������� �� ����� ������������

� �L � ��� ����� ���� ���	�� ������� ������� � �	��� �-�4�

5�� 
�# ��� � ����������� �� ����� ������ ������� ������ �� ����2��� ����� ���

����� � � �������� � ��� ���,��6��� ���! ������������ ������ ��� ������ � ��
������

���� ��� ������� ��� ���� �� ��� �� ���������� ������� �������� ����� ����� ���

���! ����������� � ��	����
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 �
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 	� �� ��������� �� �� ����
 	� �
��� ������� ���

�����	 �
�� ��	������	 �� ��	 �	������	 � � ������� 	����	� �L�

���� ����	
�� � ��������� � �� ��������� �� ��

����� � ���	� �������

� ������� �� ��	 �	������	 P �� ���	�� ���� ��� ������	 ��� ��  ���� ������� �r

��� 	 ������ �� ������ O � �� �������	�	� �	�����	�	� ��� �i! �j!�k  ������ �������	��

����"���� �	� �����#�� ��� ��$�� Ox! Oy � Oz! �������� 	�����! ���� �����	 	 ����	

�
���

�����	 �
�� %������ �� ��	 �	������	 P �� ���	���

&�	 �	������	 P '�	�'��� ���� ������ �� ��	 ��	������	 �� ���	�� � ���	 ��	������	

���� ��� ��������	�	 �� (�� ���)����� � �	��� �� (���	� '�� 	��	 ��*�� ��	�

+*��� 	,�� '�� � �� ������ �	 �	������	 P �� �	��	 m �� �� �	��� �� (���	

�����	� ������ �� �� ��	��! ���(���� (�� ��������	�� �	 ����� 	�������� %	�	 (	�����	�

�� �"������! � ��� ����	 �� �����	���	��! ���" �����)��� � ��	�� Oxy�

-��	 �r = �r(t) = �r(r(t), θ(t)) �  ���� ������� �	 �	������	 �� �� ����	��� '�	�'���

t! ���� �����	 	 ����	 �
�.�

+*��� 	,�� '�� �	�	 '�	�'��� ������� �r �����)��	! �	������ θ �����	��� �  	��	���

r! 	 �$������	�� ��  ���� ������ ��" ��	 ���	 '�� �	��	 ���	 ������ � (	/ �� 0�����

θ ��� ��$� Ox� 1����! ���	 �������� �� ���� 	�	 �	���	�!
∂�r

∂r
2 ��  ���� �	������ 3

��� 	 θ 4 �����	���! �� ���	! 	 ���	 �������	 ���	 �$������	�� ��  ���� �r 	����	 �	



��� �������� ����	
� � �	 ������	

�����	 ��
�� ����� ��������� � ������	�	� �	����	�	�  ���	��


������ �r  ������ ������ � r
 �	����� r ���  �	��	��� θ� 	 ������	� ��

���� ������� 	���	 ��	 �������� ���	 � ����� �	 �����  �	�� r
 !��� 	�����

��	 ������� � ����	�	 �	���	��
∂�r

∂θ
" � ���� �	���� # �������� ���	 r = �����	��

$� 	����	 �� ������ ������ � θ


!%	� �r1  �θ1 �� ����� ��������� �
∂�r

∂r

∂�r

∂θ
�������	���� ����

�r1 =

∂�r

∂r∣∣∣∣∂�r∂r
∣∣∣∣ 

�θ1 =

∂�r

∂θ∣∣∣∣∂�r∂θ
∣∣∣∣ .

&����� ���� �r = x�i+ y�j ��'� $��

�r = r cos θ�i+ r sen θ�j. (��
��)

*��	 �	���	�
∂�r

∂r
= cos θ�i+ sen θ�j e

∣∣∣∣∂�r∂r
∣∣∣∣ = 1

+���� �r1 =

∂�r
∂r∣∣∣∣∂�r∂r
∣∣∣∣ =

cos θ�i+ sen θ�j

1
= cos θ�i+ sen θ�j ��

�r1 = cos θ�i+ sen θ�j. (��
��)

* (��
��) ��'� $�
∂�r

∂θ
= −r sen θ�i+ r cos θ�j 

∣∣∣∣∂�r∂θ
∣∣∣∣ = r 
 ,�����

�θ1 = − sen θ�i+ cos θ�j (��
�-)

.���	���� (��
��)  (��
�-) ��� �� ����� ��������� ���	�� � ������ ��� �����

��������� �	����	��� �i  �j




�������� 	
 �
�����
 	� �� ��������� �� �� ����
 	� �
��� ������� ���

������ ����	 
�������� � 
���	 �����	���� �� ���	������� ���

��	��

�� ����	�� ��
����� � ���
�	���� �� ���	����� ��
�	�� ���� ��	 ������ ��
��

��������� �	�����������

a) ��
��
� � �	���� � �r1 = �r1(r(t), θ(t)) � �θ1 = �θ1(r(t), θ(t))

���� �r1 = cos θ�i+ sen θ�j� ������ ���

�̇r1 =
d�r1
dt

=
∂�r1
∂r

dr

dt
+

∂�r1
∂θ

dθ

dt

�� ��������
∂�r1
∂r

= 0�
dr

dt
= ṙ �

∂�r1
∂θ

= − sen θ�i+cos θ�j = �θ1�  �
� ������� !�"��#$

� �������
dθ

dt
= θ̇ ���%����

�̇r1 = 0.ṙ + �θ1θ̇ �� �̇r1 = �θ1θ̇

 �	 ���	� 
��� �θ1 = − sen θ�i+ cos θ�j� � ������

�̇θ1 =
d�θ1
dt

=
∂�θ1
∂r

dr

dt
+

∂�θ1
∂θ

dθ

dt

����
∂�θ1
∂r

= 0�
dr

dt
= ṙ �

∂�θ1
∂θ

= −(cos θ�i+ sen θ�j) ������ ��
� ������� !�"���$ �

�������
dθ

dt
= θ̇ ������ ���

�̇θ1 = 0.ṙ + (−�r1)θ̇ �� �̇θ1 = −θ̇�r1

b) &�
�����

������� � �'�	����� � ����	 �����	�� ��� �r1 =
�r

r
� �� ��(�� �r = r.�r1� �������

	��� ��� � ��
����� ����	��
 % �� ��	 �v =
d�r

dt
����� ����

�v =
d(r.�r1)

dt
=

dr

dt
�r1 + r

d�r1
dt

= ṙ�r1 + r�̇r1

� ��
� ��
�	 � �̇r1 �� ���� a) ���%����

�v = ṙ�r1 + rθ̇�θ1 !�"��)$

c) *��
�	����



��� �������� ����	
� � �	 ������	

� �����		
� � ������
� ������� � �� ��� �a =
d�v

dt
� ���	��������  �����		
�

�� �v ��������� �� ���� b) ����	� ���

�a =
d

dt
(ṙ�r1 + rθ̇�θ1) = r̈�r1 + ṙ�̇r1 + ṙθ̇�θ1 + r(θ̈�θ1 + θ̇�̇θ1).

���	�������� �̇r1 � �̇θ1 ����	 �����	 �������	 �� a) ������	��

�a = r̈�r1 + ṙθ̇�θ1 + ṙθ̇�θ1 + rθ̈�θ1 + rθ̇(−θ̇�r1).

������������ ����	�

�a = r̈�r1 + 2ṙθ̇�θ1 + rθ̈�θ1 − rθ̇2�r1.

 �������  ������
� ������� � �� ���

�a = (r̈ − rθ̇2)�r1 + (rθ̈ + 2ṙθ̇)�θ1 = ar�r1 + an�θ1

���� ar = (r̈ − rθ̇2) � ������
� ���� � an = (rθ̈ + 2ṙθ̇) � ������
� ������

������ ���	
�� �
���� 	� �����	
���� �����	�

!��	������������� ���  ������
� �� ����� ��������� �� ��������	 �����	

���������	�  �����		
� �� ������� �"��� ��� ���� ��	�	 ��������	� !��	�����

 ���"�� �� 	�	��� �� ��#��$��� �� ������ �� #���� %�	�� ��� � ������� �"��� �L

� ��� ��� �L = �r ×m�v� 	��	�������� �v ��� �����		
� &�'��() ������	�

�L = �r ×m(ṙ�r1 + rθ̇�θ1) = r.�r1 ×m(ṙ�r1 + rθ̇�θ1).

*�	������� � ������� ������� ����	�

�L = mr2θ̇(�r1 × �θ1) �� �L = mr2θ̇�n

	���� �n = �r1 × �θ1 �� ����� ����+��� ������  �L � ����� � ���� ������� ����	

������	 ����+���	 �r1 � �θ1� %�	�� �����  �"������ �� �L � �� ���

L = mr2θ̇ &�'��,)

� �����		
� �� ������� �"��� �� ��������	 �����	 ��� �����
� � ������

����
� � -���� �� �� ������� ��� 	��+ �� � 	��
� �'�.�



������� ���	
��� � ������� �
������ �� �� ���� �� ���� ���
��� ���

������ ���	
�� �� ���������

���� ��	
��� �� �� ������ ������ �
�� ����� ���
������ � ���������������������

�
 �� ��

f(r)�r1 = m[(r̈ − rθ̇2)�r1 + (rθ̈ + 2ṙθ̇)�θ1].

!���� 	
������ ��	
� �
�

m(r̈ − rθ̇2) = f(r) ��"����

�

m(rθ̈ + 2ṙθ̇) = 0. ��"��#�

��������� �� ��
��$�� ��"���� � ��"��#� ��� �� ��
��$�� �� ��%����� �� 
�� &���'�
��

P �� ����� m �� 
� ���&� �� (���� �������� !����� ��
��$�� ���) �*��� � ��
����

�(������� �� ��� +���� �� ����� �"�,�

���� ����	
� �
��
�� � ����	
� ������
�� �� �� ����

�� �� ����� �������

������ �	��� ������	�

-� ���&� %������ �� ��&��� ����������� + 
�� (
���� �F �
� ������ � ����

&���� X �� ��&��� ����������� 
� .��� %���� �F (X) ����� ��&���� �
 �� �

�F � R3 −→ R3

X �−→ �F (X)

/��� �F + 
� ���&� %������� �F (X) + ����&������ ���� 
� %���� �&����� �� X�

������ �����	�	 �	���	� ��� �	��� ������	�

0� � �F : Ω ⊂ R3 → R3� ���� &�� �F (x, y, z) = (F1(x, y, z), F2(x, y, z), F3(x, y, z)) �

�� �(x0, y0, z0) ∈ Ω� 1� �����

∂ �F

∂x
(x0, y0, z0) = lim

h→0

�F (x0 + h, y0, z0)− �F (x0, y0, z0)

h

∂ �F

∂y
(x0, y0, z0) = lim

h→0

�F (x0, y0 + h, z0)− �F (x0, y0, z0)

h

∂ �F

∂z
(x0, y0, z0) = lim

h→0

�F (x0, y0, z0 + h)− �F (x0, y0, z0)

h

�
���� �2����� ����������� ���%���� &����� �� �F �� &���� (x0, y0, z0)� �� �������

� x� y � z ���&���%�������



��� �������� ����	
� � �	 ������	

������ ���	�
�� � ��� �����

���� �F �	 
�	�� ������� 
���� �������� ���
���� ������	 � ��� 
�������� �
�	��

������� �� 
����� C1�� ���� Ω ⊂ R3� �	 
������� ������� ���� C �	� 
��� �	 Ω

����	�������� ��� γ� ���� �� γ : [a, b] → Ω ��������  ����!��� �� ���"� �� �F �� ���!�

�� C � ��#���� 
�	� ∫
C

�Fdr =

∫ a

b

�F (γ(t)).γ′(t)dt.

�F � ������������ #��
�	���� 
�	� �	 
�	�� �� $��%��� &�������� P �	� �����
���

��� � �%�� ����� 
�	�� �����
���� �� ���!� �� �	 
�	��"� C 
��$��	� 	����� � #!���

�'�(� )� �������� ���
��� a � �����
��� ���� �� ����� A � �	 ����� �������� b � �����
���

���� �� ����� B ����� a < b�

*�!��� �'�(+ ,�����-��� ���
���� ��� �	� �����
��� P �	 �	 
�	�� �� $��%��

. ������"� W ��������� ���� �����
�� � �����
��� �� A ���� B ��� � �%�� �� 
�	��

�� $��%� �F � ��#���� ���

W =

∫
C

�Fd�r.

������ ������� ��������

���� P �	� �����
��� �� 	���� m 
�������� /�� �� 	�� �� ����%� ��� ��0�1�
��

�� �	 
�	�� �� $��%� �F �����
����2�� �� ����%�� �r1 ��� �r2 ��� ��	��� t1 � t2 �����
2

���	�����  � ���
������ �	 t1 � t2 ������ �����
���	����� �v1 =
d�r1
dt

� �v2 =
d�r2
dt
� .

������"� ����� ��������� �� 	��	���� �� P ����� �������� �� ��	�� � ��#���� 
�	�+

W =

∫
C

�Fd�r =

∫ t2

t1

�F
d�r

dt
dt



������� ���	
��� � ������� �
������ �� �� ���� �� ���� ���
��� ���

���� ���	
�� ��� �� ����
�

W =

∫ t2

t1

m
d�v

dt
.�vdt, ��
�� �v = �v(t) = (vx(t), vy(t), vz(t))

�����

W = m

∫ t2

t1

(
dvx(t)

dt
vx(t) +

dvy(t)

dt
vy(t) +

dvz(t)

dt
vz(t)

)
dt

����� �	�

∫
g(x)

dg(x)

dx
.dx =

g2(x)

2
+ c� �
���

W = m

[
v2x(t)

2
+

v2y(t)

2
+

v2z(t)

2

]t2
t1

= m

[(
v2x(t2)

2
+

v2y(t2)

2
+

v2z(t2)

2

)
−
(
v2x(t1)

2
+

v2y(t1)

2
+

v2z(t1)

2

)]
.

���� ‖�v(t)‖2 = v2x(t) + v2y(t) + v2z(t)� � ��������� �
������ ���� ��� ��������� ��

������

W =
m ‖�v(t2)‖2

2
− m ‖�v(t1)‖2

2
����� !

" ��������� T =
m ‖�v(t)‖2

2
# ��
���
��� �
����� ��
#���� �� 	�� ����$�	��� �����

���� ��	�%�� ����� ! ��
��	�&�� �	� � ���'��(� ����� �����)��� ���� ���%� �F ��'�� �

����$�	�� ���� ������*&�� �� �r1 � �r2 # ��	�� � +����%�� �� �	� �
����� ��
#�����

������ ���	
�� ��������

,�-� �F : Ω ⊂ R3 → R3 	� ����� +�������� �F # 	� ����� ����
���� �� ������� 	��

�	
%�� V : Ω ⊂ R3 → R� �� ������ C1� ��� �	�

�F = −�∇V �����.!

��
�� �∇V =

(
∂V

∂x
,
∂V

∂y
,
∂V

∂z

)
� ������
�� �� �	
%�� V � " �	
%�� V # ��
���
���

����
���� �� �F �	 �
����� ����
�����

������ ���	��� �� �����	����� �� ���	
�� ��������

������� ��	
	 ���� � ������� 	�
���
� E �� 	� �����
�� �� 	���� m ���� � ��	�

�� ������� 
�����
� T � ������� �����
��� V ����� �����
��� �� � �����
�� �� 	��� �	

	� ���������� C �	 
�	�� �F �� ����� �����
��� V � ������ � ������� 	�
���
� E

���� 
���������



��� �������� ����	
� � �	 ������	

��������	
��� �� ���	
 �	������ 	 ���	� �	���	 �x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t))� ����

������ ��� �� ����	� � ���� ������	 ������

�F = m
d2�x

dt2
= −�∇V  ����!"

#	��������	 	 ��	���	 ������ ��
d�x

dt
�$ �$%	 	 $�$%�	 ��  ����!" 	%�&$'��

m
d2�x

dt2
.
d�x

dt
= −�∇V.

d�x

dt

(���� ���


m

(
dx1(t)

dt

d2x1(t)

dt2
+

dx2(t)

dt

d2x2(t)

dt2
+

dx3(t)

dt

d2x3(t)

dt2

)
=

−
(
∂V

∂x

dx1(t)

dt
+

∂V

∂y

dx2(t)

dt
+

∂V

∂z

dx3(t)

dt

)
)��������	 ���� �$ ��������	 �� ��$�	 �� t1 � t2
 ��$'��

m

∫ t2

t1

(
dx1(t)

dt

d2x1(t)

dt2
+

dx2(t)

dt

d2x2(t)

dt2
+

dx3(t)

dt

d2x3(t)

dt2

)
=

−
∫ t2

t1

(
∂V

∂x

dx1

dt
+

∂V

∂y

dx2

dt
+

∂V

∂z

dx2

dt

)

#	$	

∫
df(x)

dx

d2f(x)

dx2
dx =

(
df(x)

dx

)2

2
+ c ���� ���


m

2

∫ t2

t1

d

dt

[[
dx1

dt

]2
+

[
dx2

dt

]2
+

[
dx3

dt

]2]
dt = −

∫ t2

t1

d

dt
V (�x(t))dt

#	��������	 ��� ‖�x‖2 = x2
1 + x2

2 + x2
3 � ���������	 � �������� 	%�&$'�


m

2

(‖�v(t2)‖2 − ‖�v(t1)‖2
)
= − [V (�x(t2))− V (�x(t1))] .  ���*�"

+	�	


m

2
(‖�v(t2)‖2) + V (�x(t2)) =

m

2
(‖�v(t1)‖2) + V (�x(t1))

	�

E(t2) = E(t1)

, ����-���	 �� ������	  �����" �	�� �� ���	 �����& �	 �.����	 �� V �$ �����	

�� $������ �� �	���	 �� ����/����� #	��������	 � ������	  ����0" ��$'� ���

W = ΔT 
 ���	 W 	 ���%��1	 �����2��	 ���� �	��� ��������� �F �� �	��� ��� ���$



���������	
� �� ����� � ������ �� ���	� ������� ���

����� � ����	
��� ����� ���� �� ���� �� ��� ������� �r1 �� ���������� � �� ����� �r2�

���� ������ ����� 
��
������ �� W = ΔT = −ΔV � ���� ��� ��
���� �� ������

ΔV = −
∫ �r2

�r1

�Fd�r

�� �� ΔV � � �������� �� ���� �� �����
��� �� ������� ����� � ����	
��� �� ����

�� ������� �r1 � �r2 � F (�r) = F (x, y, z)�

���� �����	
���� �� ���
�� � ����
� �� ���� �������

����������� ����� ����� ���������� � �!������� �� ���������� �� ��� ����	
��� ��

�� ��������� ��� � ���� �� ��� ����� 
������� "� �����
���� ���# ����� � ��#���� ����

� 
��� �� ��� ���� ����� ��� �  ������
������ $ ���������� ���# ���� ��� r = f(θ) � ��

�� ���� ���# ������� �� ���� ������ ���������� ��� ����� 
%��
��

������ ����	
� ��������� �� ����� �� ���������

&������� ����� �� ����� ���'�( � ��������� �� ��� ����	
��� P �� �� 
���� ��

����� 
������ � ���� ����� ����)�� *����'+ � *����,+� -� ������*����,+ ������ ��

rθ̈ + 2ṙθ̇ = 0.

.�������
���� ����� �� ������� ��� r

r2θ̈ + 2rṙθ̇ = 0


���
d

dt
(r2θ̇) = r2θ̈ +

dr2

dt
θ̇ = r2θ̈ + 2rṙθ̇, ������

d

dt
(r2θ̇) = 0

�����/ r2θ̇ � 
��������� ���� ������*����0+/ � ����� ����� 
�������� � ���� ���
L

m
.

1� �/

θ̇ =
L

mr2
. *�����+

&�������� � ������� �� ����#��� r(t) =
1

u
� -�������� r �� ������� � t/ ������

ṙ = − 1

u2

du

dt
,


��� u = u(θ) �����

ṙ = − 1

u2

du

dθ

dθ

dt
.

$����/ ��� *�����+ ������

ṙ = − 1

u2

(
du

dθ

)
L

m
u2



��� �������� ����	
� � �	 ������	

� ����	�
����

ṙ = −L

m

(
du

dθ

)
.

�������� ��������

r̈ =
dṙ

dt
=

d

dt

(
−L

m

du

dθ

)
= −L

m

d

dθ

(
du

dθ

)
dθ

dt
= −L

m

dθ

dt

d2u

dθ2
= −L

m
θ̇

(
d2u

dθ2

)
.

��	� ������� ������� � ������� r =
1

u
������ ���

r̈ = −L

m

L

mr2

(
d2u

dθ2

)
= −L2u2

m2

(
d2u

dθ2

)
�������

 �!�������� ������� � ������� � ������� ������� � "�#��� r =
1

u
�!�$����

m

(
−L2u2

m2

d2u

dθ2
− 1

u

(
Lu2

m

)2
)

= f

(
1

u

)
,

 ���	�
����

−L2u2

m

d2u

dθ2
− L2u3

m
= f

(
1

u

)
.

%������� ������

− L2u2

m

(
d2u

dθ2
+ u

)
= f

(
1

u

)
�����&�

��� $ �'����� �� ������� �	
����	�� �� ���	�� �� ��������	� �� ��� ��������

��� ���� �� ��� 
���� ������ ���������

( ��	������ ����� ������� ���) ��������� � ����� ���*�&� ���� ��� "���� �����	

�������� ��+� ��,����� ����� ���������� ����������	 �� �������� �� ����-��� ��

����� �� "�����

������ ���	
�� 	 �����	 ��� 	
�� 	 ���
	 ������	����� ����

�������	� 	� ��	�	� 	 �������	

.������� ��� ����/��	� P ��������� �� �� ����� �� "���� �����	 ���� ��� �F =

−K
1

r2
�r1� ��� K > 0� .��������� ��� ���� "���� ������ "���� �������	 ���� ��� V =

K

‖r‖ � ������� ������� ��	���� � ������� ����� 0��� ���� �� "���� ������� � �����#�

��� ����� "����1���� ���� � ���� �� ������� ,����������	 (K = GMm) ��������

����������� � �2���	� ���� �� � ���� �� �������� �	������)���� ��������� (�����

� ������� �� ���+��3��� �� ��� ����/��	� ��! � ���� ����� ���� �� "���� �����	 $

���������� �� ��,���� "����4 ���� r =
1

u
������ ��� � "���� f

(
1

u

)
= −Ku2�

 �!�������� � ������� �� ���+��3��� �����&� �!�$����

d2u

dθ2
+ u = − m

L2u2
(−Ku2) =

mK

L2



���������	
� �� ����� � ������ �� ���	� ������� ���

��
d2u

dθ2
+ u =

mK

L2
����	
�

�� � � ������� �	
����	�� �� ���	�� �� ��� �������� ��� ���� �� ��� 
����

������ �����	�� ��� 	�����	���� ���	� �� 
���� 	����������� ������	����

�� �������� �� �	����	� �� ����� �� 
���� �

������ ���	
�� � ��	
�� ���������� � ����� � � ������

�� ������ � ������ ����	
� ��������� � ������� �� �� ��� ��� ���!������ �

��� ����"#��� P �� #���� � ���� � ��� $���� #������ %�� ��� ������� �� $����

� r = r(θ) ����� #���#���&�� � #���� ��#���� ��� ��� ����"#��� P �

����������

� ������ ����	
� � ��� ������ ��$��#��� �����'��� � �(���� ���� ��� )��

��(*��� �����+ �� ������� (��� ���� ���,

u(θ) = uH(θ) + uP (θ)

��� uH(θ) � � ������� �� ������ ��$��#��� )���(*��  uP (θ) � � ������� �����#�����

• �������� �� ������� uH(θ)

%������
d2u

dθ2
+u = 0� � ������ #���#��"���#� ����#���� � ��� ������ � ����

��� λ2 + 1 = 0� %��� λ = ±i ���� � ������� uH(θ) � ���� ���

uH(θ) = A cos θ + B sen θ ����	��

-!� cos δ =
A√

A2 + B2
 sen δ =

B√
A2 + B2

#��$��� ������ � .(��� ���/�

0�(��� ���/, 1.����� sen δ  cos δ � $����� � A  B

-� ��������� � ����	�� ����

uH(θ) =
√
A2 + B2(cos δ. cos θ + sen δ. sen θ)

������.#����+

uH(θ) =
√
A2 + B2 cos(θ − δ)



��� �������� ����	
� � �	 ������	

• ������� ��	
�����	� � ���	
�� �����	�� ��  ��	
�� ������������ � ��

���

uP (θ) =
mK

L2

�� ��� ���	��� �� ������ �� uH(θ) � uP (θ) ������ �	�

u(θ) =
√
A2 + B2 cos(θ − δ) +

mK

L2

�� ����� C =
√
A2 + B2

u(θ) = C cos(θ − δ) +
mK

L2

�� �����
�� ������ �� ��� ��	
�� � ��������� δ = 0! ���� � ������ ����"���

�������� �� ��#�� ��� ��� �����
��$ %����

u(θ) =
mK

L2
+ C cos θ &��$'�(

)��� r =
1

u
������

r =
1

mK

L2
+ C cos θ

.

��������� ���
mK

L2
������

r =

1
mK

L2

1 +
C
mK

L2

cos θ

�	

r =

L2

mK

1 +
CL2

mK
cos θ

&��$'*(

�	� �  ���	
�� � ��	
�� ��+������� &��$',( � +��� r = r(θ)$

�� ����� p =
1

C
� e =

CL2

mK
 ��	
�� &��$'*( ���� ��� �������� ����

r =
ep

1 + e cos θ

�	� �  ��	
�� ���� �� �-���� �� ��������� ������ ���+���� +�� ����������

� ��
�� .$,$/ �� ��"�	�� �������$



���������	
� �� ����� � ������ �� ���	� ������� ���

������ ���	
�� 	 �����	 �� ������ 	 ������	 �������	 �

�������	
�� 	� �����	�

�� ����	 �
���	� ���	
���	���� ��� ��� ��������� �� �	���
�	 �	� � ���	 ��

��� �	��� ��
���� �������� ��� ��������� 
� �	��� �� ��� ��
��� ���� ����� ������

���	 � �	������ ������
�� ���� �
!��� �	 ���	� �� C 
� ������	 "�#�$%& ��� ��	

�� ��
�� "���!�	�� ����� 	� '����	��& � �������
���� �	� ���� ���������� (��� ��	 

C ���! �)�������	 �� ����	� �� �
��*� ���+
�� E "	� �
��*� �	���& �� ��������� �

�	
�����
����
�� ���! 	���� ��� 	���� ������	 �������
�� � "�#�$%& �

(�������
�� ���! ��������	 	 ���	� �� v2 ����
�	 �� ������	 "�#��,& 	� ���� 

�v = ṙ�r1 + rθ̇�θ1� ���� 

v2 = �v.�v =
(
ṙ�r1 + rθ̇�θ1

)
.
(
ṙ�r1 + rθ̇�θ1

)
.

-��	���
�	 	 ��	���	

v2 = ṙ2�r1.�r1 + 2rṙθ̇�r1.�θ1 + r2θ̇2�θ1.�θ1.

.	�	 �r1 � �θ1 ��	 	��	
	���� �	
������ ���

v2 = ṙ2 + r2θ̇2.

/�
�	

r =
1

u
,

dθ

dt
=

L

mr2
e

dr

dt
= − 1

u2

du

dt
= − 1

u2

du

dθ

dθ

dt
= −L

m

du

dθ

��*�� ���

v2 =

(
−L

m

du

dθ

)2

+

(
1

u

)2(
L

m
u2

)2

	� v2 =
L2

m2

[(
du

dθ

)2

+ u2

]
"�#�$0&

(��	 ��	���� �#�$ �� �	
�������	 �� 1
��*� 2��+
�� E "	� �
��*� �	���& ������

��� 
1

2
mv2 + V = E, "�#�$3&

	
�� V � � �
��*� �	��
���� ���� �� "�#�$0& � "�#�$3& ��� ���4

1

2
m

{
L2

m2

[(
du

dθ

)2

+ u2

]}
= E − V.

���� (
du

dθ

)2

+ u2 = 2

(
E − V

L2

)
m

	� (
du

dθ

)2

+ u2 =
2Em

L2
− 2V m

L2
"�#�,#&



��� �������� ����	
� � �	 ������	

� �����	
 �����	
� � �
�
 ��� V = −
∫

f(r)dr � ���� f(r) = −K

r2
�������

V =

∫
K

r2
dr = −K

r
+ c.

�
� lim
r→∞

V = 0� � 
��	� c = 0� ����� r =
1

u
�

V = −Ku �������

���
 �� 
!"� �������� �����
du

dθ
= −C sen θ� # ��	 	��� ������� �� ������� � $
%����

du

dθ
= −C sen θ� �������&

(−C sen θ)2 +

(
mK

L2
+ C cos θ

)2

=
2Em

L2
− 2V m

L2
.

'����(��(���� �� � 
��
��� � �	���	)�
����

C2 +
K2m2

L4
+

2Km

L2
C cos θ =

2Em

L2
− 2V m

L2

# ��	 	��� V ���
 �� 
!"� ������� � �� ��� 	�
 � (
��� �� u ���
 �� 
!"� ��������

�������

C2 +
K2m2

L4
+

2Km

L2
C cos θ =

2Em

L2
+

2Km

L2

(
mK

L2
+ C cos θ

)
.

#	���	)�
���� �������

C2 =
2mE

L2
+

K2m2

L4
� C =

√(
Km

L2

)2

+
2mE

L2

 �
 (�% � � C > 0� *����
��� �� �(	�+��	
 � ����

(
Km

L2

)2

� $
��
��� �����

C =

√√√√√√√√
(
mK

L2

)2

.

⎛⎜⎜⎜⎝1 +

2Em

L2(
mK

L2

)2

⎞⎟⎟⎟⎠.

#	���	)�
���

C =
mK

L2

√
1 +

(
2EL2

mK2

)
.

���	�� 
 �� 
!"� �
 �
,�-�	
 �����.� ���� ��� ������	
 ����

r =

L2

mK

1 +

(
mK

L2

√
1 +

(
2EL2

mK2

))
L2

mK
cos θ



���������	
� �� ����� � ������ �� ���	� ������� ���

��

r =

L2

mK

1 +

√
1 +

(
2EL2

mK2

)
cos θ

�����	


������� p =
1

mK

L2

√
1 +

(
2EL2

mK2

) � e =

√
1 +

(
2EL2

mK2

)
������� �������� � �������

�����	
 �� �����

r =
ep

1 + e cos θ
.

���������� ��� � ��� ��!��� �� ��� ����"���� �� �� ����� �� ����� ������� ����

��� ���� �� ������ �� ��� ����#�� ���$���� E ���� �%������� ����	� &'�������� ���

���� �%������� ���������� ��� �(���� �� ����������� ������� ��� �%������������ e =√
1 +

(
2EL2

mK2

)
� ��� ����) ������� ��*�� ��� ���������� �� ����#�� ���$���� E ��� �

���� ��� ����"���� ����� �� �� ����� �� ����� ������� ��������) ��� ��� ��!��� �����+

��� ��"�����) ,����'!���� �� ����'!���� ���� ������ � ��+���� � ��#����

-�*���� � ��#����� ��+���� �� �%������������ e =

√
1 +

(
2EL2

mK2

)
������ ���.

�� /��� ��� � �(���� �����	
 �� � ��� ������ 0 ������+��� ��� 0 < e < 1) �� �� �)

0 < 1 +
2EL2

mK2
< 1 ⇔ E < 0 � 1 +

2EL2

mK2
> 0

��
2EL2

mK2
> −1 �� E > −mK2

2L2
.

1�#�)

−mk2

2L2
< E < 0

	� /��� ��� �����	
 �� � ��� ���+'���) e = 1� 1�#�.

1 +
2EL2

mk2
= 1 ⇔ E = 0

�� /��� ��� �����	
 �� � ��� ,��0�'���) e > 1� 1�#�.

1 +
2EL2

mk2
> 1 ⇔ E > 0.

2� ������ ������.



��� �������� ����	
� � �	 ������	

������� ��	
��	�(E) ��� �� ���������� �� ��� �����	���

��� 	��� �� ���� 	������ ��������

−mk2

2L2
< E < 0 �����	
��� ���	���

E = 0 �����	
��� �����
����

E > 0 �����	
��� ������
����



�� �������	
���� ��
��

������� �� �	
��� ��� ������� ������ ���
����� ���	������ 	�� ��������� ���

������� �� ��� ��������� � ����� �	������� ��� ��	����  �� �� ����������

���������� ����� ������ ���	�� ������ ��� � ����� ����������� 	� ������ ��

�������� �	�������� ��������� ������ �� 	� ������� ���� ������� � ��� � ���

��	���� � ������ ��	�����	����� ���� ��
!�� � ��	 �� � �� ��!����� � ���� ��

����� ������ 	���	�� ����� ���������� � �!	� �� ���� ���	�� � ��������� �����

������� ��!����	� � 	��	����� 	�� ������ ������ � "������ �	�������� 	� �����

#$% ��� &����� �� ����� ���� &������� '�	���	��	� 	�� � ����	���� �

�!	� �� ���� �� ��	���� � �����	���� ������� (��	�� �� ������ )� ����� ������

������ � ��� ���	� ������� ������ ���� &������� �� ������� � ���� ���	�

�
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