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Resumo

Este trabalho inicia-se com uma breve investigacao historica sobre as conicas e,
em seguida, apresenta o estudo destas curvas no plano sob trés aspectos: o geomé-
trico, o analitico e o da definicao unificada através da propriedade foco-diretriz. Nestas
trés abordagens, os principais resultados sao analisados computacionalmente através
do programa GEOGEBRA (http://www.geogebra.org). Partindo de dois destes re-
sultados, o da reta tangente e a equacao geral das conicas em coordenadas polares,
tornam-se evidentes as propriedades de reflexao das conicas e as aplicacoes & Mecanica

Celeste, respectivamente.

Palavras-chave: Geometria Analitica, Conicas - Historia e estudo, Métodos Mate-
maticos, GEOGEBRA.



Abstract

This work begins with a brief historical investigation on conics and presents the
study of these curves in the plane under three aspects: geometrical, analytical and
from the unified definition through of the property focus-directrix. In these three diffe-
rent, approaches, the main results are analyzed computationally by using the software
GEOGEBRA (http://www.geogebra.org). Two of these results, the tangent line and
the general equation of conics written in polar coordinates, will provide the applications

to reflective properties of conics and to Celestial Mechanics, respectively.

Keywords: Analytical Geometry, Conics - History and study, Mathematical Methods,
GEOGEBRA.
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1 Introducao

As conicas: elipse, hipérbole e parabola compoem um assunto da matemaética sobre
o qual as exposi¢oes gerais sao conhecidas antes da época de Euclides (325 - 265 a.C.).
Estas curvas sao obtidas variando a inclinacao de um plano que intercepta um cone
circular de duas folhas. Esta propriedade foi descoberta por Apolonio (+262 — 190
a.C.) que forneceu importantes contribuicoes sobre o assunto em seu tratado sobre as
conicas.

Através da analise dos diversos livros de Geometria Analitica e Calculo, citados nas
referéncias bibliograficas, observa-se que o estudo apresentado nestes textos sobre as
coOnicas tratam estas curvas, em sua grande maioria, apenas sob o ponto de vista de
equacoes algébricas. Esta dissertacao preocupa-se em valorizar também a exploracao
destas curvas sob o ponto de vista geométrico com intuito de motivar e preparar o
leitor para exploragao algébrica do tema. Neste sentido, para propiciar a visualizagao
e investigacao dos diversos resultados demonstrados ao longo do texto, o leitor podera
analisar as mesmas construcées agora feitas através do software GEOGEBRA' acessando
o CD-ROM que acompanha este trabalho. Além disso, as conicas possuem varias
aplicacoes e apresentar algumas delas estabelece sua importancia na relagao entre a
matematica pura e aplicada. Sendo assim, este trabalho tem como objetivo apresentar
um texto didatico com inovagoes para o ensino das conicas no nivel universitario. Este
assunto é ministrado no curso de Geometria Analitica e parte desta dissertacao pode
ser também utilizada na proposicao de trabalhos extras, ou na preparacao de pequenos

projetos de iniciacao cientifica. O interesse pelo tema se deu por dois grandes motivos:

1. Estudar algumas aplica¢oes importantes das conicas que nao sao abordadas pelos
livros didaticos;

2. Utilizar recursos computacionais para a exploracao deste assunto.

Esta dissertagao inicia-se com o capitulo de pré-requisitos apresentando alguns re-
sultados importantes que serao utilizados nos capitulos seguintes. O restante do texto
esta dividido em trés partes. A primeira parte trata de uma investigacao sobre a ori-

gem das conicas e uma analise do tratamento dado a essas curvas no século III a.C.

'GEROGEBRA é livremente distribuido sobre a GNU General Public Licence. Ver Apéndice.
(http://www.geogebra.org).
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A parte II foi dividida em quatro capitulos onde nos trés primeiros as curvas elipse,
hipérbole e parabola sao estudadas individualmente. Um tratamento unificado das co-
nicas é apresentado no ultimo capitulo desta parte. Esta unificacao é de fundamental
importancia para a aplicacao destas curvas a Mecanica Celeste. A parte III, que trata
das aplicagoes das conicas, é composta pelos capitulos Propriedades de Reflexao das
Conicas e Mecanica Celeste. Por tltimo, no Apéndice apresenta-se de maneira deta-
lhada, os passos das construcoes feitas através do GEOGEBRA citadas ao longo desta

dissertacao.



2 Pré-requisitos

Neste trabalho, o conjunto universo estara restrito ao conjunto de pontos de um
plano onde valem os axiomas da geometria euclidiana. Os pontos serao indicados
por letras latinas maiusculas A, B, P, ()..., retas por letras latinas minusculas r, s, t...
e planos por letras gregas mintusculas «, 5, 7.... Se P e () sao pontos distintos, a reta
que os contém serd citada como reta P(@), e o segmento de reta com extremidades P e
() como segmento P() ou, simplesmente, P(). Ao comprimento do segmento P() esta
associado um tnico ntimero real positivo que sera também representado por P(Q). A
notacao BAC sera usada para indicar o angulo convexo de vértice A, cujos lados estao
contidos nas retas AB e AC.

A seguir serao apresentados defini¢oes e resultados que serao utilizados na parte I1

desta dissertacao.

Definicao 2.1. Sejam A e B dois pontos distintos de um plano. O lugar geométrico
dos pontos equidistantes de A e B € denominada a mediatriz do segmento AB. Entao,
ser é mediatriz do segmento AB, para todo ponto P pertencente a r temos a igualdade
entre as distancias, PA = PB.

Definicao 2.2. Dois pontos P e P’ sdo simétricos em relacio a uma reta m, que
ndao 0s contém se, e somente se, a reta m ¢ mediatriz do segmento PP'. Os pontos

pertencentes a reta m Sao SIMELTICOS a St Proprio.

Um sistema de coordenadas cartesianas no plano 7 consiste no par de eixos perpen-
diculares Ox e Oy contidos neste plano, com a mesma origem O. Ox serd denominado
de eixo das abscissas e Oy de eixos das ordenadas. Este sistema serda denotado por
x0y.

Indica-se por R? o conjunto formado pelos pares ordenados (x,y), onde x e y sdo
numeros reais. O sistema de coordenadas cartesianas no plano 7w permite estabelecer
uma correspondéncia biunivoca 7 — R?. A cada ponto P do plano 7 faz-se corres-
ponder um tnico par ordenado (z,y) € R?. Os ntimeros x e y sdo as coordenadas do
ponto P relativamente ao sistema zOy no qual x é a abscissa e y é a ordenada de P.
As coordenadas (z,y) do ponto P sao definidas do seguinte modo: se P estiver sobre
o eixo Ox, o par ordenado que lhe corresponde sera (z,0), onde z é a coordenada de

P no eixo Oz. Se P estiver sobre o eixo Oy, a ele correspondera o par (0,y), onde

3
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y é a coordenada de P neste eixo. Por fim, se P nao estiver em qualquer dos eixos,
traca-se por P uma paralela ao eixo Oy, a qual corta Ox no ponto de coordenada x e
uma paralela ao eixo Oz, a qual corta Oy no ponto de coordenada y. Desta forma, x
seré a abscissa e y sera a ordenada do ponto P. Para a defini¢ao a seguir, o simbolo ||

significa “paralelo a”.

Definig¢ao 2.3. Seja O' = (¢, yo) um ponto qualquer em relagao ao sistema cartesiano
x0y. Seja x'O"y' um novo sistema de coordenadas cartesianas com origem no ponto O’
tal que o' || x, o/ || y e O'x', O'y estejam respectivamente no mesmo sentido positivo
de Ox e Oy. Entao, diz-se que 'O’y foi obtido por uma translacio de xOy. Se P
possui coordenadas (z,y) no sistema xOy e coordenadas (z',y') no sistema 2’0"y, pela

figura 2.1 obtém-se:

[

Y =y—u
S P
5" -
- x'
Yo 0
- - x_,
D KG x

Figura 2.1: Sistemas de coordenadas cartesianas.

Entende-se por uma curva C o lugar geométrico dos pontos do plano onde para
quaisquer dois pontos distintos A e B € C, o segmento AB nao esta contido em C, isto
é, AB ¢ C,VA, B € C. Observa-se que esta definicao exclui curvas poligonais que sao
definidas a partir da uniao sucessiva de segmentos de reta.

Definicao 2.4. Sejam P e Q) dois pontos quaisquer de uma curva e s a reta secante
PQ. Suponha que o ponto ) se mova ao longo dos pontos da curva aprorimando-se
de P. A reta s ird, entao, mover-se tendendo para uma posicao limite dada pela reta
limite t. A retat serd denominada de reta tangente a curva no ponto P. A reta normal

n a curva no ponto P serd a reta perpendicular a reta tangente mo ponto P. Ver a
figura 2.2.
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Figura 2.2: Reta tangente e reta normal a uma curva.

Definicao 2.5. Seja r uma reta qualquer no plano m e P um ponto no mesmo plano

tal que r NP = (. A distancia entre o ponto P e a reta r é dada por:
d(P,r) = min{d(P,Y);Y € r}.
onde d(P,Y') denota a distancia entre os pontos P e Y.

Proposicao 2.1. Seja n a reta perpendicular a reta v dada que passa pelo ponto P,
comr NP = 0. A distancia entre o ponto P e a reta r € iqual ao comprimento do

segmento PY sobre n onde Y =nnNr.

Demonstracdo. Considere as retas n e r, os pontos P e Y nas condicoes do enunciado
desta proposicao. Seja () um ponto qualquer sobre a reta r distinto do ponto Y

conforme mostra a figura 2.3.

Figura 2.3: Distancia do ponto P a reta r.

Observa-se que o segmento P(Q) é hipotenusa do triangulo retangulo APY @ o que
garante que o segmento PY serd menor que o segmento PQ), VQ € r. T.ogo, pela
definicao 2.5 o comprimento do segmento PY serd a distancia do ponto P a reta r. [J
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Teorema 2.1.

Sejam Py = (z1,y1) € Py = (x2,y2) dois pontos quaisquer de uma reta

r, entao a inclinacao m dessa reta € dada por:

Demonstracao.

Teorema 2.2.

Y2 — Y1
m =
Lo — X1

, Se Xy F 1

Ver [1], p. 63. O

Seja m a inclina¢ao de uma reta r que passa pelo ponto Py = (x1,y1).

Entao a equacao da reta r € dada por:

Demonstracao.

Teorema 2.3.

y =y =m(z —x)

Ver [1], p. 65. O

Sejam m, e mg as inclinacoes das retas r e s respectivamente. FEntao,

as retas r e s sao perpendiculares entre si se, e somente se,

Demonstracao.

Teorema 2.4.

.
m,.ms = —1

ou
s € paralela ao eizo Oy, se m, =0

ou

| 7 € paralela ao eizo Oy, se ms = 0.

Ver [1], p. 71. O

Sejam r e s retas concorrentes entre si com inclina¢oes m, e mg res-

pectivamente. Seja 6 o dangulo agudo formado entre elas, entao,

.
arctg (

0 =< arctg (

arctg (
\

Demonstracao.

1 .
—1 ), se s € paralela ao eixo Oy,
my
1 ) .
—1 ], se r éparalela ao eixo Oy,
Mg
ms —m ‘
— " 1), senenhuma das retas r ou s for paralela ao eizo Oy.
1+m,m,

Ver [1], p. 81. O
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3 Origens das Secoes Conicas

3.1 Introducao

O interesse pelo estudo das conicas (elipse, hipérbole e parabola) provavelmente
surgiu por volta do século IV a.C. e muitos foram os matematicos que se dedicaram
ao estudo destas curvas no decorrer da historia. Neste capitulo serda apresentada uma
breve analise, nao exaustiva, a respeito da origem das conicas antes de Apolonio e as
contribuicoes dadas por este matematico. A importancia desta investigacao esta no
fato de que praticamente todas as defini¢oes e propriedades hoje abordadas sobre estas

curvas ja haviam sido apresentadas na linguagem geométrica por Apolonio por volta
do século IIT a.C..

3.2 Secoes Conicas antes de Apolonio

3.2.1 Problema da duplicacao do cubo e a descoberta das c6-

nicas

Segundo alguns historiadores as origens da teoria das se¢oes conicas sao um pouco
obscuras, mas podem ser fortemente atribuidas a resolucao do problema da duplicagao
do cubo. Este problema consiste em: dada a aresta de um cubo, construir com o uso
de régua e compasso a aresta de um segundo cubo cujo volume é o dobro do primeiro.
Hipocrates de Chios (470 - 410 a.C.) mostrou que esse problema se reduzia em encontrar
curvas com propriedades expressas na proporcao continua entre dois segmentos. Esse
processo consistia em determinar médias proporcionais entre duas grandezas dadas, ou
seja, dados os segmentos a e b, encontrar dois outros x e y tais que

a_r_Y (3.1)
xr y b

Hipocrates afirmou que para b = 2a, a propor¢ao continua (3.1) traduzia a solugao
do problema da duplicacao do cubo, pois isolando e eliminando y, conclui-se que 2* =
2a3. Isto equivale, na notacio atual, resolver simultaneamente quaisquer duas das trés
equacoes

2

P =ay, v*=2axr e ay=2d°
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que representam parabolas nos dois primeiros casos e hipérbole no terceiro. Mas a
descoberta dessas curvas se deu por Menaechmus (380 - 320 a.C.) por volta de 360 ou
350 a.C.. Ele construiu as curvas com essas propriedades algébricas e consequentemente
mostrou que o ponto de intersecao delas daria as médias proporcionais desejadas. A
descoberta da elipse parece ter sido feita também por ele como um simples subproduto
dessa sua pesquisa.

E importante ressaltar que os matematicos da antiguidade, para garantir que um
lugar geométrico fosse realmente uma curva, achavam necessario exibi-lo estereome-
tricamente como uma secao de um so6lido ou descrevé-lo por processo cinemético de
construgao (|2], p. 107). Sendo assim, Menaechmus ¢ considerado na historia como
o primeiro geOmetra a elaborar uma representacao estereométrica das secoes conicas
caracterizando suas propriedades ([3]|, p. 227). Ele percebeu que havia uma familia
de curvas adequadas, que podiam ser obtidas de uma mesma fonte, cortando um cone
circular reto por um plano perpendicular a um elemento do cone. Com isso, parece ter
descoberto as curvas que mais tarde foram chamadas de elipse, parabola e hipérbole
(121, p. 63).

Nao se sabe exatamente como Menaechmus fazia para determinar os pontos no
plano pertencentes a essas curvas, mas um esboco certamente era possivel usando
o método euclidiano. Por exemplo, para marcar os pontos da curva satisfazendo a
equacdo y? = 2ax, deveria simplesmente aplicar repetidamente o método do Elemento

VI-13 como mostra a figura 3.1 abaixo.

Figura 3.1: Método do Elemento VI-13 aplicado a equacio y* = 2ax.

Primeiramente, traca-se um segmento de reta de comprimento 2a e um prolonga-

mento desse segmento com medida x. Em seguida, tracam-se duas circunferéncias uma
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de diametro 2a e outra com diametro 2a + x e constrboi-se uma reta perpendicular
passando pelo ponto onde se iniciou o prolongamento de 2a. O segmento determinado
pela intersecao dessa perpendicular com a circunferéncia maior e o ponto inicial do
prolongamento tem comprimento y satisfazendo a equacio y? = 2ax. Esta relacio é
obtida por semelhanca de triangulos a partir do triangulo de base = + 2a e altura y. O
ponto da curva era marcado pela intersecao das retas paralelas aos segmentos x e .
Dessa forma, obtinham-se os demais pontos da curva, partindo-se inicialmente de um
novo prolongamento de comprimento x.

Acredita-se que Menaechmus, pode ter observado que o diagrama circular da figura
3.1 poderia ser pensado como curvas de nivel de um certo cone e por isso a curva podia
ser gerada pela se¢ao desse cone ([4], p. 109).

Em muitos casos as se¢oes conicas foram apresentadas como ferramentas para solu-
cionar certos problemas geométricos, como por exemplo, Arquimedes (287 - 212 a.C.)

as usou para resolver problemas sobre esferas.

3.2.2 Sistematizacao do conhecimento sobre as cénicas

O estudo das conicas evoluiu rapidamente e, ao final do século IV a.C. ja haviam
dois extensos tratados sobre o assunto, citado por Papus (290 - 350 d.C.) em sua obra
Tesouro da Andlise. Entre esses dois, estava as Conicas de Euclides (325 - 265 a.C.)
composta por quatro livros escritos por volta de 300 anos a.C. O outro tratado Lugares
Solidos fora escrito por Aristeu (370 - 300 a.C.) um pouco antes das conicas de Euclides
(5], p- 116).

O nome lugares solidos era usado pelos gregos quando se referia as segoes conicas
oriundos da defini¢ao estereométrica dada por Menaechmus em sua obra.

Embora, atualmente, nenhuma dessas obras esteja disponivel, um bom tratado
sobre seus conteiidos pode ser inferido das extensivas referéncias feitas por Arquimedes
aos teoremas basicos dessas curvas.

Até a época de Arquimedes as conicas eram definidas da mesma forma como foram
descobertas por Menaechmus, isto é, das secoes dos trés tipos de cones retos classifica-
dos conforme o angulo do vértice fosse reto, agudo ou obtuso. A secao em cada cone
era dada por um plano que cortava perpendicularmente sua reta geratriz, ou seja, a
hipotenusa do triangulo retangulo rotacionado para gerar tal cone. A “secao de cone re-
tangulo” é hoje chamada de parabola, a “secao de cone acutangulo” de elipse e a “secao
de cone obtusangulo” de hipérbole. Com essas defini¢coes os matematicos gregos deriva-
ram o symptome dessas curvas, ou seja, expressao matematica que caracterizava cada
uma delas. Esta expressao era obtida pela relagao entre dois segmentos perpendiculares
pertencentes ao plano de cada conica onde, na linguagem atual, o comprimento destes
segmentos representam a abscissa e ordenada de um ponto sobre a curva considerada.

Esses symptomes eram obtidos através de semelhanca de triangulos na representacao

plana do triangulo gerador em cada tipo de cone. Observe na figura 3.2 os trés tipos
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de cones com seus respectivos triangulos geradores.

(a) Cone retangulo

v
I
|
I
I
I
|
|
I
I

P Iz
i A

M 2"\
,///lﬁ;\
I
B8 RQ K

(b) Cone acutangulo

(c¢) Cone obtusangulo

Figura 3.2: Cones e a representacao plana do triangulo gerador.

O angulo no vértice V' é portanto um angulo reto (figura 3.2a), um angulo agudo
(figura 3.2b) ou um angulo obtuso (figura 3.2¢). O corte plano, perpendicular a geratriz
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do cone, é indicado por AB. A curva desejada esta situada no plano deste corte. Por
simplicidade, AB representa também o eixo da curva. Seja K um ponto arbitrério
sobre a curva e o ponto D a projecao ortogonal de K sobre a reta que passa por AB.
Sendo assim, a reta suporte do segmento KD ¢ perpendicular ao plano do triangulo
gerador. Considere o plano que contém o segmento KD e que seja perpendicular a
VW (eixo do cone). Este plano determinard numa secdo circular cujo didmetro sera
designado por M N conforme ilustra a figura 3.2. Como M N estd contido no plano
do triangulo gerador, conclui-se que o segmento KD ¢é perpendicular a M N no ponto
D. Pela figura 3.3 observa-se que o triangulo determinado pelos pontos M, K ¢ N ¢
retangulo em K.

K

Figura 3.3: Secao circular determinada pelo plano perpendicular ao eixo do cone.

Observa-se ainda na figura 3.3 que o triangulo AMKN é semelhante aos trian-
gulos AMDK e ANDK. Consequentemente os triangulos AMDK e ANDK sao

semelhantes, entao tem-se que:
MD KD

KD ND
Portanto, para os trés tipos de cones representados na figura 3.2 conclui-se que:

KD?* = MD.ND. (3.2)

Observa-se que KD e AD sao segmentos perpendiculares e podem ser vistos como
ordenada e abscissa do ponto K respectivamente. Desta forma, a expressao matematica
associada a cada curva é obtida pela relacao entre KD e AD.

No caso do cone retangulo, trace AP paralelo a NM e considere Z a intersecao de
AP com o eixo do cone. Por semelhanca dos triangulos ANDA e AW AZ implica que

% = 244—‘;/ ou ND = % (3.3)
Uma vez que M DAP é um paralelogramo tem-se que,
MD =2AZ. (3.4)
A partir das equagoes (3.2), (3.3) e (3.4) segue que,
KD? = 24222 o aw.ap.

AZ
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Denotando KD = y, AD = x e 2AW = p, a equacio torna-se y> = px que é
equacao canonica da parabola.

No caso do cone acutangulo e obtusangulo, trace AP paralela a M N. Considere os
segmentos PQ e M R paralelos ao eixo do cone interceptando AB (ou ao prolongamento
de AB) nos pontos @) e R respectivamente.

Por semelhanca dos triangulos, AAND e AMRD implica que

ND  AD
RD ~ MD

Como o triangulo AMRD é semelhante ao AQPA e AMDB é semelhante ao

APAB, pode-se garantir as seguintes proporcoes,
RD MD BD
QA PA  BA

ou MD.ND = AD.RD. (3.5)

Portanto,
RD QA _ BD.QA
Das equagoes (3.2), (3.5) e (3.6)
BD.QA
KD?=MD.ND = AD.RD = AD. @ (3.7)

AB
Os triangulos AAPQ e AAZW sao semelhantes e AZ = Z P, entao, por semelhanca
de tridngulos, QA = 2WA. Assim (3.7) pode ser reescrita como

2AW
KD? = AD.BD.~—. 3.8
B (3.8)
Ao denotar KD =y, AD = x1, BD = x5, 2AW = p e AB = 2a, conclui-se que

tanto a elipse quanto a hipérbole eram obtidas de uma mesma equacao, ou seja,

y2:£;1:x
2

Dessa forma, para diferenciar uma curva da outra era necessario observar na cons-
trucao dos cones acutangulo e obtusangulo, os diferentes significados geométricos do
segmento xo = BD para cada uma delas. No caso da hipérbole (“se¢ao de cone obtu-
sangulo”), por exemplo, o ponto B se encontra fora do cone.

Esta ultima equacao nao é muito familiar nos dias de hoje, mas é essencialmente
a forma usada por Arquimedes. Observa-se também que neste caso a hipérbole tinha
apenas um ramo.

Provavelmente por volta de 200 a.C., os matemaéticos consideraram importante
especificar melhor o significado de BD = x5 ao obter o symptome de cada uma dessas
duas curvas. Isto é, BD = AB+ AD para a hipérbole e BD = AB — AD para a elipse.

Assim, a equagao (3.8) passou a ser escrita da seguinte forma:

2AW
2 _
e KD*=AD <2AW + A5 AD)

ou denotando AD = z, obtém-se y* = z (p + 2£x) para hipérbole;
a
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2AW
KD?*=AD (2AW — =——AD
R G
ou denotando AD = z, obtém-se y* = x (p — 2£3:> para elipse.
a

3.3 As cbnicas de Apolonio

3.3.1 Apoloénio e obra

Apolonio nasceu em Perga (sul da Asia Menor), e acredita-se que tenha vivido por
volta de 262 a 190 a.C.. Dos muitos tratados de Apolénio, apenas dois se preservaram
em grande parte, Dividir sequndo uma razao e As Conicas. Este tltimo foi certamente
sua obra prima sendo composta por oito volumes (aproximadamente 400 proposigoes).
Da obra original sobreviveram sete volumes, sendo quatro escritos em grego e trés
traduzidos para o arabe por Thabit Ibn Qurra (836 a 901). Em 1710, Edmund Halley
(1656 - 1742) traduziu os sete volumes sobreviventes para o latim, possibilitando as
demais tradugoes para as outras linguas modernas.

Quando Apolonio escreveu seu célebre tratado sobre as conicas ja tinham sido
escritas exposicoes gerais sobre essas curvas por Aristeu e por Euclides num intervalo
de um século e meio antes. Mas a obra de Apolonio foi de suma importancia para tal

assunto pois

(13

assim como Os elementos de FEuclides substituiram textos elementa-
res anteriores, assim em nivel mais avanc¢ado o tratado sobre Conicas de
Apolonio derrotou todos os rivais no campo das secoes conicas, inclusive
As Conicas de Fuclides, e na antiguidade nenhuma tentativa parece ter
sido feita para aperfeicod-lo. Se sobrevivéncia € uma medida de qualidade,
Os elementos de Fuclides e As Conicas de Apolonio foram claramente as

melhores obras em seus campos.” ([2], p. 99)

O Livro I de As cénicas comeca com uma exposicao da motivacao para escrever a
obra. Quando Apoldnio estava em Alexandria, foi procurado por um gedémetra chamado
Naucrates, e foi a pedido dele que Apoldnio escreveu uma versao apressada de As
conicas em oito livros. Mais tarde em Pérgamo, o autor elaborou os livros, um de cada
vez, razao na qual inicia os livros IV e VII com saudacgoes a Atalus, rei de Pérgamo. O
autor descreve os quatro primeiros livros como se formassem uma introducgao elementar
e supoe-se que muito desse material jA havia aparecido em tratados anteriores sobre
conicas. No entanto, Apolonio diz expressamente que alguns dos teoremas no livro 111
sao de sua autoria, e nao de Euclides. Nos quatro tltimos livros ele trata de assuntos
bastantes originais onde a teoria se expande em direcoes mais especificas, como por
exemplo, discute sobre conicas semelhantes, retas tangentes e normais a essas curvas e

novas propriedades sobre diametros conjugados.
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3.3.2 As importantes contribuicoes de Apoldnio para as cdnicas

Como mencionado na secao anterior, antes de Apolonio, a elipse, a pardbola e
a hipérbole eram obtidas como secoes de trés tipos bem diferentes de cone circular
reto. Apolonio, pela primeira vez, mostrou sistematicamente que nao é necessario
tomar secoes perpendiculares a geratriz de um cone e que de um tinico cone podem ser
obtidas todas as trés espécies de secoes conicas, simplesmente variando a inclinacao do
plano da secao. Esse foi um passo importante para relacionar os trés tipos de curvas.

Uma segunda generalizacao importante dada por Apolonio foi a prova de que o cone
nao precisa ser necessariamente reto, mas podendo ser também obliquo ou escaleno.
Segundo Eutdcio(480 - 540), ao comentar As conicas, Apolonio foi o primeiro gedmetra
a mostrar que as propriedades das curvas nao sao diferentes conforme sejam cortadas
de cones obliquos ou retos.

Finalmente, Apolonio substitui o cone de uma sé folha por um cone duplo e o

definiu da seguinte forma:

“Se fizer uma reta, de comprimento indefinido e passando sempre por um
ponto fizo, mover-se ao longo da circunferéncia de um circulo que nao estd
num mesmo plano com o ponto de modo a passar sucessivamente por cada
um dos pontos dessa circunferéncia, a reta movel descreverd a superficie de
um cone duplo. O ponto fizado € o vértice e o segmento de reta do vértice

ao centro do circulo é o eizo... O circulo € a base do cone.” ([4], p. 112)

Como consequéncia dessa definicao a hipérbole passou a ser considerada como uma

curva de dois ramos como é definida atualmente.

3.3.3 Definicao das cdnicas

Para definir as trés curvas, Apolonio primeiro cortou o cone por um plano através
do eixo. A intersecao desse plano com a base do cone é o diametro C'D. O triangulo
resultante AV C'D é chamado de triangulo axial. A parabola, a elipse e a hipérbole sao
entao definidas como as intersecoes deste cone por determinados planos que cortam o
segmento C'D ou o prolongamento de C'D sobre uma reta E'F' conforme ilustra a figura

3.4. Essa reta E'F é perpendicular a C'D ou a um prolongamento do mesmo (figura

3.4D).
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(a) Parédbola (b) Elipse (c) Hipérbole

Figura 3.4: Cortes do cone.

A reta AS é a intersegao dos cortes planos com o triangulo axial. Assim, as conicas

sao definidas da seguinte forma:
e Se AS é paralelo ao lado do triangulo axial, a secao é uma parabola.
e Se AS interceptar ambos os lados do triangulo axial, a se¢do é uma elipse.

e Se AS interceptar um dos lados do triangulo axial e o prolongamento do outro
lado dado além de V', a secao é uma hipérbole. Nesta situagao, existem dois

ramos da curva, ao contrario da hipérbole gerada pelo cone de angulo obtuso.

Em cada caso Apolonio derivou o symptome (expressao matematica) da curva que
serd apresentado posteriormente. O método que ele utilizou foi semelhante ao que foi
apresentado pelos seus predecessores. Isto é, marcando um ponto K arbitrario sobre a

secao e passando por este um plano paralelo a base.

3.3.4 Origem dos nomes das coOnicas

O nome das secoes conicas dada por Apolonio tinha um significado diferente da-
quele que era usado até sua época. Durante um século e meio essas curvas apresen-
tavam designacgoes simples dada pela forma na qual tinham sido descobertas - secao
de cone acutangulo (ozytome), secao de cone retangulo (orthotome) e se¢ao de cone
obtusangulo (amblytome). Arquimedes ainda usava esses nomes, embora ha relatos
de que ele usou o nome parabola como sinénimo para a se¢cao do cone retangulo, foi
Apolonio quem introduziu os nomes elipse e hipérbole para essas curvas. As palavras
elipse, parabola e hipérbole nao foram inventadas expressamente, foram adotadas de
uso anterior, provavelmente pelos pitagoricos, na solucao de equagoes quadraticas por

aplicacao de areas.
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Serd mostrado como Apolonio atribuiu esses novos nomes tomando como base a
interpretacao geométrica de suas expressoes mateméaticas obtidas para cada curva no
cone duplo.

Considere as sec¢oes conicas, construidas como mostra a figura 3.5.

(c)

Figura 3.5: Secoes conicas definidas por Apolonio.

Da construcao tem-se que:
(a) O segmento BC' é base do tridngulo axial AABC.

(b) O segmento DFE no plano da base é perpendicular a BC' ou ao prolongamento de
BC.
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(c¢) O segmento PM é a interse¢iao da se¢do plana com o triangulo AABC.

(d) O segmento AF' para os dois tltimos casos é paralelo a PM e encontra com BC'

ou com um prolongamento de BC.

(e) O ponto @ é um ponto qualquer pertencente a curva com o segmento QV per-
pendicular ao plano do triangulo axial. Assim, QV é perpendicular PM no ponto
V.

(f) O segmento HK é o diametro da segdo circular determinada por um plano que
contém o segmento QV sendo este plano paralelo a base BC. O segmento HK
intercepta o lado AB em H e AC' em K. QV é perpendicular HK no ponto V.

(g) P ou P’ ¢é intersegao da curva com um dos lados do triangulo AABC'

(h) PL & um segmento perpendicular a PM. PL esta contido no plano perpendicular

a secao conica que passa por P e seu comprimento sera posteriormente definido.
(i) O retangulo PV SL esté situado num plano perpendicular ao plano da se¢ao conica.

(j) R é o ponto de interse¢ao dos segmentos V.S e P'L ou dos prolongamentos destes

dois segmentos.

O segmento PL é de extrema importancia para caracterizacio das curvas. E um
parametro que Apolonio definiu em funcao dos lados do tridangulo axial AABC' e dos

segmentos AP e AF da seguinte forma:

(1) Quando a segao for parabola,

PL BC?
= . 3.9
PA  BA.AC (38:9)
(2) Quando a secao for elipse ou hipérbole,
PL BF.FC
PP~ AR? (8.10)

Observa-se das equagoes (3.9) e (3.10) que uma vez determinada a segdo conica
o valor de PL é constante para qualquer ponto da curva sobre tal secdo. Apolonio
escreveu a expressao algébrica das trés curvas basicamente relacionando o que se pode
pensar como coordenadas de um ponto ) qualquer da secdo com o segmento PL.
Em outras palavras ele determinou uma expressao para cada uma das trés curvas por
uma relacao entre os segmentos QV, PV e PL. Consequentemente, a interpretagao
geométrica dessas relacoes deu origem aos nomes das secoes conicas.

Seja () um ponto qualquer da curva gerada por uma das trés secoes. Sabe-se
que HK é o diametro da circunferéncia que passa pelo ponto () e o segmento QV é

perpendicular a H K no ponto V entao tem-se que,

QV?=HV.VK. (3.11)
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Essa relacao é vilida para qualquer uma das trés curvas e sera analisada separada-
mente para cada uma.
(1) Se PM for paralelo (notagao: ||) ao lado AC' do tridngulo axial

Como PM || AC e HK || BC, entao, os triangulos AABC, AHPV e AAHK sao
semelhantes. Dai tem-se que

HV _ BC VK BC

PV-Ac  ° PABA (3.12)
Dividindo ambos os membros da equagao (3.11) por PV.PA obtém-se,
2 HVVK
QV- _ HV-V (3.13)

PV.PA  PV.PA’
Substituindo (3.9) e (3.12) em (3.13) encontra-se
QvV? BC BC  BC*  PL
PV.PA BA'AC  BAAC PA

Logo,
QV? = PL.PV
que interpretado geometricamente pode-se dizer que a area do quadrado de lado QV

é igual a area do retangulo de lados PL e PV. Disso, a curva EPD é denominada

de parabola que vem do grego paraboli, ou seja, aplicacao sem falta ou excesso.

(2) Se PM nao for paralelo ao lado AC' do triangulo axial.
Nessas condicoes pode-se ter PM interceptando AC' ou o prolongamento de AC.

Essas duas situacoes serao analisadas conjuntamente considerando os esquemas

obtidos a partir da figura 3.5 e ilustrados na figura 3.6.

v K
)Y / \\ \
R
c
M F
(b)
Figura 3.6: PM interceptando AC' ou o prolongamento de AC.

Seguem os seguintes resultados: HK || BC e AF || PM, entio, ABF =~ PHV e
AFB =~ PVH. Logo, os triangulos AABF e AHPYV sao semelhantes. Dai,
HV  BF

P_V — ﬁ. (3.14)
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VK | FC e P'V || AF, entio, PVK ~ AFC e P’ KV = ACF. Logo, os triangulos
AP'VK e AACF sao semelhantes. Dai,

VK CF

5T = A (3.15)

PL || VR, entéo, P'PL~PVRe PLP = P'RV. Logo, os triangulos AP'PL e
AP'V R sao semelhantes. Dali,
PL VR

PP PV (3.16)

O segmento que passa pelos pontos colineares V, Re S é paraleloa PLe PV || LS,
entdo, em ambos os casos, P’LP = P'RV e P'VS = LSR. Logo, os triangulos
P'PL e LSR sao semelhantes. Dai,

RS PL
SL PP’

Como os segmentos PV e SL tem mesmo comprimento, obtém-se

_ PL

RS = ——.

PV. (3.17)

A expressao correspondente a essas duas curvas pode ser obtida da seguinte forma.

Dividindo (3.11) por PV.P'V obtém-se,

QV?  HVVK
PV.P'V — PV.PV’
Substituindo (3.14) e (3.15) encontra-se

QV?  BF CF BFFC
PV.P'V  AF AF  AF? ~

Fazendo uso de (3.10) e de (3.16), obtém-se

VR.PV.P'V
2 _
QV” = PV

=VR.PV.
Assim, QV? = VR.PV é uma expressio geral para duas curvas, com VR repre-
sentando valores diferentes para cada uma delas. Escrevendo V R em funcao da

constante PL e analisando separadamente os dois casos tem-se:

(a) Para PM interceptando AC observa-se pela construcao da figura 3.5 que VR =
PL — RS. Entao
QV? = PV(PL — SR)

ou ainda pela equagao (3.17)
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PL
2 — —
QV? =PV <PL e PV>

que interpretada geometricamente é o mesmo que dizer que a area do quadrado

aplicada ao segmento QQV é igual a area do retangulo de lado PL e altura PV

menos algum valor, no caso PV? . A curva nesse caso é uma elipse termo

P/
originario do grego ellipis que corresponde aplicacao de areas por falta.

(b) Para PM passando pelo prolongamento de AC' tem-se que

QV? = PV (PL + RS)
ou substituindo por (3.17)

PP

que novamente pode ser interpretada geometricamente como a area do qua-

QV2 =PV (PL i PV)

drado de lado dado pelo segmento QV sendo igual a area do retangulo de lado

PL e altura PV mais algum valor, no caso PV?. A curva é uma hipérbole

/
termo originado do grego yperboli, isto é, uma aplicacao de areas por excesso.

3.3.4.1 Propriedade fundamental das cénicas ou symptome na equagao car-

tesiana

Considere PL = p um parametro e PP’ = d um diametro que ir4 representar o eixo
maior da elipse ou o eixo transverso da hipérbole. Considere ainda o segmento PM o
eixo das abscissas e uma reta paralela a QV como eixo das ordenadas. Considerando
QV =y e PV =z tem-se,

(a) QV? = PL.PV corresponde a y*> = pz para a parabola

PL
2 __
(b) QV2 = PV (PL:I: S

pérbole e elipse respectivamente.

PV> corresponde y? = z (p:l: SJ;) para os casos da hi-

E importante ressaltar que o parametro PL para cada conica, ap6s a traducao para
o latim, passou a denominar-se latus rectum. Na linguagem atual, o latus rectum é o
segmento cujas extremidades pertencem a conica de forma que este contenha um foco

e seja perpendicular ao eixo focal desta curva.

3.3.5 Analise de alguns aspectos da obra de Apolonio
3.3.5.1 Tangentes e normais

A definicao de reta tangente e normal a um ponto qualquer das conicas ja era
apresentada por Apolonio. Este fato pode ser observado pelas proposicoes a seguir

tratadas em sua obra ([4], p. 116):
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“Proposicao I- 33. Seja C' um ponto sobre a pardibola CET com CD
perpendicular ao didmetro EB. Se o didmetro for prolongado para A com
AE = ED, entao a reta AC serd tangente a pardbola em C' (figura 3.7).

e =
el
_,.-r—"'"fﬁr [=2
.a'fﬁﬂ
___.,-o-"""
e
.-"f J
< El L]

Figura 3.7: Conicas, proposicao 1-33

Proposigao I - 34. Seja C um ponto em uma elipse ou hipérbole, CB a
perpendicular do ponto C' para o didmetro ou o prolongamento deste. Sejam

G e H as intersecoes do diametro com a curva e escolha A no didmetro ou

AH_ BH
AG  BG’

no prolongamento do diametro tal que Entao AC serd tangente

a curva em C.(figura 3.8)

o
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Figura 3.8: Conicas, proposigao 1-34
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Proposicao V-8, V-13, V-27. Em uma pardbola com vértice A e symp-
tome y* = px, seja G o ponto sobre o eiro tal que AG > p/2. Seja N
tomado entre A e G tal que NG = p/2. Entao NP € tracado perpendicu-
lar ao eixo que encontra a curva em P e PG € reta minima de G para a
curva. Reciprocamente, se PG € a reta minima de G para curva e PN €
tracada perpendicular ao eizo, NG = p/2. Finalmente, PG € perpendicular
a tangente TP (figura 3.9)

P
f;f:'.ﬁi'-'ﬂ'. s
.-'""'--FFF--
_,-o-""'"-'#
—_— | -
T A N N G

Figura 3.9: Conicas, proposicao V-8, V-13, V-27

3.3.5.2 Foco e propriedades

No Livro ITI, Apolonio trabalha com as propriedades focais da elipse e hipérbole.
Na proposicao I11-45, por exemplo, ele define os focos de uma elipse como os pontos F,
G sobre o eixo AB tal que a area do retangulo de lados AF e F'B é igual a um quarto
do retangulo de lado PL (parametro da curva) e o eixo AB, e semelhantemente para
o retangulo de lados AG e GB. (Apolonio denominou os pontos F' e G de “pontos que
surgem da aplicacao” do retangulo para o eixo. O termo “foco” foi usado primeiramente
por Johannes Kepler em 1604). Em termos algébricos, considerando a distancia AB =
2a e a distancia de F' e GG ao centro O for igual a ¢ e o parametro PL = p, a condicao

de Apolonio pode ser traduzida pela equacgao

(a—c)la+c)= 1.2ap ou a?—c2="22
4 2

Dada essa definicao, Apolénio apresenta, entao, uma série de proposi¢oes que dao
origem ao resultado bem conhecido de que as retas que passam por um ponto
qualquer da elipse, ligando esse ponto aos focos formam angulos iguais com
a reta tangente nesse ponto ([6], p. 234).

Embora Apolonio tinha apresentado um resultado semelhante para hipérbole, ele
nao trabalhou com as propriedades do foco da parabola, talvez porque tivesse discutido
estas em um trabalho que hoje esteja perdido. De qualquer forma, a propriedade
analoga para uma parabola, que qualquer reta do foco ao ponto sobre a pardbola faz um
angulo com a tangente naquele ponto igual a um feito por uma reta paralela ao eixo, foi

provavelmente provado primeiramente pelo Diocles (240-180 a.C.) um contemporaneo
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de Apolonio, num tratado Sobre os espelhos flamejantes, talvez escrito um pouco antes
das Conicas. Foi devido a propriedade da reflexao da parabola que da nome a este
tratado. O problema de encontrar uma superficie espelhada de forma que quando a
mesma fosse exposta ao sol, os raios refletidos por ela se encontrasse em um ponto
causando, assim, queimadura. Diocles mostrou que isto deveria ser verdade para um
paraboldide de revolucao. Ha relatos sobre Arquimedes e outros que tal espelho foi
usado para incendiar navios inimigos. Porém nao ha nenhuma evidéncia fidedigna
para a veracidade destas narrativas.

Diocles mostrou como construir uma parabola usando a propriedade foco-diretriz.
Nao hé referéncias anteriores desta propriedade particular de uma parabola, embora
seja discutido no comentario de Papus no século IV. Papus também observou que uma
elipse ¢ determinada como o lugar geométrico dos pontos cuja razao das distancias a um
ponto fixado (o foco) e a reta fixada (a diretriz) é uma constante menor que 1, enquanto
que para a hipérbole esta razao era maior que 1. Estas propriedades provavelmente
também foram descobertas na época de Diocles e Apolénio.

Nas Conicas, porém, havia somente a propriedade dos dois focos da elipse e hipér-
bole. A proposicao III-51 estabelece uma definicao para a hipérbole isto é, se tracar
um segmento de reta de um ponto arbitrario para cada foco, “o maior dos segmentos de
reta excede o menor em um valor constante e igual ao eixo dessa curva.” A proposicao
IIT - 52 mostra que numa elipse, a soma destes dois segmentos de reta sao iguais ao
eixo maior. Em outras palavras, se P é um ponto da curva e D, E sao os dois pontos
do foco, entao PD — PE = 2a para a hipérbole e PD + PE = 2a para a elipse. Estas

propriedades sao, de fato, usadas na definicao destas duas curvas atualmente.
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4 Introducao as conicas

Passaremos agora ao estudo da elipse, hipérbole e parabola. Trataremos cada uma
das conicas separadamente. Todos capitulos foram divididos em dois tratamentos: um
geométrico e outro analitico. Com isso, as propriedades geométricas destas curvas
apresentadas no primeiro tratamento serao novamente estudadas sob o ponto de vista
algébrico. Este tipo de abordagem para estes capitulos objetiva uma melhor compre-
ensao das defini¢coes e propriedades destas curvas.

No tratamento geométrico, serao apresentados dois métodos para tragar as curvas.
O primeiro deles utiliza instrumentos com fio esticados criado por Kepler (1571 —1630)
descrito em sua obra Ad Vitellionem Paralipomena. Este método simples de tracar
estas curvas permite esbocar o lugar geométrico por elas determinadas. Com isto,
pode-se estabelecer os principais elementos geométricos das conicas no plano e analisar
as propriedades de simetria das mesmas. O segundo método, usando régua e compasso
é importante para obtencao dos resultados relacionados a reta tangente a estas curvas.
Tais resultados sao novamente abordados numa linguagem algébrica apdés a obtencao
da equacao reduzida de cada curva no tratamento analitico. As propriedades da reta
tangente apresentadas justificam matematicamente as propriedades de reflexdao das
coOnicas na parte de aplicacoes.

No ultimo capitulo define-se as trés curvas em termos do foco e a reta diretriz.
Esta definicao permite a discussao sobre o conceito de excentricidade das conicas e sua
relacao com a forma destas curvas. Esta maneira unificada de tratar as conicas permite
defini-las usando coordenadas polares que é de suma importancia para aplicacao em
Mecanica Celeste.

Em todos os capitulos desta segunda parte, apos algumas demonstragoes, aparecera
o simbolo indicando que o leitor deve acessar o CD-ROM com as construgoes
feitas no GEOGEBRA. Estas construgoes foram organizadas por capitulos e caso o
leitor opte por ler a dissertacao através do computador, basta clicar sobre a construcao

desejada no texto.
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5 Elipse

5.1 Um Tratamento Geométrico

Definicao 5.1. Elipse é o lugar geométrico dos pontos para os quais a soma das dis-
tancias a dois pontos distintos firados € igual a uma constante, maior que a distancia

entre esses pontos.

5.1.1 Construcao da elipse usando um fio inextensivel

Com base na defini¢ao 5.1, o lugar geométrico dos pontos de uma elipse pode ser

esbocado da seguinte forma:
1. Marque dois pontos distintos quaisquer em um plano;

2. Tome um fio inextensivel de comprimento maior que a distancia entre os dois

pontos marcados e fixe cada uma de suas extremidades nesses pontos;

3. Com a ponta do lapis estenda o fio no plano mantendo-o sempre estendido ao

maximo e entao movimente o lapis de um lado para outro.

-\-‘-\_\-\_\_‘_\—\_

Figura 5.1: Construcao da elipse usando um fio inextensivel.

Assim, determina-se uma curva fechada no plano na qual observa-se facilmente que

todo ponto P dessa curva satisfaz a definicao 5.1 da elipse, pois a soma das distancias

29
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de P aos dois pontos inicialmente fixados é igual ao comprimento do fio, que é um valor
constante e maior que a distancia entre esses dois pontos. Os dois pontos inicialmente
fixados serao denominados de focos da elipse e o segmento determinado por eles de

segmento focal.

5.1.2 Simetrias da elipse
5.1.2.1 Eixos de Simetria

Propriedade 5.1. Toda elipse admite dois eixos (ou retas) de simetria: a reta suporte

do segmento focal e a mediatriz deste segmento.

Demonstragao. Considere Fy e F; os focos da elipse. Seja r a reta suporte do segmento
focal e s a mediatriz deste segmento. Dado um ponto qualquer pertencente a elipse
pretende-se mostrar que seu simétrico em relagao a essas retas também pertencem a

elipse.

(1) Simetria em relagdo a reta r

74

Figura 5.2: Simetria da elipse em relacao a reta r.

Seja P um ponto qualquer da elipse. Pela definicao 5.1 tem-se que,
PF{+ PFy =k (5.1)

onde k é um valor constante e maior que I} Fy, ou seja, k > [ F5.

Seja P’ a reflexao do ponto P em relacao a reta r. Entao, pela definicao 2.2, r é

mediatriz de PP'. Como F; e F, pertencem a r, pela definicao 2.1

F1P/:F1P e FQP/:FQP

Somando os dois membros da igualdade obtém-se

F1P/+F2P/ = F1P+F2P (52)
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Segue das equagoes (5.1) e (5.2) que
P/Fl + P/FQ - k
Portanto, P’ também pertence & elipse.

(2) Simetria em relagao a reta s

Considere P um ponto pertencente a elipse e P’ seu simétrico em relacdo a reta s.

Tem-se os seguintes casos:

(a) Se PP,:FlFQ

- T T
r o N i ol
Fy ::2

Figura 5.3: Simetria da elipse em relagao a reta s.

Como a reta s é mediatriz dos segmentos PP' e F1F; , entdao, PP’ || FiF; e 0

quadrilatero Fy PP'F, é um retangulo. Seguem as propriedades:
e Como PF || P'F;, entao PF, = P'F.
e Como PF, e P'F) sao diagonais do retangulo [y PP'F,, entao PF, — P'F}.
Segue que PF, + PF, = P'Fy + P'F, = k. Entao, P’ pertence a elipse.
(b) Se PP' < F\F, ou PP’ > F\F)

Seja P, a projecao ortogonal de P sobre a reta r e P, a projecao de P’ sobre

essa mesma reta, como mostra a figura 5.4 ( Caso PP’ < F1F5).
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Figura 5.4: Simetria em relagao a reta s.

Sendo assim, tem-se que os triangulos APP, Fy e AP'P,F, sao retangulos em
P, e P,, respectivamente. Tem-se ainda que PP, = P'Py e P/F, = PF,.
Entao, pelo caso de congruéncia lado-angulo-lado (LAL) segue que APP, F} =
AP'PyFy. Logo, m(PEF,P) = m(P' FyP) e

PF, = P'Fy (5.3)

Por outro lado, pelo caso de congruéncia LAL segue que APF\ Fy, = AP I\ F).

Entao,
PF, = P'F;. (5.4)

Somando ambos os membros das equagoes (5.3) e (5.4) e pela equagao (5.1)

conclui-se que
k= PF, + PF, = P'F, + P'F,

Portanto, P’ pertence a elipse.

5.1.2.2 Centro de Simetria

O centro de simetria de uma elipse ¢ um ponto O determinado pela intersecao

de seus eixos de simetria.

Propriedade 5.2. Toda reta que passa por O intercepta a elipse num ponto P e no

seu simétrico P’ em relacao a O tal que O é o ponto médio de PP’
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Figura 5.5: Centro de simetria.

Demonstracao. Seja P um ponto qualquer da elipse e P’ o seu simétrico em relacao
ao centro O dessa curva. Entdo, O é simultaneamente ponto médio de PP’ e de
F\F,. Sendo assim, o quadrilatero PF,P'F, é um paralelogramo, pois suas diagonais

interceptam-se em seus pontos médios conforme mostra a figura 5.6.

Figura 5.6: Centro de simetria.

Sabe-se que em todo paralelogramo os lados opostos sao congruentes, entao,
PP = FPe F,P' = FP.
Somando essas igualdades membro a membro, tem-se
F\P' + P = F P+ F»,P (5.5)
Por hipotese, P pertence a elipse. Entao,
P+ 5P =k. (5.6)
Portanto, das equagoes (5.5) e (5.6),

F P+ EP =k,

ou seja, P’ pertence a elipse. ]
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5.1.3 Elementos da elipse

A partir da construcao da elipse usando fio inextensivel e de sua propriedade de
simetria é possivel estabelecer uma nomenclatura para alguns de seus elementos. Assim,
os quatro pontos de intersecao da elipse com seus eixos de simetria serao chamados
vértices. Os dois segmentos, determinados pelo par de vértices nao consecutivos,
possuem comprimentos diferentes. Eles podem ser classificados em eixo maior e eixo
menor da elipse conforme sera mostrado a seguir.

Sejam A; e A, vértices da elipse sobre o eixo de simetria que contém os focos F} e

Fy e a = constante tal que PF; + PFy = 2a. Como A; pertence a elipse tem-se que:
AlFl +A1F2 = 2a (57)

Por outro lado, os pares Ay, Ay e F},F5 sao simétricos em relagao a origem O conforme

mostra a figura 5.7.

4 # % & 4 " s
Ay Fi F Ay

Figura 5.7: Vértices da elipse pertencente ao segmento focal.
Assim,
AlO = AQO (S F10 == FQO (58)

e como, A1 Fy = A10 — F10 e AyFy = A0 — F»0, segue utilizando (5.8) que A1 F =
Ay F,. Substituindo na equagao (5.7) tem-se que:

A2F2+A1F2:2a

Portanto, A1A; = 2a. O segmento que contém dois vértices da elipse e que
passa pelos focos tem comprimento igual a 2a.

Sejam By e By os vértices que estao sobre a reta s. Como s é mediatriz do segmento
F\Fy tem-se que:

BF|, = B F,. (5.9)
Como B; pertence a elipse, tem-se
BlFl + BlFQ = 2a. (510)

Das igualdades (5.9) e (5.10), conclui-se que: B1F; =a e B1F, = a.
Mas o triangulo AB,OF, é retangulo em O com hipotenusa de comprimento a.
Observe a figura 5.8.
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=

Figura 5.8: Vértices da elipse pertencentes a mediatriz do segmento focal.

Definindo OB, = b e OF5 = ¢, entao, pelo Teorema de Pitdgoras tem-se que
a® = b+

Segue que a > b. Consequentemente, A1 Ay > B1B,. O eixo A A, serd denominado

eixo maior da elipse e By B, 0 eixo menor.

0w Centro: O
Focos: F) e I
Segmento focal: FiF,
2b Distancia focal: 2c¢
Vértices: A, Ay, Bi e By

Eixo maior: A A, = 2a

Eixo menor: BB, = 2b

Figura 5.9: Elementos da elipse

5.1.4 Determinacao dos pontos de uma elipse usando régua e

compasso

Usando régua e compasso é possivel obter pontos de uma elipse a partir do seguinte

procedimento:
1. Marque dois pontos F; e Iy distintos num plano;
2. Trace uma semi-reta de origem em F e que passe por Fb;

3. Marque um ponto A na semi-reta F)Fy nao pertencente ao segmento F} Fb;
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4. Com o auxilio do compasso, trace uma circunferéncia de centro F; e raio F}A.
Defina F1 A = 2a;

5. Escolha um ponto D qualquer sobre a circunferéncia e trace uma reta s passando

pelos pontos F} e D;
6. Trace o segmento F3yD;
7. Trace a mediatriz t do segmento Fy,D e chame de B a intersecao entre eles;
8. Considere P a intersecao da mediatriz ¢ com a reta s.

P é um ponto da elipse com focos Fi e F, conforme a demonstracao abaixo.

Figura 5.10: Construgao por régua e compasso.

Demonstragao. Pela construcao tem-se que ¢ ¢ mediatriz do segmento FyD e que P
pertence a t. Logo, pela propriedade da mediatriz de um segmento, PFy, = PD. Por
outro lado, observa-se que 1D = Fi1P + PD = FiP + PF,. Mas Fi\D = 2a, pois o
segmento F} D é o raio da circunferéncia. Portanto, F1 P 4+ PFy = 2a para qualquer D
escolhido sobre essa circunferéncia. Pela construcao dada anteriormente, tem-se que o
raio de medida igual a 2a ¢ maior que a distancia entre F} e F5. Entao, pela definigao

5.1, o ponto P pertence a elipse de focos F} e F. O

Para obter todos os pontos P da elipse basta repetir o procedimento escolhendo
diferentes posicoes de D sobre a circunferéncia. Assim, quando D percorrer toda a
circunferéncia de maneira dinamica, o lugar geométrico determinado pelos pontos P

serd uma elipse de focos I e F; conforme ilustra a figura 5.11.



Um Tratamento Geométrico

Figura 5.11: Construgao por régua e compasso.

Veja a construcao A.2.1.1 no Apéndice.

Veja a construcao A.2.1.2 no Apéndice.

5.1.5 Regioes do plano determinadas pela elipse e reta tangente

Considerando F} e F, os focos da elipse e 2a um valor real positivo maior que o
comprimento do segmento FiF5,, sabe-se que se P pertencer a elipse, entao, PF) +

PF5 = 2a. Desta forma, a elipse separa os demais pontos do plano em duas regioes:

(1) Regiao focal (Ry) onde cada ponto P satisfaz PFy + PF, < 2a

(2) Regiao nao focal (R, f) onde cada ponto P satisfaz PF; + PFy > 2a

Rof

Figura 5.12: Regioes do plano determinadas pela elipse.

Definicao 5.2. Uma reta t € tangente a elipse num ponto P se, e somente se, nenhum
ponto desta reta menos o ponto P, pertencer a regiao focal desta curva, ou seja, a reta

t menos o ponto P estd totalmente contida na regiao nao focal da elipse.
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5.1.6 Consequéncias da construgao por régua e compasso

Pela analise da construcao dada por régua e compasso na se¢ao 5.1.4 pode-se afirmar

que:

Propriedade 5.3. A reta t mediatriz do segmento F3D é tangente & elipse no ponto

P.

(b)

Figura 5.13: Ponto qualquer S de t distinto de P.

Demonstracao. Tem-se que o ponto P da elipse pertence a reta t. Entao, precisa-se
mostrar que os demais pontos de ¢ pertencem a regiao nao focal desta curva. Seja S
um ponto qualquer distinto de P sobre a reta t. Como t é mediatriz do segmento D F5,
entao, SFy = SD. Segue que, SF{+ SFy=SF;+ SD.

Pela desigualdade triangular aplicada ao triangulo AF;SD tem-se que

SF1+SD>F1D
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SF1+SF2>QCL

Assim, pela defini¢ao dada na secao 5.1.5, o ponto S pertence a regiao nao focal da

elipse. Portanto, pela definicao 5.2, a reta t é tangente a elipse em P. O

Propriedade 5.4. A reta tangente t & elipse num ponto P forma angulos iguais com

os segmentos do ponto P aos focos, ou seja, com PF e PF5.

Figura 5.14: Propriedade da reta ¢ tangente a elipse.

Demonstracao. Considere SﬁFl e BﬁFQ os angulos determinados pela reta ¢ com os
segmentos PF| e PF,, respectivamente. No triangulo APF,D, a reta t é mediatriz do
lado F5D no ponto B e passa pelo vértice P. Entao, a altura PB do triangulo APF,D
¢ bissetriz do angulo FQﬁD. Logo, os angulos FgﬁB e BPD sio congruentes. Como
os angulos BPD e FllgS sao opostos pelo vértice, prova-se que FlﬁS = F2ﬁB. m

Veja a construcao A.2.1.3 no Apéndice.

Propriedade 5.5. A reta normal a um ponto P da elipse é bissetriz do angulo FlﬁFg.

Demonstragao. Esse resultado é consequéncia da propriedade (5.4). De fato, como a
tangente no ponto P da elipse forma angulos congruentes com os segmentos PF} e
PF5, a reta normal que passa por P divide o angulo FlﬁFg em dois angulos de mesma
medida. [
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5.2 Um Tratamento Analitico

Definigao 5.3. Sejam F e Fy pontos distintos no plano w, 2¢ > 0 a distdncia entre
eles. Seja a um nimero real tal que a>c. O lugar geométrico £ determinado pelos
pontos X de coordenadas cartesianas (x,y) tais que d(X, F1)+d(X, Fy) = 2a denomina-
se elipse, onde d representa distancia euclidiana entre os pontos do plano. Os pontos
Fy e F5 sao chamados de focos da elipse. O segmento I\ Fy € chamado de segmento

focal e seu ponto médio de centro da elipse. O valor 2¢ € chamado disténcia focal.

5.2.1 Equacao reduzida

A equacao reduzida da elipse & sera deduzida sobre um sistema ortogonal de coor-
denadas onde os focos pertencam ao eixo Ox para simplificar os calculos. Assim, sejam

Fy = (—¢,0) e F; = (¢,0) como mostra a figura 5.15

X

Figura 5.15: Ponto da elipse no sistema ortogonal de coordenadas.

De acordo com a definigao 5.3, o ponto X = (z,y) pertence a elipse, se e somente
se, d(X, F}) + d(X, Fy) = 2a, ou seja,

V(@2 +y? + V(@ =) + 12 = 2, (5.11)

ou ainda,
(x+e)?+1y?2=2a—+/(x—c)>+1y% (5.12)

Elevando ambos os membros da equacao (5.12) ao quadrado, obtém-se

(z+c)? +y* =4a® + (z — ) +y* — da/(z — )2 + 92, (5.13)

Expandindo os quadrados e simplificando segue que

ay/(r —c)? +y2 = a® — cx, (5.14)
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Elevando ao quadrado ambos os membros e expandindo os quadrados novamente, tem-

se

a*(z? — 2cx + A +y°) = a* — 2a’cx + 2’ (5.15)

Logo, agrupando os termos em z2 e 3, obtém-se

(a® — A)a? + a®y* = a*(a® — ). (5.16)

Assim, definindo a* — ¢® = b?, a equacdo (5.16) pode ser reescrita como
v’2? 4 a*y? = a®b? (5.17)

Dividindo ambos os membros da igualdade (5.17) por a®b? resulta

1’2 ,y2
St =1 (5.18)

Observa-se que a equacao (5.18) foi obtida de (5.11) elevando duas vezes os radicais ao
quadrado. Desta forma, para garantir que (5.18) é a equacao da elipse para o sistema
considerado, é importante mostrar que partindo-se dela chega-se a (5.11). Para isso
adota-se o procedimento a seguir.

Suponha que X = (x,y) seja um ponto que satisfaca (5.18). Efetuando as operagoes
anteriores no sentido inverso, obtém-se de (5.18), sem nenhum problema, a equagao

(5.16) e depois a igualdade (5.15), que agora sera reescrita da forma:
a’[(x — )" + 7] = ( — cz)’,
Extraindo a raiz quadrada dos dois membros dessa igualdade tem-se
av/(z — ) +y* = |(a® — cx)| (5.19)

Observa-se que pela equacio (5.18), |z| < a e como ¢ < a, tem-se |cz| < a*. Logo, o
niamero a’® — cx é positivo. Assim, o segundo membro da equagao (5.19) sera a’ — cx.
Desse modo, obtém-se a equagao (5.14) da qual, em seguida, obtém-se a igualdade

5.13). Essa tultima igualdade pode ser escrita na forma
g
(x+c) +9° = [2a —/(z — )2 + 32
[em-se que

VP = 20— Ve +y

Analisando o valor do radicando no segundo membro, ou seja,

(5.20)

(x— o) +y* =2 —2cx + A + 9~ (5.21)
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Pela igualdade (5.18), tem-se que z? < a®. Como lex| < a?, o niimero —2cx é, em

seu valor absoluto, menor que 2a*. Da igualdade (5.18) deduz que y* < b%, ou seja,

y2 < a? — A Entao, A+ y2 < d

Segue que toda a soma do segundo membro de
(5.21) é menor que 4a*. Consequentemente, a raiz quadrada desta soma ¢ menor que
2a. Assim, o valor exibido entre modulo no segundo membro de (5.20) serd positivo.

Desse modo, obtém-se
(x40 +y*=2a—/(z —c)*+97

de onde imediatamente se deduz a igualdade (5.11).

Assim, fica demonstrado que (5.18) é a equagao da elipse.

Observagao 5.1. Pode-se escolher um sistema de coordenadas cartesianas tal que o

segmento focal da elipse se posiciona sobre o eixo Oy conforme mostra a figura 5.16.

2 2
Neste caso, a equacao da elipse sera 5 + y_2 = 1. O processo para determinar esta
a
X
g, 9 i y
c C
x
1

Figura 5.16: Ponto da elipse no sistema ortogonal de coordenadas com os focos sobre

0 eixo y.

equacao é analogo ao que foi feito anteriormente.

5.2.2 Caracterizacao do esboco da elipse

Como foi apresentado na secao 5.1 pode-se desenhar uma elipse usando artificios
puramente geométricos. Pretende-se mostrar, nesta secao, uma anélise da equacgao
(5.18) da qual pode-se inferir algumas caracteristicas sobre o esbogo da curva que a
representa. Esta anélise contemplara basicamente o significado geométrico dos elemen-
tos principais dessa equacao que sao a e b, bem como a propriedade de simetria desta

curva.

5.2.2.1 Analise dos parametros a e b na equagao reduzida da elipse

2 2
x

Da equagao — + L
a b?

e —b < y < b. Desta forma, o conjunto de pontos de uma elipse estao contidos no

= 1 obtém-se que 2 < a’e y2 < b2, isto ¢, —a <z < a
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retangulo —a < ¢ < a e —b < y < b chamado de retangulo fundamental como

ilustrado na figura 5.17 (a).

2
N

(a)

—
L)
——

Figura 5.17: Propriedades dos parametros geométricos da elipse.

Partindo-se da equacgao (5.18) e da desigualdade a > b tem-se que

2 2 2 2 2 2
z Y z Y Zz Y
2tESETESETE
Isto é,
2 2 2 2
T ) Y
atesSisEty

De onde conclui-se que
v < 2% +y? < d?

Com isso, o conjunto de pontos da elipse estao também contidos na coroa circular
de raios a e b chamada de coroa fundamental conforme mostra a figura 5.17 (b)

Observa-se que a partir dos elementos a e b da equacao da elipse pode-se determinar
uma regiao no plano cartesiano onde estao contidos todos os pontos desta curva. Esta
regiao é delimitada pela intersecao das areas do retangulo fundamental com a coroa
fundamental como mostra a figura 5.17 (¢). Vé-se por essa mesma figura, que a elipse
dada por sua equagao canodnica intercepta o eixo Oy nos pontos (0,b) e (0, —b). Uma
melhor andlise da intersecao dessa curva com os eixos Ox e Oy pode ser obtida da

seguinte forma:
e (z,0) satisfaz a equacao (5.18) se, e somente se £ = —a ou £ = a
e (0,y) satisfaz a equagao (5.18) se, e somente se y = —bou y =b

e Ay = (—a,0) e Ay = (a,0) sdo os pontos de interse¢ao da elipse com eixo Oz
(eixo focal) e By = (0,—b) e By = (0,b) com o eixo Oy (mediatriz do eixo focal).

e Como os focos considerados foram F} = (—¢,0) e Fy = (¢, 0) nota-se, ainda, que
a distancia deles aos pontos By e By é igual a a, pois d(B;, F;) = V412 = a,
para i,7 = 1,2. Além disso, nao existe uma circunferéncia que contenha os
pontos A, Ay, By e By pois a > b. Entao, pode-se afirmar que a elipse nao é

uma circunferéncia nem o conjunto vazio.
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5.2.2.2 Simetria da elipse

Observa-se que se X = (x,y) é solucao de (5.18) os pontos (—z,—vy), (z,—y) e
(—x,y) também serdo, pois os expoentes dessa equagao sao pares. Entdo, para todo
X = (z,y) da elipse, seus simétricos em relagdo a O, Oz e a Oy pertencerao a esta
curva . Assim, a elipse é simétrica em relacao a reta focal Oz, a mediatriz do segmento

focal Oy e ao centro O.

5.2.3 Retas tangentes e retas normais a elipse

As retas tangentes a elipse sao exatamente as retas que a interceptam em apenas

um ponto como mostra a figura 5.18.

Figura 5.18: Reta tangente a elipse em P.

Definicao 5.4. Seja r uma reta e £ uma elipse:

(a) r € tangente a € se rNE contém apenas um ponto Py chamado ponto de tangéncia.

(b) Ser € tangente a £, em Py, a reta que contém Py e é perpendicular a v chama-se

reta normal a £ em Py.

Para obter a equagao da reta r, tangente a elipse dada pela equacao (5.18), no

ponto P; = (x1,y;) serd considerada as seguintes possibilidades:

(1) O ponto P, = (z1,y1) pertencente a £ encontra-se sobre o eixo Oz, ou
seja, y; = 0.
Como P; = (z1,0) pertence a &, pela equacao (5.18) chega-se que xr; = —a ou
x1 = a. Assim, a reta r tangente a £ no ponto P, = (z1,0) é definida como a reta

perpendicular ao eixo Oz, ou seja, de equacao
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(2) O ponto P, = (z1,y;) pertencente a £ encontra-se sobre o eixo Oy, ou

seja, r; = 0.
Como P, = (0,y;) pertence a &, pela equacao (5.18) chega-se que y; = —b ou
x1 = b. Assim, a reta r tangente a £ no ponto P, = (0,y;) é definida como a reta

paralela ao eixo Oz, ou seja, de equacao

r: y=-—b
ou
r: y=b.

O ponto P, = (x1,1y;) pertencente a £ com y; # 0 e y; # +b.
Considere o ponto P = (x1,y;) pertencente a & com y; # 0 e y; # tbe P

(x2,72) um outro ponto de & tal que x5 # x1 e Yy # —y;. Seja s a reta secante

determinadas por P; e P, conforme ilustra a figura 5.19.

(3)

y
|
| e

Figura 5.19: Reta secante a elipse.

Assim, a inclinacao mg da reta s pode ser obtida a partir das coordenadas de P e

P,. De fato, Py = (z1,y1) e Py = (w9, y2) pertencem a elipse £ tem-se que

2 2
ry oy
2 + i 1 (5.22)
2 2
Ty Yy
) + i 1. (5.23)

Subtraindo (5.22) de (5.23) obtém-se

(23— 1) (3 —vi) 0
a? b? -

ou
(w2 — @) (w2 + 1) | (2 —y)(2+u1) _
2 + 2 =0
a b
Isolando-se a razao (ys — y1)/(z2 — 1) determina-se
Yo — Y1 _b2($2 + 1)

Ty — Ty a?(yo +11)
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Assim, pelo teorema 2.1
b2($2 + Il)

mg = —
a*(y2 + 1)

Seja m; a inclinagao da reta tangente a elipse no ponto P;. Logo, pela defini¢ao
2.4

m; = lim M.
(w2,y2)—(z1,91)

Substituindo o valor de my e calculando o limite
b2(I2 + Il) b2l’1

lim = — .
(@2,92)—(@1y1) A (Y2 + Y1) a’y,

(5.24)

Pelo teorema 2.2 a equacao da reta ¢ tangente a elipse no ponto P; é dada por

r ( )
-y =——F@—x
Yy—hn 2y 1
ou
a’yy — a’y? = —brwiw + b2l

Como b*2% + a*yi = a*b® pode se escrever b*x1x + a’y1y = a’b® ou

x yly_l
@

Uma vez determinada a inclinagdo da reta tangente a elipse no ponto P, = (x1, )

’

291

. . ~ , a . ~
pelo teorema 2.3 inclinacao m,, da reta normal n nesse ponto é ——. Assim, a equacao

52$1

daretan é:

ayix — b2y = (a® — b*)zys.

5.2.4 Propriedade da reta normal & elipse

Teorema 5.1. Sejam P, um ponto qualquer de uma elipse, P F} e PiFy5 os segmentos

que ligam o ponto Py aos focos dessa curva. A reta normal no ponto P € bissetriz do
angulo Fy\ P Fs5.
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Figura 5.20: Reta n normal a elipse em P;.

Demonstracio. Sera considerada a equacdo da elipse em sua forma canonica b*z? +
a’y? = a®b* e o ponto P, = (z1,11) tal que y; # 0 e y; # £b. Neste caso, seja n a
reta normal a elipse em um ponto qualquer P, = (x1,,) da curva. Seja a o angulo
formado por n e o segmento P Fy , e § formado por n e o segmento P, F. Pretende-se

mostrar que « = 3. Pelo resultado da equacao (5.24), a inclinacao da tangente a elipse
2

x
em P, = (xz1,11) é —2—1. Entao, pelo teorema 2.3 a inclinagao da reta normal n é
a“in
2
a
i. Pelo teorema 2.1 as inclinac¢oes dos segmentos P Fy e Py F; sao 4l e % ,
b2z, r1+ec w3 —c

respectivamente. Entao, pelo teorema 2.4, resulta

hoo a’y,
x|y —cC b2z, 523313/1 — (121:13/1 + a%yl

4 < i ) <a2y1) N ‘ b2r? — bcxy + a?y?

T —C bz,

tga =

Como o ponto P; esta sobre a elipse tem-se que b*2% +a’y? = a®b*. Usando esta relacio

e a igualdade ¢ = a® — b? obtém-se

cyy (—cxy + a?)
b?(—cxy + a?)

1y (B — a®) + a’ey
a?b? — b2cxy

|y + dPep
b2 (a? — cxq)

CY1 ‘

tga: = ﬁ

Analogamente tem-se

a*y Y1
tg B = Vo, a+c _ a’ryy + aleyr — b2y _ 11y1(a? — b?) + a’eyy
1+ <a2y1) ( h ) b2z? + b2cry + a’y? a2b? + b2cr,
b2z, T +c
_ iy +a’ey cyr(cxy + a?) e
V(a+crr) | | b(car+a?) | b_Q‘

Assim, tga = tg [ e portanto, a« = O]
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6.1 Um Tratamento Geométrico

Definigcao 6.1. Hipérbole € o lugar geométrico dos pontos para os quais a diferenca das

distancias a dois pontos distintos firados é em wvalor absoluto igual a uma constante,

menor que a distincia entre estes pontos fizados.

6.1.1 Construcao da hipérbole usando uma haste e um fio inex-

10.

tensivel

Marque dois pontos distintos num plano;

. Tome uma haste rigida de comprimento maior que a distancia entre os pontos

marcados;

. Tome um fio inextensivel de forma que seu comprimento seja menor que o com-

primento da haste. E necessario que a diferenca entre esses comprimentos seja

menor que a distancia entre os pontos fixados;
Prenda uma das extremidades do fio numa extremidade da haste;

Fixe a extremidade livre da haste em um dos pontos de forma que a mesma possa

girar em torno desse ponto;
Fixe a extremidade livre do fio no outro ponto marcado;
Com a ponta do lapis aproxime o fio na lateral da haste conforme a figura 6.1;

Mantendo o fio sempre junto da haste rotacione-a no plano no sentido horario

até que o fio fique totalmente estendido;

Rotacione a haste no plano no sentido contrario ao escolhido no item anterior até

que o fio fique novamente estendido;

Execute novamente o processo a partir do item 5 s6 que agora fixando a extre-

midade da haste no outro ponto marcado.

75
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Figura 6.1: Construcdo da hipérbole usando uma haste e fio inextensivel.

Assim, determinam-se trechos de uma curva com dois ramos nos quais observam-
se que todo ponto P desses ramos satisfazem a definicdo 6.1 da hipérbole. De fato,
a diferenca entre as distancias de P aos dois pontos inicialmente fixados é ignal ao

comprimento da haste menos o comprimento do fio. Veja a figura 6.2.

Figura 6.2: Construcao da hipérbole.

Considere I} e Fy os dois pontos inicialmente fixados, A o comprimento da haste e
f o comprimento do fio que vai de I} até A. Desta forma, para um ponto P sobre a
hipérbole observa-se que PFy — PFy = (h— AP) — (f — AP) = h — f = constante.

Os pontos fixados F| e F;, serao denominados de focos da hipérbole e o segmento

determinado por eles de segmento focal.

6.1.2 Simetrias da hipérbole
6.1.2.1 Eixos de simetria

Propriedade 6.1. Toda hipérbole admite dois eixos (ou retas) de simetria: a reta

suporte do segmento focal e a mediatriz deste segmento.

Demonstrag¢do. Sejam Fy e Fy os focos da hipérbole. Seja r a reta que passa pelo
segmento focal e s a metriatriz desse segmento. Entao as retas r e s sao eixos de

simetria deste lugar geométrico.
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(1)

Figura 6.3: Simetria da hipérbole em relacao a reta r.

Simetria em relagao a reta r

Seja P um ponto qualquer da hipérbole. Pela defini¢do 6.1 tem-se que, |PF; —
PFs| =k, onde k é um valor constante e menor que F;F,. Considere P’ a reflexdo
do ponto P em relacao a reta r. Entao, pela definicao 2.2, r é mediatriz do segmento

PP'. Como F| e I, pertencem a r, pela definicao 2.1 tem-se que,
F\P' = FP

F,P' = F,P.
Subtraindo ambos os membros obtém-se |Fy P’ — FyP'| = |F1 P — F, P| = k. Assim,
P’ também pertence a hipérbole.
Simetria em relacao a reta s

Considere P um ponto pertencente a hipérbole e P’ seu simétrico em relacao a reta

s. Serao analisados separadamente os seguintes casos:

(a) Se PP/ = FlFQ.

Figura 6.4: Simetria da hipérbole em relacao a reta s.
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A reta s ¢ mediatriz dos segmentos PP' e FiFy. Entdao, PP | F1Fy e o

quadrilatero Fy PP'F, é um retangulo. Seguem as seguintes propriedades:
e Se PF1 || P/FQ entao PF1 :P/Fg.
e Se PF, e P'F sao diagonais do retangulo Fy PP'F, entao PF, — P'F).

Logo,
|PF1—PF2|:|P/F1—P/F2‘:IC

Entao, P’ pertence a hipérbole.

SGPP/<F1FQOUPP/>F1FQ

-
glys---#----2
L

Figura 6.5: Simetria da hipérbole em relacao a reta s.

Seja P, a projecao ortogonal de P sobre areta r e P, a projecao de P’ sobre esta
mesma reta (caso PP’ < F1 Fy). Sendo assim, tem-se que os tridngulos APP; Fy
e AP'PF, sao retangulos em P, e P, respectivamente. Logo, PP, = P'Py e
P Fy = B, F,. Entao, pelo caso de congruéncia lado-angulo-lado (LAL) tem-se
que APPF| = AP'PyF. Logo, m(PF,P,) = m(P'FyP;) e

PF, = P'F, (6.1)
Observa-se ainda pelo caso LAL que APF\F, = AP'F| F;,. Assim,
PFy=P'F,. (6.2)
De (6.1) e (6.2) conclui-se que
|PFy — PFy| = |P'Fy — P'F5| = k.

Entao, P’ pertence a hipérbole.
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6.1.2.2 Centro de Simetria

O centro de simetria de uma hipérbole é um ponto O determinado pela intersecao

de seus eixos de simetria.

Propriedade 6.2. Toda reta que passa por O intercepta a hipérbole num ponto P e

no seu simétrico P’ em relacao a O tal que O é o ponto médio de PP’

Demonstracio. Seja P um ponto qualquer da hipérbole e P’ o seu simétrico em relaciao

ao centro O desta curva.

>

Figura 6.6: Centro de simetria.

O é simultaneamente ponto médio de PP’ e de F}F,. Sendo assim, o quadrilatero
PF,P'F, & um paralelogramo pois suas diagonais interceptam-se em seus pontos mé-
dios.

-

I/_.O_ \

Figura 6.7: Centro de simetria.

Desde que em todo paralelogramo os lados opostos sao congruentes, tem-se

F1P/ - F2P
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F,P' = kP,
Subtraindo estas igualdades membro a membro, tem-se
|F\P' — F,P'| = |F\P — F5P)|. (6.3)
Por hipotese, P pertence a hipérbole, entao
|F1P — FyP| = k. (6.4)
Portanto substituindo (6.4) em (6.3) tem-se
|Fi P — FyP'| = k.

Ou seja, P’ pertence a hipérbole. ]

6.1.3 Elementos da hipérbole

A partir da construcao da hipérbole usando fio inextensivel e de sua propriedade de
simetria é possivel estabelecer uma nomeclatura para alguns de seus elementos. Desta
forma, os pontos de intersecao da hipérbole com o reta suporte do segmento focal serao
chamados de vértices e denotados por A; e As. O segmento A;As serd chamado de
eixo transverso da hipérbole.

Observa-se que o comprimento do eixo transverso da hipérbole pode ser considerado
como um dos parametros para determinacao desta curva. De fato, como A; e Ay

pertencem a hipérbole, pela definicao 6.1 tem-se que:
|A1F1 — A1F2| = 2a ou |A1F2 — A1F1| = 2a (65)

onde 2a é um valor constante e menor que F;F5. Por outro lado, os pares Ay, A, e F7,

F; sao simétricos em relacao a origem O conforme mostra a figura 6.8.

Fy 'ﬁ‘l 0 -'ﬂ'z F2

Figura 6.8: Vértices da hipérbole.
Assim,
AlO = AQO [§] F10 = FQO (66)
como, A1 Fy = F1O— A0 e AyFy = F50 — A50, segue utilizando 6.6 que A F; = AsFo.

Substituindo na equacgao 6.5 tem-se que:
|A1F2 — A2F2| = 2a.

Portanto, A;A; = 2a. O eixo transverso determinado pelos vértices da hipér-

bole tem comprimento igual a constante 2a.
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Denote o comprimento do segmento focal FiF, por 2c. Observa-se que a medida ¢
pode ser também considerada um outro parametro para determinacao dos pontos de
uma hipérbole, pois para todo ponto P pertencente a esta curva tem-se a expressao
|PFy — PFy| = k, com k < F|Fy. Além disto, pode-se pode definir um terceiro
parametro importante para determinacao da hipérbole através de uma relacao entre os

valores de a e ¢. Considere a construcio dada pela figura 6.9.

5| i

Figura 6.9: Parametros da hipérbole.

Seja ¢ a reta perpendicular ao eixo transverso e que passa pelo vértice A,. Considere
a circunferéncia de centro O e raio c. Denote por B e B’ as intersecdes da circunferéncia
com a reta ¢. Chame de b o comprimento do segmento A;B. Como OB = ce OAy = a,

entao pelo Teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo AOAyB tem-se que:
A =a+ 17
Denote por By e By as projecoes ortogonais de B e B’. respectivamente, sobre a

mediatriz s do eixo transverso. Veja a figura 6.10.

g

2 |

Figura 6.10: Eixo conjugado.

O segmento By By de comprimento 2b serd chamado de eixo conjugado da hipér-

bole.
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Observacgao 6.1. Varios textos que tratam deste assunto adotam o termo eixo real

para o eixo transverso e eixo imagindrio para o eixo conjugado.

B, i Centro: O
i Focos: F| e F5
i - v | 2t: Segmento focal: FiF,
2 E 2 Fp Distancia focal: 2¢
Za Vértices: A; ¢ A
i B, z J Eixo transverso: A A, = 2a

Eixo conjugado: BB, = 2b

Figura 6.11: Elementos da hipérbole.

6.1.4 Determinac¢ao dos pontos de uma hipérbole usando régua

€ compasso

Usando régua e compasso ¢ possivel obter pontos de uma hipérbole a partir do

seguinte procedimento:

1

Marque dois pontos F} e F5 distintos num plano;

. Trace uma semi-reta de origem em F) e que passe por Fy;

Marque um ponto A na semi-reta FiF5 pertencente ao segmento F Fb;

Com o auxilio do compasso, trace uma circunferéncia de centro F} e raio FiA.
Defina F1 A = 2a;

Escolha um ponto D qualquer sobre a circunferéncia e trace uma reta s passando

pelos pontos I e D;

. Trace o segmento FyD;

Trace a mediatriz ¢t do segmento F5D e chame de B a intersecao entre eles;

Considere P a intersecao da mediatriz t com a reta s. Fssa intersecao se dara no
prolongamento a direita ou a esquerda do segmento I} D dependendo da escolha
de D.

P ¢ um ponto da hipérbole com focos F) e Fy conforme a demonstracao abaixo.
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Figura 6.12: Construgao por régua e compasso.

Demonstragao. Seja P a intersecao das retas ¢t e s tal que P se encontra no prolonga-
mento a direita do segmento FyD. Tem-se que t ¢ mediatriz do segmento Fy,D e que P
pertence a t, logo, pela propriedade da mediatriz de um segmento, PF, = PD. Por ou-
tro lado, observa-se que F1 P = F1D+PD = F\ D+ PF5. Segue que Fi1P—PFy = F\D.
Tem-se que F D é o raio da circunferéncia de medida 2a , logo, PF} — PF; é constante e
igual a 2a. Portanto P pertence a hipérbole de focos F} e F,. Para P no prolongamento

a esquerda de F}D a demonstracao ¢ analoga. O

Para obter os demais pontos P da hipérbole basta repetir o procedimento escolhendo
diferentes posicoes de D sobre a circunferéncia. Assim, quando D percorrer toda a
circunferéncia de maneira dinamica, o lugar geométrico determinado pelos pontos P
serd uma hipérbole de focos F) e F, conforme mostra a figura 6.13. A intersecao das
retas t e s a direita de Fy D determina os pontos do ramo direito da hipérbole, assim

como a intersecao a esquerda de F;D determina os pontos do ramo esquerdo.

Figura 6.13: Construgao por régua e compasso.
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Veja a construcao A.2.2.1 no Apéndice.
Veja a construcao A.2.2.2 no Apéndice.

Veja a construcao A.2.2.3 no Apéndice.

6.1.5 Regioes do plano determinadas pela hipérbole e reta tan-

gente

Considerando F} e Fy os focos da hipérbole e 2a um valor real positivo menor
que o comprimento do segmento F}Fy, sabe-se que se P pertencer a hipérbole, entao,
|PFy — PF,| = 2a. Desta forma, os dois ramos da hipérbole dividem o plano em trés
regioes, a saber:

1. Regiao nao focal (R, f) situa-se entre os dois ramos da hipérbole onde cada

ponto P’ satisfaz |P'Fy — P'Fy| < 2a

2. Regido focal que contém F; (R;) onde cada ponto P’ satisfaz P'Fy— P'Fy >
2a

3. Regido focal que contém F, (R;) onde cada ponto P satisfaz P'Fy — P'Fy >
2a

Figura 6.14: Regioes do plano determinadas pela hipérbole.

Definicao 6.2. Uma reta t € tangente a um ramo da hipérbole num ponto P se, e
somente se, nenhum ponto desta reta menos o ponto P, pertencer a regiao focal deter-
minada por este ramo, ou seja, a reta t menos o ponto P estd totalmente contida na

regiao nao focal da hipérbole.

6.1.6 Consequéncias da construcao por régua e compasso

Considere P a intersecao das retas t e s conforme a figura abaixo.
P situa-se no prolongamento a direita do segmento FiD, ou seja, no ramo hy da

hipérbole referente ao foco F3, conforme ilustra a figura 6.15.
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Figura 6.15: Um ponto P da hipérbole pertencente a reta ¢.

Propriedade 6.3. A mediatriz t do segmento Fy,D é tangente a hipérbole no ponto
P.

Figura 6.16: Ponto () qualquer da reta t distinto de P.

Demonstragcao. Tem-se que P é um ponto do ramo hy comum a reta t. Seja () outro
ponto qualquer sobre t distinto de P conforme mostra a figura 6.16. Como t é me-
diatriz do segmento F,D, entao, QF, = QD. P é um ponto da hipérbole, ou seja,
|PF1 — PFy| = F1D. Observa-se ainda pela figura 6.16 que para qualquer ponto
sobre t distinto de P tem-se um triangulo AQDF}. Segue da desigualdade triangular,
aplicada ao AQDF}, que

QD < QF, + F,D ou QD — F,D < QF, (6.7)

também,

QF, < QD + F\D. (6.8)

Das equagoes (6.7) e (6.8), tem-se

QD —-F1D<QF, <QD+ F\D.
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Subtraindo QD membro a membro segue que
—-FD<QF,—QD < F\D

ou

|QF, — QD| < I1D.
Sabendo-se que QD = QF, e F1D = 2a, entao

|QF, — QF | < 2a

para todo ) distinto de P. Portanto, ¢t menos o ponto P esta contida na regiao nao
focal da hipérbole. Pela definicao 6.2, a reta ¢t é tangente a ramo ho da hipérbole em
P. U

Propriedade 6.4. A reta ¢ tangente a hipérbole no ponto P é bissetriz do angulo
F\PF,.

™,
LS
o
gl
Lt - _-/B\\ {
..,-""--?1. /f - ?2

Figura 6.17: Propriedade da reta ¢ tangente a hipérbole.

Demonstragao. No triangulo ADPF5, tem-se que DP = PF5 pois P pertence a me-
diatriz do segmento DF5. Assim, o triangulo ADPF, é isosceles, e pela construcao da
figura 6.17 o0 segmento PB é a altura desse triangulo em relacao a base DF5,. Utilizando
a propriedade da altura de um triangulo isésceles tem-se que PB ¢é bissetriz do angulo
D}A?F2 = Fl_ﬁFQ. Como a reta t contém o segmento PB implica que t é bissetriz do
angulo Fy,PF. 0

Veja a construcao A.2.2.4 no Apéndice.
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6.2 Um Tratamento Analitico

Definigao 6.3. Sejam Fy e Fy pontos distintos no plano © e 2¢ > 0 a distdancia entre
eles. Seja a um nimero real tal que 0 < a < c. O lugar geométrico H determinado pe-
los pontos X de coordenadas cartesianas (v,y) tais que |d(X, Fy) —d(X, Fy)| = 2a
denomina-se hipérbole, onde d representa distdncia euclidiana entre os pontos do
plano. Os pontos Fy e Fy sao chamados de focos da hipérbole. O segmento FiF,
€ chamado de segmento focal e seu ponto médio de centro da hipérbole. O valor 2c

€ chamado de distdncia focal.

6.2.1 Equacao reduzida

A equacao reduzida da hipérbole H é obtida fixando-se o sistema de coordenadas

cartesianas onde F} = (—¢,0) e Fy = (c,0) estao sobre o eixo Ox. Pela defini¢ao 6.3

e R

Figura 6.18: Ponto da hipérbole no sistema ortogonal de coordenadas.

o ponto X de coordenadas (z,y) pertence a hipérbole se, e somente se, d(X, F}) —
d(X, Fy) = +2a. Logo d(X, F\) = +2a + d(X, F}), vigorando o sinal + se X estiver

mais proximo de Fy. Assim,

Vic+e)?2+y2=/(x—c)2 412+ 2, (6.9)
Elevando-se ao quadrado ambos os membros
(z+c)+y* = (x— ) +y° +4a® £ da/(z — )% + ¢, (6.10)
Expandindo as poténcias e simplificando tem-se,
zc—a® = +a/(z — )2 + 2, (6.11)
Elevando novamente ao quadrado

x? — 2a’cx + a* = a*2? — 2a’cx + a’* + a®y’. (6.12)
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Resultando,

(¢ —ah)a® — a*y? = a®(? — a?). (6.13)
Assim, definindo ¢® — a® = b* a equacdo (6.13) pode ser reescrita como:

2 2

%—%:L (6.14)

Observa-se que a equacao (6.14) foi obtida da (6.9) eliminando duas vezes os radicais.

Entdo, para garantir que (6.14) é a equagao da hipérbole para o sistema considerado,
é importante mostrar que partindo-se dela chega-se a (6.9).

Suponha que um ponto arbitrario X = (z,y) satisfaca (6.14). Efetuando os calculos

anteriores na ordem inversa obtém-se primeiro a igualdade (6.13) e depois, a igualdade

(6.12) que pode ser escrita da seguinte forma:

(e — a®)? = a*[(x — ¢)* + 97

Extraindo a raiz dos dois membros desta igualdade tem-se:

we—a* = fa/ (v — ¢)2 + y2, (6.15)

Se o ponto X = (x,y) estiver situado no segundo ou terceiro quadrante do plano
cartesiano entao  serd menor que zero e o primeiro membro da igualdade (6.15) sera
negativo. Neste caso, o segundo membro da igualdade pode ser considerado com sinal
negativo.

Se o ponto X = (z,y) estiver situado no primeiro ou quarto quadrante do plano
cartesiano entdo x serd positivo. Da equacao (6.14) z > a. Como ¢ > a > 0 entdo
cx > a?, logo, o primeiro membro da equacdo (6.15) é positivo. Neste caso, o segundo
membro deve ser tomado com o sinal positivo. Portanto, mantém-se o sinal mais ou
menos apos a igualdade.

Efetuando as operagOes necessarias, obtém-se a igualdade (6.10) de (6.11). Esta

igualdade pode ser escrita da seguinte forma:

(x+c) +y*=[V(x—c)?+y? + 2a)

(x+c)?2+y?= ‘ (x—c)2+y2j:2a), (6.16)

Para decidir-se sobre o sinal da expressao dentro do modulo seré feito a seguinte analise:

(1) Se o ponto X = (z,y) estiver situado no semiplano z > 0, entao \/(z + ¢)? + y*> =
‘\/ (x—c)?+y?+ Qa‘ . Assim, a expressao entre modulo serd positiva .

(2) Se o ponto X = (z,y) estiver situado no semiplano x < 0, entdao \/(z + ¢)? + y* =
’\/(x —c)? 4 y? — 2@‘. Neste caso, o nimero x é negativo e o valor absoluto da
diferenca x — ¢ ¢ igual a soma |z| + ¢. Pela equacao (6.14) se tem |z| > a. Além
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disso, ¢ > a. Consequentemente (z — 0)2 > 4a®. A soma (x — 0)2 + y? também
sera maior que 4a”®. Assim, \/(x — ¢)? + 42 serd maior que 2a e a expressio entre

modulo no segundo membro serd positiva.

Observa-se que, para qualquer posi¢ao do ponto X = (z,y) a igualdade (6.16) se

reduz a forma

V(e +eP?+y2=/(z— ) +y? £ 2a
que é a equagao (6.9). Portanto, a equagao (6.9) pode ser deduzida de (6.14), ou seja,

todo ponto X pertencente a hipérbole satisfaz (6.14). Esta equagdo é chamada de

equacao canodnica da hipérbole.

6.2.2 Algumas propriedades da hipérbole dada pela equacao

reduzida

Algumas propriedades da hipérbole H descrita pela equacao 6.14:

e Nenhum ponto X = (z,y) de #H ¢é interior a faixa vertical caracterizada —a <
r < a. De fato, se X = (z,y) satisfaz a equacdo (6.14), entdo, 2* > a®. Con-
sequentemente, a interse¢ao da hipérbole com a mediatriz do segmento focal Oy
é vazia. Para a ordenada de X, porém nao ha restricoes. Qualquer que seja o

valor atribuido a y, existe um x € R tal que (x,y) satisfaz (6.14).

e Se (z,y) é uma solugdo qualquer da equagao (6.14), entao (—=x,y), (z,—y) e
(—x, —y) também serao, pois em tal equagao todos os expoentes sao pares. Logo,
a hipérbole é simétrica em relagao a reta focal Ox, a mediatriz do segmento focal

Oy e ao centro O.

e (,0) satisfaz (6.14) se, e somente se, x = a ou x = —a. Por isso, a interse¢ao de

H com a reta focal Oz é constituida dos pontos A; = (—a,0) e Ay = (a,0)

O retangulo caracterizado pelas desigualdades —a < = < ae —b < y < b, é chamado
de retangulo fundamental da hipérbole. As diagonais deste retangulo estao contidas

nas retas dadas por

Tlsy:—axergzy:ax,

que recebem o nome de assintotas da hipérbole.

Na figura 6.19 apresenta-se o esboco da hipérbole H e assintotas r; e ro a partir
da analise da equacao de H e de seu comportamento apresentado na secao 6.1. O
posicionamento da assintota 7, em relagao a curva H pode ser esclarecido da seguinte
maneira: para todo ponto de abscissa x maior do que a, sejam H e R, respectivamente,
os pontos da hipérbole e e da reta assintota r, respectivamente. Dessa forma, pode-se
escrever H = (z,bv/x2 —a?/a) e R = (z,bx/a). Observa-se que as ordenadas destes
dois pontos se relacionam na forma bx/a > b\/ﬂ/a. A partir desta relacao pode
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se dizer que H esta abaixo de R e que a reta assintota r, nao intercepta H no primeiro
quadrante. Devido as simetrias de H e 75, pode-se afirmar que roNH = (). Além disso,

a distancia d(H, R) diminui a medida que x cresce no intervalo [a, +oo[, pois

ﬂ&R):-%—Q%ﬁ??:9@—¢PT¥)

_ Q(x_ x2_a2)(x+\/x2_a2):§ a’
a (x+Va?2—a?)  a(z+ V22— a?)

e lim d(H,R) = 0.

T—r00

O comportamento de r; ¢ analogo. Utilizando estes fatos, pode-se fazer, a mao livre,

um esboc¢o da hipérbole bastante razoavel.

Figura 6.19: Caracteristicas do esboco da hipérbole.

Observa-se que o Teorema de Pitagoras, aplicado ao triangulo retangulo O A, By,

confirma a relacio ¢® = o + b°.

6.2.3 Retas tangentes e retas normais a hipérbole

A reta tangente & hipérbole tem um tnico ponto em comum com ela, mas nem toda

reta com essa propriedade é tangente. Isto pode ser ilustrado pela figura 6.20.
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Figura 6.20: Retas que interceptam H em um tnico ponto.

A reta t serd considerada como tangente. Embora r contém um ponto P do ramo
direito é paralela & assintota 79, sendo assim, possui pontos na regiao focal da curva,

entao nao satisfaz a definicao 6.2 para reta tangente.
Definigao 6.4. Seja t uma reta e H uma hipérbole:

(a) t é tangente a H se nao € paralela a nenhuma das assintotas e tNH contém apenas

um ponto, Py, chamado ponto de tangéncia.

(b) Set € tangente a H, em Py, a reta que contém Py e é perpendicular a t chama-se

reta normal a H em Pj.

O procedimento para obter uma equacao da reta t, tangente a hipérbole H de

equagao (6.14), conhecendo um ponto de tangéncia Py = (z1, 1), sera descrito a seguir.

(1) O ponto P, = (x1,y1) pertencente a ‘H encontra-se sobre o eixo x, ou seja, y; = 0.

Como P, = (z1,0) pertence a hipérbole H conclui-se que z; = —a ou z; = a.
Assim, a reta r tangente a H no ponto P; = (x1,0) é definida como a reta perpen-

dicular ao eixo x, ou seja, de equacao

r: r=-—a
ou
r r=a

(2) O ponto P, = (x1,y1) pertencente a um dos ramos de H com y; # 0.

Sejam Py = (x1,41) e Py = (x9,y2) dois pontos pertencentes a um dos ramos de
H tais que x1 # Ty e Y1 # Yo. Seja s a reta secante determinadas por Py e Ps .
Assim, a inclinacao mg da reta s pode ser obtida a partir das coordenadas de P e
P,. De fato, Py = (z1,11) e Py = (29, y2) pertencem a H, ou seja,

2 2
ry Y
primie i 1 (6.17)
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2 2
Ty Yy

Subtraindo (6.17) de (6.18) obtém-se

(w3 —af) (¥ —uyi)

a? b2

ou
(w2 —21) (T2 +21) (Y2 —y1) (Y2 + 1) _0
2 - 2 -
a b

Simplificando encontra-se

Y2 — Y1 V(29 + 1)

vy —x1  a*(y2 + 1)

Assim, pelo teorema 2.1
b (xo + 21)

mg =
a’(y2 + y1)

Seja m; a inclinagao da reta tangente a hipérbole no ponto P;. Logo, pela definicao
2.4,

m; = lim My
(w2,y2)—(z1,91)

Substituindo o valor de my e resolvendo o limite tem-se

. bV (xg+ 1)  bPay
lim 5 =
(@22)— (1) 2(Y2 + Y1)  a’y

(6.19)

Pelo teorema 2.2 a equacao da reta t tangente a hipérbole no ponto P; pode ser
calculada por

ou
a’yy — a*y? = brrir — b2t
Como b*2% — a®y} = ab?, pode se escrever b*r1x — a’y1y = a’b® ou

1T y13/_1
@

Assim, partindo-se da inclinacao da reta tangente a hipérbole no ponto P, =
2
a~yi

(x1,91), pelo teorema 2.3, a inclinagdo m, da reta normal n neste ponto é ———

b2$’1 ’

Portanto, a equacdo da reta n é dada por :a’y1x + b*x1y = (a* + b*)z1y:.
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6.2.4 Propriedade da reta tangente & hipérbole

Teorema 6.1. Sejam P um ponto qualquer da hipérbole, PFy e PFy o0s segmentos

que ligam o ponto P aos focos desta curva. A reta tangente ao ponto P € bissetriz do
angulo FlﬁFz.

Demonstracio. Sera considerado a equacio da hipérbole em sua forma canonica bz —
a2y2 = a’b* e um ponto Py = (x1,y1), com y; # 0, pertencente ao ramo desta curva

situado no semiplano z > 0.

Figura 6.21: Reta tangente a hipérbole em P;.

Seja t a reta tangente a hipérbole no ponto P, = (z1,y1). Seja « o angulo formado
por t e o segmento Py Fy e 5 o angulo formado por t e o segmento P F}. Pretende-se
mostrar que a = .

Pela expressao (6.19) tem-se que inclinagdo da reta tangente a hipérbole em P, =
2

T
(x1,91) & 2—1 Pelo teorema 2.1 as inclinacoes dos segmentos P F) e P F; sao dadas
a=y
por Y e % , respectivamente. Entao, pelo teorema 2.4, resulta
r1+c x1—cC

Y1 52961

a’y? — vzt + bier

a’ryy; — a’cyr + b2xiy

_ 2
th[: T & a1 _

(2
Ir1 —C a1

Como o ponto P; esta sobre a hipérbole tem-se que 62:1:% — azy% = a?b?. Usando esta

relacio e a igualdade ¢ = a* + b* obtém-se

b (cxy — a?)

ctryyr — a’cyy

—a?b? + bPcxy

z1y1(a? + b?) — aey

B b (cxy — a?)

cyr(cxy — a?)

b2
cy

tga =

Analogamente tem-se,

b’z 1 n

a’y; w1 +c

52371 U1
1
+ <a2y1> (:1:1 + c)

a’b? + b*cay

191 (a? + %) + acy;

b’z] — a*yi + b?cxq

a’x1y, + acyy + b2xin
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b (a® + cxy)

ccxiyy + a’ey

b*(a® + cxy)
cyr(cxy + a?)

62
En
Logo, tga = tg 8 e portanto a = 5. m
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Parabola

7.1 Um Tratamento Geométrico

Definicao 7.1. Fizados uma reta e um ponto nao pertencente a ela denomina-se pa-

rabola o lugar geométrico dos pontos que sao equidistantes da reta e do ponto fizados.

7.1.1 Construcao da parabola usando esquadro e um fio inex-

tensivel
Pode-se esbocar um trecho de uma pardbola da seguinte forma:
Tome um esquadro no formato de triangulo retangulo escaleno;
Trace uma reta no plano;

No mesmo plano marque um ponto nao pertencente a esta reta tal que a distancia

entre a reta e o ponto seja menor que a medida do cateto maior do esquadro;

Tome um fio inextensivel de forma que seu comprimento seja igual ao cateto maior

do esquadro;

Nesse cateto do esquadro, escolha a extremidade que possua o menor angulo agudo

e prenda uma extremidade do fio;
Prenda a outra extremidade livre do fio no ponto marcado;

Apoéie o cateto menor do esquadro sobre a reta tracada e use a ponta do lapis para

manter o fio sempre esticado conforme a figura 7.1;

Movimente o esquadro sobre a reta tracada, mantendo o fio sempre esticado com

a ponta do lapis.

95
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Figura 7.1: Construcao da pardbola usando esquadro e fio inextensivel.

Os pontos da curva obtida por essa construcao pertencem a uma parabola, pois
observa-se que para cada ponto P sobre a curva, a distancia entre P e a reta tracada
é igual ao comprimento do fio entre P e o ponto marcado. Assim, P é equidistante da
reta e do ponto fixados.

A reta fixada sera chamada de diretriz da parabola e o ponto fixado nao perten-

cente a diretriz serd chamado de foco.

7.1.2 Simetria da parabola

Propriedade 7.1. A reta perpendicular a diretriz da parabola e que passa pelo foco

é o eixo de simetria dessa curva.

Figura 7.2: Simetria em relagao a reta s.

Demonstracao. Sejam r a reta diretriz da parabola e s a reta perpendicular a r e que
passa pelo foco . Seja P um ponto pertencente a pardbola e P’ o simétrico de P em
relagdo a s. Pela definicdo 2.2 tem-se que s é mediatriz do segmento PP’. Como F

pertence a s, pela definicao 2.1 tem-se

FP=FP (7.1)
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Conforme mostra a figura 7.2, considere ) a projecao ortogonal de P sobre a reta r e

Q' projecao ortogonal de P’ sobre a mesma reta. Entao,
PQ=PQ (7.2)

Uma vez que P pertence a pardbola, entao, pela definicaio 7.1 FP = P(. Desta

igualdade e da equagao (7.2) tem-se que,

FP =P (7.3)
Das equagoes (7.1) e (7.3) obtém-se

FP = P'Q'.
Ou seja, P’ é equidistante da reta r e do foco F. Portanto, P’ pertence a parabola

dada. O]

7.1.3 Determinacao dos pontos de uma parabola usando régua

€ compasso

Usando régua e compasso pode-se determinar pontos de uma parabola da seguinte

forma:
1. Trace uma reta r e marque um ponto F' nao pertencente a r;

2. Trace uma reta s perpendicular a reta r passando por um ponto D qualquer de

r;

3. Trace o segmento F'D;

4. Com auxilio do compasso, desenhe a mediatriz ¢t do segmento F'D;
5. Considere P a intersecao das retas t e s.

P ¢ um ponto da parabola de foco F' e diretriz r conforme a demonstragao abaixo.
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Figura 7.3: Construcao por régua e compasso.

Demonstracao. Tem-se que P pertence a reta s que é perpendicular a diretriz r» no
ponto D. Entao, a distancia de P a reta r ¢ dada pelo segmento PD. Tem-se ainda
que P pertence a t mediatriz do segmento F'D. Logo, pela propriedade da mediatriz,
PF = PD. Assim, P é equidistante do ponto F e da reta r. Portanto, pela definicao
7.1, P pertence a parabola de foco F' e diretriz r. O

Para obter os demais pontos P da parabola basta repetir o procedimento escolhendo

diferentes posicoes de D sobre a reta diretriz r conforme ilustra a figura 7.4.

Figura 7.4: Construcao por régua e compasso.

Veja a construgao A.2.3.1 no Apéndice.

Veja a construcao A.2.3.2 no Apéndice.

7.1.4 Regiao do plano determinada pela parabola e reta tan-

gente

A parédbola divide os demais pontos do plano em duas regioes denominadas:
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(1) Regiao focal da curva (R;) onde cada ponto P tem distancia até o foco menor

que a sua distancia até a diretriz, ou seja, P satisfaz a desigualdade PF' < PD.

(2) Regiao nao focal da curva (R, f) onde cada ponto P tem distancia até o foco

maior que a distancia até a diretriz, satisfazendo PF > PD.

Figura 7.5: Regioes do plano determinadas pela parabola.

Definicao 7.2. Uma reta t € tangente a pardbola num ponto P se, e somente se,
nenhum ponto desta reta menos o ponto P, pertencer a regiao focal desta curva, ou

seja, a reta t menos o ponto P estd totalmente contida na regiao nao focal da pardbola.

7.1.5 Consequéncias da construgao por régua e compasso

Propriedade 7.2. A reta ¢, mediatriz do segmento F'D, é tangente & parabola no

ponto P.

‘

/

Figura 7.6: Ponto @) qualquer da reta ¢ distinto de P.

Demonstracao. Seja P ponto de intersecao da parabola com a reta t. Considere um

outro ponto () qualquer distinto de P sobre a reta t. Como t é mediatriz do segmento
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FD, entao QF = QD. Seja D' o ponto de interse¢cao da reta diretriz r com a reta
perpendicular que passa por ). Entao, QD' ¢ a distancia entre o ponto @ e a diretriz
r. O triangulo AQD'D, é reto em D' e o lado QD é oposto ao angulo QD'D. Entéo
QD > QD' para qualquer ponto @ escolhido sobre a reta t. Das relacoes, QF = QD
e QD > QD’, conclui-se que a distancia do ponto @ ao foco é maior que a distancia
do mesmo em relacao a diretriz r. Assim, () pertence a regiao nao focal da parabola.

Logo, pela definicao 7.2, t é tangente a parabola em P. O

Propriedade 7.3. A reta t tangente a parabola em um ponto P qualquer forma
angulos iguais com o segmento PF e com a reta [ que passa por P e paralela ao eixo

da parabola.

r

Figura 7.7: Propriedade da reta t tangente a parabola.

Demonstragao. Sejat a reta tangente a parabola no ponto P e [ a reta que passa por P
paralela ao eixo da parabola. Seja D ponto de intersecao da reta [ com a diretriz d da
parabola e B a intersecao da reta t com o segmento F'D. Sejam os pontos R e S sobre
as reta [ e t respectivamente conforme a figura7.7. Considere o a medida o angulo RPS
e f a medida do angulo FPB. Pretende-se mostrar que o = 3. De fato, no triangulo
AFPD, o vértice P pertence a mediatriz do segmento F'D. Entao, FP = PD e o
AFPD é isosceles. Assim, a altura PB do triangulo AFPD em relacao ao vértice P
¢ também bissetriz do angulo FPD. Segue que o angulo FPB ¢ congruente ao angulo
BﬁD, isto é, BPD tem medida igual a 5. Como os angulos BPD e RPS sio opostos

pelos vértices, conclui-se que a = £. O

Veja a construcao A.2.3.3 no Apéndice.

7.2 Um Tratamento Analitico

Definicao 7.3. Sejam r uma reta e F um ponto qualquer nao pertencente a r, isto

é, rNF =10. O lugar geométrico dos pontos X de coordenadas cartesianas (x,y)
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equidistantes de F e r chama-se pardbola. O ponto F é chamado de foco e a reta
r, diretriz. O nimero positivo p tal que d(F,r) = 2p € chamado de pardmetro da

pardbola, onde d € a distdncia euclidiana.

7.2.1 Equacao reduzida

Para obter a equacao da pardbola P, considera-se o sistema ortogonal de coorde-
nadas cuja origem é o vértice de P, tal que o foco pertenca ao semi-eixo positivo das
abscissas, conforme a figura 7.8. Em relagao a este sistema o foco é F(p,0) e a diretriz

éaretar: x=—p.

Figura 7.8: Ponto da pardbola no sistema ortogonal de coordenadas.

Seja X um ponto de coordenadas cartesianas (x,y). Pelo corolario 2.1 conclui-se
que d(X,r) = |x + p|. Sabe-se que d(X, F) = +/(z — p)? + 2.
Pela definigao (7.3), X pertence a parabola se, e somente se, |x + p| = /(x — p)? + y>.

Elevando ao quadrado obtém-se a igualdade

lz+p|> = (x —p)? + 12
que por sua vez é equivalente a 2% + 2pzx + p* = 2 — 2px + p* + y?. Simplificando,

obtém-se

v = dpx (7.4)

Esta equagao é chamada de equacao reduzida da parabola P. Pode-se obter outras
formas para equacao reduzida da parabola, dependendo de como o foco se situa em
relagao aos eixos coordenados.

Se o sistema tem origem no vértice V' da pardbola e o foco pertencente ao semi-

eixo negativo das abscissas, entdo F' = (—p,0) e a diretriz terd equagdo r : z = p.
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Logo, X = (x,y) pertence & pardbola se, e somente se, d*(X, F) = d*(X,r), isto é,
2 __

(z+p)P+y° =]z — p\2. Desenvolvendo os quadrados e simplificando, obtém-se
y® = —dpx (7.5)

que é outra equacao reduzida da parabola. Esta equacao resulta também da simples
troca de x por —x na equagao (7.4).
Se V' = O(origem do sistema) e o foco pertencer ao semi-eixo positivo ou ao semi-

eixo negativo das ordenadas, as equacoes obtidas serao, respectivamente,

v? =dpy e ¥ = —4py (7.6)

também designadas como equagdes reduzidas da pardbola. Os esbogos correspondentes

as equagoes (7.5) e (7.6) sao dadas pela figura 7.9.

¥ = dpy
(k)

Figura 7.9: Esbog¢o da parabola.

7.2.2 Algumas propriedades da parabola dada pela equagao re-

duzida

Algumas propriedades da parabola P podem ser obtidas da equacgao (7.4):

Propriedade 7.4. Se (x,y) satisfaz a equacgao, entao x > 0. Ou seja, nenhum ponto

de P tem abscissa negativa.

Propriedade 7.5. A pardbola é simétrica em relacao ao eixo Ox, mas nao em relagao

4 reta que contém o vértice e é perpendicular ao eixo Oz, nem em relacdo ao vértice

0.

Propriedade 7.6. O vértice O é o tinico ponto de intersecao da pardbola com seu eixo

de simetria. De fato, da equagao (7.4) quando y = 0 implica em = = 0.

Sejam A e B as intersecoes de uma reta com a parabola tal que esta reta contenha
o foco e seja perpendicular ao seu eixo de simetria desta curva. O triangulo VAB é
chamado de tridAngulo fundamental da parabola. Trata-se de um triangulo isésce-
les, de base igual a amplitude focal AB e altura igual ao parametro p conforme ilustra
a figura 7.10.
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Figura 7.10: Triangulo fundamental da parabola.

7.2.3 Retas tangentes e retas normais & parabola

A reta tangente a parabola tem um tnico ponto em comum com ela, mas de forma
analoga ao caso da hipérbole, nem toda reta com essa propriedade é tangente, conforme
mostra a figura 7.11.

Figura 7.11: Retas que interceptam P em um tnico ponto.

Embora a reta s, paralela ao eixo da parabola, tenha apenas um ponto em comum

com essa curva, nao satisfaz a definicao 7.2 de reta tangente.
Definicao 7.4. Seja t uma reta e P uma pardbola.

(a) t é tangente a P se nao € paralela ao eixo da pardbola e t NP contém apenas um

ponto, Py, chamado ponto de tangéncia.

(b) Set € tangente a P, em Py, a reta que contém Py e é perpendicular a t chama-se

reta normal a P em Pj.

Sera considerado dois casos para a equacio da reta ¢ tangente a parabola P: 3? =

4px no ponto P, = (z1,y1):

(1) O ponto P, = (x1,y1) é vértice de P , ou seja, y; = 0.
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Como P, = (x1,0) pertence a parabola P chega-se que x; = 0. Assim, a reta t
tangente a P no ponto P; = (x1,0) é uma reta perpendicular ao eixo = de equagao
r: x =0, ou seja, o proprio eixo Oy.

O ponto P, = (z1,y;) pertence a P mas é diferente do vértice de P, isto é, y; # 0

Sejam P, = (z1,11) e Py = (22, y2) dois pontos pertencentes a P tais que z # 23
e Yy # —ys. Seja s a reta secante determinada por P; e P5 . Assim, a inclinacao
ms da reta s pode ser obtida a partir das coordenadas de P, e P,. De fato, se

Py = (z1,y1) e P, = (x9,y2) pertencem a P tem-se que
y; = 4pr (7.7)

Yy = 4p; (7.8)

Subtraindo a equagao (7.7) de (7.8) obtém-se

ys — yi = 4dp(zs — 11)

ou
(y2 = y1) (Y2 + y1) = 4p(z2 — 21)
Simplificando encontra-se
Y2—4 _ 4p
Ty —T1 Y2+

ou, pelo teorema 2.1,
4p
me =
Yo+ U1

Seja m, a inclinacao da reta tangente a parabola no ponto P;. Logo, pela definicao
2.4,

(7.9)

. . 4p 2p
m; = lim mg = lim ==
(z2,y2)—(z1,y1) (z2,y2)—(z1,91) Y2 + Y1 Y1

Pelo teorema 2.2 a equacao da reta t tangente a parabola no ponto P, pode ser
calculada por
2p

y—mn=—x—x
! 3/1( 1)

ou
Y1y — Y7 = 2px — 2pxy.

Como y? = 4px; pode-se escrever y1y = 2p(x + 1)

Pelo teorema 2.3 o coeficiente angular da reta normal é —g—l e sua equacgao €
D

y1x + 2py = x1y1 + 2p
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7.2.4 Propriedade da reta normal a uma parabola

Teorema 7.1. Sejam Py = (x1,y1) um ponto qualquer da pardbola P, PLF o segmento
que liga o ponto Py ao foco dessa curva e n a reta normal a P em Py. Seja r a reta
que contém Py e € paralela ao eixo da pardbola. Entdo, a reta normal n € bissetriz do

angulo formado pelo segmento P\ F' e a reta r.

Figura 7.12: Reta n normal & parabola em P;.

Demonstragao. Considere a equacao da parabola na forma canonica
y? = dpx

Sejam m a normal & parabola P no ponto P; = (z1,y1), r a reta paralela ao eixo da
pardbola, e o segmento P,F, tal como mostra a figura 7.12. Considere a o angulo
formado por n e o segmento P, F' e § o angulo formado por n e r. Pretende-se mostrar

que o = [ . Pela expressao (7.9) a inclinagao da reta tangente a parabola em P; =

(x1,71) € _p Logo, pelo teorema 2.3, a inclinacao da reta n é _n
Y1

2p
. Assim, pelo teorema 2.4

Pelo teorema 2.1 inclinagao do segmento P F' é

ry—0p
tem-se que
_n_
B 2p ;i —p|_|TTW Py =205 | % — P
tgo = 2\ T T — 22— | |2pm -2 — 2|
1_ Y1 Py p 2 Py p Y1
2p(z1 — p)

Como Py = (z1,1) esta sobre a pardbola, entdo, yi = 4px;. Substituindo este valor
de ¥} na tltima igualdade, tem-se que

—Z1Y1 — PY1
2pry — 2p? — dpxy

Yi
2p

(7.10)

tga:‘

_ ‘ —y1(z1 + p) ‘
—2p(z1 + p)
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Uma vez que a inclinacao de r é 0, resulta:

0 (_yl)
tg 8 = _\®) =
1+O(—y1)
2p

Y1

2 (7.11)

Portanto, de (7.10) e (7.11), conclui-se que a = f3 O



8 Definicao unificada das conicas

Uma definicao geral das conicas pode ser dada por:

Definicao 8.1. Dados uma reta v e um ponto I nao pertencente a reta. A elipse,
a hipérbole e a pardbola podem ser definidas como o lugar geométrico dos pontos cuja
razao das distancias ao ponto F' e a reta r € uma constante real positiva que depende de
cada curva. Esta constante serd chamada de excentricidade. A reta v serd chamada

de diretriz e o ponto F' dado serd chamado de foco.

Sejam r a reta diretriz, F' o foco, d a distancia euclidiana e P um ponto qualquer
da curva. Entao, a interpretacao geométrica da definicao 8.1 pode ser dada pela figura
8.1 onde e, ey e e3, distintos dois a dois, sao as excentricidades da elipse, hipérbole e

parabola, respectivamente.

F

\ N

aPF)_ 2’.::,"::17 aAPF)
diP.r} 1 Gt d{Pr} 3

Figura 8.1: Conicas definidas por foco-diretriz.

Veja a construcao A.2.4.1 no Apéndice.

A seguir obtém-se a expressao analitica das conicas partindo-se da defini¢ao 8.1.
Considere o sistema de coordenadas cartesianas xOy, em que o eixo Oy coincida
com a reta diretriz r e o eixo Oz seja a reta perpendicular a r passando pelo foco F.

Considere F' com coordenadas (2p,0), onde p > 0 conforme a figura 8.2.

107
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Figura 8.2: Definicao foco-diretriz e plano cartesiano

Seja P = (z,y) um ponto qualquer sobre qualquer uma das conicas. Pela defini¢ao

8.1 tem-se que

=e (8.1)

onde e é a excentricidade da conica e d é a distancia euclidiana. Tem-se que d(P, F) =

V(z —2p)2 + y? e pela proposicao 2.1 conclui-se que d(P,r) = |z|. Reescrevendo a

equacgao (8.1) em coordenadas cartesianas obtém-se

V(@ —2p)* +y? = ela]

Elevando ao quadrado ambos os membros

(l‘— 2]9)2 +y2 — 621'2

Expandindo e simplificando
(1 —e*)a? —dpr +y* +4p* =0 (8.2)

que é a equagao geral de uma conica dada pela definicao 8.1. Para determinar
cada uma das trés conicas sera analisado os valores da excentricidade e. Divide-se nos

seguintes casos:

Casoe=1
A equagao (8.2) torna-se:
—dpx + y* + 4p* = 0.

Isolando y e simplificando,

y* = 4p(z —p) (8-3)
Considerando O = (p, 0) pode-se definir um outro sistema de coordenadas zO% onde O
é a origem. Fazendo a translacao do sistema xQy para xOy, pela definicao 2.3, pode-se

garantir as seguintes relacoes entre as coordenadas:

r=r—pey=y.
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Assim a equacao (8.3) pode ser reescrita como

7’ = 4pz

que é a equacao reduzida da parabola no sistema ZOj obtida na secio 7.2.

Apoés a translagao para o sistema Oy tem-se:

e Coordenadas do foco:  F = (p,0)
e Equacao da diretrizz r: = —p

e Representacao geométrica:

Figura 8.3: Sistema zOj e conica com excentricidade e = 1.

Caso 0<ex<x1

Para 0 < e < 1, entdo 1 — e* > 0. Dividindo a equacdo (8.2) por 1 — e* obtém-se:

X=X

y'=4px

4p Y —4p?
2 - — .
* 1—€2x+1—€2 1—e?
Completando os quadrados, tem-se
2o o Wy A
1—e? (1—e?)? 1-—€2 (1—¢2)2 1-—¢%
Simplificando,
2
. 2p n > _ 4p?e?
1—e? 1—e? (1—e2)?
2.2 92 2
Dividindo membro a membro por a f §2>2 = (1 _p;) tem-se,

Y
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que pode ser escrita da forma

(- %)
l‘_
1—e? 2
VAR ) (8.4)
2pe 2pe
1 —e? V1—e?

_ ~ 2
Efetuando a translagao para o sistema zOy com origem O = (1_]92’ 0) dada por

. 2p
T=1- 1 |
y=y
definindo a = _2pe eb= e a equagao (8.4) pode ser reescrita como
1—e2 V1—e?
2 2
¥+%:1 (8.5)

que é a equacao reduzida da elipse no sistema ZO7 obtida na secio 5.2.

Focos e diretrizes da elipse

Apés a translacdo para o sistema 7Oy e definindo F' = Fy como um dos focos da

elipse e r = rq, tem-se:

2 2pe?
e Coordenadas do foco: Fy = (2p — —p,O — (-2 ,0 ] = (—ae,0)
1—e? 1—e?
2 a
e Equacao da diretrizz r: T =— p___ 2
1—e? e
e Representacao geométrica:
=y ly rery=y y
P e —1
ﬂfp:' 71 N\
8] a 'F=F1 [a] K=y [ o |='D -3 F'.I=[-EIE 0y |O =N
" = ——t 3
1.8
2 T
1.8t [+

Figura 8.4: Sistema 207 e conica com excentricidade 0 < e < 1.
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No sistema ZO7 nota-se que F} e 71 estio situados a esquerda da origem O conforme
mostra a figura 8.4. Considere agora os simétricos de F} e r; em relacdo ao eixo Of,
ou seja, o ponto Fy = (ae,0) earetary: T = ¢ Entao, Fy e ry sao respectivamente,
o outro foco e outra diretriz da elipse que satisefazern a equagao (8.5). De fato, seja
P = (z,y) um ponto qualquer da elipse com excentricidade e dada anteriormente. Se
F5 e ro a0 respectivamente foco e diretriz desta elipse entao, a definicao 8.1 é satisfeita,
ou seja,

% = e ou d(P, Fy) = ed(P,rs).

Em coordenadas cartesianas no sistema zOy tem-se

-z

T—ae)l+y2=c¢
e

c 7
Elevando ao quadrado ambos os membros
(z —ae)* +y* = ¢ <g —:z->2.
Expandindo e simplificando tem-se que
(1—e?)2* + 7% = (1 —e*)a’.
Dividindo membro a membro por (1 — e*)a?
72 7

I AR
a? - (1 —e?)a?

9 2
Contudo, (1 —e*)a* = (1 — €?) <1 p62> = b*. Conclui-se que
—e
T
@ e !

Assim, a elipse é uma conica que possui dois focos e duas diretrizes conforme ilustra

a figura 8.5.
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Ty

SR 2
/'f;-f H“‘\
,;r \_Fr
1
.": J \'.
| \
|
il ki et S ¥ iy 8
- |I F1={-.ae_ﬂ;| o F2= [ﬂe,ﬂ::[ﬂ

Figura 8.5: Focos e diretrizes da elipse.

A relacao entre a distancia focal e a excentricidade da elipse

Seja 2c¢ a distancia focal de uma elipse dada pelo comprimento do segmento F}F5.
Considerando o sistema cartesiano anterior onde F; = (—ae,0) e Fy = (ae,0), entdo,
F1Fy = 2ae. Segue que,

c
2c = 2ae ou e = —.
a

. .. . C -
Ou seja, a excentricidade e pode ser expressa pela razao —. Nota-se que esta razao
a

mede o quanto os focos se afastam ou se aproximam do centro O ou dos vértices (—a, 0)

e (a,0) da elipse, justificando o emprego da palavra excentricidade.

Caso e > 1

Para e > 1, entdo e — 1 > 0. Dividindo a equacéo (8.2) por e? — 1 e invertendo o
sinal dos termos de ambos os lados obtém-se:

4p Y 4p?
x = .
ez —1 e2—1 e2-1
Completando os quadrados, tem-se

5172—1—

4p 4p? Y’ 4p? 4p°
2 B _ _
x+62—1x+(62—1)2 e? —1 62—1+<62—1)2
Simplificando,
2\ oyt 4P
T+ - = .
ez —1 e2—1 (e2—1)

(e2 — 1)2 —\ 2 _
2p 2
<x+62_1> yg

— -1
2pe 2 4]9262 ’
ez —1 ez —1

. 4p*e? 2pe 2
Dividindo membro a membro por tem se,
e
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que pode ser escrita da forma

2p 2
(:U + o2 _ 1) - y? B
2pe 2 2pe 2
e2—1 e2 —1

_ _ 2
Efetuando a translagao para o sistema Oy de origem O = (— P 0) com

e? —1’
_ 2p
r=TE e2—1 |
y=y
) 2pe 2pe N )
definindo a = = 1° b=— T a equagao (8.6) pode ser reescrita como
es — es —
_2 p—
r_Y
a? b2

que é a equacio reduzida da hipérbole no sistema zOy obtida na secio 6.2.

Focos e diretrizes da hipérbole

(8.6)

(8.7)

Definindo FF' = Fy e r =1y em que F = (2p,0) e r : = 0, apés a translagao para

o sistema Oy tem-se:

2 2pe?
e Coordenadas do foco:  F; = (2p+ b 0) = < p_e 1,0) = (ae,0)

ez —1’ e2
- o 2 a
e Equagao da diretrizz = 71 : T =— p__¢
ee—1 e
e Representagao geométrica:
y lry=r=y \ gl =Y ;
\ /
2pe \
- \ ¥
= | |I ik o0
O O a F=F"| =y | 0| O all F'I =(ae,0) w=x
| — | \
|- TR 2p i
2p i} a
er.1 / \ XLy
/! \ & b
""""" e
E:- 1 / A \

Figura 8.6: Sistema ZO7 e conica com excentricidade e > 1.
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No sistema ZOF nota-se que I} e r; situados a direita da origem O conforme mostra
a figura 8.6. Considere agora os simétricos de Fi e r; em relagao ao eixo y, ou seja,
o ponto Fy = (—ae,0) e aretary : T = 4 Entao, F5 e ry sdo respectivamente,
o outro foco e outra reta diretriz da hipérbolee que satisfazem a equagao (8.7). De
fato, seja P = (Z,y) um ponto qualquer da hipérbole de excentricidade e no sistema
7Oy considerado anteriormente. Se F e 75 sdo respectivamente foco e diretriz dessa

hipérbole entao, a definicao 8.1 é satisfeita, ou seja,

d(P, Fy)

AP = e ou d(P, Fy) = ed(P,ry).

Em coordenadas cartesianas no sistema Oy tem-se

\/(§:+ae)2+ﬂ2:e‘i+—‘.
(&

Elevando ao quadrado ambos os membros
(Z +ae)® + i = é? (97:+ g)Q
e desenvolvendo os quadrados e simplificando tem-se
(1—e)z?+ 7> = (1 —e?)a® ou (e — 1)z* — * = (e — 1)a*.

Dividindo membro a membro por (e* — 1)a*

2

SR A

72 7
a2 (e2—1)a?

9 2
Como (e — 1)a* = (e* — 1) ( 2p€1) = b?, entdo obtém-se
e —

R
a2 b2

Diz-se entao que a hipérbole é uma conica que possui dois focos e duas diretrizes
conforme ilustra a figura 8.7.
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Figura 8.7: Focos e diretrizes da hipérbole.

A relagao entre a distancia focal e a excentricidade da hipérbole

Seja 2¢ a distancia focal de uma hipérbole dada pelo comprimento do segmento
F1 F,. Considerando o sistema cartesiano anterior onde Fy = (ae,0) e Fy = (—ae, 0),

entao, I Fy = 2ae. Segue que,

c
2c = 2ae ou e = —,
a

. .. . . C
ou seja, a excentricidade da hipérbole pode ser expressa pela razao —.
a

Veja na construcao A.2.4.2 no Apéndice a analise da expressao

(1—e*)a? —dpr +y* +4p* =0

8.1 Famihas de curvas

A partir dos trés casos analisados anteriormente, a definicao 8.1 pode ser reescrita

da seguinte forma:

Definicao 8.2. Seja r uma reta e F' um ponto nao pertencente a r. Entao, uma conica

C com diretriz r, foco F' e excentricidade e € o conjunto de todos dos pontos P tais que:

d(P, F)
d(P,r)

onde d representa distincia euclidiana. Se 0 < e < 1, a conica serd uma elipse; e = 1

serd uma pardbola e e > 1 serd uma hipérbole.
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Nota-se da definicao 8.2 que, uma vez fixada uma reta e um ponto nao pertencente
a ela, determina-se uma tnica parabola que estara associada a excentricidade 1. Para
a elipse e a hipérbole tem-se uma familia de curvas, ou seja, para cada nimero real no

intervalo 0 < e < 1 determina-se uma elipse e para ¢ > 1 uma hipérbole. Isto pode ser

: e=3J
a=2 ;

a=2
e=1.5

ilustrado pela figura 8.8:

Figura 8.8: Familias de conicas.

Veja a construcao A.2.4.3 no Apéndice.

Observacao 8.1. O estudo da teoria das conicas no espacgo tridimensional nao sera
tratado neste trabalho. No entanto, pode-se justificar o surgimento da reta diretriz
na defini¢ao 8.2 utilizando-se do trabalho do matemético belga G.P. Dandelin (1794 -
1847), escrito em 1822.

Segundo a definicao de Dandelin, dado um cone e um plano, nao passando pelo
vértice, ha sempre uma ou duas esferas tangentes simultaneamente ao cone e ao plano.
A curva de intersegao do plano com o cone é uma conica e o(s) ponto(s) de tangéncia
da(s) esfera(s) com o plano é(sdo) o(s) foco(s) dessa conica conforme ilustra a figura
8.9. A reta diretriz para cada conica é dada pela intersecao do plano da conica com o
plano que contém c¢; ou co, onde ¢; e ¢y sao as circunferéncias obtidas pela intersecao

das esferas com o cone.
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()

Figura 8.9: Esferas de Dandelin e as conicas

Um estudo mais detalhado sobre o trabalho de Dandelin é feito na referéncia |7].
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8.2 Forma das coOnicas

8.2.1 Elipse

Quanto a forma da elipse pode-se dizer que algumas sao mais alongadas e outras
mais arredondadas. Isso se d& pelo fato da elipse estar estreitamente vinculada ao seu
retangulo fundamental estudado na secao 5.2.2 ou a sua excentricidade.

Em relagao ao retangulo fundamental, se ele for alongado o mesmo se dard com a
elipse; se o retangulo for “quase um quadrado”, a elipse sera “quase uma circunferéncia”.

Para esta analise o que importa é quanto o parametro a é maior que b e isso pode ser

medido pelo quociente — que é designado por centralidade da elipse . Esta razao
a

pertence ao intervalo |0,1[ pois 0 < b < a. Assim quanto mais proximo — estiver
a

de 1, mais o retangulo fundamental se aproximard de um quadrado e portanto mais

arredondada sera a elipse. Por outro lado, quanto mais préoximo — estiver de 0 mais

. .. . Cc T
alongada sera a elipse. A excentricidade e, dada pela razao —, é outro indicador da
a

c\ 2 b
forma desta curva. Uma vez que <—> + (—) = 1 quando um dos valores — ou
a a a
c

— se aproxima de 1 o outro se aproxima de 0. Em outras palavras, quanto maior a

excentricidade menor sera sua centralidade e vice-versa. Por isso, sao mais alongadas
. . C . L. . .
as elipses para as quais — é mais proximo de 1, e mais arredondadas aquelas para quais
a

c
— estd mais proximo de 0. Observe a figura 8.10.
a

Figura 8.10: Relacao entre excentricidade e forma da elipse.

Embora as elipses nao sejam circunferéncias, usando os conceitos vistos anterior-
mente é aceitavel afirmar que uma circunferéncia é uma “elipse de excentricidade nula”,

ou seja, tem-se a = b e e = 0.

Veja a construcao A.2.4.4 no Apéndice.
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8.2.2 Hipérbole

As inclinacoes das assintotas da hipérbole tem estreita ligacao com o formato desta
curva. Como as inclinagoes sao determinadas pelo nimero b/a, que esta associado ao
retangulo fundamental, entao o formato da hipérbole também depende de seu retangulo
fundamental. Os valores de b/a proximos de 1 indicam que este retangulo se assemelha
a um quadrado; valores muito maiores que 1 ou muito préoximos de 0 indicam que
ele ¢ mais alongado (alto e estreito, ou baixo e comprido). A relacio ¢* = a® + b?,
dividida membro a membro por a?, fornece (c/a)® = 1 + (b/a)?. Pode-se utilizar o
nimero e = c¢/a, ou seja, a excentricidade da hipérbole, como indicador da sua forma
(note que e > 1, ao contrario da excentricidade da elipse, que pertence ao intervalo
10,1] ). Quando e é um namero “muito proximo” de 1, b/a é “muito proximo” de 0,
indicando que a altura do retangulo fundamental ¢ muito menor que sua base. Os ramos
da hipérbole sao, portanto, mais fechados nas proximidades dos vértices, e abrem-se
lentamente a medida que |z| cresce conforme mostra a figura 8.11. Por outro lado se
e ¢ muito maior que 1 entdo b/a também serd. O retangulo fundamental tem altura
muito maior que a base. Neste caso, na vizinhanca dos vértices os ramos da hipérbole
tendem para as retas © = a e x = —a, e seus pontos afastam-se lentamente delas a

medida que |z| cresce como mostra a figura 8.11.

e=2 04

Figura 8.11: Relacao entre excentricidade e forma da hipérbole.

Veja a construcao A.2.4.5 no Apéndice.

8.2.3 Parabola

Como toda parabola tem excentricidade igual a 1 pode-se dizer entao que todas elas
sao semelhantes. Para visualizar melhor essa propriedade pode-se analisar o triangulo
fundamental associado a cada parabola figura 8.12.

Se este for “mais alongado”, isto é, se p fosse bem maior que o comprimento de AB,

a parabola seria “mais fechada”. Se, ao contrario, AB tivesse comprimento bem maior
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que p, a pardbola seria “mais aberta”. Pela definicao da pardbola é facil observar que o
comprimento de AB é o dobro da distancia do foco a diretriz, ou seja, o comprimento
de AB para todas as pardbolas, é 4p. Observa-se também que a medida do angulo
AVB ¢ a mesma, qualquer que seja a parabola considerada. Portanto, os triangulos

fundamentais de todas as parabolas sao semelhantes, independentemente do valor de

p-

Nk

X =y

Figura 8.12: Semelhanca dos triangulos fundamentais das parabolas.

Veja a construcao A.2.4.6 no Apéndice.

8.3 Cobnicas equivalentes

O estudo da relacao entre as conicas e suas excentricidades é imprescindivel para
a andlise e comparacao das formas geométricas determinadas por estas curvas. Sendo
assim, pretende-se nesta secao trabalhar com classes de equivaléncias do conjuntos das

conicas no plano.

8.3.1 Relacao de equivaléncia entre as conicas

Defini¢ao 8.3. Seja E # (). Chama-se relacao sobre E a todo subconjunto R de E X E.

Definicao 8.4. Uma relagcao R sobre um conjunto E nao vazio é chamada relagao de
equivaléncia sobre E se, e somente se, R € refleriva, simétrica e transitiva, isto €, se

sao verdadeiras as sentencas:
i) (Vx)(r € E = xRux)
ii) (Vo Yy)(zRy = yRx)
iti) (Vo Yy Vz)(xRy e yRz = xRz)
Definicao 8.5. Seja E um conjunto nao vazio com a,b € E e R uma relagao de

equivaléncia sobre E. Se o par (a,b) € R, entdo diz-se que a é equivalente a b mddulo
R denotando-se por a = b mod (R).
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Seja C o conjunto de todas as conicas no plano e e > 0 a excentricidade de cada
uma destas curvas. E possivel definir uma relacdo entre os elementos de C através da
igualdade das excentricidades destes elementos. De fato, sejam a e b conicas pertencen-
tes ao conjunto C. Diz-se que a se relaciona com b pela relagao R se a excentricidade
de a for igual a excentricidade de b. Esta relagao é denotada por aRb.

Analisando a relacao R para a,b, ¢ € C tem-se que:
i) aRa, pois Va € C, a tem mesma excentricidade de a.

i) aRb => bRa . Se a excentricidade de a é igual a excentricidade de b, entdao a

excentricidade de b é igual a excentricidade de a.

iii) aRb e bRc = aRc. Se a e b tém a mesma excentricidade e a excentricidade de b
é igual a excentricidade de ¢, entao a excentricidade de a é igual a excentricidade

C.

Portanto, pela defini¢cao 8.4 a relacio R é uma relacao de equivaléncia.

2 2
. . - . X
Exemplo 8.1. Sejam &; e & elipses com equacoes candnicas &; : % + ‘1{—6 =1le
2 2
x
& 100 + g—4 = 1. De acordo com o estudo visto anteriormente, a excentricidade de

uma elipse pode ser dada por e = ¢ Sabe-se que ¢ ¢é a distancia focal da elipse e
& =a®—b*onde a e b sio respectivacinente as medidas do eixo maior e eixo menor da
elipse. Desta forma, tem-se que eg, = eg, = 0,6 e portanto & e & sao equivalentes.
Logo, pela defini¢ao 8.5, & = & mod (R). A figura 8.13 representa geometricamente

&1 e & no plano cartesiano.

Figura 8.13: Elipses equivalentes.

Observa-se que o retangulo fundamental de & e & sao semelhantes, ou seja, suas
dimensoes sao proporcionais. Por este exemplo observa-se que embora duas conicas
equivalentes possam ter expressoes analiticas diferente elas tém a mesma forma geo-
métrica. Isto significa que as conicas equivalentes se identificam ou se sobrepoem apos

uma ampliacao ou reducao de uma delas.
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8.3.2 Classe de equivaléncia das cOnicas e conjunto quociente

Definicao 8.6. Seja R uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto E. Dado a € F,
chama-se classe de equivaléncia determinada por a, modulo R, o subconjunto a de E

constituido pelos elementos x tais que rRa. Em simbolos:

a=A{zr € E| zRa}

Pela definicao 8.6 pode-se dizer que uma classe de equivaléncia no conjunto C das
conicas é um subconjunto formado por todas as conicas que possuem a mesma excen-
tricidade. Desta forma as classes pertencentes ao conjunto C podem ser agrupadas em

trés grandes subconjuntos:

i) O conjunto de todas as classes de conicas com excentricidade e tal que 0 < e < 1.

Os elementos destas classes sao elipses.

i1) O conjunto de todas as classes de conicas com excentricidade e > 1. Os elementos

destas classes sao hipérboles.

i1i) O conjunto formado por apenas uma classe representada pela excentricidade e =

1. Nesta classe encontram-se todas as parabolas.

Conclui-se que cada uma destas classes ¢ composta por conicas com expressoes ana-
liticas diferentes mas que possuem a mesma forma do ponto de vista geométrico. Isto
significa que o retangulo fundamental das elipses de uma mesma classe sao proporcio-
nais pois eles definem o valor da excentricidade. O mesmo acontece com as classes das
hipérboles. Em relacao as parabolas, o fato de todas pertencerem a uma tnica classe
implica que os triangulos fundamentais de todas estas curvas sao proporcionais. Gene-
ralizando, pode-se dizer que todos os elementos de C pertencentes a uma mesma classe
possuem representacoes geométricas que se sobrepoem quando rotacionadas, ampliadas

ou reduzidas adequadamente.

Definigao 8.7. O conjunto das classes de equivaléncia mddulo R € indicado por E/R

e € chamado de quociente de E por R.

Pela definicao 8.7 o conjunto das classes de equivaléncia de C modulo R onde R é a
relagdo dada pela igualdade das excentricidades das conicas é indicado por C/R. Este
conjunto é chamado de conjunto quociente de C por R cuja representacao geométrica

pode ser dada pela figura 8.14.
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Figura 8.14: Conjunto quociente C/R.

Conforme apresentado no Capitulo 3, sabe-se que uma conica é obtida geometri-
camente pela intersecao de um plano com um cone duplo. Sabe-se também que a
determinacao de cada uma das conicas se da através da variacao da inclinacao deste
plano. Desta forma, conclui-se que a excentricidade de uma conica esta diretamente
relacionada com a inclinacao do plano que intersecta um cone duplo, uma vez que cada
conica esta associada a um valor diferente de excentricidade. Além disso, mantendo-
se constante a inclinacao do plano que determina uma sec¢ao conica pode-se dar uma
interpretacao geométrica de classes de equivaléncia das conicas. Uma classe de equiva-
léncia é obtida geometricamente quando fixada a direcao do vetor normal do plano que
intersecta o cone. As diversas conicas em uma mesma classe de equivaléncia serao as
intersecoes obtidas pelos planos paralelos ao plano que gerou o representante da classe

de equivaléncia.

8.4 Equacoes das conicas em coordenadas polares

Nos aspectos analiticos das conicas apresentados até aqui tem-se empregado exclu-
sivamente o sistema de coordenadas cartesianas. Serd introduzido nesta segao outro
sistema de coordenadas no plano, denominado sistema de coordenadas polares.
Este sistema é de grande utilidade na representacao de lugares geométricos pois sim-
plifica as equagdes e estudo das curvas determinadas por estes lugares. Além disto, as
conicas dadas em coordenadas polares sao de extrema importancia para a aplicacao

em Mecanica Celeste no capitulo subsequente.

8.4.1 Sistema de coordenadas polares

Para determinar-se a posicao de um ponto neste sistema toma-se como referéncia
um ponto fixado O, denominado poélo, e uma semi-reta fixada Ox denominada eixo

polar, conforme ilustra a figura 8.15.
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P=(r, 8)

Pdlo
0 Eixo polar X

Figura 8.15: Sistema de coordenadas polares.

Seja P um ponto qualquer no plano. O segmento de reta OP de comprimento r é
denominado raio vetor. O angulo # determinado pelo eixo polar Ox e o segmento OP
¢ denominado angulo polar. Entao, as coordenadas polares de P é dada pelo par: raio
vetor OP = r e o angulo polar # com representacao P = (r,0).

A reta perpendicular ao eixo polar passando pelo polo O é denominada eixo orto-
gonal ou eixo Oy. O angulo € é medido partindo-se do lado de origem determinado
pelo eixo polar até o outro lado denominado lado extremidade de 6 determinado por 7.
A coordenada polar 6 seré positiva quando medida no sentido anti-horario e negativa
no sentido horario. A coordenada linear r serd positiva quando coincidir com o lado
extremidade de 0 e negativa se estiver sobre o prolongamento de tal lado conforme

mostra a figura 8.16.

P=(r 8)

Figura 8.16: Sistema de coordenadas polares

E facil ver que dado um par de coordenadas polares (r,#) determina-se um tnico
ponto no plano polar. Entretanto, a reciproca nao é verdadeira pois um ponto P
determinado pelas coordenadas (r,6) pode ser também determinado por (r,0 + 27n),
com n € Z. Percebe-se que no sistema cartesiano se estabelece uma correspondéncia
biunivoca entre cada ponto e um par de niimeros reais mas esta correspondéncia nao
é biunivoca no sistema polar. Neste tltimo sistema um ponto pode ser representado

por infinitos pares de coordenadas polares. Entretanto, o uso de apenas um par de
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coordenadas polares neste trabalho sera suficiente para representar qualquer ponto no
plano. Sendo assim, para um ponto P sera considerado o raio vetor r nao negativo e 0 <
0 < 360°. As coordenadas com estas caracteristicas sao denominadas coordenadas
principais de P.

Conforme mostra a figura 8.17, o plano de coordenadas polares é determinado
por uma série de circunferéncias concéntricas e de retas concorrentes de forma que
o centro destas circunferéncias e a intersecao destas retas é dado pelo polo O. Os
raios das circunferéncias sao miltiplos inteiros do menor raio tomado como unidade de

medida e os angulos formado entre cada par de retas adjacentes sao congruentes. Para

exemplificar a representacao de um ponto no plano de coordenadas polares observa-se

na figura 8.17 o ponto P de coordenadas P = (5, %)

Figura 8.17: Plano de coordenadas polares.

8.4.2 Transformacgoes entre coordenadas polares e cartesianas.

Frequentemente, para um lugar geométrico especificado é conveniente transformar
a equacao polar na equacao cartesiana e vice-versa. Para efetuar estas transformacoes
deve-se conhecer as relacoes que existem entre as coordenadas cartesianas e polares de
um ponto qualquer sobre o lugar geométrico. Estas relacoes podem ser obtidas de forma
mais simples quando o po6lo e o eixo polar do sistema polar coincidem, respectivamente,
com a origem e com o eixo x positivo do sistema de coordenadas cartesianas, conforme

mostra a figura 8.18.
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Figura 8.18: Transformacao entre coordenadas polares e cartesianas

Seja P um ponto de coordenadas cartesianas (z,y) e coordenadas polares principais
(r,0). Seja AP a reta perpendicular ao eixo x passando por P. De forma imediata,

obtém-se do triangulo AOAP as seguintes relacoes:

x =rcosf (8.8)
y = rsenf (8.9)
N (8.10)

tg 0 = % (8.11)

Das relagoes (8.8),(8.9),(8.10) e (8.11) obtém-se

r=+x2+y>? (8.12)

senf = ——2 (8.13)
/IL‘2 +y2
cosf = (8.14)
Va2 +y?
0 = arctg Y. (8.15)
x

As relacoes (8.8) e (8.9) permitem converter as coordenadas polares em cartesianas
e as relagoes (8.12) e (8.15), as coordenadas cartesianas em polares. Como 6 pode ser
expresso por uma funcao trigonomeétrica, as relagoes (8.10), (8.11), (8.13) e (8.14) sao

3

importantes para auxiliar a manipulacao algébrica nesta situacao.
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8.4.3 Equacoes polares das conicas

Partindo-se da definicao 8.1 que caracteriza as conicas pela propriedade foco-diretriz
é possivel obter a equacao geral destas curvas em coordenadas polares. De fato, sejam
F' e d respectivamente o foco e a reta diretriz de uma conica C qualquer posicionada no
sistema cartesiano xOy de forma que d concida com o eixo y e F' possua coordenadas
cartesianas (¢,0) onde ¢ > 0. Neste mesmo sistema xOy considere o eixo polar O’z
numa posicao sobre o eixo x tal que o polo O se identifique com o foco F' conforme
ilustra a figura 8.19.

d=y

Figura 8.19: Conicas em coordenadas polares

Seja P um ponto qualquer da conica C' onde as coordenadas polares de P sdo (r, ).
Defina OF = ¢. Considerem M e N as projecoes ortogonais de P sobre d e Oz
respectivamente.

E facil ver que FM = rcosf. Pela definicio 8.1 tem-se que:

FP

onde e é a excentricidade da conica.

Na construcao dada pela figura 8.19 observa-se que:
FP=re PN=0OF+ FM = q+ rcosé.

Substituindo na equagao (8.16) obtém-se

r
—_— — 6
q+ rcost ’
onde isolando o valor de r conclui-se que
b 942k kel 1) (8.17)
r=-— s ara e = .
1—ecosf’ ’ P

que é a equagao geral das conicas em coordenadas polares .
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A equagao(8.17) é equivalente a equacao (8.2). De fato, de (8.17) obtém-se que

r—recost = eq (8.18)

Considere o sistema de coordenadas cartesianas Oy tal que O =0 = F ez =

conforme mostra a figura 8.20.

d=y

- — - X=X

Figura 8.20: Sistema de coordenadas cartesianas e polares.

No sistema zOy tem-se que r = \/Z2 + 42 e T = rcosf, entdo a equacdo 8.18 pode

ser reescrita como

VI2+ 72 —Te=eqou \/T*+ 5% =e(T +q). (8.19)

Efetuando a translagao para o sistema xOy em que
r=2x+q
Yy=1,

V(x—Q)2+y2:€Qf,

e elevando ambos os membros ao quadrado

a expressao (8.19) torna-se

(x —q)* +y° = e*a”.

Desenvolvendo o quadrado e simplificando

(1—eHa? —2qz +y* +¢* = 0.
Definindo ¢ = 2p obtém-se

(1—e*a? —dpr+y* +4p° =0

que é a equagao(8.2).
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Conclui-se que as equagoes (8.17) e (8.2) sdo equivalentes. Portanto, a partir da
equacao (8.17) obtém-se uma elipse para 0 < e < 1, pardbola para e = 1 e hipérbole
para e > 1.

A equacao (8.17) foi determinada considerando o foco F' com coordenadas cartesi-
anas (¢,0), ¢ > 0 no sistema xQOy. Considere o foco e o polo coincidindo com a origem
do sistema xQOy e eixo polar sobre o eixo Ox. De maneira aniloga ao procedimento
usado para determinar a equacao 8.17, pode-se obter outras formas da equacao polar

para as conicas considerando os seguintes casos:

1) A reta diretriz d é perpendicular ao eixo polar.

"-I'B !
Tcose W %

q q

Figura 8.21: Diretriz perpendicular ao eixo polar.

Obtém-se a equagao
eq

r=—,
1+ ecosf
onde o sinal positivo ou negativo deve ser usado conforme a diretriz se encontre a

direita ou a esquerda do foco, respectivamente.

Veja a construcao A.2.4.7 no Apéndice.
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2) A reta diretriz d é paralela ao eixo polar.

¥
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N

Figura 8.22: Diretriz paralela ao eixo polar.

Obtém-se a equacao
_ cq
~ 1+esenf’

onde o sinal positivo ou negativo deve ser usado conforme a diretriz se encontre

r

acima ou abaixo do eixo polar, respectivamente.

Veja a constricao A.2.4.8 no Apéndice.
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9 Propriedades de reflexao das

conicas

As superficies geradas pela revolucao de uma paréabola, elipse ou hipérbole, cada
uma delas em torno de seu eixo focal, apresentam propriedades de reflexao que podem
ser observadas em diversas aplicacoes tecnologicas. Neste capitulo serao apresentadas
algumas destas aplicacoes e em seguida uma breve anélise das propriedades de reflexao

das conicas através das mesas de bilhar elipticas, parabolicas e hiperbolicas.

9.1 Propriedades de reflexao

Considere os trés tipos de superficies geradas pela revolugao de uma conica em

torno do seu eixo focal como ilustra a figura 9.1.

Figura 9.1: Superficie de revolugao de uma conica.

Pelas propriedades da reta tangente a uma conica ja apresentada em capitulos

anteriores deste trabalho, tem-se os seguintes resultados:

1. A reta tangente a elipse num ponto P forma angulos iguais com os segmentos

que unem P aos focos (Figura 9.2 a).

2. A reta tangente a hipérbole num ponto P forma angulos iguais com os segmentos

que unem P aos focos (Figura 9.2 b).
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3. A reta tangente a um ponto P da parabola forma angilos ignais com a reta que

passa por P paralela ao eixo de simetria e com o segmento que liga P ao foco
(Figura 9.2 ¢).

Eixo da simairia

(a) (b) ()

Figura 9.2: Propriedade da reta tangente.

Pelas Leis da reflexao da luz tem-se que:
i) O raio incidente Ri, a reta normal n e o raio refletido Rr sdo coplanares;

ii) O angulo de incidéncia 6; é igual ao angulo de reflexdo 6, .

&: Superficie plana 5: Superficie curva

Figura 9.3: Leis da reflexao da luz

Pelos resultados da reta tangente a uma cédnica e pelas leis da reflexao, pode-se
enunciar as propriedades opticas das superficies de revolucao ilustradas na figura 9.1.

Estas propriedades sao:

Proposicao 9.1. Se a fonte de luz estiver situada no foco de um espelho parabélico
todos seus raios refletidos serdo paralelos ao eizo de simetria. Se os raios chegarem a

superficie deste espelho paralelamente ao eixo de simetria serdao refletidos para o foco.



Propriedades de reflexao 135

supfficie
refletora

Figura 9.4: Superficie refletora parabdlica

Proposicao 9.2. Se fonte de luz estiver situada em um dos focos de um espelho eliptico

todos os raios refletidos por este espelho se concentrardo no outro foco.

Figura 9.5: Superficie refletora eliptica

Proposicao 9.3. Se a luz for dirigida a um dos focos de um espelho hiperbélico serd

refletida em direcao ao outro foco.
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Figura 9.6: Superficie refletora hiperbélica
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9.2 Aplicacoes das propriedades de reflexao

9.2.1 Superficie refletoras parabdlica

Pela proposicao 9.1 observa-se que os raios de luz ao encontrarem um espelho para-
bolico convergirao para foco deste espelho. Esta propriedade é aplicada nos coletores
solares onde a temperatura no ponto focal pode chegar a 3.500°C' e, neste ponto, é
colocado o dispositivo que ird utilizar a energia concentrada. Esta energia pode ser
usada para gerar eletricidade, derretimento de aco, fazer combustivel de hidrogénio, ou
nanomateriais. O maior forno solar do mundo estd em Odeillo nos Pirinéus Orientais,

na Franca, inaugurado em 1970. Veja a figura 9.7 .

Figura 9.7: Forno solar construido na Franca.

O espelho parabolico também é usado em certos telescopios para refletir os raios
de luz emitidos pelos corpos celestes a um outro espelho ou a uma lente. Por exemplo,
o telescopio Hale, do observatorio no Monte Palomar na Califérnia que possui o maior
espelho concavo do mundo. Os espelhos concavos de qualquer telescopio sao paraboli-
cos, pois apresentam nitidez muito maior nas imagens de objetos distantes em relagao
aos espelhos concavos esféricos. Pode-se citar também os refletores parabolicos dos
holofotes, fardis de automoveis e de motocicletas, onde a luz segue o caminho inverso,
isto é, o feixe divergente que sai do foco torna-se paralelo apés ser refletido permitindo
uma maior iluminacao de objetos distantes.

O comportamento de uma onda de radio em uma antena receptora parabolica é
analogo ao comportamento da luz no espelho com este mesmo formato. Isto é, se estas
ondas encontrarem a antena numa direcao paralela ao seu eixo de simetria, refletird na

direcao do aparelho que se encontra no foco desta antena.

9.2.2 Superficie refletoras elipticas

Os dentistas usam refletores elipticos que tem como objetivo concentrar o maximo
de luz onde se esta trabalhando e também evitar que os raios luminosos ofusquem a

visao do paciente, causando um certo desconforto. Assim, o refletor usado neste caso
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Figura 9.8: Antena parabolica.

possui uma lampada situada no foco mais préoximo da superficie do espelho de onde os
raios luminosos sao emitidos em direcao ao outro foco situado no local onde ira atuar
o dentista.

A litotripsia extracorporea por ondas de choque é o procedimento mais frequente-
mente usado para tratamento de calculo renal. Neste procedimento, as ondas de choque
criadas fora do corpo viajam através da pele e tecidos até encontrarem os calculos mais
densos, pulverizando-os. O litotriptor possui um espelho eliptico que concentra os raios

emitidos num determinado ponto com grande precisao. Veja figura 9.9.

Fragmentac&o do Célculo Renal

calculo
ondas ) renal
sonoras \ |
L —pele

: Iitotriptor ' espelho
mtriptor o 7| eliptico

Figura 9.9: Litotriptor e espelho eliptico.

9.2.3 Superficie refletora hiperbélica

O espelho hiperbdlico é também usado em telescopios como um espelho secundario,
ou seja, além do espelho parabdlico principal. Sua importancia estd em redirecionar a
luz do foco principal para um ponto mais conveniente, colocando-se um espelho refletor
hiperbolico (posicionado sobre um dos ramos da hipérbole) com seu ‘foco’ coincidindo
com o foco do espelho principal conforme mostra a figura 9.10. Seu objetivo é fazer

com que a imagem, ap6s ser refletida, seja formada na posicao do foco do outro ramo
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da hipérbole. Essa construcao foi proposta por Cassegrain em 1672 e varias montagens

deste tipo sao usadas no telescopio de Hale citado anteriormente.

Espelho
\ hiperbdlico /
. \ / __Espelho
L | ([l parabdlico
FOCO w=—" "~
primario -
E Foco
/ \ secundario
/ \
Ramos da
hipérbale

Figura 9.10: Telescopio Hale e o sistema optico Cassegrain.

9.2.4 Propriedades de reflexao das conicas em mesas de bilhar

Uma outra forma interessante de observar as propriedades de reflexao das conicas

¢ através das seguintes mesas de bilhar:

1. Bilhar eliptico

O bilhar eliptico possui uma tnica tabela no formato de uma elipse com um
buraco num dos focos conforme ilustra a figura 9.11. Uma bola colocada no
segundo foco ao ser atirada em qualquer direcao do bilhar devera cair no buraco.
O mesmo acontecerd com a bola se ela for colocada em qualquer outra posicao

do bilhar e atirada em direcao ao segundo foco.

Figura 9.11: Bilhar eliptico
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2. Bilhar parabédlico

O bilhar parabolico tem uma das tabelas formada por um arco de parédbola com
um buraco no foco. Uma bola atirada paralelamente as tabelas laterais (isto é,

na direcao do eixo da parabola) devera cair no buraco.

Figura 9.12: Bilhar parabélico

3. Bilhar hiperbélico

O bilhar hiperboélico tem uma tabela na forma de um ramo de hipérbole com o
outro ramo desta curva desenhado conforme ilustra a figura 9.13. O foco corres-
pondente a hipérbole-tabela estd desenhado na parte superior e no foco corres-
pondente ao ramo desenhado h& um buraco. Uma bola atirada em direcao ao

foco desenhado devera cair no buraco.

Figura 9.13: Bilhar hiperbélico



10 Mecanica celeste e as conicas

10.1 Introducao

A Mecanica Celeste é a parte da Astronomia que estuda o movimento dos corpos
celestes. A andlise do movimento orbital desses corpos é uma das ciéncias mais antigas
e este capitulo tem como objetivo mostrar como se da aplicacao das secoes conicas para
este tipo de analise. Muitos foram os estudiosos que tentaram explicar o movimento
dos corpos celestes no decorrer da histéria e na primeira parte deste capitulo apresenta-
se um breve historico sobre estas tentativas. Partindo-se dos principios da Mecanica
Classica que sao as Leis de Newton, dadas como postulados, serd analisado o sistema
de interacao entre dois corpos e definido Forca central. Em seguida, serao apresentadas
as equacgoes do movimento de uma particula em coordenadas polares sob a acao desta
forca. Sera mostrado também que movimento de uma particula num campo de forca
central ocorre em um plano e a energia total de uma particula que se move em tal campo
é conservada. Através desses resultados serda obtida a equacao diferencial da orbita
ou trajetoria da particula cuja solucao representa uma elipse, hipérbole ou parabola
dependendo da energia mecanica desta particula.

E importante ressaltar que as Leis de Kepler para o movimento planetario possibi-
litou a formulacao da Lei da Gravitagao Universal descoberta por Newton, conforme o
relato historico a seguir. No entanto, neste capitulo serd apresentada a teoria sobre o
movimento dos corpos celestes em ordem cronologica inversa, ou seja, partindo-se da

forca gravitacional de Newton obtém-se a trajetéria destes corpos.

10.2 Um breve historico

As primeiras tentativas para explicar o movimento dos corpos celestes sao devidas
aos gregos, no século IV a. C.. Ao tentar reproduzir os movimentos destes corpos, os
gregos estabeleceram um modelo no qual a Terra era situada no centro do Universo
(teoria geocéntrica) e os planetas, bem como o Sol, a Lua e as estrelas estariam incrus-
tados em esferas que giravam em torno da Terra. Na tentativa de melhor ajustar o

modelo aos fatos observados, os gregos tiveram que lancar mao de um grande niimero
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de esferas para explicar o movimento de um tnico planeta. Isto tornou o universo
grego muito complicado e, durante muitos anos, varias tentativas foram feitas para se
conseguir um modelo mais simples.

Nas tentativas de simplificacdo do modelo grego, aquela que obteve maior éxito
foi a teoria geocéntrica do astronomo Ptolomeu, que viveu na Alexandria, no século
IT a.C. Ptolomeu supo6s que os planetas moviam-se em circulos, cujos centros giravam
em torno da Terra. Com isto, além de apresentar um modelo mais simples do que os
gregos ele conseguiu um melhor ajustamento aos movimentos observados no céu. Em
virtude da razoavel precisao das previsoes feitas com o sistema de Ptolomeu e de sua
teoria geocéntrica que se adaptava muito bem a filosofia religiosa da Idade Média, suas
idéias perduraram durante praticamente treze séculos.

O astronomo polonés, Nicolau Copérnico (1473-1543), apresentou um modelo mais
simples, onde o sol estaria em repouso e os planetas, inclusive a Terra giravam em torno
dele em orbitas circulares (teoria heliocéntrica). Com sua teoria, Copérnico conseguiu
uma descri¢ao dos movimentos dos corpos celestes tao satisfatoria quanto aquela obtida
por Ptolomeu, com a vantagem de ser um modelo mais simples do que o geocéntrico.
Entretanto, um sistema em que o Sol era considerado imoével e a Terra passava a ser
um planeta em movimento era fundamentalmente contra as convicgoes religiosas na
época. O livro no qual Copérnico apresentava a sua teoria causou grandes polémicas e
terminou sendo colocado na lista dos livros proibidos pela igreja.

Galileu Galilei (1564 - 1642) introduziu o método experimental para o estudo dos
fendmenos fisicos, e além de seus trabalhos no campo da Mecanica, também deu enorme
contribui¢ao para o desenvolvimento da Astronomia. FEle construiu o primeiro teles-
cOpio para o uso em observacoes astronomicas com as quais realizou uma série de
descobertas. Com isso, Galileu passou a defender e a divulgar a teoria de que a Terra,
assim como os demais planetas, se movem em torno do Sol, como afirmava o astronomo
Copérnico em sua teoria heliocéntrica. Estas idéias foram apresentadas em sua obra
Didlogos Sobre os Dois Grandes Sistemas do Mundo publicada em 1632. A obra foi
condenada pela igreja e Galileu se viu obrigado a renegar suas idéias através de uma
“confissao”, lida em voz alta perante o Santo Conselho da Igreja.

Alguns anos depois, o astronomo dinamarqués Tycho Brahe (1546-1601), come-
cou a desenvolver um importante trabalho no sentido de obter medidas mais precisas
das posicoes dos corpos celestes. Em seu observatorio, muito bem equipado para a
época, Tycho Brahe realizou, durante cerca de 20 anos, rigorosas observacoes planeta-
rias, verificando que o sistema de Copérnico nao se adaptava satisfatoriamente a essas
observacoes.

Os dados colhidos por Tycho Brahe, cuidadosamente tabelados, constituiram a
base do trabalho que foi desenvolvido, apds sua morte, por seu discipulo, o astréonomo
alemao Johannes Kepler (1571-1630). Entusiasmado pela simplicidade do sistema de

Copérnico, Kepler acreditava que seria possivel realizar alguma correc¢ao neste modelo,
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de modo a torni-lo mais ajustado aos movimentos dos corpos celestes realmente obser-
vados. Desenvolveu seu trabalho analisando cuidadosamente, com grande habilidade
matematica, durante cerca de 17 anos, a grande quantidade de dados coletados por
Tycho Brahe.

O trabalho de Kepler foi coroado de éxito, tendo conseguido descobrir as trés leis
sobre o movimento dos planetas, que deram origem ao nascimento da Mecanica Celeste.

Estas leis podem ser enunciadas da seguinte forma:

1. Lei das 6rbitas elipticas - Os planetas que giram em torno do sol descrevem

uma orbita eliptica da qual o Sol ocupa um dos focos.

2. Lei das areas - O raio vetor do Sol até o planeta varre areas iguais em tempos

iguais.

3. Lei harménica - O quadrado do periodo da orbita (que é o quadrado da duragao
de um ano planetario) é proporcional ao cubo do comprimento do eixo maior da
orbita eliptica. Ou simplesmente, o periodo 71" e o semi-eixo principal a da érbita

estao relacionados pela equacao: T2 = Ca® onde C' é uma constante.

No dia de Natal de 1642, ano da morte de Galileu, nascia em uma pequena cidade
da Inglaterra, Isaac Newton(1642-1727), o grande fisico e matemético que formulou as
leis basicas da mecanica. Ao estruturar os principios da Mecanica, Newton se baseou
em estudos de grandes fisicos que o precederam. Em 1686, Newton apresentava pronta
para ser impressa a 1* edicao de sua famosa obra Principios Matemdticos da Filosofia
Natural, onde foram publicadas as trés leis que recebem seu nome e que serao vistas
em detalhes na secao seguinte.

Com o trabalho de Kepler, as leis basicas dos movimentos dos planetas haviam
sido descobertas e as bases da Mecanica Celeste estavam lancadas. Entretanto, o que
Kepler fez foi descrever estes movimentos sem se preocupar com suas causas. Dai, vem
o grande passo do trabalho de Newton. Analisando o movimento da Lua em torno
da Terra, e baseando-se em suas leis do movimento e nos estudos de Kepler, Newton
percebeu que deveria existir uma forca de atracao da Terra sobre a Lua, do mesmo
modo que o Sol atrai os planetas. Com isto, Newton conseguiu determinar a expressao
matematica da forca de atracao entre o Sol e um planeta, justificando as leis de Kepler.
A partir desse momento tornou-se possivel o calculo exato das 6rbitas e movimento da

Lua e dos demais planetas, dos seus satélites e dos cometas.

10.3 Forcas e Leis de Newton

Aproximadamente ha trés séculos, Newton formulou trés principios que sao fun-

damentais para responder as questoes relacionadas ao movimento dos corpos. Por
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exemplo, o movimento dos planetas e a de um corpo em queda livre. Esses principios

foram chamados de leis do movimento e sao considerados como axiomas da Mecanica;

1. Lei da Inércia: Uma particula P permanece em estado de repouso ou em
movimento retilineo uniforme, a menos que seja compelida a mudar este estado
por forca a ela aplicada, em outras palavras, se a forca resultante aplicada sobre
a particula é nula, entdo é possivel encontrar referenciais nos quais esta particula

nao tenha aceleracgao.

2. Lei da forca igual a massa vezes a aceleragao: Se Féa forca aplicada em

uma particula de massa m, a qual como consequéncia se move com velocidade

dada por pr (7) = 7, entdo

L od L d
Fz—(mf) ou FF=—(p),
dt dt ()
onde 77 é posicao da particula em relacao a origem e p é o momento linear sobre
a particula. Logo, pode-se dizer que a forca resultante F sobre uma particula de
2

massa m estd relacionada com sua aceleracao p7e] (r) =T

3. Lei da Acgao e Reagao: Se uma particula A exerce uma forga F4p sobre uma
particula B, entao B deve exercer uma forca ﬁBA sobre o corpo A, sendo que as
forcas ﬁAB e ﬁBA tem magnitudes iguais, direcoes iguais e sentidos contrarios.
Em outras palavras, a cada acao corresponde uma reacao igual em mesma direcao

e de sentido oposto.

O estudo sobre a trajetoria de um corpo celeste que sera apresentado neste capitulo,
baseia-se na anélise do sistema de interacao entre duas particulas isoladas e nas equa-
¢oes do movimento oriundas da 2% Lei de Newton. Sendo assim, na proxima secao, sera
discutido o sistema de duas particulas e o comportamento do centro de massa deste

sistema.

10.4 Sistema de duas particulas

Considere um sistema de duas particulas isoladas, de massas m; e mo, tendo apenas

a interacao mitua entre elas, ou seja, nao ha forcas externas aplicadas. A segunda lei

de Newton aplicada a cada uma delas em relacao a um referencial fixo em O, é dada
por

ml’/_ﬁ = F12 € mgf'g = Fgl, (101)

onde ﬁlg é a forca exercida pela particula 2 sobre a particula 1 e ﬁgl é a forca exercida

pela particula 1 sobre a particula 2. Somando-se estas duas equacoes, membro a

membro, e considerando ﬁlg = —ﬁzl pela 3% lei de Newton, resulta em :

m1F1 + mQFQ = F12 + F21 =0
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Assim,

E(mlﬁ + mgﬁg) =0

Portanto, mq17 + mais é constante, ou seja,

P1 + pPa = constante (10.2)

Em outras palavras, a equagao (10.2) mostra que a soma da quantidade de movimento
de duas particulas é conservada durante o movimento de ambas quando existe apenas
a interacao mutua entre elas. Observa-se que a quantidade de movimento de uma
particula pode ser imaginada como a medida da dificuldade de levar esta particula até
0 repouso, ou seja, quanto maior a quantidade de movimento mais dificil sera fazé-la
parar.

Como as Leis de Newton sao definidas apenas para particulas, deve-se considerar o
movimento de um corpo ou de um sistema como se fosse o movimento do seu centro de
massa, ou seja, de um ponto que se move como se toda a massa do corpo ou sistema
estivesse concentrada nele.

Considere a posi¢ao R do centro de massa CM e a posicao relativa 7 definidas

respectivamente por

Figura 10.1: Posicao do centro de massa.

B Martmars (10.3)

mi + Mo
Derivando (10.3) em relagao ao tempo, obtém-se,

(m1 + TTLQ)R = ml’f_ﬁ -+ 777/27?2 = ﬁl +]72

Definindo a quantidade de movimento do centro de massa C'M como P= (my +

ms) R, esta equacao é escrita como

P = +ps (10.5)
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—

Logo, pela equacao (10.2), P = constante, ou seja, a quantidade de movimento do
centro de massa para duas particulas é conservada. Isto significa que o centro de
massa ou estd executando um movimento retilineo uniforme ou esta em repouso em
relacao a um referencial externo fixo em O.

Voltando a equagao (10.1): subtraindo a segunda equagao multiplicada por m; da

primeira multiplicada por ms, obtém-se:

mama (i — T2) = maFiy — myFy (10.6)
Lembrando que Fy; = —Fy, a equacao (10.6) sera dada por

—

mama(ry — 72) = (my +ma) Fa. (10.7)
Definindo F = ]312, a massa reduzida por

. m1Mme
a my + Mo
e utilizando (10.4) e a equagao (10.7) obtém-se
pir = F (10.8)
Esta equagao descreve o movimento relativo das duas particulas sob interagao mu-
tua e pode ser interpretada como o movimento de uma particula tnica de massa u

sujeita a uma forca F' cujo centro estd em uma das particulas.

Observacao 10.1. As equacoes do movimento do sistema de duas particulas isoladas

(sem atuacao de outras forgas além da interagao mutua) foram decompostas em duas:

1. Na equagao (10.5) o movimento do centro de massa se comporta como se fosse
o de uma tnica particula concentrado nele, de massa m; + my, executando um

movimento uniforme ou em repouso em relagao a O.

2. Na equagao (10.8) que descreve o movimento de uma das particulas em relagao a
outra como se fosse uma tinica particula de massa p sujeita a forca de interacao

mutua F'.

A forga de interacao mutua Feé dirigida ao longo da reta que une as duas particulas.
Em muitos casos, a intensidade dessa forca depende apenas da distancia entre as duas

particulas e sempre tem a direcao do raio vetor 7. Por isso, é chamada de forca central
~ T
que pode ser expressa por F' = f(r)- e que serd melhor definida no proximo item.
Para as forcas deste tipo, a equacao (10.8) torna-se,

—

p=fr)n =1
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Em alguns casos a massa de uma das particulas é muito maior do que a da outra.
Quando isto acontece, o centro de massa esta praticamente sobre a particula de maior
massa, por exemplo, o sistema Sol e planeta. Se supor que msy é muito maior que mq,
a massa reduzida é y ~ m;.

Neste capitulo sera considerado que uma das particulas tem massa muito maior que
a outra. Assim, a massa reduzida coincidird com a massa menor e o centro de forca

estard na particula de maior massa em repouso na origem do referencial.

10.4.1 Definicao de forca central

Considere um sistema de interacao entre duas particulas de massas mi e moy tal
que o centro de forca F' esteja em m;. Considere ainda um sistema de referéncia cuja
origem O esteja fixada no centro de massa de m;. Seja F' a forca que atua sobre a

particula de massa msy, como representado na figura 10.2.

A

-

Figura 10.2: Representacao da forca central atuando sobre a particula de massa ms.

Observa-se que:

a) Fé sempre dirigida de moy para a origem O do sistema ou em sentido contrario.
b) O modulo de F depende somente da distancia r de my a O,

Uma forca com estas caracteristicas é chamada de forga central ou campo de

forca. Logo, F' é uma forca central se, e somente se, F' = f(r)7} = f(r)t onde r = |7}
r

o vetor unitario na diregao 7.

iss0,

o

Alé
a) Se f(r) > 0 a forga é de repulsao, isto é, no sentido de O para m.
b) Se f(r) < 0 a for¢a é de atragao, isto é, no sentido de m para O.

Exemplo 10.1. Uma das forcas centrais mais importantes é aquela cuia intensidade

. . C A e ., B r
é inversamente proporcional ao quadrado da distancia, isto é, F = — = Trata-se da
rer
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forca gravitacional onde K = —GMm, com G a constante universal de gravitagao, M
e m as massas das duas particulas interagentes. Frequentemente uma dessas massas ¢
muito maior que a outra, como no caso do Sol interagindo gravitacionalmente com os
planetas do seu sistema. Nesse caso, a particula que tem a maior massa que a outra

pode ser considerada fixa na origem do referencial e serd o centro dessa forca.

10.4.2 Movimento de uma particula em um campo de forca

central

Algumas grandezas relacionadas a uma particula movendo-se sob a acao de uma
forca central sao conservadas. A conservacao destas grandezas serd demonstrada e suas
consequéncias sobre o movimento dessa particula serao exploradas.

Considere uma particula P de massa m e momento linear p' (ou quantidade de
movimento linear), em uma posicao 7, relativa a origem em um dado referencial inercial.
O momento angular L da particula P, em relacao a origem é definido pelo produto
vetorial entre 7 e p, ou seja L=7x p'=7x (mv). Calculando a derivada de L tem-se

que

N d . .
L =—(Fxmv) =7 xmv+7 x mt. (10.9)

Como 7 = 7 entfio a equacio (10.9) pode ser reescrita da forma

=

L=7xmF+7xmr
Desde-se que Fxi=0e pela 2% lei de Newton tem-se que mr = ﬁ, entao

L=7xF=¢xf(r)
;

e assim

L=0

Do resultado L = 0, conclui-se que L = constante.
Portanto, no movimento de uma particula sob a acao de uma forca central qual-
quer, a quantidade de movimento angular é conservada. A constancia de L tem uma

consequéncia imediata muito importante:

Teorema 10.1. Se o momento angular L de uma particula € constante entao a traje-

toria desta particula fica inteiramente contida em um plano perpendicular a L.

De fato, pela definicdo de momento angular, 7 é perpendicular a L. Como L ¢é
constante, os pontos percorridos por 7 estarao sempre contidos no plano perpendicular
ale que passa pela origem conforme ilustra a figura 10.3.

Uma vez que a intensidade da forca central depende apenas da distancia entre seu
centro e a particula e sua trajetoria estd inteiramente contida num plano, o movimento
pode ser descrito por meio do uso de coordenadas polares definidas neste plano como

serd demonstrado a seguir.
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o

Figura 10.3: Trajetéria de uma particula e o momento angular L.

10.5 Equacoes do movimento de um particula em um

campo de forca central

A posi¢ao de uma particula P no espaco pode ser definida por um vetor posicao
com a origem no centro O e de coordenadas cartesianas com i ;,lg vetores ortogonais
unitarios nas dire¢oes dos eixos Ox, Oy e Oz, respectivamente, como mostra a figura
10.4.

Figura 10.4: Posicao de uma particula P no espaco.

Uma particula P qualquer pode descrever uma trajetoria no espaco e esta trajetoria
pode ser determinada se for conhecido o campo de forgas que atua sobre ela.

Observa-se que o movimento da particula P de massa m em um campo de forca
central ocorre em um plano, conforme foi demonstrado na secao anterior. Para facilitar
os calculos, e sem perda de generalidade, sera escolhido o plano Oxy.

Seja 7= 7(t) = 7(r(t),0(t)) o vetor posicao da particula em um instante qualquer
t, como mostra a figura 10.5.

Observa-se que para qualquer posicao 7 escolhida, mantendo 6 constante e variando

r, a extremidade do vetor descrevera uma reta que passa pela origem e faz um angulo

Iz
0 com eixo Ox. Entao, pela definicao de derivada parcial, — é um vetor tangente a

r
curva f — constante, ou seja, a reta descrita pela extremidade do vetor 7" aponta na
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rsenB

| 0

Figura 10.5: Vetores unitarios em coordenadas cartesianas e polares.

direcao 7 e sentido crescente de r. Mantendo r fixo e variando 6, a extremidade do

vetor descrevera agora uma circunferéncia de centro na origem e raio r. Sendo assim,

—

or
pela defini¢ao de derivada parcial, 2 é o vetor tangente a circunferéncia r = constante

que aponta no sentido crescente de 6.

L L or or : -
Sejam 77 e 61 os vetores unitarios de — e — respectivamente, entao

or 00
or or
- Or y 00
= 8_F ed __0_7?'
or 00

Assim, sendo 7 = zi + yj tem-se que,

7= rcosfi+ rsenfj.

Desta maneira,

— . . a—»
8—: =cosfi+senlj e 8_: =1
or - -
Logo, 1 = 87; _ costtsenty cos #i + senj ou
or 1
or
71 = cos 07 + sen 0.
or - - |or
De (10.10) tem-se que a—g = —rsenti+rcosfyj e 8—2’ = r . Entao,

—

0, = —sen i + cos 0;’

(10.10)

(10.11)

(10.12)

Portanto, (10.11) e (10.12) sdo os vetores unitarios polares em funcdo dos vetores

unitarios cartesianos 7 e j.
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10.5.1 Vetor velocidade e vetor aceleracao em coordenadas po-

lares
Os vetores velocidade e aceleracao em coordenadas polares podem ser obtidos pelos
seguintes procedimentos:
th = 61(r(t),0(2))

a) Calculo da derivada de 71 = 71(r(t),0(t)) e

Sendo 7, = cos 0i + sen 95, tem-se que

_,_dFl_ﬁfldr_F@f’ldQ
T g T or dt T 9 dt

—senfi+cosfj = 6. Pela equacdo (10.12)

8771 dr . 8771
N tanto, — =0, — = —_— =
o entanto, 5 0, 7 T e 20

e denotando d—f — 0 obtém-se

7.?1 =0r+ 516 ou 7.?1 = 9:9

Por outro lado, 0, = —sen6i + cos 03, e entao,
i _ofde | of
00 dt

9, — L 7L
YU dt T or dt

2 d 2 . .
Como % =0, d—; =7re % = —(cos i + senfj) entdo, pela equagio (10.11) e

denotando — = 6 tem-se que

51 =0r+ (—7?1)0 ou 51 = —9F1

, ou seja, ¥ = r.r;. Conside-

<13y

b) Velocidade
Sabe-se da expressao do vetor unitario que 77 =
dr

rando que a velocidade vetorial é dada por v = — segue que:

- d(T'fi) dr - T dfl .o + o,
U= = —T r—=r rr
a dt a0
e pelo valor de 7 no item a) obtém-se
), (10.13)

¢) Aceleragao
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—

dv
A expressao da aceleracao vetorial é dada por @ = e Substituindo a expressao

de ¥ determinada no item b) tem-se que

d . . - N C 5
@ = — (7 +1061) = 7y + 7% + 706 + (601 + 661).

Substituindo 7, e 51 pelos valores calculados em a) obtém-se,
(7 = TFl + 7"051 + T@gl + Tégl + T@(—9F1>
Simplificando, tem-se
a= T‘?’_’i + 27”&51 + T’éé; — T92F1.
Portanto, a aceleracao vetorial é dada por

a= (T’ — TéQ)Fl + (7"0 + 27"‘9)51 = CLTF1 + angl

onde a, = (¥ — r6?) é aceleracio radial e a, = (rfl + 2/-0) é aceleracio normal.

10.5.2 Momento angular em coordenadas polares

Consequentemente, com a obtencao do vetor velocidade em coordenadas polares
determina-se a expressao do momento angular por meio destas coordenadas. Considere
a origem do sistema de referéncia no centro de forca. Desde que o momento angular L

¢ dado por L = 7 x m#, substituindo ¥ pela expressio (10.13) obtém-se
L=7x m(rr + 7’951) =r.r x m(rr + Tégl).
Resolvendo o produto vetorial tem-se
L = mr?0(7, x 0y) ou  L=mr?0ii

sendo 7 = 7 X 67 um vetor unitario paralelo a L e normal ao plano definido pelos

vetores unitarios 77 e #;. Deste modo, a magnitude de L é dada por

L =mr? (10.14)

A expressao do momento angular em coordenadas polares tem aplicacao na deter-

minacao da orbita de uma particula que serd dada na secao 10.7.
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10.5.3 Equacoes do movimento

Pela segunda lei de Newton tem-se que: Forga resultante — (massa).(aceleracao),
ou seja,
Fr)7 = m[(F — 167 + (rf + 2760)6,].

Desta igualdade segue que

m(i —r6?) = f(r) (10.15)

m(rf + 2i-0) = 0. (10.16)

Portanto, as equagoes (10.15) e (10.16) sao as equagoes do movimento de uma particula
P de massa m em um campo de forca central. Destas equagdes serd obtida a equacao

diferencial da trajétoria na secao 10.7.

10.6 Energia Cinética e Energia Potencial em um cam-

po de forca central

10.6.1 Campo Vetorial

Um campo vetorial no espaco tridimensional ¢ uma fungao F' que associa a cada

ponto X do espaco tridimensional um tnico vetor ﬁ(X) deste espaco, ou seja

FF R — R
X — F(X)

Como F é um campo vetorial, ﬁ(X) ¢ interpretado como um vetor aplicado em X.

10.6.2 Derivadas parciais num campo vetorial

Seja F': Q ¢ R® — R?, dada por ﬁ(ac,y,z) = (Fi(z,y, 2), Fy(z,y, 2), F3(z,y,2)) e
seja(xo, Yo, z0) € Q. Os limites

aﬁ(l, Py ) = lim F_:(Jj() + h7y07 ZO) _ ﬁ(xmy(]a ZD)
) 05 Yo, <0 pan 3
OF T ﬁ($07y0 +h,2) — ﬁ($07 Yo, 20)
3 (70, Y0, 20) = ]111{% .
OF 1 F(xo, o0, 20 + h) — F(z0, Yo, %)
ER (%0, Yo, 20) = }g% >

quando existem, denominam-se derivadas parciais de F' no ponto (zo, 4o, 20), em rela¢ao

a r, y e z respectivamente.
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10.6.3 Trabalho de uma forca

Seja F um campo vetorial cujas derivadas parciais existem e sao continuas (campo
vetorial de classe C'). Seja Q C R®, um conjunto aberto. Seja C uma curva em
parametrizada por 7, isto é, 7 : [a, b] — € derivavel. A integral de linha de F ao longo

de C é definida como
/GMT—/ﬁﬁWQ»M@Mt
c b

Fé interpretado fisicamente como um campo de forcas. Considere P uma particula
sob a acao deste campo deslocando ao longo de um caminho C' conforme mostra a figura
10.6. No instante inicial a a particula estd no ponto A e em outro instante b a particula

estd no ponto B sendo a < b.

Figura 10.6: Trajetoria descrita por uma particula P em um campo de forca.

O trabalho W realizado para deslocar a particula de A para B sob a acao do campo

de forca F ¢ definido por

W:/Fﬁ
C

10.6.4 Energia Cinética

Seja P uma particula de massa m constante que se move no espaco sob influéncia

de um campo de forca F' deslocando-se da posicao 7 até r, nos tempos t; e ty respec-
dry drs

tivamente. As velocidades em t; e t serao, respectivamente, v; = —— e U = T O

trabalho total realizado no movimento de P neste intervalo de tempo é definido como:

— t2 ~dr
W= [ Far= [ Foa
C tl dt
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Pela segunda lei de Newton,

to —
W = / m%.ﬁdt, sendo v = U(t) = (v4(t), vy(t), v:(1))
t1

Logo, S /: (dv;f)vm(t) N dvst(t)“y o) + dv;ft)vz ( t>> "
Desde que /g(az) de).d = gQéx) + ¢, entao
o om {vzé(t) B0, 2@]
. [(Uf«(zh) n Uz(;) n U3§2)) B <U§(2751) . “5(;1) n U?(;l))} .

- e l® sl

(10.17)

— 2
m ||[U()]
2 —
pela equacao (10.17) conclui-se que o trabalho total realizado pela forga F' sobre a

A expressao T = ¢ denominada energia cinética de uma particula. Logo,

particula para desloca-la de 7} a 75 é igual a variagao de sua energia cinética.

10.6.5 Energia Potencial

Seja F:Qc R — R um campo vetorial. F éum campo potencial se existir uma
funcio V : Q C R* — R, de classe C', tal que

-

F=-VV (10.18)
ov oV v
ox’ Oy’ 0z

potencial de F ou energia potencial.

sendo VV = ( ) o gradiente da funcao V. A funcdao V é denominada

10.6.6 Teorema da conservacao da Energia Mecanica

Teorema 10.2. Seja a energia mecinica E de uma particula de massa m igual a soma
da energia cinética T e energia potencial V' desta particula. Se a particula se move em
uma trajetoria C' num campo F que possui potencial V', entao, a energia mecinica E

serd constante.
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—

Demonstragao. De fato, considere o vetor posi¢ao z(t) = (z1(f),x2(t),z3(t)). Pela

segunda lei de Newton e pela equacao 10.18:

F=m— =-VV (10.19)

d
Considerando o produto escalar de d_ij em ambos os membros de (10.19) obtém-se:

A’z dz - d¥

Segue que,

a d | dt ade a de
Oxr dt dy dt 0z dt

m (dl’l(t) dle(t) dl’g(t) d25(72(t) dl‘g (t) d2I3 (t))

Integrando para um intervalo de tempo de t; a to, tem-se:

m/t2 dl‘l (t) d2.751 (t) n de(t) d2$2(t) i d$3(t) d2$3<t) o
" . d? . d? . de2 )

_/” OVdwy | OV dz, | OV dry
4 \ Oz dt Jy dt 0z dt
(df($))2
2
Come /df(x)df(w) b\ do

e T = 5 -+ ¢ segue que,

m (2 d |[dey]?  [day]?  [das]® g
mop o] e arz Vgt =— | Sv(ee))dt
2 /Q dat [{dt] - [dt] - [dt] /Q g’ @)

: 12 - ;
Considerando que ||7]|* = z7 + 23 + 23 e calculando a integral obtém-se,

2 (151 = 15G0)IP) = = [V (@) = V(@) (10.20)
Logo,
SEE)IP) + V(#(t) = Z(I5E)) + V(@®)

E(ty) = E(t1)
]

O significado da equagao (10.18) pode ser dado através do célculo de V' em fungao
da mudanga da posi¢do da particula. Considerando a equagdo (10.17) tem-se que

W = AT, sendo W o trabalho realizado pela for¢a resultante F das forcas que agem
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sobre a particula quando esta se move de uma posicao 7 da trajetéria a um ponto 75.

Pela equacao 10.20 conclui-se que W = AT = —AV e pode ser escrito na forma:

&)
AV = —/ Fd

1

em que AV é a variacao da energia potencial do sistema quando a particula se move

da posicao ™ a ™ e F(7) = F(z,y, 2).

10.7 Determinacao da o6rbita a partir da forca central

Pretende-se nesta secao determinar a expressao da trajetoria de uma particula que
se movimenta sob a acao de uma forca central. Em particular sera feita a analise para
o caso no qual esta forga for a gravitacional. A trajetoria sera dada por r = f(6) e em

seguida sera provado que esta fun¢ao representa uma secao conica.

10.7.1 Equacao diferencial da 6rbita ou trajetdria

Conforme visto na secao 10.5.3 o movimento de uma particula P em um campo de

forga central é dado pelas equagoes (10.15) e (10.16). Da equagao(10.16) tem-se que
r + 270 = 0.

Multiplicando ambos os membros por r

20 + 2r70 = 0
d .. . dr?. . .
como E(TQH) =7%0 + d—TtG =120 + 270, tem-se
d, 5
—(r*g) =0

entao, 20 é constante. Pela equagao(10.14), o valor desta constante é dado por —.
m

3

Logo,
. L
0=—. 10.21
p— (10.21)

Considere a mudanca de variavel r(¢) = —. Derivando r em relacdo a ¢, tem-se
u

B 1 du
u? dt’

como u = u(f) entao

Assim, por (10.21) tem-se



158 Mecéanica celeste e as cénicas

. L [du
r=——1_—].
m \ df
Derivando novamente,

LA _d( Ldu\ _ Ld (du\d) _ Ldoduw _ L, (du
"Tat T w\ mde) T Tmdo \do ) at T mdtder  m \dez )

1
Pela equagao (10.21) e denotando r = — tem-se que
u

L L [(du L*u? [ d*u
=2 2 () = - e 10.22
" mmr? (d&z) m? (d92> ( )

1
Substituindo (10.21) e (10.22) na equagao (10.15) e fazendo r = — obtém-se

e simplificando

U
L2 d?u 1 [ Lu\? _ 1
m m2 d6?2 u \ m N w)’
Simplificando
_L2u2 d*u _ L2u? . 1
m  db? m w)
Fatorando tem-se 122 [ .
U U
_ g — - 10.23
()= () 10:2)

que é chamada de equacgao diferencial da é6rbita ou trajetéria de uma particula
sob acao de uma forga central qualquer.

A aplicacao desta equacao sera mostrada, na secao 10.7.3, para uma forca central
atrativa cuja magnitude varia inversamente proporcional ao quadrado da distancia ao

centro de forca.

10.7.2 Equacao da 6rbita sob acao da forca inversamente pro-

porcional ao quadrado da distancia

Considere uma particula P movendo-se em um campo de forca central dado por F=

1
—K—r1, com K > 0. Constata-se que esta for¢a possui fungio potencial dada por V' =
r
W, portanto pode-se aplicar o teorema 10.2. Este tipo de forca aparece na natureza
r
com muita frequéncia, como no caso da atracao gravitacional (K = GMm) mencionada
anteriormente no exemplo 10.1 ou no caso da interacao eletrostatica atrativa. Assim,

a equacao da trajetoria de uma particula sob a acao deste tipo de forca central é

1 1
determinada da seguinte forma: para r = — tem-se que a forca f <—> = —Ku°
u u

Substituindo na equagao da trajetoria (10.23) obtém-se

dz_u+ __m<_ 2)_mK
dr TN T T2 Y T
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ou P
U miK

— U= — 10.24

do? L? ( )

que é a equagao diferencial da 6rbita de uma particula sob agao de uma forca

central atrativa cuja intensidade varia de forma inversamente proporcional

ao quadrado da distancia ao centro de forga .

10.7.3 Solucao da equacao diferencial da 6rbita e as conicas

Ao resolver a equagao (10.24) determina-se a expressao da orbita (ou trajetoria) de
uma particula P no campo de acao de uma forca central. Com esta expressao na forma
de 7 = r(0) pode-se caracterizar a curva descrita por esta particula P.

Resolugao:

A equagdo (10.24) é uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem nao ho-

mogénea. Assim, tem solucao geral dada por:
u(f) = up(0) +up()
onde uy(0) é a solugao da equagao diferencial homogénea e up(f) é a solugao particular.

e Obtencgao da solugao uy(6)
2

u
Considere ¥7E) +u = 0. A equacao caracteristica associada a esta equacao é dada
por A> 4+ 1 = 0. Como A = +i entdo a solucio uy(#) é dada por

up(0) = Acos + Bsend (10.25)
A B

Seja cosd = —— e send =

conforme mostra a figura 10.7.

Figura 10.7: Definindo send e cosd em fungao de A e B
Substituindo em (10.25) tem-se
up(0) = VA2 + B2%(cosd. cos 0 + sen 6. sen 6)

simplificando,

ug(0) = VA2 4+ B2 cos(f — 6)
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e Solugao particular: A solucao particular para a equacao nao-homogénea é dada
por
mK
url®) =Tz
Uma vez calculado os valores de ug(f) e up(f) tem-se que
mK
u(0) = VA2 + B2cos(0 — 9) + Iz

Definindo C' = Vv A? + B?

Uma condicao inicial para essa equacao é considerar 0 = 0, pois é sempre possivel

escolher os eixos com essa condicao. Entao

w(@) = "B 1 ceoso (10.26)

L2

1
Como r = — tem-se
U
1

mK
Dividindo por T2 tem-se

’[”':—
C
1+ -7 cos 6
L2
ou
L2

p=——mit (10.27)

1+

cos

m
que é a solugao da equagao diferencial (10.24) na forma r = r(0).

1 CL?
Definindo p = o= equagao (10.27) pode ser reescrita como
m

ep
r =
1+ ecosb

que ¢é a equacao geral das conicas em coordenadas polares conforme foi demonstrado

na secao 8.4.3 do capitulo anterior.
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10.7.4 Equagao da érbita em termos da Energia Mecanica e

determinacao das Coénicas

Na secao anterior demonstrou-se que uma particula em movimento sob a acao de
uma forca central descreve uma trajetéria na forma de uma conica. Além deste resul-
tado é possivel determinar, pela analise do valor de C' na equagao (10.27), que tipo
de conica (parabola, elipse ou hipérbole) é representada por essa trajetoria. Para isso,
C' seré expressado em termos da energia mecanica E (ou energia total) da particula e
consequentemente serda obtida uma outra equagao equivalente a (10.27) .

Primeiramente sera calculado o valor de v partindo da equacdo (10.13), ou seja,

T = i + r66,. Assim,
vt = .0 = (¢7 +100,) . (77 + 108,
Resolvendo o produto
v? = 7277+ 207070, + 126%0,.6;.
Como 717 e 51 sao ortonormais, conclui-se que
v =% 202

Sendo
db L dr 1du_ 1dud9_ L du

1
T = — _— = — (& = —— _— _—
u

’ dt  mr? dt —  w2dt  w2dfdt mdh

segue que

Ldu\* (1\° (L ,\° L | (du)?
2 _ (_Lau 4 L 9 2 _ LT | [adu 2
v = ( mdé’) + (u) (mu) ou vt = (d@) +u (10.28)

Pelo teorema 10.2 da conservagdo da Energia Mecanica E (ou energia total), tem-se

que,

1
§m1)2 +V =F, (10.29)

onde V' ¢é a energia potencial. Assim, de (10.28) e (10.29) tem -se:

1 L2 | (du\®

Assim,

ou

u? = - (10.30)
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K
A energia potencial é dada por V = — / f(r)dr e como f(r) = —— obtém-se
r

K K
V: —Qd’/’:———f—c,
r r

1
Mas lim V =0, e assim ¢ = 0. Logo, r = —,
r—o0 u

V = —Ku (10.31)

d
Pela equagao (10.26), tem-se d—z = —(C'send. Substituindo (10.26) em (10.30) e fazendo

du
= —(C'senf, obtém-se:

do
mK ° 2Bm  2Vm
(—Csenf)* + (? + C cos 6’) =7 "z
Desenvolvendo os quadrados e simplificando,
K?m? 2Km 2Em  2Vm
2 _
C* + i + 2 Ccosf = T2 T Iz

Substituindo V' pela equagao (10.31) e em seguida o valor de u pela equagao (10.26),
obtém-se

2 _
c*+ i + 72 Ccosf = 72 732 I

Simplificando, obtém-se

omE  K2m? Km\? 2mE
02:m+ mouC:\/( m)+m

K*m? 2Km 2Em 2Km [ mK
+ + C'cosf ).

L? L* L? L?

Km\?
uma vez que C' > 0. Colocando em evidéncia o termo <?> e fatorando tem-se

) 2Em
K
C = (m ) 14+ —L

2
C:mK 1+(2EL )

Simplificando

2 mK?
Assim, a equagao da trajetoria (10.27) pode ser reescrita como
12
mK

L (mE (2B 2
L2 mik? ) ) mi °°
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ou
L2
r = mA (10.32)
2FEL?
1+ 4/1+ (mK2> cos 6
1 2FL?
Definindo p = ee=4/1+ pode-se escrever a equacao
mK [, (2BL miK*
L2 mK?
(10.32) da forma
ep
r=-—.
1+ ecosd

Conclui-se que a trajetoria de uma particula em um campo de forca central pode
ser dada em funcao de sua energia mecanica F pela expressao 10.32. Observa-se que

esta expressao representa uma conica em coordenadas polares com excentricidade e =

miK?
qual uma particula entra em um campo de forca central atrativa, sua trajetoria podera

2FEL?
1+ ( ) . Com isto, pode-se dizer que dependendo da energia mecanica E com a

ser eliptica, hiperbolica ou parabdlica como mostra a andlise a seguir.

2FL?
e tem-se que:

Fazendo a seguinte analise da excentricidade e = /1 + (
m

1. Para que a conica (10.32) seja uma elipse é necessario ter 0 < e < 1, ou seja,

0<1+2EL2<1<:> E <0 1+2EL2>0
mK?2 ¢ mK?
ou Br K2
2 m
e >—1ouE>—2L2.
Logo,
2
m
——— < E <0
212

2. Para que (10.32) seja uma parabola, e = 1. Logo:

3. Para que (10.32) seja uma hipérbole, e > 1. Logo:

2EL?

mk?2

1+ >1< E > 0.

Em resumo tem-se:
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Energia Mecanica(FE)

Tipo de trajetéria de uma particula

num campo de forga central atrativa

2

—% <E<O Trajetoria eliptica
E=0 Trajetoria parabolica
E>0 Trajetoria hiperbolica




11 Consideracoes Finais

Através da andlise dos diversos livros didaticos referenciados neste trabalho, ob-
servou-se que estes priorizam o estudo analitico das conicas e que as propriedades
geométricas destas curvas quando aparecem sao de forma dissimulada no decorrer da
abordagem analitica. Observou-se também que na maioria destes livros, o esbogo das
conicas é obtido considerando-as como grafico de funcao o que dificulta a percepc¢ao
destas curvas enquanto lugar geométrico. A definicao geral usando a propriedade foco-
diretriz dificilmente é encontrada nos atuais livros de Geometria Analitica, no livro
[8] por exemplo, ela aparece como exercicio. Consequentemente nao é apresentada a
definicao para as conicas em coordenadas polares. Quanto as aplicacoes destas curvas
também em sua grande maioria aparecem como exercicios ou através de breves comen-
tarios. Assim, tanto o levantamento historico sobre as conicas quanto a analise dos
livros didaticos, tiveram como principal objetivo evidenciar o que ja se conhecia sobre
o assunto e de que forma o tratavam afim de avaliar as possiveis contribuicoes desta
dissertacao para um estudo motivador deste tema.

Diante destes aspectos citados anteriormente esta dissertacao apresentou, de modo
geral, as seguintes contribuicoes: exposicao sobre as origens historicas do assunto,
tratamento das conicas do ponto de vista geométrico, andlise do conceito de excen-
tricidade através da definicao foco-diretriz e sua relacao com as formas destas curvas,
definicao das conicas em coordenadas polares, abordagem computacional dos principais
resultados da teoria das conicas e as importantes aplicacoes do tema. Com relagao ao
tratamento computacional, a escolha do software gratuito possibilita sua utilizacao em
qualquer instituicao de ensino. Além disso, o sofwtare GeoGebra possui interface sim-
ples e ferramentas diversificados que permite a elaboracao de sofisticadas construcoes.
Através deste foi possivel visualizar e analisar os principais resultados sobre a teoria
apresentada sobre as conicas. E importante ressaltar que a compreensao dos conceitos
e das demonstracoes foram imprescindiveis para a elaboracao das construgoes através
do software, por isso, tais construgoes geralmente aparecem no texto apos as respecti-
vas demonstracoes ou definicbes. Acredita-se que o leitor munido primeiramente das
ferramentas matematicas apresentadas pelo texto podera fazer uma investigagao com-
putacional mais consistente, ou seja, modificar as construcoes e através da teoria prever

os possiveis resultados. E importante ressaltar também que ao iniciar este trabalho nao
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se tinha claro como seria organizado seus capitulos e que praticamente s6 final deste
estudo foi que a dissertacao obteve a organizacao que estd sendo apresentada.
Conclui-se que embora as conicas sejam conhecidas desde o século IV, muitos sao
os topicos sobre o assunto que ainda podem ser explorados e reunidos num trabalho
como este, por exemplo, definicao das conicas através da forma quadratica, conicas
determinadas por cinco pontos, conicas sob o ponto de vista da geometria projetiva,
estudo das conicas no espaco tridimensional, conicas como envolvente de curvas e outras

aplicacoes.
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A Conicas no GEOGEBRA

Neste apéndice encontra-se uma breve apresentacao do software GEOGEBRA bem
como a descricao das construcoes que foram exibidas nesta dissertacao com a utilizacao

deste software.

A.1 GEOGEBRA

GEOGEBRA ¢ um software de matematica que retine geometria, algebra e calculo.
Foi criado, em 2002, pelo o professor Markus Hohenwarter da Universidade de Salz-
burgo na Austria com objetivo de ser utilizado em ambiente de sala de aula. Como é

um software livre o seu download pode ser feito através do site
http://www.geogebra.org/cms/pt_BR, versao 3.2.

A figura A.1 a seguir, mostra a tela principal do GEOGEBRA.

Figura A.1: Tela principal do software GEOGEBRA.

O GEOGEBRA possui todas as ferramentas tradicionais de um programa de geo-

metria dinamica: pontos, segmentos, retas e secoes conicas além da possibilidade de se
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trabalhar com equacoes e coordenadas, que podem ser inseridas diretamente através do
campo de entrada. Qualquer objeto exibido na area de trabalho é representado algebri-
camente através da janela algébrica. Isto facilita, didaticamente, a exploragao de duas
representacoes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si: a representagao
geométrica (ou grafica) e a representagao algébrica.

Algumas ferramentas do GEOGEBRA que foram utilizadas nas construgoes apre-

sentadas nesta dissertacao e suas respectivas funcoes sao descritas abaixo:

Move os objetos na area de trabalho. Clique sobre o

objeto selecionado e arraste-o.

Insere um novo ponto. Clique na area de trabalho, em uma

reta ou em uma curva.

Determina a intersecao de dois objetos. Clique sobre os

objetos ou diretamente na intersecao.

Traca a reta definida por dois pontos. Clique sobre dois

pontos selecionados.

Tracga o segmento definido por dois pontos. Clique sobre

dois pontos selecionados.

Tracga uma semi-reta definida por dois pontos. Selecione

primeiro a origem e, depois, um outro ponto.

Determina o vetor definido por dois pontos. Selecione

primeiro a origem e, depois, a outra extremidade.

Traca a reta perpendicular que passa por um ponto.
Selecione primeiro o ponto e, depois, uma reta ou uma semi-

reta ou um segmento ou um vetor.

Traga a reta paralela que passa por um ponto. Selecione

primeiro o ponto e, depois, uma reta ou uma semi-reta ou um

segmento ou um vetor.

Tracga a mediatriz de um segmento. Selecione dois pontos

ou um segmento.

Determina um poligono pelos seus vértices. Selecione os

vértices formando um ciclo.

Traca uma circunféncia definida pelo centro e um de

seus pontos. Selecione o centro e, depois, um ponto da cir-

cunferéncia.
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Determina o dngulo formado por trés pontos ou entre
duas retas. Selecione trés pontos ou duas retas. O angulo
determinado pelos trés pontos serd o maior ou menor angulo
conforme a ordem da escolha for no sentido horario ou anti-

horario.

Insere um seletor (ou parametro). Clique na area de tra-
balho para especificar o local onde aparecera o parametro se-
lecionado. Este parametro pode variar numericamente (se for

escolhido a opgdo Namero na janela do seletor) ou variar em

graus (se for escolhido a opgao Angulo). Ambos podem variar
quando o ponto do seletor for arrastado ou automaticamente
através da opcao Animacao ativada. Para marcar esta opgao

clique com mouse direito sobre o seletor.

Insere texto na area de trabalho. Clique na area de tra-
balho ou em um ponto onde se pretende inserir o texto. Caso
seja interessante, pode-se estabelecer uma condicao para que
o texto seja exibido na &rea de trabalho. Por exemplo, exi-

bir a palavra Hipérbole quando e>1. Para isto, clique com

mouse direito sobre o texto, acesse a opcao Propriedades,
Avancado e digite e > 1 no campo Condigao para mostrar
objeto. Este recurso pode ser aplicado em qualquer outro

objeto na area de trabalho.

Desloca os eixos. Arraste a area de trabalho.

Este botao play/pause aparece no canto esquerdo inferior da

[.-:' area de trabalho quando for marcada a opcao Animacao ati-

vada. Através dele pode-se acionar ou parar a animacao.

Além das descri¢oes na proxima secao, os passos das construgoes feita no GEO-
GEBRA podem ser visualizados através do proprio software. Este importante recurso
possibilita assistir a sequéncia de tais passos através da ferramenta Barra de nave-
gacao para passos da construgao. Para acessar esta barra clique no menu Exibir

conforme ilustra a figura A.2 abaixo:
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Figura A.2: Barra de navegacao para passos da construcao

O protocolo de construcao é uma lista que exibe os objetos usados nas construcoes
feitas na area de trabalho. Esta lista é organizada na ordem em que os objetos foram
usados e no final dela aparece uma barra de navegacao que permite exibir manualmente

cada passo de uma construcao.

A.2 Construcoes feitas através do GEOGEBRA

As construcoes aqui apresentadas foram organizadas seguindo a ordem dos capitulos

anteriores.

A.2.1 Elipse
A.2.1.1 Construgao do lugar geométrico dos pontos de uma elipse

1. Marque dois pontos Fj e F, distintos na area de trabalho;

2. Trace uma semi-reta de origem em F) e que passe por Fy;

3. Marque um ponto A na semi-reta FiF; nao pertencente ao segmento FiFy;
4. Trace uma circunferéncia de centro F e raio FiA;

5. Escolha um ponto D qualquer sobre a circunferéncia e trace uma reta s passando

pelos pontos I} e D;
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6. Trace o segmento F5D;

7. Trace a mediatriz t do segmento FyD ;

8. Determine o ponto P de intersecao da mediatriz ¢ com a reta s.

9. Habilite rastro do ponto P. Clique com mouse direito sobre o ponto e marque a

opcao Habilitar Rastro.

10. Com auxilio do mouse esquerdo, arraste o ponto D sobre a circunferéncia para

obter o esbogo da elipse.

Observacao A.1. Para que o ponto D movimente automaticamente sobre a circunfe-

réncia na construcao anterior, proceda da seguinte forma:

a)

h)

Apobs executar os passos da construcao anterior até o item 4, escolha um ponto D

qualquer sobre a circunferéncia;

Clique na ferramenta seletor e em seguida clique na tela. Aparecera a janela de

configuracao do seletor onde deve ser marcada a opcao angulo;

Suponhamos que o angulo escolhido para o seletor seja « e que a circunferéncia consi-
derada tenha centro O, entao digite no campo de entrada o comando girar[D,«,O].

Em seguida, dé <Enter> e aparecera sobre a circunferéncia o ponto D’.
Clique com mouse direito sobre o ponto D e escolha a opcao esconder objeto.

Clique com mouse direito sobre o seletor e marque a opcao Animacao ativada e

vera que o ponto D' movimentara automaticamente sobre a circunferéncia;
Use o botao play/pause e pare o ponto D';

Execute o restante da construgao A.2.1.1 a partir do item 5 até o item 9 utilizando

o ponto D' ao invés de D;

Para visualizar o esbogo da elipse basta usar o botao play/pause.

A.2.1.2 Construgao da demonstracao que o ponto P esta sobre a elipse

O objetivo desta construcao é mostrar que curva obtida pela construcao A.2.1.1

satisfaz a definicao 5.1 para elipse. Em outras palavras, pretende-se mostrar que para

qualquer posicao do ponto P sobre a curva obtida pela construcao A.2.1.1, tem-se que

a soma dos segmentos que liga P aos focos I} e Fy é constante. Procedimento:

1. Considere a construcao A.2.1.1;

2. Trace os segmentos PF| e PFy;
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Clique com mouse direito sobre cada um dos segmentos e, depois, em Proprie-
dades. Na janela que se abriu, va até opcao Exibir Rétulo e escolha a opcao

Nome & valor.

Para exibir o valor da soma dos segmentos na tela basta digitar no campo de
entrada o comando texto[distancia[F;, A]]. Apos dar <Enter> o valor da
soma aparecera em algum local da tela e pode ser arrastado para outra posicao

se for preciso.

A.2.1.3 Construgao da propriedade da reta tangente a elipse

1.

Considere a construgao A.2.1.1;
Trace os segmentos PF) e PFj;

Simplifique a figura exibindo apenas o ponto P, a reta t e os segmentos que liga
P aos focos, isto é, PF; e PF, . Para esconder os demais objetos da construcao
basta clicar com mouse direito sobre cada um deles e desmarcar a opcao Exibir

objeto;

Marque dois pontos, por exemplo C' e E, sobre a reta t tal que C esteja a esquerda
do ponto P e E a direita de P.

Determine o angulo entre cada segmento e a reta ¢. Para isto clique na ferramenta
Angulo e no sentido horario clique sobre pontos C, P e Fy, em seguida sobre os
pontos Fy, P e E.

Exiba o valor da medidas dos angulos clicando com mouse direito sobre os mesmos

acessando as op¢oes Propriedades , Exibir ¢ Nome & valor;

Clique no botao play/pause e observe a medida dos angulos quando o ponto P

se move na area de trabalho.

A.2.2 Hipérbole

A.2.2.1 Construgao do lugar geométrico dos pontos de uma hipérbole

1.

Marque dois pontos F} e F5, distintos na area de trabalho;

Trace uma semi-reta de origem em Fj e que passe por Fy;

Marque um ponto A na semi-reta FiF; pertencente ao segmento F Fy;
Trace uma circunferéncia de centro F} e raio F}A;

Escolha um ponto D qualquer sobre a circunferéncia e trace uma reta s passando

pelos pontos I} e D;
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6. Trace o segmento F5D;

7. Trace a mediatriz t do segmento F5D ;

8. Determine o ponto P de intersecao da mediatriz ¢ com a reta s.
9. Habilite rastro do ponto P.

10. Arraste o ponto D sobre a circunferéncia para obter o esboco da elipse.

Para configurar a construcao de forma que ponto D movimente automaticamente

usando o botdo play/pause, veja a observacao A.1.

A.2.2.2 Construgao da demonstragao que o ponto P esti sobre a hipérbole

1. Considere a construcao A.2.2.1 da hipérbole;
2. Trace os segmentos PFy e PFy;

3. Clique com mouse direito sobre cada um dos segmentos e, depois, em Proprie-
dades. Na janela aberta va até opcao Exibir Rétulo e escolha a opcao Nome

& valor.

4. Para exibir o valor do modulo da diferenca dos segmentos na tela basta digitar
no campo de entrada o comando texto[distancia|F}, A]]. Apos dar <Enter>
o valor da diferengca em modulo aparecera em algum local da tela e pode ser

arrastado para outra posicao se for preciso.

A.2.2.3 Construcao da hipérbole a partir da construcao da elipse

O objetivo desta construgao ¢ mostrar que o lugar geométrico da hipérbole pode
ser obtido a partir construcao feita para determinar os pontos da elipse. Em outras
palavras, estas duas curvas tem propriedades parecidas. Desta forma considerando a
construcao A.2.1.1 do capitulo elipse, basta arrastar com mouse o ponto A colocando-o
entre os focos F; e F5. Assim quando D percorrer a circunferéncia o rastro do ponto

P determinara os ramos da hipérbole.

A.2.2.4 Construgao da propriedades da reta tangente a hipérbole
1. Considere a construcao A.2.2.1 da hipérbole;
2. Trace os segmentos PFy e PFy;

3. Simplifique a figura exibindo apenas o ponto P, a reta t e os segmentos que ligam
P aos focos, escondendo os demais objetos da construcao pela opcao Exibir

objeto.
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. Trace o menor angulo formado pelo segmento PF}) e a reta t. Para isto marque

um ponto distinto de P sobre a reta ¢, por exemplo o ponto FE, e usando a

ferramenta Angulo clique sobre os pontos Fy, P e E no sentido horario.
Repita o processo do item anterior para o segmento PF5.
Exiba o valor da medidas dos angulos;

Clique no botao play/pause e observe a medida dos angulos quando o ponto P

se move na area de trabalho.

A.2.3 Parabola

A.2.3.1 Construgao do lugar geométrico dos pontos de uma parabola

1.

Trace uma reta r e marque um ponto F' nao pertencente a r;

. Trace uma reta s perpendicular a reta r passando por um ponto D qualquer de

r;

. Trace o segmento F'D;

. Trace a mediatriz ¢ do segmento F'D;

Encontre o ponto de intersecao das retas t e s e chame-o de P;
Clique com mouse direito sobre o ponto P e marque a opcao Habilitar Rastro.

Arraste o ponto D sobre a reta r para obter o esboco da parabola.

Observagao A.2. Para que o ponto D movimente automaticamente sobre a reta r,

na construcao anterior, proceda da seguinte forma:

1.

Apébs executar o primeiro passo da construcao A.2.3.1 marque um ponto D sobre

a reta r;

Marque sobre a reta r um outro ponto E qualquer que esteja relativamente pro-

ximo de D.

Usando a ferramenta Vetor definido por dois pontos trace o vetor com origem

em D e extremidade em FE

Clique na ferramenta Seletor em seguida clique na area de trabalho. Aparecera a
janela de configuracao do seletor onde pode-se estabelecer o intervalo de variacao

para o parametro escolhido;
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10.

Suponhamos que o parametro escolhido no item anterior seja a e que o vetor
DFE esteja nomeado por u, entao digite no campo de entrada o comando trans-
ladar[D,u*a]. Em seguida, dé <Enter> e aparecera sobre a reta r o ponto
D'

Clique com mouse direito sobre o ponto D e escolha a opcao Exibir objeto. O

ponto D desaparecera.

Clique com mouse direito sobre o seletor e marque a op¢ao animagcao ativada e
verd que o ponto D' movimentara automaticamente sobre a reta. A distancia

percorrida por D’ dependera do intervalo estabelecido no seletor;
Use o botao play/pause e pare o ponto D';

Execute o restante da construgao A.2.3.1 a partir do item 2 até o item 6 utilizando

o ponto D’ ao invés de D;

Para visualizar o esbogo da parabola basta usar o botao play/pause.

A.2.3.2 Construgao da demonstracao de que o ponto P estd sobre uma

parabola

. Considere a construcao A.2.3.1 da parabola;
. Trace os segmentos PF e PD;

. Clique com mouse direito sobre cada um dos segmentos e, depois, em Proprie-

dades. Na opc¢ao Exibir Rétulo escolha a opcao Nome & valor.

Observe as medidas dos segmentos PF e PD quando o ponto D percorre a reta.

A.2.3.3 Construgao da propriedade da reta tangente a parabola.

1.

Considere a construgao refconstrucao8 da parabola;

. Trace o segmento PF’;

. Trace o menor angulo entre a reta ¢ e o segmento PF'.

Trace o menor angulo entre a reta t e a reta s e que nao seja adjacente ao angulo

do item anterior;

Exiba o valor das medidas dos angulos determinados.
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A.2.4 Unificacao

A.2.4.1 Construcao das conicas a partir da definicao unificada das coénicas

Como esta construcao foi obtida da construcao A.2.4.7 sua descrigao sera apresen-

tada na observacao A.3.

A.2.4.2 Construgao da equacao geral das conicas pela definigao foco-diretriz

1.

Insira na area de trabalho os parametros e e p através da ferramenta Seletor;

Configure o intervalo do parametro e colocando valor minimo de 0,1. Para isso

clique com mouse direito sobre o parametro e acesse a opcao Propriedades;

. Insira no campo de entrada a expressao:

(1-e72)x"2-4xp*x+y~2+4*p=0

Clique com mouse direito sobre o parametro e e marque a op¢ao animacao ati-

vada;

A.2.4.3 Construgao da familia de Coénicas

1

Insira na area de trabalho os parametros e e p através da ferramenta Seletor;

Configure o intervalo do parametro e colocando valor minimo de 0,1. Para isso

clique com mouse direito sobre o parametro e acesse a opcao Propriedades;

. Insira no campo de entrada a expressao:

(1-e72)x~2-4xp*x+y~2+4%p=0

. Clique com mouse direito sobre a nova curva que aparece na area de trabalho e

marque opcao Habilitar rastro.

. Clique novamente com mouse direito sobre a curva e em seguida clique em Pro-

priedades. Mude a cor da curva para verde e na janela Avangado digite no

campo Condicao para mostrar objeto a expressao e < 1.

Repita o processo do item 3, 4 e 5 escolhendo a cor azul para curva e a condicao

para mostrar objeto, e > 1;

Repita o processo do item 3, 4 e 5 escolhendo a cor vermelha para curva e a
condicao para mostrar objeto, e = 1. Nao digite o sinal =, clique no canto

direito da janela Condicao para mostrar objeto e selecione o sinal -

Para visualizar a familia de conica, clique com mouse direito sobre o seletor e e

marque a opcao Animacao ativada.
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A.2.4.4 Construgao da forma e excentricidade da elipse

1. Clique com mouse direito sobre a area de trabalho e, em seguida, clique em Eixos

para exibir os eixos coordenados;
2. Insira na area de trabalho os parametros a e b através da ferramenta Seletor;

3. Insira no campo de entrada a equacao:
x~2/a~2 + y~2/b~2=1
Dé <Enter> e parecera na area de trabalho uma elipse nomeada por c;

4. Insira no campo de entrada, um de cada vez, os comandos:

a) focolc| para exibir os focos da elipse;
b) vértice[c] para exibir os vértices;

c¢) centro|c] para exibir o centro;

5. Trace um segmento que liga o centro da curva a um dos focos e outro que liga o
centro ao vértice da curva. Para isto use a ferramenta Segmento definido por

dois pontos;

6. Supondo que os dois segmentos tragados no item anterior seja respectivamente e
e f digite no campo de entrada o comando texto[e/f] e sera exibido na area de

trabalho o valor da excentricidade da curva.

7. Outra opcao para exibir a excentricidade da curva é digitar no campo de entrada

o comando texto[excentricidade[c]];

8. Altere o valor dos paramentros a e b manualmente arrastando o ponto do seletor

e observe a forma da curva. Faca a = b e observe que tipo de curva aparece;

9. Clique com mouse direito sobre os seletores e marque a opcao Animacao ati-

vada;

A.2.4.5 Construgao da forma e excentricidade da hipérbole

1. Clique com mouse direito sobre a area de trabalho e em seguida clique em Eixos

para exibir os eixos coordenados;
2. Insira na area de trabalho os parametros a e b através da ferramenta Seletor;

3. Insira no campo de entrada a equacao:

x~2/a~2-y~2/b~2=1
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4.

10.

11.

Dé <Enter> e aparecerd na area de trabalho uma hipérbole nomeada por c;
Insira no campo de entrada, um de cada vez, os comandos:

a) foco|c] para exibir os focos da hipérbole;

b) vértice[c] para exibir os vértices;

)

)
¢) centro|c| para exibir o centro ;
d) y=(b/a)*xx e y=—(b/a) * x para exibir as assintotas;
)

e) texto|excentricidade|c]] para exibir o valor da excentricidade.
Chame o centro de O, os focos de F} e F5 e os vértices de A; e Ay ;

Trace uma reta r perpendicular ao eixo da hipérbole e que passa pelo vértice A,.

Use a ferramenta Reta perpendicular;

Marque o ponto de intersecao da reta r com uma das assintotas e chame de H

esta intersecao. Use a ferramenta Intersecao de dois objetos;
Trace os segmentos OF,, OAy, HAs e OH e exiba suas medidas;
Observe que OAy, = OH e que OC* + OH* = OH?,

Varie os valores dos parametros a e b e observe valor da excentricidade e forma

da hipérbole;

Clique com mouse direito sobre os seletores a e b e marque a opcao Animacao

ativada.

A.2.4.6 Construgao da forma e a excentricidade da parabola

1.

Através da ferramenta Seletor insira o parametro p;

Insira no campo de entrada a expressao:
y 7 2=4%p*x
Dé <Enter> e aparecera uma parabola nomeada por c.

Insira no campo de entrada os comandos: foco|c|, diretriz|c], eixoprincial|c]

e vértice[c]. Para cada comando inserido dé¢ <Enter>;

Chame o vértice de V e o foco de F

. Trace uma reta perpendicular ao eixo da parabola passando pelo ponto F’;

Encontre os pontos de intersecao da parabola com a reta tracada no item anterior

e nomeie estes pontos por A e B. Use a ferramenta Intersecao de dois objetos;
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7. Esconda a reta tragada no item 5;
8. Trace os segmentos VA, VB, VF e AB;
9. Chame a medidas dos segmentos VF e AB de e e f respectivamente;

10. Use a ferramenta Poligono para tracar o triangulo fundamental AV B da paré-
bola;

11. Exiba a medida da altura V' F' e da base AB do triangulo AV B;

12. Insira no campo de entrada o comando texto|f/e] e aparecera na area de trabalho

o valor desta razao;
13. Trace o angulo AV B e exiba seu valor;
AB f

14. Varie o valor do parametro p e observe o angulo AV B e a razio VE
e

A.2.4.7 Construgao da equacgao das coénicas em coordenadas polares com

a diretriz perpendicular ao eixo polar

1. Através da ferramenta Seletor insira os parametros e, q e 0;
2. Configure o intervalo do parametro e colocando valor minimo de 0, 1;
3. Clicando com mouse direito na area de trabalho marque a opcao Eixos;

4. Encontre o ponto de intersecao dos eixos coordenados. Use a ferramenta Inter-

secao de dois objetos;
5. Chame de F a intersecao dos eixos;
6. Insira no campo de entrada a expressiao r = e * q/(1 + e * cos(6));
7. Digite no campo de entrada o ponto B = (r,0);

8. Insira no campo de entrada o comando girar[B,#|. Para digitar o parametro 6

clique na janela a direita do campo de entrada e selecione tal parametro;
9. Renomeie o ponto B’ chamando-o de P;
10. Trace o vetor de origem em F' e extremidade em P e chame este vetor de 7;
11. Trace o angulo BFP e esconda o ponto B;

12. Insira no campo de entrada a expressao x = ¢q. Com este procedimento aparecera

a reta diretriz da conica que sera gerada pelo movimento do vetor r;

13. Habilite rastro do ponto P e varie o valor de # para visualizar a conica.
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14. Marque a opcao Animacao ativada no seletor € e observe a curva gerada para

@)

oscasos e < l,e=1lee>1.

bservacao A.3. Para fazer a construcao 1 execute os passos da construcao 7 até o

item 8 e em seguida proceda da seguinte forma:

Esconda os eixos coordenados e o ponto B;

Insira no campo de entrada a expressao xr = ¢;

Faca ¢ = —2 movendo o ponto do seletor;

Trace uma reta r perpendicular a reta diretriz = ¢ e que passe pelo ponto P;
Encontre a intersecao entre a reta r e a reta x = ¢ e chame esta intersecao de D;
Esconda a reta r;

Trace os segmentos PF' e PD exibindo suas medidas;

Supondo que e seja a medida de PF e f a medida de PD, insira no campo de

entrada o comando texto[e/f];
Habilite rastro do ponto P e varie o valor de 6 para visualizar a conica.

Relacione a conica gerada na area de trabalho com a razao texto[e/f].

A.2.4.8 Construgao da equacao das conicas em coordenadas polares com

a diretriz paralela ao eixo polar

1. Através da ferramenta Seletor insira os parametros e, q e 0;

2. Configure o intervalo do parametro e colocando valor minimo de 0, 1;

3. Clicando com mouse direito na area de trabalho marque a opcao Eixos;

4. Encontre o ponto de intersecao dos eixos coordenados e chame-o de F’;

5. Insira no campo de entrada a expressao r = e * ¢/(1 + e x sin(f));

6. Digite no campo de entrada o ponto B = (r,0);

7. Insira no campo de entrada o comando girar|B, 0];

8. Renomeie o ponto B’ chamando-o de P;

9. Trace o vetor de origem em F' e extremidade em P e chame este vetor de r;

10. Trace o angulo BFP e esconda o ponto B;
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11. Insira no campo de entrada a expressao y = q. Com este procedimento aparecera

a reta diretriz da conica que sera gerada pelo movimento do vetor r;
12. Habilite rastro do ponto P e varie o valor de 6 para visualizar a conica.

13. Marque a opc¢ao Animacgao ativada no seletor # e observe a curva gerada para

oscasos e < l,e=1lee>1.
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e GEOGEBRA language files ... are the user interface language files (“properties
filestt) for all languages of the GEOGEBRA application and GEOGEBRA ap-
plet. They are packaged in the geogebra_properties.jar file and part of every
official GEOGEBRA binary distribution.

e GEOGEBRA documentation files ... are all "GEOGEBRA HELP", “GEOGE-
BRA QUICKSTARTTT AND OTHER DOCUMENTATION FILES FOUND IN THE
GEOGEBRA INSTALLERS OR ON THE GEOGEBRA WEBSERVER.

Translations

Translations of GEOGEBRA installers, language files or documentation files are
only allowed with permission of their respective authors. Resulting translations are
subject to the same copyright as the original work (i.e. copyright of the original
authors and Creative Commons Attribution-NonCommercial-NoDerivs License).
The translators have the right to be attributed by name and contact address in
their translated work. Furthermore, translated GEOGEBRA documentation files
may not be used for commercial purposes without permission of the original authors

and the respective translators.

(2) GEOGEBRA Application and Source Code License
GEOGEBRA’s source code is subject to the GNU General Public License:

This program is free software; you can redistribute it and/or modify it under
the terms of the GNU General Public License as published by the Free Software

Foundation; either version 2 of the License, or (at your option) any later version.

This program is distributed in the hope that it will be useful, but WITHOUT
ANY WARRANTY; without even the implied warranty of MERCHANTABILITY
or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General Public

License for more details.
The GNU General Public License can be found at: http://www.gnu.org/licenses/

If you are interested in GEOGEBRA’s source code or want to help with program-

ming, please write to Markus Hohenwarter (markus@geogebra.org).
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