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Resumo

Nesta dissertacao estudamos critérios para determinar a existéncia, a nao existéncia e a
unicidade de ciclos limites de campos de vetores planares. Mais especificamente, estu-
damos equacdes de Lienard & + f(x, %)% + g(x) = 0, onde f e g satisfazem determinadas
hipéteses. Em particular estudamos a equagdo de van der Pol i + e(x*> — 1)i +x = 0,
a qual é conhecida da teoria dos circuitos elétricos. Provamos a existéncia e a unicidade
de ciclos limites para estas equagoes. Por fim estudamos a equagao de van der Pol com
o parametro € T 0o e o fenomeno canard que ocorre ao considerarmos um parametro

adicional a. As técnicas utilizadas sao as usuais de Andlise Assintdtica.

Palavras chave: Ciclos limites, campo de vetores planares, bifurcacao de

Hopf, equacao de van der Pol, sistemas de Lienard.



Abstract

In this work we study the existence, the non existence and the uniqueness of limit cycles of
planar vector fields. More specifically, we study Lienard equations &+ f(x, )i+ g(z) = 0,
where f and g satisfy some hypothesis. In particular we study the van der Pol equation
7 +e(z? — 1)& + x = 0, which is knew of the circuit theory. We prove the existence and
the uniqueness of limit cycles for these equations. In the last part we study the van der
Pol equation with the parameter € T co and the canard phenomenon which appears when
we consider an additional parameter a. The techniques employed are the usual in the

Asymptotic Analysis.

Key words: Limit cycles, planar vector fields, Hopf bifurcation, van der Pol

equation, Lienard systems.
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Introducao

O estudo global das curvas que sao definidas por equacoes diferenciais tem seu inicio com
a memoria de Henry Poincaré num artigo publicado em 1881, “Sur les courbes définies par
une équation différentielle”. Iniciou-se com este trabalho uma linha de pensamento e de
contribuigoes conhecida como Teoria Qualitativa das Fquacoes Diferenciais Ordindrias, na
qual a pesquisa sobre ciclos limites, que sao érbitas periddicas isoladas, € uma das partes
mais interessantes e dificeis. Questoes como a nao existéncia, a existéncia, a unicidade e
outras propriedades dos ciclos limites tem sido estudadas extensivamente. Sao conhecidos
os métodos de Bendixzson-Dulac, para a nao existéncia; o Teorema de Poincaré-Bendizson,
para a existéncia; métodos de Poincaré, Andronov, Cherkas, Levinson, Leontovich, Lien-
ard, Massera entre outros, para a unicidade; e a andlise da Aplicacdo de Primeiro Retorno
de Poincaré definida numa secao transversal ao fluxo planar, para estudo da estabilidade.

Os ciclos limites de campos de vetores foram definidos por Poincaré. No final da década
de 20 van der Pol, Lienard e Andronov, no estudo de oscilagbes nao—lineares de fenémenos
elétricos, obtiveram certas equagoes especiais de segunda ordem para as quais ocorriam
os ciclos limites idealizados por Poincaré. Desde entao, a nao existéncia, a existéncia, a
unicidade e outras propriedades dos ciclos limites foram estudadas extensivamente por
matematicos e fisicos, e mais recentemente também por quimicos, biélogos e economistas.

O método mais conhecido para provar a nao existéncia de ciclos limites em uma
regiao simplesmente conexa do plano é o método de Bendixson-Dulac e algumas de suas
variagoes. O método das fungoes de Dulac também d4a limites superiores para o nimero
de trajetorias fechadas em regioes multiplamente conexas.

O conhecido Teorema de Poincaré-Bendixson nos fornece um caminho para provarmos

a existéncia de ciclos limites quando temos convenientes condicoes satisfeitas. O problema
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da unicidade de um ciclo limite para um determinado sistema é, em geral, mais dificil que
a existéncia. Alguns critérios para a unicidade de ciclos limites podem ser obtidos usando
a estabilidade ou a instabilidade dos ciclos limites. Existem métodos para a unicidade
desenvolvidos por Poincaré, Andronov, Cherkas, Levinson, Leontovich, Lienard, Massera,
Sansone, Zhang Zhifen e muitos outros.

Um dos métodos mais eficientes para se estudar problemas de existéncia e unicidade de
ciclos limites no plano é a analise da aplicagao de primeiro retorno de Poincaré, definida
numa secao transversal ao fluxo. Infelizmente, tal andlise em geral nao é muito simples.

Os problemas mais dificeis aparecem quando um sistema planar apresenta mais que
um ciclo limite e tentamos entender sua distribuicao sobre o plano. De fato, o problema
mais famoso sobre ciclos limites é devido ao matematico alemao David Hilbert; conhecido

como 16° Problema de Hilbert:

Qual € o niumero mdximo de ciclos limites para um campo de vetores

polinomial de grau menor ou igual a n e quais sao as suas posicoes relativas no plano?

Outro interessante problema é determinar o nimero de ciclos limites que bifurcam de
um ponto critico, de um grafico ou ainda de um centro.

No presente trabalho nos propomos a estudar os diferentes critérios para determinar a
existéncia, a nao existéncia e a unicidade de ciclos limites de campos de vetores planares.
Para isso, comecamos no primeiro capitulo a relembrar os fundamentos basicos da Teo-
ria Qualitativa das Fquagoes Diferenciais Ordindrias. No segundo capitulo provamos
alguns critérios (como o critério de Bendixson e o Teorema de Poincaré-Bendixson) para
a nao—existéncia ou existéncia de ciclos limites de sistemas planares. No terceiro capitulo
iniciamos o estudo da famosa equacao de van der Pol, fazendo um estudo completo do re-
trato de fase para um caso particular desta equagao, a saber, quando o parametro € é igual
a 1. No quarto capitulo nos atemos ao estudo dos chamados Sistemas de Lienard, dos
quais a equacao de van der Pol é um caso particular. Terminamos este capitulo fazendo
um pequeno relato sobre o 16° Problema de Hilbert. Finalmente, no quinto capitulo,
estudamos novamente a equagao de van der Pol agora com o parametro ¢ tendendo ao

infinito. Veremos que, se introduzirmos mais um parametro « na equagao, constataremos
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o surgimento de um fenomeno que foi denominado pelos matematicos que o descobriram

de Fenomeno Canard, que serd descrito naquele capitulo.



Capitulo 1

Fundamentos da Teoria Qualitativa

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados fundamentais da Teoria Qual-
itativa das Equacoes Diferenciais Ordinarias que serao utilizados no decorrer do texto.
Para um desenvolvimento mais amplo destes assuntos, recomendamos a leitura da ter-

ceira parte de [14].

1.1 Campos vetoriais e fluxos

Seja U um subconjunto aberto do espago euclidiano R”. Um campo vetorial de classe
C',1<r<ooour =w, emU é uma aplicacao X : U — R" de classe C". Isto é, as
derivadas parciais, até ordem r de X se r < oo, e todas se r = 00, existem e sao continuas
em U; se r = w, o campo ¢ analitico em U, isto é, a série de Taylor de X em todo ponto
de U converge uniformemente para X numa vizinhanga desse ponto.

Ao campo vetorial X estd associado a equagao diferencial

dx

=X de 2/'=—
x (x), onde =z o

(1.1)

e reciprocamente, a equacao diferencial (1.1) estd associado o campo de vetores X.
As solugoes desta equagao, isto é, as aplicagoes diferencidveis ¢ : I — U (I intervalo
da reta) tais que

#1) = “21) = X(o(0) (1.2

para todo t € I, sao chamadas trajetdérias ou curvas integrais de X.

12
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?'®)=X(o®)

Figura 1.1: Trajetérias do campo X.

Um ponto zg € U é dito ponto singular de X se X (xy) = 0 e ponto regular de X se
X (o) # 0.
Se xy é ponto singular entao p(t) = xg, t € R, é solugao de (1.1). Reciprocamente, se

o(t) = g, t € R, é solugao de (1.1) entao xy é ponto singular de X, pois

0= ¢'(t) = X(o(t)) = X (o).

Uma trajetéria ¢ : [ — U de X chama-se maxima se para toda trajetoria ¢ : J — U
tal que I C J e ¢ = 1|; se tenha I = J e conseqiientemente ¢ = ). Neste caso I chama-se
intervalo maximo.

A equagao (1.1) (ou (1.2)) admite a seguinte interpretagao geométrica: ¢ é uma curva
integral de X se, e somente se, seu vetor velocidade ¢'(t) em t coincide com o valor do
campo X em ¢(t). Veja a figura 1.1.

Uma equagao diferencial do tipo (1.1) é chamada equagao diferencial auténoma, de-

vido ao fato que o campo X independe da varidvel ¢.

Teorema 1.1.1. Seja X um campo vetorial de classe C", 1 <r < oo our = w.
a) (Existéncia e unicidade de solugbes maximas). Para cada x € U existe

um intervalo aberto I, onde estd definida a unica solugdgo mdzima ¢, de (1.1) tal que

©.(0) = z.
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b) (Propriedade de grupo). Sey = ¢,(t) et € I, entao [, =1, —t={r—t:r e
L.} e py(s) = @u(t+s) para todo s € I,.

¢) (Regularidade com relagao as condigoes iniciais). O conjunto Q = {(t,z) :
r €U, t €1,} € aberto em R™™ e a aplicagdo ¢ : © — R™ dada por p(t,x) = p,(t) € de

classe C", 1 <r < oo our =w, em §2.

Demonstracao — Ver [14], pgs. 211 e 239. Observamos que esta demonstragao vale

também quando R™ é substituido por um espaco de Banach E, veja [8]. m
Definigao 1.1.2. A aplicacao ¢ : Q0 — U chama-se fluxo gerado por X.

Note que as condigoes da definicao de fluxo de classe C" estao satisfeitas, isto é,
0(0,2) =z e p(t+s,z) = @(t,p(s,z)), sendo que a ultima condigao é valida apenas nas
condicoes do teorema 1.1.1. E claro que se I, = R para todo z, o fluxo gerado por X é
um fluxo de classe C" em U. Entretanto, muitas vezes I, # R. Por este motivo o fluxo
gerado por X é chamado freqlientemente de fluxo local ou grupo local a um parametro
gerado por X. Esta tltima denominagao decorre do fato de que a condi¢ao b) do teorema
1.1.1 define, quando 2 = R x U, um homomorfismo do grupo aditivo dos reais no grupo
dos difeomorfismos de classe C" de Y munido da operacao de composicao. Ou seja, o
homomorfismo é ¢ — ¢y, € temos s = @y 0 Qs € p_y = @y ', para g (z) = p(t,z). B
valida assim a imagem de que os pontos de U fluem ao longo das trajetérias de X do

mesmo modo que um fluido desloca-se ao longo de suas linhas de corrente.

Corolario 1.1.3. Seja X um campo vetorial C*, r > 1, emUd C R*. Sex € U e
I, = (w—(2),wy(z)) € tal que wi(x) < oo (resp. w_(xr) > —o0) entdo p,(t) tende a
U quando t — wy(x) (resp. t — w_(x)), isto €, para todo compacto K C U existe
e =¢e(K) >0 tal que set € [wi(x) —e,wi(x)) (resp. t € (w_(x),w_(x) + €]) entdo
0a(t) & K.

Demonstragcao — Por contradicao suponhamos que exista um compacto K C U
tal que para todo ¢ > 0 exista t. € [wi(z) — ¢,wi(x)) tal que p,(t.) € K. Entao,

em particular, para cada n € IN existe ¢, € [wi(z) — 2, wy(z)) tal que @,(t,) € K.
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’

E claro que t, — wy(z). Pela compacidade de K, passando a uma subseqiiéncia se
necessario, podemos supor que a seqiiéncia (@, (t,))neny converge a um ponto o € K.
Sejam b > 0 e a > 0 tais que B, x I, € Q, onde B, = {y € R" : |y —xo| < b} C U
e l, ={t € R:|t| < a}. Observe que é possivel escolher av > 0 tal que B, x I, C €.
Com efeito, basta encontrarmos r > 0 tal que B(zg,7) C U e lembrarmos que, conforme
o Teorema de Existéncia e Unicidade, o comprimento do intervalo depende apenas do r
e da constante de limitacdo do campo X em B(xg,r) C U. (Para mais detalhes veja
2], Teorema 10.12, pagina 385). Para encontrar r > 0 tal que B(zg,7) C U supomos o

contrario, ou seja, supomos que
Vr > 0,3z, € K, B(x,,r) L U.
Assim, tomando r = % temos que
/ / 1
dz, € K, 32, U, |z, —x,| < —.
n

Como K é compacto, podemos supor, sem perda de generalidade, que existe x € K tal
que x, — z. Assim também temos z!, — x € K C U. Como U é aberto, existe uma
bola de centro em z contida em U, mas isso é uma contradigao ja que desta forma z,
pertenceria a essa bola para n suficientemente grande e portanto z, também estaria em
U para n suficientemente grande.

Prosseguindo, temos pela parte (c¢) do teorema 1.1.1, Q2 é aberto. Pela parte (b),
0y (tn + 5) estd definido para s < a e coincide com ¢, (s) para n suficientemente grande,

onde y = @, (t,). Mas entdo t,, + s > w, (x), contradigao. -

Corolario 1.1.4. Se ¢ € uma solucao de (1.1) definida no intervalo mdzimo I e (t1) =
©(te) para ty # ta, entao I =R e p(t+ ¢) = p(t) para todo t, onde ¢ =ty —t1. Isto €, ¢

¢ periodica.

Demonstracao — Definindo ¢ : [to,t2 + ¢] — R” por ¥(t) = ¢(t — ¢), tem-se

P(t) = @'t —c) = X(p(t —c)) = X(P(1) e p(t2) = ¢(t1) = @(t2). Em virtude da
unicidade das solugoes, tem-se [to,ta+¢] C [ e p(t) = @(t+c¢) se t € [ty,ts]. Prosseguindo
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desta maneira, obtemos I = R e ¢(t + ¢) = ¢(t) para todo t € R. -

Antes de finalizar esta se¢ao, daremos a definicao do que vem a ser um conjunto limite.
Este conceito sera usado para demonstrar o ultimo teorema deste capitulo e sera bastante

explorado no Capitulo 2.

Definicao 1.1.5. Seja X : U — R™ um campo de classe C* no aberto U C R™. Se
w4 (p) = 400, definimos o conjunto w—limite do ponto p € U (e denotaremos por w(p))
como sendo o conjunto dos pontos q € U para os quais existe uma seqiéncia t, — +00
tal que
¢(tn,p) = ¢

Analogamente, se w_(p) = —o0, definimos o conjunto a—limite do ponto p € U como
sendo o conjunto a(p) dos pontos q € U para os quais existe uma seqiéncia t, — —oo tal
que

o(tn,p) — q.

Prova-se que o conjunto w-limite de um ponto z € U ¢é fechado e invariante. Caso
a semi-6rbita positiva OF(z) = {p.(t) : 0 < t < wy(z)} seja limitada entdo w(z) é
compacto, conexo e nao-vazio. Se y € w(x) entdo w(y) = w(x). Resultados analogos valem
também para o conjunto a—limite. As provas destas propriedades podem ser encontradas

em [14], Teorema 5, pagina 245.

1.2 Retrato de fase de um campo vetorial

Definigao 1.2.1. O conjunto O(p) = {¢(t,p) : t € L,}, isto €, a imagem da curva integral
de X pelo ponto p, chama-se érbita de X pelo ponto p.

Observe que

q € O(p) & O(p) = O(q)

pois se ¢ € O(p), ¢ = p(t1,p) e p(t,q) = p(t,p(t1,p)) = p(t +t1,p) e I, —t1 = 1.
Em outros termos, duas orbitas de X coincidem ou sao disjuntas. Isto é, U fica

decomposto numa uniao disjunta de curvas diferencidveis, podendo cada uma ser:
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1. Imagem biunivoca de um intervalo de R;
2. Um ponto;
3. Homeomorfa a um circulo.

No segundo caso {p} = O(p), a érbita chama-se érbita singular; no terceiro caso a
6rbita chama-se fechada ou periédica. O leitor interessado pode verificar em [14], pg.
217, que em termos da trajetéria maxima ¢ de (1.1) em I, os itens acima correspondem

as seguintes alternativas:
1. ¢ é injetora;
2. I =R e ¢ é constante;
3. I =R e ¢ é periddica, isto é, existe um ¢ > 0 tal que p(t + ¢) = ¢(t) para todo

te ]R, e QO(tl) 7A (P(tQ) se ‘tl — t2| < c.

Definicao 1.2.2. O conjunto aberto U, munido da decomposi¢cao em orbitas de X, chama-
se retrato de fase de X. As drbitas sao orientadas no sentido das curvas integrais do

campo X.

Nas representagoes gréficas indicamos o sentido positivo de percurso das érbitas por

meio de setas.

Exemplo 1. Vamos descrever o retrato de fase de um campo X = (P,Q) em R? onde

P(z,y) = P(z) é uma funcdo continua que tem um numero finito de zeros, a saber
a; < ag < ...<a,eQ(x,y)=—y. Denotamos ayg = —00 € a, 1 = 0.
Em cada intervalo (a;,a;+1), ¢ = 0,1,...,n, P tem sinal constante. Fixemos um

intervalo (a;, a;11) no qual P é positivo. Entao, se x € (a;,a,41) temos que p(t,x), a
solugdo de 2/ = P(x) por z, é estritamente crescente no seu intervalo maximo I, =
(w-(2),ws(2)).

Além disso podemos afirmar que:

i) Quando t — w_(x), p(t,z) — a; e quando t — w.(x), p(t, ) — a;i1.
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Figura 1.2: Gréfico de P.

A A N A
g AT AN N

Figura 1.3: Retrato de fase de X.

De fato: Se p(t,z) — b > a; quando t — w_(x), como ¢(t,b) ¢é estritamente crescente
segue-se que as orbitas O(z) e O(b) se interceptam, e em conseqiiéncia O(z) = O(b) o
que é uma contradigao. Isto mostra que ¢(t,x) — a; se t — w_(x). Da mesma forma
vé-se que @(t,x) — a4 se t — wy(x).

ii) Se ¢ > 1 temos que w_(z) = —o0, pois para todo t € I, temos p(t,x) > a; > —o0,
e isso implica devido ao corolério 1.1.3 que w_(z) = —oc.

iii) Se i < n temos que w, (r) = oo, pois da mesma forma que (ii), para todo t € I,
temos que p(t,z) < a;11 < oo e isso implica novamente pelo corolario 1.1.3 que w, (z) =
0.

Uma anédlise similar pode ser utilizada para estudar o caso em que P(z) é negativo no
intervalo (a;, a;11).

E claro que se ¥(t,y) é solucao de v = Q(z,y) = —y entao ¥(t,y) = ye".

Assim, o fluxo de X é dado por ¢(t,z,y) = ¢y (t) = (¢(t, ), ye ™).

O gréfico de P e o retrato de fase de X podem ser vistos nas figuras 1.2 e 1.3. OJ

Exemplo 2. Sistemas bidimensionais simples. Sao bem conhecidos os retratos de fase
dos sistemas 2’ = Az +r(z), onde A é uma matriz 2 x 2 com det A # 0 e r é de classe C!
em R? com jacobiano Dr(0) = 0. Teremos que todas as configuragoes que apresentaremos
do sistema linear ' = Az, com algumas excegoes (a saber, quando os pontos singulares

nao forem hiperbdlicos, conceito que introduziremos adiante), continuarao validas para
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E2 E2

Figura 1.4: Caso ai: né atrator (A < A; < 0), caso as: né repulsor ou fonte (Ay > A; > 0).

o sistema nao-linear 2’ = Az + r(x) numa vizinhanga do ponto singular (0,0). Mais
precisamente, o retrato de fase de ' = Az + r(z) numa vizinhanca de (0,0) é a imagem
do retrato de fase de ' = Az por um homeomorfismo h, préximo da identidade, definido
numa vizinhanca de (0, 0).

A condigao det A # 0 diz que a origem 0 € R? é o tnico ponto singular do sistema
linear. O tipo de ponto singular em x = 0 € R? e suas caracteristicas de estabilidade
sao determinadas pelos autovalores A;, A da matriz de coeficientes A. Por sua vez, os

autovalores de A sao as raizes do polinomio caracteristico
p(A) = A? — (tracoA)\ + det A

do qual obtemos

tragoA + /(tragoA)? — 4 det A
2

>\17>\2 =

Distinguimos os seguintes casos:
a) Os autovalores A\j, \y de A sdo reais e distintos.
b) Os autovalores sio complexos conjugados: A\; = a+if e Xy = A\; = a —if3, com 3 # 0.
¢) Os autovalores sao reais e iguais: A\ = Ag = A # 0.

Denotamos por E; e Fy os subespagos gerados pelos vetores que compoem uma base
de R? na qual a matriz da parte linear estd em forma canodnica de Jordan.

A partir desses trés casos, sao gerados os seguintes subcasos, como esbocados nas
figuras 1.4, 1.5, 1.6, 1.7 e 1.8.

Como mencionado acima, pequenas perturbagoes em alguns dos, ou todos os, coefi-
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Figura 1.6: Caso b;: centro (o = 0), caso be

N

<

N

Figura 1.5: Caso a3: sela (Ag > 0 > \p).

©9 @

~)
/

N

/‘(/
\\

: foco estavel (o < 0), caso bs: foco instavel (a > 0).

N

N
N

L 4

Figura 1.7: Caso c;: né préprio atrator(\ < 0), caso ¢j: né préprio repulsor (A > 0).
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Figura 1.8: Caso c3: né impréprio atrator(A < 0), caso cb: né impréprio repulsor (A > 0).
g 2

cientes da matriz A, sao refletidas em pequenas perturbacoes nos autovalores. No caso
do centro, isto é, quando os autovalores sao imaginarios puros, uma ligeira mudanca nos
coeficientes, faz com que os autovalores A\; e Ay tenham novos valores \| = o + i’ e

L =a —if, onde o/ é pequeno em valor absoluto e ' =~ 3. Se o/ # 0, o que acontece
quase sempre, entao as trajetérias do sistema perturbado sao espirais.

Se os autovalores A\; e Ay sao iguais, a singularidade é um né. Pequenas perturbacoes
nos coeficientes, normalmente fazem com que as raizes iguais se separem. Se as raizes
separadas sao reais, entao a singularidade do sistema perturbado permanece um no, mas
se as raizes separadas sao complexas conjugadas, entao a singularidade torna-se um ponto

espiral. O

O exemplo seguinte mostra um dos novos casos onde o homeomorfismo ~ mencionado

anteriormente é global e explicito.

Exemplo 3. Seja X : R? — R? dado por X(z,y) = (z,—y + 23). O fluxo de X é dado

= (o () )

onde t € R e (a,b) € R2

por

Considere a “sela” Y (z,y) = (z,—y) e seja (¢, p) o seu fluxo. Entdo h : R*? — R?
dada por h(z,y) = (z,y+ %3) satisfaz h(v(t,p)) = ¢(t, h(p)). De fato, um calculo simples
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Figura 1.9: Retrato de fase de Y e de X do exemplo 3.
nos da que o fluxo de Y é (¢, (a,b)) = (ae’,be™"). Assim, temos que

h((t, (a,b))) = h(aet, be™t) = (aet,bet + L¢3,

Por outro lado,

e(th(a,b) = plt, (a,b+ 7)) = (ac', (b+ 7 — T

1.3 Equivaléncia e conjugacao de campos vetoriais

¢
r *

3

h
— A

/

/

y
N
/1

A

3

4

Introduzimos a seguir varias nogoes de equivaléncia entre dois campos vetoriais, as quais

permitem comparar seus retratos de fase.

Definicao 1.3.1. Sejam X; e Xy campos vetoriais definidos nos abertos Uy e Us do

R™, respectivamente. Dizemos que X; € topologicamente equivalente (resp. C"—

equivalente) a X, se existe um homeomorfismo (resp. um difeomorfismo de classe C")

h : Uy — Uy que leva orbitas de X; em orbitas de Xo preservando a orientacao. Mais

precisamente, se p € Uy e O (p) é a drbita orientada de X, passando por p entao h(O'(p))

¢ a drbita orientada O?*(h(p)) de Xo passando por h(p).
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Observe que esta definicao estabelece uma relacao de equivaléncia entre campos definidos
em abertos de R", ou seja, é reflexiva, simétrica e transitiva. O homeomorfismo h chama-

se equivaléncia topolégica (resp. diferenciavel) entre X; e Xs.

Definicao 1.3.2. Sejam 1 : Q1 — R™ e @9 : Q9 — R"™ 0s fluzos gerados pelos campos
X1 :U — R” e Xy : Uy — R”, respectivamente. Dizemos que X, € topologicamente
conjugado (resp. C"— conjugado) a X, quando existe um homeomorfismo (resp. um
difeomorfismo de classe C") h : Uy — Uy tal que h(pi(t,x)) = pa(t, h(z)) para todo
(t,x) € Q.

Neste caso, tem-se necessariamente [1(z) = Iy(h(x)). O homeomorfismo h chama-se
conjugacao topolégica (resp. C"— conjugacgao) entre X; e Xo.

A relacao de conjugacao também é uma relacao de equivaléncia entre campos definidos
em abertos de R™. E claro que toda conjugagao é uma equivaléncia. Uma equivaléncia h
entre X, e Xy leva ponto singular em ponto singular e érbita periédica em oérbita periddica.

Se h for uma conjugacao, o periodo das dérbitas periddicas também é preservado.

Exemplo 4. A funcio h : R? — R? definida por h(z,y) = (z,y + %3) é uma C"— con-
jugacgao entre X (z,y) = (x, —y) e Y(x,y) = (x, —y+23). Com efeito, basta ver o exemplo

3 da segao anterior. O

Exemplo 5. Sejam

0 a 0 b
A - e B =
—a 0 -b 0
matrizes de R? com a > 0 e b > 0. Os sistemas 2’ = Az e 2’ = Bz definem centros cujas
L s , 2r 27
orbitas periddicas tem periodo — e 5
a

sao conjugados, pois vimos que uma conjugacao preserva o periodo das orbitas periddicas.

respectivamente. Se a # b, estes sistemas nao

Por outro lado, h = Id : R? — R? ¢ uma C"— equivaléncia. O

O lema seguinte fornece uma caracterizacao para a conjugacao diferenciavel. Utilizare-

mos tal lema na demonstracao do Teorema do Fluxo Tubular a seguir.
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Lema 1.3.3. Sejam X : U; — R™ e Xy : Uy — R™ campos de classe C" nos abertos Uy
Uy de R™ e h : Uy — Uy um difeomorfismo de classe C". Entdo h é uma conjugacao entre

X, e Xy se e somente se
Dh(p)X1(p) = Xo(h(p)), VpeU. (1.3)

Demonstragao — Sejam ¢ : €2y — U; e s : g — Uy 0s fluxos de X e Xy, respectiva-
mente. Suponhamos que h satisfaz (1.3). Dado p € Uy, seja ¥(t) = h(ei(t,p)),t € Ii(p).
Entao ¢ é solugao de 2’ = Xy(x), x(0) = h(p), pois

1.3

V(1) = Dhlspa(t,p))-1(1,p) = Dh(1(t,2) X (a(t, 7)) "2 Xa(hlipa(t, ) = Xa(w (1))

Portanto h(¢1(t,p)) = wa(t, h(p)). Logo, h é uma conjugacao entre X; e Xo.
Reciprocamente, suponhamos que h seja uma conjugagao. Entao para (¢,p) €

tem-se que h(¢1(t,p)) = @a(t, h(p)). Derivando esta relagdo com respeito a t em ¢t = 0,

obtém-se (1.3). n

Definicao 1.3.4. Sejam X : U — R™ um campo de classe C", r > 1, no aberto U C R"
e A C R um aberto. Uma aplicacio diferencidvel f : A — U de classe C" chama-se
segao transversal local de X (de classe C") quando, para todo a € A, Df(a)(R"1) e

X(f(a)) geram o espago R".

Observagao. Consideremos ¥ = f(A) munido da topologia induzida. Se f: A — ¥ for

um homeomorfismo, é usual dizermos que ¥ é uma segao transversal de X.

Exemplo 6. Sejam p € U um ponto regular e {vy,...,v,_1, X(p)} uma base de R".
Consideremos B(0,d) uma bola de R™™' com centro na origem e raio § > 0. Para ¢§
suficientemente pequeno, f : B(0,d) — U dada por f(xy,...,x,-1) = p+ Z?;ll Tv; €

uma secao transversal local de X em p. O

Teorema 1.3.5 (do fluxo tubular). Sejam p um ponto reqular de X : U — R"™ de classe

C1<r<oour=w,ef:A— 3 uma secio transversal local de X de classe C"
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i R 0(tf1) =F(53)
R o (1)
I T
: V\_/
i B

Figura 1.10: Fluxo tubular local na vizinhanga de um ponto regular.

com 0 € A e f(0) =p. Entdo existem uma vizinhan¢a V' de p em U e um difeomorfismo
h:V — (—g,e) X B de classe C", onde € > 0 e B é uma bola aberta em R de centro

na origem 0 = f~(p) tais que:
1. h(2NnV)={0} x B;

2. h € uma C"—conjugacao entre X|, e o campo constante Y : (—¢,¢) x B — R" dado

porY =(1,0,0,...,0) € R™.

Demonstracao — Sejam ¢ : Q@ — U o fluxode X e F': Q4 — U, onde Qy = {(t,u) :
(t, f(u)) € Q}, definida por F(t,u) = (¢, f(u)). F aplica linhas paralelas em curvas
integrais de X. Como DF(0) é um isomorfismo temos, pelo Teorema da Fungao Inversa,
que F' é um difeomorfismo local em 0 = (0,0) € R x R"1.

Assim, existem € > 0 e uma bola B em R"! com centro na origem 0 tais que Fl s
¢ um difeomorfismo sobre o aberto V' = F((—¢,¢) x B). Seja h = (F|___,,,)”". Entao
h(XNV)={0} x B, pois F'(0,u) = f(u) € ¥, para todo u € B. Isto prova (1).

Por outro lado, A~! conjuga Y e X, pois

Dh™ Yt u) - Y(t,u) = DF(t,u) - (1,0,...,0) = D1 F(t,u) =

= X(p(t, f(v))) = X(F(t,u)) = X(h™'(t, )

para todo (t,u) € (—¢,e) x B. Logo pelo lema 1.3.3, h~! é uma conjugacao de Y e X, o
que prova (2). m
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Figura 1.11: Figura relativa ao coroldrio 1.3.6

Corolario 1.3.6. Sejam X um campo de classe C" e ¥ uma se¢ao transversal de X,
conforme teorema anterior. Para todo ponto p € 3 existem € = £(p) > 0, uma vizinhanga
V de p em R™ e uma funcao 7 : V — R de classe C", 1 < r < 00 our = w, tais que

T(VN¥)=0e

1. para todo q¢ € V', a curva integral ¢(t,q) de X, € definida e biunivoca em J, =
(—e+7(q),e +7(q));

2. £(q) = p(1(q),q) € X € o tnico ponto onde <p(.,q)|Jq intercepta Y. Em particular,
g€ XNV seesomente se 7(q) = 0.

Demonstracao — Sejam h,V e ¢ como no teorema do fluxo tubular. Ponhamos
h = (—1,nm). O campo Y daquele teorema satisfaz a todas as afirmagoes acima. Como h

¢ uma C"— conjugagao, conclui-se que X também satisfaz estas afirmagoes. u

1.4 Estrutura local dos pontos singulares hiperbdlicos

Seja p um ponto regular de um campo vetorial X, de classe C", r > 1. Pelo Teorema
do Fluxo Tubular, sabemos que existe um difeomorfismo de classe C" que conjuga X, em
uma vizinhanca de p com o campo constante Y = (1,0,0,...,0). Conseqiientemente, os

dois campos X e Y sao localmente C"— conjugados em torno de pontos regulares. Por



27

causa desta observagao podemos considerar satisfatério o conhecimento qualitativo local
das érbitas de um campo vetorial em torno de pontos regulares, sendo que existe apenas
uma classe de conjugagao diferenciavel local.

Se p é um ponto singular, a situacao é bem mais complexa. Mesmo nos sistemas
lineares ja se apresentam vérias classes diferentes de conjugacao diferencidvel. Em R?
temos a sela, o centro, o no, etc.

Nesta secao estudaremos os pontos singulares hiperbdlicos.

Definicao 1.4.1. Um ponto singular p de um campo vetorial X : U C R" — R", de
classe C", r > 1, chama-se hiperbdlico se todos autovalores da matriz jacobiana de X

em p, DX(p), tem parte real diferente de zero.

Prova-se que se X e Y sao campos de classe C! localmente conjugados em vizinhancas
dos pontos singulares p e ¢, respectivamente, entao p é hiperbdlico se e somente se ¢ é
hiperbdlico.

O teorema seguinte nos garantirda que o comportamento numa vizinhanca de um ponto

singular hiperbdlico é sempre modelado pelo comportamento da parte linear.

Teorema 1.4.2 (Grobman-Hartman). Sejam X : U — R um campo vetorial de classe
C*' no abertod C R™ e p um ponto singular hiperbolico. Entao existem vizinhancas V de

pemlU eW de0 em R" tais que X, € topologicamente conjugado a DX (p)

lw

A demonstragao deste teorema é dada em [14], (capitulo IX, pdgina 294). Na figura
(1.12) temos representados os retratos de fase de um campo nao linear numa vizinhanga

de um ponto singular hiperbélico e de seu linearizado.

1.5 Estabilidade local segundo Liapunov

No intuito de estudar o comportamento assintético de uma orbita, é interessante usar o

método das fungoes de Liapunov.
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Figura 1.12: Campo néo linear e seu linearizado.

Definigao 1.5.1. Dados X : 4 C R"® — R™ um campo de classe C' e p € U uma

singularidade de X, temos que

e p ¢é estavel se dado qualquer e > 0, existe um 6 > 0, tal que ||z — p|| < ¢ implica

llo(t,z) — p|| < e, para todo t > 0;
e p ¢ instavel se nao for estdvel;
e p ¢ assintoticamente estavel se p € estavel e, além disso, existe € > 0, tal que
|z — p|| < e implica lim @(t,x) = p;
t—-+o0

e p ¢ assintoticamente instavel se p € instavel e, além disso, existe € > 0, tal que

|z —p|| < e implica tlim o(t,x) =p.

Sejam X : Y4 C R® — R™ um campo de classe C* no aberto U e f : U — R uma
funcao também de classe C*. Definimos a derivada de f na direcao de X no ponto p € U

por

X - f(p)=Vf(p) X(p).

Definicao 1.5.2. Dados o campo X, a fung¢ao f como acima e p € U ponto singular de

X, temos que
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1. f é fungado de Liapunov para o campo X se f(x) > 0 para todo x € U, f(x) =0

se, e somente se, t =p e X - f(x) <0, para todo x € U;

2. f é fungao de Liapunov estrita para o campo X se f é funcao de Liapunov e

além disso X - f(x) =0 se, e somente se, © = p.

Observagao. Note que a condigao X - f(z) < 0, para todo x € U e X - f(z) = 0 se,
e somente se, xr = p, significa que as trajetérias de X cruzam os niveis de f no sentido
decrescente. De fato, se ¢(t,z) é a trajetéria de X pelo ponto regular x numa vizinhanga

de p entao ¢(t,z) # p e portanto

@ ot ) = V (ot 2)) - X (ot 2)) < 0.

SH(ta) = VH(p(ta) -

Teorema 1.5.3 (Critério de Liapunov). Se p € uma singularidade isolada do campo
X :U C R* — R” de classe C* e se existir uma funcdo de Liapunov f definida em
algum dominio D C R™ contendo p, entdo p é singularidade estdvel. Se f for func¢do de

Liapunov estrita, entdo p serd singularidade assintoticamente estdvel.

Demonstracao — Podemos supor que p = 0. Tomemos € > 0 suficientemente pequeno
tal que B(0, ¢) esteja contida nos dominios do campo X e da funcao f. Como a esfera de

raio € é um compacto do R™ podemos tomar o > 0 o minimo de f nesta esfera, ou seja,
f(z) > «, para todo z, com ||z|| = e.

Como f(x) = 0 somente em =z = 0, existe 0 < & < ¢ tal que f(x) < a, para todo
x € B(0,0) e tem-se que nenhuma solugao comegando em B(0,0) pode encontrar a esfera
|lz|| = € pois f nao pode crescer ao longo de uma solugao. Portanto, temos que 0 é estével.

Para provar a segunda parte usaremos aqui o conceito de w—limite que foi introduzido
na primeira se¢ao deste capitulo. Tomemos ¢(t,z) uma trajetéria comegando em = €
B(0,8) —{0}. Como ||¢(t,z)|| < &, para todo t > 0, segue que w(z) # () (ver propriedades
do w-limite depois da sua defini¢ao). Afirmamos que f|, ) ¢ constante. De fato, se

¢1, 92 € w(z) entdo existem seqiiéncias t,, t/, tais que

Qp(tnax) — q1 € gp(t;,$) — (.
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Considerando subseqiiéncias de t,,t),t, tais que t}lk < tflk < t%k temos, uma vez que f

decresce ao longo do fluxo,
Flpltn, 2) > fo(th, @) > fo(t,, @)

e assim f(q1) > f(q2) > f(q1) e portanto f(q1) = f(qa)-

Suponhamos que exista y € w(z) tal que y # 0. Da invariancia de w(x) segue que
O(y) C w(x). Segue entao que f|ow) é constante. Logo, (f o ¢,)'(t) = 0, para todo
t € I(y) e portanto X - f(p,(t)) = 0, para todo t € I(y). Como f é estrita segue que
@y (t) =0, para todo t € I(y) e portanto y = 0. -



Capitulo 2

Campos Planares

2.1 Orbitas periddicas e o critério de Bendixson

Dizemos que um campo de vetores definido no plano R?, ou em um aberto do R?, é um

campo planar. Observamos que as equagoes diferenciais ordinérias de 2* ordem classicas
F(x,2,2") =0,z €R

quando expressas na forma de sistemas bidimensionais, via a mudanca de variavel y = 2/,
tém suas solugoes sendo trajetérias de campos planares.

Existem varios resultados especificos de campos planares, e praticamente todos de-
pendem essencialmente do famoso Teorema da Curva de Jordan e, por isso mesmo, nao
sao validos em R", para n > 3.

Uma curva fechada simples é um conjunto C' C R" que é imagem homeomorfa do
circulo unitdrio S C R2. Uma curva fechada simples planar, ou entao uma Curva de
Jordan é uma curva fechada simples em R2. O Teorema de Jordan afirma que se C' é uma
curva de Jordan entdao R? — C' tem exatamente duas componentes conexas cujas fronteiras
coincidem com C', uma limitada, denominada interior de C' (int C'), que é simplesmente

conexa e outra ilimitada, denominada exterior de C' (ext C'). Assim
d(int C) = C = J(ext C).

Embora intuitivamente 6bvio quando se trata de curvas simples, nao é dificil de se con-

vencer que a afirmacao do Teorema nao é exatamente elementar. Uma demonstragao do

31
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Teorema da Curva de Jordan, que nao sera dada aqui, pode ser encontrada, por exemplo,
em [9], pagina 169.

Seja X : U — R? um campo de classe C' no aberto & C R?. Se a 6rbita O(x) de
X por x € U é periddica entdo O(x) é uma curva de Jordan, e portanto o interior e o
exterior de O(z) estao bem definidos pelo Teorema da Curva de Jordan. Pode acontecer,
evidentemente, que int O(z) € U, mas quando int O(z) C U temos o seguinte resultado
classico sobre a inexisténcia de orbitas peridédicas, conhecido como critério de Bendixson.
Antes disso porém, consideremos uma classe especial de campos que também nao possuem

orbitas periddicas.

Exemplo 1. Seja f : U — R uma funcao de classe C? no aberto i C R2. Dizemos que o
campo de vetores X = —grad f : U/ — R? é o campo gradiente de potencial f; o sinal
— ¢é tradicional.

Como sabemos do Calculo a duas variaveis, em cada ponto p € U o vetor gradiente de
f em p é ortogonal a curva de nivel S = {y € U : f(y) = f(p)} de f por p; assim, dado
um vetor v tangente a S em ¢ € S, temos sempre (v, grad f(¢)) = 0 onde (-, -) indica o
produto escalar de R2. Se o gradiente for nao nulo em p entdo, localmente, a curva de
nivel S é uma superficie unidimensional em R2.

Note que os pontos singulares do campo gradiente X sao os pontos criticos do potencial

f. Por outro lado, se ¢(t) é uma solugao de ' = X () entao
(f o) (t) = Df(e(t) - '(t) = (grad f(p(t)), X (v(t)))

= (=X (2(1), X (¢(t))) = =X (pt))* <0
e portanto (f o ¢)(t) ndo é crescente ao longo das trajetérias de um campo gradiente.
Mais do que isso, se p(0) = zg é um ponto regular de X (X (zg) # 0), entdao X (p(t)) # 0
para cada t pela unicidade das solugoes e portanto f(p(t)) é estritamente decrescente.
Assim, nenhum campo gradiente possui trajetéria periddica, pois caso contrario se

o(t) = p(t + T) acarretaria f(p(t+T)) < f(p(t)) = f(e(t+T)), pois como f(p(t)) é
decrescente, temos t < t+7 implica f(p(t+71")) < f(¢(t)), o que é uma impossibilidade. [
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Exemplo 2. Campos lineares hiperbolicos constituem outro caso em que nao se tem
solucoes periddicas. Lembremos que um campo linear X é hiperbdlico se todos os seus
autovalores tém parte real diferente de zero. Para o caso n = 2, vimos pelo exemplo 2 da
secao 1.2 do capitulo 1 que as fontes, os pogos, os nds, as selas e os focos sao hiperbodlicos.
J& o centro nos fornece um exemplo de um campo nao hiperbdlico. Portanto, neste caso,

vemos que os campos lineares hiperbdlicos nao apresentam solucoes periddicas. Il

Lembremos que o divergente do campo X, div X : U4 — R ¢é definido por

0X 0X.
div X (z,y) = a—;(x,y) + a; (z,y) = tr(DX(2,y))
onde X; e X3 sdo as fungoes componentes de X = (X7, X3). Também lembramos que um
aberto Uy C R? é dito simplesmente conexo se int C C U, para cada curva de Jordan

C C U,. Visualmente isto significa que Uy nao possui buracos.

Proposicao 2.1.1 (Bendixson, 1901). Seja Uy C U um aberto simplesmente conexo tal
que div X nao € identicamente nulo e nem troca de sinal em Uy. FEntao X nao possui

orbita periodica inteiramente contida em Uy.

Demonstracao — Suponhamos que I' = O(x) seja uma O6rbita periddica de X e
denotemos G = int I'. Temos que I' é parametrizada por uma solucao (x1,x2) de o’ =
X (x) de modo que dx; = Xydt e dey = Xodt. Se G C Uy entao pelo Teorema de Green,

temos

// div XdA = // aXl I1,$2)+%(Sg17$2) dA:lede_Xdel =0
8271 0z T

del’g - ngxl = (—XQ,X1>.(dZE1, d(lfg) == (-Xg, Xl)(Xl, Xg)dt = 0dt = 0.

pois

Como X ¢ de classe C!' em G, segue que o divergente de X é continuo e portanto

JJodiv X = 0 implica que ou divX = 0 em G ou entdo divX troca de sinal em G.
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Figura 2.1: Campo de vetores do exemplo 3.

Exemplo 3. Seja X(z,y) = (y — 2%, —2%). Temos que div X(z,y) = —3z?, assim
div X (x,y) < 0 com div X (z,y) = 0 se e somente se x = 0 e portanto div X nao é iden-
ticamente nulo e nem troca de sinal em nenhum aberto de R%2. Logo, pelo Critério de
Bendixson, X nao possui érbita periddica. Observe, pela figura 2.1 que isto nao é de todo
6bvio, pois o campo X tem jeito de centro nao linear. Observe também que o campo X
nao é gradiente, e nem é um campo linear hiperbdlico. Assim, a proposicao anterior nao
¢ um caso particular do exemplo 1, nem do exemplo 2. Pelo exemplo a seguir concluimos
também que tampouco esses dois exemplos sao casos particulares da proposicao. De modo
que agora temos trés critérios distintos que garantem a inexisténcia de érbitas periddicas

para um campo vetorial planar. ]

Exemplo 4. Considere as fungoes f,g : R* — R dadas por f(z,y) = 2% — y* e
g(z,y) = 3. Note que os campos gradiente X (z,y) = —grad f(z,y) = (—2z,2y) e
Y(x,y) = —grad g(z,y) = (—322%,0) sdo tais que div X (z,y) = —2+2 =0edivY(z,y) =
—62. Logo div X ¢ identicamente nulo e divY muda de sinal em R2. Pelo exemplo 1, os

campos X e Y nao possuem solugoes periddicas ja que sao campos gradientes. O

Exemplo 5. O campo B(z,y) = (z, —y) é linear hiperbdlico, pois tem como autovalores
+1, de modo que o campo B é uma sela e é tal que div B(z,y) = 1—1 = 0. Pelo exemplo

2, o campo B nao possui solucoes periédicas. O
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2.2 O teorema de Poincaré—Bendixson

Passamos agora ao teorema de Poincaré-Bendixson, que é um dos poucos resultados gerais
sobre existéncia de orbitas peridédicas de campos nao lineares, classificando os possiveis
conjuntos w-limite de uma trajetéria limitada de um campo planar com um nimero finito
de singularidades no fecho.

Lembramos aqui que dado X : &/ — R? um campo de classe C! no aberto &/ C R?
com w,y (p) = 400, 0 conjunto w-limite do ponto p € U (denotado por w(p)) é o conjunto

dos pontos ¢ € U para os quais existe uma seqiiéncia t, — +oo tal que

o(tn,p) — q.

Analogamente, se w_(p) = —o0, o conjunto a—limite do ponto p € U é o conjunto «a(p)

dos pontos ¢ € U para os quais existe uma seqiiéncia t, — —oo tal que

o(tn,p) — q.

Para simplificar a demonstragao do teorema de Poincaré-Bendixson vamos dividi-la
em quatro lemas. Em todos usamos a seguinte notacao: dado p € U, sempre que usar-
mos w(p) supomos implicitamente que [0, +00) C I(p). Também denotamos por OF(p) a
semi-érbita positiva de X por p, {¢,(t) : 0 <t <wi(p)} ; ¢, : I(p) — U denotard como
sempre a trajetoria maximal de X por p, com I(p) = (w_(p),w(p)). Também precisamos
de secoes transversais. Como dimR? = 2, uma secdo transversal a X é uma aplicacao
¢ : I — U diferencidvel no intervalo aberto I C R tal que 0 € I e {X(£(s)),&'(s)} C R?
é linearmente independente, para todo s € I. Dados z,y € £(I), [z,y] denotard o seg-
mento nao orientado contido em £(7) de extremos z e y. No que segue, denotaremos por

Y = ¢(I) uma secao transversal a X.

Lema 2.2.1. Sejam ¥ uma se¢ao transversal a X e x € U um ponto regular de X.
Suponhamos que t; < ty € I(x) sdo tais que p.(t;) = x; € X, 1 = 1,2 e que p,(t) € X

para todo t; <t < ty. Entdo temos
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Figura 2.2: Referente ao lema 2.2.1.
1. 1 = x5 se, e somente se, O(x) é periddica;
2. Se x1 # x9 entao O(z) N [x1, xe] = {x1, T2}

Demonstracao — Se ¢, (t;) = x; = x2 = @, (t2) entdo é claro que O(zx) é periddica,
pois t; < t. Suponhamos que x; # 5 e denotemos por C' = [z1, zo]U{p,(t) : t; <t < s}.
Como ¢, (t1) = x1 e . (tz) = x5 temos que C' é uma curva de Jordan. Chamemos de G =
it C'e H = ext C'. Temos quatro casos a considerar como ilustrados na figura 2.2. O
primeiro com ¢,(t) € G parat < t; e ¢,(t) € H para t > t5. O segundo com ¢,(t) € H
para t < t; e p,(t) € G para t > ty. O terceiro com @,(t) € G parat < t; e ,(t) € H
para t >ty e por fim o quarto caso com @, (t) € H para t < t; e ¢,(t) € G para t > t,.
Em todos os casos, ¢,(t) & C para t € I(x) — [t1,t2] e portanto O(z) nao é periddica e
O(z) N [z, z2] = {x1, 22} -

Corolario 2.2.2. Sejam X uma se¢ao transversal a X e x € U um ponto reqular de X tal
que Ot (2)NYE # (. Se O(z) é periddica entdo $(O(x)NX) = 1. Se O(x) nao é periddica
entio OF(x)NY ={x, :n € P}, onde ) # P C IN, x, = p.(t,), (t,) € mondtona em R
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e (z,) € mondtona em X, no sequinte sentido: na se¢do 3, x, sempre estd entre x,_1 e

Tpn+1-

Demonstracao — Em primeiro lugar, §(O7(x) N X) < $IV, isto é, OF(z) N X é no
maximo enumeravel. De fato, tomando uma caixa de fluxo para ¥ obtemos ¢ > 0 tal
que se p,(t) € X entdo p.(s) € X, para todo s tal que 0 < |s —t] < §. Segue entao
que o conjunto dos tempos t tais que p,(t) € ¥ é discreto, logo enumerdvel. Pela parte
1 do Lema 2.2.1, O(z) é periddica se, e somente se, §(OT(x) N X) = 1. Suponhamos que
O(z) nao é periddica. Se $(OF(z) NX) = 2, a afirmacao do Coroldrio é ébvia. Consid-
eremos o caso em que §(OF(z) NY) = 3. Sejam entao x,, = @.(ts,), i = 1,2,3 tais que
by <tpy, <tng. Se x,, < Ty, temos z,, < z,, pois caso contrario temos ,, < Tp, < Tp,
e entao T, € [Tn,, Tn,] OU entdo temos x,, < Tp, < T, € entdo T,, € [Tny,Tn,|, ambos
impossiveis pela parte 2 do Lema 2.2.1. Logo z,, < z,, < Z,,. De modo andlogo, se
Tp, > Tp, €NLAO X, > T, > T,,. Para §(OT(z) NX) > 3, basta prosseguir o mesmo

raciocinio acima, e chegamos que a seqiiéncia (z,) = (p,(t,)) ¢ monétona. n

Lema 2.2.3. Sejam > uma secao transversal a X e x € U um ponto reqular de X. Se
y € w(x)NX entao OT(z)NE = {x, : n € IN} onde (x,) é uma seqiiéncia mondtona
em ¥. Mais do que isso, (x,) € constante se, e somente se, O(x) € periddica e (x,) €

estritamente mondtona se, e somente se, O(x) nao € periddica.

Demonstracao — Tomemos uma caixa de fluxo h : (=0,0) x I — U para . Se
y € w(z) N, existe uma seqiiéncia (t)), com ¢ — +oo tal que p(tf,x) — y. Sem
perda de generalidade, podemos supor que (t:,z) € h((—6,6) x I), e portanto, proje-
tando pelo fluxo obtemos seqiiéncia (t,) tal que ¢(t,,z) € X e |t, — t5| — 0 de modo
que t, — 400 e p(ty,x) — y. Assim {@(t,,z) :n € N} C Ot (z)NXE. Se O(x) é
periédica o Lema é ébvio. Caso contrario, obtemos ¢(t,, ) # ¢(t,, ) para todo n # m
e portanto #(O1(z) NX) > #INV, e pelo Corolario 2.2.2 resulta que §(OF(z) NX) = IV e

que (z,,) = (¢x(t,)) é uma seqiiéncia estritamente mondtona. n
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Figura 2.3: Referente ao lema 2.2.3.

Corolario 2.2.4. Sejam Y uma se¢ao transversal a X e x € U um ponto reqular de X.

Se w(x) N3 # 0 entao f(w(x)NX) =1.

Demonstracao — Se O(x) é periddica aplicamos o Corolario 2.2.2 ( de fato se O(x)
é periddica entao O(x) = w(z)). Se O(x) nao é periddica entdo pelo Lema 2.2.3
Of(z)NY = {x, : n € IN} é uma seqiiéncia estritamente monétona em Y. Usando
a mesma constru¢ao do Lema 2.2.3, é facil ver que cada y € w(z) N X é limite de uma
subseqiiéncia de (z,). Como (z,) ¢ mondtona, duas subseqiiéncias tem o mesmo e tnico

limite, de modo que f(w(z)NX) = 1. n

Lema 2.2.5. Seja © € U um ponto reqular de X tal que w(x) € compacto e conexo. Se

eriste y € w(z) tal que O(y) € periddica entao w(x) = O(y) € uma orbita periddica.

Demonstracao — Seja y € w(z) tal que O(y) é periddica. Entao O(y) C w(x) ja que o
w-limite é invariante pelo fluxo. Suponhamos que w(z)—O(y) # (). Como w(x) é conexo e
O(y) é fechado (~ S') temos que w(x) — O(y) nao é fechado em w(z), de modo que existe
uma seqiiéncia y: — yo, €, pela compacidade de w(x), yo € w(z) — (w(z) — O(y)) = O(y)
eyt € w(x) — O(y). Seja 3 uma secao transversal de X em yy. Projetando pelo fluxo
obtemos a partir da seqiiéncia () uma seqiiéncia (,,), com U, = ©(Sn, ¥s), |sn| — 0, tal
que U, € X ey, — yo. Mas ¢ € w(x) — O(y) de modo que 7, € w(x) — O(y). Também
temos que {y, : n € IN} C w(x) N 3. Pelo Corolédrio 2.2.4, f(w(z) N X) = 1 de modo
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Figura 2.4: Figura referente ao lema 2.2.5.

que forcadamente w(z) N3 = {yo} e portanto, ¥, = yo € O(y), para todo n € IN, o que
é impossivel pois 7, € O(y). Isto mostra que w(z) — O(y) = () e portanto w(z) = O(y). m

Lema 2.2.6. Seja x € U um ponto reqular de X tal que w(x) € compacto e conexo. Se
existem y € w(x) e z € w(y) tais que X(z) # 0 entdo O(y) € periddica e w(x) = O(y).
Demonstracio — Suponha que y € w(z). E claro que O (y) C w(x) e que w(y) C
O+(y) € w(x). Suponhamos que existe z € w(y) tal que X(z) # 0. Tomando ¥ uma
segao transversal a X em z obtemos, pelo Lema 2.2.3, que Ot (y)NX = {y,, : n € IN}, com
(y,) mondtona, mas OF (y) C w(z), de modo que {y, :n € N} = O (y)NE Cw(x)NX e
portanto pelo Corolédrio 2.2.4, (y,) nao pode ser estritamente mondtona mas é constante,

de modo que O(y) é periddica. Pelo Lema 2.2.5, w(x) = O(y) é uma 6rbita periédica. g

Teorema 2.2.7 (Poincaré-Bendixson, + 1900). Seja x € U dado e suponhamos que existe

um compacto K CU tal que OF(z) C K e §(K N Sing(X)) < +o00. Entao, vale que:

1. w(zx) contém somente pontos requlares de X se, e somente se, w(x) € uma orbita

periodica.

2. w(x) contém somente pontos singulares de X se, e somente se, w(x) é um ponto

singular.
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3. w(x) contém pontos singulares e requlares de X se, e somente se, existem 1, ..., Ty €
Sing(X) tais que w(x) = {x1,..., 2.} U{O(yp) : X € A}, onde A # 0 e cada O(y,)

¢ uma orbita reqular tal que a(yy) = {x;, } e w(yn) = {z;, } comir, jr € {1,... k}.

Demonstragao — As trés reciprocas sdo 6bvias e como por hipétese O () é limitada
decorre que w(z) é compacto, conexo e nao vazio. Se w(x) nao contém pontos singulares
entdao tomando y € w(z) temos ) # w(y) C w(zx) e portanto existe z € w(y) tal que
X(z) # 0. Pelo Lema 2.2.6, w(x) = O(y) é uma 6rbita periddica, o que prova a parte 1.
Se w(z) C Sing(X) entao w(z) = {xo} é uma 6rbita singular, ja que w(x) C K N Sing(X)
¢ um subconjunto conexo de um conjunto finito, o que prova a parte 2. Suponhamos
que w(x) contém pontos singulares e regulares de X. Entao existem z1,...,z; € K tais
que w(x) N Sing(X) = {x1,...,zx}. Seja y € w(x) — Sing(X). Mostremos que a(y) e
w(y) sao exatamente uma destas singularidades. Como y € w(x) temos 0 # w(y) C w(x)
e caso w(y) N{z1,...,z} = 0 terfamos z € w(y) tal que X(z) # 0 e portanto, pelo
Lema 2.2.6, O(y) = w(x) é uma 6rbita periédica, acarretando w(x) N Sing(X) = 0,
contrario ao suposto. Assim, w(y) C Sing(X) N K e portanto existe z;, € {z1,..., 21}

tal que w(y) = {z;,}. Analogamente, com a versao de a-limite do Lema 2.2.6 obtemos

afy) < Sing(X). n

Corolario 2.2.8. Os unicos conjuntos w—limite compactos, nao-vazios e sem singulari-

dades de um campo planar sao as orbitas periodicas do campo. u

Observacao 1. Um conjunto w-limite como o do caso 3 do teorema anterior é denomi-

nado de grafo. Alguns exemplos sao dados na figura 2.5.
Observacao 2. Tudo que foi feito até aqui para conjuntos w-limite vale também para con-

juntos a-limite, de maneira ébvia: basta lembrar que w™(z) = o™ (). Assim também

temos um Teorema de Poincaré-Bendixson que classifica os conjuntos a—limite.

Proposicao 2.2.9. Seja v uma orbita periodica de X tal que int v C U. Entdao existe
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k=1, 4={1} k=4, 4={1,2,34)}

Xq

k=3,4={12,345,6}

Figura 2.5: Exemplos de grafos.

pelo menos uma singularidade de X em int .

Demonstracao — Seja vy uma érbita periédica de X tal que G = int vy C U. Entao
G é um compacto invariante por X e, como duas 6rbitas distintas nao se cruzam, dado
r € G temos O(z) € G. Assim para z € G temos () # w(z) C G. Se supormos que
Sing(X) NG = () entao pelo Teorema de Poincaré-Bendixson necessariamente w(z) é uma
érbita periddica. Se w(x) = 7y entao pela observacao 3 do Teorema de Poincaré-Bendixson
pelo mesmo motivo a(x) é uma dérbita periédica de X e assim a(x) = 3 # 0. De fato,
se 71 = 7o entao x € 7y e isso contradiz o fato de termos escolhido x € G. Assim, pela
hipdtese Sing(X) N G = (), obtemos outra drbita periddica em G = int vy. Retomando o
processo com vy e Gp = int 71, novamente Sing(X) NG = () produz outra érbita periddica
vo tal que v C G;. Intuitivamente no limite obteremos uma singularidade, isto é, uma
“Orbita periodica” de periodo nulo. Para formalizar isto, usamos o Lema de Zorn: se
todo subconjunto totalmente ordenado tem cota superior entao o conjunto possui ele-
mento maximal. No nosso caso, definimos I' = {7 : yé érbita periédica de X einty C G}.

Como 79 € I', ' # (). A ordem em T é (a inversa da dada) por inclusao: v < 79 se, e

somente se, int vy, C int~y;. Seja ® C I' um conjunto totalmente ordenado e tomemos
K = ({intvy : v € ®}. Pela Propriedade da Intersecio Finita K é compacto e K # ().
E facil ver que K é invariante por X. Tomando x € K temos entdao que O(x) C K e
portanto w(z) C K, a(z) C K. Se Sing(X) NG = ) entdo w(x) ou a(r) é uma drbita
periédica v, tal que inty, C K e portanto v, > «, para todo v € ®. Assim ® possui
cota superior. Pelo Lema de Zorn, existe v, € I' tal que v, > 7, para todo v € I'. Mas
se Sing(X) NG = () entdao tomando x € int 7, novamente obtemos uma dérbita periédica

v (= w(x) ou = a(x)) tal que inty" C int 7., ou seja, v > .. Como +' € I, isso é
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impossivel e prova a proposicao. u

Exemplo 6. O campo X(z,y) = (y,—z* — 1) nao possui érbita periédica, pois nao se
anula em ponto algum de R%. Note que div X = 0 em R?, X nao é campo gradiente e

nem é um campo linear hiperbdlico. O

2.3 Fluxos e conjuntos limites em superficies

Como na esfera S? ainda vale o Teorema da Curva de Jordan, também o Teorema de
Poincaré-Bendixson vale para campos definidos em S2. Mas ja no toro bidimensional
T? nao vale nenhum destes dois teoremas, pois podemos obter campos X em T2 tais
_ g2 2 : , ~ :

que w(z) = T% para certos x € T, ou seja, w(z) é compacto, conexo e nao contém
singularidades nem ¢ érbita periédica. O exemplo 7 abaixo mostra este caso. Tampouco
em R? vale o Teorema de Poincaré-Bendixson.

Para utilizarmos no exemplo 7, provaremos agora dois lemas sobre algumas pro-

priedades do conjunto dos niimeros reais.

Lema 2.3.1. Seja G C R, G # {0} wm subgrupo aditivo e G* o conjunto dos reais

positivos pertencentes a G. Temos
(a) G € nao vazio;
(b) Se inf G =0 entao G € denso em R;
(¢) Seinf GT =a >0 entio a € GT e G = {0, +a,+2a,...}.

Demonstracao — Com efeito, provaremos que dado r € R tem-se que para todo
e>0,(r—e,r+e)NG # (. Consideremos primeiro o caso em que r > 0. A propriedade
Arquimediana dos nimeros reais garante que existe um nimero racional da forma %, com
n € IN, tal que % <re % < e. Temos que 0 < % e como 0 é o infimo de G, entao

existe t € GT tal que 0 < t < +. Considere a seqiiéncia (a;);ev = (it)ien € seja j 0 maior

natural tal que jt < r. Assim

1
r—e<r<(H+t=jt+t<r+-—<r+e.
n
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Como (j 4 1)t € G temos que (r —e,r+¢) NG # ).

Suponhamos agora que r = 0. Pela definicao de infimo, para todo ¢ > 0, existe
t € GT C G tal que 0 <t < e e assim segue o resultado.

Agora se r < 0 entao —r > 0 e assim pelo primeiro caso garantimos a existéncia de
um elemento t € G tal que t € (—r — e, —r + ¢) e portanto —t € (r —e,r +¢), o que
termina a prova de que G é denso em R.

Provamos agora o item (c). Se tivéssemos que a ¢ G, pela defini¢gio de nfimo
existiriam g,h € GT taisquea < h < g<a+ 5. Logo,0<g—h<(a+§)—a=3 <a.
Mas como g, h € G* entdo g—h € G, 0 que é absurdo pois g—h < a = inf G*. Portanto,
a € G" C G. Como G é um grupo, segue que vale a inclusao {0, +a, +2a,...} C G.

Mostremos agora a inclusao contraria. Seja g € GG. Pela algoritmo da divisao, pode-
mos escrever g = aq + r, com 0 < r < a. Isto nos da que r = g — aq e dai concluimos
que 7 € G. Mostremos que 7 = 0. De fato, se 7 # 0 terfamos 0 < r < aer € G*, o
que é absurdo pois a = inf G*. Logo r = 0 e portanto g = aq € {0, £a, +2a, ...}. Assim
G C {0, +a, +2a, ...} e logo vale a igualdade. n

Lema 2.3.2. Dadod € R —Q o conjunto T = {nd+ m :n,m € Z} é denso em R.
Demonstragao — Afirmamos que 7' é um subgrupo do grupo aditivo (R, +). De fato:
e tomando m =n = 0 segue que 0 € T';

e seja x € T. Logo, x = m + nd, com m,n € Z e, dessa maneira, —x = —m — nd,

com —m,—n € Z e entao —x € T

e por fim, se z,y € T entao x = m + nd, com m,n € Z e y = my + nid, com
n,my € Z. Assim v +y = (m 4+ my) + (n + n1)d, com (m +mq),(n+ny) € Z.
Portanto x +y € T'.

Mostremos agora que 0 = inf 7", onde T denota o conjunto dos nimeros positivos
pertencentes a T'. A partir dai, poderemos concluir que 71" é denso em R, aplicando o lema

2.3.1.
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Para provar que 0 = inf T supomos que inf 77 = a > 0. Assim pela parte (¢) do lema
2.3.1, temos que a = m + nd para algum m,n € Z, e T = {0, +a,+2a,---}. Fazendo
n = 0 observamos que Z C T, e fazendo m = 0 temos que todos os multiplos de d,
{d,2d,--- ,nd,---}, pertencem a T.

Distinguimos dois casos:

e primeiro suponha que a = m +nd onde m € Z en € Z*. Seja f € Z. Como Z C T

temos que 8 = ka = k(m + nd) dai tiramos que d = ﬂ;ﬁm € Q o que ¢ absurdo,

pois d é irracional;

e suponha agora que a = m +nd com m € Z e n = 0. Assim todos os elementos de

T sao inteiros e isto obriga d ser um numero inteiro, o que é absurdo.

Logo inf T" = 0 e do lema 2.3.1 concluimos que T é denso em R. u

Exemplo 7. Seja Xo(z,y) = (20,%) # (0,0) um campo constante em R2. E imediato
verificar que o fluxo deste campo é dado por p(t,x,y) = (x + tzg,y + tyo). O campo Xy
induz um campo X no toro T2. As trajetérias paralelas do campo X, sao levadas em
trajetorias do campo X que se enrolam paralelamente no toro. E claro que o campo X
nao apresenta singularidades. Isto pode ser visto mais simplesmente quando identificamos
o toro T? com o quadrado tubular R = [0,1) x [0,1). Na figura 2.6 apresentamos o retrato
de fase de X na versdo R do toro. Observe que as trajetérias de X inicialmente (para ¢
pequeno) sao linhas retas, até que atingem pela primeira vez um dos lados de R. Neste
momento devemos identificar o lado de cima de R com o de baixo e o lado esquerdo com
o direito. A trajetoria continua em R e tem como traco segmentos de reta paralelos, a
partir do ponto de entrada, o qual é identificado com o ponto de saida. A trajetéria pode
entao ser vista como uma seqiiéncia de segmentos de reta, todos com a mesma inclinacao,

sempre dentro do quadrado R, sendo o fluxo de X em R dado por

@(ta T, y) = (Iv y) + t({L‘(), y0)<m0d 1)

O comportamento das trajetorias de X depende da inclinacao destas retas, que é a

inclinagao do vetor (zg,yo) que define o campo constante Xy no plano. Supomos que
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Figura 2.6: Retrato de fase do campo constante X.

(0,y0) = (1,d) com d # 0. Se a inclinagdo d ¢ um nimero racional é, entdo para cada

(x,y) vale

(g, 2,y) = (2,y) + q(x0, yo) (modl) = (z,y) + (¢, 1) (modl) = (z,y)(modl),

de modo que todas as drbitas de X sao periddicas. Reciprocamente, se alguma érbita
de X ¢é periddica, digamos p(T',z,y) = (x,y) + T(zo,yo)(modl) = (z,y)(modl) entdo
T(zo,y0) = (x,y) +T(xo,y0) — (z,y) € Z?, ou seja, existem m,n € Z tais que T(zo, yo) =
T(1,d) = (n,m) € Z* e portanto T =n € Zed =2 =2 € Q, ou seja, a inclinacao d é
um nimero racional.

Sendo assim, obtemos uma dicotomia: se a inclinagdo d das trajetorias é racional,
todas as orbitas de X sao periddicas e se d é irracional nenhuma érbita de X é periddica.

Vamos mostrar agora que se d é irracional cada érbita no toro é densa no toro. Assim,
em particular, como nenhuma o6rbita no toro é uma singularidade nem ¢ periddica, este
campo exibe um contra-exemplo ao teorema de Poincaré-Bendixson no toro, ja que o
conjunto w-limite de qualquer ponto no toro é o préprio toro, portanto é nao-vazio, nao
possui singularidade e nao é uma érbita periddica.

Supomos entdo que d é irracional. Para cada t = n € Z temos que ¢(t,0,0) =

©(n,0,0) = (0,0) + n(1,d)(modl) = (0,0) + (n,nd)(modl) = (0,nd). Para cada n € Z,
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vamos identificar o ponto (0, nd) com o ponto (0, z,), onde z,, € [0, 1],

Afirmacdo: O conjunto {z, : n € Z} é denso em [0, 1].

E temos portanto, que a trajetéria ¢ de X em T? passa por um conjunto denso de
pontos do circulo {0} x [0,1] de T?. Isto mostra que a érbita de X por (0,0) é densa no
toro T2, Como todas as érbitas de X sdo translagoes em R? da 6rbita por (0,0), todas as
érbitas de X com inclinacao irracional sao densas em T2

Prova da Afirmacao: Para provar a afirmacao, aplicamos o lema 2.3.2. Assim a
partir da identificacao x ~ y se, e somente se, existe n € Z tal que y = x + n, tomamos
para cada n € Z um x, € [0, 1] tal que nd ~ z, e concluimos que {z, : n € Z} é denso

em [0, 1]. O

2.4 Ciclos limites

No que segue, continuamos denotando por X : &/ C R? — R? um campo de classe C*

definido no aberto U.

Definicao 2.4.1 (Ciclo limite). Um ciclo limite do campo X ¢é uma drbita periddica
1solada de X . Mais precisamente, uma orbita periodica v de X é um ciclo limite de X
se existir um aberto Uy C U tal que v C Uy e O(z) ndo € orbita periddica para nenhum

z e Uy.
Exemplo 8. Considere o campo
X(z,y) = (—y —o(-1+2*+9?), 0 —y(—1+2*+ yz)).
Fazendo a mudanca para coordenadas polares x = rcosf e y = rsinf obtemos que
r=rcosh = 1" =r"cos —rfsinf

y=rsinf =y =r'sinf + rd cosb.

Mas

/

' =—y—a(-1+2°+y*) = —rsinf —rcosf(—1+1r?

/

y =2 —y(—1+2%+9?) =rcosd —rsinf(—1 +r?
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e assim temos
—rsinf — rcosf(—1 +r?) =1’ cos — 6 sin 0 (2.1)
rcosf —rsin@(—1412) = r'sin @ + rf cos 6. (2.2)
Multiplicando a equagao (2.1) por (cosf) e a equacao (2.2) por (sinf) e em seguida

somando as duas obtemos

r = —r(=1471?).

Agora multiplicando a equagao (2.1) por (—sinf) e a equagao (2.2) por (cosf) e
somando as duas obtemos

0 =1.
Dessa forma, obtemos o seguinte sistema em coordenadas polares

o= —r(=1+1?)
0 = 1

(2.3)

T

do qual obtemos 0(t) = t+60, e r(t) dado implicitamente por In e t+c. Observemos

1-72)2

que para esbocarmos o retrato de fase no plano xy basta observarmos o sinal de r’ e de

0

e & =1 >0 e portanto a componente angular é crescente;

o ' = —r(—1+1r?) e portanto a componente radial é crescente para 0 < r < 1 e

decrescente para r > 1;

o (r,0) =(1,t) e (r,0) = (0,t) sdo solugdes de (2.3) que nas coordenadas cartesianas

representam um ciclo limite e uma singularidade, respectivamente.

Na figura 2.7 temos eshocado o retrato de fase do campo X. O

Definicao 2.4.2. Dizemos que v é um ciclo limite estavel se existir um aberto Uy C U
tal que v C Uy e w(z) = v para cada x € Uy; vy € um ciclo limite instavel se existir
um aberto Uy C U tal que v C Uy e a(x) = 7y para cada © € Uy; v € um ciclo limite

semi-estavel se existir um aberto Uy C U tal que v C Uy e w(x) = 7, para cada x € UpN
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Figura 2.7: Retrato de fase do campo de vetores do exemplo 8.

ext v e a(x) =y, para cada x € UyN int v ou entao w(x) =, para cada x € UyN int

e a(x) =7, para cada x € UpN ext 7.

Observagao. Equivalentemente, o ciclo limite ~ é dito é estavel se tlirglo d(p(t,q),v) =0,
para todo ¢ € Uy; 7 serd instavel quando tiiznoo d(p(t,q),v) = 0, para todo q € Uy; e
finalmente v serd semi-estavel quando tliglo d(e(t,q),v) = 0, para todo ¢ € Uy N ext
e tEr_noo d(e(t,q),v) = 0, para todo ¢ € Uy N int 7y, ou tliglo d(e(t,q),v) = 0, para todo
qgeEUyNintye tEEHOO d(p(t,q),v) =0, para todo q € Uy N ext 7.

Observemos que o ciclo limite do exemplo acima é estavel.

Proposicao 2.4.3. Seja v um ciclo limite de X. Entao ou vy € estavel ou instavel ou

semi—estavel.

Demonstracao — Como X(y) # 0 para todo y € v existe um aberto U; C U tal
que v C U; e X(y) # 0 para cada y € U;. Tomamos yy € 7 e uma segao transversal
> a X em yy. Pela continuidade de uma solugao ¢, existe ¥y C X tal que Xy é aberto,
Yo € Xy e para cada y € X existe ¢t > 0 tal que ¢, (t) € X, com ¢ préximo ao periodo
de v. Olhando para esta aplicacao de retorno em ¥, temos quatro casos, fixando dois
pontos y; < Yo < Y em X, que correspondem aos casos desta Proposicao. Os segmentos

de trajetéria determinam uma regiao na qual nao ha nem singularidades e nem orbitas



49

Figura 2.8: Figura referente a Proposigao 2.4.3.

periddicas exceto v e portanto pelo Teorema de Poincaré-Bendixson segue a Proposicao.

Veja figura 2.8. m

2.5 Estrutura local das érbitas periddicas

2.5.1 A transformacao de Poincaré

A transformacao de Poincaré associada a uma érbita fechada v de um campo vetorial é
um difeomorfismo 7 que descreve o comportamento do campo em uma vizinhanga de ~.

Sejam {p(t,p) : 0 < t < T} uma drbita periédica de periodo T' de um campo X de
classe C", r > 1 ou r = w, definido no aberto 4 C R" e ¥ uma secao transversal a X em
p. Em virtude da continuidade do fluxo ¢ de X, para todo ponto ¢ € ¥ préximo de p
a trajetéria ¢(t, p) permanece préxima a v, com ¢ em um intervalo compacto pré-fixado,
por exemplo, [0,27]. Define-se 7(q) como o primeiro ponto onde esta dérbita intercepta
Y. Seja ¥g o dominio de 7. Naturalmente p € 34 e 7(p) = p.

Muitas propriedades do campo X perto de « se refletem em 7. Por exemplo, as érbitas
periddicas de X vizinhas de ~ correspondem aos pontos periédicos de 7, que sao os pontos
q € Xy para os quais 7"(q) = ¢ para algum inteiro n > 1. O comportamento assintdtico

das orbitas de X perto de v também é descrito pela transformacao de Poincaré 7. Assim

lim 7"(¢q) = p implica tlim d(p(t,q),v) =0.

n—oo

Observagao. A secao Y considerada acima é uma hipersuperficie ou uma subvariedade

diferencidvel (n—1)-dimensional do aberto «/ C R". Pode-se supor que a variedade ¥ que
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aqui aparece é um disco de um subespago vetorial ou afim de R", sem que isto constitua

uma restricao séria.

A seguir, vamos demonstrar que 7 : ¥y — > é um difeomorfismo de classe C", r > 1
ou r = w, sobre sua imagem ¥; = m(3y). Vamos usar o Teorema do Fluxo Tubular e
seu corolario 1.3.6 para dar precisao a definicao de w. Seja V uma vizinhanca de p dada
pelo coroldrio 1.3.6. Como ¢(T,p) = p existe uma vizinhanca %5 de p em X tal que
o(T,q) € V para todo ¢ € Xy. Seja & : V — X a aplicacao definida no coroldrio 1.3.6.
Pomos 7 : ¥y — X dada por 7(q) = &(e(T), q)).

Outra expressao para 7 é m(q) = (T +7(o(T,q)),q), onde 7 : V' — R é o tempo 7(x)
que leva a érbita por x em V para interceptar X. Do teorema das funcoes implicitas, 7 é
de classe C".

Destas expressoes, resulta que m é da mesma classe de diferenciabilidade que X. A
inversa 7! : ¥y — ¥y de 7 é definida tomando-se o campo —X. Fica provado que 7 é

um difeomorfismo C", com r > 1 ou r = w.

Observacao. Voltando aos ciclos limites, teremos que sua relacao com a transformacao
de Poincaré vai ser a seguinte: v sera um ciclo limite de X por p se, e somente se, p ¢ um

ponto fixo isolado de w. Ainda,
1. ~ é estavel se, e somente se, |7(z) — p| < |z — p|, para todo = # p préximo de p;
2. v é instavel se, e somente se, |7(z) — p| > |x — pl|, para todo x # p préximo de p;

3. v é semi-estavel se, e somente se, |m(x) — p| < |r — p|, para todo = € ¥ N ext v
proximo de p e |w(x) — p| > |z — p|, para todo x € ¥ Nint v préximo de p, ou o

contrario.

Em particular, se X é analitico, e 7(x) nao é a identidade, entao m(x) = p + ap(x —
p)* + -+, com ay # 0.

Portanto, se k é impar, v é estavel se ap < 0 e instavel se ap > 0. Se k é par v é
semi-estavel. Se w(z) = z, isto é, todos os ay sdo zero, 7y estd no interior de uma faixa de

orbitas periddicas de X.
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Figura 2.9: Ciclos limites e respectivos graficos da aplicagao de Poincaré .

No caso em que X é C', se n'(x) < 1, podemos aplicar o teorema do valor médio e
concluir que v é estavel. Por outro lado, y é instével se 7'(z) > 1. Veja a figura 2.9.
O teorema abaixo, cuja demonstracao pode ser obtida em [13], pagina 30, estabelece

uma condicao suficiente para que uma Orbita periddica seja um ciclo limite estdvel.

Teorema 2.5.1. Seja X = (X1, X5) : U — R? um campo vetorial de classe C* no aberto
U C R2. Seja v uma orbita periddica de X de periodo T e m: Xy — X a transformacdo

de Poincaré em uma segao transversal X em p € . Entao

(p) = exp ( /0 ' divX(y(t))dt).
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Em particular, se fOT div X (y(t))dt < 0 entdo vy € estdvel, e se fOT div X (y(¢))dt > 0, v é

instavel. u



Capitulo 3

A Equacao de van der Pol para

Circuitos Elétricos

Neste capitulo faremos um estudo qualitativo da equagao de van der Pol (com o parametro
¢ = 1). Tal equagao é um caso particular das chamadas equagoes de Lienard. As equacoes
de Lienard modelam o sistema fisico de um circuito elétrico RLC. Na primeira secao
comecamos entendendo matematicamente o que vem a ser um tal circuito. A segunda
secao sera toda destinada ao estudo da equacao de van der Pol (com o parametro € = 1).
Na terceira se¢ao estudaremos uma classe mais geral de sistemas de Lienard e encon-

traremos uma bifurcacdo de Andronov—Hopf para esta familia.

3.1 Circuito elétrico RLC

Exemplos de circuitos elétricos RLC em série e em paralelo podem ser observados na figura
3.1. Vamos explorar somente o circuito a esquerda da figura 3.1, que é um circuito RLC
em série. O circuito tem trés ramos, um resistor marcado por R, um indutor marcado
por L e um capacitor marcado por C.

Através de cada ramo do circuito passa uma corrente elétrica que é medida por um
nimero real. Denotemos por ig, i1, € ic as medidas das correntes elétricas pelo resistor,
indutor e capacitor, respectivamente. As flechas na figura do circuito RLC' indicam o

caminho que a corrente percorre.

53
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Figura 3.1: Circuitos elétricos RLC em série e em paralelo.

Representaremos num dado momento o estado das correntes no circuito por um ponto
i = (ig,ir,ic) € R?. A Lei de Corrente de Kirchhoff (LCK) afirma que a corrente total
fluindo em um no é igual a corrente total fluindo fora deste nd. Para o nosso caso isso é
equivalente a

LCK iR = iL = —ic.

Isto define um subespaco unidimensional K; de R? dos estados fisicos da corrente.

O estado do circuito é caracterizado pela corrente elétrica i = (ig,ir,ic) juntamente
com a voltagem ou tensao elétrica através de cada ramo. Denotemos as medidas dessas
voltagens por vg, vy € v no ramo resistor, indutor e capacitor, respectivamente. A
tensao elétrica é a diferenca de potencial e para medi-la utilizamos um aparelho chamado
voltimetro. A medida vg da voltagem no resistor serd entao dada pela diferenca entre a

medida da voltagem no né 3 e no no «,
V(B) = Vl(a) = vg.

A direc¢ao da flecha é o que determina se vg = V(8) — V(«a) ou se vg = V(a) — V(P).
O estado da voltagem no circuito serd representado por um ponto v = (vg, v, v¢) €

R3. Neste caso, temos que

vr v —ve = (V(B) = V() + (V(e) = V(7)) = (V(8) = V(7)) = 0.
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Essa igualdade também é conhecida como Lei de Voltagem de Kirchhoff (LVK). Entao
LVK : vg+v, —ve=0.

Isto define um subespaco bidimensional K, de R? dos estados fisicos da voltagem.

O espago produto R* x R3 é o espago para o circuito. Os estados (i,v) € R3 x R3
satisfazendo as leis de Kirchhoff formam um subespaco tridimensional do espaco R3 x R3.

Fisicamente falando, o resistor no circuito RLC desempenha uma relagao sobre a
corrente ig e a voltagem vgr. No nosso circuito definimos essa relagao por uma funcao
f R — R, assim temos a relagdo vg = f(ig). No caso em que R é um resistor linear
convencional temos que f é linear, e entdao vg = K -ip. Essa relacao também é conhecida
como 1* Lei de Ohm. Para func¢oes nao-lineares temos uma Lei de Ohm generalizada. O
grafico da funcao f é denominada a caracteristica do resistor.

Um ponto (i,v) € R? x R? satisfazendo LCK, LVK e também f(ig) = vgp serd um
estado fisico do circuito e o conjunto T C R3 x R? é o conjunto formado pelos estados
fisicos. Assim T é o conjunto de pontos (ig,ir,ic, Vg, vz, vc) em R3 x R3 que satisfazem
LCK, LVK e a Lei de Ohm generalizada.

No rumo para encontrar uma modelagem matematica para o nosso circuito, a Lei de

Faraday especifica que para o indutor e para o capacitor valem que

L%iL(t):vL(t) e C%vc(t):ic(t)

onde L e C' sao constantes positivas chamadas de indutancia e capacitancia, respectiva-
mente.

Podemos simplificar o conjunto T dos estados fisicos observando que iy, e v determi-
nam as outras quatro coordenadas. De fato, basta notar pela LCK que i1g = i1, e 1¢c = —1ip,
pela Lei de Ohm generalizada vg = f(igr) = f(ir) e pela LVK, v, = ve —vr = ve — f(ir).
Portanto podemos usar R? como nosso espaco de estados, com coordenadas dadas por
(ir,ve).

Dessa forma podemos reescrever as equacoes da Lei de Faraday por

LazL =V, = V¢ — f(ZL) € C%’Uc == ic == —iL.
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Em particular, como se trata apenas de um exemplo, podemos tomar L = C' = 1. Es-

crevendo x = i, e y = v¢, obtemos o seguinte sistema de equacgoes diferencial planar

dx
dt
dy
dt
Este sistema é uma forma particular dos conhecidos sistemas de Lienard.

= y— f(x)

= —T.

3.2 A equacao de van der Pol

A classica familia de equagoes de van der Pol é a familia a 1 parametro de equagoes de
segunda ordem dada por

i+e(@®—1i+x=0,

onde € > 0.

Consideremos a seguinte mudanca de coordenadas:
X =z, Y—a‘s+/5(x2—1)dx.

Assim, voltando a denotar as varidveis por x e y, obtemos o sistema de primeira ordem

dado por
dx 3

dt
dy
dt
Fazendo a mudanga linear de coordenadas

(3.1)

temos que a andlise da familia (3.1) é equivalente a andlise de

dx
dt
dy
dt

= y—ce(2®—2)

= —X.

O sistema acima ¢ do tipo Lienard com f(x) = e(z® — z).



o7

Vamos estudar o retrato de fase do sistema (3.2) para ¢ = 1, ou seja, estudaremos o

seguinte sistema
dx
dt
dy
dt

= y—ad+u
(3.3)

Temos que uma singularidade do sistema (3.3) é um ponto (z,y) € R? satisfazendo
que
y—2+z = 0
- = 0
Isso nos dé que a origem (0,0) é a tnica singularidade do sistema de van der Pol (3.3).
Para analisar esta singularidade, considere o linearizado do campo X (z,y) = (y —

23 + 2, —x) na origem. Podemos associar tal campo linearizado com o sistema diferencial

Y’ = AY, onde
1

-1 0

A=DX(0,0) =
Os autovalores de A sao dados como raizes do polinomio de 2° grau
p(A) =det(A —\L) =X — A +1

do qual obtemos

1
A =3 (1 + \/§z>
Assim vemos que a origem é um foco instavel para A, ou entao, topologicamente falando,
a origem ¢é uma fonte para A. Como a parte real de cada autovalor de A é nao nula, temos
que a origem ¢ uma singularidade hiperbdlica do campo X e, portanto, pelo teorema 1.4.2
de Grobman-Hartman a origem ¢ uma fonte para a equacao de van der Pol.

Nosso objetivo agora é dar uma descricao completa do retrato de fase da equacao de

van der Pol. Para isso, denotemos por ¢, o fluxo do sistema (3.3).

Teorema 3.2.1. Para a equacao de van der Pol existe uma tunica solucao periodica nao-

trivial para a qual toda outra solugdo (exceto o ponto singular na origem) tende.
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Figura 3.2: Campo de vetores da equagao de van der Pol nas curvas u™,u~,h", h~ e nas regices

A, B,C,D.

Provaremos este teorema adiante. Para isto, definiremos uma transformacao de Poincaré
e chegaremos que esta possui um tnico ponto fixo o qual corresponde a tnica solugao
periddica nao-trivial da equagao de van der Pol.

Nosso préximo passo é mostrar que toda solucao regular gira ao redor da origem no
sentido horario. Para isso, vamos dividir o plano em quatro regioes abertas disjuntas, na
qual denotamos por A, B, C' e D, como dispostas na figura 3.2. Essas quatro regides sao

dadas como complemento das curvas

y—a>+x = 0

-z = 0.

Para ser mais preciso, definimos as seguintes quatro curvas:
+_ . _
U = {(xvy) ‘Y > 0,1’ - 0}7

Wt ={(z,y): x>0,y =2" -z},
u ={(z,y) 1y < 0,2 =0},
h™ ={(z,y) 2 <0,y =2 — x}.

Estas curvas sao disjuntas e juntamente com a origem elas formam a fronteira das regioes

A B, CeD.
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O comportamento do campo de vetores X (z,y) = (y — 2° + x, —z) dado pela equacao
de van der Pol em cima destas quatro curvas e nas regioes A, B, C' e D pode ser visto
na figura 3.2. Essa figura sugere que as trajetorias do campo giram em forma espiral ao

redor da origem no sentido horario. Os préoximos resultados vao tornar isto mais preciso.

Observagao. Pode-se verificar facilmente que o campo X (z,y) = (y — 2% + x,—x) é
simétrico em relacdo a origem, isto é, X(—z,—y) = —X(z,y). Isto significa que se

(x(t),y(t)) é uma curva solucao, entao (—z(t), —y(t)) também sera.

Proposigao 3.2.2. Qualquer trajetdria do campo X comecando sobre u™ entra na regido
A e cruza as curvas h™, u= e h™ no sentido hordrio, passando pelas regices B, C e D

antes de retornar a ut.

Demonstracao — Seja (x(t),y(t)) uma curva solu¢do para o sistema (3.3) comecando
sobre u™, ou seja, ((0),y(0)) € ut. Entao 2(0) = 0 e y(0) > 0. Uma vez que z'(0) > 0,
segue que x(t) cresce para t pequeno e isso faz com que tal solugdo entre na regiao A.
Agora em A temos que y/(t) < 0 de modo que esta solugao deve decrescer na dire¢ao de
y e isso fard com que a solugao encontre h*. Sobre h'* ainda temos ¢/(t) < 0 e 2’ =0 de
modo que a solugao decresce na dire¢ao de y entrando na regiao B. Em B temos z/(t) < 0
e y'(t) < 0 de modo que a solugao vai em dire¢ao sudoeste e assim nao pode voltar para
A. Ficam duas possibilidades: ou a solug¢ao cruza u~ ou entao tende a —oo na diregao de
Y € nunca cruza u_ .

Suponhamos que este ultimo caso aconteca. Seja (g, yo) um ponto sobre essa solugao
na regiao B. Como z(t) nunca é zero em B, entdo a curva solugdo (z(t),y(t)) situa-se na
faixa S dada por 0 < x < xg, y < yo, € por hip6tese temos que y(t) — —oo quando t — t
para algum t¢y,. Provemos que ¢, = oo. Para isso, note que pelo Teorema Fundamental do

Célculo
t t
y(t) — yo :/ y'(s)ds :/ —x(s)ds. (3.4)
0 0
Mas 0 < x(s) < xq e assim s6 podemos ter y(t) — —oo se t — oc.

Analisemos agora z(t) para 0 < t < co. Temos que 2/ = y—z*+xz. Como a quantidade
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Figura 3.3: A aplicagdo de Poincaré 7 e a aplicagao a sobre u™.

—x® + z é limitada na faixa S e y(t) — —oo quando t — oo, segue que

x(t) —xo = /0 7' (s)ds = /o [y(s) — 2°(s) + x(s)]ds — —o0 (3.5)

quando t — 0o. Mas isso contradiz que z(t) > 0. Portanto essa solu¢do deve cruzar u~.
Usando a simetria do campo X, segue entao que tal solucao deve passar através das

regides C' e D e retornar a u™ de modo similar. u

No que segue, identificaremos o eixo dos y com os nimeros reais. Assim se y;,ys €
ut Uwu~ escrevemos y; > ¥ para dizer que y; estd acima de ys.

De posse da ultima proposicao, podemos definir uma transformacao de Poincaré w
sobre a semi-reta u*. Assim, dado um ponto (0,yy) € u™, definimos 7(yy) como sendo
a coordenada y do primeiro retorno de ¢;(0,y0) para u™, com ¢t > 0. Pela unicidade
das solucoes temos que 7 é injetora. Ainda pela unicidade, note que se y; > yo entao
7(y1) > 7(ya2), como pode ser visto na figura 3.4.

O proximo teorema ¢é equivalente ao teorema 3.2.1 na versao da transformacao de

Poincaré.

Teorema 3.2.3. A transformac¢ao de Poincaré definida acima tem um unico ponto fixo

nfl(

em ut. Além disso, a sequéncia m(y) = wo " (y) tende a esse ponto fixo quando

n — oo para todo y € ut.
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Figura 3.4: Comportamento das aplicagdes « e 7 em pontos distintos.

A fim de provar o teorema, definimos uma aplicacao a : u™ — u~ onde, para cada
(0,y) € ut, a(y) é a coordenada y do primeiro encontro de ¢;(0,y) com u~, onde t > 0.

Note pela figura 3.4 que se y; > yo entao a(y1) < a(ys).

Definimos também para cada (0,y) € u™ a aplicagao § : u™ — R dada por

1
0y) = 5 (oz(y)2 - y2>'
Observagao. Pela unicidade das solugoes, existe um tnico ponto (0,y*) € v e tempo t*
tal que o pedago da curva solugao {¢:(0,y*) : 0 <t < t*} intercepta a curva h™ no ponto

(1,0) onde h™ encontra o eixo dos z. Este fato pode ser visto na figura 3.3.

Usaremos as propriedades da funcao d enunciados na proposicao seguinte, para com-

pletar a prova do teorema 3.2.3.

Proposicao 3.2.4. A funcao ¢ definida acima satisfaz as sequintes propriedades:
1. 0(y) >0 sey < y*;
2. §(y) € mondtona, para y > y*, e tende a —oo quando y — 0.

Demonstragao — Considere W : R? — R a fungdo energia para o sistema (3.3) que é

dada por
2

* 1
W(x,y) = % ~|—/0 rdr = 5(1‘2 + ).
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Seja p € ut, com p < y*, e suponha que a(p) = ¢.(p). Denote por v(t) = (x(t),y(t))

para 0 <t < 7 a curva solugao ligando p € ut a a(p) € u~. Pela definigdo temos

5(p) = 5(alp)? — 1) = 5 (u(r)? — y(0)?) = W(x(r), (7)) ~ W(z(0), y(0))
Assim
50 = [ Wl

Mas pela Regra da Cadeia, temos que

d
W (w,y) = VW (z,y) - (2 y) = (z,9) - (v - d+x,—x) = -2t +2* = 2*(1 - 27).

Logo
5@=')%memmﬁ=4x@%uww%n (3.6)

Como p < y* segue que 0 < z(t) < 1, e entao o integrando z(¢)*(1 — z(t)?) é positivo,
e portanto 6(p) > 0. Isso prova a parte 1 da proposigao.

Antes de comegar a prova da parte 2, lembremos de algumas definicoes.

Sejam v : [a,b] — R? uma curva C' por partes no plano, com (t) = (z(t),y(t)), e

F :R? — R uma funcao. Definimos
b
[ P = [ Fa.ye)
0% a

Se tivermos que z'(t) # 0 para a < t < b, entdo ao longo de 7, y é uma fungao de z.

Assim, podemos escrever y = y(x). Neste caso, usando mudanga de varidveis temos

b z(b)
/Fuwmmm:ﬂ)F@mm%m.

_ [V Pl y())
/WF(:c,y) —/x(a) T/dtdm

Se y'(t) # 0 temos uma expressao similar.

Portanto

Em vista disto, podemos simplificar a ultima igualdade de (3.6) reescrevendo-a como

5(p) = /79[,2(1 _a?),
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Figura 3.5: As curvas v1, 72 e 73.

onde v é a curva ligando p a «(p) definida anteriormente.

Dividimos esta curva solugao v em trés curvas 7,7, € 3 como exposto na figura 3.5.
Vamos restringir nossa atencao para os pontos p € vt com p > y*. As curvas 71 e 73
estao definidas para 0 < x < 1, e a curva 7, esta definida para y; < y < y5. Temos entao
que

d(p) = 01(p) + 02(p) + 05(p)
onde

5) = [ e, =123

Yi

Note que, ao longo de 71, y(t) pode ser olhado como uma fungao de z. Assim

1 x2(1 _ .7)2) 1 I2(1 _ x?)
hip) =| ——————de= | ——=dx.
1(p) /0 dx/dt v /0 y—ad+ux v

Quando p cresce sobre o eixo y, y — 3 + x cresce (para (z,y) € 7). Portanto d;(p)

decresce quando p cresce.

Sobre 73, ainda podemos olhar y(¢) como uma func¢ao de x. Neste caso,

T (s L Y SE P (R

dx/dt y—a34zx (y — 2%+ x)

Quando p cresce sobre o eixo y, y —z®+x decresce (para (x,y) € 73), e assim —(y—23+1)
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5(y)

Figura 3.6: O gréfico da funcao 4.

cresce. Portanto d3(p) decresce quando p cresce.
Sobre 75, z(t) pode ser olhado como uma fungao de y, que estéd definida para y; < y <

1y € x > 1. Portanto, temos que

da(p) = /: z(y) Elly/_df(y) )dy = /: —x(y)(1 — z(y)?)dy = /:2 z(y)(1 — z(y)?)dy.

Como z(y) > 1 entdo o dltimo integrando acima é negativo, e portanto da(p) < 0.

Quando p cresce, o dominio de integracao [yi, y»] torna-se cada vez maior e a curva 7,
move-se para a direita. Portanto x(y) cresce de modo que z(y)(1 —z(y)?) decresce. Segue

que d2(p) decresce quando p cresce e assim

lim d5(p) = —oc.

p—00

Conseqiientemente, §(p) também decresce e tende a —oo quando p — oo. Isso prova a

parte 2 da proposicao. m

Parte do grafico da funcao 0 pode ser visto na figura 3.6.

Antes da prova do teorema 3.2.3 definimos uma aplicacao 3 : u~ — u' da seguinte
maneira: para cada (0,y) € u~, (B(y) é o primeiro ponto de intersecgdo da trajetéria
¢¢(0,y) pelo ponto (0,y) com u™. Note que, 7(y) = (8o a)(y). Pela simetria, temos
também que [(y) = —a(—y). Ainda, podemos observar pela figura 3.7, que se y; > yo
entao B(y1) < B(yz).
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Figura 3.7: Comportamento da aplicagao (3 em pontos distintos.

Demonstracao do teorema 3.2.3: A Proposicao 3.2.4 nos diz que a funcao J troca
de sinal. Assim pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe um yo € u™ tal que 6(yo) = 0.
Como a fungao ¢ é mondtona temos que yp é o inico ponto em u™ que satisfaz 6(y) = 0.

Conseqiientemente «(yp) = —yo e aplicando [ nesta tultima igualdade obtemos que

m(yo) = Bla(yo)) = B(=yo) = —(yo) = o

Portanto gy é o tinico ponto fixo da transformacao de Poincaré .
Mostraremos agora que a seqiiéncia 7" (y) = mon™ !(y) tende a esse ponto fixo quando
n — oo para todo y € u™.

Seja entao y € u™ com y > yy. Assim temos que
m(y) > 7(Yo) = yo.
Como 6 ¢é decrescente segue que 0(y) < 0(yp) = 0 e assim
0y) <0=a(y)? <y’ =lay)] <y= -y <aly).

Portanto 7(y) = B(a(y)) < f(—y) = —a(y) < y. Assim, vemos que se y > o entao

yo < 7(y) < y. Aplicando 7 nesta tltima desigualdade obtemos entao que
Yo = m(yo) <m(m(y)) <m(y) <y
e por indugao, podemos mostrar que

yo < 7" (y) < 7" (y) <,
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(;’\

Figura 3.8: Retrato de fase da equagao de van der Pol

para todo n € IN.

Assim, a seqiiéncia (7"(y))nenv € monétona decrescente e limitada por gy e y, logo
existe y; > yo em u* tal que 7"(y) — y;. Note que y; é um ponto fixo de 7, pois pela
continuidade de m, temos

m(y1) = w(lim 7"(y)) = lim 7 (7"(y)) = y1.

n—oo n—oo

Como 7 tem um tunico ponto fixo, entdo y; = yp. Isso mostra que a solugdo por (0,y)
tende de forma espiral para a solugao periédica em (0, yo) quando t — oo.
O caso quando y < yp € analogo e sera omitido aqui. Como toda solugao nao-trivial

encontra ut, a prova do teorema estéa completa. u

E dessa forma, fica completo a descricao do retrato de fase da equacao de van der Pol

quando o parametro € é igual a 1. Tal retrato pode ser visualizado na figura 3.8.

3.3 Uma bifurcacao de Andronov—Hopf

Comecamos esta se¢ao, ilustrando através de um exemplo, o que vem a ser uma bifurcacao
de Andronov-Hopf. Logo apds, estudamos uma classe mais geral de sistemas de Lienard

onde também encontramos uma bifurcacao deste tipo. Mais especificamente, descrevere-
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mos como o retrato de fase do sistema de Lienard, agora com a funcao f dependendo de
um parametro p, pode mudar quando tal parametro p varia. Informalmente falando, um
valor iy onde existe uma mudanca na classe topolégica do retrato de fase é chamado um
ponto de bifurcacao.

Uma bifurcagao de Andronov—Hopf em sistemas planares acontece exatamente quando
vemos o nascimento de um ciclo limite a partir da mudanca de estabilidade de um
foco. Mais especificamente, quando consideramos uma familia de campos planares X' =
X(z,y, 1) e po € R, com singularidade p(u) = (zo(u), yo(r)) satisfazendo que p(u) é um
foco estével para p < pg, um foco instavel para u > po e DX (p(ip)) ndo é hiperbodlica,

entao temos uma bifurcacao de Andronov—Hopf.

Exemplo. Considere o campo

X(zy) = (—y —alp+2® +y), 0 —ylp+2° + 7).
A origem é uma singularidade do campo X e o sistema linearizado é dado por

- —1
y=ay=| " Y.
L —p
Os autovalores sao —pu =+ 7, e assim esperamos uma bifurcacao quando p = 0. Note que
neste valor o sistema deixa de ser hiperbdlico.
Para vermos o que acontece quando p passa por 0 facamos a mudanca para coorde-

nadas polares z = rcosf e y = rsinf. Assim vamos obter, da mesma forma como foi

feita no exemplo 8 da secao 4 do capitulo 2, o seguinte sistema em coordenadas polares

o= —r(p+r?)
0 = 1

(3.7)

O retrato de fase do campo X no plano xy é obtido analisando-se o sinal de ' e de
0'. Distinguimos os trés seguintes casos do retrato de fase de X, cada um dependendo
de certos valores de p. Observamos que nos trés casos a componente angular é sempre

crescente, pois 8/ =1 > 0:
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e Se u > 0, temos que ' = —r(u + r?) < 0, para todo r > 0, de modo que a
componente radial é decrescente. Assim toda solugao tende para a origem em forma

espiral, ou seja, a origem é um foco atrator para o campo X;

e Para p < 0, a componente radial é crescente para 0 < r < /—pu e decrescente
para r > /—pu. Além disso ' = 0 se r = \/—pu, assim o circulo de raio \/—pu em
coordenadas cartesianas representa um ciclo limite para o campo X. No exemplo 8

da segao 4 do capitulo 2, estudamos o caso particular onde pu = —1;

e Quando 1 = 0 temos que ' = —r3 < 0, para todo r > 0, de modo que a componente
radial é decrescente. Assim toda solucao tende para a origem em forma espiral.
Neste caso, dizemos que a origem é um foco fraco. Note que para este valor de p o

campo X deixa de ser hiperbdlico.

Portanto vemos um exemplo de uma bifurcacao de Andronov—Hopf, sendo que
1 =0 é o ponto de bifurcagao. Na figura 3.9 temos visualizado como o retrato de fase do

campo X muda com o respectivo valor do parametro p. [

Estudaremos agora uma classe mais geral de sistemas de Lienard, onde a funcao f
agora depende de um parametro u € R. O comportamento fisico do circuito serd entao

descrito pelo sistema de equacoes diferenciais em R?
dx
dt
dy
dt

= Y- fu(x)

Particularmente aqui vamos considerar o caso especial onde a funcao f, ¢ dada por
fu(x) = 2® — pz, onde p € [—1,1]. Ou seja, estudaremos sistemas da forma

dx

dt

dy

dt

= y—2* 4 pux
(3.9)

= —X.

Podemos pensar o parametro p como sendo a temperatura do resistor. Quando p = 1

temos o sistema de van der Pol da se¢ao anterior.
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Figura 3.9: Variagao do retrato de fase do sistema (3.7) no plano (z,y).

Comecamos o estudo vendo que a origem continua sendo a unica singularidade do

sistema (3.8). O sistema linearizado de (3.8) ¢ dado por

1
yi—ay = " Y. (3.9)
10

Os autovalores de A sao as raizes do polinomio de 2° grau
p(A) =det(A — AL) = A2 — A+ 1

do qual obtemos
1
Ay = §(uj: \ 2 —4).
Assim podemos tirar que:

e Para —1 < i < 0 os autovalores A\ sao complexos com parte real negativa e, assim,
temos que a origem é um foco estdvel para o sistema linearizado (3.9), ou entao,
topologicamente falando, a origem é um pogo para o sistema (3.9). Como neste
caso a origem ¢ singularidade hiperbdlica, segue pelo teorema 1.4.2 de Grobman-
Hartman que a origem também é um pogo para o sistema (3.8). E portanto, toda

solucao tende para origem;
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“1spus0 O<ps<1

Figura 3.10: Variacdo do retrato de fase do sistema (3.8) no plano.

e Quando 0 < p < 1 os autovalores A1 sao complexos com parte real positiva e, neste
caso, a origem é um foco instdvel para o sistema linearizado (3.9), ou topologica-
mente falando, a origem ¢é uma fonte para o sistema (3.9), e novamente pelo teorema
1.4.2 de Grobman-Hartman temos que a origem também é uma fonte para o sistema
(3.8). A andlise feita na segao 3.2 pode ser aplicada neste caso em que u € (0, 1].
E assim vemos o nascimento de uma tunica solucao periddica v, quando p passa
através de zero. Tal solucao atrai toda outra solugao nao—trivial e além disso, temos

que 7, — 0 quando p — 0;

e O valor y = 0 é exatamente quando o sistema (3.8) deixa de ser hiperbdlico, pois

neste caso temos os autovalores imaginarios puros Ay = =.

Fica entao definido um exemplo de uma bifurcacao de Andronov—Hopf, sendo
que p = 0 é o ponto de bifurcacao. Note pela figura 3.10 que a estrutura basica do retrato

de fase do sistema (3.8) muda quando p passa pelo valor 0.



Capitulo 4

Sistemas de Lienard

O objetivo deste capitulo é o estudo de equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem

que podem ser escritas como
&+ f(x, )z + g(z) = 0. (4.1)

Tais equagoes sao conhecidas como equagoes de Lienard.

Na literatura existente sobre o assunto encontramos duas maneiras distintas para
encontrarmos um sistema planar equivalente. A primeira delas é a maneira usual, que

consiste em considerarmos & = y e assim o sistema planar é dado por

=y, y=—f(z,y)y—g(z) (4.2)

A segunda maneira é utilizada somente para o caso particular em que f(z, 1) = f(z),
isto é, para equagoes do tipo

i+ f(x)i + g(z) = 0. (4.3)

Para chegar no sistema planar equivalente a esta equagao via essa segunda maneira,

vamos mudar a varidvel x da equacdo (4.3) para s e dal temos
§4F'(s)§+g(s) =0 (4.4)
onde F'(s) = f(s). Perante a mudanga de coordenadas x = s e y = $ + F(s) temos que

§=35+F(s)s = —g(s) = —g(x)

71
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i=i=y—F(s)=y—Flx)

e no qual chegamos ao sistema

# = y-F) (4.5)

y = —g()

O Teorema de Poincaré-Bendixson estabelecido no capitulo 2 é usualmente utilizado
para estabelecer a existéncia de oOrbitas periddicas de certos sistemas. Um problema
muito mais delicado é determinar o nimero exato de ciclos limites de um certo sistema
ou de uma certa classe de sistemas dependendo de parametros. Estudamos neste capitulo
resultados classicos sobre a existéncia e a quantidade de ciclos limites de sistemas de
Lienard (4.5) para F, g satisfazendo determinadas condi¢oes. O primeiro resultado que
estudaremos sobre a unicidade de ciclos limites dos sistemas (4.5), foi primeiro estabelecido
pelo fisico francés A. Lienard e por essa razao os sistemas da forma (4.5) sdo chamados
de Sistemas de Lienard.

Esta forma inclui a famosa equacao de van der Pol
ite(@®—1Di+r=0 (4.6)

da teoria dos circuitos elétricos como um caso especial.

Lembremos que na primeira secao do Capitulo 3 foi estabelecido pela analise fisica de
um circuito elétrico RLC um caso particular de um sistema de Lienard, onde naquele caso
g(z) = z. Na segunda segao do Capitulo 3 demos uma descrigdo completa do retrato de
fase de um sistema de Lienard (a equagao de van der Pol (4.6) com o parametro ¢ = 1),

sendo as fungoes F e g definidas por F(z) = 2* — x e g(z) = .

O capitulo esta organizado da seguinte maneira. Inicialmente vamos aplicar o Teorema
de Poincaré-Bendixson para encontrarmos orbitas periddicas de equagoes de Lienard da
forma geral (4.1). Em seguida estabeleceremos condigbes para a existéncia de um centro
para o caso onde f(z, 1) = f(x) e finalmente estabeleceremos condigoes para a existéncia

de ciclos limites. Observamos que para obtermos ciclos limites a forma apropriada para
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a equacao de Lienard é a dada pelo sistema (4.5) e as técnicas utilizadas serdo meras
generalizagoes do que ja estudamos quando analisamos a existéncia de ciclos limites da

equagao de van der Pol.

4.1 Existéncia de solucoes peridédicas para equacgoes
de Lienard via Poincaré—Bendixson

O Teorema de Poincaré-Bendixson pode ser empregado para obter outros teoremas sobre
a existéncia de solugoes periddicas de tipos mais abrangentes de equagoes diferenciais. O
seguinte resultado é um destes teoremas. O tipo de equagao diferencial que investigaremos

é da forma (4.1). O sistema equivalente a equacao é dado por (4.2).

Teorema 4.1.1. Suponhamos que as fungoes f e g na equagao (4.1) sejam continuas e

que se verifiguem as sequintes condigoes:
1. existe a > 0 tal que f(x,y) > 0 quando x* + y* > a?;
2. f(0,0) <0 (e portanto f(x,y) < 0 numa vizinhan¢a da origem);
3. g(0) =0, g(x) >0 quando = > 0, e g(x) < 0 quando x < 0;
4. G(z) = [ g(u)du — oo quando © — cc.
Entao, nestas condigoes, a equagao de Lienard (4.1) tem pelo menos uma solugdao periddica.

Demonstracao — Pela condic¢ao 3 temos que, g(0) = 0 e g(x) # 0 para x # 0. Isso

nos diz que a origem ¢é a tnica singularidade do sistema (4.2). Consideremos a fungao

c(w,9) = 547 + G(a).

Essa fungao representa a energia do sistema de Lienard (4.2).
Claramente temos que G(0) = 0 e G(z) > 0 quando x # 0. Além disso, a fungao G
é monétona crescente para o infinito (por 4) e é continua. Portanto, segue também que

£(0,0) =0ee(z,y) >0 paraz # 0 ey # 0 (ou seja, a fungao € é positiva definida), e € é
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Figura 4.1: Figura referente ao Teorema 4.1.1.

continua e cresce monotonicamente em toda direcao radial da origem. Portanto a familia

de curvas de nivel
e(z,y)=c

consiste de curvas fechadas simples ao redor da origem. Quando ¢ — 0 as curvas de
niveis se aproximam da origem e quando ¢ — oo eles se tornam infinitamente distantes
da origem (essa é a principal conseqiiéncia da condi¢ao 4).

Podemos escolher um nivel ¢ suficientemente pequeno, digamos ¢ = ¢;, e chamaremos
a curva de nivel por (;, de modo que (; esteja inteiramente contida na vizinhanca da
origem onde, pela condicdo 2, f(z,y) < 0. Vamos examinar uma trajetdria ¢; comegando

em um ponto sobre (;. Temos que,

é(x,y) = Ve(x,y) - (&,9) = (9(x),y) - (y, —f(z,9)y — g(x)) = =y f(x,y).

Assim, para todo (x,y) sobre a curva (; (exceto quando y = 0), temos que ¢ é positivo,
pois f(z,y) < 0. Entao, vamos escolher a trajetoria ¢; comegando em um ponto sobre (;
com y # 0. Dessa forma, a trajetoria ¢, segue em dire¢ao ao exterior de (; e nunca pode
ir para o interior de (;, visto que para isso acontecer a trajetéria ¢; iria cruzar o interior

de alguma curva de nivel em dire¢ao a origem, mas isso seria um absurdo pois € > 0 sobre



75

- - - X2+ y2= 1
Figura 4.2: Regido onde encontramos uma érbita periédica da equacio 4.7.

toda curva de nivel suficientemente proxima a (;, assim como sobre (j.

Podemos escolher também, pela condicao 4, uma outra curva de nivel (, para c sufi-
cientemente grande, digamos ¢ = c¢p, de modo que (, esteja inteiramente fora do circulo
2?2 + 9*> = a® onde, pela condicdo 1, f(z,y) > 0. Seja ¢, uma trajetéria comecando
sobre (s ou cruzando (. Para todo (z,y) sobre (» (exceto quando y = 0), temos que &
é negativo, pois f(x,y) > 0. Assim, toda trajetéria comecando sobre (, ou cruzando (,
segue em diregao ao interior de (3, ou sdo tangentes (quando y = 0). Com um argumento
similar como o dado acima, tal trajetéria nao pode mais escapar para o exterior de (s.

Portanto, vemos que qualquer trajetoria comecando sobre (; ou sobre (, permanece
na regiao limitada por (; e (o, e assim, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, existe uma

solugao periddica nessa regiao. u
Exemplo. Como uma aplicagao do teorema anterior, vamos mostrar que a equagao

i+ @+ -1Di+a2°=0 (4.7)

tem uma solucao periddica, e vamos localiza-la entre duas curvas de nivel da funcao ¢.

Aplicaremos o teorema para as funcoes f e g dadas por f(x,y) = 22 +y*—1e g(x) = 2.

Temos que, as funcoes G e e serao dadas por

134

Ga) = [ gtdu=" e e =L+ 2
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e as curvas de nivel de € sao descritas pela equacao
2t 2
— 4+ = =c.
4 2
A solugao periddica obtida pelo teorema situa-se entre duas curvas de nivel da func¢ao €,
uma no interior, e outra no exterior, da curva f(x,y) = 0 ou 2% +y? = 1, e melhor serd a
precisao da regiao que compreendera a solucao periédica quanto melhor for a escolha das
duas curvas de nivel no interior e no exterior de 2 + 4% = 1. O que queremos encontrar é
respectivamente o min / max de % + % sujeito a 22 +1? = 1. O célculo, usando o método
1 . 1

dos multiplicadores de Lagrange, nos dd que max = 5 e min = , respectivamente. (Veja

a figura 4.2). O

4.2 Existéncia de centros para equacoes de Lienard

Nesta segao, estabeleceremos a existéncia de um centro para a equagao diferencial anteri-

ormente definida

Z+ f(z)x +g(x) =0. (4.8)

ou entao para o sistema equivalente

T = Yy
gy = —f(x)y—g(z)

(4.9)

Teorema 4.2.1. Suponhamos que em alguma vizinhanca da origem as funcoes f e g da
equacao (4.8) ou entao do sistema equivalente (4.9) sejam continuas e que se verifiquem

as sequintes condigoes:
1. f(z) € impar, e quando x > 0, f(x) € sd positiva ou sd negativa,
2. g(x) € impar, e g(x) > 0 quando x > 0 (e portanto g(0) =0);
3. g(xz) > af(x)F(z) para x>0, onde F(x) = [ f(u)du e a > 1.

Entao, nestas condi¢oes, a origem € um centro para a equa¢ao de Lienard (4.8).
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Antes de demonstrarmos o teorema acima vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo. Como uma aplicacao do teorema anterior, vamos mostrar que a equagao
. B 3 o
T+azr+z° =0

tem um centro na origem. Definindo as fungoes f e g como f(z) = z e g(z) = 2° teremos
entdao que as condigoes 1 e 2 sao satisfeitas, pois f e g sdo fungbes impares, f(z) = = é

3

s6 positiva no semi-plano x > 0 e g(x) = z° > 0 quando x > 0. Também temos que

F(x) = %532, e portanto f(x)F(z) = %x?’. Dessa forma,

o(x) — af (0)F(x) = 372 — o)

e assim quando 1 < a < 2 temos que g(x) > af(x)F(x) para todo x > 0, e logo a

condigao 3 é satisfeita. (Veja figura 4.3). OJ

Observemos que o sistema planar equivalente a equagao do exemplo acima, cujo retrato
de fase é dado na figura 4.3, é
T = Y
(4.10)

y o= —wy—a’

E claro que, sendo a existéncia de um centro invariante por equivaléncia topoldgica, se

tivéssemos considerado a mudanca de Lienard concluiriamos também que o sistema

j o= -

possui um centro na origem.

Demonstrag¢ao do Teorema 4.2.1. Vamos supor na condi¢ao 1 que f(z) > 0 quando
x > 0. O caso f(x) < 0 é andlogo, basta trocar ¢ por —t. Uma vez que as fungoes f e
g sdo impares, as trajetérias do sistema (4.9) sdo simétricas em relagao ao eixo y. Mais

especificamente, o campo de vetores X (z,y) = (y, —f(z)y — g(x)) é reversivel com relagao
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y=-x*(y=0)

Figura 4.3: Retrato de fase do sistema 4.10.
a involugao linear R(z,y) = (—x,y), isto é,
XoR=—-RoX

e o conjunto dos pontos fixos de R é exatamente o eixo y.
Pela condicao 2, temos que a origem ¢ a tunica singularidade do sistema de Lienard

(4.9). Consideremos novamente a fungao energia

c(r,9) = 39 + C(@)

onde G(z) = [ g(u)du.

Assim como no teorema anterior, a familia de curvas de nivel

e(z,y) =c

onde ¢ > 0 é um parametro, define uma familia de curvas fechadas simples ao redor
da origem. Quando ¢ — 0 as curvas fechadas se aproximam da origem. Vamos con-
siderar aqui uma tal familia, de modo que as curvas estejam contidas na vizinhanca da
origem onde as condigoes do teorema estao satisfeitas (para isso basta tomar parametros
¢ suficientemente pequenos).

Seja (o um membro arbitrario dessa familia, e considere a trajetéria ¢ comegando em

um ponto A da interseccao de (, com o eixo y. Neste ponto, temos y > 0 e assim & > 0,
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Cq

y = -g/f

y>0,x<0

Figura 4.4: Trajetéria presa num nivel da fungao energia.

de modo que ¢ avanca para a direita no primeiro quadrante. Temos também que,

8(£E,y) = —ny(x)

e, neste caso, para todo (z,y) sobre a trajetéria ¢, temos que € é negativo. Entao a
trajetoria ¢ segue em direcao ao interior de (y e tem de permanecer ai e, dessa forma, ¢
vai encontrar o eixo dos x em um ponto B no interior da curva (.

Neste ponto temos y = 0 e z > 0, de modo que, & =0 e g = —g(z) < 0 e, entao a
trajetoria decresce na diregao de y e entra no quarto quadrante e nao volta mais para o
primeiro quadrante. Além disso, como £(z,y) < 0 no quarto quadrante, a trajetéria ¢
continua no interior de (y. Neste momento, podemos ter duas possibilidades: ou ¢ cruza
o eixo y em algum ponto C' onde y < 0, ou entao tende ao tnico ponto de equilibrio na
origem.

Mostremos que esta ultima possibilidade nao pode acontecer. No quarto quadrante
temos que @ < 0, porém ¢ = — f(x)y — g(x) pode assumir valores positivos e negativos.

Para tratar este caso, consideremos a curva

g(z)

@)

Sobre esta curva temos que § = 0 (e também % = 0), e ela divide a regido onde ¢ > 0
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daquela onde y < 0. Suponhamos inicialmente que tal curva se aproxima da origem, ou

| =

Entrando no quarto quadrante, a trajetoria ¢ se encontra na regiao acima da curva

seja, que

Y= —% onde se tem & < 0 e y < 0. Assim, ¢ decresce na dire¢ao de x e de y e portanto

deve encontrar tal curva em um ponto R de coordenadas (z1,y;). Neste ponto, & < 0 e

y = 0 e entao ¢ decresce na direcao de z ficando agora abaixo da curva y = —% onde se

tem 2 < 0 e y > 0 e, dessa maneira,  decresce na direcao de x e cresce na diregao de y

encontrando o eixo dos y em um ponto C' de coordenadas (0, yo). Mostremos que yo < 0.
No arco determinado pelos pontos R e C, EE, temos que

xr1 dy
— Yo = —~dx.
Y1 — Yo /0 dr T

Portanto,

m=m - [ Pde=yt [+ glde = -S4 P+ [ s

g(r1)
f(z1)

< —aF(z1)+ F(x1) <0 (pela condi¢ao 3).

< — + F(z1) (pois g(z) >0,y <0 sobre 0 <z < )

Logo yo < 0, e pela simetria das trajetérias do sistema (4.9) em relacao ao eixo y, segue
que o é uma trajetoria fechada.

Retornamos agora para a possibilidade que a curva y = —% nao passa através da
origem. Como g(z) > 0 e f(x) > 0 quando = > 0, entdo a curva situa-se inteiramente
abaixo do eixo x, e neste caso, a trajetoria ¢ também deve permanecer abaixo do eixo x
como mostrado na figura 4.5, e assim nao pode tender ao ponto singular na origem.

Finalmente, como todo esta argumentacao é independente da proximidade do ponto

A da origem, segue que a origem é um centro para o sistema (4.9). u
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o

~.-.___‘___ L=
<

y =-g/f

Figura 4.5: Curva y = —g(z)/f(z) nio atingindo a origem.
4.3 Ciclos limites de sistemas de Lienard

Nesta secao, vamos considerar sistemas de Lienard da forma

T = y—F(x
y - Fla) (4.11)

gy = =gz
Vamos primeiramente provar um teorema devido ao fisico francés A. Lienard. Para as
funcoes I e g satisfazendo determinadas condigoes, este resultado garante a existéncia de

um tnico ciclo limite para o sistema (4.11). No restante da se¢ao apresentaremos alguns

outros resultados sobre a existéncia e a quantidade de ciclos limites para (4.11).

Teorema 4.3.1 (Lienard). Suponhamos que as funcoes F e g no sistema (4.11) sao
fungoes impares e de classe C' em R tais que ¢'(x) > 0 para todo z, F(0) =0, F'(0) <0,
F tem um tunico zero positivo em x = a e € mondtona crescente para infinito para x > a.

Entao o sistema de Lienard (4.11) tem exatamente um ciclo limite o qual é estdvel.

Observamos que a hipdtese de que ¢'(x) > 0 para todo x pode ser trocado pela hipdtese
mais geral zg(x) > 0 para todo z # 0. Apenas observamos que a prova neste caso seria um
pouco diferente da prova que daremos. Mais detalhes deste outro caso pode ser encontrado
em [11].

Demonstracao — A prova do Teorema de Lienard segue os mesmos passos da prova
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sobre a unicidade do ciclo limite feita na segunda secao do Capitulo 3 para a equacao de
van der Pol com o parametro ¢ = 1.

Uma singularidade do sistema (4.11) é um ponto (x,y) € R? satisfazendo que y = F(x)
e g(x) = 0 e pelas hipéteses sobre as fungdes F, g temos que a origem (0, 0) é o tinico ponto
singular do sistema de Lienard (4.11). Para analisar esta singularidade, consideremos o
linearizado do campo X (z,y) = (y— F(x), —g(z)) na origem. Podemos associar tal campo

linearizado com o sistema diferencial Y/ = AY, onde

—F'(0) 1
A= DX(0,0) =
—-g'(0) 0

Os autovalores de A sao dados como raizes do polinomio de 2° grau
p(A) = det(A — \L) = A* + F'(0)\ + ¢'(0)

do qual obtemos
1

Ao =3 (—F’(O) + /F'(0)2 — 4g’(0)).

Como ¢'(z) > 0 para todo z, segue que F’'(0)? — 4¢'(0) < F'(0)? e assim a parte do au-

tovalor obtida do cdlculo da raiz ou é imaginaria ou tem mddulo menor que |F’(0)| de
modo que o ponto singular na origem é instavel pois F’'(0) < 0, ou entdo, topologicamente
falando, a origem é uma fonte para A. Como a origem é uma singularidade hiperbélica do
campo X pelo teorema 1.4.2 de Grobman-Hartman a origem também ¢é uma fonte para o

sistema de Lienard.

Note que o fluxo do sistema (4.11) sobre o eixo positivo dos y é horizontal e aponta
para a direita, enquanto que no eixo negativo dos y é horizontal mas agora apontando
para a esquerda. J& sobre a curva y = F(z) o fluxo é vertical apontando para baixo
quando z > 0 e apontando para cima quando x < 0. Na figura 4.6 temos o campo de
diregoes do sistema (4.11).

Como por hipdtese as funcoes F' e g sao impares, verifica-se facilmente que o campo

X(z,y) = (y—F(x),—g(z)) associado ao sistema de Lienard (4.11) é simétrico em relagao
a origem, isto é, X(—x,—y) = —X(x,y). Isto significa que se (z(t),y(t)) é uma curva

solugdo, entao (—x(t), —y(t)) também sera.
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Figura 4.6: Campo de vetores da equagao de Lienard.

Por um argumento andlogo aquele dado na Proposicao 3.2.2, qualquer trajetéria ¢
comecando em um ponto sobre o eixo positivo dos y, deve cruzar verticalmente a curva
y = F(x) e entdo cruzar horizontalmente o eixo y negativo. Pela simetria do sistema
(4.11), segue que a trajetdria ¢ deve retornar ao eixo y positivo de modo similar e ¢ sera
uma trajetoria fechada se, e somente se, bater na mesma altura no eixo y positivo e no
eixo y negativo. De fato, lembrando a demonstracao da Proposicao 3.2.2, temos que as
conclusoes tiradas a partir das equagoes (3.4) e (3.5) s@o exatamente as mesmas pois as
hipdteses sobre F' e g garantem isso.

Dessa forma, podemos definir novamente, assim como foi feita na se¢ao 3.2, a trans-
formacao de Poincaré 7, e as aplicagoes « e ¢ sobre o eixo positivo dos y.

De modo similar, a Proposicao 3.2.4 sobre a fungao § também continua valida agora
para as funcoes F' e g nas hipoteses do Teorema de Lienard. Apenas deve-se notar agora

que a fungao energia para o sistema (4.11) tem a forma
2

Wix,y) = % +G(x) = y; + /Oxg(x)dx

e, dessa forma, teremos que

) = [ W, vni = [ —o)F @)= [ gl

0 v

onde Y(t) = (z(t),y(t)), 0 <t < 7 é a curva ligando p a a(p).
Para finalizar observamos também que, de modo analogo ao estabelecido no Teorema

3.2.3, a transformacao de Poincaré m tem um tnico ponto fixo sobre o eixo positivo dos
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y. Além disso, a seqiiéncia 7 (y) = 7o 7" !(y) tende a esse ponto fixo quando n — oo
para todo ponto no eixo positivo dos y.
Isto nos diz que existe um tunico ciclo limite atrator para a equagao ou sistema de

Lienard (4.11), o que conclui a demonstracao do Teorema de Lienard. n

Como uma conseqiiéncia do Teorema de Lienard, tiramos a seguinte importante in-
formagao sobre a existéncia e unicidade do ciclo limite para o famoso caso particular da

equacao de Lienard, a saber, a equacao de van der Pol.

Corolario 4.3.2. Para € > 0, a equagao de van der Pol (4.6) tem um tnico ciclo limite

o qual € estdvel.

Demonstracao — Com efeito, para a equacao de van der Pol (4.6) temos que as

funcoes F' e g sao dadas por

Claramente estas fungoes sao fmpares e de classe C* em R. Além do mais, zg(z) = 2% > 0,
para todo  # 0, F(0) = 0, F'(0) = —1 < 0, z = /3 ¢é o tinico zero positivo de F, e
para = > /3, F é mondtona e cresce para o infinito quando x — co. Assim, as hipéteses
do Teorema de Lienard sao satisfeitas para estas fungoes. Portanto, para todo € > 0, a

equagao de van der Pol (4.6) tem um tnico ciclo limite atrator. n

Na secao 3.2 provamos este resultado para o caso particular onde ¢ = 1. O ciclo limite
da equac@o de van der Pol (4.6) para o caso ¢ = 1 é mostrado na figura 3.8. Na figura
4.7 temos mostrado novamente o ciclo limite da equacao (4.6) para ¢ = 1 e também para
e = 0,1. Pode-se mostrar que quando ¢ — 0 o ciclo limite da equagao (4.6) é assintético

ao circulo de raio 2 centrado na origem.

Exemplo 1. Suponha que as fungoes F' e g no sistema (4.11) sejam dadas por

F(zx) = e g(x) =x.
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Figura 4.7: Ciclo limite da equagao de van der Pol parac =1e e =0, 1.

~

[
N\ |

Figura 4.8: Ciclo limite para o sistema de Lienard do exemplo 1.

Entao F' e g satisfazem as hipéteses do Teorema de Lienard. Com efeito, claramente F' e

g sao funcoes de classe C! definidas para todo real. Além disso, temos que

IS P e gea) = o= (o)

F(—z) =

ou seja, F' e g sao fungoes impares. Além do mais, zg(z) = 2> > 0, para todo x # 0,
F(0) =0, F'(0) = =1 < 0, e z = 1 é o unico zero positivo de F', e para z > 1, F' é
mondtona e cresce para o infinito quando r — oo.

Portanto, segue que o sistema (4.11) com estas fungdes tem exatamente um ciclo limite

que é estavel. Este ciclo limite é mostrado na figura 4.8. O
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4.3.1 Alguns resultados recentes sobre ciclos limites de sistemas

de Lienard

Nesta segao vamos apresentar alguns resultados de pesquisas recentes sobre ciclos limites

de sistemas de Lienard.

Em 1958 o matematico chinés Zhang Zhifen provou o seguinte importante resultado

complementando o Teorema de Lienard.

Teorema 4.3.3 (Zhang). Sejam dados a < 0 < b. Suponhamos que no sistema (4.11) as

fungoes F e g sao de classe C* em (a,b) satisfazendo as sequintes condigoes:
1. xzg(z) > 0 para todo x # 0;

2. G(z) — oo quando x — a se a = —o0 e G(x) — 00 quando x — b se b = 0o;

@ ¢ mondtona crescente sobre (a,0) U (0,b) e ndo € constante em nenhuma
g(x
vizinhanga de x = 0. u

Entao, o sistema (4.11) terd no mdzximo um ciclo limite na regiao a < x < b. Além disso

se existir tal ciclo ele serd estdvel.

Exemplo 2. Perko recentemente utilizou este teorema para mostrar que para o € (0, 1),

o sistema quadratico

i = —y(l+z)+azr+ (a+1)2?
y(1+2)+az+ (1) o)
y = z(l+z)
tem exatamente um ciclo limite que é estavel.
Note que, sobre a reta z = —1 o fluxo do sistema (4.12) é horizontal e aponta para a

direita. Portanto, qualquer trajetéria fechada do sistema (4.12) situa-se na regiao r > —1.

Se definirmos uma nova variavel independente 7 por dr = —(1 4 x)dt entao o sistema
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Figura 4.9: Ciclo limite para o sistema de Lienard do exemplo 2 para a = 0, 02.

(4.12) toma a forma do sistema de Lienard

de  dedt ar + (a+1)2?
dr ~ dtdr Y7 l+a
(4.13)
dy  dydt
dr — dtdr — "

Neste caso é possivel verificar que as hipoteses do Teorema de Lienard nao sao satisfeitas
ar + (a + 1)z?
1+
Teorema de Zhang sao satisfeitas. Portanto, este sistema tem exatamente um ciclo limite

(por exemplo, a funcdo F(z) =

nao ¢ fmpar). Porém as hipdteses do

estavel. O ciclo limite para este sistema com o = 0, 02 pode ser visualizado na figura 4.9 [J

Em 1981, Zhang provou outro teorema interessante sobre o nimero de ciclos limites

dos sistemas de Lienard (4.11).

Teorema 4.3.4 (Zhang). Suponhamos que, g(x) = x, F de classe C*' em R, e que a
funcao f(z) tenha sempre exatamente dois zeros positivos ay < as com F(ay) > 0 e
F(a2) <0, e ainda f(x) é mondtona crescente para x > as. Entdo, o sistema (4.11) terd

no mdzimo dois ciclos limites. m

Exemplo 3. Considere o sistema de Lienard (4.11) com

gx)=x e  f(z)=F'(r)=1.62"—42%+0.8.
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Figura 4.10: Os dois ciclos limites para o sistema de Lienard do exemplo 3.

Nao ¢ dificil mostrar que estas fungoes se encaixam nas hipoteses do Teorema de Zhang
4.3.4. Portanto segue que o sistema de Lienard (4.11) com g(x) = x e F(x) = 0.322° —
%x3 + 0.8z tem no maximo dois ciclos limites. De fato, este sistema tem exatamente dois

ciclos limites que podem ser visualizado na figura 4.10. U

E claro que, quanto mais especificas forem as funcoes F (z) e g(x) em (4.11), mais
podemos saber sobre o nimero de ciclos limites que o sistema (4.11) tem. Por exemplo,

se g(x) = x e F(x) é polinomial, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.3.5 (Lins, de Melo e Pugh). O sistema de Lienard (4.11) com g(x) = = e
F(z) = ayx + axx® + azz®, onde ajaz < 0 tem exatamente um ciclo limite. Tal ciclo serd

estavel se a; < 0 e instavel se a; > 0. u

Observagao. O matemético russo Rychkov mostrou que o sistema (4.11) com g(z) = =

e F(z) = a1z + azx® + azr® tem no maximo dois ciclos limites.

Recentemente, estes mesmos autores do teorema 4.3.5 diante das varias evidéncias

lancaram a seguinte conjectura.

Conjectura de Lins Neto, de Melo e Pugh: O numero de ciclos limites do
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sistema de Lienard (4.11) com g(z) = x e F' um polindémio de grau 2n + 1, é no maximo

n.

Note que, o teorema 4.3.5 diz um pouco mais que o caso particular n = 1 desta
conjectura. Na literatura existente sobre o assunto encontra-se a prova desta conjectura
para n = 1. Observamos que para n > 2 o resultado ainda encontra-se em aberto.

Porém, tal conjectura foi desfeita pelos autores Freddy Dumortier, Daniel Panazzolo e
Robert Roussarie em um artigo publicado no ano de 2007. Estes autores deram um contra
exemplo de um sistema no caso n = 3, e conseguiram encontrar quatro ciclos limites para

tal sistema. Este artigo pode ser encontrado na referéncia [3].

Teorema 4.3.6 (Blows e Lloyd). O sistema de Lienard (4.11) com g(x) =z e F(z) =
1T+ asx?® + - -+ Agm 122, tem no mdximo m ciclos limites numa vizinhanga de (0,0)
e existem coeficientes ay,as, as, ... ,Qmr1 com sinais alternados tal que o sistema (4.11)

tem m ciclos limites em tal vizinhanga. m

Teorema 4.3.7 (Perko). Para € # 0 suficientemente pequeno, o sistema (4.11) com

tem no mdaximo m ciclos limites e, além disso, para € # 0 suficientemente pequeno, este

sistema tem exatamente m ciclos limites nos quais sao assintoticos aos circulos de raios

rj, para j =1,2,--- ,m, centrados na origem, quando € — 0 se, e somente se, a equagdo

de grau m
ai 3as das 9 35ar 3 2m + 2 A2m+1 m
—+—=pt+t—pt+—p ++ - =0 (4.14)
2 8 16 128 m+1 22m+2

tem m raizes positivas p = 7"]2., j=12 - m. m

Exemplo 4. O Teorema 4.3.7 nos da condicoes de construir sistemas polinomiais com

a quantidade de ciclos limites que desejarmos. Por exemplo, suponha que queremos
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Figura 4.11: Os ciclos limites do sistema de Lienard do exemplo 4 para ¢ = 0,01.

encontrar um sistema polinomial na forma do Teorema 4.3.7 com exatamente dois ciclos
limites assintéticos aos circulos de raio r = 1 e r = 2. Para fazer isso, vamos igualar o
polinémio (p — 1)(p — 4) com o polinomio dado na equagao (4.14) para m = 2, e assim

vamos determinar os coeficientes a1, az e as. Entao a igualdade fica

oa 3a a
2 5 2 3 1
—Bptd="p+ p+ -
P P 16 p 3 p 5
Isso implica que a; = %, as = _740 e a; = 8. Para ¢ # 0 suficientemente pequeno, o
Teorema 4.3.7 nos da que o sistema
i = y—e(8z— Pad+ Lad)

j = —a

tem exatamente dois ciclos limites assintéticos aos circulos de raio r = 1, r = 2. Estes

dois ciclos limites para € = 0,01 podem ser vistos na figura 4.11. U

Exemplo 5. Vamos agora construir um sistema polinomial utilizando o teorema 4.3.7
com treés ciclos limites os quais sao assintéticos aos circulos de raior =1, r =2 e r = 3.
Para isso, novamente vamos igualar o polinomio (p — 1)(p — 4)(p — 9) com o polinémio
dado na equagao (4.14) para m = 3, e assim vamos determinar os coeficientes ay, ag, as

e a7. Entao a igualdade fica

35& 5a 3(1 a
3 2 7 3 5 9 3 1
— 14p* — 49p — = —p°+—p"+ —p+ —.
P P 9p — 36 198 p 16 P 3 P 5
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Figura 4.12: Os ciclos limites para o sistema de Lienard do exemplo 5 com ¢ = 0,01 e € = 0,001.

128 gy = —24 g3 =32 ¢ gy = —T72.

Essa equagao nos dd que a; = 32, a5 = —= 3

Dessa forma, para € # 0 suficientemente pequeno, o teorema 4.3.7 nos diz que o
sistema
T = y—e(72z — ?’gﬁx?’ + %ﬁ — %ﬁ)
y = —x
tem exatamente trés ciclos limites nos quais sao assintéticos aos circulos de raio r = 1,
r=2er = 3. Osciclos limites para este sistema para ¢ = 0,01 e ¢ = 0,001 sao mostrados

na figura 4.12. O

4.4 O 16° Problema de Hilbert

Os Problemas de Hilbert sao uma lista de 23 problemas propostos pelo matematico alemao
David Hilbert no Congresso Internacional de Mateméatica de Paris em 1900. Nenhum
dos problemas tinha tido solucao até entao, e varios deles acabaram se tornando muito
influentes na matematica do século XX. Nessa conferéncia, ele publicou 10 dos problemas
(1,2,6, 7,8, 13, 16, 19, 21, e 22), e o resto da lista foi publicado mais tarde.

Seu 16° problema, ou pelo menos a segunda parte deste problema, pergunta sobre a

determinacao do nimero méaximo H, de ciclos limites de um sistema polinomial de grau
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n do tipo
( n o
T = Z a;;z'y’
i+j=0
. (4.15)
go= ) bya'y

A seguir apresentamos como tal problema vem sendo tratado ao longo desses anos, e

os avancos que dele tiveram.

e Sabemos que qualquer sistema linear em R? nao tem ciclo limite. Logo H; = 0;

e J4 para sistemas nao-lineares, por exemplo para um sistema quadratico (n = 2), o
nimero de Hilbert ainda nao foi bem determinado, sabe-se apenas que existe e é

finito;

e Em 1962, o matematico russo N.V. Bautin provou que qualquer sistema quadratico
tem no maximo 3 ciclos limites bifurcando da origem. Por algum tempo acreditou-se

que Hy = 3;

e Mas, em 1979, os matematicos chineses S.L. Shi, L..S. Chen e M.S. Wang produziram

exemplos de sistemas quadraticos com quatro ciclos limites. Portanto Hy > 4;

e Perante todas as evidéncias acredita-se que Hy = 4 e em 1984, Y.X. Chin afirmou

ter provado este resultado. Porém, alguns erros foram apontados por Y.L. Cao;

e Com relacao a Hs, é conhecido que um sistema cibico pode ter no maximo onze

ciclos limites bifurcando da origem ;

e Em 1983, J.B. Li e outros produziram um exemplo de um sistema ctibico com onze

ciclos limites. Tudo o que se pode dizer até agora é que Hs > 11;

e Para sistemas polinomiais planares, o 16° Problema de Hilbert tem gerado muitas

pesquisas matematicas nos iltimos anos.



Capitulo 5

A Equacédo i +¢e(z® — 1)+ =0 com

g — +0O

5.1 Introducao

Neste capitulo vamos introduzir o estudo de sistemas do tipo lento-rdpido que modelam
sistemas onde ocorrem variagoes de oscilacao.

Depois de Balthasar van der Pol !, que em 1920 introduziu sua famosa equacao, este
assunto tem sido objeto de grande interesse matematico. Lembremos que a equacao de

van der Pol, introduzida no capitulo 2, é dada por
itel@®-1Di+x=0 (5.1)

onde € é um parametro positivo. Para esta equagao, um relaxamento de oscilacao surge
quando o parametro ¢ é grande. A fim de obter um quadro heuristico do que isso significa,
vamos utilizar o procedimento introduzido por Lienard (1928). Mais especificamente

vamos utilizar a mudanca de coordenadas

x
— 24 F
Yy - (x)

!Balthasar van der Pol, nascido em 27 de janeiro de 1889, Utrecht, Holanda, foi graduado em 1916 na
Universidade de Utrecht, e tinha principais tendéncias fisicas. Defendeu sua tese de doutorado em 1920
nessa mesma universidade. Neste periodo e por muitos anos posteriores os trabalhos de matematicos
e fisicos em universidades holandesas envolveram o estudo da mecéanica celeste no qual freqiientemente

estava contido alguma teoria de perturbagao. Van der Pol morreu em 1959.

93



94

onde F(z) = [/ (2? — 1)dx = ‘%3 — x. Dessa forma, temos que

y=§+F’(x):t:§+(x2—1);t:—f
£ € £
com o que chegamos ao sistema
& = ely—F(2)
. x : (5.2)
y = —=
€
As trajetérias do sistema (5.2) satisfazem a equagao
dy —x
—F(z)|— = —. 5.3
y-F@) 2= (53)

Quando o parametro € é grande o lado direito da igualdade (5.3) é pequeno, o que nos
leva a acreditar que, nestas novas coordenadas, as trajetérias podem ser aproximadas por
partes das curvas y = constante e y = F'(x). Alguns estudos mais adiante na diregao do

retrato de fase, nos produzira o ciclo limite dado na figura 5.3.

Vamos definir agora, uma nova variavel independente ¢ e também vamos renomear o

parametro fazendo

R 1 1
t=¢ct e - = u2.
€
Dessa forma, teremos a partir do sistema (5.2) que

dx dx 9 1
= e = - F@) =y Fa)
dy dy
— = —€& = —I
dt dt

e portanto, o sistema de Lienard equivalente a equacao de van der Pol nessa nova variavel
independente, sera dado por

dx
- = y—F
e y— F(x)

(5.4)
dy
dt

Sistemas de equagoes diferenciais dependendo de um parametro g > 0 como (5.4)

acima geralmente sao chamados de sistemas lento—rdpido ou ainda de problemas
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de perturbacao singular. Tais problemas tém sido estudados por métodos analiticos,
métodos numéricos e métodos assintoticos. Carrier e Lewis, em 1953, foram os primeiros

a tratar com relaxamento de oscilacao desse ponto de vista.

Em 1983, num texto intitulado de Relazation Oscillations including a standard chase
on French ducks (referéncia [6]), o autor W. Eckhaus chama atengao sobre os diferentes
métodos com que este assunto foi e vem sendo estudado pelos diversos matematicos da
area. Ele destaca que seu interesse em relaxamento de oscilagao surgiu da confrontacao
com um desenvolvimento periférico, constituido pela introducao e uso de Anélise Nao-
Estandar no estudo de problemas de perturbagao singular.

Nesta presente dissertagao, vamos seguir o caminho estudado por W. Eckhaus em [6].

Analise Nao-Estandar é uma invencao em Logica Matemédtica devido a Abraham
Robinson (1966), que consiste na introducao de numeros infinitamente pequenos nas
analises. Robinson encarregou-se de ligar “Andlise Nao-Estandar” com conceitos de ex-
pansoes assintéticas em um livro com Lightstone (1975), porém tal livro acabou por nao
ser muito influente entre os profissionais de anélise assintética. Recentemente um grupo
de matematicos franceses, centrado em Georg H. Reeb da Universidade de Strasbourg,
partiram para o uso de Andlise Nao-Estandar em problemas aplicados. Isso resultou em
um fluxo de publicagbes, culminando em uma monografia por Lutz e Goze (1981), onde
uma lista extensiva de referéncias podem ser encontradas.

Este grupo foi responsavel pela descoberta de um novo fendmeno que eles denominaram
“Les Canard”. Posteriormente descreveremos e estudaremos com mais detalhes o que vem
a ser tal fenomeno.

Profissionais de Analise Nao-Estandar fortemente proclamam que os seus métodos
sao mais simples e, portanto, como sendo o enfoque mais tradicional. Para um analista
Estandar isso é dificil de ser verificado, pois de fato ele acaba se deparando com muitas
dificuldades na tentativa de checar os raciocinios com respeito a exatidao e consisténcia.
Fica entao como sendo um desafio para os analistas tradicionais, assim como o colocado

¢

por Lutz e Goze quando descreviam o problema-Canard. Eles afirmaram que: “...neste

problema de perturbacao singular com dois parametros é quase impossivel usar os métodos
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classicos de expansoes assintética...”.

W. Eckhaus (1983) (referéncia [6]), em seus estudos sobre o problema dos Canards
observa que até entao as ferramentas de analise assintética nao tinham sido exploradas
em problemas de relaxamento de oscilagao.

Neste texto iremos mostrar que uma analise simples e elementar é capaz de produzir
uma rigorosa e dedutiva teoria, assim como a que foi feita por W. Eckhaus. Tentaremos
fornecer um tratamento (estandar) independente dos problemas e vamos mostrar como

varias dificuldades podem ser superadas, até certo ponto, por técnicas elementares.

5.2 Os problemas e os resultados

Consideremos um sistema cujas equagoes englobam a equagao (5.4) obtida na segao ante-
rior. Por ser mais usual na Teoria Geométrica das Perturbagoes Singulares vamos chamar

o parametro novamente de €.

ex = — Fl(x
y— F(z) (5.5)

i o= ~(e+a)
Agora £ é um parametro positivo pequeno e o é um parametro cujo papel sera explicado
futuramente. A fungdo F(z) pode ser qualquer funcao suficientemente diferencidvel que

tenha o grafico semelhante ao que esta desenhado na figura 5.1 em alguma parte do plano
Yy, ou seja, assumimos que a fungao F' cumpre as seguintes propriedades
F'(x) >0 para x> 0;
F'(x) <0 para —1l<z<0; (5.6)
Fi(x)

() >0 para x < —l.

’ ~ 3
Observe que este é o caso da equagao de van der Pol, onde temos F(x) = T - a
menos da translacao z; =z — 1, y = y + % Com essa translacao, a funcao F' tera a

seguinte nova cara

F(x) =

Vamos considerar o caso em que perto de x = 0 se tem

F'(z) = xg(z), ¢(0)>0.
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y=F(x)

Figura 5.1: A curva y = F(z), onde & = 0 e o ponto singular (—a, F(—a)).
Analogamente perto de x = —I,
F'(z) = (x + )h(z), h(=1) <0.

Temos que o ponto (z,y) = (—a, F(—a)) é a unica singularidade do sistema (5.5).
Para analisar esta singularidade, consideremos o linearizado do campo X (z,y) = (%(y —
F(z)),—(z 4+ «)) nesse ponto. Podemos associar tal campo linearizado com o sistema

diferencial Y’ = AY’, onde
1
A=DX(—a,F(—a)) = 3 €
0

Os autovalores de A sao dados como raizes do polinomio de 2° grau

Fla)y 1
g

p(\) = det(A — A) = N2 +

do qual obtemos

2 €
Pelas propriedades de F’ temos que quando 0 < o < [ entdo —[ < —a < 0 e as-

Ay = 1<_FI(_O‘) + é F(—a)? = 4a>.

sim —F'(—a) > 0, e quando o < 0 ou v > [ entdo —a > 0 ou —a < —[ e neste caso

—F'(—a) < 0. Como a parte do autovalor obtida do cdlculo da raiz ou é imaginaria ou
F'(=a)
&g

tem médulo menor que | | segue que o ponto singular (—a, F(—a)) é instdvel quando

0 <a<leestavel quando av < 0 ou @ > {.
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Figura 5.2: Diagrama de bifurcagio para a equacio de van der Pol.

N~

Figura 5.3: A figura aproximada de um ciclo limite de um sistema como (5.5).

Para a equagao de van der Pol (ou seja, quando F(z) = "”—; + z?%), temos o diagrama

de bifurcagao dado na figura 5.2.

Para a equacgao de van der Pol temos exatamente o que mostra a figura 5.2, quando o
parametro a € (0,2) existe um tnico ciclo limite e, quando o < 0 ou @ > 2 nao teremos
nenhum ciclo limite. A prova deste fato pode ser encontrada em [10].

Algo semelhante acontecerd para o sistema geral. Quando « € (0,1), existird exata-
mente um ciclo limite o qual, a menos de uma translacao, pode ser visto na figura 5.3.

Quando o < 0 ou a > [, ndo existird nenhum ciclo limite (referéncia [6]).

Um grupo de matematicos nao-estandar formado por Benoit, Callot, Diener e Di-
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©

Figura 5.4: Um ciclo limite “Canard” e o “ porqué” do nome.

y=F(x) Y=F(x)

Figura 5.5: Pato sem cabega.

ener (1973, 1980) estudou a seguinte questao: como tal ciclo limite desaparece quando o
parametro « passa pelo valor zero, ou pelo valor . No que segue vamos nos concentrar
no caso em o parametro « passa por zero. O outro caso ¢ inteiramente analogo.

Voltando a equagao de van der Pol, foi descoberto por esse grupo de matematicos que
existe um valor a = a, () tal que para @ em uma pequena vizinhanga de a.. o ciclo limite
deforma sobre a curva dada na figura 5.4 a esquerda.

Se partirmos para um lado comico do formato deste ciclo limite e acrescentarmos
algumas linhas ao desenho a esquerda dado na figura 5.4 produziremos o desenho de um
pato como o dado na figura 5.4 a direita.

Quando o parametro « diminui (ainda na vizinhanga de a,) a cabega do pato vai se
tornando pequena até que em certo momento ela desaparece, ficando um pato sem cabeca.

O pato continua a reduzir quando « tende a zero e desaparece para a = 0. Isso pode ser
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visualizado na figura 5.5.

Por essa razao este fenomeno é chamado de fenémeno Canard que em frances
significa fenémeno Pato pela aparéncia do ciclo limite.

Para o parametro € pequeno, a variagao de o no qual um fenémeno Canard é observado
¢é extremamente pequena. E interessante pensar sobre os Canards da seguinte maneira:
veremos posteriormente que, numa vizinhanga de y = F'(x) parax > 0 (e z < —I) existira
uma variedade estdvel, e numa vizinhanga de y = F(z) para —] < z < 0 teremos uma
variedade instavel. Na situagao Canard as trajetérias que se aproximam da variedade
estavel continuam ao longo da variedade instavel. Esta é uma situacao altamente nao-
usual.

Para terminar esta parte, vamos apresentar os resultados que obteremos nas proximas
segoes. Vamos considerar o parametro o € (0,1), com a # o(1) e a — [ # o(1), ou seja,
que

lima(e) #0 e [

e—0
Este é o caso de um relaxamento de oscilacao classica. Vamos desenvolver uma linha de
raciocinio que permite estabelecer dedutivamente o quadro global das trajetérias. Neste

caso, iremos obter o seguinte resultado.

Resultado: Qualquer trajetoria comecando na parte exterior da curva ABCD na
figura 5.6 alcanga uma pequena vizinhanga da curva ABC'D em tempo finito e permanece
nessa vizinhanca pra sempre. Tal vizinhanca é uma faixa tubular cuja largura depende
obviamente de €. Em particular, a largura da faixa é O(e) na parte correspondente a
(A,B) e (C,D) e O(e3) na parte correspondente a (B,C) e (D, A). O movimento ao
longo de (A, B), (C, D) esta em intervalos de tempo unitdrios, e o movimento ao longo

de (B, (), (D, A) esté sobre uma escala de tempo de ordem e.

Observacao. Note que qualquer trajetéria nas condig¢oes do resultado acima nao pode
subir nem descer ao longo do segmento DB na figura 5.6. Para ver isso, consideremos

o sistema reduzido, ou seja, o sistema lento (5.5) com o parametro ¢ = 0. Dessa forma,
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Figura 5.6: Ciclo limite com movimento rapido ao longo dos segmentos BC e DA e movimento lento

ao logo dos arcos AB e CD.

ficamos com

y = Fl)
y = —(x+4a)

(5.7)

O sistema (5.7) representa uma dinamica em cima da curva y = F(z). Isso nos dé a

seguinte equacao com impasse

F'(z)t = —(x + ).

Temos que, * = —a, x = 0 e x = —[ sao os pontos singulares e temos o seguinte
comportamento
e quando z < —a entdo x + a < 0 e assim y = —(z + «) > 0, ou seja, y cresce;
e quando z > —«a entdo z + o > 0 e assim §y = —(x + a) < 0 e, dessa forma, y
decresce.

O retrato de fase do sistema reduzido (5.7) pode ser visto na figura 5.7. Notemos na
figura 5.7 a direcao das flechas no segmento referente ao segmento DB na figura 5.6. Isso
nos garante que qualquer trajetéria do sistema (5.5) (quando « € (0,1), com a # o(1) e

a — 1 # o(1)) nao pode subir nem descer ao longo do segmento DB.
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y=F(x)

Figura 5.7: Retrato de fase do sistema (5.7).

Depois vamos considerar o caso em que a = o(1) (ou seja, lim._oa(e) = 0). Parte
das trajetorias seguem do mesmo raciocinio do que ja tivermos feito. Estaremos par-
ticularmente interessados em trajetorias que continuam ao longo da variedade estavel e
instavel. Estabeleceremos que uma configuragao Canard de fato ocorre quando « esta na
vizinhanga de a.(g) e daremos uma expansao assintética para a.(e) e para as trajetérias
que seguem ao longo das variedades estavel e instavel.

Mostraremos que existem dois principais tipos de Canards. Recordemos que foi ex-
plicitado antes que F’(x) = xg(x). Se acontecer de ¢'(0) > 0 entdo a.(¢) > 0 e assim
uma configuragao Canard serd obtida e o ponto singular é instavel. Mais precisamente,
um fenomeno Canard é caracterizado por

12
a = a.(e) + anp_? : (5.8)

Para ¢ > 0 temos um pato como no dado na figura 5.4 a esquerda, e a medida que k
esta crescendo a cabeca do pato vai encolhendo. De fato o valor de k determina o ponto
no qual as trajetérias saem da variedade instdvel. Quando « passa por a.(e), isto é,
quando o < 0, vamos ter um pato sem cabeca, e novamente ela continua a reduzir quando
k cresce.

O segundo tipo de Canards ocorre quando ¢'(0) < 0. Neste caso, a.(¢) < 0 e o ponto

singular é estavel. Essa é uma situacao mais complicada no qual dentro do ciclo limite
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Figura 5.8: Um ciclo limite canard com outro ciclo limite instével dentro.

Canard estédvel existe um segundo ciclo limite instavel. A configuragdo Canard fica ainda
assim caracterizada pela equagao (5.8). Para algum ¢ > 0 e k£ > 0, uma tipica con-

figuracao descrita acima pode ser vista na figura 5.8.

Observemos que a equacao de van der Pol estd inserida no primeiro caso. Desta forma

limitar-nos-emos a estudar somente o primeiro caso.

5.3 Alguns teoremas basicos de aproximacao

Nesta secao vamos enunciar dois resultados que servirao como ferramentas para as nos-
sas analises posteriores. O primeiro deles afirma essencialmente que em uma situacao
“regular”, sistemas “vizinhos” possuem solucoes “vizinhas”.

Antes de apresentar estes dois resultados relembremos de alguns conceitos basicos de
aproximacao assintética, inclusive que ja vinham sendo mencionados nas se¢oes anteriores.

Comecamos com a definicao de uma funcdo de ordem.

Definigao 5.3.1. Uma funcao 6(¢) serd chamada uma fungao de ordem se i(c) é

continua e positiva (ou negativa) no intervalo (0,e0], onde g9 € um parametro positivo

pequeno, e se lin% d(e) emiste. As vezes, denotamos a fun¢dao de ordem 6(¢) com indices
e—

do tipo 0;(e), i =1,2,---.
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Para comparar fungoes de ordem usamos os chamados simbolos de Landau.
Definicao 5.3.2. Temos:

1. 61(e) = O(d2(¢)) para e — 0 se existe uma constante k tal que [61()| < kld2(e)]

para € — 0;

2. 61(e) = olBa(=)) para = — 0 se lim I

=0 05(2) 0-

Exemplos.

e" =o(e™) para € — 0 se n > m;

1
esin(—) = O(g) para € — 0;
€

e?loge = o(e?log’ €) para ¢ — 0;

(&

™ =

= o0(e") para € — 0 e todo n € IN.

U
Note que se d1(g) = 0(d2(€)) entao isso implica que d1(e) = O(dy(¢)). Por exemplo,

g2 = o(g) e e = O(¢g) quando ¢ — 0.

Definigao 5.3.3. Temos: 61(g) = Og(02(€)) para e — 0 se d1() = O(da(€)) e d1(e) #
0(02(¢)) para e — 0.

Exemplos.
1
5sin(g) = Os(e);
cloge = Og(2eloge + &°).
O
No que segue, omitiremos “para ¢ — 07 ja que estamos considerando o parametro

¢ pequeno. Estamos em condi¢oes agora de estimar a ordem de magnitude de fungoes

¢(t,e) definida em um intervalo I, e € (0, &)
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Defini¢ao 5.3.4 (Ordem de magnitude de ¢. em I). Temos:

1. ¢. = O(d(€)) em I se existe uma constante k tal que ||p|| = O(5(¢)) , onde 6(¢) €

uma fungao de ordem sobre (0,e0] e ||.|| uma norma para ¢ como uma funcgdao de t;

2. 6. = of8(c)) se lim |(|;(b;|)| _

3. 6. = O5(0(2)) em I se 6. = O((2)) ¢ 6. # 0(6(e)).

0.

Definigao 5.3.5. Temos que, .(t) é uma aproximagao assintdética de ¢.(t) sobre um
intervalo I se

¢e(t) — Ye(t) = o(1), wuniformemente para t € I.

Ou entao, para intervalos e-dependentes definimos:

Defini¢ao 5.3.6. ¢.(t) € uma aproximagao assintética de ¢.(t) sobre a escala de tempo
[6(e)] 7" se
¢ —1p. = o(1), sobre escalas de tempo [5(¢)] "

Em geral, obtemos séries de aproximagoes assintdtica (ou expansoes) sobre algum

intervalo I. Essas sao expressoes da forma

m

5-(t) = " 6,()n (1)
n=1
no qual d,(g) sdo fungoes de ordem com 0,11 = 0(d,), n =1,--- ;m — 1 e para as fung¢oes

¢n.(t) temos que ¢,. = Og(1) sobre I. Para uma dada fungao ¢. sobre o intervalo I, a

série assintotica ¢. é chamada uma aproximacao assintética de ordem m de ¢, sobre [ se

O(t) — p-(t) = 0(d(g)) sobre I.

Exemplo. Considere

¢:(t) = sin(t + et) sobre I = [0, 27],

¢ (t) = sin(t) + et cos(t) — %52152 sin(t).
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As fungoes de ordem sao 0,(¢) ="', n=1,2,3,--- e claramente

02(8) — 3u(t) = o(c%) sobre 1,
e assim ¢, (t) é uma aproximacio assint6tica de terceira ordem de ¢, (t) sobre I. O

Consideramos agora uma fungao z(7,¢), com € um parametro pequeno e 7 um tempo

rescalonado que é solucao da equacao diferencial

d
d—i = F(z,7,¢e), com xz(0,¢e) = x.

Aqui a funcao F': R" x R x R — R" satisfaz as seguintes condicgoes:

1. F(x,7,¢) é continua e uniformemente limitada em G, onde G = {z : 2 € D} x {r:

0<7< A} x{e:0<e<¢g}, eD éalgum subconjunto aberto limitado do R™;

2. F(x,1,¢) é Lipschitziana com relagao a varidvel espacial  em G, ou seja, existe

uma constante positiva L tal que

|F (21, 7,8) = F(s,7,€)[| < Ly — 25].

Seja Dy C D qualquer subconjunto compacto. Podemos agora formular o seguinte

teorema:

Teorema 5.3.7. Considere Fy, Fy como acima e as funcées zV) e ) dadas por

2W(r,e) = af! + / Fi[2D(r e), 7', €]dr’
0

l'(Z)(T, 8) _ .CC[()2) _'_/ FQ[.T(Q) (7'/’5>,7'”8]d7-/
0

e suponhamos que

1. xél),:cgf) € Dy, com |:1:él) - :1;82)\ < do(e), onde do(e) = o(1);

2. Para todo v € D e 0 < 7 < A, se tenha |Fy(v,7,¢) — Fy(z,7,€)| < 64(¢), onde
df(e) = o(1);
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3. A solugdo ) (1,¢) existe para 0 <7 < T < A, e 2% (7€) € Dy.
Entao a solugcdo 'V (7,¢) existe para 0 < 7 < T e nesse intervalo

|2 (7,€) = 2®(7,€)| = O(bo(e)) + O(5(e)).

Este teorema é uma versao adaptada do bem conhecido teorema da “dependéncia
continua sobre os parametros”. O préximo resultado é um teorema que é conhecido em

analise assintética como um Teorema de Extensio.

Teorema 5.3.8. Suponhamos que z'?)(7,¢) seja uma aprozvimacio de x\V(7,¢), satis-

fazendo

e (r,e) — 2@ (1,¢) = 0(1)

com a regiao de validade dada por 0 < 7 < T, onde T pode ser tomado um niumero
positivo arbitrdrio. Entdo eziste uma fungdo ordem 0(c) = o(1) tal que 2 (7,¢) ¢ uma
aprozimacdo de M (7,¢) para 0 < 17 < %

Analogamente, se 1 (1,¢) é uma aprozimacio de MV (r,¢) para 0 < d <7 < T, onde

d pode ser tomado qualquer nimero arbitrariamente pequeno, entao existe uma fun¢ao

ordem §(e) = o(1) tal que a aprozimacio vale para §(e) <7 < T. -
As provas destes dois teoremas podem ser encontradas em [5].

5.4 Relaxamento de oscilacao classico

Lembremos que estamos estudando o sistema

et = y— F(z) (5.9)
y = —(@+a)

com F satisfazendo as condi¢oes dadas em (5.6). Nesta segdo consideramos o caso em que
0<a<l comaz#o(l)ea—I1+#o(l). Estudaremos as trajetérias deste sistema com

condigbes iniciais arbitrarias z(0) = x e y(0) = yo.
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Figura 5.9: Parte do retrato de fase do sistema (5.9), com ¢ = 0, numa vizinhanga de y = F(x), onde

F'(z) > 0.

5.4.1 O fluxo—rapido

Consideremos o par (zg, yo) tais que yo — F'(xo) # 0. Seja Dy qualquer parte do plano zy
no qual se tenha a condi¢do F’(x) > 0 como indicado na figura 5.9.
Considerando uma nova variavel independente 7 = ﬁ, temos que o sistema (5.9) toma

a nova forma

dx

— = y—F(z)
a7 (5.10)
% = —(z+a)

O fluxo—réapido é dado pelo sistema (5.10) quando o parametro e = 0, ou seja, quando

temos o sistema

dx
i y— Fl(x)
-
(5.11)
dr

Consideremos os campos
Fi(z,r,e)=(y— F(x),—e(z+a)) e Fyz,1,e)=(y— F(x),0)
associados aos sistemas (5.10) e (5.11), respectivamente. Sejam

W = (2(r)y(r) e o = (#(r).4(r))
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trajetorias dos campos Fj e F,, respectivamente, ambos com condigao inicial (xg,yo).

Entdo para a solucdo x(? temos que §(7) = yo e 2(7) satisfaz que

di o
i F(2); 2(0) = . (5.12)

Assim usando o teorema 5.3.7 obtemos que

|(@(7), y(7)) = (&(7), §(7))| = [(x(7) = 2(7),y(7) = §(7))| = O(e) + O(e),
e isso implica que
y(1) —yo =0(e) e a(r) —&(1) = O(¢) (5.13)

onde 0 <7 <T.

E fécil estabelecer (e mais detalhes serdo dados posteriormente) que a solucdo &(7)
existe para todo T e, portanto, em (5.13), na regiao de validade, podemos tomar para
T um numero positivo arbitrario. Portanto, pelo Teorema de Extensao 5.3.8 temos que

existe uma fungao de ordem d(¢) = o(1) tal que

y(r) —yo=o(1) e x(r) —i(1) = o(1) (5.14)

onde 0 <7< 7%() = —=

T
é(e)

Olhemos melhor para a funcao Z(7) solugdo da equagao (5.12). Por uma anédlise ele-
mentar encontramos que o ponto critico & = &g solugao de yo— F (&) = 0 é assintoticamente

estavel. Além disso, para valores grandes de 7 independentes de ¢, temos que

E(7) = &g + O(e @7y, (5.15)

—F/(i'()) T

Mas como lim e 3= = 0 segue que

e—0

e consequentemente

2(7*(€)) — 0 = o(1). (5.16)
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Figura 5.10: O fluxo-rdpido.

Assim, as trajetorias penetram em uma o(1) vizinhanga da curva y = F(z). Aplicando
estes resultados globalmente obtemos o desenho do fluxo dado na figura 5.10. Os dois
ramos de y = F'(x) sobre os quais F”(x) > 0 estao atraindo todas as trajetorias comegando
em pontos satisfazendo yy — F'(xg) # 0.

Notemos que na unidade de tempo original o fluxo é rapido, toda acao ocorrendo sobre

intervalos de tempo

9
<t< —T.
ERRE

Olhando para a equacao (5.15) vemos que a equagao (5.16) valerd para qualquer fungao
de ordem §(g) = o(1) e, portanto, para intervalos de tempo estendido tal que 5o = o(1),

as trajetorias ja atingem a o(1) vizinhanga de y = F(x).

5.4.2 As variedades estavel e instavel

Nesta sec¢ao ainda estamos considerando qualquer subdominio Dy no qual se tenha F'(z) >
0, como o esbocado na figura 5.9. Vamos estudar mais estritamente o comportamento das

trajetérias na o(1) vizinhanga de y = F(z). Para isso, introduzimos a transformagao

y = F(z) +o(e)o(t),



onde o(e) é qualquer funcao de ordem tal que ¢ < o(e) < 1, isto é, o(e) = o(1) e

5
—— =o(1), ou seja, satisfazendo que

o(e)

limo(e) =0 e l%% —0.

Dessa forma, obtemos do sistema (5.9) que

= —E(x +a) = F(x).

Assim, do sistema (5.9) obtemos o seguinte sistema

22— P@o-@ta)

(5.17)
dx B
Z‘fE = O'gb

e se considerarmos como nova variavel independente a variavel 7 = — o sistema (5.17)
€

toma a nova forma

do , €
o = @) -—(z+a)
(5.18)
= o
dr ’
Para o parametro ¢ = 0 no sistema (5.18) temos o fluxo-rapido dado pelo seguinte
sistema J
@ = P
dr
(5.19)
dr

Note que, quando € = 0 também temos pela continuidade da funcao de ordem o que

o(e) = 0.

~
A

Se (&(7), (7)) é uma solucao do sistema (5.19) com condicdo inicial (¢(0),2(0)) =
(¢o, xo), entdo encontraremos que Z(7) = xg e ¢E(T) satisfaz que
dp

- =—F(z0)¢, 6(0) = 0. (5.20)

Resolvendo a equacao diferencial (5.20) obtemos que

~

3(r) = doe 0.
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Pelo teorema 5.3.7 as solugdes (¢(7),z(7)) do sistema (5.18), podem ser aproximados
com um erro o(1) pelas solugoes do sistema (5.19) encontradas acima. Essas tais solugoes
(czg(r), z(7)) existem para todo T, e a aproximagao é portanto valida em 0 < 7 < T, para
todo T' > 0. Dessa forma, podemos utilizar o teorema de extensao 5.3.8 e concluir que a
aproximacao é valida para 0 < 7 < 7%(¢), onde 7(¢) = %, com 6(¢g) alguma funcao de
ordem tal que §(g) = o(1).

Porém, observe que

o(7*(e)) = é(%) — goe F @5

T
Como lir% d(e) = 0 (pois d(e) = o(1)) segue que lin% —— = 400. Assim lime™

d(e) e—0

F/(mo)% -0
(pois F'(zg) > 0). Logo, temos que
lim ¢(7"(¢)) = 0,

e portanto, podemos concluir que vale a seguinte igualdade

e conseqiientemente

Dessa forma, as trajetorias comegando em alguma vizinhanga o(e) satisfazendo que

ole) = o(1) e 70 = o(1) entrardo numa vizinhanga ainda menor de y = F(z). Isso

fortemente sugere que a parte interessante do fluxo ocupa lugar na vizinhanga definida
por o(g) = €. As trajetérias nao escapam do subdominio Dy antes delas alcangarem tal
vizinhanca.
Assim, consideramos no sistema (5.18), o(g) = ¢, isto é, consideramos o sistema
dgo
dr

dz
-

Para o parametro £ = 0 no sistema (5.21) temos o fluxo-rdpido dado pelo sistema
do
dr

@
dr

= —F'(z)p— (x + a)
(5.21)

= —F'(2)p— (v +«)
(5.22)
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Vamos repetir agora os mesmos estudos feitos acima agora para o sistema (5.21).

Se (QE(T),QAT(T)) ¢ uma solugao do sistema (5.22) com condigao inicial (QAS(O),it(O)) =
(¢0,0), entdo #(7) = x0 e ¢(7) satisfaz que
do s .
7 = ~F(20)6 = (20 + @), 6(0) = go. (5.23)

Resolvendo a equacao diferencial (5.23) obtemos que

iy Tota To+ Y\ _prag)r
U R GRS ) e

Agora se considerarmos (¢(7), z(7)) uma solugao do sistema (5.21), podemos usar o teo-

rema de aproximacao 5.3.7 e encontrar que
2(r) —wo=0() e (1) =9(r)=0(), VO<7<T

As solucoes (Qg(’i'), Z(7)) encontradas acima existem para todo 7, e dessa forma a aprox-
imacao é vélida em 0 < 7 < T, para todo T > 0. Assim, pelo teorema de extensao 5.3.8

a aproximacao ¢ vélida para 0 < 7 < 7%(¢), onde 7*(¢) = , com J(¢) alguma fungao

T
o(e)
de ordem tal que 6(¢) = o(1).

Da mesma forma como ja fizemos em outros calculos anteriormente, temos que

S(r*(£)) = do(wo) + o(1),

To + .
onde ¢g(xy) = ———— e, conseqiientemente,

F' ()
¢(17(€)) = do(w0) + o(1).

Temos assim encontrado que todas as trajetorias comecando em Dy sao atraidas em

intervalos de tempo t = o(1) para a curva definida por

y = F(x) +el¢o(z) + o(1)] (5.24)

T+ «

F'(x)

onde ¢g(x) = —

A equagao (5.24) d4 os primeiros dois termos da expansao assintdtica para a variedade
estdvel. O fluxo na curva (5.24) deve satisfazer a equagao

dx
pri oo(x) + o(1). (5.25)
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Podemos construir facilmente os termos mais elevados da expansao. Retornando para

o sistema (5.21) e introduzindo

¢® = ¢o + e

iremos obter que

d
o =6 =c(d0+<61)
e
o1 _ dd_ ddo / dpo ., dgo
g - F ($)¢*(~T+0¢)*ﬁ**F (x)(¢0+€¢1)*($+a)*ﬁ~
Mas

gy  dgode d d d d
dqio B dgio di N dqio o=¢ ¢ (¢o+8¢1)—s¢oﬁ+ o1 ¢°

—F'(z)(¢o +e¢1) — (z + a) = —F'(z)¢o — eF' () — (z + @) =

/ T+ o ’ _ /
=—F'(x) (_F”(a:)) —eF'(2)p1 — (x + ) = —eF'(z) 1.

Assim, chegamos ao sistema

d d d
N (L
-
. (5.26)
dx
P e(po + €¢1)
Se voltarmos para a variavel independente original ¢ = e7 teremos o sistema
d d d
5% = —F'(z)¢1 — 5ﬁ¢1 ¢0 ¢0
: (5.27)
dr bo+ 6
a7 eP1
Fazendo € = 0 no sistema (5.26) obtemos o fluxo-rdpido dado pelo seguinte sistema
d d
S P @) o
=
. (5.28)
dr 0
dr
Vamos proceder da mesma forma como ja vinhamos fazendo. Assim, consideramos

#(7)) uma solucéo do sistema (5.28) com condicio inicial (¢ (0),2(0)) = (¢9, zo).

(le (T)7 T
Entio (1) = ¢ e ¢, (1) satisfaz que
deo

% = —F'(20)1 — ¢0($0)%(m0)7 61(0) = ¢.

(5.29)
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Resolvendo a equacao diferencial (5.29) obtemos que

~

$1(1) = d1(zo) + [6) — d1(wo)]e™ @,

onde gbl(l'o) = —m
Agora se considerarmos (¢1(7), z(7)) uma solugao do sistema (5.26), podemos usar o

teorema de aproximagao 5.3.7 e encontrar que

2(r) =2 =0() e ¢i(r)—d(1)=0(), VO<7<T.
As solucdes (¢,(7), #(7)) encontradas acima existem para todo 7, e a aproximagao ¢
portanto valida em 0 < 7 < T, para todo T" > 0. Assim, pelo teorema de extensao 5.3.8
T
a aproximacao ¢ vélida para 0 < 7 < 7%(¢), onde 7*(¢) = 5@ com 0(¢g) alguma funcao
€
de ordem tal que d(¢) = o(1).

Fazendo os cdlculos encontramos que

~

$1(77(€)) = ¢1(wo) + o(1),
e, conseqiientemente,
¢1(77(€)) = d1(wo) + o(1).

Encontramos assim que todas as trajetorias comecando em Dy sao atraidas em inter-

valos de tempo de ordem unitaria para a curva definida por

y = F(z) + edo(z) + (¢ (z) + o(1)] (5.30)

ARG _ 1 . dgo
F'(z) ¢ dulw) = F’(ac)%( )dx

onde ¢g(x) = — (x).

A equagao (5.30) nos dé a expansdo assintética para a variedade estavel com os
primeiros trées termos.

Podemos continuar nesta linha de raciocinio e introduzir no sistema (5.26)

b1 = () + eo.
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Com os mesmos raciocinios de antes podemos continuar com a anélise de ¢9, e assim por
diante. E, dessa forma, chegaremos na seguinte expressao da expansao assintotica para a
variedade estavel

y = F(z) + edo(z) + 21 (x) + - -

Resumindo, encontramos variedades estavel nas vizinhancas dos dois ramos de y =
F(z) sobre os quais F’(z) > 0, e analisamos o fluxo ao longo dessas variedades. Notemos
que uma andlise inteiramente similar pode ser feita para a vizinhanga do ramo de y = F'(x)
sobre o qual F’(z) < 0. Basta simplesmente inverter a diregdo do tempo e tomar Dy tal
que o ponto singular é excluido e, dessa forma, vamos obter a expansao assintotica da

variedade instavel.

5.4.3 Saindo da variedade estavel

Retornamos agora para o quadro global do retrato de fase. Para fixar as idéias seguimos
as trajetorias que percorrem a variedade estavel para z > 0.

Depois de intervalos de tempo de ordem unitéria (ver equagao (5.25)) o fluxo entra
em uma vizinhanca de x = 0. A primeira questao é: até que distancia podemos prolongar
os resultados da variedade estdavel? Para responder esta questao repetimos as anélises
feitas na secao anterior, olhando agora para pequenas vizinhancas de x = 0. Para isso,

consideramos ainda a transformacao

Porém, escrevemos agora
F'(r) = zg(x), com g(x)>0,

e também escrevemos

r=4(e)¢, com £>d>0

onde §(e) = o(1) é uma funcdo de ordem e d é qualquer nimero independente de €. Por

razoes que se tornarao claras futuramente consideraremos a funcao de ordem d(¢) tal que
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Finalmente introduzimos, para qualquer tal funcao 9§, a mudanca de tempo

e assim, obteremos a partir do sistema (5.17) que

dp _dpdt 1, € € __a:g(:c)¢_i B

ar didr g( Filz)o a(““)>5(5) O A
= —€9(06)6 — —(a+5¢)

e também

d d( x\ 1 de 1 dedt 1
5_5(@)_@5_@5%_5@)

oo ¢
e 6(e)  0(e)?

e, dessa forma, chegamos ao sistema

d €
P = —tg(0)9~ o+ 50
dr lof)
(5.31)
€ _ 9,
dr &2
Se considerarmos no sistema (5.31) a hip6tese de que
o= 6%(¢e),
com (e) = o(1) satisfazendo a condigao 5% = o(1) teremos que as fungoes de ordem
o

d e o no sistema (5.31) satisfazem as mesmas propriedades que a fun¢ao de ordem o

no sistema (5.17). Isso nos permitird utilizar argumentos inteiramente anédlogos ao da
4(e)

secao anterior e encontrar que na escala de tempo 7 = -1, as trajetérias comecando em

alguma vizinhanga o(¢), onde
o = 6%5(e),

e d(e) satisfaz que

5(s) = o(1) e % = o(1)

vao se contrair para uma determinada vizinhanga de y = F(z). Isso fortemente sugere
que a continuacao das trajetérias que chegam ao longo da variedade estédvel percorrem

uma g vizinhanga de y = F(x).
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Consideremos entao agora esta vizinhanca, ou seja, vamos tomar agora que

Dessa forma, o fluxo ao longo da variedade estavel estendida satisfaz as equacoes

O = 396~ (a+50)
-
(5.32)
a ¢
dr 8

Voltamos agora nossa atengao para a seguinte vizinhanca

onde as consideragoes da variedade estavel deixam de valer. Retornando para as equacoes

bésicas (5.9), a expansao em série de Taylor de F' em torno de zero nos da que

F(z) = $9(0)2 +0(*) = 2[39(0) + O)]

e introduzindo

y =e3n
iremos obter que
MW (4 )= —(atebe)
dt — dt B
€
d 5 d —F 1
S AUy ) — g - e Ea200) + O] -

(5.33)
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Ambas equagoes do sistema (5.33) possuem uma escala de tempo comum. Assim se

. _2 .
considerarmos 7 = £~ 3t o sistema (5.33) se transforma em

D= (atebe)
: (5.34)
X = -0 + 036

Podemos estudar o comportamento do sistema (5.33) escalonando o tempo para 7 =

a’gt, ou entao olhar diretamente para a equacao das trajetérias que é definida por

g 1 —&59(0) + O(3¢)] (5.35)
dn a+e3f ‘ |

Em se tratando em obter a continuacao das trajetorias que surgem ao longo da variedade
estavel, o estudo direto das trajetérias ¢ mais conveniente. Considere a equagao que

aproxima a equagao (5.35), ou seja, a equagao (5.35) com o parametro € = 0

a% = —n+ 3529(0)-

Por uma transformacao simples podemos obter a equacao de Riccati e solucoes em termos
de funcoes de Airy. Uma escolha adequada da constante de integracao nos permite definir
uma unica solucao éo (n), no qual para valores grandes de 7, se comporta como dado

abaixo

o= T 4ol
éotn) = [ 571+ O

Para analisar esta solugao, primeiro vamos olhar para valores positivos de 7. Temos que,
a funcao éo(n) é limitada sobre qualquer intervalo limitado. Aplicamos assim o teorema

de aproximagao 5.3.7 e concluimos que para qualquer funcao £(n) solucdo de (5.35) com

temos que

§(n) = &ln) = O(e¥)  para < A,
onde A pode ser tomado qualquer nimero positivo independente de €. Podemos assim,
aplicar o teorema de extensao 5.3.8 e concluir que existe alguma func¢ao de ordem 6*(¢) =
o(1) tal que

~

§(m) —&(n) =o(1) para n<

A
0%(e)
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J& pode-se dizer agora que as solucoes alcangaram a regiao da variedade estavel es-
tendida. Além disso, é facil verificar que o grafico da fungao &y(n) no dominio estendido,
coincide com a curva que define a primeira aproximagao da variedade estavel, ou seja, a
curva y = F(z).

Olhamos agora para valores n < 0. Para 7 negativo, a funcao &, explode em algum

lor finit ta- izinh —ne) 7t 0. O val ri
valor finito 7., e comporta-se em uma vizinhanc¢a como (n—n.)"", n. < 0. O valor numérico

de 7. depende de g(0) e a. Aplicando o teorema de aproximacao 5.3.7 concluimos que

£(n) — &o(n) = O(e3) para n.+d <y <0,

onde d pode ser tomado qualquer nimero positivo arbitrariamente pequeno. Finalmente,

pelo teorema de extensao 5.3.8, existe alguma funcao de ordem 6*(¢) = o(1) tal que

£(n) —&(n) =o(1) para n.+06"() <n<O0. (5.36)

Fica assim totalmente explorado a aplicabilidade de éo(n) CcOMO Uma aproximacao.
Vamos tomar agora algum ponto no dominio estendido (5.36) como um novo ponto de

partida da investigacao, isto ¢, um ponto

W=

1 2
(x07y0) = (8[ 5507637’/0)'

Temos que, n° < 0, e como a > 0, segue que também devemos ter £ < 0.
Ui
Em um primeiro exercicio podemos rescalonar de acordo com as condigoes iniciais,

isto é,

Wl

1
e — = £3
x 65*5 Yy =¢e3n

e comegar ainda as andlises das equagoes basicas (5.9). Nao é dificil se convencer que em

termos das varidveis £ e n o fluxo pode ser aproximado com uma precisao 6*(¢) por

50

W) =n" e {r)=—>——, (5.37)
@&07'* +1

t
2 -
e3

explode. Portanto, devemos parar em algum 7° — 71 = o(1), rescalonar novamente e

onde 7% = Claramente, em algum tempo finito, digamos 77, a aproximacao &(7)
comecar de novo. Mas isso somente reproduzird as equagoes (5.37) com 0*(¢) ainda

. 1
menor. O processo pode ser repetido desde que €3 6% =o(1).
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Figura 5.11: Chegada e afastamento da variedade estdvel.

Assim concluimos que as trajetérias deixam toda o(1) vizinhangas de z = 0, no qual
o fluxo é constantemente acelerado.
A conclusao final é que apds intervalos de tempo t; = 0(5%) o fluxo alcanca o fluxo—

rapido e as trajetdrias seguem de acordo com a subsecao 5.4.1 em dire¢ao ao segundo

ramo de y = F(x) no qual F'(z) > 0, como indicado na figura 5.11.

5.4.4 Conclusoes
Observe a figura 5.12. Podemos resumir nossos resultados como segue: Comecamos com
condigbes iniciais arbitrarias z(0) = z e y(0) = yo tais que yo — F(x¢) # 0. Estudamos
na subsecao 5.4.1 o fluxo-rapido e os resultados 14 obtidos conduziram as trajetoérias para
um dos dois ramos de y = F(x) no qual F'(z) > 0. Para fixar as idéias consideramos
o ramo que estd situado para x > 0. Na subsecao 5.4.2 observamos a aproximacao das
trajetérias para a variedade estavel (localizada em uma O(e) vizinhanga de y = F'(x)) e
analisamos este fluxo ao longo desta variedade. Na subsecao 5.4.3 vimos que os resultados
para a variedade estavel podem ser estendidos para uma certa o(1) vizinhanga de x = 0.
Saindo da variedade estavel as trajetérias permanecem em uma 0(5%) vizinhanca de uma
curva bem definida, no qual conduz as trajetérias para o semi—plano x < 0. Af entao o
fluxo rapidamente acelera e alcanga ainda o fluxo-rapido com y = O(e3). Ao longo do

segmento DA os resultados da subsecao 5.4.1 podem ser aplicados. Ao longo do arco AB
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Figura 5.12: O ciclo limite de um relaxamento de oscilagdes cldssico.

aplicamos os resultados da subsegao 5.4.2. Na vizinhanca do ponto B temos os resultados
da subsecao 5.4.3, e finalmente, sobre o segmento BC podemos aplicar novamente a
subsecao 5.4.1.

A existéncia de uma solugao periddica (o ciclo limite) em uma o(1) vizinhanga de
ABCD é uma questao quase que trivial. Isso segue por exemplo como uma conseqiiéncia
direta do teorema de Poincaré-Bendixson.

Finalmente observamos que as anélises e os resultados desta se¢ao podem ser facilmente

estendidos para um sistema mais geral como o dado abaixo

ecfl—f = y— F(x)
W (5.38)
% = —H(x)

Apenas condigdes técnicas simples sobre a fungdo H(x) sao necessdrias, a principal delas
sendo que sobre o intervalo de x que é de interesse na figura 5.12 a equacdo H(z) = 0
tera uma tunica raiz —a localizado como indicado na figura 5.12.

A equacao diferencial de segunda ordem correspondente ao sistema (5.38) é
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5.5 0O Fenomeno Canard

Nesta secao estudaremos o sistema

d
€d—f = Y- F(;C)
(5.39)
4 _ —z — afe)
dt

agora com « satisfazendo que a(g) = o(1). Isso significa que o ponto singular (—a, F/(—«))
estd préximo da origem.

Grande parte das trajetorias seguem o mesmo raciocinio que fizemos na se¢ao anterior.
Estamos agora particularmente interessados em trajetérias que seguem C'D e entao uma
parte de DB na figura 5.12, isto é, elas seguem primeiro na variedade estavel e entao uma
parte da variedade instdvel. Tais trajetérias (se existirem) serao chamadas de trajetdrias—
canard pois elas constituem uma parte importante do fenomeno Canard. Esta situacao
das trajetorias—canard podem ser vista na figura 5.4 a esquerda.

Na procura por trajetorias que continuam ao longo de uma possivel vizinhanca de

y = F(x) comegamos com a transformagao

y=F(z)+ep
e entao ficamos com o sistema
dx
@ =
p (5.40)
€d—f = —Fl(z)p—2—«
Continuaremos escrevendo
F'(z) = xg(x).

Além disso, iremos um passo além na transformacao ¢, considerando

T+ «

F'(z)

¢ = ¢ +ep1, onde ¢o(r)=—

Recordando que o = o(1), vamos obter que

1
¢ = —m‘i‘&bl-
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Dessa forma, o sistema (5.40) torna-se

dt— glx) T

/ , (5.41)
d «Q
LN PR 0

dt g3

O sistema (5.41) serd o principal objeto do nosso estudo.

5.5.1 O caso degenerado

Primeiro vamos estudar o caso em que

g'(x) =0, ou seja, g(x) = go > 0.

2 6 uma parabola estrita

JoN : o - _ g
Como F'(x) = wg(x), isso significa que a curva y = F(r) = Dz
pelo menos na parte do plano xy que estamos considerando. Este caso serd de interesse,
pois nos ajudard a aprender sobre a natureza do fenomeno e desenvolver os métodos de
andalise.

No caso degenerado o sistema (5.41) torna-se

dx 1
— = ——+eh;
dt 9o
(5.42)
dgbl ¢ «
E—- = — N —
dt JoP1 -
As trajetérias do sistema (5.42) obedecem a seguinte equagao
1 d
8(—— + €¢1) dor _ —agotr — = (5.43)
90 dx €

Observemos que para o = 0, ¢1(x) = 0 é uma solugao da equagao (5.43).

Lembremos que a curva

T+ o

y=F(x)+epo(x), onde ¢o(x)=— ()

é a expressao com os dois primeiros termos da expansao assintotica para a variedade

estavel. No caso que estamos, para o = 0, esta curva torna-se

y:F(a:)—!%.
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Figura 5.13: Retrato de fase do sistema (5.42) para o = 0.

Esta curva estd bem definida para todo = e é a uniao das variedades estavel e instavel.
Para a = 0 podemos obter o retrato de fase completo através da solugao implicita da

equagao (5.43) que é dada por

_ 0 2 —xf 0
¢1(r) = ¢y exp 92 9o +€g0[p1(x) — @1] ¢

O retrato de fase do sistema (5.42) para a = 0 pode ser visto na figura 5.13.
Nosso principal objetivo nesta subsecao é estudar perturbagoes do retrato de fase do
sistema (5.42) para « # 0. O préximo resultado nos da as condigoes para a existéncia de

solugdes ¢, (z), para x € [z1,xo], com x¢ > 0 e z1 < 0, que sao limitadas para ¢ | 0.

Proposicao 5.5.1. As solugoes ¢1(x) da equagao (5.43) sao limitadas sobre um intervalo

(1, x0] se, e somente se, as solug¢des ¢1(x) da equagdo linearizada sao limitadas. n

A prova com todos os detalhes desta proposi¢ao podem ser encontradas em [6], paginas

475, 476 e 477.

Observagao. A limitagao de ¢; implica na proximidade da componente y das trajetérias

do sistema (5.39) com a curva y = F/(z) quando ¢ | 0.

Podemos estabelecer, por “variacao de constantes”, a seguinte representacao para
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¢1(w) e ¢1()

A x298 © _ﬁ do
o) =) e 2 g0 [ @2 0
onde . . o
~ 5 (@ —ad)gp %

2 o _ngg T
b1(2) = dlzo)e 2 + G2 [T
xo

Consideremos que xg > 0 e x < 0. Por uma expansao assintotica elementar obtemos

que

b1(x) = p(ug)ed @D | S enB[/ox 4 O(emEB) + O Eo0B)]. (5.44)
€2
A fim de ter o segundo termo da equagao (5.44) limitado, devemos tomar

3 _ 129

a=oc2e 279, (5.45)

onde o e k sao constantes numéricas. Dessa forma, a equagao (5.44) torna-se

d1() = dlag)e 0 4 gea I —/om 4 Ofem 29 + O % %)), (5.46)

Note que na equagao (5.45), o é quem determina o sinal de o. Quando o > 0 o ponto
singular (—a, F'(—a)) ¢ instdvel. Com o valor de k crescendo, isso faz com que « tenda
para zero. Quando o < 0 e k é um nimero grande o ponto singular é estavel, mas préoximo
de zero.

Note que em (5.46) o primeiro termo da soma ¢ dominante quando z2 < k? (pois neste
caso x? — 23 > x? — k?) e o segundo termo da soma é dominante quando z% > k? (pois
neste caso r* — 22 < 22 — k?). Isso leva para o retrato de fase dado na figura 5.14.

Todas as trajetorias que atingem a variedade estavel em um ponto xq > k para = >
0, continuam ao longo da variedade instavel e saltam para fora dela em x = —k. As
trajetérias permanecem em uma O(e?) vizinhanga da variedade, e saltam para fora para
a esquerda para o > 0, por causa que o termo dominante em qgl(x) é entao negativo.

As trajetorias que atingem a variedade estavel em um ponto xy < k sao governadas
pelo primeiro termo de ¢; (x) e o retrato do fluxo permanece como na figura 5.13.

Todas as trajetorias parecem agora terem sido incluidas e ainda existem trajetorias

que pulam para fora da variedade instavel para x < —k, como na figura 5.14. A pergunta
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y=F(x) — &
y -5
> > > fe—
AN —  — —)
€ > > ——
X
-k k

Figura 5.14: Retrato de fase do sistema (5.42) com o > 0.

agora é: de onde elas se aproximam? Notemos que em (5.46) ambos os termos da soma
sao da mesma ordem de magnitude se z2 = k*  assim h4 uma possibilidade de contra
balanceamento. De fato, pela mesma técnica que temos usado até agora, podemos analisar
na direcao inversa de x as trajetérias comecando perto da variedade instavel para zo < —k.
Todas estas trajetérias se aproximam da “sombra’da trajetéria—canard, o qual atinge a
variedade estavel em zy = k como ilustrado na figura 5.14.

Notemos que quando k cresce, o que faz o ponto singular tender para zero, cresce a
distancia sobre o qual as trajetérias movem ao longo da variedade instavel.

Finalmente consideramos o caso o < 0. A verificagdo dos detalhes deste caso serao

deixadas para o leitor. O retrato de fase para ¢ < 0 pode ser visto na figura 5.15.

5.5.2 O caso geral: analises

Recordamos algumas colocacoes do que estamos analisando. Temos introduzido que

?/:F@f)_m*'g 01
F'(z) = zg(x).

Vamos considerar um intervalo de x tal que g(x) > 0. As trajetérias do sistema (5.41)

obedecem a seguinte equacao
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y g
y=F(x) - £
Oy
> 2 > fe—
T\ - ——
X
-k k

Figura 5.15: Retrato de fase do sistema (5.42) com o < 0.

/
£ {—% (%) + 5¢1%] = —xgP — g + % (5.47)

Primeiro vamos dar formalmente a expansao assintética para as trajetérias—canard
e mencionaremos a expressao do valor especial @ = a.(e) na vizinhanca do qual elas
ocorrem. Na construcao formal removemos em cada passo do processo de expansao,
o termo do lado direito da equagao (5.48) que é diferente de zero na origem por uma
escolha adequada de «. Isto permite entao definir um termo correspondente da expansao
para a trajetoria—canard como uma fungao que é bem—definida pela origem. Este plano

funciona da seguinte maneira:

Tomamos
a  ¢'(0)
= 5.48
c A0 (548)
e, além disso, definimos a fungao 1 (x) por
g(x) 40
— =z (x).
P g )
Fica entao natural tomar
_i(x)

Retornando para a equacao das trajetérias (5.47), isso produzird a seguinte nova equagao
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d (o2 d P1 dea 1\ d [ b d (U
e{dz (g) +€Lix ((bzg) + 6¢>de] } = —xgPs — a1 + e <92> - E?% (g) (5.49)

e definimos uma funcao () por

d (i d (i B
i (g—) T <g—> = w{e)

o = P2(2)
#2(e) 9(x)

Isso ird produzir uma equagao mais complicada para ¢3(x), o qual ndo serd dada. As

e entao fica natural tomar

—+ €¢3(l’).

regras do plano parecem estar ficando claras agora. Em cada passo temos uma equagao

das trajetorias da estrutura
5Ln¢n = —xgqbn — Qp-1 + H(‘Ta 5)7

onde L, é um operador diferenciavel e H(z,e) é uma funcao explicita. Removemos do

lado direito da equacao acima o termo que é diferente de zero na origem pela escolha

a,_1=H(0,0)+eay,

e definimos
H(x,0) — H(0,0) = z¢, ()
@),
Gn(1) = 9(2) + €Pny1(2).

Esse exercicio pode ser prosseguido até quando quiser. O resultado é uma expansao

assintética formal, bem definida sobre qualquer intervalo de x tal que g(x) > 0.

Procedendo de maneira andloga ao da subsegao 5.5.1, podemos estabelecer uma férmula

implicita para as solugbes ¢1(x) da equacdo (5.47). Essa expressao é como segue

¢1(z) = ¢1(x, ¢1) + d2(, P1)
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onde
¢2(‘Ta ¢1) - gg((;jo)) ¢1(;p0)@é[Q(x)_Q($o)]
onde
Qz) = Q) +¢° {g(x)qsl(x) - /0 9’(5)(}51(3)&91
e

Observacao 1. Pode-se mostrar que a linearizacao

~

¢1<x> = ¢1(x70> + ¢2(I70)7

quando limitada, é uma aproximagcao vélida de ¢;(z).

Observacao 2. E também possivel mostrar que as trajetérias do sistema (5.41), ou seja,
as solugoes ¢1(z) da equagao (5.47), que sao limitadas, realmente seguem a trajetdria—
canard quando o parametro « estd na vizinhanca do valor especial «.. E possivel ainda

constatar que a expressao para . ¢ dada por

a.(e) =¢ + O(&?).

Além do mais se considerarmos perturbacoes do parametro o dadas por

k2

3
a=a.(e) +oc2e €
é possivel obter que as trajetérias pulam para fora da trajetéoria—canard em um ponto

x=2z:4+ O(e), onde z} < 0.

Os detalhes das provas das afirmagoes contidas na observacao acima podem ser en-

contradas em [6], paginas 481, 482 e 483.
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5.5.3 Patos sub—criticos

Nesta subsegao vamos considerar o caso em que
g'(0) > 0.

Neste caso, temos que a. > 0 e o ponto singular localizado em —a, ¢ ainda instavel.
Um exemplo deste caso ocorre para a equagao de van der Pol. Lembremos que para a

equacao de van der Pol temos que

logo
Fl(z) = 2° 4+ 22 = z(z + 2) = 29(2).

Assim, no caso de van der Pol, temos g(x) = x + 2 e, portanto, ¢'(z) = 1 para todo x.

Restringiremos nossas anélises para o caso
g'(x) >0 para x> —L.

Comegamos primeiro estudando o pulo para fora das trajetorias governadas pelo termo
¢o(z,0), isto é,
GbQ(I', 0) — g($) ¢1 (xo)eé[(g(m)—@(xo)]

9(350)

Uma trajetéria que atinge a variedade estavel em um ponto x = x5 > 0 deixard a tra-

jetéria—canard em um ponto x = z; < 0 tal que
Q7)) = Q(xo).
Considere

Q(z) — Q(z) = / 2g%(2)dz (5.50)

e tomamos T tal que

Podemos reescrever a equagao (5.50) da seguinte forma

Q(z) — Q(wo) = / 2g%(z)dz = — / N g(2)F'(2)dz =
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Figura 5.16: Chegada e afastamento da trajetéria—canard.

— —loa) F(ro) — 9@ F @] + [ g ()P () -

— F(zo)lg(xo) - 9(2)] + / " () (2)dz = / " (DIF(2) - Fla)dz.
Como F(z) — F(z) < 0 para z € (T, () teremos que

~

Q(z) — Q(wy) <0 para ¢'(z) > 0.
Dessa forma, as trajetérias seguem de forma espiral para fora como ilustrado na figura
5.16.

Nao ¢ dificil agora esbocar o quadro total do fluxo. Temos que

k‘2

a=a.(e) + oete €.

Para o > 0 temos o fluxo esbocado na figura 5.17.
O ponto z; ¢ definido por

~

Q(.CUJ) - k’2 =0.

Consideramos 7; tal que

A ~

Q(z;) — Q(z;) = 0.
Todas as trajetérias que atingem a variedade estdvel em um ponto xy, > z; saltam para

fora da trajetéria—canard em um ponto x = x;. As trajetérias que atingem a variedade
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Figura 5.17: Um pato sub—critico e algumas trajetérias tipicas.

estavel para z < Z; permanecem por um tempo como esquematizado na figura 5.16, até o
momento em que elas atingem a variedade estavel em algum zy > Z;. Quando k cresce a
cabeca do pato diminui. Para um valor de k tal que x; + [ = o(1) nossas anélises deixam
de ser validas, pois entdo teremos que ¢’ = o(1). Além disso, continuando a crescer o
valor de k, produzira um pato com uma cabeca praticamente inexistente e trajetorias um
tanto complicadas perto de x = —[, o qual nao temos tentado analisar.

Quando o < 0 e portanto a < a.(¢) a situagao é ainda clara e o fluxo ¢ esbogado na

figura 5.18.
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Figura 5.18: Um pato sub—critico sem cabeca e algumas trajetérias tipicas.
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