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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre familias de polindmios ortogonais geradas
por medidas perturbadas por polindmios de graus um e dois e, também, pela funcao
delta de Dirac. Um destaque especial foi dado ao estudo do comportamento dos zeros
desses polindémios. Para finalizar apresentamos exemplos envolvendo as medidas classicas
relacionadas com os polinémios de Jacobi e Laguerre.

Palavras-chave: Polindmios ortogonais, Zeros, Medidas.



Abstract

This work presents a study of families of orthogonal polynomials generated by measures
perturbed by polynomials of degree one and two, and also by the Dirac delta functional. A
special emphasis was given to the study of the behavior of the zeros of these polynomials.
We also furnish examples involving the classic Jacobi and Laguerre measures.

Keywords: Orthogonal polynomials, Zeros, Measures.
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CAPITULO

I

Introducao

Apresentamos neste trabalho o estudo desenvolvido na dissertacao intitulada por “Ze-
ros de polindmios ortogonais gerados por uma medida perturbada”. Os polindmios or-
togonais estao associados & uma medida d¢(z), onde, ¢ : IR — IR é uma fungao nao
decrescente, com infinitos pontos de aumento em (a,b), —o0o < a < b < oo tal que os

momentos

b
,un:/ x"do(x), n=0,1,..

existem e sao finitos. Entao d¢(r) é chamada distribui¢ao ou medida positiva em (a, b).
Quando ¢ é absolutamente continua dizemos que d¢(z) = w(x)d(x), w(z) é chamada
funcao peso. A partir desta medida, estudaremos as seguintes variacoes obtidas por
perturbagoes através de polinomios de grau um, dois e também a conhecida perturbacao

de Uvarov, que serao denotadas respectivamente por

dpy = (x — c)do(x), dpy = (v —c)?dp(x) e doy = do(x) + No(x —c), c & (a,b).

Os polinémios ortogonais vém sendo amplamente estudados devido a intmeras apli-
cacoes nos campos da Matemaética, Fisica e Engenharias. A primeira contribuicao que
revelou a importancia de estudar a teoria de polindémios ortogonais foi um resultado de

Gauss em 1812, que afirma que a tnica férmula de quadratura da forma

/ f@yw(n)d) ~ Y Agf(re),
a k=1

que ¢ exata para polindmios de grau 2n — 1, tem como nés x5,k = 1,--- ,n, zeros do
polinémio ortogonal em (a,b), com relagdo a fungao peso w(x). Por isso ha um grande

interesse na localizacao e comportamento dos zeros desses polinémios.



10

Neste trabalho definiremos inicialmente conceitos e propriedades bésicas de Polinémios
Ortogonais e um tipo especial de polinémio chamado Polinémio Ntucleo. Apresentaremos
também algumas propriedades fundamentais sobre os zeros destes polinomios. No Capi-
tulo 3 estudaremos os polinémios ortogonais classicos, Jacobi, Laguerre e Hermite, os
quais possuem caracterizagoes especificas e interessantes.

No quarto capitulo apresentaremos alguns resultados técnicos que utilizaremos no de-
senvolvimento da dissertagao. Inicialmente demonstraremos um resultado de Obrechkoff
[11] sobre o entrelagamento de zeros de uma combinagao linear de dois polinémios. Feito
isso, forneceremos duas extensoes, a primeira dada por Bracciali, Dimitrov e Ranga [2],
tratando sobre a monotonicidade desses zeros, e a segunda dada por Dimitrov, Mello e
Rafaeli [5], que mostra o comportamento assintético dos zeros dessa combinagao.

No Capitulo 5 estudaremos os polinémios ortogonais que surgem quando perturbamos
uma medida através da multiplicacdo por uma fun¢ao polinomial ou adicionando o fun-
cional delta de Dirac, conhecidos como Polinémios de Christoffel e Perturbacao de Uvarov,
respectivamente. Neste mesmo capitulo analisaremos o comportamento dos zeros dessas
novas familias de polinémios ortogonais com relacao a medida perturbada e obteremos
resultados sobre a monotonicidade e assintoticidade desses zeros.

Por fim aplicaremos a perturbacao de Uvarov a medida cléssica de Jacobi e Laguerre,

com o intuito de exemplificar os resultados obtidos no capitulo anterior.



CAPITULO

2

Polinbmios Ortogonais

Neste capitulo apresentaremos as definicoes e propriedades basicas dos polinémios
ortogonais, importantes para o desenvolvimento deste trabalho, baseadas principalmente
em Chihara [3] e Szegd [14].

2.1 Propriedades basicas

As funcoes definidas por expressoes polinomiais sao chamadas fungoes polinomiais.

Entao, toda funcao determinada por
p(r) = apa™ + An1 2"+ agr? + apxt + ag

e definida para todo x real é chamada fun¢ao polinomial de grau n, em que n € IN e
a, # 0. Polindbmio é o nome dado a expressao que define a fun¢ao polinomial.

Denotaremos por II,, o espago vetorial dos polinémios de grau no méximo n,
I, = {p(x) = ap + a1z + agz®* + ... + a,2";0; €R,i=0,1,2,...,n},

e por II o espago vetorial de todos os polinémios, ou seja,

k=0

Consideremos o produto interno dado por

umz/fummmm, (2.1)

11
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onde f,g € Ca,b], sendo C [a, b] o conjunto das fungdes continuas em [a, b], e ¢(z) ¢ uma
funcao real, nao-decrescente, nao-constante, limitada e com infinitos pontos de aumento

em (a, b), finito ou nao.

Defini¢ao 2.1 O suporte de uma fungao nao-decrescente ¢(x) € o conjunto dos seus

pontos de aumento, ou seja,

supp(¢) = {z; ¢(x +7) — d(z —7) > 0;Vy > 0},

Definicao 2.2 Sejam (a,b) um intervalo real, —oo < a < b < 0o e ¢(x) uma fungio real
limitada, nao decrescente e com infinitos pontos de aumento em (a,b). Se os momentos

definidos por .
ne= [ o) (2:2)

existem para r = 0,1,2,..., entao dp(x) é chamada distribuicao (medida positiva) em

(a,b).

Quando d¢(z) = w(z)dz, onde w () é uma fungdo continua, ndo negativa, mas nao
identicamente nula em (a, b), chamamos w (x) de fungao peso.

Dessa forma temos a seguinte definicao para uma sequéncia de polinémios ortogonais:

Definicao 2.3 (Sequéncia de Polindémios Ortogonais) Dizemos que a sequéncia de
polinomios denotada por {P,(x)}>, é uma sequéncia de polindmios ortogonais com re-

lagao a medida do (x) positiva no intervalo (a,b) se

(1) P.(x) € de grau exatamente n, com n > 0.

(it) (Pn, Pn) :/ P, (2) Py (2) do () = { 0, n#m, (2.3)

pn >0, n=m.

No caso em que p,, = 1, a sequéncia é chamada de sequéncia de polinémios ortonormais

e ¢ denotada por {Q, ()}, ou seja,

b
@m%ﬁz/QM@@M@®@F=m%,

onde o simbolo 9,,, denota o delta de Kronecker, e é definido da seguinte maneira:

6mn_
1, sem=n.

{ 0, sem #mn;

Inicialmente, podemos construir uma sequéncia de polindmios ortogonais com relagao

ao produto interno (2.1), através do método de Gram Schmidt. Para isso, tomemos a
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base canonica para os polindomios, ou seja, by(z) = 2%, k = 0,1,2, ..., e calculemos Py(x),

k=0,1,2,..., da seguinte forma:

e, para k =1,2,3,...,
Pyu(z) = 2% + o Po(x) + a1 Po(z) + ...+ app1 Pea(2),
onde

(", P.)
(P, P,)

Qi = — i=0,1,... . k—1.

Podemos tomar outras bases {by(z)} desde que cada polindémio by(x), k =0,1,2,...,
seja de grau exatamente k.
Notagao: A fim de esclarecer como iremos nos referir aos polindémios e seus coefi-

cientes, denotaremos os coeficientes dos polinémios P, (x) por a,x, k = 0,1,...,n. Logo,

n

P.(x) = Z anvkxk, Ay 7 0.

k=0
Destaquemos algumas propriedades dos polindmios ortogonais.
Teorema 2.1 (Indepéndencia linear) Seja {P, ()}, uma sequéncia de polindémios

ortogonais. Toda subsequéncia finita Py(z), Py(z), ..., Pn(x) de polinomios € linear-

mente independente.
Demonstragao: Seja Z;'n:() a;jPj(x) = 0, onde a; € R,j = 0,1,...,m. Fazendo o
produto interno por Py(z), 0 < k < m, obtemos

m

> a; (Pi(x), Pi(x)) = 0. (2.4)

=0

Usando a definigao (2.3), pois por hipotese {P,(x)}:2, ¢ uma sequéncia de polindmios

ortogonais, temos

O:ZTZOCL]‘<P]',P]€> = aO(PO,Pk)—l—+ak<Pk,Pk>++am(Pm,Pk>

= ag (Pr, Pr) .
Como (P, Py) > 0, entao a tnica possibilidade é a;, =0, k =0,1,...,m.
Portanto, o conjunto {Py(x), Pi(x),..., Pn(z)} é linearmente independente. [

Teorema 2.2 (Base do espago I1,,) Seja R,(x) um polinémio de grau menor ou igual

an e{P,(x)}2, uma sequéncia de polindmios ortogonais. Entao R, (x) pode ser unica-
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mente representado por
R,(z) = aoPy(x) + a1 Py () + ... + a,Py(x),

com coeficientes ag, ay, . .., a, reais.

Demonstragao: Sabemos que para um dado conjunto ser base de um espaco, precisa

satisfazer duas condigoes:

(i) Ser linearmente independente;
(ii) Gerar o espago.

Como, pelo Teorema 2.1 Py(z), Pi(z),..., P,(x) sdo n + 1 elementos linearmente inde-
pendentes de II,,, e o espago vetorial dos polinémios de grau no maximo n tem dimensao
n+1, entao Py(z), Pi(x),..., P,(x) formam uma base para II,,. Dessa forma, R, (x) pode

ser unicamente representado como uma combinagao linear de Py(z), Pi(x),. .., P,(z).
|

Teorema 2.3 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) {P.(x)}:, é uma sequéncia de polindmios ortogonais com relagio a medida do(z)

em (a,b);

(b) (P,,7) =0, para todo polinomio m(z) de grau menor do que n e (P,,7) # 0 para

todo polinémio w(z) de grau exatamente n;

(c) (2™, P,) =0, para todo mondémio de grau menor do que n e (x", P,) # 0, para todo

mondmio de grau exatamente n.

Demonstragao: Para demonstrar estas equivaléncias consideraremos m e n graus dos
polinémios, analisemos dois casos (i) m < n (para o caso m > n segue 0 mesmo raciocinio)
e (ii) m = n.

(a) = (b) Como {P,(z)}5>, ¢ uma sequéncia de polindmios ortogonais, pelo
Teorema 2.2, Py(x), Pi(x),...,P,—1(z) formam uma base para II,,_;. Além disso, por

definicao temos

0, se n # m;

(P, Py — / Pn(x)Pm(:L’)d<b(x):{

pn 70, sen=m.

n—1
(¢) Assim, para 7(z) € II,,_; escrevemos 7(z) = ZakPk(:U). Logo
k=0

n—1

n—1
(a
<Pn,7T> = <Pn, E CLkPk> == E ag <Pn,Pk> = 0.
k=0

k=0 _0 kn

~
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(#4) Suponhamos agora m(z) polinémio de grau exatamente n, entdo podemos escrever
m(r) = Zzzo arPy(x), onde a,, # 0. Assim,

<Pn,7T>:<Pn,Z(lkPk>: ak<Pn7Pk>:anpn7é0'
k

k=0 =0 %0,k=n
(0) = (c)
(1) Temos por hipotese que (P,, ) = 0 para todo polinémio 7(x) de grau menor que
n. Assim, (™, P,) =0, se m < n.

(i) Para m = n, temos n(z) = 2™ € II,,, logo ™ = >~} _, ax Py, a, # 0,

- b
<$napn>zzak<PnaPk> (:)an<Pn7Pn>7éO
o ——

=0,k<n

(€) = (a)

i) Consideremos m < n. Seja P,,(z) = > 7 @m s, @mm # 0, entao
( ) k—o b )

—
~

P..P) = ani{z* P)=0.
< > ZO ,k< 0,k >
=0,k<n

m
c
k=

(17) Seja m = n, entao

n

<Pn7 Pn> = Z Qn k <Ik7 Pn> (:C) Qpn <xn’ Pn> 7£ 0.
k=0 N—— -

Teorema 2.4 Quaisquer duas sequéncias de polindmios ortogonais com mesma fun¢ao
peso diferem apenas de uma constante multiplicativa. Em outras palavras, se {Q;(x)}32,
e {Pj(7)}32, sdo duas sequéncias de polindmios ortogonais em [a,b] com relagio a medida
do(x), entao

Qn(x) = cpnPu(z), n=0,1,2,....

Demonstragao: Escrevemos Q,(z) € {Q;(2)}52, como Q,(x) = >/ cknPr(), pois
{Py(x), Pi(x), ..., P,(x)} formam uma base para o espago dos polinémios de grau menor

ou igual que n. Assim, pela ortogonalidade de ambas as sequéncias, temos

0= <Qm’ Qn> = Cm,n <Qm, Pm> , m<n.

Logo ¢y = 0 para m < n, pois (Qm, Pn) # 0. Portanto Q,(x) = ¢, ,,Pu(x). O valor de

Cnn € dado através da relagao

<Qn7 Qn> = Cnn <Qn7 Pn> .
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De fato, <Qn7 Qn>

Cnn :
<Qn7 P, n> |

Uma importante caracteristica dos polindmios ortogonais ¢ a relagao que mostraremos

no teorema a seguir, onde trés polindmios consecutivos estao conectados através de uma

relacao conhecida por “relacao de recorréncia de trés termos”.

Teorema 2.5 (Relagao de recorréncia de trés termos) Toda sequéncia de polinémios

ortogonais {P,(x)}>2, satisfaz uma rela¢io de recorréncia de trés termos da sequinte

forma
Pn+1($) = (7n+1$ - 5n+1) Pn(iU) - Oén+1pn—1($)7 n >0, (2-5)
onde as condigoes iniciais P_1(x) = 0 e Py(x) = 1 com aui1, Bnst,nr1 € R, n =
0,1,2,... e
Ap+1,n+1 <xPn7 Pn> Yn+1 <Pn; Pn>
n+l — : 0, n+1 — "In ) n+l — 0.
= P B = e e S TR L R

Demonstragao: Como zP,(z) € 11,41, pelo Teorema 2.2 podemos escrever z P, () como

combinagao linear de Py(z), Py(x), ..., Poyi(x), onde P, (z) = >} _, axPr(x), ou seja,

Por um lado, fazendo o produto interno de xP,, com Pj(x), onde j = 0,1,...,n+ 1,
obtemos
(xPn, Pj) = bj (P}, Pj) . (2.7)
Por outro lado,
b
(xP,, Pj) = / P, (z)Pj(x)d¢ (x) = (P, xzP;) =0, j=0,1,...,n—2. (2.8)

De (2.7) e (2.8), obtemos

2P, (x) = by 1Py 1(x) + b, Po(x) + by Puya ().

Assim,
1 bn— bTL
Po(w) = ——aPy(z) — "= Py (x) — .= Pa(2),
bn+1 bn+1 anrl
ou seja,
Poi1(2) = (V1% — Bpg1) Pu(®) — a1 Poo1 (),
com
1 ﬁ bn bn—l
n = 5 n = e an = —.
et bn+1 i bn+1 i bn+1
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Igualando o termo de maior grau em (2.6), obtemos a,, , = b,11an+1,041 € isto implica que

Qpon
bn+1 - .
CLn—&-l,n—&—l

Dessa forma,

an—l—l,n—i—l
Y1 = ———— #0.
n,n

Calculando o produto interno (P, 11(z), P,(z)) em (2.5) encontramos

rPy, P,
Bn1 = ’Yn+1ﬁ-

Do mesmo modo obtemos
_ Intl <Pn> Pn>

(07 = .
+1 Tn <Pn—17Pn—1>

Para construirmos uma sequéncia de polindmios ortogonais monicos, {p,(z)}>,, com

relagdo a d¢(z), na qual o coeficiente do termo de maior grau ¢ igual a 1, basta dividirmos

cada polinomio P, (z) pelo correspondente coeficiente do termo de maior grau, ou seja,

Ba()

QAn.n

o) = , n>1.

Segue disso a relacao de recorréncia de trés termos para os polinémios ortogonais

monicos
pn—o—l(x) - (I’ - 6n+1)pn(x) - 04n+1pn—1($), n Z 0 (29>
onde
AP, Pn) _ {xpn,pn)
Opr1 = 7, n+l — ~, _ \ >
<pn—17pn—1> <pn7pn>

com as codigoes iniciais sendo py(z) =1 e p_1(z) = 0.

Podemos construir também uma sequéncia de polinémios ortonormais {@Q,(x)}>2, a
partir dos polindmios ortogonais P, (), dividindo cada P, (z) por sua norma, que é dada
por ||P.|| = v/{(Pn, P,), n > 1. Assim,

Py ()

Qn(z) = m, n>1.

2.2 Existéncia de uma sequéncia de polinémios ortogo-
nais

Afim de discutirmos sobre a existéncia de uma sequéncia de polinémios ortogonais

apresentaremos a seguinte defini¢ao:
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Defini¢ao 2.4 (Determinantes de Hankel) O determinante definido por

Mo M1 ..o Hn
M1 M2 oo fngd

A, = det(pig)iimo = | - S ., n>0, (2.10)
Hn My .- H2n

€ chamado determinante de Hankel de ordem n + 1, onde

b
= / x"do(x), r=10,1,2,...,2n,
s@o os momentos, associados a medida do(x).

Teorema 2.6 Seja {P,}5°, uma sequéncia de polindmios ortogonais com rela¢ao a me-

dida d¢ (x). Se os momentos p,., r = 0,1,...,2n, existem, entdo
A, #0,
ou seja, o determinante de Hankel (2.10) é diferente de zero.

Demonstragao: Tomemos o sistema linear homogéneo

,UO@n,O + Hlan,l + o+ ,unan,n
H1Gnp 0 + H20p 1 + ... + Hn+1Qnn =
HnQn. 0 + Hn+1Qn 1 + ...+ Honln.n = 0

que na forma matricial é escrito como

Ho M1 R Hn Q0 0

L R 1 R S | ang | | 0

Mn  Hpt1 - Hon Qn.n 0
A,

Observe que o determinante da matriz dos coeficientes é A,,. Mostremos que a tnica
solucao do sistema linear acima ¢é a,9 = a1 = ... = a,, = 0. Dessa forma teremos

A, £ 0.
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Substituindo os momentos no sistema linear pela sua defini¢gao, obtemos

( b b
amo/ de(x) + ...+ an,n/ 2"dg(x) = 0

b b
Gn,o/ zdp(z) + ... + anvn/ 2" Pdo(z) = 0

b b
amo/ do(x) + ... + an,n/ rde(r) = 0
\ a a

Multiplicando, respectivamente, por a, o, @y 1, - - ., Gy n as equagoes do sistema e somando-

as, temos

b b b
ai,o/ do(x) + ai,l/ v do(z) + . .. +a,2m/ ¥ dp(x)
b b
+20,00n 1 / xdp(x) + ...+ 2an,gan7n/ z"do(x)

b
+2an,1an,n/ 2" dg(x) +... =0,
ou seja,
b
/ (a/n,(] + an71x + ...+ an7nxn)2d(b(aj‘) — O

n

Se Q(x) = Z an x 7", entdo temos

k=0

b
/ [Q(2))*dd(z) = (Q(z), Q(x)) = 0 <= Q(z) =0,

para todo x € IR, isto &, ano0 = ap1 = ... = ap, = 0. .

Estamos, agora, em condi¢oes de demonstrar a existéncia de uma sequéncia de polindmios

ortogonais.

Teorema 2.7 Os determinantes de Hankel A,, sao diferentes de zero paran =0,1,2,. ..
se, e somente se, existe uma unica sequéncia de polinémios ortogonais no intervalo (a,b)

relativamente a medida do (z).

Demonstracgao: Antes de comercarmos a argumentar sobre a demonstracao faremos al-

n
gumas consideragoes que facilitardo o desenvolvimento da mesma. Seja P,(x) = E amk:ﬂk,
k=0

ann # 0. Se P,(x) pertence a alguma sequéncia de polindémios ortogonais, sabemos que

(2 P} — (3, sem < n,
pn 70, sem=n.
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Observe que

b
(2™, P,y = / (U@ 4 Ay 12" Q1T G p)dd(T)
a X ,
= an’n/ xm+"dgz§(:(:) + U1 / xm+n—1d¢(x) 4.

b b
+an71/ xm+1dgb(x)+an70/ 2" do(z)

= ApnMm+n + Qpn—1Hm+n—1 + ...+ Ay, 1 Hm41 + Qp 0 m-

Logo, fazendo m = 0,1, ..., n, obtemos, respectivamente,
Qp nfn + ...+ Qp,1 M1 + Qp oMo = 07
Unpfnyr + oo+ apapr + apopr = 0,
Qp nfhon + ...+ Qp,1 n+1 + Qpon = ﬁn 7A 0.

Este ultimo sistema linear pode ser representado na forma matricial

Ho M1 . An,0
H1 M2 .. Hpgl Qn, 1 _
Hn  Hpy1 - Hon Apn ﬁn 7é 0

(=) Supondo que os determinantes de Hankel sao diferentes de zero, a solugao do

sistema acima é Unica, e assim, existe uma tnica sequéncia de polinémios ortogonais onde

<xm, Pn> = OmnPn-

(<) Reciprocamente, supondo que existe uma unica sequéncia de polindmios orto-

gonais, entao existem Unicos a, o, @n 1, - ., 0np, COM @y, 7 0, que satisfazem o sistema

linear acima. Portanto, os determinantes de Hankel de ordem n+ 1, n > 0, sao diferentes

de zero. -
2.3 Polinémios niicleo
Os polindémios ntcleo sao definidos por
& pr(z)pr(y)
Kn(zv y) = Z 2
k=0 HpkH
onde p, k = 0,...,n, sao polindbmios ortogonais monicos com relacao a medida d¢ no

intervalo (a,b).
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Eles também podem ser dados pela importante identidade de Christoffel-Darboux,

COIMNO Vveremos a seguir.

Teorema 2.8 (Identidade de Christoffel-Darboux) Seja {p,(z)}>°, uma sequéncia

de polindmios ortogonais na forma monica. Entao,

K (.y) — z": Pe(@)pe(®)  _ Pont(@)Pa(y) = pu(@)Pnsa(y) (2.11)
e Cian. . Qg (s ... an1)(z —y)
onde a1 = M e ainda Qg . .. Qg = ||pk||2
<Pk—1,pk—1>

Demonstragao: Pela relagao (2.9) temos, para m > 0, as seguintes identidades:

P (@)pm(y) = Pt (2)Pm(Y) + B 1Pm ()P ()
+ 0 1Pm—1(2)Pm (Y),

Y (Y)pm () = Pm1(Y)Pm () + Bt 1D (Y)pm ()
+0m1Pm—1(Y)Pm ().

Subtraindo a segunda equacao da primeira, obtemos

(@ = YPm(@)Pm(y) = Pm1(2)Pm(Y) = P (Y) P ()
— Q1 [P (2) D1 (Y) — P (Y) Prm—1(2)].

Agora, se denotarmos o lado direito de (2.11) por F,,(x,y) e dividirmos a ultima equagao
por (aqas ... m11)(z — y), obtemos

P (2)pm (7)

= F(z,y) — Foa(z,y), m>0.
102 ... Oyt

Por fim, somando-se a tltima expressao com m variando de 0 até n (e observando que

F_i(z,y) = 0), obtemos o resultado desejado. "
Fazendo y — z em (2.11), obtemos a forma confluente desta identidade,
~ [pe(@))” / :
Kaa,2) = 3 5T = (o) (a (@) s () ()] > 0 ¥r € B (212
k=0 IFk

2.4 Zeros de polindmios ortogonais

Um zero de um polindémio P(z) é um nimero real £ tal que P(§) = 0. Os zeros dos

polinémios ortogonais possuem algumas particularidades que trataremos nesta secao.

Teorema 2.9 Seja {P,(x)}>2, uma sequéncia de polindmios ortogonais associados a me-
dida do(x) no intervalo (a,b). Entdo todos os zeros de P,(x) sdo reais, distintos e estdo

em (a,b).



22

Demonstracao: Suponha que existam k zeros z,1,..., z,x de P,(x) fora do intervalo
(a,b), inclusive os zeros complexos. Como todo polinémio de grau n tem n zeros em C,
podemos escrever P, (z) = (x —xp1)(x —Tpa) ... (T—Tp,) COM Ty 1, ..., Ty SCUS 1 ZETOS.
Logo,P,(z)/(x — zp1)(x — 2n2) - .. (* — 2px) € um polinémio de grau n — k com todos os
zeros em (a, b).

Se k > 0, entao pela ortogonalidade

b Pn(x)
/a S C e T p e

Mas, como P2(z)/(z — 2p1)(x — 2n2) - .. (x — 2,4) ndo muda de sinal em (a,b), essa

do(x) = 0.

integral nao poderéa se anular. Logo k = 0, o que significa que todos os zeros de P, (x)
estao em (a, b) e portanto sao reais.
Se 2, % ¢ um zero de P,(z) de multiplicidade maior que 1, entao BP,(z)/(x — z,4)? é

um polinémio de grau n — 2 e pela ortogonalidade,

/ Pn(x)%ckb (z) = 0. (2.13)

T — Znk)

Por outro lado, notemos que

/b%dmxpo

T — Znk)
pois o polinémio P2(z)/(x — z,x)?, ¢ nao negativo em (a, b), entdo, essa integral nao pode

se anular. Logo todos os zeros de (a,b) sao simples. [

Teorema 2.10 Seja {P,(x)}5°, uma sequéncia de polindmios ortogonais com x,; <
Tpa < ... < Tpp 05 zeros de Po(r) € Tpi1n < Tpy12 < oo < Tpgin < Tpgint1 OS 2€T0S

de P,i1(x) com n > 1, arranjados em ordem crescente. Entao,
Tl < Tpl < Tpa12 < Tp2 < oo < Tpiipn < Ton < Tntlntl (214)
Em outras palavras, os zeros de P,(x) se entrelacam com os zeros de P, 1(x).

Demonstragao: Aplicando os zeros de P, 1(z) na forma confluente da Identidade de

Christoffel-Darboux temos

Pl (1) Po(Tpgrp) >0, E=1,...,n+1. (2.15)
Como os zeros de P, 1(z) sdo reais e distintos, entao, pelo Teorema de Rolle, a derivada
de P,i1(z) tem um zero em cada intervalo (x,11x, Tni14-1)s kK = 2,...,n + 1. Dai
P (xni1k) € Py (Tni1k—1) tem sinais opostos.
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Como (2.15) é positiva entao P, (zp41%) € Po(2n11,—1) também devem ter sinais opos-
tos, pois tem o mesmo sinal de P (x) nesses pontos. Entdo, pelo Teorema do Valor

Médio, P,(z) tem um zero em cada intervalo (2,41 %-1,Tni1 %), K =2,...,n+ L. ]



CAPITULO

3

Polinbmios Ortogonais Classicos

Existem algumas formas para caracterizar um polinémio ortogonal em classico. Os
polinémios classicos que sao de varidveis continuas, sao habitualmente chamados de
polinomios de Jacobi, Hermite e de Laguerre. Informagoes sobre esses polindémios po-
dem ser encontradas em Chihara [3| e Szegd [14]. Ja os polinomios de variaveis discretas
sao chamados de polinomios de Bessel (este caso nao sera abordado) mas, os livros Chi-
hara [3| e Ismail [8] sdo referéncias sobre esse assunto. Neste trabalho, abrangeremos
duas formas, de caracterizar um polinémio em classico uma na qual a funcao peso deve
satisfazer uma equacao diferencial e outra conhecida como féormula de Rodrigues. Ori-
ginalmente, a formula de Rodrigues foi estabelecida pelo matematico Olinde Rodrigues

para os Polindmios de Legendre e generalizada depois para os outros polindémios.

Defini¢ao 3.1 Os polindémios ortogonais com relagdo ao produto interno (2.1) no inter-
valo (a,b), sao chamados polinémios ortogonais cldssicos, se a fun¢ao peso correspondente

w(x) satisfaz a sequinte equagao diferencial

L M @u(a)] = Nayuw() (3.)
onde
1—2% se (a,b) =(—1,1)
M(z) = x, se (a,b) = (0, 00)
1, se (a,b) = (—o0, +00)

e N(x) € um polinémio de grau 1.

A defini¢ao abaixo apresenta a formula de Rodrigues, um resultado fundamental, que

associa a cada familia de polinémios ortogonais classicos, uma férmula.

24
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Definicao 3.2 Uma sequéncia de polindmios ortogonais € caracterizada como cldssica se
admite a sequinte representa¢ao
k, d"

P,(x) = w(z) do [o"(zx)w(x)], n=0,1,..., (3.2)

dita formula de Rodrigués, sendo o(x) um polindémio de grau menor ou igual a 2, k, uma

constante e w(z) € a fun¢do peso.

A fungao peso que satisfaz (3.1) caracteriza os polindmios ortogonais de variaveis con-
tinuas em classicos que sao os polindomios de Jacobi (incluindo os casos especiais chama-
dos Legendre, Chebyshev e Gegenbauer), Laguerre e Hermite. Estes polindmios possuem
iniimeras propriedades, mas apresentaremos nesta secao as mais importantes delas que

podem ser encontradas em [3], [8] e [14].

3.1 Polinbmios de Jacobi

Os polinémios de Jacobi denotados por P em que « e ( sao parametros que sao
restritos a @« > —1 e § > —1. No entanto, muitas identidades e outras propriedades
formais destes polindmios sao validas sob menos condigoes restritivas. Estes polindmios

sao ortogonais no intervalo (—1,1) com relagao a fungao peso
w(r)=(1-2)*(1+2)° a>-1, > -1,
onde w(z) satisfaz a equagao diferencial (3.1), com
M(z)=1—2* ¢ N@)=F—a—z(a+3+2).

Estes polinomios podem ser definidos pela formula de Rodrigues que é dada por

(=D)"I'(n+a+0)
I'(2n+a+f)

g d"
dzm

PO(x) = (1—z)"*(1+ =) (1= @)™ (1 + )",

onde k, = (=1)"T'(n+a+ B3)/T2n+a+F) e c™(x) = (1 —x)*(1 + z)".

Eles também podem ser dados pela forma explicita

péa’m(x):(z”“‘”)_ i(“a)(””)(w—l)%ﬂ)"m, (3.3)

n n—m m
m=0

a\ ['(a+1)
b )] TO+DI(a—b+1)
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Os polinémios de Jacobi podem, ainda, ser obtidos através da relacao de recorréncia

de trés termos onde

n— Y

PiP(@) = (vile = B00) PO (@) = ol PP (@), nz 1

onde
@p _ (a+B+2n+1)(a+ [ +2n+2)
Tl = 2(n+1)(a+B+n+1)
L@d dn(n+ a)(n+ B)(n+ a + B)
e Qnta+B-D2n+a+B8)22n+a+B+1)]
ﬁ(aﬁ) _ ﬁ2_0‘2
i 2n+a+B+2)2n+a+ )

P @) =1e P97 (x) = 0.

Segue dai que os trés primeiros polindémios de Jacobi sao:

B a) = 1

Pl(a,ﬁ)(x) — %[(a+ﬁ+2)x+a—ﬂ]§

P2(aﬂ)<x) _ %[<a+ﬁ)2+7(a+ﬁ)—|—12]$2—‘r2(a—5)(01+ﬁ+3)17
+(a—p)" —(a+5) 4.

Os polindmios de Jacobi sao ortogonais no intervalo [—1, 1] com relagao a fungao peso
w(z) = (1—2)*(1+2)", ou seja,

1
(PP PE0) = [ PP @)1= ) (1 + 2 ds
—1

0, sem#n (3.4)
= 20D (p + a+ DI (n+ B+ 1)
Cnt+a+pf+1nl(n+a+5+1)

#0, sem=n.

O coeficiente do termo de maior grau do polinémio de Jacobi a,,, é dado por

I T'(a+B+2n+1)
Anp = :
T2 T(a+B+n+1)

Estes polinomios satisfazem a seguinte relagao diferencial

[PE@) = 3 (4 act 4 1) P (@), (3.6)
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Essa relagao diferencial para os polinémios de Jacobi ménicos reduz-se a
[P @)] = nP (@), (37)

Os casos especiais dos polindmios de Jacobi sao:

i) os polinémios de Legendre, P,, com o = 3 = 0;

1
ii) os polindmios de Chebyshev de primeira espécie, T,,, com o = 3 = —5;
. L. 1
iii) os polinémios de Chebyshev de segunda espécie, U,,, com o = (§ = 3

iv) os polindomios de Gegenbauer também conhecidos como polinémios Ultrasféricos,

1
Gg‘),comazﬁz)\—a

3.2 Polindmios de Laguerre

2

Os polinémios de Laguerre sao denotados por L, ', com o > —1. Esses polinémios

sao ortogonais no intervalo (0, 00) com relagao a fungao peso

w(r) =x%"" «a>-—1,

onde w(z) satisfaz a equagao diferencial (3.1), com
M(z)=2 e N(x)=a+1—ux.

Eles podem ser definidos pela formula de Rodrigues que é dada por

dn
L(a) (LU) _ (_1)nx7a€x% [xn#»aefm]

com k, = (—1)" e 0"(z) = 2™, e podem ser dados de forma explicita por

m! n—m

L (@) = (—1ym Y EY” ( nra ) . (3.8)

m=0

A relacao de ortogonalidade desses polindmios é a seguinte

0, se n # m;

(3.9)
nI'(a+n+1), sem=n.

oo
L15) = [ L)Ly (a)ate e = {
0
Estes polinomios também podem ser obtidos através da relacao de recorréncia de trés

termos
nL@(@) = (z - 2n+ a +1) L&, (z) — (n+a — 1) LY, (), (3.10)
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onden >1, L (z)=1e L' (z) = 0.

Dessa forma temos que os quatro primeiros polinomios de Laguerre sao
Ly(z) = 1
Lf(x) = z—a—1;

1
L§(x) = x—+(—oc—2)x+—(oc2+3oz+2);

1 25 s 11
Ls(z) = +§(a+3)x2+<—a———a—3>+a—+a2+€a+1.

6

O coeficiente do termo de maior grau a,,, = (—1)" /n!. Logo os polinomios de Laguerre

como definidos acima satisfazem a seguinte relacao diferencial

(L) (@)] = —LEH (2). (3.11)

n

Quando os polindmios de Laguerre sao monicos, a relacao diferencial seguinte é veri-

ficada

(L9 (2)]" = nL" V(). (3.12)

3.3 Polindbmios de Hermite

Os polinémios de Hermite denotados por H, sdo ortogonais no intervalo (—oo,c0)

com relagao a funcao peso

onde w(z) satisfaz a equagao diferencial (3.1), com
M(z)=1 e N(z)=—2z.

Eles podem ser definidos pela féormula de Rodrigues, que é dada por

o d

Ha(w) = (—1)"e" e

com k, = (—=1)" e 0™(x) = e e quando estao na forma monica sao dados de forma

explicita por
[n/2] (_1)mn!xn—2m

Halw) = Z 4mml(n — 2m)!’ (3.13)

m=0

onde [n/2] denota o maior inteiro menor ou igual a n/2.
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A relacao de ortogonalidade desses polindmios é a seguinte:

+oo
(Hy,, Hy,) = H,(2)H,,(z)e ™ dz = {

—00

0, se m # n;

1
m2n!2",  sem =n.

Estes polinémios, também, podem ser obtidos através da relacao de recorréncia de

trés termos
H,(z) =2zH, 1(z) —2(n—1) H,—a(x), n>1, (3.14)

com Hy(z) =1e H_y(z) = 0. Dessa forma temos que os quatro primeiros polindémios de

Hermite sao:

Ho(z) = 1,
Hi(x) = 2
Hy(z) = 42 —2;

Hi(z) = 8x%—12z.

Os polindmios de Hermite satisfazem ainda, a seguinte relagao diferencial

H!(z) =2nH, 1(x).



CAPITULO

=

Alguns Resultados Técnicos

Teorema 4.1 (Teorema de Obrechkoff) Sejam h,(x)=(x—z1)...(r —xz,) e
gn(x) = (x — &) ... (x — &,) polinémios monicos com coeficientes reais e com zeros que se
entrelagam (h, e g, podem ter o coeficiente do termo de maior grau diferente de 1 desde

que tenha o mesmo sinal).

(1) Se & < a1 <& < a9 < -+ <&, <y, entao para todo X > 0 o polinémio
f(x) = hn(z) + Agn()

tem n zeros reais ny < -+ < M, que se entrelacam com os zeros de hy,(z) e g, (z) da

sequinte forma:
S <m< T <& << xe < <& <y < Ty

(ii) Sexy <& <o <& < -+ < xy <&, entao para todo A > 0 o polindmio
f(z) = hy(z) + Agn(x)

tem n zeros reais n; < - -+ < M, que se entrelacam com os zeros de hy,(z) e g,(z) da

sequinte forma:
T <MM<E<T<p<EL< <z, <y <&y

Demonstragao: Demonstraremos apenas o item (i), visto que, o (ii) segue o mesmo
raciocinio. Sabemos da hipotese que zy e §, k = 1,2,...,n, sdo os zeros de h,(z) e g,(x),

respectivamente, e que eles se entrelagam. Podemos analisar f(z) nos zeros de h,,.

f(@r) = ho(2r) + Agn(r) = Agn (). (4.1)

30
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Analisando os sinais de (4.1) obtemos
sinal (f(zy)) = sinal (Agn (%)) = sinal (gn(zx)) = (=)™, k=1,2,...,n.

Portanto, existem n — 1 zeros de f(x) em cada um dos intervalos (xy_1, ), k = 2,...,n.
Falta localizar um zero de f(z). Observemos que o sinal de f(x;) < 0 se n for par, e
f(z1) > 0 se n for impar.

Por outro lado,

lim f(x)=

Tr——00

+00, n par,
—0o0, n impar.

Analisemos os dois casos:

e Se n ¢é par, entdo, como f(x1) <0e lim f(x)= 400, concluimos que ha um zero
T——00

de f(z) a esquerda de z;.

e Se n é impar, entdo, f(x;) > 0e lim f(z) = —oo, concluimos que ha um zero de
T——00

f(z) a esquerda de z;.

Portanto temos o seguinte entrelacamento
M<x <M <Toy<...<np<T, (4.2)

Agora, analisemos f(x) nos zeros de g,. Temos

J (&) = hn(&k) + Agn (k) = hn(&r)-

Dai
sinal (f(&)) = sinal (h,(&)) = (=), k=1,2,...,n.

Logo, em cada intervalo (§,_1,&k), k = 2, -+ ,n, hd um zero de f(x), ou seja, encontramos
n — 1 zeros de f(x). Observemos que f(&,) <0e lim f(z) = +oo. Assim temos um zero

de f(x) depois de &,. Portanto temos o seguinte entrelagamento

S <m<&E<m< . <&y <N (4.3)

Combinando (4.2), (4.3) e o entrelagamento enunciado na hipotese pelo item (i) con-
cluimos que

<m<ar <...<& <Ny <. u

Observe que f(z) depende de A, ou seja, os zeros de f(x) sao fungoes que dependem
de A. Uma questao natural é analisar o comportamento desses zeros com relagao a esse
parametro. Um primeiro resultado nessa direcao foi obtido por Bracciali, Dimitrov e

Ranga [2]. Eles provaram que os zeros sao fungoes monotonas de A.
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Teorema 4.2 (Bracciali, Dimitrov, Ranga) Sejam h,(z) = (x —21)... (v —z,) e
gn(x) = (x — &) ... (x — &,) polinémios monicos com coeficientes reais e com zeros que se

entrelagam.

(i) Para todo A > 0 o polinémio f(x) = h,(x)+ Agn(x) tem n zeros reais m < ... <1y,
que se entrelacam com os zeros de hy,(x) e g,(x), como no Teorema 4.1 (i). Além

disso, cada n = np(N\) € uma fungdo decrescente de X\, para todo k =1,2,... n.

(it) Para todo X > 0 o polinomio f(x) = hy(x)+ Agn(x) tem n zeros reais m < ... <1np,
que se entrelagam com os zeros de h,(x) e g,(x) como no Teorema 4.1 (ii). Além

disso, cada n = ni(\) € uma fungao crescente de A, para todo k =1,2,... n.

Demonstragao: Mostraremos apenas o item (i) devido (ii) ser analogo. Para provar a

monotonicidade dos zeros de f(z) com relagao a A, definimos o polindémio f(z) por
fe(@) = hn(x) + (A + €)gn(z), €20,

¢ denotamos os seus zeros por 7;(€) < - -+ < n,(€). Notemos que 7;(0) = 7.

Avaliando agora f.(x) nos zeros de f(z), temos

fem) = ho(me) + (A + €)gn(ne)
= hn(me) + Agn (k) + €gn(nr)
= f(mk) + €gnlnk)

= 0+ €gnlmw)
= €gnlnk)-
Assim,
sinal (fe(m)) = sinal (g.(m)) = (=1)"".
Entao f.(z) possui um zero em cada intervalo (ng, Mgr1), £ =1,...,n — 1.

Agora temos
o f(m)<O0e lim f(z) = 400, para n par.
e f(m)>0e lim f(z)= —o0, para n impar.

Portanto, um zero de f.(x) esta a esquerda de 1, logo

me) <m <mae) <me < ...<nu(€) <Ny
Isto mostra que os zeros sao fungoes decrescentes de \. ]

Um segundo resultado sobre o comportamento dos zeros de combinagoes de polinémios,

onde seus zeros se entrelagam de acordo com o Teorema 4.1 e esses zeros sao fungoes
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monoétonas de A como no Teorema 4.2, refere-se ao comportamento assintético dos zeros
do polinémio f(z), ou seja, de como esses zeros se comportam quando A assume valores

muito grandes, esse resultado foi provado por Dimitrov, Mello e Rafaeli em [5].

Teorema 4.3 (Dimitrov, Mello, Rafaeli) Sejam h,(z) = (z—21)...(x —x,) e
gn(z) = (x = &) ... (x —&,) polindmios com coeficientes reais e com zeros que se entre-

lacam.

(1) Como para todo A > 0 o polinémio f(x) = h,(z) + Agn(x) tem n zeros reais m <
.. < que se entrelacam com os zeros de h,(x) e gn(x) e cada g = NE(N\) € uma
funcao decrescente de A\, para todo k =1,2,....,n, como no Teorema 4.1 e 4.2 item
(i), entao

fim e = & e i Alge =] = ()

n

(i1) Como para todo A > 0 o polinomio f(x) = h,(z) + Agn(x) tem n zeros reais . <
.. < My que se entrelagcam com os zeros de hy,(x) e gn(x) e cada np = Ne(N\) € uma
fungao crescente de X\, para todo k =1,2,...,n, como no Teorema 4.1 e 4.2, item
(ii) entao

han (&)

Jim =6 e Jim Al - 6] =

95,(&k)

Demonstragao: Vamos estabelecer os limites descritos em (i), para isso definimos ¢(x)

CcOomo

Note que f(x) e g(z) possuem os mesmos zeros para qualquer que seja A. Fazendo A

tender ao infinito obtemos

i o) = Jim (254 0,(0)) = (o),

A—00 A—00

Isso significa que, pelo Teorema de Hurwitz (ver [14], pag. 22), os zeros de ¢(x) convergem
aos zeros de g,(z), ou seja, Ny — & quando A — oo.

Como g,(z) é um polindémio, pelo Teorema do Valor Médio, existe um ponto 6, €

(&, mi) tal que
)‘gn(nk) - Agn(fk)

M — &k = A9 (0h)-
Segue que
Xk — &) = AGn () — Agn(&k) _ Agn(me) _ —hn ()
o oy g0~ I
Logo

| i) —hal)
A== ) T e
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pois 1 Azop &, e isto implica 6, Azop &k, ja que O € (&, Mk)-

Do mesmo modo prova-se (ii).



CAPITULO

5

Polinébmios Ortogonais Gerados por
uma Medida Perturbada

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre trés familias de polinémios
ortogonais que sao obtidas através de diferentes perturbagoes na medida d¢(z). A primeira
medida que abordaremos vamos chamar de d¢;(x) que encontramos em Chihara [3], a
segunda medida d¢, pode ser vista em Szegs [14]. A terceira é a medida d¢,, conhecida
como perturbacao de Uvarov, pode ser vista em Huertas, Marcellan e Rafaeli [6] uma

abordagem sobre o comportamento dos zeros de d¢, e dg) é proposta neste mesmo artigo.

5.1 Perturbacao de uma medida por um polindmio de

grau 1

Até agora consideramos {p,}>%, uma sequéncia de polindmios ortogonais monicos
com relagao a medida de d¢(x). Consideremos uma nova medida d¢;(z) a qual ¢ obtida
multiplicando d¢(z) por um polindmio de grau 1, para garantir a positividade da medida,
vamos considerar o moédulo do polindémio |z —c|, pois a positividade depende da localizagao

do ponto c. Logo definimos

dgy () = |z — cldp(x), (5.1)

onde ¢ ¢ (a,b). Os polindomios que s@o ortogonais com relagao a d¢;(x) sao chamados de

polinémios de Christoffel o qual denotamos por {g,(¢;x)}22, ou seja,

0, n#m

pn: n=m.

(@n(c; ), gm(c; )y, = / Gn(C; )G (c; 2)dy () = { (5.2)

35
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O primeiro resultado que apresentamos para os polinémios ortogonais com relacao a

medida d¢; (x), ¢ uma representagao para ¢,(c; x) em funcdo de p,.1(x) e p,(z).

Teorema 5.1 Seja {q,(c;2)}02, a sequéncia de polindmios ortogonais monicos com re-
lagao a medida do, (x) = |x — c|d¢ (x) . Entao

() = xic Pn+1(f€)—p—;+z£)c>fﬂn(év)
Il n oY
B Dnllg -
= e e

onde K, (c,z) € o polinémio nicleo como definido em (2.11).

Demonstracao: Como ¢,(c;x) é um polindmio moénico de grau exatamente n, entao

xr —c)qn(c;x) € 1l,,.1. Logo, podemos representa-lo da seguinte forma:
+

n+1

(x — )gn(c; ) Z appr(x) = ppi1(x) + Z arpr (). (5.4)

Observe que a1 = 1 pois (z — ¢)g,(c; ) é monico.

Fazendo o produto interno de g,(c; z) com z7, temos
<qn(c;a;),:cj>¢1:0, j=0,1,---,n—1. (5.5)

Por outro lado,

{an(c; x)axj>¢1 = <x i B lpn—l-l(x) + Zakpk<17>] ,xj> =

1

b
/ - (@) + Z arpy(z) ]2’ (x — c)de(x)

b o .
/ pn+1 «%Jd(ﬁ / Z Clkpk(l’) . a:'jd¢(x)
@ k=0

Logo, para j = 0 obtemos

0= {mleo)a%, = [ prs)ldof) / Zakmx»xodas(m)

=0 +a0 <p07 1>7
——

(po;po)
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de onde segue que ag = 0. Assim, (z — ¢)gn(c; ) = poy1(z) + > p_, agpr(z). Agora, para
7 =1 vemos que
b
0= (gulc;w),2"), = / Pri1 ()2 dd(z / Z arpr(z) - 1 dd(z)
a a =1

= 0+ a (p1,2),
——

=(p1,p1)

ou seja, a; = 0. Fazendo este processo até j = n — 1, concluimos que, ag = a; = -+ =

a,—1 = 0. Portanto, (5.4) se reduz a
(x — €)gn(c; ) = prt1(T) + anpn(z). (5.6)

Avaliando (5.6) em x = ¢ temos 0 = p,,11(¢) + a,p,(c), ou seja,

0 — _ Pnt1 (C)
" pn(c)
Portanto,
n(c; ) = é {pnﬂ(w) - p;:gé)c)pn(w)

Por outro lado, da identidade de Christoffel-Darboux (2.11) temos

Zpk o pn+1( )pn( )_ (x)pn+1( )

pas HpkH Ipell” (z — v)
pn+1(y)
paly) " Pa(y)
Ip]l” Ty
Logo,
Ipe” 1 o1 (y)
Pa(y) r—y [ Pa(y)
Obtemos entao que
IpaI?
qn\C;T) = Ky(c,z),
(¢; ) ol(c) (c, )
ou seja, ¢, (c;x) é o polinémio nicleo na forma monica. [ ]

Como d¢y(z) = |z — c|dp(x) com ¢ ¢ (a,b), ¢ uma medida positiva com suporte em
(a,b), entdao todos os zeros de g,(c;x) sao reais distintos e estdo em (a,b). O proximo
resultado mostra que os zeros de ¢,(c; z) se entrelagam com os zeros de p,(x) € ppi1(x)

simultaneamente.
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Teorema 5.2 Os zeros de q,(c; ) se entrelagcam com os zeros de pp(x) € ppi1(x). Em

outras palavras, sejam z,1(c), -, Znn(c) 0s zeros de q,(c;x).

(i) Se ¢ < a, entio

Tn41,1 < Ln,1 < Zn,1 < Tn+1,2 <. < Tnyn < Znn < Ln+1,n+1-
(i) Se ¢ > b, entdo

Tn+41,1 < Zn,1 < Tn < Tn41,2 <--- < Znon < Tnn < Tn41,n+1-

Demonstragao: Para provarmos o entrelacamento dos zeros de ¢, (¢; x) com os zeros de

pn(T) € ppy1(z) tomemos a representacao dos polindmios ¢, (c; z), ou seja,

. :L T _pn+1(c> T
Qn(cu ) r—c pn-i—l( ) pn(C) pn( )

Aplicando ¢, (¢; ) nos zeros de p,(z) e nos de p,.1(x), obtemos

1 pn-i—l(c)
Qn(c;xn,j) = I —oc pn-i-l(xn,j)_ pn(c) n( n,j)
L9 (5.7)
_ pn-i-l(xn,j)
Tpj—C

_pn—i-l(c) pn(xn—i-l,k:)
Pn(€) Tpirp —C

Gn(C; Tni1 k) = (5.8)
Agora temos duas situagoes a considerar: se ¢ esta a esquerda do intervalo (a,b) ou se
c esté a direita do intervalo (a,b).

Primeiro, se ¢ < a em (5.7), temos
sinal [g,(c, 7, ;)] = (=1)" 9t j=1,--- n. (5.9)

De fato, como os zeros de p,(z) e p,+1(x) se entrelacam da seguinte maneira x, 1, <
Tpi < Tpitipl, © = 1o, n, entdo sinal[ppii(wn,;)] = (—=1)" 7. Além disso, como

Tni € (a,b) e ¢ <a, entdo (z,; —c) > 0 de onde segue que

sinal [g,(c; z,,;)] = sinal [%} = (=1)" It (5.10)
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Observemos que ¢, (¢; z,.,) < 0, independente de n ser, par ou impar. Por outro lado,

lim ¢,(c;x) = (5.11)

r——400

+00, 1 par;
400, n impar.

Entao ¢,(¢,z,,) < 0e lim g¢,(c;2) = +00. Portanto, de qualquer forma existe um
r—+00
zero de ¢, (c; x) a direita de x, ,. Dai temos o seguinte entrelacamento dos zeros de g, (c; )

com py ()

Tt < 2Zp1 < < Tpp < Znn- (5.12)

Analisemos, agora, o caso em que ¢ > b. Temos que sinal [ppi1(2,;)] = (—1)" 771,

mas como ¢ > b, entdo (z,; —c¢) < 0, o que implica em:

sinal [g,,(¢;z, ;)] = sinal {IM] = (—1)". (5.13)
(@n,; =€)
Logo, em cada intervalo (z,,-1,%n;), J = 2,---,n, encontramos um zero de g,(c;z).

Observemos que ao analisarmos ¢, (¢; Z,,1), temos

e sen épar ¢,(c;r,1) <0eque lim g,(c;z) = 4o0;

e sen ¢ impar ¢,(c;z,1) > 0 e que lim g,(c;z) = —o0.

r——00

Em ambos os casos, temos que ¢, (¢; x,1) muda de sinal, ou seja, existe um zero de

qn(c; ) a esquerda de z,,1, 0 que resulta no seguinte entrelagamento entre os zeros de

qn(c;w) € pu(x)
21 < Tpi < Zpo < Tpa <0 < Zpp < Typ. (5.14)

Resta-nos investigar o comportamento dos zeros de p,1(x) quando ¢ < a, para isto

tomemos a equagao (5.8) e observemos que

sinal [g,(c; Tnp1)] = (—1)"F (5.15)

pelos mesmos argumentos descritos acima temos que sinal[p,(z,41%)] = (=1)"7%, e que

(Tnt1k — ) > 0. Basta verificarmos o sinal de p,,41(c)/pn(c).
Sabemos que p, é um polinémio monico, logo, temos que, se n é par p,(c) > 0 e sen
é impar p,(c) < 0, entao o quociente p,.1(c)/p,(c) < 0 para todo n.

Consequentemente temos

_pn—f—l(c) Po(Tnt1,k) _ (_1)”"“‘1, (5.16)

sinal |[q,(c;x = sinal
905 2111 pul€) Tnnn—c
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Notemos que ¢,,(¢; Tpy1,) <0e lim g,(c;z) = 400, entdo, existe um zero g, (¢; ) a

Tr——+00
direita de x,41 5.
Disto segue que
Tn+1,1 < Zn,1 < Tn+1,2 << Tn+in < Zn,n < Tn+1,n+1- (517)

O entrelagamento entre os zeros de um polinémio de grau n + 1 e os zeros de um
polinémio de grau n é unico, logo, para ¢ > b a equagao (5.17) se mantém visto que
Pns1(x) tem grau n + 1 e g,(c; x) tem grau n.

Combinando (5.12) e (5.17) e o entrelacamento ja provado no Teorema 2.10, obtemos

sec<a
Tnt11 < Tpt < 2t < Tpt12 < < Tpgin < Tupn < Znn < Tntlntl- (5.18)

Da mesma maneira para o caso em quez, ¢ > b combinamos (5.14), (5.17) e

o Teorema 2.10 segue,

Tpii1,1 < Zn,1 < Tn,1 < Tp41,2 < < Tnt+im < Zn,n < Tnmn < Tn+1,n+1- (519>

5.2 Perturbacao de uma medida por um polinémio de

grau 2

Como vimos, os polindémios ¢,(c; x) sd@o polindomios nicleo na forma monica. Nesta
segao vamos definir os polindmios que s@o ortogonais com relagao a d¢, (). Uma repre-
sentagao para esses polindmios pode ser dada em fungao de g, (¢;z) e gn11 (¢; ), outra
representagao é dada em fungao de p, (z) e ppy1 (). Veremos que isso pode ser feito
porque estamos perturbando a medida d¢; () multiplicando por um polinémio de grau
1, ou ainda perturbando d¢ () multiplicando por um polinémio de grau 2. Consideremos

entao a nova medida doo(z) a qual é definida por

doy(z) = |z — c|dp1(z) = (z — ¢)*dop(z). (5.20)

Os polindmios ortogonais com relagao a medida dgs(x) sao também chamados de polindémios

de Christoffel. Vamos denoté-los por {r,(c;z)}>°, ou seja,

0, n#m

ol (5.21)

(rn,rm>¢2 = / ro (e x)ry (6 x) dos (z) = {

O teorema a seguir apresenta uma representagao para estes polindmios.
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Teorema 5.3 Seja {r,(c;z)}>°, a sequéncia de polindmios ortogonais monicos com re-

lagao a medida dpy = |x — c|d¢p, = (v — ¢)*d¢. Entao
1 gni1(c;c
ro(c;x) = — Gni1(c;x) — ﬁ,c)) (c; )
1

em que

- o= Prt2() — dupps1 () + €npp ()]

Qn-i-l (C; C)
qn(c;c)

pn+2<c)
Pn+1 (C)

_ pusal©) + palc)en
pn-l—l(c)

2
[Pns1lly Kpii(c;e)

Qn+1(0§ C) Pn+1(C) _
Ipall  Knlesc)

gn(c;c)  palc)

(5.22)

(5.23)

Demonstragao: Como (z—c)?r,(c; z) ¢ um polinémio monico de grau exatamente n+2,

podemos representa-lo da seguinte forma:

(z — ¢)’rp(c; x)

n+2 n+1

Z arpr(T) = poi2() + Z arpr ()

Da relagao de ortogonalidade temos

Por outro lado,

b
(l’ — ) pn+2

<7“n(C;l’),.fL'j>¢2:O, .7:0717 7n_1'

+n2akpk: ],$> =
¢2
-/ ﬁ[pmuwzakw)] vi(a — cfdg

p n+1

b
= [ o) ot 13" ameta) - aldo.

k=0

(5.24)

(5.25)

(5.26)
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Fazendo 7 = 0, obtemos

b p n+l
0= (ry(c;z) ,x0>¢2 = / Prya(x) - 2°de —|—/ Zakpk(:c) - 2%de
a & k=0
= 0 + ap <p07 1>
~——
(Po:po)
n+1

de onde segue que ay = 0. Assim (z — ¢)?r,(c; ) = ppio(z) + Zakpk(x). Para j = 1,
k=1

VEImos que

b p n+1
0= (r(ca),a"), = /Pn+2(33)'951d¢+/ > apn(e) - 'de

k=1
= 0+ a; (p1,x),
~——

<p17p1>

ou seja, a; = 0. Repetindo este processo até j = n — 1, concluimos que, ag = a; = --- =

a,—1 = 0. Portanto, obtemos que (5.24) se reduz a
(. — ¢)*rn(c; ) = Ppia(T) + Apy1Ps1 () + anpn() (5.27)
Queremos encontrar a, e a,.1. Para isto fazemos x = ¢ em (5.27), e portanto,

0 = pn+2<c) + Ap4+1Pn+1 (C) + ann(C)

_pn+2(c> - anpn(c)
Pn+1 (C) ‘

(5.28)

Ap+1

Substituindo (5.28) em (5.27) temos

_pn+2(c> - anpn<c)

(c— C)ZT’n(C; c) = puyalc)+ Pry1(c) + anpn(c)

Pn+1 (C)
0 = pn+2(c) . pn+2(c)pn+1 (;Z—:l (i?;pn(c)pn-i-l (C) + anpn(c)
_ Pn(c) c _ c Pnt2(c)
o (@) = L] = a0 + B2 0



43

Logo, isolando a,,, segue

Pn+2(C
—Pnia(c) + 2( )pn+1(0)
a _ pn+1(c)
" pn(c>
n(c) — i (C
b ( ) pn+1(c)p H( )
pn-i-l(C) pn(c) pn—i—l(c)
= —Guri(cic
G (@) — Pu e (@ Pasa(€) palc)
_ 4on (60 P ()
gn(c;c)  palc)
Assim,
||pn+1H2K +1<C C) )
B Pny1(c) ! " pota(c) _ [Pny1ll” Knia(c,c)
a, = 5 = 5 > 0.
24| Palc) Ipnll® Knlc,c)
K,(c,c)
pn<c)
Portanto,
1
Tn(Q x) = m [pn+2(9€) - dnpn+1($) + enpn(f)]
onde, d, = —a,41 € €, = Q.

(5.29)

A partir da represent¢ao obtida para estes polinémios em fungao de p,o(), pPri1(2)

e pn(z), conseguimos adequa-la afim de escrever a mesma representacao com relagao a

apenas dois destes polindmios, ou seja, definimos um polinémio ortogonal com relagao

a medida d¢, (x) em fungao de outros dois polinomios ortogonais com relagdo a medida

d¢ (z). Como d¢ (z) foi modificada de forma a obter d¢, (z) observaremos que essa

perturbagao nos proporciona uma nova familia de polinomios ortogonais e ainda, relagoes

entre os zeros dessas familias.

Teorema 5.4 Sejam Yy, 1(c), - ,Ynn(c) 0s zeros de rp(c; x).

(i) Se ¢ < a, entao

Tn+41,1 < Tn,1 < Un,1 < Tn41,2 <. < Tn,n < Yn,n < Tn4+1,n+1-

(i) Se ¢ > b, entdo

Tn+41,1 < Yn,1 < Tn,1 < Tn41,2 <--- < Yn,n < Tnn < Tn4+1,n+1-

Demonstragao: Sabendo que 7, (¢; x) sdo polindmios ortogonais monicos com relac¢ao a

medida d¢gs, provemos o entrelagamento de seus zeros com os zeros dos polindémios p,, ()
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e Pny1 () ortogonais com relagdo a d¢ (x). Para isso usaremos a relagdo de recorréncia

de trés termos para os polindmios monicos que é

pn+1(x) = (Z‘ - ﬁn)pn(x) - Oénpnfl(x)?

2

onde, 3, = M, >0,eaq,= P 5 >0,n>1

[1n | 1Pl
Dai, escrevemos
Pr+2(@) = (& = But1)Pns1(T) — Qtng1p(2) (5.30)
e substituindo em (5.22), obtemos
1

ra(c, ) = m (2 = Brs1 = dn)Pns1 (%) + (€n — Qny1)pn()] - (5.31)

E facil ver que (e, — a,11) > 0 pois

2 2
IPusi I K (e)  Ipnsall

(en — py1) = (5.32)
lpally  Bnlee)  lpall;
2
[Pnll (K"“(C’ o) _ 1) >0 (5.33)
5 : :
Hanqﬁ Kn<C, C>
Assim, substituindo em 7,(c; x) os zeros de p,y1(z), temos
1
Tn(C, Tnt1,k) = (Tnirn — )2 [(en — ns1)Pn (Tns1)] - (5.34)
Como sinal [p,(zn414)] = (=1)"*1 entao,
: : 1 : :
sinal[r,, (¢, tnt1)] = sinal m smali(en — an“)lsmal\[pn (a:n+17k)]1
N n+ ’>VO v ;73 :(71;1—1&1
= (-prt (5.35)

Assim, concluimos que, existem n zeros de r,(c;x), nos intervalos (,11k, Tnt1k+1)s

onde k£ =1,---  n, resultando no seguinte entrelagamento

Tn+1,1 < Yn,1 < xn+1,2 < Yn,2 << Tn+in < Yn,n < Tp+1,n+1- (536>

Em outras palavras, os zeros de r,(c; x) e p,41(x) se entrelacam. Por outro lado, fazendo

T = C em

(z — 0)27’n(0§ r) = (2 — Byt — dn)pns1(2) + (€n — ang1)pn(T) (5.37)
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obtemos
(C - C)an(a C) = [(C — Bng1 — dn)anrl (C) + (en - an+1)pn<c)]
= (c—= Bny1 — dn)pnyi(c) + (en — any1)palc)
(ﬁn—&-l +dp — C>pn+1 (C) = (en - an+1)pn(c)‘
Entao,
pn(c

(Bog1 +dn—c) = (en — any1) (5.38)
Temos que (e, — a,41) > 0 mas, quando ¢ < a o quociente [py,(c)/pni1(c)] < 0 e quando
¢ > b, temos [p,(c)/pni1(c)] > 0.

Como estamos analisando primeiro o caso em que ¢ < a, quando tivermos z,, ; ao invés

de ¢, temos ¢ < z,, ; logo,

n(c
(Brt1 +dn — 2 5) < (Bnyr +dn —¢) = | (en — nt1) b <()c) < 0. (5.39)
n+1
Ao aplicarmos os zeros de p,(z) em r,(c; x), obtemos
1
Tn(C; Tnyj) = (T — C)2 [(Tnj — But1 — dn)Pnt1(Tnj)] (5.40)

Sabemos por (5.39) que (Bp41 + dn — x;) < 0, logo (xn; — Buy1 — dn) > 0 e que o

sinal[p,11(x,;)] = (=1)"77*1. Portanto, temos

% (@0 = Bar = dn)pnﬂ(wn,j)]} = (="

sinal [ry,(c, z,, ;)] = sinal { (Tnj — C)
(5.41)

Tomando 7,,(c, z,,,), notemos:
e sc n ¢ par, entdo r, (¢, Tn,) <0e lim 7,(c;z) = 400;

T—+00

e se n é fmpar, entdo 7,(c,x,,) <0e lim r,(cx) = +o0.
xr——+00

Concluimos com esses dois casos, que existe um zero de 7,(c;z) a direita de x,,, e

disto segue o entrelacamento,
Tt < Yn1 < Tpo2 <Yn2 < < Tnn < Ynn- (5.42)
Combinando (5.36), (5.42) e o Teorema 2.10 obtemos

Tn+1,1 < Tn,1 < Yn,1 < Tp+1,2 < Tn,2 < Yn,2 <. < Tn+1n < Tnyn < Yn.n < Ln+1,n+1-
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Para ¢ > b demonstra-se analogamente, observando apenas que o sinal de (5.38),
mantém-se (e, — ay41) > 0 mas, como ¢ > b, temos que [p,(c)/pns1(c)] > 0, agora com

Tp,; a0 invés de ¢ temos ¢ > z,, ; logo,

(Bny1 +dp —xnj) > (Bopr +dn —¢) = |(en — an+1)pn—(0)} > 0. (5.43)
Pn+1 (C)

Como ja sabemos por (5.43) que (5,41 +d,, — ;) > 0, logo, (z,; — Bop1 —dy,) <0 e

que o sinal[p,1(z, ;)] = (—=1)"71 temos

1

(ﬂfn,j - 0)2

sinal [r,, (¢, ,, ;)] = sinal { (Znj — Bns1 — dn) Prta (xn])]} = (—=1)"7 . (5.44)

Tomando 7, (¢, 1), notemos

e se n ¢ par, entdo r,(c,x,1) < 0e lim 7,(c;z) = +oo,

Tr——00

e sc n ¢ impar, entdo r,(c,x,1) > 0e lim 7,(cz) = —o0.

T——00

Concluimos com esses dois casos, que existe um zero de r,(c;x) a esquerda de x,, 1,

disto segue o entrelacamento,
Yni < Tpi < Yn2 < Tpo <+ < Ypp < Tpp. (5.45)
Combinando (5.36), (5.45) e o Teorema 2.10 obtemos

Tn41,1 < Un,1 < Tn,1 < Tn+1,2 < Yn,2 < Tn,2 <. < Tn41,n < YUn,n < Tnn < Tn41,n+1- ]

5.3 Perturbacao de Uvarov

Nesta secao estudaremos o comportamento dos zeros das sequéncias de polindmios
ortogonais com respeito a medida do,(x) = do(x)+Ad(z—c), conhecida como perturbagao
de Uvarov, onde d¢(x) é uma medida positiva com suporte finito ou infinito no intervalo
(a,b), 6(x — ¢) é o funcional Delta de Dirac no ponto ¢, em que ¢ ¢ (a,b) e A é um
ndimero real nao negativo. Logo, os polindémios p, (), ¢; x) que descreveremos nesta se¢ao

sao ortogonais com relagao ao produto interno

b
(p,qh:/ p(x)q(x)dp(z) + Ap(e)g(c). (5.46)
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Teorema 5.5 (Férmula de conexao) Os polinémios p, (A, c;x), com a normalizagdo

PN, ;) = Knpn(A, ¢; ), onde p,(x) € monico, pode ser representado como
Pn(\, ¢ x) = po(x) + ABp(x — ¢)rp—1(c; x), (5.47)
onde

ABn::———:23&2———::K%,1@;c)>>0 (5.48)
(x — ¢, rn,1)¢

ek, =1+AK, 1(c,c).

Demonstragao: Para provar a ortogonalidade de p,(\, ¢;x), vamos utilizar a base
L (x—c),(z—c)? -, (z—c)" do espago II,,.

Observemos que
(Lpn(A,cz))y = 0,
se, e somente se,
(Lpn)y + ABn (1, (x — ¢)n-1)y + Apa(c) = 0.
Como (1, p,) = 0, resulta que

—pn(C)

b = W oy,

Ainda temos

b
(&= &) ralc2)), = / (2 — O)rulc: 2)dd ()

= /ab(a: —0) ! |:Qn(C; ) — qu_l(c; 93)] do(x)

(z—c) Gn-1(c; ¢)

= b C. T X —M b C. T X
_ /aqnm do(x) )/a s (¢ 2) ().

qn—1 (Cv &

2
2
pal(c)

K, (¢, x) temos
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((x =), (e :z;)>¢
||pn||¢/ K o(z) — Ipally Ko(c,¢) pai(c) IPn- 1||¢/ K1 (c, 2)do(2)

pn(c) Kn-1(c,c) | Pn— 1||¢ Pa—1(

G —Kf"i‘é’:l)) |

Assim,

el pi(e) [ Kaleo) N »
B = (x —c,rn(c;x)) ||Pn||¢ ( Kp_1(c,c) 1> K, _1(c,c) > 0.

Para finalizar

(x =), pn(Nc,2))y = (T —0),pu)y + AB (L, (¥ — c)rn-1)y, =0

(=o)L ha(N @)y = (@ =) pn)y + ABa((x — )" mn1)y, =0
(=)™ pn(Nc,x)), = ((x— )", Pn)y + ABy ((x — )", rn_1>¢2 =0
= ||anj> + AB, Hrn—IHzQ > 0. u

O teorema a seguir aborda o entrelagamento dos zeros {wy,x}y_; dos polinomios
Pn(A, ¢, x) com os zeros de r,(c;x) e py(x), obtendo condigbes para resultados comple-

mentares.

Teorema 5.6 Seja A > 0 e {yni}p_, 0s zeros dos polinémios ry(c;x) ortogonais com

respeito ao produto interno (5.21).

(i) Se ¢ < a, entao
C< Wy <Tpl <Yn-11 < Tp2 < <Yn-in-1 < Wpn < Tpn. (549)

Além disso, cada wy, ) € uma fungao decrescente de X\ e, para cada k =1,2,---
n—1,

lim w,; = ¢, hm Wh k1 = Yn—1k>
A—00 A—00

bem como

A = =

Im A [wy g1 — Yno1k] = —Pn(Yn-14) . (5.51)

A—00 anl(C, C)(yn—l,k - C)T;L—l(yn—l,k)
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(i) Se ¢ > b, entdo
Tpil <Wpil < Yn-11 < < Tpp1 < Wpp1<Yn-in-1<Tpn < Wpn < C. (552)
Além disso, cada w,j € uma fungao crescente de X e, para cada k =1,2,--- . n—1,

lim wy,, = ¢, lm W, = Yn—14,
A—00 A—00

bem como
. Pn(c)
)\LIEO [C Wn, ] Kn—l(c’ C>r7l—1<c) (5 53)
‘ Pn (yn—l k)
lim A y,—11 — w, = ’ . 5.54
A—00 [y Lk 7k] Kn—l(c7 C) (yn—l,k - C)T;l—l(yn_Lk) ( )

Demonstragao: Usando a férmula de conexao vamos provar que os zeros de p, (A, ¢; x)
se entrelagam com os zeros de p, () e 7,(¢; ). Primeiro provemos o entrelagamento entre

os zeros de P, (A, ¢;x) e p,(x). Substituindo em p, (A, ¢; z) os zeros de 7,_1(¢; x) obtemos

ﬁn(/\7 G, yn—l,k) - pn(yn—l,k)~

Como p,(x) é monico e neste trabalho ja demonstramos o entrelacamento dos zeros

de r,_1(c; &) com um polindémio moénico de grau n em (5.42)
sinal [P, (A, ¢; Yn_14)] = sinal [p,(yn_14)] = (=1)"7". (5.55)

Logo, existe um zero de p, (A, ¢; y, ) em cada intervalo (y,—1 k-1, Yn—14) cOm k =
2,---,n — 1. Ainda temos que localizar um zero de p,(\, ¢;x). Tomemos yn_1,-1 €
analisemos p,, (A, ¢;yn—11) < 0e lim = +oo,

T——+00

Concluimos que, existe um zero de p, (A, ¢; x) a direita de y,,—1,,—1, 0 que nos fornece

o seguinte entrelacamento
Wn,1 < Yn—-1,1 < Wn,2 < Yn—1,2 <--- < Yn—1,n—1 < W n- (556)
Aplicando agora os zeros de p,(z) a p,(A, ¢; x), temos

Pn(A, G xn i) = ABp(Tng — €)7n—1(C; Tn ) (5.57)
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Sabemos que A ¢ um ntimero real positivo, B, > 0, sinal[r,_i(c;z, )] = (=1)" "1 e

(xnx —c) > 0, pois neste caso ¢ < a. Consequentemente

sinal [p, (A, ¢,z )] = sinal [AB, (2, — ¢)]sinal [r,—1(c, Tn )]
= (=1 (5.58)
Portanto, em cada intervalo (%, k, Zn k1) com k = 1,--- ,n — 1, temos um zero de

Pn(A, ¢;x). Ainda temos um zero a investigar. Tomando z,,,, temos

e se n é par, entdo P, (A, ¢;z,,) <0e lim p,(A\ ¢ x) = +oo,
r—+00

e se n ¢ impar, entdo P, (A, ¢;x,,) <0e lm p,(A\ ¢ x) = +oo.
Tr—+00

Podemos concluir que nos dois casos existe um zero de p, (A, ¢;x) a esquerda de z,,,

implicando no entrelacamento abaixo
Tpil <Wpi < Tpo < Wpa < < Tpp < Wyp- (559)

De (5.56) e (5.59), obtemos que os zeros de p,(x) e r,_i(c,x) se entrelagam com os

zeros de p, (A, ¢; ) quando ¢ < a (da mesma forma é feito para ¢ > b),
c < Wn,1 < Tn,1 < Yn—1,1 < Tn,2 <. < Yn—1,n—1 < Wn,n < Tnn-

Completando assim, as hipoteses necessarias para aplicagao do Teorema 4.3, donde obte-
mos,

lim wy,; = ¢, lim Wy 41 = Yn—1.k-
A—00 A—00

Observamos que quando A\ — 0o, os zeros de p,(\, ¢;x) convergem para os zeros de

(z — ¢)rp_1(c;x). Além disso, a convergéncia ¢ da ordem O(3). De fato, temos

. —pn(C)
lim A |w, 1 — = 5.60
s (w1 = c] K, 1(c,c)rp_1(c) ( )
. _pn(yn—l k)
lim A |w, — Yp— = ! ) 5.61
ALH;o [w k1 =Y M] Kn-(c, C)(yn—l,k - C)Téq(yn—l,k) ( )



CAPITULO

6

Aplicacoes

Neste capitulo, vamos considerar alguns casos particulares da perturbacao de Uvarov.
No artigo de Huertas, Marcellan e Rafaeli [6] foi proposto a modificacao das medidas

classicas de Jacobi e de Laguerre através da perturbacao de Uvarov.

6.1 Polindmios tipo Jacobi

Vimos no Capitulo 2, que a sequéncia de polinémios ménicos de Jacobi {pga’ﬁ ) (x)}, e
ortogonal com relagao & medida dg, s(x) = (1 —12)%(1+x)?dr. Consideremos as seguintes

perturbagoes na medida do, s (x):

do(\, L;2) = doap(z) + ANo(z —1), (6.1)
do(\, —1L;2) = dpas () + No(z+1). (6.2)

A partir, das medidas introduzidas em (6.2) e (6.1), obtemos duas novas familias de
polindbmios ortogonais monicos as quais, denotaremos por {pﬁf"ﬂ )()\, Lz)} e
{p%a’ﬁ )()\, —1;x)}, respectivamente. Esses polindmios sao conhecidos na literatura como
polinémios ortogonais do tipo Jacobi ou polinémios ortogonais de Jacobi-Koornwinder.

De fato eles apareceram pela primeira vez no trabalho de Koornwinder [9].

6.1.1 Propriedades dos polinémios pi” (), 1; z)

Com a normalizacao ﬁﬁf“ﬁ )()\, ) = rznpga’ﬁ )()\, ¢; z) introduzida no Teorema 5.5, onde

Kn =14+ AK,_1(c,c) e pﬁla’ﬁ)()\, ¢;x) € um polindémio do tipo Jacobi monico, obtemos a

formula de conexao para os polinémios ﬁ%a’ﬁ )(/\, 1;x):

PPN 1) = pleP) () + AK,_1(1,1)(x — 1)1?2&:&2@(1’)- (6.3)
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Inicialmente calculemos

L (ap a ' (a , /

Kaa(1,1) = (1) [l (0] = () [pie P ()] (6.4)
1%

Observe que, esta é a formula confluente da Identidade de Christoffel Darboux aplicada

no ponto x = 1. Para escrevermos (6.4) de maneira conveniente, afim de facilitar nossos

célculos, usaremos (3.4) e (3.7) para obter

Ca+B8+2n—1D*(a+8+2n—1
K1, 1) = 22”+°‘+[5—S (n —51)!F (a —l—)é _’(_ n) Fﬂ(a +n)T 25 +n) 8
2" T (a+B84+n)T(a+n) , 2" T(a+B+n+2)T (a+n+1)
TarTasir2-1) ™ TeiTatdrmsn
2T (a+f+n+ 1) (a+n+1)

( _1)2”—2F(a+ﬁ+n+1)r(a+n)
Tla+Dl(a+B+2n+1) T(a+2)T (a+B+2n—1)

Colocando alguns termos em evidéncia e utilizando as propriedades da funcao Gama,
I(z)=(x+ 1) el'(z+1) =2zl'(x), obtemos apds algumas simplificagoes
Fla+pf+n+ Dl (a+n+1)

B D) = e T i T B+ ) T e+ DT (@ 1 2)° (65)

Podemos agora analisar o comportamento dos zeros dos polinémios tipo Jacobi com

relacao a perturbacao de Uvarov quando ¢ = 1.

Teorema 6.1 Sejam o, > —1 e sejam x,k (a,B) € Tpp (o, G5 N) == i, 551, 0),
k=1,---,n, os zeros de p%a’m(:v) e pfza’ﬁ) (A, 1; @), respectivamente. Entao vale a sequinte

propriedade de entrelacamento:

xn,l(a75) < xn,l(avﬁ; /\) < xn—l,l(a + 275) < xn,Q(a7ﬁ) < xn,2<aa ﬁa )‘) < .-
< xn,nfl(OQﬁ) < xn,nfl(ayﬁ; )‘) < xnfl,nfl(a + 27 6) < xn,n (Oé,ﬁ) < 'Tn,n (0576; >\) < 17

Além disso, cada x, (o, B; \) € uma fungdo crescente de X e, para k =1,--- ,n—1,
Jim 2y (0, 3;0) = 1, Jim (@, 53 0) = 2noak(a+2,0), (6.6)
e,
T A1 (a0 5 0)] = g (a0 9), (67)

m A [z, 15 (0 +2,8) — 20 (@, B 0)] = 14+ xh1k(@+2,08)] g0 (a, 5)

= 2(@+2) - 68
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onde

202D () T (a+2) T (a+ 3) T (n + B)
F'n+a+2)T(n+a+5+2) '

gn (@, B) = (6.9)

Demonstragao: Como no Teorema 5.6 foi demonstrado o entrelacamento entre os zeros

de pi™? (2) e (z — 1) pT? (2), falta provar que os zeros de pi” (X, 1; z) se entrelacam

1)pff‘+12 ﬁ)( ) e p%a’m (z), ou seja, z,1(a,3) <

xn,l(aaﬁ; )‘) < mn—l,l(a + 2aﬁ> < - < xn—l,n—l(a + 276) < wn,n&%ﬁ) < xn,n(aaﬁ; /\)
Para isso, tomemos a formula de conex@o (6.3). Substituindo z pelos zeros de

(z — 1) p'2?) () obtemos

simultaneamente com os zeros de (z

sinal [ﬁ,(f"ﬁ) (A Lizg_i,(a+2,8)] = sinal [p,(f"ﬁ) (Tp—1k (@ +2,8))]  (6.10)
= (-D)"", k=1,2,--- ,n—1.

sinal []351""6) (A, 1;1)] = sinal [pﬁf"ﬁ)(l)] (6.11)
= (-1)".

Assim, localizamos n — 1 zeros de ]57(10"6 ) (A, 1,x), em outras palavras, em cada intervalo

(xnfl,kfl (Oé + 276) y Tn—1k (CV + 2 6)) com k= 27 e, N — 17 € (’mnfl,nfl (Oé + 275) 3 1)

encontramos um zero de pno‘ ) (A, 1;2). Resta-nos localizar um  zero, de

P (N L1k (a+2,8)). Vejamos

e se n é par, entao p(a’g) ALz, (@+2,08) <0e lim p(aﬂ) (\ 1;2) = +oo,

e se n 6 fmpar, entdo pi ()\, Lz, 11(ae+2,6))>0e lim PP (A L;x) = —o0.

Portanto, nos dois casos temos um zero de ]37(10"5) (A, 1;2) a esquerda de x,—11 (o + 2, 3).

Com isso obtemos o seguinte entrelacamento com os zeros de ]ﬁﬁla’ﬁ ) (N L;z)e pffﬁ? ) (x):

Tna (@, B8, A) < Tpo1a (@ +2,08) <zpa(a,B,A) <zporp(a+2,8) <0 <
< Tpnp-1 (CY, ﬁ? /\) < Tp—1n-1 (Oé + 27 5) < Tnn (Oé, ﬁ7 /\) : (612>

Por outro lado, ao aplicarmos os zeros de pi”) () em (6.3), obtemos

ﬁq(za,ﬂ) (/\7 L; Tn,j (Ct,ﬁ)) = AK 1 (1’ 1) (xnj ( ﬁ) 1)p£LOHi2 7 (xn,j (Oé,ﬁ)) y J=12,--n
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Como A é um namero real nao negativo, K, (1,1) > 0, (z,,; (o, f) — 1) < 0 e ainda
sinal [P\ (5 (00, 5)] = (=1)", entdo,

sinal [ (A, 12, (0, 8)] = sinal [AKn,l (1,1) (2 (@, B) — 1) p29 (2, . (@, B))
— (_1)”—3'“, j=1,2,-.n

Isso significa que, em cada intervalo (z, -1 (o, 3), 2, (o, 3)), j = 2,--- ,n encon-
tramos um zero de p(a A (A, 1;x), ou seja, localizamos n — 1 zeros desse polinémio de grau

n. Observamosp ()\, 1,xnn( ,0)) <0e que hm pn ()\, 1;x) = 400. Disto resulta

que, existe um zero de ﬁn P ()\, 1;z) a direita de Tnn (e, 3), 0 que nos leva ao seguinte

entrelacamento

xnl( 5)<$n1<05ﬁ ><xn2( 6><xn2(a ﬁ?A)<”‘<xn,nfl<Oé7ﬁ><
< Tpp-1 (o, B,N) < T (0, B) < Ty (o, B, A) . (6.13)

Combinando (6.12), (6.13) e o entrelagamento provado entre pih )()

(z — 1) p*" > () (caso ¢ < b no Teorema 5.6), obtemos

(¢

Tp 1( /6) < Ty 1(0& 67 ) < xn—l,l(a—i_ 276) < xn,Q(aaﬁ) < xn,2(a7ﬂ; /\) <<
< xn,nfl(OC?ﬁ) < xn,nfl( 757 )‘) < xn,17n,1(06 + 276) < xn,n (a/aﬁ) < xn,n (aaﬁ; )‘) < L.

Vamos mostrar, agora, as relagoes de limites no Teorema 6.1. Utilizando o
Teorema 5.6 e fazendo alguns célculos obtemos o limite
—pi” (1)

A—00 anl (17 1)]751 +12 ﬁ)(l)

Sabemos que o polinémio de Jacobi monico aplicado no ponto x =1 é

2T (a+pfB+n+1)I'(a+n+1)
F'a+1)I'(a+F+2n+1)

PP (1) = (6.15)

Substituindo (6.15) e (6.5) em (6.14), obtemos

(a,8)
] —pn (1)
lim A [1 - xn,n(av B? A)] = «
A—00 anl (17 ]‘)p’EL +12 ﬁ)(l)

2T (a+f+n+1)'(a+n+1)
Mo+ 1T (a+5+2n+1)
2" M (a+n+ DT (a+B8+n+ )T (a+B8+n+2)T(a+n+2)
200841 () T (a+ DT (a+2) T (B+n) T (a+3) T (a+ G+ 2n+1)
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2082 ()T (a+ 2) T (a+ 3) T (B +n)
Fa++n+2)I' (a+n+2)
- QN(CY’5>'

Através do Teorema 5.6, encontramos
Hm Az, 1k (@ +2,8) = 2o (o, 55 0)] =

A—00
i (@i (0 +2,8)) ~(6.16)
Kot (1,1) (01 (04 2,8) = 1) [pl529 (2)]

$:In,1yk(Q+2,IB)

Utilizando a representacao provada por Dimitrov, Mello e Rafaeli em [5],

(n+5)
2n

(a+1)

_ (@+2.8) 1y — plaB) ()
(@=DEL" @) =B @) - o 57 )

(1+ ) [P (2)]',

(6.17)

e fazendo apenas a normalizacao, visto que neste caso os polindémios sao monicos, temos

n+ 3 (a+2 ﬁ) (@8) (o a+1 (a B (x
-1 1+x
(6.18)
Para encontrar uma nova representagao para
!/
(w0 (@ +2,8) = 1) [P ()]
r=Tp_1,k(0+2,6)
derivamos a equagao (6.18):
n+f (a+2,9) n+ 3 (@+2.8), ]
1 + m—l[n ]:
(n+a+p+1)"" (@) (n+a+ﬂ+1)( ) [P (@) (6.19)
a+1 (a,5) / a+1 PR
1- [ e ] + 1+ z) [ple?) :
n(n+a+ﬁ+1)} P (x) n(n+oz+ﬁ+1)( 7) [ ()]
Trocando z pelos zeros de p (a2, ﬂ)( ) em (6.19), obtemos
o et 2.9 - ) [P0 -
(n+a+f+1) 2=tn1,1(a+2,0)
a-+1 /
1— [ (@8) (4 + (6.20)
{ n(n+a+p+ 1)] P(@)] =ty k(a+2,6)

a+1
nn+a+pG+1)

(1+2) [pe?(2)])”

I:rnfl,k(a+2’6)
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!
e1-
T=Tn—1,k (a+2:/8)

n

Substituindo os zeros de p® > (2) em (6.18), e isolando {p,({l’ﬁ) (x)]

contramos

nn+a+p+1)

= n(Tn_1k (a0 + 2, .
o=z, 1 x(a+2,8)  (@+1)(1+ 21k (a+2, 6))p (-1 ( 9))

hﬁm@W

(6.21)
A equagao diferencial de Jacobi é

(1=2*) [P + 8~ a—(a+5+2)a] ) +n(n+ats+1) 7] =0.
(6.22)

!/
Substituindo na equacao diferencial de Jacobi o termo [pﬁla’ﬁ ) (35)] encontrado em (6.21),

(@) 11" (c,5)
obtemos [ ) (33)] em fungao de [pna’ (.CL')] como segue

n+a+8+1)B+1) wp

(aﬂ)x ”:_n( Ty (v . .
e )] ainare ™ (Zno1 (@ +2,3)) (6.23)

Desta maneira substituimos (6.21) e (6.23) em (6.20)

n+b
(n+a+p+1)

a+2, !
(= 1) 0]
T=Tp_1,k(a+2,6)

P a+l }”W+“+ﬁ+”@M%A$m+zﬁm+

T nn+a+B+1)| (a+1)(1+x)

(a+D(B+1D)(142) n(n+a+8+1)

nmtatiiDrl Gtz Pr@ekl@t2.8)

Apos alguns céalculos simples, segue que

/
(s (2.9 = 1) [5037 0)]
T=Tp_1,k(a+2,6)

(6.24)
(a+n+1)(n+a+G+1)

(I+2x)(a+1)

DPn (In—l,k (a + 27 6)) :
Retomando ao limite (6.16), e substituindo em (6.24), temos

lHm A [xnfl,k (Oé + 27 ﬁ) — Tk (Oé, B; )‘)] =

P (wnrk (0 + 2, 8))
Fla+n+) ' (a+f4+n+1)(a+n+1)(a+F+n+1) [pz’ﬁ(xn,17k<a+276)):|'
2060H I () T (a+ 1) T (a+2) T (B+n) (1 +2) (1 + «)
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Fazendo alguns calculos e utilizando (6.9) segue o resultado desejado,

1+ 2, 2. 3)] g, (.
T Afeacsa (@+2,8) 2 (0, B 0)] = 27 1”“2(‘;“; Qf)]g (@.5), .

Para ilustrar o resultado do Teorema 6.1, observamos o grafico do polinémio

pél’l) (A +¢€,1;2), fixando A = 0 para alguns valores de € > 0, observamos a monotonici-

dade dos zeros de ]3:(31’1) (A +¢€,1; ) com relagao a A.

3,

~10 ~05 - T——a5— 10

e=0.1 €=0.059 €=0.03

ot

Figura 6.1: Grafico de ﬁgl’l) (A€ 1;2)

(1,1
Na Tabela 6.1 apresentamos os zeros de pé ) (A, 1; ) para alguns valores de A. Nota-
mos que todos os zeros desse polindmio crescem quando A cresce, além disso, observamos

1o ~(3,1
que o tltimo zero converge para 1 e os outros convergem para os zeros de pé ) (x) que

sao Ty = —0.615963 e w3 = 0.115963.

/\ ZE3’1(1,1,>\) ZE3’2(1,1,>\) 173,3(1,1,)\)
0 -0,654654 0 0,654654
1 -0,617598 0,111189 0,975159
10 -0,616132 0,115468 0,997353
100 -0,61598 0,115913 0,999734
1000 -0,615964 0,115958 0,999973

Tabela 6.1: Zeros de ﬁgl’l) (A, 1;x)

[lustramos agora este resultado para um polindmio de grau par, pf’” A+e1;2),
fixando A = 0 para alguns valores de ¢ > 0. Observamos a monotonicidade dos zeros
de ﬁil’l) (A+¢€,1;2) com relagdo a A, tomamos o = (§ = 1 apenas para uma melhor

visualizacao grafica.
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2L | o3 =009  €=0.02

Figura 6.2: Grafico de pi"" (A + ¢, 1;2)

(1,1

Na Tabela 6.2 apresentamos os zeros de pfl ) (A, 1;z) para alguns valores de A\. No-
tamos que todos os zeros desse polindmio sao crescentes quando A\ cresce, além disso,
observamos que o ultimo zero converge para 1, e os outros convergem para os zeros de

PV (2) que sdo x5y = —0.748218, 235 = —0.23345 e x = 0.381668.

A 241(2,3,N) 242(2,3, ) 243(2,3, ) 244(2,3,\)
0 -0.765055 -0.285232 0.285232 0.765055

1 -0.748532 -0.234406 0.379942 0.992607
10 -0.74825 -0.233547 0.381493 0.99924
100 -0.748221 -0.23346 0.381651 0.999924
1000 -0.748218 -0.233451 0.381667 0.999992

Tabela 6.2: Zeros de ]54(11’1) (A 1)

6.1.2 Propriedades dos polinémios p{” (), —1;2)

Analogamente, a formula de conexao para 137({"’5 )()\, —1;z) é dada da seguinte maneira

PP, =1 2) = p O () + A1 (=1, = 1) (@ + Dp{ 2 (@). (6.25)

Assim, calculamos

1 & o / « «, !
KoL, =1) = e (1) [ (D) —2(-1) PP (=)
k

com o intuito de facilitar os calculos, usaremos (3.4) e (3.7), para obtermos
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B T(a+6+2n—1)(a+3+2n—1)
Knrl=h =) = e G DT @ A e Tt ) T (G 1 1) <
on—1 (—1)"71F(Oz+ﬂ+n)lﬂ(ﬂ+n)( )2”‘1(—1)”‘1F(a+ﬁ+n+2)F(6+n+1)
TB+DC(a+B+2n—1) T(B+2)T (a+B+2n+1)

2"(-)"T'(a+B+n+1)I'(B+n+1) 22(—1)" T (a+ B8+n+1)T(B+n)
Fr+10I'(a+pG+2n+1) I'+2)I'(a+5+2n-1)

_|_

(n—1)

Fazendo algumas simplificagoes, segue que,

B MNa+pB+n+1)I(B+n+1)
S 20T () D (a+n) T (B+ 1) T (B+2)

Kyi(—1,-1) (6.26)

Feito isto, temos condicoes para de fato analisar o comportamento dos zeros dos

polinémios tipo Jacobi, quando adicionamos & medida d¢, 5 0 termo AJ (x + 1).

Teorema 6.2 Sejam o, > —1 e sejam x4 (o, 3) € Ty (o0, F5N) == zpp(a, 5; —1,N),
k= 1,---,n, os zeros de p,(za’ﬁ)(x) e pﬁf“’ﬁ) (A, —1;x), respectivamente. Entao vale a

sequinte propriedade de entrelagcamento:

—-1< xn,l(auﬁ; )‘) < xn,1<auﬁ) < xn—l,l(aaﬁ + 2) < In,?(aaﬁ; >‘) < In,?(aaﬁ) < -
< zn—l,n—l(aaﬁ + 2) < xn,n(a7ﬁ; >\) < xn,n(avﬁ)7

Além disso, cada x, (o, B; \) € uma fungao decrescente de X e, para k=1,--- ,n—1,
lim z, (o, ;) = —1,  lm 2, 541(c, B ) = 21 (e, B+ 2), (6.27)
A—00 A—00

e?

lim A ["En’l(a, ﬂ, )\) + 1] - hn (@,6)

)\ m 1— +2)]h (6.28)
/\li Men g1 (0, B3 N) — 21 g (o, B+ 2)] = L~ Zn1s éi‘vﬁﬁ 3 )] hn (e, ﬂ), :
onde

hn (0 ﬁ)_2a+ﬁ+2F(n)F(ﬁ+2)F(ﬁ+3)P(n+a)
N T T f )T ratfr2)

(6.29)

Demonstragao: No Teorema 5.6, foi demonstrado o entrelacamento entre os zeros de
i (@) e (@ + 1) pT™ (@), falta provar wa (5 ) < @i (0 ) < 2ot (0, f+2) <

s < Tyt (0, B4 2) < Ty (a, B3 A) < 2y (@, B), isto €, que os zeros de ﬁg{l’ﬁ) (A, —1;2)

se entrelagam ao mesmo tempo com os zeros de (z + 1) pﬁfﬁfﬁ) (x) e peP) (x). Para isso

tomemos a formula de conexdo (6.25). Substituindo x pelos zeros de (x + 1) p;ofw) (x)
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obtemos

sinal [p{? (A, —Lizpo14 (0, 6+2))] = sinal [P (2,1 (o, B+2))] (6.30)
= (-)""*, k=12 ,n—-1

sinal [p@?) (A, —1;-1)] = sinal [p{®? (=1)] (6.31)
= (—1)".

Assim, localizamos n—1 zeros de p pn 0) (A, —1; x), em outras palavras, em cada intervalo
(@11 (o, B+2),2p1p (0, +2)), com k=2,--- . n—1 e (=1,x,11(a,0+2))
encontramos um zero de p(a A (A, 1;x). Resta-nos localizar um zero, para isso

tomemos P (X, =13 Zp_1.n1 (o, B+ 2)), como, p (A, =13 2p—1m1 (0, 3+2)) < 0 e

lir_{l ) (A, —1;2) = +oc. Concluimos que, existe um zero de P (A, —1;z) a di-

reita de x,_1,-1 (o, 8+ 2). Donde obtemos o seguinte entrelagamento para os zeros de
P (L) e p i (a),

Tn (Oé, ﬁa )\) < Tn-1,1 (O{, ﬁ + 2) < Tn,2 (CY, ﬁa )‘> < Tp—1,2 (Oé, ﬁ + 2) <. <
< Tnn—1 (aa ﬂ? )\) < Tp-1,n-1 (Oé, ﬁ + 2) < Tnn (Oé, 67 )‘) . (632)

Aplicando, agora, os zeros de p\*” (x) em (6.25), temos

]35? A ()\7 _1; mn,j (CM, ﬂ)) = >‘an1 <_1> _1) (xn,j (aaﬁ) _'_ )Psza €+2) (xn,j (0575)) )

para j =1,---,n
Como A é um namero nao negativo, K,_; (—1,—1) > 0, (z,, (o, 3) +1) > 0 e ainda
sinal [ (2,8+2) (2 (a,ﬁ))] = (—1)"7, segue que

n—

sinal [An (A Lo (0, 9))] =

_ sinal [)\Kn_l (=1, =1) (2, (@, B) + 1) p7 (20 (a, ﬁ))]
— (_1)”—3'7 j=1,---,n

Em cada intervalo (z, ;-1 (o, 8),%n; (o, 3)), j = 2,--- ,n encontramos um zero de
ﬁfza’ﬁ ) (A, —1;x), o que significa que encontramos n — 1 zeros.

Tomando ]3,(10“6) (A, =Lz, (o, ), temos que

e sen & par, pgl 0) (AN, —Lizpq (o, 8)) <0e lim p(aﬁ) N\, =Lz (a, ) = +oo;

r——00

e se n & fmpar, p m()\ —Lizpy (o, 0)) >0e lim P )(A,—l;:c(oz,ﬁ)):—oo.

r——00
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~(,08)

Concluimos entao, que existe um zero de pﬁl (A, —1;2) a esquerda de z, 1 (o, 3), 0 que

resulta, no seguinte entrelagamento entre os zeros de pe? () e ped (A, —1;2)

Tna (o, B,A) <xpy (o, B) < zpa (o, B,A) <zpo(a,fB) < - <
< xn,n—l (O!, ﬁv )‘) < lﬁ,n—l (OZ, ﬁ) < J:mn (O{, ﬂ? )\) < J:mn (O{, ﬂ) . (633)

Combinando (6.32), (6.33) e o entrelagamento obtido no Teorema 5.6 quando ¢ < a

temos

-1 < xn,l(aaﬁ; )\> < xn,l(aaﬁ> < .’En_1<Oé,/6 + 2) < x’n,?(aaﬁ; )\) < ZU,,LQ(OK,/B) < e
< xn—l,n—1<aa ﬁ + 2) < xn,n(avﬁ; )‘) < In,n(@7ﬁ)'

Vamos mostrar, agora, as relagoes de limite do Teorema 6.2, através do Teorema 5.6 e

fazendo alguns calculos chegaremos aos limites decritos em (6.27) e (6.28). Seja

(,3)
. —DPn (_1)
lim A [z,1(a, B;A) + 1] = ~ .
A—00 anl <_17 _1) p7(1—,€+2)(_1)
Sabemos que o polinémio de Jacobi ménico aplicado no ponto x = —1 é

(—1)"2" T (a+B+n+1)I'(B+n+1)

B (1) —
P ) = T G D T et B2+ 1)

(6.34)

Em (6.26) encontramos K,,_; (—1,—1), bastando agora calcular

(ev,3)
lim Az, (o, 5;A) + 1] = ~
A—00 Kn—l (_]-7 _1)p7(17’£13+2)(_1>

2" (=1)"T'(a+B+n+1)T(B+n+1)
r+HI'(a+F+2n+1)
(=)' T (B+n+ DT (a+8+n+ DT (a+B+n+2)T(B+n+2)
20080 () D (B+ 1) T (B+2) T (a+n) I (B+3) [ (a+F+2n+1)
20PN ()T (B+2)T(B+3)T (o +n)
Ma+G8+n+2)I'(B+n+2)
= h,(a, ).

Seguindo o mesmo raciocinio, temos

)\114)1{.10 A [$n7k+1 (CE, /8? )\) Tn—1k (Oé, 6 + 2)] =
(a,8)

—Pn (xn—l,k (Oé, ﬁ + 2)) (635>
Kn—l <_17 _1) (xn—l,k (Oé, ﬁ + 2)) |:p1(103?+2) (x>i| |a:::vn_1,k(oz,/3+2)
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Vamos adotar novamente (6.17), onde adequamos para o nosso proposito em (6.18).
Além disso, para este caso usamos P\™” )(—a:) = (—1)"P7(Lﬁ ’O‘)(x)7 chamada relagao de

simetria para os polinomios de Jacobi, estabelecemos
P20 (—a) = (=1)"plP et (w), (6.36)

trocando « por (3 em (6.36) e (6.18), obtemos

B+1

nra (a,842) (c,8)
1+ ' T) = '
( ) () n+a+G+1)

(n_|_ a +5+ 1) Pr-1 Prn ($) o n( (.CE - 1) [pgla,ﬂ)(l.)] :

(6.37)

Partindo desta equacao, construiremos uma forma simples de escrever

/

(L4 zu1a (0, +2) [l ()]

x:xn—l,k(a7ﬂ+2)

Para isso, derivamos (6.37), logo

n-+ o (a,3+2) n—+ao (a,84+2) "
(n+a+ﬁ+1)p”*1 (x)+(n+a+ﬁ+1)(1+x)[p"1 (x)] N (6.38)
(@B ] p+1 (@B (] p+1 oy ed

[pn (35)] nn+a+pG+1) [p” (I)] nn+a+pG+1) (z—1) [p” (gj)} '

Substituindo, os zeros de pq(fﬁfw) (1 (0, B4+2)) em (6.38), obtemos

_nn+a+p+1)
rmnnepts . (B @ =1 P (e (@ f+2). (6.39)

[P (@)’

Aplicando (6.39) na equagao diferencial de Jacobi, e fazendo alguns calculos, temos

T=x,_1,5(a,0+2)
B nn+a+pf+1)(—a—1) (.6)
B+ 1) (@norn (e, B+2) — 1) (1 —zp1s(a, B+2)""

[pq(f’ﬁ : (93)} '

(Tn—1k (0, B+2)) .

Feito isso podemos retomar a equagao (6.38) substituindo (6.39) e (6.40) de tal forma
que,

(14 i (0, 5+ 2) [p25 (0)]

e (6.40)
(nt+B+1)(n+B+atl)
(B+1) (xnﬂ,k (o, B+2) — 1)p” (xnfl,k (o, B+ 2)).
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Enfim, substituindo (6.40) em (6.35),

)\11_{20 A [l'n,k—i—l (Oé, ﬁa /\) Ln—1,k (O{, ﬁ + 2)] =
_pgzaﬁ) (ajn—l,k (Oé, ﬁ + 2))
- 7
Ky (_17 _1) (In—l,k (Oé, ﬁ + 2)) |:p5102€+2) (l’)} |x:zn_1’k(o¢,ﬁ+2)

_ p;a,ﬁ) (Tn—1k (0, B+ 2))
Tn+B+D)T(n+a+pf+1)[~n+B+1)(n+a+B+D]p"” (2,1 (a,8))
2045+ (T (B+ )T (B+2)T (n+a) (B+1) (1 — zp_1 s (o, B+ 2))

segue dai o limite desejado,

(Tp—1k (v, B+ 2)) hy
2(8+2) ' "

/\h_)rgoz\ [T gr1 (@, B3 A) Tnoa g (@, B+ 2)] =

Para ilustrar o resultado do Teorema 6.2, o grafico do polinémio ﬁéo’g) (A+e,—1;2),
fixando \ = 0 e para valores de € > 0, notamos o comportamento mondtono dos zeros de

ﬁ:())o,s) (A + €, 1;2) com relagao a A.

-15

-30

Figura 6.3: Grafico de ]5:())0’3) (A€, —1;2).

(0,3
Na Tabela 6.3, apresentamos os zeros de pé )()\, —1;x) para alguns valores de .
Notamos que todos os zeros desse polindmio decrescem quando A cresce, além disso,
observamos que o primeiro zero converge para -1, e os outros convergem para os zeros de

PP () que siio 251 = —0.261583 e 255 = 0.849528.
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/\ I371(0,3,)\> $3’2(0,3,)\) $3,3(0,3,)\)
0 -0,273471 0,397623 0,875848

1 -0,985755 0,262648 0,849745
10 -0,998551 0,26169 0,84955
100 -0,99985 0,261594 0,84953
1000 -0,999985 0,261584 0,849528

Tabela 6.3: Zeros de ]35(30’3) (A, —1;2)

[lustramos, agora, o grafico de um polinémio de grau par, 13511’4) (A + €, —1;2), fixando

A =0 e para valores de € > 0, notamos o comportamento monétono dos zeros

de ﬁilA) (A + €, —1; ) com relagdo a .

30

20

10

15 -1.§ ;— .57 I 05 .
10F | €=001 =003  €=006

_ol

Figura 6.4: Grafico de pi"" (A + ¢, —1; )

(1,4
Na Tabela 6.4, apresentamos os zeros de pi )()\, —1;x) para alguns valores de .
Notamos que todos os zeros desse polindmio sao decrescentes quando A cresce, além disso,
observamos que o primeiro zero converge para -1, e os outros convergem para os zeros de

P8 (2) que sdo 31 = —0.0986717, 235 = 0.431726 e 235 = 0.820792.
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A xg1(1,4,0) x40(1,4, ) xa3(1,4, ) xga(1,4, )
0 -0,45191 -0,0370207 0,497091 0,840875

1 -0,998793 -0,098561 0,431784 0,82081

10 -0,999879 -0,0986606 0,431732 0,820793
100 -0,999988 -0,0986706 0,431727 0,820792
1000 -0,999999 -0,0986716 0,431726 0,820792

Tabela 6.4: Convergéncia de ]5511’4) (A, —1;2) quando A — oo.

6.2 Polinémios tipo Laguerre

Seja {p&a) (x)}22, uma sequéncia de polindmios monicos de Laguerre que sao ortogo-
nais com relagao a medida d¢, (x) = z%e~*dx, o > —1. Vamos considerar a perturbagao

de Uvarov em d¢,, (z) com ¢ = 0, ou seja,
dp (N, 0;2) = dpg (x) + A (), A > 0. (6.41)

Assim, obtemos uma nova familia de polinémios {p,(f‘) (A, 0;2)} ortogonais com relagao
a medida d¢ (A, 0;z), conhecidos como polinémios tipo Laguerre ou Laguerre Koorn-
winder. Fazemos a normalizacao introduzida no Teorema 5.5, em que 155{1) (A, 0;2) =
/{np,(f‘) (N 0;z) e K, = 1+ AK,,_1(0,0), e dessa maneira, a formula de conexao para os

polinémios p{ (\,0;x) é dada por
P (N, 0;2) = pl@ () + AK -1 (0,0) apl™? (). (6.42)

Inicialmente, calculamos

1 a o / o a !

Kot 0,0) = 7 =ap™ (0) [ (0] = #17 0) [ 0] (6.43)
n—1

E conhecido que esta é a formula confluente da Identidade de Christoffel Darboux aplicada

no ponto # = 0. Afim de facilitar nossos calculos vamos escrever (6.43) de maneira

apropriada utilizando (3.9) e (3.12)

B 1 (n—DII'(n+ «) . (n-—DIT'(n+a+1)
Hona (0,0) = (n— I (a4 n) (—1)”*1F(a+1)r(n)( )(—1)”*1F(a+2)r(n)
nI'(n+a+1) (n—2)II' (n+ )

(n—1)

(-1)"T(a+1)I'(n+1) ()" *T(a+2)T(n—1)]
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Colocando alguns termos em evidéncia e utilizando I' (z) = (z + 1)! propriedade da

funcao Gama, ap6s algumas simplificagoes obtemos

F'(a+n+1)

Kot (0.0) = s T 9 T )

(6.44)

Com isso podemos analisar o comportamento dos zeros dos polinémios tipo Laguerre

com relagao a perturbagao de Uvarov quando ¢ = 0.

Teorema 6.3 Seja z,; () € Tpp (a,\) = zpp (a;0,X), com k = 1,--- n para todo
a > —1, os zeros de p%a) (x) e p%a) (X, 0;x), respectivamente. Entao, vale a sequinte

propriedade de entrelacamento:

0<@pi () <zpy(a) <zp11(@+2) <zpo () <zpo(a) <--- <

< Tpin-1(@+2) < Tpp (@A) < Tpp(a).

Além disso, cada x, (a; \) € fungao decrescente de X e, para k=1,--- ,n—1,
Jim 2y (@A) =0, lim 2 k00 (@ 4) = 2 (@ +2) (6.45)
2
T A (033) = g (), (6.46)
1 A (053) = 7y (o +2)] = 24, (0.47)
onde
p-Ttleenrery

Demonstragao: Como no Teorema 5.6 foi demonstrado o entrelacamento dos zeros de

pﬁla) (x)e xpff‘_JrlQ) (x), falta provar que os zeros de ﬁ%a) (\; z) se entrelagam ao mesmo tempo

com os zeros de 2p'®, (z) e pi(x), ou seja, 0 < Tp1 (@A) < xpg (@) < zpogg (@ +2) <
e < Ty (@ 2) <@y (0 A) < 2y ().
Para isso, tomemos a formula de conexao (6.42), substituindo x pelos zeros de xpff_)l (x)

obtemos
P (s T (004 2)) = P (-1 (o0 + 2))

P (X;0) = p{ (0)
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isso implica em

sinal [P\ (A;zp—1p (@ +2))] = sinal [p{® (vn-1 (@ +2))]
T L RO

n

— (-1,

sinal [A,(f‘) (A;0)] = sinal [p(o‘) (0)]

Com isso, localizamos n — 1 zeros de ﬁﬁf) (\;z), ou seja, em cada inter-

valo (zp—1 -1 (@ +2), 214 (@+2)),comk=2,--- ,(n—1)e (0,2,-11 (o + 2)), encon-

tramos um zero de pu’ (A;z). Entéo, p” (A Zp—in1 (@+2)) <0e liIE Y (Nz) =

+o0. Logo, existe um zero de p. (A\;x) a direita de @1 -1 (v +2). Assim, chegamos

ao seguinte entrelacamento para os zeros de pi” (Nz)e xpga_)l (x)
0<zp1(a;A) <xpogp(@+2) < <Tpgpor (@+2) < xpy (a5 N) (6.49)
Por outro lado, ao aplicarmos os zeros de pi” () em (6.42), obtemos
5 (32 (@)) = Ay (0,0) (g (@) B0 (g (@), =1

disto segue, que

sinal [P (A2 ()] = sinal [AKy 1 (0,0) (g () pi” (5 ()]
- (_1)"*]" .]:]-7 y 10,
pois, A > 0, K,,_1 (0,0) > 0 e o sinal [(:an (a))pff“_ﬁz) (2, (a))] = (-D)""7,j=1,---,n.
Isso significa que em cada intervalo (z, ;-1 (), 2, (®)), J = 2,--- ,n, encontramos um

zero de pi) (\; ), ou seja, localizamos n — 1 zeros mas, como A (\; ) é de grau n temos

ainda um zero a analisar. Observamos que

e sen é par, ]37(10‘) (A 2na (@) <0eque lim pﬁf“) (\; 1) = +o0;

e se n é impar, p) (A 2nq (@) > 0eque lim e (A ) = —o0.

Donde segue que em ambos os casos, hd uma mudanca de sinal, logo existe um zero de

) (A\;x) & esquerda de z,,1 (), 0 que nos leva ao seguinte entrelagamento

Tp1 (G A) < Zpg (@) < Tpo () < zpo(a) < - <zpp(Aja) <xp,(a).  (6.50)
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Combinando (6.49), (6.50) e o entrelagamento entre P (z) e zp'®, (caso ¢ < a) no

Teorema 5.6, obtemos

0<Zpt(a;A) <zpp(a) <zpogg(@+2) <zpo(A) <zpo(a) <--- <

< Tp_ip1 (@ +2) < Ty (@A) < Ty (@) .

Agora, vamos mostrar as relagoes de limites (6.46). Utilizando o Teorema 5.6 temos

(a)
lim Az, (a; \)] = b ((a>+2) . (6.51)
At Kn1(0,0)p, 57 (0)
Sabemos que o polindémio de Laguerre moénico aplicado no ponto x =0 é
o n!ll'(n+a+1
P (0) = : (6.52)

(-D)"I'(a+1)T'(n+1)
Substituindo (6.43) e (6.52) em (6.51), fazendo algumas simplificagoes, temos

nll'(n+a+1)
: —1)'T(a+1)T'(n+1
fim A fan s (s A)] = F(n—i—Ey—i—)l) ( (71—(1)!F(7)1+a+2)
F'(n)T(a+1)T(a+2) (=1)"'T'(a+3)T (n)
Fa+2)I'(a+3)T(n)
F'(n+a+2)
= gn(a)

obtendo assim, um dos limites desejados. Novamente aplicando o Teorema 5.6 encon-

tramos para o limite abaixo

(@)
] —Pn Tp— a+2
)\hm A [In,k+1 (a3 \) — Tn—1k (a+2)] = Pn Lk ( : ))/
o K1 (0,0) 21 (0 +2) [pots (2)]

$=xn,17k(a+2)

(6.53)

Utilizando a representagao provada por Dimitrov, Marcellan e Rafaeli em [4], onde escreve-

- ( e ) oY (o) = ( e >p£f> () + ( e ) P @] (65

e fazendo apenas a normalizagao, porque, neste caso os polinomios de Laguerre sao moni-

se

cos, temos

n

(6.55)
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Para encontrar uma nova representagao para

!
Tp-1x (a+2) [p,(fi?) (x)]

T=Tn—1,k (OL+2)

!/
vamos substituir os zeros de :Upglajz) (x) em (6.55) e isolando [p&a) (x)] , encontramos

- @
T=xy 1, (a+2) a+1 "

(@n_ik (@ +2)) . (6.56)

Derivando a equagao (6.55)

P @) 2 [ @) = [ @]+ = s @) (6.57)

(a+2)

Trocando x pelos zeros de p, |~ (x) obtemos

(a+2)

s (a+2) o5 ()] = —n [pl) (2)]

r=rp_1 k(a+2) T=Tn_1,k(Q+2)

"

+(a+1) [p® (x 6.58
0@ 65)
A equacao diferencial de Laguerre é

T [p,(f) (x)]// +(a+1—2x) [pﬁf") (x)]/ + np'@ (z) = 0. (6.59)

/
Substituindo na equacao diferencial de Laguerre o termo [pﬁla) (x)} encontrado em (6.56),

1
obtemos [ () (:L‘)} em funcao de p' (z), como segue

[P (@)]" = 50 (@) (6.60)

Desta maneira substituindo (6.56) e (6.60) em (6.57), temos

! —n a+1l| —n
. 9 [ (a+2) } _ (@) (@) (1), 6.61
Apos alguns céculos simples, segue que
a o= n+a+1)
Tn-1k (@ +2) [P;jlz) (93)] = %pg ! (z). (6.62)
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Retomando o limite (6.53), e substituindo (6.62)

(@)
] —Pn Tp— a+ 2
)\hm A [xn,k+1 (a3 \) — Tn—1k (a+2)] = Pn Lk ( : ))/
o K1 (0,0) 21 (0 +2) [pots (2)]

CEan,Lk(Oz‘FQ)

—p$ (@1 (a +2))

I'(a+n+1) [— (n+a+ 1) pi (2014 (a+2))]
Fla+1)T'(a+2)T(n) a+1
In
T at2 u

Para ilustrar o resultado do Teorema 6.3, o grafico do polinémio ;5§2) (A +¢€,0;2),
fixando A = 0 e para valores de e > 0, mnotamos o comportamento mondtono

dos zeros de ]3;(,,2) (A +€,0;x) com relagao a A.

300

200}

1Y 24

e=0.1 e=0.5 e=1

_300LC

Figura 6.5: Gréafico de 13:(32) (A +¢€,0;2).

Na Tabela 6.5, apresentamos os zeros de ﬁgQ) (A, 0; x), para alguns valores de \. Nota-
mos que todos os zeros desse polinémio decrescem quando A cresce, além disso, observamos
que o primeiro zero converge para (0 e os outros convergem para os zeros de 15§4) () que
S0 T2 1 = 3.55001 e x99 = 8.44949.

A 1'371(27 /\) 17372(2, )\) 17373(2, )\)
0 0,887364 3,86467 8,74797
1 0,321731 3,64053 8,53774
10 0,0390611 3,5604 8,45936
100 0,00399042 3,55151 8,45049
1000 0,000399904 3,55061 8,44959

Tabela 6.5: Zeros de ﬁgQ) (A, 0;2)
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[lustramos agora o grafico de um polinémio de grau par, ]5515) (A +¢€,0;2), fixando A = 0

e para valores de € >0, onde notamos o comportamento monoétono dos zeros de

~

2P (A + € 0;2) com relacio a A.

1500 -
1000 -

500 -

15 20

\A
N

-500

—-1000

e=0.1 e=0.5 e=1

~1500 -
Figura 6.6: Grafico de p) (A + ¢, 0; z)

Na Tabela 6.6, apresentamos os zeros de ]3515) (A, 0;x), para alguns valores de A. No-
tamos que todos os zeros desse polindmio sao decrescentes quando A cresce, além disso,

observamos que o primeiro zero converge para () e os outros convergem para os zeros de
7 () que sdo w51 = 4.89275, 55 = 9.32299 e w55 = 15.7843.

A ZI}4’1(5, )\) LL’4’2(57 >\) $4’3(57 )\) I4’4(5, )\)
0 2,91079 6,0 10,3341 16,7551
1 2,06065 0,42054 9,80311 16,2451
10 0,509447 4,97439 9,40284 15,8633
100 0,0589664 4,90128 9,3315 15,7928
1000 0,00598952 4,89361 9,32385 15,7851

Tabela 6.6: Convergéncia de 13515) (A, 0;2) quando A — oc.
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/

Conclusao

Neste trabalho, estudamos as familias de polindmios ortogonais {g, (¢; ) }n>0 € {r, (¢; ) }n>0

geradas a partir das medidas

dgy (x) = |z —cldg (x) e dgy(z) = (z— ) do(x).

Esses polindmios sao chamados polinomios de Christoffel. Mostramos a relagao entre
os zeros dessas duas familias, obtendo inicialmente o entrelagcamento entre os zeros de
qn (¢; ) com os zeros de p, (z) e p,+1 (x) e, posteriormente provamos o entrelagamento
dos zeros de 7, (¢; x) com os zeros de p, (z) € puy (7).

Além dos polindémios de Christoffel abordamos sequéncias de polindbmios ortogonais

geradas por uma medida da forma
Aoy (z) = do () + A3 (z — c).,

medida na qual adicionamos o termo A\ (z —¢), onde A > 0 e §(x —¢) é o funcional
delta de Dirac no ponto ¢, dizemos que essa medida foi perturbada e tal modificacao é
denominada perturbacao de Uvarov. Fornecemos uma representagao para esses polindomios
{pn (A, ¢; 2) } >0, através de uma combinagao linear de polindomios conhecidos e estudamos
varias propriedades dos zeros desses polinémios.

Finalizando, exemplificamos os resultados obtidos considerando duas medidas especi-
ficas, a medida classica de Jacobi e Laguerre. Fazendo isso obtivemos uma sequéncia de
polinémios tipo Jacobi e outra tipo Laguerre, onde pode-se observar com maior facilidade,

o comportamento monotdnico e assintético dos polinomios gerados por tal perturbacao.
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