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Resumo

Motivados por interessantes aplicacoes das equacoes diferenciais ordinérias a pro-
blemas em diversas areas, apresentamos um texto introdutério e basico sobre a teoria

de existéncia e unicidade de solugao e descrevemos o estudo sobre alguns modelos.

Palavras-chave: equacoes diferenciais ordinérias, existéncia de solucao, modelo da

dindmica do Diabetes.






Abstract

Motivated by interesting applications of ordinary differential equations to problems
in several area, we present an introductory text theory on the existence and uniqueness

of solutions and describe the study on some models.

Keywords: ordinary differential equations, existence of solution, the dynamic model
of Diabetes.
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1 Introducao

As equacoes diferenciais constituem uma ferramenta importante na modelagem
de problemas naturais. Véarios problemas fisicos, quimicos, ecologicos, econémicos e
biologicos sao descritos através das equacoes diferenciais; podemos encontrar suas di-
versas aplicagoes nas referéncias [3], [5] e [7]. Para se estudar a teoria sobre existéncia
de solucao para equacoes diferenciais ordinarias é necessario o conhecimento de algu-
mas técnicas e resultados da analise matematica como a convergéncia de sequéncias de

funcoes.

Observa-se que no final do século XVII, com os avancos do Céalculo, por obra de
Isaac Newton (%1646, 11727) e Gottfried Wilhelm von Leibniz (x1646, 11716), intiimeros
problemas puderam ser modelados matematicamente na forma de equacoes diferen-
ciais. Com isso, surgiu a questao da resolucao dos problemas matematicos apresenta-
dos por estes modelos. Varios desses problemas foram resolvidos explicitamente por
grandes matematicos como os da familia Bernoulli (x1654,11705) e Leonhard Euler
(%1707, 11783).

Com o tempo perceberam que nao seria possivel obter procedimentos gerais de reso-
lugao explicita para as equacoes diferenciais e entao, no século XVII, os pesquisadores
comecaram a procurar outros métodos de estudo das equacoes diferenciais que nao
a sua solucdo explicita. Um grande nome dessa época é Augustin Louis Cauchy
(%1789, 71857) que demonstrou a existéncia de solugbes para uma grande parte das
equacgoes diferenciais, que aparecem em muitos modelos. No final do século XIX
surge a teoria qualitativa geométrica, com Henri Poincaré (x1854,11912) e Aleksandr
Mikhailovich Lyapunov (x1857,11918), e também a teoria de aproximacao analitica e
de aproximacao numeérica. Embora essas duas teorias nao sejam objetos desse trabalho,
é valido observar a sua importancia e a existéncia de pesquisas desenvolvidas até os

dias atuais envolvendo os resultados obtidos por esses grandes matematicos.

Por outro lado, para um processo de ensino-aprendizagem mais comprometido com
o conhecimento do aluno é espera-se propiciar um ambiente favoravel e prazeroso para
este processo, para tanto, apostamos na modelagem que estimulada por um problema

da "vida real", utiliza-se da Matematica para buscar as possiveis solucoes. Segundo
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Bassanezi ([?],2002,p.16) "a modelagem matemaética consiste na arte de transformar
problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas

solugoes na liguagem do mundo real."

Dessa forma, a arte de modelar faz com que a Matemaética aproxime-se da realidade

e nao o caminho inverso.

Tendo em vista que o Programa de POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
UNIVERSITARIA, Curso de Mestrado Profissional da Unesp tem como objetivo a
formacao de um matematico e nao necessariamente um pesquisador no sentido tradi-
cional, mas com suficiente grau de erudicao matematica para tracar conexoes entre os
diversos dominios dessa ciéncia, fizemos um estudo utilizando a interdisciplinaridade de
ciéncias para a motivacao do processo de ensino aprendizagem. Para tanto produzimos
um material que podera ser utilizado em sala de aula, em disciplina de Modelagem

Matematica e ou em disciplina introdutoria sobre Equagoes Diferencias Ordinarias.

Os objetivos centrais deste trabalho sao: a promocao da familiaridade com um
modelo matematico advindo de situacao real; a promocao de um estudo introdutoério
sobre a teoria das equacoes diferenciais ordinérias e sua utilizacao em aplicagoes. Para
este fim introduzimos alguns conceitos e resultados da Analise Matematica e Algebra

Linear.

Para que possamos atingir os objetivos supracitados este trabalho esta organizado
da seguinte forma:

Capitulo 2: resultados basicos que foram utilizados no estudo da teoria de equacgoes
diferenciais ordinarias.

Capitulo 3: teoria basica das equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem,
com respeito a existéncia e unicidade de solugao.

Capitulo 4: teoria basica das equacoes diferenciais lineares de segunda ordem,
equagoes homogéneas e trazemos a descricao de um modelo para a dinamica do Dia-
bétes, sua andlise quanto a solucao, interpretacao e validacao.

Capitulo 5: sistemas de equagoes diferenciais lineares, autovalores e autovetores,

uma breve andlise qualitativa e uma aplicacao de estratégias de armamentos.

Através das aplicacoes das equacoes diferenciais ordinarias, ficou evidente a im-

portancia da interdisciplinariedade na aquisicao do conhecimento.



2 Preliminares

Neste capitulo apresentamos os conceitos e resultados teoricos de Anélise Matema-
tica e Algebra Linear necessérios para o desenvolvimento do trabalho. Muitos desses
resultados nao sao demonstrados, mas algumas referéncias que apresentam as provas

desses teoremas sao dadas no decorrer do texto.

2.1 Resultados de Analise

As definicoes e resultados desta se¢do podem ser encontrados na referéncia |[1].

Definicao 2.1. Um subconjunto K do espaco R™ é compacto, quando K ¢é fechado e

limitado.

Teorema 2.1 (de Borel-Lebesgue). Toda cobertura aberta de um conjunto compacto
admite subcobertura finita.
Definigao 2.2. Se (ay), oy € uma sequéncia de nimeros reais, entdo:

A soma infinita aq + ag + az + ... + a, + ... = Y a, € chamada série.

n=1
Cada numero a; € um termo da série, onde a, € o termo genérico de ordem n. Para

definir a soma de infinitas parcelas, consideram-se as somas parciais.
Sl =
Sg = a1+ as
53 =a; +as + as

S,=a1+ay+az+ ...+ a,_1+a,

A sequéncia (Sy,)nen € chamada de sequéncia das somas parciais . Se essa sequéncia
(Sn) tem limite S, entdo a série converge e sua soma € S.

Se a sequéncia (S,) ndo tem limite, entdo a série diverge.

Definicao 2.3. Uma sequéncia de funcgoes f, : D C R — R é uma correspondéncia
que associa a cada nimero natural n € N uma funcao f,, definida em D e tomando

valores reais.

19
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As sequéncias de funcdes, distinguem-se em dois conceitos de convergéncia: con-

vergéncia pontual e convergéncia uniforme.

Definicao 2.4. Diz-se que uma sequéncia de funcoes f, : D C R — R, com o mesmo
dominio D, converge simplesmente ou pontualmente para uma funcao f se, dado qual-
quer € > 0, para cada x© € D existe N = N(x,¢) € N tal que

n>N=|fulx)— f(z)] <e.

Definicao 2.5. Diz-se que uma sequéncia de funcgoes f, converge uniformemente para
uma funcao f em um dominio D se, dado qualquer e > 0, existe N € N tal que, para
todoxe€ D en>N = |f.(x) — f(x)] <e

A definigao acima significa, geometricamente, que V € > 0 cada grafico de y = f,(x),
paran > N esta contido numa faixa de amplitude 2 ¢, centrada no grafico de y = f(z),

como mostra figura abaixo:

L 3

Figura 2.1: Faixa de amplitude 2 e.

Observacao 2.1. Note que a convergéncia uniforme implica convergéncia pontual,
mas a reciproca nao é verdadeira. Por exemplo, considere a sequéncia f,(z) = z/n,
fn : R — R. Vamos mostrar que para cada z € R, f,(x) — 0 pontualmente quando

n — 00, mas a convergéncia nao é uniforme.
|z

De fato, Ve > 0, e cada x € R, basta considerar N, € N, N, > — entao Vn > N,
€
tem-se 7
x
AP
n n
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Figura 2.2: Graficos de f,(z) = z/n.

Note agora que f,(x) sdo retas passando pela origem e é impossivel colocar uma
infinidade de graficos de (f,(z)) em uma faixa de amplitude 2¢ centrada na reta y = 0.

Logo, a convergéncia nao pode ser uniforme.

Teorema 2.2. Se f, € uma sequéncia de funcgoes continuas em um mesmo dominio

D, que converge uniformemente para uma funcao f, entdo f € continua em D.

Demonstrag¢ao. Sejam x, ' € D. A desigualdade triangular permite escrever:

() = ()] |(f (@) = ful2)) + (ful@) = ful(2) + (fulz) — f(2"))]
< [f@) = @)+ [ful2) = ful@)] + [(ful2") = f(2))].

Dado qualquer € > 0, a convergéncia uniforme garante a existéncia de N tal que,

(2.1)

paran > N,
[f(@) = fulz)| <€/3 e [fula') = f(2')] <€/3,

quaisquer que sejam xz, ' € D. Fixando um indice n > N e usando a continuidade
de f, para determinar 0 > 0 tal que x, 2z’ € D, satisfazendo |r — 2| < § implica
|fu(x) — fu(2')| < €/3. Dado € > 0, usando (2.1), obtemos |f(z) — f(z')| < € para z,
¥ e D, |lx—2a| <o.

Portanto, como f é continua em z’ € D arbitrario, segue que f é uma funcao
continua em D. O]

Teorema 2.3 (de Dini). Se f,, € uma sequéncia de fungoes continuas em um mesmo
dominio compacto D, que converge monotonamente para uma funcao continua f, entao

essa convergéncia € uniforme.
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Demonstra¢ao. Vamos supor (f,,) decrescente. Dado qualquer € > 0, para cada z € D

existe um inteiro positivo N, tal que

|, () = flz)] <e

Pela continuidade, 3 6, > 0 tal que |fy, () — fn, ()] < € V t satisfazendo |t — z| < §,.
Note que a sequéncia (f,(t)) é decrescente, entdo |f,(t) — f(t)] < |fn, (t) — f(t)] <
€, Yn > N,. Logo existem N, como acima e J, > 0 tais que

n > N,,Vt € D, com |t — x| < d,, entao |f,(t) — f(t)] <e.

Note que Vs, () = {t € R;|t—x| < 0.}, quando z varia em D, forma uma cobertura
aberta de D, e como D é compacto, pelo Teorema de Borel-Lebesgue, existe um nt-
mero finito de vizinhangas Vj,(x) que cobrem D, denotadas por Vs, (x1), Vi, (22),. . .,

Vse, (x,.). Sendo N o maior dos nameros N, N,,, ..., N, , segue que
n>N=|fu(x)— f(z)] <e,
qualquer que seja x € D. O

Um importante resultado utilizado para provar que uma dada sequéncia ou série
de funcoes é uniformemente convergente é o Critério de Cauchy. Esta técnica permite
garantir a convergéncia sem a necessidade de exibir o valor do limite. A prova pode

ser encontrada em [1].

Teorema 2.4 (Critério de Cauchy para Séries). Uma condi¢do necessdria e suficiente
para que uma série Ya, seja convergente € dado qualquer € > 0, existe N tal que, para

todo inteiro positivo p e n > N temos
|Cln+1 + apyo + -+ an+p| < €.

Vamos introduzir o conceito de supremo de um conjunto de niimeros reais. Para

isto precisamos da seguinte definicao.

Definicao 2.6. Um conjunto C' de numeros reais € limitado a direita ou limitado
superiormente se existe um numero K tal que ¢ < K para todo ¢ € C. Do mesmo
modo, C' € limitado a esquerda ou limitado inferiormente se existe um numero k tal
que k < ¢ para todo ¢ € C. Os numeros K e k sao chamados cotas do conjunto C,

superior e inferior, respectivamente.

Definicao 2.7. O supremo de um conjunto C € a menor de suas cotas superiores, ou
seja, € o numero S que satisfaz as sequintes condicdes: a) ¢ < S para todo ¢ € C; b)

dado qualquer nimero € > 0, existe um elemento ¢ € C tal que S — e < c.

Proposicao 2.1. Todo conjunto nao vazio de nimeros reais, que seja limitado supe-

riormente, possuL supremo.
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O proximo resultado é utilizado na linearizacao de um sistema de equacoes diferen-

ciais em torno de um ponto de equilibrio.

Teorema 2.5 (Formula de Taylor em Duas Variaveis). Seja f : U — R uma func¢ao
definida num aberto U C R?, de classe C®. Sejam (a,b) € U e (h, k) € R? — {0} tais

que o0s pontos da forma (a + h,b+ k) estejam no dominio U. Entdo,

0 0
a—i(a, b) + k:—f(a, b)

f(a+h,b+k:):f(a,b)+[ 3y

1[o%f 2, o Of 0*f 2
onde
R(h, k) _1 ﬁ(a b)h* +3 il (a,b)h*k + 3 el (a,b)hk? + ag—f(a b)k?
s 93 0x20y "’ dxoy? "’ oyd ’

para algum (a,b) interno ao segmento das extremidades (a,b) e (a+ h,b+ k).

2.2 Resultados de Algebra Linear

Nesta secdo sao apresentados resultados e conceitos de Algebra Linear baseados nas

referéncias [6] e 8], que sdo utilizados no decorrer do trabalho.

Definicao 2.8. Seja V' um espaco vetorial sobre o corpo K dos escalares, dizemos que
um conjunto de vetores x1,xs,...,x, gera o espaco V se todo elemento de V' pode ser
erpresso como uma combinacao linear de xq,xo,...,x,, € neste caso, dizemos que V é

finitamente gerado.

Definicao 2.9. Um conjunto de vetores x1,xs,...,x, em V € linearmente depen-
dente, l.d. se um desses vetores é combinacao linear dos outros. Ou seja, o conjunto
de vetores x1,xo,...,x, € l.d. se existirem escalares cy,...,c, nao todos nulos tais

C1X1 + %o + - -+ + CrTy = 0.

Definicao 2.10. Se os vetores x1, 2o, ..., x, nao sao l.d., isto é, nenhum desses vetores
pode ser escrito como combinacao linear dos demais, neste caso essa sequéncia € dita
linearmente independente, l.i.. Ou seja, se os vetores x1,xa,...,T, forem l.1., isto

implica que se c1x1 + caxo + -+ + cpx, =0, entao ¢y =co = ... =¢, = 0.

Definicao 2.11. A dimensao de um espaco vetorial V, denotada por dimV, € o
numero de vetores l.i. que geram V. Se V' for finitamente gerado dizemos que V é um
espaco de dimensao finita. Caso contrdrio, isto €, se nenhum conjunto com um nimero

finito de elementos de V' gerar V', entao V' é chamado de espaco de dimensao infinita.

Definicao 2.12. Se um conjunto B de wvetores l.i. gera um espaco V, entao B é

chamado de uma base para V.
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Definigcao 2.13. Sejam U, W subespagos de um espago vetorial V.. O espago vetorial V'
¢ soma direta dos subespacos U, W a qual serd representada por U W, se as sequintes

condigoes sao satisfeitas:
1. UNW = {0}, onde 0 é o vetor nulo.
2.V=U+4+W,isto é,VveV, eristemueclUeweW tais que v =u+ w.

Definigao 2.14. O conjunto { f1,..., fn} formado por funcées definidas em um mesmo
dominio D € l.i. se
alfl(t) +-+ anfn(t) = 07 vVt € D7

implicar o = g = -+ =, = 0.

Definicao 2.15. As transformacées lineares T definidas em um espaco vetorial V em

st mesmo, isto €, T 1V — V e que satisfazem
(i) T(u+v)=T(u)+T(v),Vu,v eV
(ii) T(ou) = aT'(u),Yu € V e Va € K

sao chamadas de operadores lineares sobre V.

Exemplo 2.1. Dado V um espago vetorial, Id : V' — V, definido por Id(v) = v para

todo v € V, é um operador linear denominado identidade.

Definicao 2.16. Dado um operador linear T : V. — V', onde V' é um espaco vetorial

finitamente gerado, define-se o polindémio caracteristico de T por:
pr(x) =det([T]g — AI),

onde [T|p representa a matriz da transformagao T, com respeito a base B de V. As
raizes de pr(x) sao denominadas os autovalores de T e vetores nao nulos que satisfazem

T(v) = M, onde X é autovalor de T sao denominados autovetores de T.

Observacao 2.2. O polinémio caracteristico independe da escolha da base B do espaco

vetorial V, ja que se C for outra base de V' entdo [T]p e [T]¢ sdo matrizes semelhantes.

Definicao 2.17. Um operador linear L : V — V ¢ nilpotente se L¥ = 0 para algum
inteiro k positivo. O menor k para o qual L* = 0 é chamado de indice da nilpoténcia de
L. Se o indice da nilpoténcia de L for k, significa que existe v em V tal que L¥1v # 0.
Observe que LF = 0 significa que L*v = 0 para todo v em V. Se L for nilpotente com

indice k, seu polindmio caracteristico serd t* e assim o seu unico autovalor é o zero.

Definicao 2.18. Sejam V um K-espaco vetorial de dimensao finitan eT :V — V
um operador linear. O subespago vetorial S C V é denominado subespaco vetorial

invariante pelo operador T ou subespago vetorial T-invariante quando T'(S) C S, sendo

T(S)={T(s)|s € S}.
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Posteriormente, com o objetivo de estender os resultados de existéncia e unicidade
de solucoes para sistemas de equacoes diferenciais lineares usaremos o seguinte resul-

tado, cuja prova encontra-se em [6].

Teorema 2.6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V' um espago vetorial sobre o

corpo K, com o produto interno denotado por <,>. Entao
| <zy>[<|lzllllyll, Yo,y € V.

A igualdade vale se, e somente se, {x,y} for linearmente dependente.

2.3 Formas de Jordan

Nesta secao sao apresentados alguns resultados para a construcao da chamada
Forma de Jordan de um operador linear. Para isto considere V um K-espaco veto-
rial de dimensao finita, onde K denota o corpo dos escalares, o texto a seguir é baseado

na referéncia [6].

Definicao 2.19. Um bloco de Jordan v x r em A € a matriz J.(\) em M,.(K) que tem

A na diagonal principal e 1 na diagonal abaizo da principal, isto €,

A0 0 -~ 00
r 20 -+ 00

LO= [0 1 A - 00| e M(K).
(000 0 -+ 1 X

Para operadores nilpotentes, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.7. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e T :'V — V linear e

nilpotente de indice k < dimV. Entao existe uma base B de V tal que

J1(0)
)5 = mo ,
Jr(0)
onde J1(0) € de ordem k e os demais blocos J;(0), j =2,...,7 sao de ordem menor ou

wqual a k.
Agora apresentamos a forma de Jordan para um operador qualquer.

Teorema 2.8. Seja T : V — V um operador linear, onde V é um espaco vetorial de
dimensao finita, tal que pr(x) = (x — A\)™ - (x — A\)™, m; > 1 e \; # \j, se i # j.
Entao V. =U, & --- ® Uy, onde para cada @ = 1,...,t,U;, representa o auto-espaco

generalizado associado ao autovalor \; e tem-se:
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1. dimg U; = my;
2. o subespaco U; € T-invariante;

3. a restricdo do operador (\;1d —T) a U; é nilpotente.

Sera construida a Forma de Jordan de um operador linear utilizando o teorema
acima. Sejam 7' : V — V um operador linear, e pr(z) = (z —A)™ -+ (x = \)"", 7 >
1, m; > 1 e A\ # Aj, o polindmio caracteristico de T Pelo teorema 2.8, existe uma
decomposicao V = U; @ - - - @ U, satisfazendo as propriedades 1, 2 e 3 de seu enunciado.
Para cada ¢ = 1,...,r, considere o operador T; = T|y, : U; — U;. E como T =

T, — \ild,,, é nilpotente, existem uma base B; de U; e nimeros t;,m; > My« > My,

tais que
Ty (Ai) 0 0
Ty (N -+ 0
[Ti]Bi - : 2: : ’
00 )
onde, paracadai=1,....,rej=1,...,1,
[N 0 - 0 0]
1 N - 00
Jmij ()‘l) = 0 - 000 < Mmij(K)7
L 0 0 -+ 1 N |

é o correspondente bloco de Jordan. Observe que, como a soma Uy @ - -- @ U, é direta,
segue que B = By U By U---U B, é base de V. Portanto,

T]p, 0 0
0 [1ys, 0
[T]B - . o ..
0 0 - [L]s,

Esta matriz é chamada de forma de Jordan associada a 7. Os ntimeros ¢;, m;j, ¢ =
1,....m5 =1,...,t;, estdo bem determinados a partir de T, isto é, dado T', a forma
de Jordan esta bem determinada. Além disso, dois operadores lineares S € L(V,V) e
T e L(V', V') tem a mesma forma de Jordan se, e somente se, existir um isomorfismo
¢V — V' tal que ¢7'T'¢ = S. Vamos denotar por L(V,V) o conjunto de todos os

operadores lineares definidos em V.

Definicao 2.20. O polinémio minimal de um operador linear T € L(V,V') é o polino-

mio monico mr(x) de menor grau tal que mp(T)(v) =0, Vv € V.
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Sejam T :V =V, ryemy;,i=1,...,tej=1,...,r;. Como anteriormente para
cadai=1,...,tej=1,...,1, defina o polinémio ¢;;(x) = (x — X\;)"™ como divisor
elementar de 7" de multiplicidade m;; associado a A;. Quando m;; = 1 para algum 1, j,
diz-se que o correspondente polinomio g;; é simples.

Segue da construcao feita que o polinémio caracteristico de T' ¢ o produto de todos

os seus divisores elementares, isto é,
pr(x) =[] @)
1]

Os ntimeros m;; representam os tamanhos dos blocos de Jordan. E claro que T seré
diagonalizavel se, e somente se, todos os blocos de Jordan tiverem tamanho 1.

Por outro lado, para cada i, tem-se m;; > ... > m,,, de onde se conclui que 7" sera
diagonalizavel se, e somente se, m;; = 1 para todo?=1,...,t. No caso m;; > 1 sabe-se

que a ordem do maior bloco de Jordan associado ao autovalor \; é dado por m;; X my;.

Observacao 2.3. Considere o bloco de Jordan J.(\) com A € K. Observe que
(J-(A) = Md,)" =0e (J.(\) — Md,)""" #0.

Seja A uma matriz m x m formada por blocos de Jordan J,,(A\),...,J;,(A) na
diagonal e matrizes nulas no resto. Se ry >r;, Vi=2,...,s, entdo (A — \d,,)" =0

e (A— \d,,)" 1 # 0. Utilizando esta observagio, segue que
qin(T3) = (T; — Nild,,)™ =0,

isto é, o operador T; é anulado pelo polinémio ¢;;, Vi = 1,...,t. Como a soma T =

T, @ --- & T, é direta, conclui-se que T" é anulado pelo polinémio

g1 (2)qa1 () - g () = (1 — X)) (@ — A)™2 -+ (@ — A)™™,

mas nao por nenhum outro de grau menor. Este é o polindomio minimal mqy(z). Assim,

o polinémio caracteristico de 7" ¢ um multiplo de seu polinémio minimal.

O proximo capitulo apresenta alguns resultados da teoria bésica de Equacoes

Diferenciais Ordinarias.






3 Equacoes diferenciais de primeira

ordem

Dada uma funcio f : D C R? — R, a relacao
dy
—= = f(t,y(t
o = ()
¢ chamada de equagao diferencial ordinaria (EDO) de primeira ordem. Um Pro-

blema de Valor Inicial (PVT) é constituido pela equagao diferencial e por uma condigao

inicial y(ty) = yo € R e é denotado por:

dy
% = f(tay) (3'1)

y(to) = Yo

Geometricamente, resolver (3.1) consiste em determinar um intervalo I, contendo
to e uma fungao y que satisfaz y' = f(t,y(t)),Vt € I que passa pelo ponto (to, yo) € R>.
Na secao 3.1 descrevemos o importante teorema sobre existéncia e unicidade de

solucao para o PVL

3.1 Existéncia e unicidade de solucao

A primeira questao que surge quando trabalhamos com equagoes diferenciais diz
respeito a existéncia de solucao. Posteriormente, analisa-se a questao de unicidade.
Para responder ambas as questoes apresentamos o Teorema de Existéncia e Unicidade

e uma prova baseada em técnicas basicas, utilizadas na referéncia [3].

of (t,y)
dy

Teorema 3.1 (Teorema da Existéncia e Unicidade). Suponha que f(t,y) e

sao funcoes continuas em uma regiao retangular

A={(t,y) eR?/a<t<be c<y<d}

contendo (to,yo). Entdo nessas condigoes, existe uma iunica funcao y(t) definida num

intervalo I contendo ty, que é solug¢io do PVI (3.1).

29
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A prova desse resultado é apresentada nesta secdo, apds introduzirmos algumas

definicoes e resultados necessérios.

Observacao 3.1. (a) O intervalo I s6 fica determinado, em geral, depois que

encontrarmos a solu¢ao y(t), como veremos na demonstragao.

(b) O teorema apresenta apenas uma condigao suficiente para a existéncia e
unicidade da solugao. Se as condicoes nao sao satisfeitas o PVI pode ou nao

ter uma ou mais solugoes.

Para demonstrar o Teorema 3.1 sao necessarios alguns resultados preliminares. Va-

mos considerar o PVI (3.1) onde f é uma fungao continua e (¢, y,) pertence ao dominio
de f.

Proposicao 3.1. Seja y : [to, to+7] — R uma funcdo continua. Esta func¢do € solugdo

de (3.1) se, e somente se,

Mﬂzyw+/f@w@D%J€Hm%+ﬂ- (3.2)

Demonstracao. Se y é solucao da equacao diferencial, entao integrando ambos os mem-
bros de % = f(t,y(s)), temos

j%@@:]ﬂmmw&

to

Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

Mﬂ—wwz/ﬂwMW&W6%m+ﬂ

Assim,

wwzymyy/ﬂaMQMaWEHmm+ﬂ.

t
Reciprocamente, seja y(t) = y(to)+ [ f(s,y(s))ds. Derivando com relagio a ¢, obtemos
to

WO _ ey,

to
Como y(to) = yo + | f(s,y(s))ds = yo, segue que y é solugdo de (3.1). ]

to
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t

Lema 3.1. Se w € uma fun¢do continua ndo negativa que satisfaz w(t) < L [w(s)ds,
to

entao w(t) =0, V t.

t
Demonstragio. Seja U(t) = [w(s)ds. Pelo Teorema Fundamental do Calculo tem-se
to

dU(t t
(C]ii ) = w(t) e, por hipotese, w(t) < L [w(s)ds = L.U(t). Com isso,
to
AU (t)
—= < L.U(t
o SLU®
Consequentemente

e LI (1) < Ulty) = 0,V t > .
Como e~ Ht=%0) =£ (), segue que U(t) =0,V t > ;. Logo
t
ogw@gL/w@@:Lwa:o
to

= w(t)=0, Vt.
O

Definicao 3.1. Definimos as iteradas de Picard do PVI (3.1) como sendo a sequéncia

de funcoes definidas da sequinte forma:

;

yol(t) = wo, Vt
t
vi(t) = yo+ J f(s,y0(s))ds,t > to

to

ya(t) = %+jﬂ&m@ﬁht2%

to

yn(t) = Yo+ f f(sa ynfl(s))dsat > tO-

\ to

Para provarmos o Teorema de Existéncia e Unicidade, vamos utilizar o seguinte

lema.

Lema 3.2. Dadosa,b € R, e R={(t,y); (t,y) € [to,to+al X [yo—b,yo+b]}, considere
f: R CR? = R continua. Defina M como sendo o mdzimo de {|f(s,y)|, (s,y) € R}

e a 0 minimo de {a, %} Entao,
Yn(t) — yo| < M(t —to), Vt € [to, to + al, (3.3)

onde 1y, sao as iteradas de Picard.
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Demonstra¢ao. Provemos usando indugao. Para n = 0, tem-se |yo(t) — yo| = 0, Vi.
Agora vamos supor que (3.3) vale para n — 1 e provemos para n. Nossa hipdtese é
|yn_1(7f) — y0| < M(t — to), Vvt € [toﬂfo + Oé].

Como

lyn(t) — ol = |y + / F(5, s (8))ds — o| = / F(5, Ynr (8))ds

to to
t t
< / F(spma(s)lds < M / ds
to to

:M(t—to) Vite [to,to-'-Oé].
Assim,  [ya(t) — yo| < M(t — o), Vt € [to, to + .

Note que na desigualdade acima foi utilizada a informagao que | f(s, y,_1(s))| < M,
pois (s, yn—1(s)) € R. De fato,

[Yn—1(t) — yo| < M(t —1o) &
—M(t —to) < yn-1(t) —yo < M(t —to) &
—M(t — to) + Yo < yn,l(t) < M(t — to) + Yo-
Definindo as retas
roy=—M(t—ty)+ yo
s:y=M(t—t) +yo
e aplicando-as no ponto ty + a temos
Tty:—M(t0+a—t0)+y0
= _Ma+y0 Z _b+y0>
ja que o = min{a, 2}, e
sty = M(to+a—ty) +yo
= Ma+yo <yo+0.

Portanto, como o grafico de y,,_1(s) fica entre as retas r e s, tem-se que (s, y,-1(s)) € R,
se s € [to, to + af. O

Para provar o Teorema 3.1 resta-nos mostrar que a sequéncia {y,(t)} é convergente
e que, se y(t) = lim y,(t), entdo y(t) é solugao de (3.2).
n—oo
Primeiramente, vamos mostrar que a sequéncia {y,(t)} é convergente. Para isto,

considere

Yn(t) = yo(t) +y1(t) — yo(t) +yo(t) — y1(t) + - + Yn-1(t) — Yn—2(t) — Yn-1(t) + yu(t),
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e mostremos que a série Y [yp(t) — yp_1(t)] é convergente. De fato, pelo lema anterior

k=1
tem-se |y;(t) —yo(t)] < M(t—tg),Vt € [to,to+ a]. Usando essa desigualdade também

temos,

t

ly2(t) — v ()| = yo+/f(8 y1(8))d8—yo—/f s,10(s))ds

=/fsy1 ds—/fsyo ds</|fsy1 £(s,u0(s))ds.

Usando o Teorema do Valor Médio para a segunda componente, segue que

[y2(t) — ya(t |</‘ s5,&1(s

(5) — yols)|ds < L / 51(5) — 3o(s)|ds

_ 2| _ 2
< L/M s — to)ds — LSt 2t°> Vet 0N ;0) :
to
of(t
onde &;(s) é um valor entre yo(s) e yi(s) para cada s € [ty,t] e L = (m?XR fé Y) ‘
t,y)e y
Por inducao, segue que
t— to) !
n—1(t) — Yn—2(t <ML”_2(—O, 3.4
[Yn-1(t) = Yn—2(t)] < D) (3.4)
Logo,
Y1 () = yo ()] + ly2(t) — wa(t Z|yk ) — Y1 (2)]
Xt SNM (=) MKt to)
SO MU =) T s T
k=1 k=1 k=1
MS[Lt—t))* M, ., M, ,
__Z ( (t—to) 1)§_<€a_1)7
L~ k! I

comt € [to,to + OZ].

Portanto,

Z|yk — yr_1(t)| converge, ¥Vt € [to,to + ],

ou seja, a sequénma {yn( ) }n € uniformemente convergente.

Por fim, mostremos que se y(t) = lim y,(t), entdo y(t) é solucao de (3.2). Dessa
n—oo
forma, seja y(t) = lim y,(t), para cada t € [to,ty + a]. Podemos mostrar que y é
n—o0

solugao do problema utilizando a Proposicao 3.1.
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t
Com efeito, sabemos que y,,(t) = yo + [ f(s,yn—1(s))ds. Entdo, aplicando o limite
t
temos ’

n—oo

lim y,(t) :nh_g)lo yo—l—/f(s,ynl(s))ds : (3.5)

Com isso, basta provar que

t

lim [ s,y 1(s))ds = / F(5,y(s))ds. (3.6)

n—oo
to

O que de fato é verdade, pois usando novamente o Teorema do Valor Médio,

\ / F (s, () ds — / £ (5, y(s))ds

< / (5, 5(5)) — F(s,(s))] ds

- / \%@,as»\ [e(s) — (s)lds < I / u(s) — y(s)lds

Usando (3.4), temos

()~ vl = | D ns) mia(s)| € D ) ~ a9 < D ML

(3.7)

e Llflal e Llflal
< Sl ooy e
I=k+1 I=k+1

\ / P, (s))ds / £, y(s)ds

Quando k£ — oo o médulo acima tende a zero, pois a série que aparece esti rela-
cionada com a expansao de Taylor da fungdo e**, o que conclui (3.6).

Para provar que y é continua em t, para t € [to, to + «|, devemos mostrar que para
todo € > 0, existe § > 0 tal que

ly(t+h) —y(t)] <e para [h] <.

i a)k €
Entdo dado € > 0, existe ng suficientemente grande tal que — Y. LF % < —.

Observe que

y(t+h) = y(t) = [yt + h) = Yot + A)] + [Yng (E + 1) = Yng ()] + [yny (£) — y(1)]-

Usando (3.7), e a escolha de ng, temos
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€ €
PE+R) — gt <5 e )~y < 5,

para t < ty + a e h suficientemente pequeno tal que t + h < ty + a. Desde que y,, é
continua (por construgao), existe § > 0 tal que

€
[Yno (4 ) — Yy, ()] < 3 para |h| < 0.

Consequentemente, para |h| < §

€
STt T3 =€

3 3 3
Assim tem-se que y(t) é a solu¢ao continua da equagao integral associada & equagao

ly(t +h) —y@)| < [yt +h) = Yng(t + R)| + [Yno (t +h) = Yno ()] + |Yne (1) — y()] <

diferencial, para todo t € [to, to + a], 0 que completa a demonstra¢do do Teorema 3.1.

3.2 Equacao linear de primeira ordem

Uma equacao linear de primeira ordem é da forma:
ar1(x)y + ao(z)y = g(x), com ay(z) # 0, (3.8)

d
onde y = d_y denota a derivada de y com relacao a sua variavel independente .
x

Dividindo (3.8) por a;(x) temos

y+ Plx)y = f(z) (3.9)
onde P : (a,b) =R e f:(a,b) — R sdo fungodes reais supostamente continuas. Uma
funcao y : (a,b) — R é uma solucdo de (3.9) se esta for diferenciavel e satisfazer a
equacao (3.9), Vz € (a,b).

Para encontrar uma soluc¢ao da equagao (3.9), utilizaremos uma técnica relacionada
a seguinte definicao:
Definigao 3.2. Dizemos que uma equagao diferencial M(x,y)+ N (z, y)@ =0 € exata,

dt
quando OM /0y = ON /0z, onde M (z,y) e N(x,y) sdo funcées reais conlinuas.

Com isso, suponhamos que exista uma fun¢ao p(z) continua e diferenciavel, que ao
multiplicar (3.9) torna esta equagao exata. Isto é, se

entdo multiplicando por p(z), obtemos

p(@)y + p(@)P(x)y — p(x) f(z) = 0,
p(e) % 4 )Py~ (@) = 0,
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Assim, pela defini¢ao anterior, a equacao acima é exata se OM /Oy = ON /Ox. Logo,

5y (P @y~ f@nle)) = 5 (u(a).
M(z,y) N(z,y)
Com isso, obtemos
(w)P(a) = )

e, integrando esta equacao em relacao a x, temos

/ P(z)dz = / ﬁdz;@dx

/P(:c)d:c @) £ C = |ule)| = Cel PO

Entdo para p(z) > 0, segue que pu(x) = Cel @4 Essa funcio p(z) é chamada de
fator integrante. E mais, multiplicando (3.9) por esse fator, conseguiremos explicitar a

solucao geral procurada desta equacgao, da seguinte forma:

d
ol P(m)dzd_?/ + el P@drp )y = el P@d £ ou seja,
T

d
T {ef P(I)d‘cy} =el P(x)dxf(x), e integrando com respeito a x, temos
x

efP(:E)d:vy _ /efP(:p)da:f(x)dx +C

Portanto,

y(x) = e~/ Pl@)dx / efp(t)dtf(t)dt 4+ O Pl

que é a solucao geral explicita da equacgao linear de 1 ordem.
Vejamos agora aplicacoes de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem.
A primeira aplicagdo é sobre o crescimento de tumores solidos e a segunda trata de

problemas de misturas.

Exemplo 3.1. A dindmica de crescimento de um tumor.
As células de divisao de crescimento livre, como as células de bactérias, por exemplo,
crescem numa razao proporcional ao volume das células de divisao neste instante. Seja

V(t) o volume das células de divisdo no instante ¢. Entao,

av
— =V 3.10

para alguma constante positiva A\. A solugdo de (3.10) é

V(t) = Vet (3.11)
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onde Vg é o volume das células de divisdo no instante inicial ¢5. Assim, as células de
divisao de crescimento livre crescem exponencialmente com o tempo. Uma consequén-
cia importante de (3.11) é que o volume das células se mantém duplicando em todo

intervalo de tempo de comprimento In2/\. Vejamos

v (1“_2> v, )
X

=V e e Mo
=V} 2 e Mo

= 2(V e )
=2(V(0))

E para encontrarmos esse intervalo do tempo onde o volume das células de divisao é o

dobro do instante anterior bastou tomar ¢t = 0, e

V(t) =2V e

‘/'Oe)\(t—to) — 2‘/'0 6—/\t0

e)\tef)\to — 2 e*)\to

M =2
L In 2

=
Exemplo 3.2. Crescimento de uma célula.

Seja m(t) a massa de uma célula em funcdo do tempo, e my = m(0) a massa inicial
no instante t = 0. Suponhamos que o crescimento da célula seja determinado somente
pela velocidade do metabolismo no seu interior.

Assim, se o aumento do metabolismo depende da massa das moléculas em atividade,
entao a razao de crescimento da massa celular é proporcional & sua massa presente em

cada instante ¢, ou seja,
dm

dt
onde k > 0 é a constante de proporcionalidade, e esta equacao esta restrita a m < M,

= km,

onde M é uma constante positiva pois quando a célula atinge um determinado tamanho

ela se divide. A solucao geral da equcao diferencial anterior é
m(t) = Ae™, com A € R

e usando a condicao inicial m(0) = mg, obtemos a solugdo particular

kt

m(t) = mee™, com m < M.

Logo, m cresce exponencialmente antes de se dividir, ou seja, enquanto mge** < M,

. 1 M
o que implica que t < —In [ — ).
k mo
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Nesse caso o conceito de crescimento especifico € muito importante, sendo definido
por

k constante.
. dm } . .

Assim, enquanto T mede a velocidade do crescimento, k£ mede a velocidade de
crescimento relativa a massa presente.

Sabemos que o crescimento de uma planta ou animal nao é tao simples assim, mas
se pudéssemos transferir este modelo do crescimento de uma célula para o crescimento
de uma planta, seria possivel resolver o problema abaixo.

Problema: Suponha que uma planta de massa m = 100¢g cresca 4g em 24 horas,

queremos determinar:

(i) Em quanto tempo se tornard uma arvore de 100kg?

(ii) De quanto aumentara sua massa em 1 dia quando a planta estiver com 100kg?
Solucgao:

(i) A taxa média de crescimento é de 5 g/h. Supondo que esta taxa nao varie com
o tempo, podemos considerar % g/h a aproximacao para a taxa de crescimento
instantaneo (‘Z—T) Ja a taxa de crescimento especifico, para este exemplo, é de

1 1 1
—g/h—— = —h""
6 100g 600
Assim, com o objetivo de encontrar o tempo necessario para a arvore alcancar

100kg e usando os dados mg = 100g e k = 1/600h™", temos a seguinte solugio

t
100.000 = 10069 ja, —— = In1000
e s ou seJa, 600 n

e portanto, t = 4144, 7h = 172, 7 dias.

£/600

(ii) Usando a soluc¢do m(t) = mpe para mg = 100.000 g, obtemos

m(t) = 100.000e**/5%° = 104.081, 08 g.

Portanto, a planta aumentara 4,08k¢g em um dia.

Exemplo 3.3. Problemas de misturas.

Solugoes contendo uma concentracao fisica de uma substancia x flui para um reser-
vatorio, contendo a substancia x e possivelmente outras substancias, a uma velocidade
especificada. A mistura é agitada muito rapidamente, e entao deixa o reservatorio, no-
vamente a uma velocidade especificada. A determinacao da concentracao da substancia
T no reservatorio em qualquer instante ¢, ¢ um exemplo de "problemas de misturas",

veja o problema a seguir.
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Problema: Um reservatorio contém Sy kg de sal dissolvidos em 200 galoes de dgua.
Partindo do instante ¢ = 0, 4gua contendo % kg de sal por galao penetra no reservatorio
a taxa de 4 gal/min, e a solu¢do bem agitada deixa o reservatorio & mesma taxa. Para
determinar a concentracao de sal no reservatério em qualquer instante £ > 0, podemos
resolver da seguinte formas:

Seja S(t) a quantidade de sal no reservatério no instante t. Entdo, S'(t), que é a
taxa de variacao de sal no reservatorio no instante t, deve igualar a diferenca entre a
taxa com que o sal penetra no reservatorio e a taxa com que ele deixa o reservatorio.

A taxa em que o sal penetra no reservatorio é
1
§kg/galéo X 4gal/min = 2kg/min.

E a taxa com que o sal deixa o reservatorio é

) S(t)
4gal —=.
gal/min  x 500
Assim,
S(t)
"t)y=2—- —= =
S =2-"10, 5(0) =5
logo
100 — S(t) S'(t) 1
S'(t) = =—.
(t) 50 100—5(f) 50
Sabemos que
S'(t) d
—————— = ——1In|100 — S(t
00— 50~ at 2100 = SOl
entao J .
—1In|100 — S(t)| = ——
= In|100 - 5()] = —+
e integrando ambos os lados em relagao a t obtemos
t
In|100 — S(t)] = ——
n [100 — S(t)| 50+c¢
1100 - S(t)] = e w7 =

|
100 — S(t) = e .k
Entao,
S(t) = 100 —e .k, (3.12)
onde k ¢ uma constante. Fazendo ¢ = 0 na expressao (3.12), temos

S(0) = 100 — €%k, ou seja k= 100 — S,.

Substituindo k& em (3.12), obtemos

S(t) = 100 — e (100 — Sp)
= 100(1 — %) + Spe™ %02,
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Ou seja,
S(t) = Spe” P2 1100(1 — 0%, (3.13)

Portanto, a concentragdo c(t) de sal no reservatorio é dada por

S(t) S() —0,02¢t 1 —0,02t
t p— R ’ + — ]_ — ’ . ]_4

Observacgao 3.2. O primeiro termo do segundo membro de (3.13) representa a por¢ao
da quantidade original de sal que permanece no reservatorio no instante t. Este termo
torna-se cada vez menor com o aumento do tempo, a medida que a solucao original é
escoada do reservatorio. O segundo termo do segundo membro de (3.13) representa a
quantidade de sal no reservatorio no instante ¢ devido a agao do processo de escoamento.
A quantidade de sal no reservatério deve finalmente tender ao valor limite de 100 kg,

e isto ¢ facilmente verificado fazendo ¢ tender a co em (3.13).

Exemplo 3.4. Modelo de crescimento populacional.

Vamos apresentar mais uma aplicacao de equacoes diferenciais, agora relacionada
com o crescimento populacional. Consideraremos o modelo matematico mais simples
para tratar sobre o crescimento populacional de algumas espécies, conhecido como o
Modelo de Malthus. Seja y = y(t) a populacdo da espécie dada no instante t.
Este modelo estabelece que a taxa de variagao da populacao em relacao ao tempo é

proporcional & populagao presente no instante ¢, ou seja,

dy
4 Nl
dt Y (3.15)

onde 7 ¢ a taxa de crescimento ou declinio, positiva ou negativa, respectivamente.
Suponha que r > 0, assim a populagao cresce exponencialmente como mostra figura

(3.1). Resolvendo a equagao (3.15), sujeita a condigao inicial

y(0) = vo, (3.16)

temos como solucao
y = yoe"". (3.17)

Sob condigoes ideais a equacdo (3.15) funciona para muitas populagées, porém o
modelo pode nao funcionar bem a longo prazo. O argumento principal para isto vem
das limitacoes do ambiente, por exemplo, espaco, o suprimento de comida, que podem
inibir o crescimento exponencial.

Um outro modelo proposto para contornar este problema do modelo exponencial,
é 0 Modelo Logistico ou Modelo de Verhulst. A equacao diferencial para este
modelo leva em conta o fato de que a taxa de crescimento depende da populacgao.
Substituindo a constante r da equacado (3.15) por uma funcao h(t), obtemos

dy _

o =y (3.18)
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Figura 3.1: Grafico das solugoes do Modelo de Malthus

Vamos tomar h(y) ~ r > 0 quando y for pequeno, h(y) descrescente quando y crescer
e h(y) < 0 quando y for suficientemente grande. Assim, a fun¢do mais simples que tem
essa propriedade é h(y) = r — ay, onde a é uma constante positiva. De (3.18), temos

% = (r —ay)y. (3.19)

Muitas vezes é conveniente escrever a equacao logistica desta forma

dy y
~—rl1-2)y. 2
7 7"( K)y (3.20)

onde k = r/a. A constante r é chamada de taxa de crescimento intrinseco, isto é, a
taxa de crescimento na auséncia de qualquer limitante.

As solucoes constantes sao y = 0 e y = K. Essas solugoes sao chamadas de solucoes
de equilibrio da equagao (3.20) porque ndo ha variagao no valor de y quando t cresce.
As solucoes nao constantes podem ser obtidas pela separacao das variaveis, seguido de

integracao com o uso da técnica das fragoes parciais. Vejamos

% - r<1 - %) Y.
/—(1 _dyg)y — /Tdt. (3.21)
K

usaremos a integracao com a técnica de fracoes parciais.

Para calcular d—y
(1- 4%

%)y
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1 A
Y, v\ v
1-Z 1- 2L
(k) (%)
Y
Ay+ Bl 1— =
()
) Y
1-Z 1- 2
(i) (g
1 = Ay+B(1-2L).wy
K )
Suponha y = 0, entao
B =1
Se y = K, entao
AK =1
1
A = —.
K
Assim,
dy / 1 /1
[ - [rewat/s
= —lnl—%‘—l—ln]y\
Por (3.21) temos
—In 1—%‘+1n|y|:rt+c,

entao, se K —y >0

ln(l;yi) =rt+c.
K

Aplicando exponencial temos

L= Cet (3.22)

1— 2L
K

Usando a condigao inicial y(0) = yo, temos

y(0) 0 Yo Yo
=Ce" = =C=0C=
1— 40 ‘ K o K —yo
K K — Yo
Assim de (3.22) temos
y = Ce'[1- Y =y+ C.e”i =C.e"=yl(1 —|—C’e—n =(C.e"
K K K
C.e KC KC

= — — e .
Y K+ CTe” e K+ Cet) e K +C
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Substituindo C' =

na equacao acima obtemos

- m
Yy = K = —rt K
e~ K+ Yo e K (K —yo) + yo K
K —yo K —yo
Ky K —yo Yol

= K . = )
K —yo e "K(K —yo) +yoK e " (K —yo) + yo

Analogamente se K < y.

Isto implica que tlim y = K. Note que y(t) = K e y(t) = 0 sao solugoes de equilibrio
—00
da equagdo logistica, isto é, satisfazem /() = 0,Vt > 0. Veja a figura (3.2).

Figura 3.2: Grafico das solugoes do Modelo de Verhulst

Dessa forma, para cada yo > 0, a solucao tende a solugao de equilibrio y(t) = K
assintoticamente quando ¢ — oo. Assim, denotamos y(t) = K como uma solugdo
assintoticamente estavel da equagao (3.20). Em outras palavras, ap6s um longo tempo
a populacao sempre tenderd para a capacidade K do ambiente.

Por outro lado, a situagao para a solugao de equilibrio y(t) = 0 é diferente, pois
mesmo solugoes que comecam bem proximas de zero crescem quando ¢ crece e, como
vimos na figura (3.2), tendem a K quando t — oo. Denotamos y(t) = 0 como uma
solucao de equilibrio instavel. Assim para garantirmos que a solu¢do permanecga nula

é necessario que o seu valor inicial seja exatamente igual a zero.
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No préximo capitulo tratamos do caso das equagoes diferenciais de segunda ordem

e algumas aplicacoes.



4 Equacoes diferenciais de segunda

ordem

Uma EDO de segunda ordem em geral tem a forma

&y
dx?

Para resolver uma EDO de segunda ordem, em geral sao necessarias duas inte-

= f(z,y,y) ou ¥y = f(z,y,9).

gracoes. Assim, ao resolver esta equacao aparecem duas constantes de integracao.
Neste caso, um PVI para uma EDO de segunda ordem exige duas condigoes iniciais.
Sejam

y(ﬂfo) =Yo € y’(xo) = Z/(/)-

Um PVI para uma equacao de segunda ordem ¢é constituido por:

d*y )
) = z,Yy,
73 f(@,9,9)
y(xo) = Yo
y'(o) = Yo
Porém, o problema de determinar uma fungio y(x) tal que vy’ = f(x,y,vy') é ex-

tremamente complexo. Vamos tratar na segao seguinte do caso linear.

4.1 Equacoes lineares de segunda ordem

O caso mais simples para a resolucao de equacao de segunda ordem linear é quando

a equacao assume a forma:

P@) 5 Y+ Q@)Y + Ry = O(a)

onde P,Q, R,G sao fun¢oes dadas, com P(z) # 0. Dividindo a equagdo acima por
P(x), obtemos

y" 4+ p(x)y + q(x)y = g(x). (4.1)

45
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O PVI associado ¢ dado por

y' +p@)y +qx)y = g(=)
y(o) = Y (4.2)
y' (o) = Y%
O proximo teorema é importante, pois se por um lado ele indica quando é valido

tentar determinar a solugao unica de (4.2), por outro lado, ele nos ajudaré a determinar
todas as solugoes de (4.1).

Teorema 4.1 (Teorema da Existéncia e Unicidade). Se as funcées p(t),q(t) e g(t)
forem continuas em algum intervalo (a,b) C R, entao o PVI (4.2) tem uma dnica

solugao y = y(x), definida em (a,b).

A prova deste resultado pode ser encontrada em [5].

4.2 Equacoes homogéneas

Se o termo g(z) na equacao y” + p(x)y’ + q¢(x)y = g(x) é identicamente nulo, a
equagio se resume ao caso mais simples de (4.1), onde a equagdo linear é homogénea

(9(x) = 0) e também asumindo que p e ¢ sdo coeficientes constantes, temos

a—> +b— +cy=0. (4.3)

v+ p(x)y + q(x)y = 0, que é chamada de equagdo linear homogénea de 2% ordem.
Para esta equacao vale o seguinte teorema, que é fundamental no estudo de equagoes

lineares, nao s6 de 2 ordem, mas também de ordem n.

Teorema 4.2 (Principio da Superposi¢do). Se y; e yo sao solugdes da equacio ho-
mogénea y" + p(x)y' + q(x)y = 0, entao a combinagao linear y = c1y1 + coy2 € também

solugao dessa equagao, quaisquer que sejam ci,Co NUMET0S Teals.

Demonstrag¢ao. Considerando y = c1y; + coys e calculando suas derivadas, temos ¢y’ =

/ / 1! 1! 1 s
cyy + cayy e Y’ = cryy + cayy. Assim,

y' + @)y +q(2)y =
= (ay] + cyy) + p()(cry; + c2ys) + q(@)(c1yr + caya)
= a1y +p(x)ery) + q(@)eryn + cays + p()cayy + () cayo
= o1 (Y1 + p(@)y) + q(@)y) + 2 (5 + p(2)ys + q(x)y2) = 0

~
= 0 pois y1 é solugdo = 0 pois y2 é solucao

ou seja, y = c1y1 + c2y2 € solucao da equagao homogénea. O
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Observagao 4.1. Seja Cy((a,b),R) = {f : (a,b) = R, duas vezes diferenciaveis} com
as operacdes (f+9)(x) = [()+9(x) e (af)(x) = af(x),Yf,g € Ca((a,b), R), Yo € R
E imediato que Cy((a,b),R) é um espaco vetorial sobre R. O conjunto S das solucdes
de y" 4+ p(z)y’ + q(x)y = 0 estd contido em Cy((a,b),R) e forma um subespago vetorial
de Cy de dimensao 2.

Para provar que S é um subespaco de Cs, observa-se inicialmente que a funcao
identicamente nula, isto ¢, a funcio y(x) = 0, Vz € (a,b), pertence a S, pois y™ (z) =
0, Vze(ab),n=1,2.

Considerando y, z € S entao

(y + 2)"(x) + p(x)(y + 2) () + q(z)(y + 2)(x) =
(v (x) + p(x)y (x) + q(x)y(2)) + (2" (x) + p(x)2'(z) + q(z)2(2)) = 0

para todo x € (a,b) e assim y + z € S.
SeyeSeleR, entao

()" () + p(x)(Ay)'(z) + () Ay) (x) =
0=

My (z) + p(@)y (z) + q(z)y(z)] = 0

para todo x € (a,b) e, portanto, Ay também é solucao.
Dessa forma esta provado que S é um subespago de Ca((a,b), R). Iremos provar que

dimS = 2 e para isto precisamos de alguns resultados.

Definigao 4.1. Duas solucgoes y; e yo da equacao y" + p(x)y' + q(x)y = 0 formam um
conjunto fundamental (base) de solugdes se toda solu¢ao y(x) pode ser escrita de forma
unica como combinacao linear de y; e ys, ou seja, se existem constantes ¢, e co tais
que y(z) = c1y1(x) + coya(x). Em outras palavras, yy e yo formam uma base do espago

de solugoes S.

Counsiderando o PVI

v +pt)y +qt)y = 0
y (7o) = Y
y'(20) = Y

onde p e g sao fungdes continuas em (a,b) C R, entdo pelo Teorema 4.1 vimos an-
teriormente que existe uma tnica solu¢do y(x) do PVI acima tal que y(zo) = yo e
y'(20) = yg-

Se y1 e yo sao solugoes desta equagao, entao serd analisado quais as condicoes sobre

c1 e ¢ para que y(z) = c1y1(x) + coya(x). Supondo que seja solugao, temos

{C1y1($0)+62y2(l’0) = y(wo)

cyy (wo) + cayp(wo) = ¥/ (w0)
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ou na forma matricial

[yl(ﬂﬁo) y2(o) ] [ €1 ] _ [ y(o) ]
Y1 (o)  ya(wo) C2 Y (o)

~ ~ S —_———
A X B

Esse sistema algébrico tem soluciao tnica se, e somente se, det A # 0, ou seja
y1(x0)yh(zo) — vy (xo)y2(xo) # 0. Isso acontece pois {y1, y2} € L.i. Portanto existem ¢ e
cy tais que y(v) = c1y1(v) + coya(w).

Vejamos agora como encontrar uma solu¢ao de (4.3). Consideramos que y(t) = e

seja solucao, sendo solucao ela deve satisfazer a equacgao diferencial, isto é,

a(e’\t)”—i—b(e)‘t)’—f—c(e)‘t)
(aX? + b\ + ¢)(eM)

0
0.
o

Vemos entdo que y(t) = e é uma solucido de (4.3) se, e somente se,

aX’ + b\ +c=0. (4.4)

A equagao (4.4) é chamada de equagao caracteristica de (4.3). Ela tem no maximo

duas raizes A, \o, dadas por

B —b+b? — 4ac .

A
! 2a

N —b—Vb? — 4dac
2 = )
2a

dependendo do discriminante A = b — 4ac.

Teorema 4.3. Se y(t) = u(t) + iv(t) é uma solug¢io de valores complexos de (4.3),

entdo u(t) e v(t) sao solucoes reais de (4.3).

Demonstracao. Note que
ay"(t) + by'(t) + cy(t) = 0

ou seja,
[au (t) 4+ bu'(t) + cu(t)] + i[av” (t) + b'(t) + cv(t)] = 0.

Um namero complexo é zero se, e somente se, sua parte real e sua parte imaginéria sao

nulas. Logo,
au”(t) + bu'(t) + cu(t) =0 e av”(t) + b’ (t) + cv(t) = 0.

Isto é, u e v sdo solugoes de (4.3).
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4.2.1 O wronskiano

Dadas duas fungoes y; e yo chama-se de wronskiano dessas func¢oes o seguinte de-

terminante:
Y1 Yo

Y Yo

W(?Jl, y2) = = ylyé - ygyll.

O wronskiano em um ponto x é denotado por W (y1,y»)(z) ou simplesmente W (x).

Vale o seguinte teorema sobre o wronskiano:

Teorema 4.4. Suponha que y; e ys sao duas solucées de y" + p(x)y + q(x)y =0, em
um intervalo aberto I em que p e q sao continuas. Entao, y1 e yo sao linearmente

independentes, se e somente se, W(y1,y2)(x) # 0 em algum ponto de x € 1.

Demonstracao. (<) Seja xg € I tal que W(yy,y2)(xo) # 0. Suponha que y; e y, sejam
linearmente dependentes. Isto €, existe A tal que y; = Ayo. Tome oy e ay tais que

A=—22ea; #0. Temos:

[0
Y1 = Ayz = —a—2y2 e aqyi(zo) + aaya(zo) = 0.
1

Portanto

a1y (o) + ayz(zo) = 0
a1y (o) + aayh(zo) = 0.
Note que o determinante da matriz associada ao sistema linear acima é exatamente
igual ao wronskiano W (yi, y2)(zo) # 0 no ponto xy. Isto implicaria que a unica solug¢ao
do sistema seria a trivial, ou seja, a3 = as = 0, 0 que é uma contradicao. Logo, y; e
Yo sao linearmente independentes.
(=) Suponha que y; e ys sdo l.i. e mostremos que W(yy,y2)(x) # 0 para todo
x € I. De fato, suponha por contradi¢do, que exista xq € I tal que W (yy,y2)(z0) = 0.

Isto nos diz que o sistema:

a1y1 (o) + agya(zg) = 0
aryi (o) + 2ys(x9) = 0

tem uma solugao nao-trivial (aq, as). Seja
P(x) = a1y (x) + azya(z).
Observe que, por construcao, ¢ é solucao do PVI:

¢" + p(x)¢ + q(x) =
P(x0) = a1y1 (o) + azya(zo)
¢'(z0) = aryy(wo) + aays(o) = 0

Por outro lado, ¥ = 0 também ¢ solugao do PVI acima. Pelo Teorema de existéncia e

unicidade, ¥ = ¢ em [I. Isto implica:

0=U(x) = ¢(x) = ayi(x) + agya(z) , com ay, ay ndo todos nulos,
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o que implica, y; e yo linearmente dependentes. Logo, se y; e ys sao linearmente
independentes, entdao W (y1,y2)(z) # 0 em todo = € I. O

Com isso, concluimos o seguinte resultado:

Teorema 4.5. Sejam p,q funcoes continuas em um intervalo (a,b) C R. Se y 9 —
Yiy2 # 0,V € (a,b), entio y; e yo formam um conjunto fundamental de solugdes desta
equagao. Assim, qualquer outra solugcao y = y(x) pode ser expressa como combinagdo

linear de y; e ys.

4.3 Um modelo para a dindmica do Diabetes

O modelo que apresentamos pode ser encontrado na referéncia |3|.

Diabetes Mellitus ¢ uma doenca cronica, que ocorre quando o pancreas nao produz
insulina suficiente, ou quando o corpo nao pode utilizar eficazmente a insulina que
produz. Isto leva a um aumento da concentracao de glicose no sangue (hiperglicemia).
Assim, o Diabetes afeta o modo pelo qual o nosso corpo utiliza a glicose. Durante a
digestao normal o corpo converte o agiicar, o amido e outros alimentos em glicose. Esta
glicose por sua vez é conduzida pelo sangue até as células, sendo introduzida no seu
interior através da insulina, e entao, a glicose é convertida em energia para uso imediato
ou armazenada para futuro uso. Com o Diabetes esse processo é interrompido.

A glicose é a principal fonte de energia do organismo, mas quando em excesso,
pode trazer varias complicacoes a saide. Quando nao tratada adequadamente, causa
doencas tais como infarto do coracao, derrame cerebral, insuficiéncia renal, problemas
visuais e lesoes de dificil cicatrizacao, dentre outras complicacgoes.

Embora ainda nao haja uma cura definitiva para o diabetes, hoje ha varios trata-
mentos disponiveis que, quando seguidos de forma regular, proporcionam satde e qua-
lidade de vida para o paciente portador.

De acordo com a Organizacao Mundial da Satude, que em 16 de maio de 2012,
comunicou o crescente problema das doencas cronicas, em especial o caso do diabetes.
Segundo o comunicado, um em 10 adultos tem diabetes. O comunicado destaca que a
prevaléncia média de diabetes no mundo estd em 10% da populacdo, embora muitas
regioes, como as ilhas do Pacifico, esse valor chegue a 33%.

O diabetes esta na lista das cinco doencas de maior indice de morte no mundo, e esta
chegando cada vez mais perto do topo da lista. Os Centros de Controles de Doengas
classificaram o aumento da doenca como epidémico, onde as causas se resumem em
dois mecanismos fundamentais: o primeiro se caracteriza pela falta de insulina (nestes
casos, o0 pancreas nao produz insulina ou a produz em quantidades muito baixas).
Com a falta de insulina, a glicose nao entra nas células, permanecendo na circulagao
sanguinea em grandes quantidades. Para esta situagao, os médicos chamaram esse
tipo de diabetes de diabetes Mellitus tipo 1 (DM tipo 1). O diabetes Mellitus do
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o1

tipo 1 é também caracterizada pela producao de anticorpos a insulina. Ja o segundo
tipo, chamado de diabetes Mellitus tipo 2 (DM tipo 2), é caracterizado pelo mau
funcionamento ou diminuicao dos receptores das células beta. Estas sao responsaveis
pela produgao de insulina cuja atuagao nas células se da pelo transporte de glicose para
dentro desta. Nestes casos, a producao de insulina pode estar ou nao normal. Mas
como os receptores nao estao funcionando direito ou estao em pequenas quantidades, a
insulina nao consegue promover a entrada de glicose necessaria para dentro das células,
aumentando também as concentragoes da glicose na corrente sanguinea.

Ambos os tipos 1 e 2 podem ser herdaveis. A DM tipo 1 é a mais caracteristica no
quesito de heranca genética, sendo a disfuncao do pancreas na producao de insulina a
sua causa superior. A DM tipo 2, entretanto, ¢ desencadeada normalmente por habitos
nao saudaveis, sendo a chance de adquiri-la maior com o avanco da idade (tendo como
causa principal a auto-imunidade das células & insulina, tornando o tratamento dificil),
nao sendo caracteristica da herdabilidade.

O pancreas é o 6rgao responsavel pela producao da insulina e, este hormonio, é
responsavel pela regularizacao do nivel de glicose no sangue. Para que as células das
diversas partes do corpo humano possam realizar o processo de respiracao aerdbica
(utilizar glicose como fonte de energia), é necessario que a glicose esteja presente na
célula. Portanto, as células possuem receptores de insulina (tirosina quinase) que,
quando acionados, "abrem"a membrana celular para a entrada da glicose presente na
circulagao sanguinea.

Visando manter o nivel de glicose constante, o pancreas também produz outro hor-
moénio antagonico a insulina, denominado glucagon. Ou seja, quando o nivel de glicose
cai, mais glucagon é secretado visando restabelecer o nivel de glicose na circulagao. O
glucagon ¢ o hormoénio predominante em situacoes de jejum ou de estresse, enquanto
a insulina tem seus niveis aumentados em situagoes de alimentacao recente.

Grande parte do carboidrato dos alimentos é convertido em poucas horas no monos-
sacarideo glicose, o principal carboidrato encontrado no sangue. Alguns carboidratos
nao sao convertidos. Alguns exemplos incluem a frutose que é utilizada como um
combustivel celular, mas nao é convertida em glicose e nao participa no mecanismo
regulatorio metabdlico da insulina - glicose. Adicionalmente, o carboidrato celulose
nao é convertido em glicose, ja que os humanos e muitos animais nao tém vias digesti-
vas capazes de digerir a celulose.

A insulina é liberada no sangue pelas células beta (células-/3) do pancreas em res-
posta aos niveis crescentes de glicose no sangue (por exemplo, ap6s uma refei¢ao). A
insulina habilita a maioria das células do corpo a absorverem a glicose do sangue e
a utilizarem como combustivel, para a conversao em outras moléculas necessarias, ou
para armazenamento. A insulina é também o sinal de controle principal para a con-
versao da glicose em glicogénio para armazenamento interno nas células do figado e

musculares. Niveis reduzidos de glicose resultam em niveis reduzidos de secrecao de
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insulina a partir das células 8 e na conversao reversa de glicogénio a glicose quando os
niveis de glicose caem.

Niveis aumentados de insulina aumentam muitos processos anabolicos como o cresci-
mento e duplicacao celular, sintese proteica e armazenamento de gordura.

Se a quantidade de insulina disponivel é insuficiente, se as células respondem mal
aos efeitos da insulina, ou se a propria insulina esta defeituosa, a glicose nao sera ad-
ministrada corretamente pelas células do corpo ou armazenada corretamente no figado
e musculos. O efeito dominé sdo niveis altos persistentes de glicose no sangue, sintese
proteica pobre e outros disturbios metabolicos, como a acidose (evolugao desfavoréavel
do diabetes).

O diabetes Mellitus é caracterizada pela hiperglicemia recorrente ou persistente, e é
diagnosticada através do GTT (Teste de Tolerancia de Glicose). Ele é feito da seguinte
maneira: o paciente, em jejum, recebe uma grande dose de glicose; nas proximas trés a
cinco horas, o paciente é submetido a varias medicoes da glicose na corrente sanguinea.
Nao existe um critério universalmente aceito para interpretar os resultados desse teste.
Trés médicos podem chegar a trés diagnosticos diferentes analisando um mesmo GT'T.

Segundo Braun em [3| em meados de 1960, os Drs. Rosevear e Molnar, da Clinica
Mayo, e Ackerman e Gatewood, da Universidade de Minesota, descobriram um critério
de concordancia para interpretar os resultados deste teste.

A partir de agora, apresentaremos com mais detalhes este critério que ¢ dado por um
modelo matematico que estabelece a interacao entre a insulina e a glicose e é baseado

nas seguites suposicoes biologicas:

(i) A glicose ¢é fonte de energia para todos os 6rgaos e sistemas. Para cada individuo ha
uma concentragao 6tima de glicose no sangue e qualquer desvio excessivo desta

concentracao 6tima conduz a condicoes patologicas severas.

(ii) O nivel de glicose no sangue tende a ser auto-regulatorio. Este nivel ¢ influenciado
e controlado por uma grande variedade de hormonios e outros metabolitos. O

principal deles é a insulina, secretada pelas células 5 do pancreas.

O modelo basico é descrito analiticamente pelo seguinte sistema de equacoes dife-

renciais ordinarias:

dG

- = Fi(G,H)+ J(t)

dH

— = F H 4.
dt 2(G7 )7 ( 5)

onde G a concentracao de glicose no sangue, H a concentracao hormonal liquida, com
predominancia da insulina e J(t) a taxa externa em que a concentracdo de glicose no
sangue é aumentada.

O diagrama de fluxo (figura 4.1) descreve todos esses fatores:
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Figura 4.1: Diagrama de fluxo do sistema regulatério da glicose sanguinea

Suponhamos que G e H assumam valores 6timos, Gog e Hy, quando o paciente esti
em jejum, isto é, F(Go, Hy) = 0 e F5(Go, Hy) = 0. O que é realmente importante é
descobrir os desvios de G e H de seus valores 6timos. Considera-se neste estudo as
novas variaveis g = G — Gy, ouseja G = Go+ge h=H — Hy, ouseja H = Hy+ h. O

sistema inicial, nas novas variaveis, ¢ dado por:

d

d—? = Fi(Go+g,Hyo+h)+ J(t)
dh

E = FQ(G0+Q,H0+h).

Como o sistema acima é nao linear, vamos utilizar o sistema linearizado em torno
do ponto (Gy, Hyp). Para isto, vamos usar a formula de Taylor, descrita no capitulo (2),

que neste problema é dada por

0F1 (G, H 0F(Goy, H
" 1(Go 0)9—1— 1(Go, H)

Fl(G0+gaH0+h):Fl(G07HO) aG aH

h+61

OFy(Go, Hy)  OFy(Go, Hy)
T YT om

onde e; e ey sao muito pequenos comparados a g e h. Admitindo que G e H desviam-

Fy(Go + g, Hy + h) = F5(Go, Hp) h+ ey

se muito pouco de Gy e Hy, pode-se desprezar os termos e; e ey, e tem-se uma boa

aproximacao do modelo original
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dg _ OF\(Gy, Hy) , OF(Go H)

7 50 g 5 h+ J(t) (4.6)
dh  OFy(Go, Hy)  OFy(Go, Hy)
E = oG qg + OH h. (47)

A priori, nao existem meios para determinar os nimeros:

OFy(Go, Hy) OF1(Go, Hy) OFs(Go, Hy) . O0Fy(Go, Hy)
oG ’ OH ’ oG oOH ’

mas, podemos determinar seus sinais. Utilizando a figura 4.1, vemos que dg/dt é nega-

tivo, para g > 0 e h = 0, pois a concentracao de glicose sanguinea decrescera através do
aumento da glicose nos tecidos e o deposito do excesso de glicose no figado sob a forma
de glicogénio. Consequentemente, OF;(Go, Hp)/OG deve ser negativo. Analogamente,
OF1(Gy, Hy)/OH & negativo pois um valor positivo de h tende a diminuir os niveis de
glicose sanguinea por facilitar o aumento da glicose nos tecidos e pelo aumento da taxa
pela qual a glicose é transformada em glicogénio. O nimero 0Fy(Gy, Hy)/OG deve
ser positivo pois um valor positivo de g faz com que as glandulas endécrinas secretem
aqueles hormonios que tendem a aumentar H. Finalmente 0F»(Gy, Hy)/OH deve ser
negativo pois a concentracao de hormonios no sangue diminui através do metabolismo
hormonal.

Portanto, é possivel escrever as equagoes (4.6) e (4.7) sob a forma:

d

d_z = —myg — moh + J(t) (4.8)
dh

a = —mgh + maug, (49)

onde mq,mg,m3 € my sdo constante positivas. As equagdes (4.8) e (4.9) sdo duas
equagoes de primeira ordem em g e h. Entretanto, como pode-se medir apenas a
concentracao de glicose sanguinea, é interessante remover a variavel h. Isto pode ser

feito da seguinte maneira, diferenciando (4.8) em relacao t obtém-se

Py dg dh dd
a2~ T tar dt dt
De (4.9) substituindo dh/dt obtém-se
d? d dJ
d_tg = —mld—i + mgmgh — MaMmag + E (410)

Observa-se de (4.8) que moh = (—dg/dt) — myg + J(t). Assim, g(t) satisfaz a equagao

linear de segunda ordem

d? d dJ
d_tg + (mq + mg)d—‘;] + (myms3 + momy)g = msJ + e
Reescrevendo esta equagao sob a forma
dg* d
90 1wty = S(t) (4.11)

dt? dt
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onde o = (my +m3)/2, w? = myms + mamy, e S(t) = msJ + dJ/dt.

Note que o segundo membro de (4.11) é identicamente nulo exceto no intervalo de
tempo muito pequeno que a dose de glicose esta sendo ingerida.

Seja t = 0 o instante no qual a dose de glicose tenha sido completamente ingerida.

Entao, para t > 0, g(t) satisfaz a equacao linear homogénea de segunda ordem
g=0. (4.12)

Sendo a equacao caracteristica dada por A2 + 2a\ + w? = 0, em que

—2a £+ V4a? — 4w?
2
A = —at+Va?—wi

Assim, as solugoes g(t) de (4.12) podem ser de trés tipos:

1.a?2—w? <0
2.2 —w?=0

3.a2—w?>0

No primeiro caso, para obter a solugao geral que ¢ da forma g(t) = Ae™** cos(wt—9).

Denotando w? = wf — a? e procedendo da seguinte forma:

o1) = eltVoTR

at

= e’“t(eimt), onde
g =e e = e (coswt + isenwt)
g =e e ™ = e (cos(—wt) + isen(—wt))
e

coswt — isenwt)
Logo,

g1+ g2 = e *(coswt + isenwt) + e *(cos wt — i sen wt)

g1+ go = e *(2coswt), que é uma solucdo da (4.12).

Analogamente, verificamos que g; — go = 2ie”“* senwt, também ¢é solucdo. Segue

que a solucao geral ¢ dada por
g(t) = e=[cy coswt + ¢y sen wt].
Substituindo ¢; = Acosd e co = Asend, temos
g(t) = Ae *[cosdcoswt + sen d sen wt].
Assim,

g(t) = Ae  cos(wt — §). (4.13)
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Consequentemente,
G(t) = Gy + Ae ™ cos(wt — 9). (4.14)

Em (4.14) temos cinco incognitas Go, A, o, w e 0, e a maneira de determina-las ¢ a
seguinte: a concentracao de glicose sanguinea do paciente, antes de ser ingerida a dose
de glicose é G e podemos determinar Gy medindo a concentragao de glicose sanguinea
do paciente imediatamente apo6s sua chegada ao hospital. A seguir toma-se quatro
medicoes adicionais Gy, Gy, G3, e G4 da concentracao de glicose sanguinea do paciente
nos instantes tq,t9,t3, e ty4, € entdo determinamos A, o, w e § por meio dessas quatro
equagoes

Gj = Go+ Ae™ cos(wtj — 6); j=1,2,3,4.

Um segundo melhor método de determinar estas constantes Gy, A,a,w e § é con-
siderar n medicoes Gy, Ga,...,G, da concentracao de glicose sanguinea do paciente
nos instantes ¢, to, ..., t,. Tipicamente n ¢ 6 ou 7. Encontram-se entao valores 6timos

para Go, A, a,w e J tais que o menor erro ao quadrado

n
E = Z (G — Go + Ae™* cos(wtj — 5)}2
j=1
seja reduzido ao minimo. O problema de minimizar F pode ser resolvido em um com-
putador digital, e Ackerman e outros forneceram um programa Fortran completo para
determinar valores 6timos para Gg, A, a,w e §. Este método é preferivel ao primeiro,
pois (4.14) é satisfeita exatamente em quatro pontos ti,ts,t3,e t4, mas fornece um
insuficiente ajuste para os dados em outros instantes. O segundo método usualmente
oferece um melhor ajuste para os dados no intervalo inteiro de tempo, pois envolve
mais medigoes.

Em varias experiéncias, Ackerman e outros observaram que um pequeno erro na
medicao de G produziria um erro muito grande no valor de «. Portanto qualquer
critério para o diagnostico do diabetes que envolva o parametro o nao merece con-
fianca. Entretanto, o parametro w, a frequéncia natural do sistema, era relativamente
insensivel aos erros experimentais nas medi¢oes G. Portanto, podemos olhar um valor
de w como o narrador bésico da resposta a um teste de tolerancia de glicose. Para
fins expositivos, é mais conveniente usar o periodo natural correspondente Ty = 27 /w.
O fato importante é que os dados de uma variedade de fontes indicam que um valor
de menos de quatro horas para Tj indica normalidade, enquanto que apreciavelmente

mais que quatro horas implica em diabetes moderado.

Observacao 4.2. 1. O periodo usual entre alimentagoes em nossa cultura é de cerca
de quatro horas. Isso sugere a possibilidade interessante de que fatores sociol6gi-

cos podem também ter um papel no sistema regulador da glicose sanguinea.
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2. Desejamos enfatizar que o modelo descrito acima somente pode ser usado para
diagnosticar diabates moderado ou pré-diabates, pois admitimos durante todo
o tempo que o desvio g de GG de seu valor 6timo Go é pequeno. Desvios muito
grandes de G de G indicam geralmente diabetes "severa'ou diabetes "insipidus",

que é um distirbio do lobo posterior da glandula hipofise.

Um sério defeito deste modelo simplificado é que algumas vezes fornece um pequeno
ajuste para os dados num periodo de tempo de trés ou cinco horas depois da ingestao da
dose de glicose. Isso indica, certamente, que variaveis como a adrenalina e o glucagon
desempenham um papel importante nesse periodo de tempo. Portanto essas variaveis
podem ser incluidas como varidveis separadas em nosso modelo, de preferéncia a serem
agrupadas com a insulina. De fato, a evidéncia indica que os niveis de adrenalina podem
elevar-se dramaticamente durante a fase de recuperacao da resposta do GTT, quando
os niveis de glicose descerem abaixo dos niveis de jejum. Isso pode também ser visto
diretamente da equacao (4.12). Se a* —w?2 > 0, entdo g(t) pode ter a forma descrita na
figura 4.2. Observamos que g(t) cai muito rapidamente de um valor regularmente alto
para um negativo. E perfeitamente imaginavel, entretanto, que o corpo interpretara
isso como uma emergéncia extrema e desse modo secretard uma grande quantidade de

adrenalina.

Figura 4.2: Grafico de g(t) se o® — wy > 0.

Os pesquisadores médicos tardaram a reconhecer a necessidade de incluir a adrena-
lina como uma variavel separada em qualquer modelo do sistema regulador da glicose
sanguinea. Entretanto, ficaram num impasse pelo fato de que nao havia método con-
fiavel de medir a concentracao de adrenalina no sangue. Assim, admitiram, para todos
os fins praticos, que o nivel de adrenalina permanecia constante durante um GTT. E

somente por volta de 1975, pesquisadores do Hospital de Rhode Island inventaram um
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método preciso de medida da concentracao da adrenalina no sangue. Portanto, outros
modelos desenvolvidos que nao serao abordados neste trabalho sao mais precisos no

sistema regulador da glicose sanguinea.



5 Sistemas de equacoes diferenciais

Neste capitulo introduzimos alguns resultados sobre a teoria de sistemas, espe-
cialmente de sistemas lineares de equacoes diferenciais. Apresentamos a expressao da
Matriz Solu¢ao Fundamental, descrevemos o caso 2x 2, e por fim apresentamos algumas
aplicagoes.

5.1 Definicoes basicas

Um sistema de primeira ordem com n equacoes é dado pela seguinte formas:

( dl’l

% = fl(t,l'l, c ,.I'n)
dx
d—tz = fg(t,l’l, Ce ,In>
(5.1)

dz.,

\ % = fn(t,l'l,...,l'n)

Uma solugao deste sistema sao n fungoes x;(t),. .., x,(t), tais que
dz;(t
dj—t(> = fj(t, Il(t), e ,l’n(t)),

comj=1,...,n.

Exemplo 5.1.

o-[z0) -[e)

¢ uma solucao do sistema de equacoes diferenciais de 1* ordem

dl’l dl’Q
E— le E—le

—1e dl’g (t)
dt dt

= 2t.

59
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Definicao 5.1. Uma funcao f: D C R x R®™ — R" € lipschitziana relativamente a x

em B C D se existir uma constante L > 0 tal que
|f(t,$1) - f(t,$2)| S L|._'L‘1 - 'I2| vVt € R’ (tal‘l)7 (tva) €B.

A fungao f(t,x) € localmente lipschitziana relativamente a x quando f for lipschiziana

em uma vizinhanca de cada (to, zo) € D.

Teorema 5.1. Suponhamos que a funcao f seja continua e localmente lipschitziana
relativamente a x em D. Entdo, dado (to,z) € D eziste uma unica solu¢io x = ¢(t)
do sistema (5.1) satisfazendo a condi¢ao inicial x(tg) = xg. Além disso, a solu¢ao ¢ é

uma fungao continua de (t,ty, o).
Uma prova desse resultado pode ser encontrada em [4].

Observacao 5.1. Toda equagao diferencial linear de ordem n na tnica varidvel y pode
se converter num sistema de n equagoes de primeira ordem nas variaveis xy, s, . . ., L.
De fato,

A equacao diferencial

dny dnfly
n(t)— n1(t)— + ... t)y=20
a ()dtn+a 1()dt"—1 +...Fap(t)y
pode ser convertida no sistema de n equacoes de primeira ordem:
Suponha
.
z1(? =
1(?) Y ¥, = Lo
dy
x2(t) = % 33/2 = T3
Entao,
d"?y A T
xn_l(t) = W n—1
, a1 (t)xy + an_o(t)r,_ 1+ ...+ ao(t)zy
dn—ly x, — ; .
\ l’n(t) - dtn—l . a’”( )

Definigao 5.2. O problema envolvendo as equagoes (5.1), juntamente com as condigoes
iniciais T1(to) = 29, zo(to) = 29, ..., Ta(te) = 22, sobre as fungoes x1(t),. .., z,(t), €

conhecido como Problema do Valor Inicial (PVI).

Um exemplo particular é o modelo da glicose sanguinea, visto no capitulo ante-
rior. Nesse modelo, as taxas de variacdo de g e h (desvio da glicose sanguinea e das

concentragoes dos horménios de seus valores 6timos) sdo dadas pelas equagoes:
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d

d—‘z = —myg—moh+ J(t)
- _ —mgh +m

a 3 49,

que é um sistema de duas equagoes de primeira ordem em relacao as fungoes g(t) e
h(t).

2t
Exemplo 5.2. As fungoes x1(t) =€ e 29(t) =1 + 5 ¢ uma solugao do problema do

() =1
L y(t) = i
valor inicial: 21(0) = 1
3

3

Observe que 7} (t) = €' = x1(t), x4(t) = €* = 22(t). Logo, z1(0) =1 e z5(0) = 3

Considere agora a EDO homogénea com coeficientes constantes e de ordem n,

y(n) + an_ly(n_l) + .- + aly/ + oYy = 0 (52)
d"y

T odtn

Lema 5.1. O conjunto solugdo S da equacdo (5.2) é um espaco vetorial.

comy =y(t),a; ER,j=0,...,n— 1. Onde, y™

Demonstra¢ao. Basta provar que S é um subespago de F(I,R) = {f : I — R; f funcao}.
De fato,

1. S#0, pois y(t) =0,V t € I é solugao de (5.2).
2. Sey; e yo €S, mostremos que y; +y» € S. De fato,

(g1 + y2) ™ (1) + an—1(yr +y2) ") + -+ ar(yr + 12) (1) + ao(yr + y2)(t) =
= (" (1) + anaa" () + -+ g (1) + ag (1) +

(5" () + anoay”™ V(@) o (1) + aoya (1) = 0
para todo t € I e assim y; + 1y, € S.
3. Seye SeleRentao \y € S.
M) () + an (M) V(1) + -+ ar(Ny) (1) + ao(My) () =

= (") + anay" V() + - 4 ary/ (1) + agy(t)) +
=A™ ) + an 1y V() + -+ @y (t) + apy(t)] = A0 =0

para todo t € I e, portanto, Ay também é solucao. Assim, S é subespaco de
F(I,R).
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]

Teorema 5.2. Considere a equacio (5.2), entdo o conjunto solugio de (5.2), denotado

por S, tem dimensao igual a n.

Demonstracio. Considere 4™ + a,_1y™ Y + .- 4+ a1/ + apy = 0. Queremos provar
que dimS = n. Para isso, devemos construir n solugoes de (5.2) que geram o espago S
e que sao L.i.

Considere n conjuntos de condigoes iniciais, onde ¢y = 0

([ () =1 [ 3(0) =0 (v, (0) =0
n©) =0 y(0) =1 Yn(0) =0
(1) (2) (n)
n—1 n—1 n—1
L0 =0 L' (0) = 0 ' V0) =1
Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, os PVI (5.2) com as respectivas condigoes
iniciais dadas acima fornecem n solugoes distintas que denotamos por yi,¥s, ..., Y
respectivamente. Denote por B = {y;1(¢),...,yn(t)} esse conjunto de solugoes.

Mostremos que B é base de S.

1. Béli.
Sejam aq,ao,...,a, € Re ay; + asys + -+ - + @y, = 0. Mostremos que a; =
g = -+ = a, = 0. De fato,

Oélyl(t) + Olgyg(t) + -+ Olnyn(t) = O,Vt el
Derivando, temos:
a1y (t) + aoys(t) + -+ apy,(t) =0, Vt € 1.

Repetindo esse processo por (n — 1) vezes, obtemos:

a1 (t) + Oé2y2<t) + -+ anyn(t) =0

aryy (t) + ayb(t) + - - - + any), (t =
191 (¢) 23/2(? Yn(t) ' Vi el

") + oy V(@) ey V() = 0,

Em particular, tome ¢ =ty = 0, usando as condigoes iniciais, segue que

o = 0
Oy = 0
a, = 0

Portanto, B é Li.
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2. B gera S. Seja yo(t) € S arbitraria e mostremos que y é uma combina¢ao linear

de y1,...,y,. De fato, defina
d(1) = yo(0)yr (£) + yp(0)ya(t) + - .. + u" (0 (t),

entao as derivadas de ¢ sao dadas por:

o® () = yo (0™ (1) + ...+ 3V OP @), VE=1,... .n— 1L

Logo, ¢ € S, pois S é um subespago vetorial e

¢(0) = (0

~—

" V(0) =y V(0).

Logo, ¢ e yo sao solu¢oes do mesmo PVI e, pelo Teorema de Existéncia e Unici-

dade, ¢(t) = yo(t). Portanto yy é combinacao linear dos elementos de B.

5.2 Sistemas de equacoes diferenciais lineares

Nesta secao, vamos estudar uma maneira de estender os resultados de existéncia e
unicidade bem como a férmula de variacao das constantes para os sistemas de equagoes
diferenciais. Vamos considerar um sistema de equagoes diferenciais com coeficientes

constantes, na forma

i = Ax(t), (5.3)

onde A é uma matriz real n x n,

a1(t) ll:fl(t)
sy = | 0| e aw= | P
T (t) i (1)

Vamos definir exp(A) = e da matriz quadrada A = (a;;)nxn, de modo a mostrar que

x(t) = ey é a solugdo do sistema (5.3), que satisfaz a condigao inicial

z(0) =z € R™. (5.4)
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Primeiramente devemos definir e4. Para isto vamos observar o caso escalar, em que

temos ) 5
(@) — g0 — a e
e —e—1+a+2!+3!+ . (5.5)
Entao, por analogia, definimos a exponencial da matriz A por meio da série
A2 A3
eA:I+A+§+§+~-- (5.6)

Para que essa matriz e esteja bem definida é preciso mostrar que essa série é conver-
gente no espaco L£(R"™) das matrizes n X n (ou dos operadores lineares de R” em R").
ra i vam nir uma norm ropriada.
Para isto, vamos defi a norma apropriada
Se <, > e | | denotam, respectivamente, o produto interno e a norma usuais do R”,

isto é,
<$,y>:l’1y1+-.~+$nyn e ‘:L‘|:,/<;y7gj>: x%++$%7

se

r=(z1,...,7,) e y=(y1,...,yn) € R

Definimos a norma de um operador linear A : R" — R" por

Az|

Al = sup 22— gup
z#0 |$| x#0

A (%)' = sup |Ay]. (5.7)

ly|=1

Para que essa definicao realmente represente uma norma, vamos primeiramente
observar que esse supremo ¢é finito. Esta propriedade pode ser obtida utilizando-se do
seguinte resultado de Analise: "‘Toda funcao continua definida num conjunto compacto

"’ Neste caso, Az é continua (sua representagao matricial envolve somente

é limitada
expressoes continuas) e estd definida em K = {y:|y| =1}, que é compacto de R",
pois é fechado e limitado. A é uma transformacao linear no espaco R", que tem
dimensao finita e sabemos que toda transformacgao linear num espaco de dimensao
finita é continua, portanto A é continua num compacto entdo A possui maximo e
minimo em k. Logo, o supremo é finito.

T

L2
Seja A = (aij)nxn e x=| | | onde |z|=1.

Tn
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Temos que o produto da matriz A por um vetor x € R" é dado por

aiy Q2 o Gip T Q1121 + @122+ -+ FA1pTp
Qo1 Q2 -+ Q2g T 211 + A22X2+ -+ +A2pTy
Ax = . . . =
an1 Apo - Ann Ty An1T1 + an2x2+ T +annxn nx1
< Al, x >
< Ag,x >
<A, x>
onde,
A = (all, ai2, - - - 7a1n)
Ay = (a217 as, - - 7a2n)
An = (anla Ap2, - - aa'nn)~

Usando a desigualdade de Schwarz (| < z,y > | < ||z||.||y||), temos

|Az|| = <ALz >2+ <Ay x> 4+ <Ay x>?
VARl + APz + - - + [ An]2]l2]]2
VIPUALR + [ A2l + -+ [1Aal?) = [V AR + [[Al2 + - + [ Ad]]2,

IN

assim, [ Az|| < ||zl \/[|A1]? + Aol + - - + [[An]*.

Entao, para z # 0 tem-se

| Az||
T2 < VAL + [JA2]? + - - + (|44 ]2
Portanto,
||A'IH < A 2 A 2\ 1 v

|| Ax|]
_ el
norma, se conclui com as provas das propriedades:

o que justifica que o supremo de ¢ finito. A verificagdo de que (5.7) define uma

@) [[All=z0 e [[Al=0=A=0
(i) [leAll = [al[All, acR

(i) [[A+ B[ < [[A[| +[|B]|.
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O espaco vetorial das matrizes n X n, o qual é isomorfo ao espago dos operadores
lineares definidos em R” e denotado por L(R"™) pode ser considerado como o espago
R"™ e a norma definida em (5.7) é equivalente a norma usual de R” (dada pela raiz

quadrada da soma dos quadrados de seus elementos), pois de (5.2) temos

Ax
1] = sup 121
w20 ||
Pela definicao de supremo, segue que

A< VIAP + - 4 A

= (@) b (et ad)

1

= (Z (%‘)2>

ou seja,
1
n 2
2
Al < (Z (ai;) )
ij=1
e, por outro lado, denotando-se por {ej,...,e,} a base canonica do R", temos
[Aei| = (af; + -+ ).
Logo,
1Al| = sup [Az| > (ai; + - +a},)2, Vi
|z|=1
Somando, para i = 1,...,n, obtemos
1
n 2
2
n||All = (Z (i) ) = [(ai;)l, (5.9)
ij=1
1
n 2
2
Al < <Z (ai;) )
ij=1
Assim,
n 3
2
IA]] < (Z (ai;) > < nl|Al|,
ij=1
isso mostra a equivaléncia da norma canénica de £(R™) com a norma || || definida pelo
supremo.

Foi necessaria a desigualdade v/a + NG > va+b,¥Ya,b>0.
As desigualdades (5.2) e (5.9) mostram a desigualdade

%|(aij)| < |A|] < |(ai)].
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O espaco vetorial das matrizes n x n, L(R™) é um espaco vetorial completo, ou seja,
toda sequéncia de Cauchy de elementos em £(R") tem um limite pertence a L(R"), e
a vantagem em considerar a norma || || em vez da norma usual é que nesta norma vale

a desigualdade

|| Az][ < [[A][-]], (5.10)
onde a constante ||A|| é a menor constante tal que essa desigualdade é verdadeira.
Com isso,
IAB|| < [|A]l.][B]|.
De fato, para = € R" com ||z|| = 1, temos
[(AB)z|| = [|A(Bz)[| < [lAl]l ||Bx]]
< [lAIIBI =]

= [Al[ [IB]l, Y& com [|z|| = 1.

Logo, como o supremo ¢ a menor das cotas superiores, segue que

IAB|| < [|Al.]|B]|-
Em particular,
1AM < [lA]", (5.11)

que é a desigualdade que iremos utilizar na justificativa da convergéncia da série expo-

nencial e?.
n

A
Lema 5.2. Dada A € L(R™), a série definida por ) — € convergente.
n!

Demonstra¢ao. Como L(R™) é completo, ou seja, toda sequéncia de Cauchy é conver-
gente, basta mostrar que a sequéncia das reduzidas (S,) ¢ uma sequéncia de Cauchy.
Note que

So=1

Si=1+A

n

A

Mostremos que V € > 0, 3 ng € N tal que |[Sp4p — Sul] < €, Vn>ngep>0.
De fato,

An—i—l An—l—p
Sn n e —
|| +p H (n+p)!
!A”“H Lo AT

- (n +1)! (n+p)!
N

~ (n+1)! (n+p)!
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o) an

Denotando ||A|| = a > 0 € R, temos a série ) — = €” que sabemos que ¢ convergente
n=0 T
em R. Assim, (s,) dada por

é de Cauchy.
Logo,Ve>0, 3N 6Ntalque]sn+p Sp| < €, Vn >N, Vp>0.

Mas, |Spip — Sn| = |(n7f11), +-t n:pp | <€, Vn> N.Entdo, tomando ny = N,

an+1 an+p an+1 an+p
Spip—Sul| L ——=+---+ = b | <,
1S+ I (n+1)! (n+p)! (n+1)! (n+p)!
desde que n > N.
Portanto, (S,) é de Cauchy e e estd bem definida para todo A € L(R™). O

De modo anélogo as fungoes reais, temos que a candidata a solu¢ao do sistema (5.3)

A2 A3
STRRAT

exp(At)zg = eMag = x + Atzy + o +

com derivada com respeito a t satisfazendo
d

—etrg = AetAny,

dt

At

isto é, z(t) = ez estd bem definida, satisfaz (5.3) e a condi¢do inicial (5.4). Analoga-

mente ao problema escalar, temos entao existéncia e unicidade de solucao.

Vamos apresentar algumas propriedades que e? satisfaz.
Teorema 5.3. 1. Se M ¢é uma matriz inversivel, entao

—1 _
MM = Mted M.

2, eATB — oAteBt it v A comuta com B.

Demonstracao. 1. Decorre do fato de que
(M~*AM)Y = M~'AIM.
2.(=) Se eAFB)t = AteBt entdo, derivando ambos os lados, temos
(A + B)eWrBlt — AeAteBt | (At BBt
Derivando novamente e fazendo t = 0, obtemos

(A+ B)? = A*> + 2AB + B?

que implica AB = BA. (<) Se A comuta com B, é facil ver que X (t) = eleB! satisfaz

a equacio diferencial X (¢) = (A + B)X(t) com condicdo inicial X (0) = I. Entéo, pela

(A+B)t

unicidade de solugdo, deve-se ter X (t) =e , € a propriedade esta justificada. [
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Se M é a matriz de mudanca de base tal que M 1AM esta na forma de Jordan,
isto é,
M_lAM == diag[Al, Ce Al]a Al = )\1[ -+ Ri,

onde R; é um bloco de Jordan, temos entao

— —1
M 16AtM — €M AMt7

e portanto
At — NfeMTTAME -1
Calculando a matriz eM_lAMt, temos que M~ AME 4 diagonal de blocos do tipo:
00 0 -~ 00
10 0 0 0
eMFR - onde R = oo ! O
00 O 10

kxk
Como Al comuta com R, tem-se que

oAI+R) _ (Dt Rt _ At Rt

(k—1
1 0 0 0
t 1 0
t2
_ M o t 1 0
0
=1 T2 Bl )
Observe que e esta multiplicando a matriz, assim concluimos que os autovalores

4t 530 todos do tipo e, onde X\ é autovalor de A. Além disso, os

At

da exponencial e

elementos de e4* sio combinacoes lineares de termos do tipo t/e*, com j limitado
pelos indices de nilpoténcia, no caso acima j < k, logo sio do tipo p(t)e*, onde p(t) é

um polinémio em t.

5.3 O estudo dos autovalores e autovetores

Retomaremos agora o sistema de equacoes diferenciais lineares homogéneo de pri-
meira ordem:
x1 @11 -+ Qin

T=Ax, == S, A= oL ) (5.12)
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O objetivo ¢ encontrar n solucoes l.i. xy(t), - ,x,(t). Ora, recordemos que as

equacoes lineares homogéneas tanto de primeira ordem como de segunda ordem tém

A

fungoes exponenciais como solugoes. Isto sugere que busquemos x(t) = e*v, onde v é

o vetor constante, como uma solugao de (5.12).

Com esse fim, observemos que

d
—eMy = AeMv e A(eMv) = eMAv.
dt
Entdo, z(t) = e*v é uma solugio de (5.12) se, e somente se, A\e*v = e* Av. Dividindo

ambos os membros desta equacdo por e, segue

Av = Av. (5.13)

My ¢ uma solugdo de (5.12) se, e somente se, A e v satisfazem (5.13).

A

Logo, z(t) = e
Assim, o vetor nao nulo v da solugao z(t) = ev é um autovetor da matriz A com
autovalor \.

Os autovalores \ de A sao raizes da equacao

app — A a2 s Q1n
a Qo — A -+ Qop,
0 = det(A — AI) = det o ?
an1 an2 te Anpn — )\

e os autovetores da A sdo entao as solugdes nao nulas da equacdo (A — AI)v = 0 para
esses valores de .

O determinante da matriz A — A\ é claramente um polinémio em A de grau n, com
termo de maior grau (—1)"A"; relembramos que é chamado de polinémio caracteris-
tico de A e indicado por p(\). Para cada raiz A; de p(\), existe pelo menos um vetor
nao nulo v; tal que Av; = A\jv;. Ora, todo polindmio de grau n > 1 tem pelo menos
uma raiz (possivelmente complexa), isto é, toda matriz tem pelo menos um autovalor
e pelo menos um autovetor.

Por outro lado, p(\) tem no maximo n raizes distintas. Assim, toda matriz n x n
tem no maximo n autovalores e n autovetores. Finalmente, observamos que toda matriz

Uy
n X n tem no maximo n autovetores l.i, pois o espaco de todos os vetores v =

Unp
tem dimensao n.

Para cada autovetor v; de A com autovalor \;, temos uma solugio z;(t) = ei'v;
de (5.12) . Se A tem n autovetores 1.i vy, --- v, com autovalores \j,--- , \,, respec-
tivamente (A, --, )\, ndo precisam ser distintos), entao z;(t) = eM'v;,j = 1,...,n
sdo n solugoes Li de (5.12). Isto segue imediatamente do Teorema (5.6) e do fato que

z;(0) = v;. Nesse caso, toda solucdo x(t) de (5.12) é da forma

z(t) = creMvy + cee™tvy + ..+ cpe’t, (5.14)
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que ¢ chamada de solugao geral de (5.12).

A situacao é mais simples quando A tem n autovalores distintos reais Aq, - - - , A, com
autovetores vy, - - - , v, respectivamente, pois nesse caso temos certeza de que vy, --- , v,
sao L.i.

Teorema 5.4. Quaisquer k autovetores de A, vi,...,v; com autovalores distintos
A1, ..., A\, respectivamente, sao l.i.

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em |[6].

5.3.1 Raizes complexas

Se A = a+1i [ é um autovalor complexo de A com o autovetor v = vy +1 vy, entao a

— oM

solugdo xz(t) v é uma soluc¢ao com valores complexos da equagao diferencial (5.3).

Essa solugao com valores complexos da origem a duas solucoes reais como mostremos

abaixo.

Lema 5.3. Seja x(t) = y(t) + i z(t) uma solugcdo com valores complexos de (5.3).
Entao, tanto y(t) como z(t) sio solugoes de (5.3).

Demonstracao. Se x(t) = y(t) + i z(t) é uma solugdo complexa de (5.3), entao
y(t)+i 2(t) = A(y(t) +i (1)) = Ay(t) +1i Az(t). (5.15)

Igualando as partes reais e imaginarias de (5.15), obtemos y(t) = Ay(t) e 2(t) =
Az(t). Consequentemente, tanto y(t) = R{xz(t)} como z(t) = I {z(t)} sdo solucoes de
(5.3).

A fungdo com valores complexos x(t) = e(**? A (y; + i vy) pode ser escrita na forma
z(t) = e* (cos Bt +isen ft) (vy + i vg)
= ™ [(v; cos Bt — vy sen Bt) + i (vy sen Bt + vq cos Bt)] .
Portanto, se A = o+ 7 8 é um autovalor de A com autovetor v = vy + 7 v, entao

y(t) = e* (vq cos ft — vy sen [t)

z(t) = ™ (vy sen Bt 4 vy cos ft)

que sao duas solugoes reais de (5.3). Além disso, essas duas solugoes sao Li. [

Observacao 5.2. Se v é um autovetor de A com autovalor A\, entao v, o conjugado de
v, & um autovetor de A com o autovalor A. Para mostrar isso, tomamos os complexos
conjugados de ambos os membros da equacao Av = Av e observemos que o complexo
conjugado do vetor Av é AT se A é real. Portanto AT = A\, 0 que mostra que T é um

autovetor de A com autovalor \.
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5.3.2 Raizes iguais

Se o polinomio caracteristico de A nao tem n raizes distintas, entao A pode nao ter

n autovetores [.1.

Teorema 5.5. Suponhamos que o polindmio caracteristico de A tem k raizes distintas
Ay ooy Ay com multiplicidade ny, . . ., ny, respectivamente. (Isto significa que p(\) pode
ser fatorado sob a forma (A — \)™ ... (A\x — A)™ ). Suponhamos que A tem somente
v; < nj autovetores l.i com autovalores ;. Entdo a equacio (A — N\;I)?v = 0 tem
no minimo vj11 solugées l.i. De um modo geral, se a equacio (A — N\;I)™v = 0 tem
somente m; < n; solugoes Li, entio a equagio (A — N;I)™ v = 0 tem no minimo

m; + 1 solugoes [.1.

A prova deste Teorema pode ser encontrada em |[3].
Para expressarmos a solugao z(t) = cet’ do sistema, nesse caso, utilizamos a forma
de Jordan da matriz A. Suponha que A nao é diagonalizavel, entdo podemos encontrar

At _  M~TAMt _

uma base B do R" de forma que e e =¢’!, onde J é a forma de Jordan de

A.

5.3.3 Analise do caso 2 x 2

Vamos aplicar a analise anterior para o caso n = 2.

Considere o sistema

. b
{ :c ax + by 7 (5.16)
y = cr+dy
. . a b
onde a matriz dos coeficientes A = g
c

Suponhamos que o determinante det A = ad — be # 0. De (5.16), podemos escrever

. b .
( $ > = ( “ p ) ( v ) , ouseja, X = AX. O que nos remete a equagao dife-
Y ¢ Y

rencial & = ax, cuja solugdo geral é x(t) = ke™, onde a, k sao constantes. Buscaremos

solucoes da forma
X =M e x@t = D) el W = e
Co y(t) = cpeM

Se X (t) = Ce™ segue de X = AX que,

Aem(ﬁ):Aem@>@<M_A><Cl>:<g) 517

Como estamos interessados em solugoes nao triviais, seque que det(A —\) =0 <
a— A b

c d— A
que é o polindémio caracteristico, cujas raizes sao os autovalores de A.

=0 M—(at+d)A+ad—bc=0<p(A\) = N —(a+d)A+det A=0




O estudo dos autovalores e autovetores

73

Obtidos os autovalores, voltamos ao sistema (5.17) e determinamos os autovetores

( Zl ) correspondentes e escrevemos a solugdo de (5.16) na forma X (t) = Ce*. Note
2
que os autovalores de A sdo da forma: A\ = w, onde A = (a+d)*—4(ad—bc),
e teremos os trés casos usuais dessas raizes, conforme o discriminante seja positivo,
negativo ou zero. Faremos agora uma breve andlise quanto a estabilidade em cada
caso.

Caso 1 - Autovalores reais distintos (A > 0). A solucao geral de (5.16) ¢ dada

por
X (t) = crureMt + coyvpe™?, (5.18)

onde A\ e Ay sa0 os autovalores e v; e vy sao os autovetores correspondentes. Note que

X (t) também pode ser escrito como
X (t) = eMcyv; + CQUQe(’\Q’Al)t]. (5.19)

Estudemos as possibilidades com respeito ao sinal dos autovalores.

(a) Ambos os autovalores negativos (A > 0),(a +d) < 0 e (ad — bc) > 0.
No6 estavel. De (5.18) decorre que lim;,o, X (f) = 0. Se admitimos Ay < A;, entdo
A2 — A1 < 0 e podemos concluir de (5.19) que X (t) = cjv;e*! para grandes valores
de t. Quando ¢; # 0, X(¢) tende para 0 segundo uma das dire¢oes determinadas pelo
autovetor v; correspondente a A;. Se ¢; = 0, X(t) = covpe™? e X(t) tende para 0 ao
longo da reta determinada pelo autovetor v,. Neste caso um ponto critico é chamado

de né estavel, quando ambos os autovalores forem negativos.

(b) Ambos os autovalores positivos (A > 0),(a+d) > 0 e (ad — bc) > 0. N6
instavel. A andlise desse caso é andloga ao caso (a). Novamente, por (5.18), X(t)
torna-se arbitrariamente grande quanto ¢ cresce, em uma das direcoes determinadas
pelo autovetor v; (quando ¢; # 0) ou ao longo da reta determinada pelo autovetor
vy (quando ¢; = 0). Esse ponto critico, correspondente ao caso em que ambos o0s

autovalores sao positivos, & denominado por né instavel.

(c) Autovalores com sinais opostos (A > 0) e (ad — bc) < 0. Ponto de sela.
A analise ¢ identica ao caso (b). Com uma excecdo, quando ¢; = 0, X () = covpe*
e, como \y < 0, X(¢) tendera para 0 ao longo da reta determinada pelo autovetor vs.
Se X(0) ndo esté sobre a reta determinada por ve, a reta determinada por v; é uma

assintota de X (¢). Esse ponto critico instavel é denominado por ponto de sela.

Caso 2 - Um autovalor real repetido (A = 0). N6s degenerados. A solugdo
geral toma uma de duas formas diferentes, conforme possamos determinar, para o

autovalor repetido Aq, um ou dois autovetores linearmente independente.
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(a) Dois autovetores linearmente independentes. Se v, e vy sdo dois autove-

tores [.7. correspondentes a A\, entao a solucao geral é dada por
X(t) = c1v1eMt 4 covpe™t = (crv1 + 0202)6)‘“5.

Se A1 < 0, X(¢) tende para 0 ao longo da reta determinada pelo vetor c;v1 + covs, 0O

ponto critico é denominado por né estavel degenerado.

(b) Um tnico autovetor linearmente independente. Quando existe um unico

autovetor [.7. vy, a solugao geral é dada por
X(t) = crore™t + cy(vieMt + vpe?),
onde (A — A\ I)P = v;. A solugdo pode ser escrita na forma

c c
X(t) = teM?t | covy + ?11)1 + 721)2 .

Se A1 < 0,lim;_,o teM? = 0, decorrendo que X (t) tende para 0 segundo a dire¢ao de-

terminada pelo autovetor v;. O ponto critico € novamente denominado por né estavel

degenerado. Quando \; > 0, entdo lim te*'!

t—o0
uma assintota para todas as solucoes. O ponto critico é denominado por né instavel

= +00. A reta determinada por v; é

degenerado.

Caso 3 - Autovalores complexos (A < 0). Se A\, = a+if e\ = a —iff sdo
os autovalores complexos e v; = by + iby é um autovetor correspondente a A\, entao a
solugdo geral é da forma X (t) = ¢; X1 (t) + 2 X5(t), onde

X1 (t) = (by cos Bt — by sen Bt)e™

X5(t) = (bycos Bt + by sen Bt)e™,

usando o Lema 5.3.

Temos entao uma solugao na forma

z(t) = e*(cyq cos Bt + 19 sen Bt)
y(t) = (a1 cos Bt + cog sen Bt), (5.20)

onde ¢11, €12, Ca1, Coo SA0 constantes e que também dependem dos autovetores. E quando

a = 0, temos

x(t) = c11 cos Bt + c1o sen [t
y(t) = co1 cos Bt + c99 sen Pt (5.21)

Ainda temos o seguinte caso.
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Raizes imaginarias puras (A < 0),(a + d) = 0. Centro. Quando a = 0, os
autovalores sao imaginarios puros e, por (5.21), todas as solucoes sdo periddicas com
periodo p = 27/5. Note que se ci9 e ¢9; fossem simultaneamente nulos, entdo (5.21) se

reduziria a

x(t) = c11 cos Bt
y(t) = cogsen Bt

que é a representacao paramétrica de uma elipse. Resolvendo o sistema de equagoes
(5.21) em relagao a cos 3t e sen 3t e utilizando a identidade sen® 3t + cos? ft = 1, é
possivel mostrar que todas as solugoes sao elipses com centro na origem. O ponto

critico (0,0) é chamado de centro.

5.4 Solucao matriz fundamental

Nesta secao, vamos introduzir a expressao para a solucao de um sistema linear com
coeficientes constantes.
Se x'(t),...,2"(t) sao n solugoes l.i. da equagao diferencial (5.3) dada por & = Az,

onde A é uma matriz real n x n. Entao toda solugao z(t) pode ser escrita sob a forma

z(t) = crx' (t) + cpr®(t) + - + (1), (5.22)
pois sabemos que a dimensao do espaco solucao de (5.3) é n.
Seja X (t) a matriz cujas colunas sdao x!'(t), ..., z"(t). Entao (5.22), pode ser escrita
C1

sob a forma concisa z(t) = X (t)c, onde ¢ =

Cn

Definicao 5.3. Uma matriz X (t) € dita solugGo matriz fundamental de (5.3) se

suas colunas formam um conjunto de n solugdes l.i. de (5.3).

Teorema 5.6 (Teste de Independéncia Linear). Sejam xq1,xs,- - , zx, k solugoes de & =
Az ety € R. Entdo, x1, 9, ,x) sdo solucoes l.i. se, e somente se, x1(to), x2(to), -,

x(ty) sao vetores l.i. em R™.

Demonstracao. (<) Mostremos por negagao. Suponha que x1, s, - -+ , T sejam solugdes

[.d. Entao, existem escalares ci, co, - - - , cx nao todos nulos, tais que
C1T1 + CZy + + -+ + CpT = 0.

Calculando essa equacao para t = ty,

Cll'l(to) + Cgﬂfg(to) + -+ CkCBk(tO) =
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Assim, x1(to), z2(to), - -, zx(to) sao vetores l.d. em R™.

Conclui-se que {z1(ty), z2(to), -+, xk(to)} € l.i., entdo {x1, 29, -, zx} € Li..

(=) Vamos provar novamente por negagao.

Suponhamos que os valores de x1, x5, -+ , xg, em algum instante t(, sao vetores l.d.

em R". Entao, existem constantes ¢, co, - - , ¢, nao todas nulas, tais que
0
Cll'l(t[)) + -+ Ckxk(to) = =0. (523)

0

Com essa escolha de constantes ¢y, co, -+, ¢k, podemos considerar a funcao com

valores vetoriais dada por

P(t) = croy(t) + - - + crap(t).

Essa fungao satisfaz (5.23), pois € uma combinacao linear de solugdes, ou seja, ¢(tog) = 0.
Além disso, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, a solug¢ao nula é também solucao
do PVI & = Az, com z(0) = 0, logo ¢(t) = 0,Vt. Isto implica que x1, 2, - ,z) sdo
solucoes linearmente dependentes. O]

At

Por outro lado, ja definimos a matriz e** e esta pode ser calculada diretamente a

partir de qualquer solugdo matriz fundamental de (5.3), como veremos a seguir. Para

isto, introduzimos alguns resultados necessérios.

Lema 5.4. Uma matriz X (t) é uma solu¢ao matriz fundamental de (5.3) se, e somente

se, X = AX e det X(0) # 0.
Demonstragao. Denotando por z'(t),...,2"(t) as n colunas de X (¢), observamos que

X = (&'(t),...,3"(t))

e
= (Az'(t),..., Az"(1)).

Portanto as n equacgoes vetoriais & ( ) = Az'(t),...,2"(t) = Az"™(t) sdo equivalentes a
finica equacio matricial X (t) = AX (t). Além dlsso, n solugoes z'(t), ..., x"(t) de (5.3)
sdo L.i se, e somente se, x1(0),...,2"(0) sao vetores L.i de R™. Esses vetores por sua vez,
sdo Li se, e somente se, det X (0) # 0. Consequentemente, X (¢) é uma solu¢do matriz
fundamental de (5.3) se, e somente se, X (t) = AX(t) e det X(0) # 0. O
Teorema 5.7. A funcdo com valores matriciais et = I+ At + % +- -+ € uma solugao

matriz fundamental de (5.3).

LeAt = Ae?. Entdo, e’ ¢ uma solu¢do da equagio

diferencial X (t) = AX(t). Além disso, seu determinante calculado em t = 0 é 1, pois

Demonstracdo. Sabemos que

A0 — . Portanto, pelo Lema (5.4), e/t ¢ uma solugao matriz fundamental de (5.3). [
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Lema 5.5. Sejam X(t) e Y(t) duas solu¢des matrizes fundamentais de (5.3). Entao,
existe uma matriz C tal que Y (t) = X (t)C.

Demonstragao. Por defini¢ao, as colunas z'(¢),...,z"(t) de X (¢) e y'(t),...,y"(t) de
Y (t) sao conjuntos L.i de solugoes de (5.3). Em particular, cada coluna de Y(¢) pode

ser escrita como uma combinagao linear das colunas de X (1), isto é, existem constantes

cl,...,c tais que
yi(t) = dat(t) + a?(t) + -+ da™(t), j=1,...,n. (5.24)
Seja C' a matriz (c',c?,...,c") onde
‘
d=1:
c

Entao, as n equagoes (5.24) sdo equivalentes & tnica equagao matricial Y (t) = X (¢)C.
[

Teorema 5.8. Se X(t) uma solucdo matriz fundamental da equacdo diferencial & =
Azx. Entao,
M= X () XH(0). (5.25)

Ou seja, o produto de qualquer solu¢ao matriz fundamental de (5.3) por sua inversa

emt =0 € igual a e

Demonstracao. Seja X (t) uma solu¢do matriz fundamental de (5.3). Entao, pelos

Teorema (5.7) e Lema (5.5), existe uma matriz constante C' tal que
M= X(1)C. (5.26)

para t = 0 em (5.26), obtém-se I = X(0)C = C = X~1(0). Portanto, e =
X(t)X10). O

Apresentamos a seguir uma aplicacao envolvendo o uso de sistemas de equacoes

diferenciais ordinarias. Esse exemplo foi extraido da referéncia [3].

Exemplo 5.3. Estratégias de armamentos.

Suponhamos dois paises A e B, isolados e que tenham uma politica externa pacifica
e mesmo assim desejam se preparar para uma guerra eventual. E mais, que o poderio
militar de cada pais seja dado pela quantidade de armas num determinado instante.
Entao, vamos supor que x = z(t) e y = y(t) determinam o potencial de guerra de cada

pals no instante ¢ e vamos considerar as seguintes hipoteses:

1. x e y sdo fungdes continuas com derivadas continuas para ¢ > 0, (¢ é o tempo).
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2. Quanto maior o potencial de guerra de cada pais, mais ele sera fonte de problemas
para o outro. Portanto, a variagao do poderio militar de um pais é proporcional

ao poderio do outro.

3. A depreciacao dos armamentos existentes, em relacdo ao tempo, é responsavel
pela diminuicao do poderio militar de cada pais. Suponhamos que essa depreci-

acao seja proporcional a quantidade de armamentos existentes.

4. Se um pais tem intuitos bélicos secretos, isto pode influenciar no crescimento de
seu potencial de guerra. Por outro lado, se nao houver uma situacao econdmica
compativel para suportar o crescimento bélico do outro pais, isto pode acarretar

uma diminuicao da aquisicao de armas.

Essas hipoteses propoem como modelo o seguinte sistema de equagoes diferenciais,

d
d—f = —ax + by + g(t)
(5.27)
& _ cx —dy + h(t)
dt - y Y

com a,b,c e d constantes positivas onde:

e b e ¢ sao os coeficientes de proporcionalidade devido a interacao de um pais com

0 outro.
e a e d sao os coeficientes de depreciacao do material bélico.
e ¢(t) e h(t) sdo as estratégias de cada pais.

Vamos estudar o caso particular em que os paises ndo possuem estratégias, ou seja,
g(t) =0 e h(t) = 0. Assim o sistema (5.27) torna-se homogéneo.

dx

7 = —ar + by

(5.28)
d
d_?; =cr—dy

A equagdo caracteristica associada a (5.28) é
AN+ (a+ d)A + (ad — be) = 0,

cujas raizes sao

Ao = %[—(a +d) £ /(a+ d)? — 4(ad — bc)].

Se A > 0 entdo a solugao geral de (5.28) é dada por

z(t) = crv1eMt + covge™?t (5.29)
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com A, Ay € R e ¢, co constantes arbitrarias e v; e vy sao os autovetores associados
aos autovalores A\; e \y respectivamente.

O ponto de equilibrio de (5.28) é a origem (0,0) e sua natureza depende do sinal
de (ad — bc). Tratemos de dois casos:

Se A1 e Ay sdo negativos, o ponto critico (0,0) é um no6 assintoticamente estavel, o
que significa que os paises estarao em paz permanentemente.

Se A1 e Ag sdo positivos, o ponto critico (0,0) serd um no instavel.

5.5 Foérmula da variacao de parametros

Veremos que podemos utilizar as solu¢des da equagao homogénea associada & = Ax
para a encontrar a solucao do P.V.I

i = Ax(t) + f(t); x(to) = 2°. (5.30)

Para isto consideremos z'(t),...,2"(t) n solugdes li da equagao homogénea (5.3)
associada. Como a solugao geral de (5.3) é c;x'(t) +. ..+ c,x"(t), é natural pensar que

a solucao de (5.30) seja algo na forma

2(t) = uy ()2 (t) + up ()2 (t) + - - 4w, (£) 2" () (5.31)
Esta equagao pode ser escrita na forma z(t) = X (¢t)u(t) onde X (t) = (x'(t),...,2"(t))
us (t)
eu(t) = :
Un(t)

Substituindo essa expressdo em & = Ax + f(t), obtemos
(t)u(t) + x(t)u(t) = Ax(t)u(t) + f(1). (5.32)

A matriz X (t) é uma solu¢do matriz solugao fundamental de (5.3), portanto & =

Ax(t) e a equagdo (5.32) se reduz a
X (t)u(t) = f(¢t). (5.33)

Uma vez que as colunas de X () sdo vetores 1.i. de R" em cada instante ¢, segue
que X 1(t) existe, e
u(t) = X ) f(t). (5.34)

Integrando essa expressao entre ty e t, obtém-se

u(t) = u(to)—i-/X_l(s)f(s)ds

= X_l(tg)xo—i-/X_l(s)f(s)ds.



80 Sistemas de equacoes diferenciais

Consequentemente,
w(t) = X)X Hto)x + X(t) /Xl(s)f(s)ds. (5.35)

Se X (t) é a solugdo da matriz fundamental e?, entdo a equacio (5.35) se simplifica,

isto ¢, se X(t) = e entdo X 1(s) = e 4 e

t
z(t) = eAteAt0x0+eAt/eAsf(s)ds

to
t

= eA(t_tO)xO—l—/eA(t_s)f(s)ds.

to

Este proximo exemplo foi retirado da referéncia [5].

Exemplo 5.4. Os problemas fisicos do tipo massa-mola e circuitos elétricos sao des-
critos por equagoes diferenciais ordinérias de segunda ordem ou por sistemas 2 x 2 de
primeira ordem. Este exemplo trata de um circuito elétrico dado na figura (5.1), e a
construcao do modelo matematico pode ser encontrada baseando-se nas leis da Fisica.

Este circuito é descrito pelo sistema de equacoes diferenciais

. -1/2 —1/8 1/2
x—( 5 _1/2>x—|—< 0 >I(t),

em que v = (11 IQ)T,xl ¢ a corrente do indutor, z, é a queda de voltagem no
capacitor e I(t) é a corrente fornecida pela fonte externa.

Vamos determinar uma matriz fundamental X (¢) para o sistema homogéneo cor-
respondente e usando I(t) = e™*/2, vamos determinar a solucdo que satisfaz a condicao
inicial 2(0) = 0.

-1/2 —-1/8
2 —1/2
X (t) para o sistema homogéneo correspondente sera necessario primeiramente calcular-

Neste caso A = ( ) , € para determinarmos a matriz fundamental

mos os autovalores e autovetores correspondentes. Para determinarmos os autovalores
temos que calcular A de forma que |A — AI| = 0. Note que
e

1
=0=N+A+-=0= A= .
TA+ S 5

~1/2 —1/8
2 —1/2

-1+
+ . Para tanto é

Encontremos entao o autovetor associado ao autovalor A\ =
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(e

—_0

Figura 5.1: Circuito elétrico

preciso que o autovetor v = ( ; ) , satisfaga (A — M\ I)v = 0. Logo

—i/2 —1/8 a\ (o0

2 —i/2 g) \o
—1 1 .
704—§5 = 0 = p=—4i«a

1
20— - = 0
0425

Y

(07

o que implica v = ,
e

Assim,

1 1 I3
x(t) = elm3+3)t
(t ( 4 )
TR 1 0\ .
= e 2 [cos— +1sen — + )
2 2] |\ o —4
= e’%t —cosz 1 — senE 0
N 2\ 0 2\ -4

. ) 1
) , assim o autovetor associado ao autovalor A\; é ( Wi |
—4i
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e separando a parte real da parte imaginaria e temos

13
Xi(t) = e O
4sen L
t
1 sen =
Xo(t) = e 2! 2 ,
2(1) ( —4 cos & )
e portanto

e~ 3tcost e~ stsent

_ At 2 2
X(t) = eM=| © ) .

2

Facilmente obtemos

X(0) = ( ; _i ) | (5.36)

Determinando a matriz inversa de (5.36), temos

a = 1
10 a b (10 b =0
0 —4 c d)] \o 1 c =0
—4d = 1=d=—1
Assim,
1 0
0 —3

Xl(s):e5< cosy  msen; ) (5.37)

(5.38)
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Calculemos entao

assim
¢ ¢
1 s 1 s
/5 cos §d8 = §/COS §d8 (5.39)
0 0
Seja
s 1
u=g = du = st = 2du = ds (5.40)

e substituindo (5.40) em (5.39) temos

t t

1
§/cosu 2du:/cos u du = senu
0

0

t t
t

= —. 5.41
0 sen o (5.41)

s
= sen —
2

0

De maneira analoga

t t

/—286H gds = —2/Sen gds (5.42)

0 0
e fazendo as mesmas substituigbes de (5.40) em (5.42) temos

t t

t t
—2/senu 2du = —4/Sen u du = 4cosu :4COS§
0 0 0 0
t
= 4cos 5~ 4. (5.43)

De (5.41) e (5.43) temos

¢
/ 3€055 ) g Sent% e (5.44)
—28611% 40085—4

por (5.35) sabemos

z(t) = e j e A f(s)ds

1 1
“1t et “3t o ¢ ¢
_ e 12 cos £ €72 1Sen2 sen £
4de~ 2t sen % — 4e 2t cos % 4 cos % —4

t t _ t
_ e’% 5 cos 5 Sen 3 4 sen 5 7 (5.45)
4 sen? % — 16 cos? % +16 COS%

que satisfaz a condicao inicial.






6 Conclusao

Vimos a importancia do conhecimento de outras areas quando tratamos de um
problema especifico modelado por EDO, por exemplo o caso do Diabetes. Muitas
vezes necessitamos compreender os fend6menos que nos cercam e para tanto é necessario
compreender tudo que estd realcionado com o problema para que possamos construir
modelos, encontrar suas solucoes e validar essas solucoes, gerando discussoes reflexivas

sobre tais fendmenos que nos cercam.

Ao trabalharmos Modelagem Matemaética dois pontos sao fundamentais: aliar o
tema escolhido com a realidade de nossos alunos e aproveitar as experiéncias extra-
classe dos alunos aliadas a experiéncia do professor em sala de aula. O professor
deve mediar todos esses saberes com os saberes da Matematica estimulando sempre a

criatividade dos alunos, para que eles possam contruir seus conhecimentos.

Os modelos sao uma aproximagao da realidade e embora nao sejam exatamente
a realidade, eles sao 1teis no estudo de propriedades, resultados, fornecendo algumas

informacoes sobre algum fené6memo.

Podemos usar a Modelagem Matematica como instrumento motivador para os
alunos e para os proéprios professores, criando um ambiente facilitador no processo
de ensino-aprendizagem. A Matematica deixa de ser abstrata e passa a ser concreta.

E necessario utilizarmos muito raciocinio e sermos mais criticos quando nos deparamos

com as solucoes e precisamos validi-las ou nao.

Também se fez necessario o estudo de resultados de outra area, ou seja, a teoria
de EDO nao é uma teoria isolada, é necessario o estudo de alguns tépicos de Anélise,

Algebra Linear.

85






Referéncias

[1] AVILA, G. Introducio a Andlise Matemdtica, 2° Edicao, Editora Edgard Blucher,
LTDA, Sao Paulo, 2003.

[2] BASSANEZI, R. C. Ensino-aprendizagem com modelagem matemdtica, Editora
Contexto, Sao Paulo, 2006.

[3] BRAUN, M. Equagées diferenciais e suas aplicagoes, Editora Campus, Rio de
Janeiro, 1979.

[4] HALE, J. K. Ordinary Differential Equation, Robert E. Krieger Publisching Com-
pany, INC, New York, 1980.

[5] BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C. Equacoes Diferenciais Elementares e Problemas
de Valores de Contorno, 7* Edicao, Livros Técnicos e Cientificos Editora S.A.,
LCT, Rio de Janeiro, 2002.

|6] COELHO, F. U.; LOURENCO, M.L.Um curso de Algebra Linear, Editora
EDUSP, Sao Paulo, 2001.

[7] BASSANEZI, R. C.; FERREIRA Jr., W.C. Equagdes Diferenciais com aplicagoes,
Editora Harbra LTDA, Sao Paulo, 1988.

[8] NEVES, A. F. Notas de Aulas: Forma de Jordan e Equagoes Diferenciais Lineares,
UNICAMP, Campinas.

[9] LADEIRA, L. A. C; Junior H. C. Equagdes Diferenciais Ordindrias - Notas de
Aula, ICMC-USP, Sao Carlos, 2009.

[10] FAMAT em Revistadlgumas Aplicagoes e Teoria Qualitativa das Equagoes Dife-

renciais Ordindrias, Nimero 5, Uberlandia, Setembro de 2005.

[11] <http://www.diabetes.org.br/sala-de-noticias/2132-o-avanco-do-diabetes-no-
mundo-segundo-a-oms™>. Acessado em 11/09/2012 as 14:00 hs.

87



	FOLHA DE ROSTO
	FICHA CATALOGRÁFICA
	COMISSÃO EXAMINADORA
	DEDICATÓRIA
	AGRADECIMENTOS
	EPÍGRAFE
	RESUMO
	ABSTRACT
	LISTA DE FIGURAS
	SUMÁRIO
	1 INTRODUÇÃO
	2 PRELIMINARES
	3. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM
	4 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE SEGUNDA ORDEM
	5 SISTEMAS DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS
	CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS

