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Resumo

O presente trabalho, intitulado Anélise Funcional e AplicagGes, tem por objetivo
realizar um estudo sobre espacos de funcoes, principalmente, os espacos de dimensao
infinita. Em particular, apresentar resultados sobre a teoria de funcionais lineares e
espaco dual, conceitos de ortogonalidade e teoremas fundamentais em Analise Funcional
como, por exemplo, o Teorema da Representacao de Riesz e os Teoremas de Hahn-

Banach.

Palavras-chave: Espacgos Normados, Espacos de Banach, Espacos de Hilbert, Espaco
Dual.






Abstract

This work, entitled Functional Analysis and Applications, has by objective to carry
an study on function spaces, mainly, spaces of infinite dimension. In particular, to
present results on the theory of linear functionals and dual space, concepts of ortho-
gonality and fundamental theorems in Functional Analysis as, for example, the Riesz

Representation Theorem and the Hahn-Banach Theorems.

Keywords: Normed Spaces, Banach Spaces, Hilbert Spaces, Dual Spaces.
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1 Introducao

A Analise Funcional é o ramo da Matemética, mais especificamente da Analise,
que trata do estudo de espacos de funcoes e faz uso de muitos conceitos de Algebra
Linear, com énfase para espacos vetoriais de dimensao infinita. Entre os resultados
importantes da Analise Funcional estd o Teorema de Hahn-Banach, o qual permite que
funcionais lineares definidos em um subespaco de um espago vetorial sejam estendidos

a todo o espaco.

Nos objetivos tracados para este trabalho, além de abordar alguns tépicos im-
portantes da Anélise Funcional, pretende-se fornecer um material didatico para fins

académicos, cujo intuito ¢é facilitar a compreensao dos conceitos aqui apresentados.

No capitulo preliminar serao abordados alguns conceitos da Analise Matematica
tais como convergéncia e continuidade. O capitulo sobre espacos métricos apresentaré
alguns resultados como: métrica, conjuntos abertos, conjuntos fechados e compactos,

convergéncia, continuidade, completamento, etc..

No capitulo sobre espagos normados e de Banach seguem alguns resultados de es-
pacos vetoriais, entre os quais se destacam Lema de Zorn e base. Também serao
apresentados conceitos de espacos normados e espagos normados que sao completos,
chamados espagos de Banach. Além disso, importantes conceitos como funcionais line-

ares continuos e espaco dual serao abordados.

O quinto capitulo tem por objetivo definir e apresentar alguns exemplos sobre espa-
cos de Hilbert, que sao espacos de Banach cuja norma provém de um produto interno.
Além disso, seguem algumas propriedades referentes ao complemento ortogonal, resul-
tados importantes envolvendo conjuntos ortonormais e, por fim, o famoso Teorema da

Representacao de Riesz.

Finalmente, no sexto capitulo, serao apresentadas algumas aplicacoes. Uma das
aplicagoes envolve a integral de Riemann-Stieltjes e os Teoremas de Hahn-Banach,
também serd apresentado o Teorema do Ponto fixo de Banach com aplicacao em equa-
¢oes diferenciais ordinérias e, por fim, alguns resultados sobre aproximagao no espaco

de fungoes.
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2 Preliminares

Este capitulo traz resultados e conceitos que serao utilizados nos capitulos posterio-
res. Serao apresentados resultados basicos da Anélise Matemética que, em sua maioria,

serao abordados no capitulo seguinte para espacgos de dimensao maior.

2.1 Resultados de Analise Real

Os resultados apresentados nesta segao tém por referéncias [10] e [11].

Definicao 2.1. Seja A C R ndao vazio e limitado superiormente, ou seja, existe b € R
tal que x < b para qualquer x € A e, neste caso, diz-se que b € cota superior de A. O
supremo de um conjunto A € a menor das cotas superiores de A, isto €, o niumero

b € R € supremo do conjunto A quando:
i. Para todo x € A, tem-se x < b;
it. Para qualquer € > 0 existe v € A tal que b — e < .
Notagao: b = sup A.

Definigao 2.2. Seja A C R ndo vazio e limitado inferiormente, ou seja, existe a € R
tal que a < x para qualquer x € A e, neste caso diz-se que o niumero a € cota inferior de
A. O infimo de um conjunto A € a maior das cotas inferiores de A, isto €, o nimero

a € R € infimo do conjunto A quando:
1. Para todo x € A, tem-se a < x;
it. Para qualquer e > 0 existe x € A tal que x < a + e.
Notagao: a = inf A.

Observagao 2.1. Vale observar a seguinte propriedade envolvendo as defini¢oes an-
teriores: sejam A e B subconjuntos nao vazios de niimeros reais, tais que x < y para
todo x € A e todo y € B. Entao sup A = inf B se, e somente se, para todo € > 0 dado,
podem-se obter x € A ey € B tais que y —x < €.

19



20 Preliminares

De fato, se sup A = inf B, entao dado € > 0, existe x € A tal que x > sup A — ¢/2
e y < inf B + €¢/2. Logo,

y—a:<infB+§—supA—|—§:infB—supA+e:e,

ou seja, y —x < €.

Reciprocamente, se sup A # inf B e, portanto, sup A < inf B, considere
e=1inf B —sup A > 0.

Por hipotese, existem x € A e y € B tais que y — x < €. Logo,
r>y—e=y—inf B+supA >supA,

o que é uma contradicao. Portanto, sup A = inf B.

Axioma 2.1. Todo subconjunto A C R nado vazio e limitado superiormente possui

supremo em R.

Utilizando o axioma acima é possivel provar que todo subconjunto B C R nao vazio

e limitado inferiormente possui infimo em R.
Observacao 2.2. O axioma afirma que o corpo ordenado R é completo.

Definicao 2.3. Uma sequéncia de nimeros reais € uma funcgao definida no conjunto

N = {1,2,...} dos nimeros naturais com valores no conjunto R dos nimeros reais.

Ou seja,
r:N — R
n +— z(n)=ux,
Escreve-se (x1,...,Tpn,...), (Tn)nen, ou ainda (z,) para indicar a sequéncia cujo

n-éstmo termo € x,,.

Definicao 2.4. Uma subsequéncia da sequéncia x = (x,)nen € uma restricio da
fungao x : N — R a um subconjunto infinito N' = {n; < ng < ... < np < ...}
de N. Escreve-se (Tp,,...,Tn,...), T = (Tn)new ou ainda (T, )ren para indicar a

subsequéncia de x.

Definigao 2.5. Diz-se que o nimero real a € limite da sequéncia (z,)nen quando,
para qualquer nimero real € > 0, pode-se obter um ny € N tal que todos os termos x,
com indice n > ngy cumprem a condi¢do |x, — a| < €. Escreve-se entdo a = lim x,.

i i n—oo
Simbolicamente,

a=lim z, < Ve>0,3Ing €N; |z, —a|] <€Vn > ny.

n—o0
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ou seja,
a=limz, < Ve>0,3Ins€N; z, € (a—¢€,a+¢€),Yn > ny.

n—oo

Diz-se que a sequéncia (T,)nen converge (ou tende) para o nimero a e escreve-se

também x,, — a. Diz-se que (x,) é divergente se ndo existe lim x,,.
n—oo

Teorema 2.1. Se o limite de uma sequéncia existir, entdo ele € unico.

Demonstrag¢ao. Seja (x,),ey uma sequéncia convergente e suponha que, para a # b,

a= lim z, e b= lim z,. Assim, pode-se escolher ¢ > 0 tal que
n—oo n—oo

(a—e,a+e)N(b—eb+e)=0.

Entao existe ng € N com n > ng, tal que =, € (a — €,a + €). Por outro lado existe
ni € N, tal que x, € (b—¢€,b+¢).
Seja n = max{ng, n1 } entdo z,, € (a—e,a+e€)N(b—e, b+e€), o0 que é contradicao. [

Teorema 2.2. Se lim z,, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para o limite
n—oo

a.

Demonstracao. Se x, — a, entao dado ¢ > 0 existe ng € N tal que n > ng implica
Ty € (a—€,a+€). Seja (2, )ren uma subsequéncia de (z,,). Entao, para todo ny > ng

tem-se z,, € (a —¢€,a+¢€), logo z,, — a. O
Proposicao 2.1. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao. Seja lim x, = a, entao para e = 1 existe ny € N tal que n > ny implica
T, € (a—1,a+1). éL(?rlogidere o conjunto finito F' = {z1,...,x,,,a — 1,a+ 1} e sejam
m o menor e M o maior elemento de F'. Desse modo, todos os termos z,, da sequéncia
estao contidos no intervalo [m, M], ou seja, m < x,, < M, portanto a sequéncia (x,,) é
limitada. O]

Observacao 2.3. A reciproca do teorema nao é verdadeira. Note, por exemplo, que a
sequéncia (1,0, 1,0, ...) é limitada mas nao converge porque possui duas subsequéncias

constantes xs, 1 = 1 e 9, = 0 com limites distintos, pois x2,_1 — 1 € x5, — 0.

Observagao 2.4. A negacao da proposicao 2.1 afirma que se uma sequéncia nao é

limitada, ela ndo é congervente. Por exemplo, (z,,)neny = (1,2,3,...).

Definigao 2.6. Seja (r,)nen uma sequéncia. Entao

i. Se x, < T,y1 para todo n € N, diz-se que (x,) é crescente. Se x, < x,y1 para

todo n € N, diz-se que (z,) é nao-decrescente.

ii. Se x, > xpy1 para todo n € N, diz-se que (x,) € decrescente. Se x, > x,.1

para todo n € N, diz-se que (z,) € nao-crescente.
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1i. As sequéncias definidas em i. e 1i. sao chamadas sequéncias monotonas.

Teorema 2.3. Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

Demonstra¢ao. Considere (z,),ey uma sequéncia nao-descrecente e limitada. Pelo
aximoma 2.1 existe a = sup{x,}, entdo nh_{go x, = a. Com efeito, como a = sup{z,},
pela defini¢ao 2.1, dado € > 0 existe ng € N tal que a — € < z,,, < a. Assim, para todo
n > ng

a—€< Ty, <x, <a-te,

pois (x,) é nao-decrescente. Portanto, x,, — a. De maneira semelhante, prova-se que

se a sequéncia (z,) é ndo-crescente e limitada entdo lim x, = inf{x, },en. O
n—oo

Teorema 2.4. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada de

numeros reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracao. Seja (x,,) uma sequéncia limitada. Pelo teorema anterior, basta provar
n )
que (x,) possui subsequéncia mondtona. Diz-se que um termo z,, da sequéncia dada é

destacado quando, para todo m > n tem-se
T, > To, (2.1)

ou seja, x, ¢ maior ou igual aos termos que o sucedem. Seja D C N o conjunto dos
indices n tais que x, ¢ um termo destacado, ou seja, o conjunto dos indices n que
satisfazem (2.1).

i. Se D for um conjunto infinito, D = {n; < ny < ... < ny < ...}, pela definigao de
termo destacado a subsequéncia (x,, ), n € D e k € N, serd mon6tona nao-crescente e
limitada, logo convergente.

ii. Se o conjunto D for finito, D = {n; < ny < ... < ng}, seja ng, € N maior do
que todos os ny € D. Neste caso, x,, nao é destacado, ou seja, nao satisfaz (2.1).
Logo existe ng, > ng, de forma que Ty, < Tny, - Como Ty, nao é destacado, existe
Nky > Nky COM Ty < T Prosseguindo desta forma, obtem-se uma subsequéncia

crescente e limitada
Ty < Tngy < Ty, < oo < Ty <oy

portanto, convergente. O

Definigao 2.7. Diz-se que (z,) € uma sequéncia de Cauchy quando, para qualquer

€ > 0 dado, existe ng € N tal que para todo m,n > ng implica |z, — x,| < €.
Lema 2.1. Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Em particular, considerando € = 1
en > ng tem-se |x,, — x,| < 1, ou seja, se n > ng entdo x, € (x,, — 1, x,, + 1).

Escrevendo X = {xy,29,...,2,, — 1, 2,,+ 1}, sejam a e 0 menor e o maior elemento
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do conjunto X, repectivamente. Entdo x, € [«, 5] para todo n € N, portanto (z,) é
limitada. u

Definicao 2.8. Uma funcao f : X — R diz-se continua no ponto a € X quando,
para todo € > 0 dado, pode-se obter 6 > 0 (este & pode depender de € e de a) tal que
re X, |z —al <d implica |f(x) — f(a)] < e. Simbolicamente

Ve>036>0;Vee X, |z—a| <d=|f(x)— fla)] <e

Diz-se que f: X — R € uma fungao continua quando f é continua em todos os
pontos a € X.
Chama-se descontinua no ponto a € X wuma funcao f : X — R que nao é

continua neste ponto. Em outras palavras,
Je>0; VO >0;das € X, |zs —a| <d=|f(zs) — f(a)| > e

Exemplo 2.1. A funciao f: R — R tal que f(x) = 2? para todo x € R, ¢ continua no
ponto a € R. Com efeito, inicialmente note que f(x) = x? é continua no ponto a = 0,
ou seja, dado € > 0 basta tomar § = /e > 0 tal que

|z — 0| <0 = |f(x) — fO)| = |2* — 0% = |z|.|z| < 0.0 = Vee=e
Agora, para todo ponto a # 0, dado € > 0 note que

[f(x) = fla)| < e fla) —e < flx) < fla)+e

& ad?—e<?<a’+e

Considerando ¢ < min{a?, €} tem-se

Vva?—ée < |z| <Va®+¢€.

i. Se a > 0, considere o intervalo aberto I = (Va? —€,v/a? + ¢€) centrado em a.

Como f é crescente neste intervalo, segue que
relh=ad—d<r*<d®+d st =|f(x) - fla)| <€,

e neste caso d = a — Va2 —€ > 0.

ii. Se a < 0, considere o intervalo aberto I, = (—v/a? + ¢, —va? — ¢€) centrado em

a. Como f é decrescente neste intervalo, segue que
reh=ad—-d<r?<ad®+d s -d®=|fx)— fla)| <€,

onde d = a++Va2+¢€¢ > 0.
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Ou seja, f(z) = 2? ¢ continua em todo ponto a € R.

Definicao 2.9. Uma funcao f : X — R diz-se uniformemente continua no con-
gunto X quando, para qualquer € > 0 dado, pode-se obter 6 > 0 (este 6 depende apenas
de €) tal que x,y € X, |x —y| < & implica |f(z) — f(y)| <e.

Observacgao 2.5. Toda fungao uniformemente continua é continua. Com efeito, dado
€ > 0 existe 6 > 0 tal que z,y € X,

[z =yl <d=[f(x) - fly)l <e

Agora, se a € X entao para todo z € X,
[z —al <d=[f(z) = fla)] <e,

onde ¢ nao depende do ponto a € X, apenas de e.

Exemplo 2.2. A funcao identidade f : R — R definida por f(z) = x para todo z € R,
é uniformemente continua. De fato, para qualquer ¢ > 0 dado existe 6 = € > 0 tal que

para todo z,y € R tem-se

[z =yl <d=f@) =l =lr -yl <d=e=[fx) - f(y)| <eVr,y e R.

Observagao 2.6. Uma funcao ser continua nao implica que ela seja uniformemente

2

continua. Por exemplo, a fungao f(z) = z*, apresentada no exemplo 2.1, é continua

mas nao é uniformemente continua. Com efeito, para e = 1 e qualquer que seja 6 > 0

1 )
considere x > — e y =z + —. Note que

) 2
) )
$—($—|—§)’—§<(5.

|z —y| =
Entretanto,
A 52 52
1) sl = o= (o4 3) | = |- (254 5 )| — 04 G a1 =
Ou seja,

Je=1Vd>0, Jzs,ys € R, |zs —ys| <0 = |f(xs) — fys)| > e=1.

Teorema 2.5. Seja f: X — R uma fun¢ao uniformemente continua. Se (x,) € uma

sequéncia de Cauchy em X, entdo (f(x,)) € uma sequéncia de Cauchy em R.

Demonstracao. Como f é uniformemente continua, dado € > 0 existe § > 0 tal que

vy e X, ly—al <d=|fy) - f@)] <e (2.2)
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Como (z,) é de Cauchy, para § > 0 existe ng € N tal que para todo m,n > nyg
tem-se |z, — x,| < d. Logo, por (2.2), |f(zm) — f(z,)| < € para m,n > ny. Portanto,
(f(z,)) é de Cauchy. O

Definicao 2.10. Diz-se que uma sequéncia de fungoes f, : X — R, n € N, converge
pontualmente para a funcao f : X — R, quando para todo x € X, a sequéncia de
nimeros (fi(x),..., fu(x),...) converge para um nimero f(x). Em outras palavras,
fu = [ pontualmente em X quando dados € >0 e x € X, existe ng = ng(e,x) € N tal
que n > ng implica | fo(x) — f(z)| <e.

x
Exemplo 2.3. A sequéncia de fungoes f, : R — R dada por f,(x) = — converge
n
pontualmente em R para a fungao nula. Com efeito, para cada x € R fixo, tem-se que

x
lim f,(x) = lim — = 0. Em outras palavras, dados ¢ > 0 e € R, existe ny € N tal
n—o0 n—oo N

X ~
que ng > —, entao para todo n > ny segue
€

ule) ~ 7l = |Z — o = | = <

. A M . :r
Ou seja, para cada = € R fixo, a sequéncia de nimeros f,(x) = — converge pontu-
n

almente para zero. Veja a figura 2.1.

Figura 2.1: Convergéncia pontual

Exemplo 2.4. A sequéncia de fungoes (f,) tal que f, : [0,27] — R definida por
fn(z) = cos(nz) para todo = € [0,27], ndo converge pontualmente para funcdo
alguma. De fato, considerando z = 7, note que f,(z) = (—1)", ou seja, nao existe

limite da funcao f,(z) quando n — oco.

Definicao 2.11. Diz-se que a sequéncia de fungoes f, : X — R, n € N, converge
uniformente para o funcao f : X — R, quando para qualquer ¢ > 0 dado, existe
no € N (ng sd depende de €) tal que n > ngy implica |f,(z) — f(x)| < €, seja qual for
re X.
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Geometricamente, se X = [a,b], a faixa de amplitude 2¢ em torno do gréfico de
f:a,b] = R é o conjunto {(z,y) € R} a <z < b, f(x) —e <y < f(x)+ €}, como

ilustra a figura 2.2 abaixo.

Figura 2.2: Convergéncia uniforme

Observe que para ny € N suficientemente grande, o grafico de f,(z) esta contido

na referida faixa.

Observagao 2.7. Note que, para provar a convergéncia pontual, dado qualquer € > 0,
pode-se obter, para cada x € X, um ng = ng(e, z). Quando a convergéncia ¢ uniforme,

dado qualquer € > 0, pode-se obter um ng que satisfaz a definicao para todo = € X.

Exemplo 2.5. Seja D = [0,1] e para cada n € N, seja f, : D — R definida por
fnu(z) = 2™ Note que esta fungao converge pontualmente para a fungao f : D — R
definida por f(z) = 0se 0 <z < 1e f(1) = 1. Por outro lado, dado 0 < ¢ < 1 seja
D" = [0,1 — 4], observe que D' C D. Assim, para cada n € N seja g, : D' — R a
restricdo da fungao f, ao intervalo D', ou seja, g,(z) = 2" com 0 <z < 1—-4. A
sequéncia (g,) converge uniformemente em D’ para a fungao nula g : D’ — R. De fato,
dado € > 0, como 0 < 1 — ¢ < 1, existe ng € N tal que n > ng implica (1 — §)" < e.
Entao, para todo = € D', tem-se que 0 < 2" < (1 — )" < € sempre que n > ny.

Portanto, ™ — 0 uniformemente em D’.

Observagao 2.8. Convergéncia pontual nao implica em convergéncia uniforme. No
. X -
exemplo 2.3 a sequéncia f,(r) = — converge pontualmente para a func¢ao nula R,
n
entretanto esta sequéncia nao converge uniformemente para a fun¢ao nula em R. Com

efeito, para e = 1 e qualquer que seja n € N pode-se obter z € R com = > n, tais que

n

e~ )l =2 o] =25 2o =

Teorema 2.6. Se uma sequéncia de funcgoes f, : X — R converge uniformemente para

f: X =R e cada f, € continua no ponto a € X entao f € continua no ponto a.
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Demonstracao. Como f,, converge uniformemente para a funcao f, dado ¢ > 0 existe
no € N tal que se n > ng entao |f,(x) — f(z)] < ¢/3 para todo x € X. Além disso,
como f, é continua no ponto a, fixando n € N, n > ngy, dado € > 0 existe > 0 tal que
se r € X, entao )

o= al <5 = [fale) = f(@)] < 5

Assim,

[f(2) = fla)] = [f(x) = fulx) + fu(x) = fula) + fula) — f(a)]

Ief(l") - fz(ﬂf)l + [ful2) = ful@)]| + [fn(a) — f(a)]

VANVAY
+
+

|

I
\.ﬂ\

ou seja, dado € > 0 existe § > 0 tal que z € X,
|t —al <d=|f(z)— fla)| <e

Portanto, f é continua no ponto a € X. O

Exemplo 2.6. A sequéncia de fungoes f,,(z) = 2™ nao converge uniformemente em
[0,1], pois converge pontualmente para a funcdo descontinua f : [0,1] — R, onde
flz)=0se0<z<1le f(1) =1 (ver exemplo 2.5).

Definicao 2.12. Um conjunto X C R ¢é chamado compacto quando € fechado e
limitado.

Exemplo 2.7. Todo intervalo do tipo [a, b] ¢ fechado e limitado, logo compacto. Por

outro lado, o intervalo (a,b) é limitado mas nao é fechado, logo ndo é compacto.

Teorema 2.7. Seja X C R um conjunto compacto. Entao toda fung¢ao continua f :

X — R € uniformemente continua.

Demonstracao. Suponha que f nao seja uniformemente continua em X. Logo existe

€p > 0 tal que, para todo n € N existem z,,,y, € X com

o=yl < 0 1f(ea) ~ Tl >

Como (z,,) ¢ limitada, pelo teorema 2.4 (pagina 22), (x,) possui uma subsequéncia
(xn,) convergente. Sendo X compacto, a sequéncia (z,,) converge para um ponto

x € X. Logo, y,, — z, pois lim (z,, — y,) = 0. Da continuidade de f em z, tem-se
n—oo

lin [ (rn,) = F(yn,)] = Jmn fla,) = T flgn,) = () = () =0,

k—o0 —00

contradizendo o fato de | f(zn,) — f(yn,)| > €0 para todo k € N. O
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Teorema 2.8. (Teste de Weierstrass) Dada a sequéncia de funcoes f, : X — R,
seja Y a, uma série convergente de numeros reais a, > 0 tais que |f,(z)| < a, para
todon € N e x € X. Nestas condi¢oes as séries > |fn| € > fn sao uniformemente

convergentes.

Demonstra¢ao. Como Y a, é uma série convergente, dado ¢ > 0 existe nyg € N tal

que n > ng entao i a; < e. Fazendo, R(z) = i |fi(x)] e r(z) = i fi(z) e

j=n+1 j=n+1 j=n+1
observando que
[e.e]
r(x)] S R(x) < ) a;<e
j=n+1
para todo n > ng, segue que > |f,| € > f, sdo uniformemente convergentes. O

O capitulo seguinte traz resultados sobre Espagos Métricos. Estes conceitos sao de
grande importancia dentro da Analise Funcional, j4 que em sua maioria se aplicam
a espagos maiores como, por exemplo, espagos normados (que serdo apresentados no

capitulo 4), quando a métrica ¢ induzida pela norma.
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Este capitulo apresentaré resultados de grande relevancia para o desenvolvimento
deste trabalho, dentre os quais: alguns conceitos topologicos, convergéncia de sequén-
cias, espacos completos, completamento, etc.. A ideia de métrica esta associada a
no¢ao intuitiva de distancia, a qual precisa satisfazer algumas propriedades, conforme

definicao abaixo.

Definicao 3.1. Seja M um conjunto nao vazio. Uma métrica sobre o conjunto M
¢ uma funcao d : M x M — R, que a cada par de elementos x,y € M associa um
nidmero real positivo d(x,y), que se chama distdncia de x a y, de modo que, para

quaisquer elementos x, y, z € M tem-se:

M1) d(z,y) >0 ed(z,y) =0 x=y;

M2) d(z,y) = d(y, x)(simetria);

M3) d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) (desigualdade triangular).

O par (M, d) é chamado espago métrico formado por um conjunto nao vazio M
e uma métrica d em M.

Segue alguns exemplos de espacos métricos.

Exemplo 3.1. Espaco métrico discreto. Seja M um conjunto qualquer nao vazio. A
funcao d : M x M — R, definida por

1, sex#y
d(z,y) = {
0, sex =y
¢ uma métrica em M. Logo (M, d) é um espago métrico.

Observacao 3.1. Todo conjunto torna-se um espaco métrico com a métrica definida

no exemplo acima.
Exemplo 3.2. O conjunto dos ntimeros reais R com a métrica usual definida por
d(l’,y) - |‘T - y|7 V337y eR

29
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¢ um espago métrico onde |.| denota o valor absoluto.

Exemplo 3.3. Espago métrico R™ é o conjunto de todas as n-uplas reais. Considera-se

a métrica definida por

n

d(x:y) = \/(xl - yl)2 + ot (mn - yn)2 = Z(xz - yi)2'

i=1

onde x = (x1,...,x,) € Yy = (Y1, ..., Yn) sdo elementos de R". Claramente as condigoes
M1 e M2 da definicao 3.1 estao satisfeitas. Resta provar a desigualdade triangular,
isto é, dados z,y,z € R"

d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

ou, equivalentemente,

n n n

D @wi—z) <D (wi—y) | D i — =)

i=1 i=1 i=1

Faca z; —y; = a; e y; — z; = b; entao, a desigualdade acima pode ser reescrita como

n n n

D la b < 1D (@) + | D)

i=1 =1 i=1

e, elevando ambos os membros ao quadrado, obtem-se

D (@) +2) abi+ Y () <> (@) +2, 1> (@) | D07+ (b))

i=1 = = = =1 =1 i=1

ou seja,

Zaibi < D (@) Z(bi)z. (3.1)

Esta desigualdade é uma consequéncia da Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

n

(Z aibz‘) < Z(a»?Z(bi)Q-

i=1

A fim de demonstrar a desigualdade considere o trinémio do segundo grau em t:

n

F#) = (art = b1)* + oo 4 (ant — b)* = _(ast — by)”

=1
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Desenvolvendo o quadrado, obtem-se

n

Ft) =" (a;)** -2 Z asbit + Z(bi)?

i=1
Note que f(t) > 0 para qualquer ¢ real, pois é soma de quadrados e, sendo assim,

seu discriminante é menor do que ou igual a zero, ou seja,

(z ) L (iw) (iw) <o

i=1 i=1

Deste modo

zn:aibiﬁ Zn:(ai)Q Zn:(bi)Q,
i—1 i—1 i—1

satisfazendo a condigao M3 da defini¢ao 3.1.

Pode-se definir outras métricas em R"™. Por exemplo, a métrica da soma e a métrica

do mdzimo definidas, repectivamente, por:

d(l’,y) = Z |x7, - yzlv \V/ZL', Yy € Rny

=1

d(.ﬁ(],y) = ma’X{|xi - yl|7 VZE, ye Rn}
Note que é possivel em um dado conjunto M ter mais que uma métrica.

Exemplo 3.4. Espaco funcional C([a,b],R) é o conjunto de todas as fungoes reais
definidas e continuas no intervalo fechado [a, b] com imagem em R. Sao métricas neste

conjunto:

d(f,g) = max{|f(t) — g(t)|;t € [a,b]}

b
A(7.9) = [ 15(0) = g(0)| e
para toda funcao f, g € Cla, ).

Exemplo 3.5. Métrica do supremo ou métrica da convergéncia uniforme.

Seja M um conjunto qualquer nao vazio. Uma fungao f : M — R diz-se limitada
quando existe uma constante ¢y > 0 tal que Vo € M, |f(z)| < ¢. Considere B(M,R)
o conjuntos de todas as fungdes limitadas f : M — R. Diz-se que B(M,R) é um espaco

métrico com a métrica d definida por

d(f.9) = sup | (@) = g(a) (3:2)
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para toda funcao f, g € B(M,R). Note que esta métrica estd bem definida, pois se
f,9 € B(M,R), entao existem constantes ¢; > 0 e ¢, > 0 tais que |f(z)| < ¢y e

lg(z)| < ¢4, respectivamente. Logo, por desigualdade triangular

[f(2) = g(@)| < |f(@)[ + [ = g(@)] = [f(2)| + |g(2)| <¢f +¢g = C.

Logo, (f —g) € B(M,R) e, portanto, (3.2) esta bem definida. Com a métrica
definida em (3.2), o espago B(M,R) é métrico. Com efeito,
M1)V f € B(M,R) verifica-se que

d(f, f) = sup | f(z) = f(2)| = sup 0 = 0.

zeM

Se f # g entdo existe pelo menos um ponto xy € M tal que f(zg) # g(zo) e, assim,
|f(zo) — g(x0)| > 0. Como

jgﬂl}lf(fﬁ) —g(x)[ = [f (o) — g(x0)| > 0

entao

d(f,g) > 0.

M2) De |f(x) = g(z)] = |g(x) — f(2)| segue que

d(f,g) = sup |f(x) — g(x)| = sup |g(z) — f(z)| = d(g, [).

zeM
M3)V f, g, h € B(M,R) tem-se
d(f,9) = sup [f(x) — g(z)| e d(g, h) = sup |g(x) — h(z)].
xeM xeM

Como |f(z) —g(z)| > 0 e |g(x) — h(z)| > 0 vale que

sup | f(z) — g(x)] + sup l9(x) = h(z)| = ilj\f;ﬂf(l‘) —g(@)| +lg(z) — h(z)[}.

zeM

Por desigualdade triangular, para todo x € M ocorre

[f(z) = hz)| < |f(2) — g(@)] + lg(x) — h(z)].

Assim,

sup [f(x) — h(z)] < igg{lf(x) —g(@)| + lg(x) — h(z)[}

zeM

ou seja,

sup | f(x) = h(x)| < sup |f(z) = g(2)| + sup |g(x) — h(z)].

xeM zeM zeM
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Portanto,
d(f,h) <d(f,g) +d(g, h).

Exemplo 3.6. Espago de sequéncia > é o conjunto de todas as sequéncia limitadas

de ntimeros reais ou complexos. Se x € (>, x = (N )ren, entao

|77k| < ¢,

onde ¢ é um nimero real que pode depender de x. A métrica em ¢ é definida por

d(z,y) = sup |, — pxl,
keN

onde y = (ug)ren. Note que a métrica estd bem definida, pois se © = (nx) e y = (ux)
pertencem ao espacgo £°°, entao existem constantes «y e [, respectivamente, tais que

1nk] < ay e |pk| < Bi. Logo,
|z —y| = | — pe| < || + x| < e+ Br = ¢,

onde ¢ é um constante real.

Exemplo 3.7. Espaco de sequéncia s é o conjunto de todas as sequéncias (limitadas

ou ilimitadas) de ntimeros complexos ou reais cuja métrica é definida por

L
dlaz,y) =y 1l

onde x = (n;) e y = (u;). Note que a métrica esta bem definida, pois
l i — pil < l
21+ [m — | T 2

1 1 0
e como Z o converge entao, pelo critério da comparacao, M

— também
201+ (i — pul

o0
1=1 1=1

converge.

Facilmente verifica-se que as condi¢oes M1 e M2 estao satisfeitas. Para provar M3

considere a funcao definida por

f(t)= e teR
Derivando f na variavel ¢t obtem-se
F) = s >0,
(1+1)?

para todo t. Assim f é monotona crescente, ou seja, se t; < to, entao f(t1) < f(t2).

Por consequéncia,

o+ b] < |af +[b] = f(la +b]) < f(la] + [b]),
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ou seja,

la + bl la] + [b]
I+]a+b = 1+ |a|+|b|

o 1
L+ lal + 6] 1+ |a|] + 10

ol _, 1o
L+a] 1419

Admitindo que a = n; — p; e b = p; — &, segue que a + b =n; — &;, onde x = (n;),
y = (u;) e z = (&). Substituindo na desigualdade anterior

1m: — &l < 7 — il i — & '
L+ =&~ 14+ |ni— | 14| — &

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por 1/2° e somando os infintos ter-

mos, resulta que
oo

Zl m =&l il( i — il n i — &il )
— 21+ =&l T 20N+ — | T+ i — &

1=1 =1

f:l i — puil ‘f‘ii i — &l
— 21+ — | =201 [ — &

ou seja,

d(z,z) < d(x,y)+d(y, 2).

Define-se para 1 < p < 0o o conjunto ¥ = {x = (1;)ien; Y |m:i|P < co}. Para provar
que /P é um espaco métrico sao necessérias as duas proposicoes abaixo.

1 1
Proposicao 3.1. Destigualdade de Hélder: Sejam 1 < p,q < oo tais que —+— =1

p
(diz-se que p e q sao expoentes conjugados). Entao, para todo x = (n;) € P, y = (u;) €

P q série Z |n; i| € absolutamente convergente e tem-se a sequinte desigualdade:
i=1

1 1
S i< (Sor) (Sher) 39
i=1 i=1 i=1

Demonstracao. Sejam o« > 0e > 0 taisquea+F=1,e p >0, v >0. Entao vale a

desigualdade

p°v? < ap+ pr. (3.4)

Com efeito, se v = 0 (ou p = 0) a desigualdade é 6bvia. Seja v # 0. Divida a
desigualdade por v e tome t = p/v > 0,
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t* < at+ 5.

Como =1 — « entao,

t*—at<1l—a

Considere f(t) = t* — at. Provar a desigualdade (3.4) equivale a mostrar que
fy=t*—at<1—a,Vt>0.

De fato, analise a derivada de f em relagao a t. Como f/(t) = a(t*! — 1), segue
que, para 0 <t < 1, f é estritamente crescente, parat > 1 f é estritamente decrescente
e, parat = 1, f atinge seu ponto maximo, ou seja, 1 — a.. Portanto, vale a desigualdade
(3.4).

Para provar a Desigualdade de Holder note que se x = 0 ou y = 0 a desigualdade ¢é

6bvia. Suponha entao que x # 0 e y # 0. Seja j € N, fixo. Considere

P 14 1
p q
Z |73 Z ||
i=1 i=1
Da desigualdade (3.4), segue que

17 1451 L |nl? I
i ’ 1 < ]_) o ’ +§ o<’> 2 :
[e'e} D oo q
Z |m:P Z Ik Z |mi” Z il
i=1 i=1 =1 =1

Agora, somando para cada indice j € N, tem-se

> nj il > nlP > |l
j=11 < j=1 1 j=1
o) ) [e%¢) q - b
<Z |77i|p> (Z |Mi|q>
=1 =1

1
p

o=
Z|77i|p ! Z|Mz‘|q
i=1 i=1

ou seja,
> Iny il .
j=1 1 Lty
00 p [ o q p q
() (Somr)
i=1 i=1
Assim,

1

ilmml < (im”)é (ilum) .

=1 =1 =1
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]

Note que se p = 2 entao ¢ = 2 e, esta desigualdade, torna-se a Desigualdade de

Cauchy-Schwarz para soma.

Proposicao 3.2. Desigualdade de Minkowski: Seja 1l <p < oo. Sex = (n;) € (P,
y = (u;) € P, entio v +vy = (x; + y;) € P e tem-se a sequinte desigualdade:

(Z i+ m)p < (Z |m-|p>p + (Z mvy)p . 5)

Demonstracao. Para p = 1 a Desigualdade de Minkowski é imediata. Suponha 1 <

1 1
p,q < oo tal que — + — =1 e, pela Desigualdade de Holder, segue que
p q

S il =Y i A gl 4 gl
i=1

=1

S I+ gl ] + )

=1

IN

IA

D Il Al Y gl b+l
i=1 =1

< (ZImI”)
=1
1
P m
() ()
i=1
1 1 1
m q m P m p
- () | (o) ()
i=1 i=1 =1

- 1 1
Suponha Z |n: + wi|? # 0 e como p =1- p segue
i=1

1 1 1
(Z |7 + ,U/i‘p> < (Z |77i|p> + <Z |Mz‘|p>
=1 =1 =1

Fazendo m — oo, a direita da desigualdade obtem-se duas séries convergentes, pois

3=

(S
i=1

Q=

1

x,y € (P. Assim, a série a esquerda também converge, ou seja, vale a desigualdade
(3.5), de Minkowski. O
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Exemplo 3.8. Espaco 7.

Seja p > 1 um namero real fixo. Por definicao cada elemento de ¢ é uma sequéncia
x = (Ni)ien = (M1, 72,73, ...) de nlumeros reais ou complexos cuja soma converge, ou

seja,

> fmif? < oo. (3.6)
=1

A métrica é definida por

d(x,y) = (Z |ni — m|”> - (3.7)

onde © = (1;)ien, ¥ = (1:)ien € ¢P. Note que (3.7) satisfaz as condigdes M1 e M2 da
definigao de espagos métricos, desde que (3.6) seja satisfeita. Resta provar M3. Com

efeito, sejam = = (1;), y = (i), z = (&) € (P e, pela proposic¢ao 3.2, tem-se

|7 —§i|p>
=1
[

(
< (Z 15— bl + | —&I]”)
(

S

NE

d(z,z) =

hSA

=1

-

IA

1 1
Z i — Mi|p> + <Z i — fi’p)
=1 =1

)

= d(z,y) +d(y, 2).

Portanto, /P é um espago métrico com a métrica definida por (3.7).

Definigao 3.2. Seja (M, d) um espago métrico. Um subespago (Q,dg) de (M,d) é um
subcongunto Q C M com a métrica dg sobre Q) definida por

dQ:d‘QXQIQXQ%R.

dg € chamada a métrica induzida em () por d.

3.1 Conjuntos abertos, fechados e compactos

Dentre os intimeros subconjuntos em um espaco métrico, ha alguns que natural-
mente se destacam, como por exemplo, os conjuntos abertos, fechados e compactos.

Em geral, as propriedades que envolvem estes conjuntos possuem vérias aplicagoes, e
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por isso algumas dessas propriedades serao demonstradas nesta secao. Sera convenci-

onada a nota¢do M para indicar o espago métrico (M, d) nesta e nas demais segoes.

Definicao 3.3. Seja a um ponto qualquer no espago métrico M. Dado um nimero
real r > 0 define-se:

i. A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a,r) dos pontos de M cuja

distancia ao ponto a € menor do que r, ou seja,

B(a,r) ={x € M; d(x,a) <r}.

ii. A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto Bla,r] dos pontos de M que

estao a uma distancia menor do que ou igual a r do ponto a, ou seja,

Bla,r] = {z € M; d(z,a) <r}.

iii. A esfera de centro a e raio v € o conjunto S(a,r) dos pontos x € M tais que

d(xz,a) =7, ou seja,

S(a,r) ={x € M; d(z,a) =r}.

Definicao 3.4. Sejam X um subconjunto nao vazio do espago métrico M e a um ponto

de M. Define-se a distdncia do ponto a ao subconjunto X como o numero real

d(a,X) = inf d(a,z).

zeX

Exemplo 3.9. Sejam S; = {(z,y) € R? 22 + y*> = 1} o circulo unitario do plano e
0 € R? a origem. Entao, para todo z € S; tem-se d(0,z) = 1, logo d(0,5;) = 1.

Definigao 3.5. Sejam X e Y subconjuntos nao vazios do espag¢o métrico M. Define-se

a disténcia entre os subconjuntos X e¢Y como sendo
d(X,Y) =inf{d(z,y); x € X, y € Y}.

Observagao 3.2. Note que quando X NY # (), tem-se d(X,Y) = 0. Por outro lado,
d(X,Y) = 0 ndo implica em X NY # (. Com efeito, considere X = (—00,0) e
Y = (0, +00) subconjuntos da reta R. Neste caso, d(X,Y)=0mas X NY = (.

Exemplo 3.10. Considere o espaco R? com a métrica definida por

d(z,y) = /(21 — Y1) + (x2 — 32)?

para todo z = (71,22) e ¥y = (y1,%2) em R% Sejam A = {(a,b) € R% b = 0} e

B = {(a,b) € R? ab = 1} subconjuntos de R?. Note que d(A, B) = 0. Para ver isto,
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basta verificar que dado € > 0 existe z € A e y € B tal que d(z,y) < e. De fato, dado
1

€ > 0 existe n € N tal que — < e. Considere z = (n,0) € Aey = (n,1/n) € B, logo
n

d(x,y)_\/(n—n)u(()—%)z_ %_%Q.

Portanto, d(A, B) = 0.

Definicao 3.6. Seja X um subconjunto de um espagco métrico M. Um ponto a € X
diz-se um ponto interior a X quando € centro de uma bola aberta contida em X, ou
seja, quando existe v > 0 tal que d(z,a) < r implica x € X. Chama-se o interior de

X em M ao conjunto int(X) formado pelos pontos interiores a X.

Definicao 3.7. Chama-se fronteira de X em M o conjunto 0X, formado pelos pontos
b € M tais que toda bola aberta de centro b contém pelo menos um ponto de X e um

ponto do complementar M — X.

Exemplo 3.11. Seja Q o conjunto dos niimeros racionais. Note que, no conjunto R,
o int(Q) = (), pois nenhum intervalo aberto pode ser formado apenas por nimeros
racionais. Por outro lado, a fronteira 0 Q = R pois qualquer intervalo aberto contém

nuameros racionals e irracionais.

Definicao 3.8. Um subconjunto A de um espagco métrico M diz-se aberto em M
quando todos os seus pontos sao interiores, ou seja, int(A) = A. Assim, A C M é
aberto se, e somente se, ANOA = 0. Ou seja, A C M ¢é um aberto em M se para todo

x € A, exister > 0 tal que B(z,r) C A.

Proposicao 3.3. Em qualquer espago métrico M, uma bola aberta B(a,r) é um con-

junto aberto.

Demonstracao. Seja x € B(a,r). Entao d(x,a) < r e escolhendo € = r — d(z,a) > 0
tem-se B(x,e) C B(a,r). Com efeito, se y € B(x,¢€) entdo d(x,y) < € e portanto
d(a,y) <d(a,z)+d(z,y) < d(a,z)+e=r. Logo y € B(a,r). ]

Proposicao 3.4. Seja M um espago métrico. Entao

i. 0 e M sao abertos.

ii. Se Ay, ..., A, sao abertos em M, entao A1N...NA, é aberto em M. (A intersecao

de wm nimero finito de conjuntos abertos é um conjunto aberto.)

iii. Se {Ax}res uma familia qualquer de abertos em M, onde J € um conjunto de

indices, entao U Ay € aberto em M. (A reunido de uma familia qualquer de

AeJ
conjuntos abertos é um conjunto aberto.)
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Demonstracao. i. ) &€ aberto pois, como nao existe x € (), o conjunto () nao viola
a condicao que define os abertos. Agora, M é aberto pois, considere o subconjunto
M C M, para todo z € M, existe r > 0, tal que B(z,r) C M.

11. Sejax € A1N...NA,,entaox € A;, 1 =1,2,...,n. Como A; é aberto, para cada
i =1,2,...,n existe uma bola aberta B(z,r;) C A;. Considere r = min{ry,...,7,},
r > 0. Entdao B(z,r) C B(x,r;) C A; para cada i. Logo, B(z,r) C (A1N...NA,) e,
portanto, A; N...N A, é aberto.

111. Seja A = U A,. Dado x € A, existe um indice A € J tal que x € A,. Como A,

Aed
¢ aberto, existe B(x,r), r > 0, tal que B(z,r) C A,. Logo, B(z,r) C A e, portanto,

A é aberto. []

Observagao 3.3. A intersecao de uma familia infinita de abertos pode nao ser um
conjunto aberto. Note que se A = {a}, a € M, A néo é aberto. Mas todo ponto a € M
1
é intersegao de uma familia enumeravel de abertos, ou seja, {a} = ﬂ B (a, —). De
n
neN

1
fato, se © # a entao d(z,a) > 0, logo existe n, € N tal que d(z,a) > —, isto mostra
X

1 1
que x ¢ B (a, —), ou seja, apenas o ponto a pertence a todas as bolas B (a, —),
Ny n

n € N.

Proposicao 3.5. Seja X C M. Um subconjunto U € aberto em X se, e somente se,
U=VnNX, ondeV é um aberto em M.

Demonstragao. (=) Seja U um aberto em X. Entédo, para cada = € U, existe r, > 0
tal que Bx(x,r,) C U, onde Bx(x,r,) denota a bola aberta em X, de centro em z e

raio r,. Agora, para todo = € X, Bx(x,r,) = By(x,7,) N X, assim

{z} € By(z,r,) N X = Bx(x,r,) CU =

U{ey c U Bu@,ra)nX cU =

zelU zelU

UcC UBM(x,Tx)ﬂXCU:>

zelU

U= U By(z, 1) N X.

zelU

Basta tomar V = U By(z,7,) que, pela proposicao 3.4, é aberto.

zelU
(<) Seja U =V N X, onde V é um aberto em M. Entdo, para cada x € U, existe

ry > 0 tal que By(x,r,) C V. Como Bx(z,7r;) = By(z,7,) N X, para todo z € M,
tem-se Bx(z,r,) C VN X =U. Portanto, U é aberto em X. ]
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Definicao 3.9. Sejam M e N espagos métricos. Diz-se que a aplicacao f : M — N €
continua no ponto a € M quando para qualquer ¢ > 0 dado, € possivel obter 6 > 0 tal
que d(z,a) < 0 implica d(f(z), f(a)) < €. Diz-se que f : M — N ¢é continua quando

ela é continua em todos os pontos a € M.

Dizer que f é continua no ponto a € M equivale a dizer que para todo ponto x € M
que pertence a bola B(a,d), f os transforma em pontos da bola B(f(a),¢€).

Exemplo 3.12. O conjunto das aplicagées limitadas descontinuas € aberto em B(M, N),
onde B(M, N) é o conjunto das fungées f : M — N limitadas. Com efeito, considere
D, o conjunto das aplicagoes f : M — N que sao descontinuas no ponto a € M.
Assim, para f € D,, existe € > 0 tal que para todo § > 0 pode-se obter x5 € M com
d(zs,a) < 0 e d(f(zs), f(a)) > 3e.

Se g € B(M,N) ed(f,g) <e, entao g € D,. De fato, nestas condi¢oes, para todo
0 > 0 temos

3e < d(f(ws), fla)) < d(f(xs), g(xs)) + d(g(xs), g(a)) + d(g(a), f(a)).

Na soma acima, d(f(zs),g(zs)) < € e d(g(a), f(a)) < €, assim a desigualdade torna-
se

3e < d(f(x5), 9(xs)) + d(g(x5), 9(a)) + d(g(a), f(a)) < 2¢ + d(g(zs), g(a))
ou seja,
d(g(ws),g(a)) > ¢,

logo, g € D,. Agora, seja D o conjunto de todas as aplicagoes limitadas descontinuas

f:M — N. Entao D = U D,, que é uma unido de abertos, é aberto em B(M, N).
aeM

Definicao 3.10. Sejam M e N espacos métricos. Um aplicacao f : M — N diz-se

uniformemente continua quando, para qualquer € > 0 dado, pode-se obter 6 > 0 tal

que, para quaisquer x,y € M, d(z,y) < § entao d(f(x), f(y)) < e.

Definicao 3.11. Seja M um espa¢o métrico. Diz-se que o conjunto V é uma wvizi-
nhanga do ponto a € M quando a € int(V'). Assim, V é uma vizinhanga de a se, e

somente se, V' contém um aberto que contém a. Notacao: V.

Da defini¢ao 3.9, para que a aplicacao f : M — N seja continua no ponto a € M,
basta mostrar que para cada vizinhanca Uy, C N de f(a) existe uma vizinhanca
Vo C M de a tal que f(V,) C Uy(a)-

Definicao 3.12. Seja M um espago métrico. Um conjunto F' C M diz-se fechado

em M se seu complementar F© = M — F € aberto.

Exemplo 3.13. A bola Bla,r], definida anteriormente, é um conjunto fechado. Note

que M — Bla,r] € um conjunto aberto. De fato, seja y € M — Bla, r| entao d(a,y) > r.
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Considere s = d(a,y) —r > 0, entdo B(y,s) C M — Bla,r]. Assim, se z € B(y, s)
entao d(z,y) < s. Agora, por desigualdade triangular

d(a,y) < d(a, z) + d(z,y),
ou seja,
d(a,z) > d(a,y) —d(z,y) > d(a,y) — s =d(a,y) —d(a,y) +r =r.
Logo, x € M — Bla,r], portanto o conjunto Bla,r] ¢ fechado.

Definicao 3.13. Um ponto x diz-se aderente a um subconjunto X do espaco métrico
M se para todo r > 0, B(z,r)NX # 0, ou seja, quando toda vizinhanga de x contiver

pelo menos um ponto de X.

Observacgao 3.4. Todo ponto que pertence a X é um ponto aderente a X. Além disso,

os pontos da fronteira 0X também sao aderentes a X.

Definigao 3.14. O conjunto de todos os pontos aderentes a X chama-se fecho e
denota-se por X. Portanto, escrever a € X € 0 mesmo que afirmar que o ponto a €

aderente a X em M.

Definicdo 3.15. Um subconjunto X C M diz-se denso em M quando X = M, ou

seja, quando toda bola aberta em M contém algum ponto de X, ou ainda, para cada

aberto A # () em M, tem-se AN X #0).

Exemplo 3.14. O conjunto Q dos ntimeros racionais ¢ denso em R. Note que Q = R,

pois toda bola aberta em R contém ntimeros racionais.

Definicao 3.16. Um espagco métrico M chama-se separdvel se ele contém um sub-

conjunto enumerdvel que € denso.

Exemplo 3.15. O conjunto R é separével, pois o subconjunto QQ é enumeravel e denso

em R.

Proposicao 3.6. Seja F C M, tem-se F = F se, e somente se, M — F ¢ aberto. Em
outras palavras, um conjunto € fechado se, e somente se, contém todos os seus pontos

aderentes.

Demonstragio. (=) Como F = F, por hipotese, segue que F é fechado. Seja a ¢ F,
logo a nao é aderente a F'. Segue disto, que para todo ponto a € M — F' existe uma
bola aberta B(a,r) que nao contém os pontos de F. Assim, existe r > 0 tal que
B(a,r) C M — F, ou seja, M — F' ¢é aberto.

(<) Se M — F & aberto, entao para todo ponto a € M — F, existe r > 0 tal que
B(a,r) C M — F, ou seja, existe uma bola aberta B(a,r) que ndo contém pontos de
F. Neste caso, os pontos que nao pertencem a F nao sao aderentes a F. Logo, F = F

e, portanto, F' é fechado. O
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Observacao 3.5. Quando um conjunto nao é fechado, nao se pode concluir que ele seja
aberto. Por exemplo, um intervalo do tipo (a,b] C R nao é aberto e nem fechado em R.
No espaco Q, dos niimeros racionais com a métrica |z — y| (induzida de R), o intervalo
(v2,7) = {z € Q; V2 < r < 7} além de ser um subconjunto aberto ¢ também fechado,
pois seu complementar Q — (v/2,7) é o conjunto aberto (—oo, v/2) U (7, +00) N Q.

Proposicao 3.7. Os subconjuntos fechados de um espaco métrico M satifazem as

sequintes propriedades,

i. 0 e M sao fechados.

it. A reuniao F1U...UF,, de um nimero finito de subconjuntos fechados Fi, ..., F, C

M € um subconjunto fechado em M.

ii. A intersecao ﬂ F\ de uma familia qualquer (Fy\)xes, onde J € um conjunto de

AeJ
indices, de subconjuntos fechados Fy C M ¢é um conjunto fechado em M.

Demonstracao. Para mostrar cada um dos itens basta considerar o complementar de
cada conjunto fechado e usar a proposi¢ao 3.4 (pagina 39) para abertos.

1. Imediato.

1. Seja Ay = Fy,..., A, = F¢ abertos em M. Desse modo, A; N...N A, =
Frn...NES=(FLU...UF,)" éaberto e portanto Fy U...U F), é fechado em M.

1. Seja Ay = FY para cada A € J. Entao cada A, é aberto e portanto sua uniao

Un-Un-|na]

AeJ AeJ AeJ

¢ aberto em M. Logo, ﬂ F\ é fechado. O
AeJ

Proposicao 3.8. Seja X € M. Um conjunto U € fechado em X se, e somente se,
U=V NX, onde V é um fechado em M.

A demonstragao serd omitida pois é feita de modo semelhante ao da proposicao
3.5(pagina 40).

Observagao 3.6. A reunidao de uma familia infinita de fechados pode nao ser um
conjunto fechado. Por exemplo, considere M = R, cada conjunto unitario {x} C R é
fechado em R, pois R — {z} & aberto. Seja (a,b) = {a < x < b; x € R} um intervalo
aberto. Se a unido infinita de fechados fosse um conjunto fechado, entao (a,b) seria

um conjunto fechado, pois (a, b) é reuniao de infinitos conjuntos {z}, onde = € R.

Definicao 3.17. Seja X um subconjunto do espago métrico M. Um ponto a € M
chama-se ponto de acumulagao de X quando toda bola aberta de centro a contém
algum ponto de X distinto de a. Em outras palavras, quando toda vizinhanga V,, contém
algum ponto diferente de a, ou seja, V, N (X —{a}) # (0. Denota-se por X' o conjunto
de todos os pontos de acumula¢iao de X em M. O conjunto X' é chamado o derivado

do conjunto X.
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1
Exemplo 3.16. Seja X = {—, n e N} C R. Note que o tinico ponto de acumulagao
n

de X é o zero.

O estudo de convergéncia de sequéncias de um dado espago é importante e tem

varias aplicagoes.

Definicao 3.18. Uma sequéncia em um espaco métrico M é uma funcao ¢ : N — M
que a cada n € N associa um unico elemento x,, € M. Denota-se qualquer sequéncia
por (x,). Diz-se que uma sequéncia (x,) € convergente para um ponto v € M se,
para todo € > 0, existe ng € N tal que n > ng implica d(x,,x) < €. x é chamado o

limite de (x,) e escreve-se lim x,, = x, ou ainda, x, — = quando n — 0.
n—oo

Definigao 3.19. Uma sequéncia (x,) no espago métrico M chama-se limitada quando
o conjunto dos seus termos € limitado, isto €, quando existe ¢ > 0 tal que d(x,,,x,) < ¢

para quaisquer m,n € N.

Lema 3.1. Seja M um espaco métrico. Entao,
1. Toda sequéncia convergente em M € limitada e seu limite € unico.
. Se x, —>x ey, —y em M, entio d(x,,y,) — d(x,y).

Demonstragao. i. Seja (r,) uma sequéncia em M e suponha que z,, — z, onde = € M.
Para ¢ = 1, existe ng € N tal que n > ng implica d(z,,z) < 1. Considere a =

max{d(xy,z),...,d(z,,, )} entao

d(zy,z) <1<1l+4+a, sen>ng

d(x,,x) <a<1l+a, sen <ng,

ou seja, d(z,,x) < 1+ a para todo n € N.

Logo, pela desigualdade triangular
d(xp, Tm) < d(Tp,z) +d(z,2,) < 2(1 + a).
Considerando ¢ = 2(1 + a), entao d(x,, T,) < ¢. Logo (2, )nen € limitada.

Agora, sejam x, z € M tais que x = lim x, e z = lim z,. Entao
n—o0 n—o0

0 <d(z,z) <d(z,z,) +d(xn,2) > 0+0,

e segue disto que d(z, z) = 0 e, portanto, z = z.

11. Por desigualdade triangular tem-se

d(Tn, Yn) < d(wn, ) + d(z,y) + d(Y, yn)
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ou seja,
d(@n, yn) = d(2,y) < d(@n, ) + d(yn, ). (3:8)
Por outro lado,
d(z,y) < d(z,zp) + d(Zn, Yn) + d(Yn, y)
ou seja,

d(z,y) — d(Tn, yn) < d(Tn, ) + d(Yn, y)-

Com isto tem-se

—d(2p, 2) — d(Yn,y) < d(Tn, yn) — d(z,y). (3.9)

Das equagoes (3.8) e (3.9) segue,

_d(xna x) - d(ym y) < d(xm yﬂ) - d(l‘, y) < d(xm :C) + d(yna y)
ou seja,
’d(xna yn) - d<x7 y)| < d(xnv m) + d(yTH Z/)

Como por hipotese x,, — x e y, — y, da desigualdade acima resulta que

quando n — oco. Portanto, d(x,,y,) — d(x,y) em M. O
Proposigao 3.9. Se x,, — a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Demonstra¢ao. Como x, — a, dado € > 0 existe ng € N tal que n > ng entao
d(zp,a) < e Seja N = {n; < ny < ... <ng < ...} um subconjunto infinito de N.
Neste caso, existe ky € N tal que ng, > ng. Logo, para todo k € N, com £k > ko tem-se

ng > Nk, > no, entao d(x,,,a) < e. O

Definicao 3.20. Uma sequéncia (z,)nen €m um espago métrico M chama-se uma
sequéncia de Cauchy quando para qualquer ¢ > 0 dado, existe ng € N tal que para
todo m,n > ng implica d(x,,,x,) < €.

Note que se a sequéncia é de Cauchy, seus termos vao se tornando cada vez mais

proximos a medida que cresce o indice n.

Teorema 3.1. Toda sequéncia convergente em um espaco métrico M é uma sequéncia
de Cauchy em M.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia convergente em M. Se z,, — x, entdo para
todo € > 0, existe ng tal que n > ny implica que

d(zy, ) <

NN e



46

Espacgos métricos

Assim, se m,n > ng, por desigualdade triangular, segue que

Portanto, (z,,) é uma sequéncia de Cauchy. =

Observagao 3.7. Nem toda sequéncia de Cauchy em M é convergente em M. De fato,
considere a sequéncia de nameros racionais (z,,) = (1;1,4;1,41;1,414; ...) que converge
para v/2. Pela proposicio anterior, (x,) ¢ de Cauchy em R e, portanto, ¢ de Cauchy
em Q. Mas (z,,) ndo é convergente em Q, pois v/2 ¢ Q .

Proposigao 3.10. Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M, entao dado
e > 0 existe ny € N tal que para todo m,n > ng implica d(z,,x,) < e. Em par-
ticular, considerando ¢ = 1, existe ng € N tal que m,n > ng entao d(x,,,x,) < 1.
Logo o conjunto X = {z, 11, Tnys2, ..} dos termos da sequéncia ¢ limitado, ou seja,

d(xp, x,) < 1 para m,n > ng. Por outro lado,

{z1,29,. .. Tp,...} ={x1, 29, ..., 2y} UX.

Logo, como cada conjunto a direita da igualdade é limitado, segue que a sequéncia
(x,) é limitada. O

Observacao 3.8. Nem toda sequéncia limitada é de Cauchy. Basta observar que uma
sequéncia do tipo (1,0,1,0,...) embora limitada, tem-se d(x,,x,.1) = 1 para todo

n € N, logo nao é de Cauchy.
Teorema 3.2. Seja F' um subconjunto nao vazio do espaco métrico M. Entao:
i. © € F se, e somente se, existe uma sequéncia (Zn)nen C F tal que x, — x.

ii. F' € fechado se, e somente se, para uma sequéncia (x,) em F e x, — x implicar
x e F.

Demonstracdo. (i) Seja x um elemento de F. Se x € F, considere a sequéncia

(x,z,x,...) em F. Esta sequéncia tende a x. Se = ¢ F, entdo = ¢ um ponto de

1
acumulacao de elementos de F. Assim, para cada n € N, a bola aberta B (m, —)
n

contém um ponto z,, € F'. Note que quando n — oo, — — 0 e, portanto, z,, — .
Reciprocamente, se (z,) é uma sequéncia em F erybcn — xentaoouz € Fouuxé
um ponto de acumulacao de F', com x,, # x, ou seja, x é aderente a F em M. Assim,
x € F, pela definicao de fecho.
(ii) Pela proposicdo 3.6 (pagina 42), F é fechado se, e somente se, F = F, e o

resultado segue pelo item (i) deste teorema. O
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Definicao 3.21. Um espaco métrico M ¢é dito ser compacto se toda sequéncia em
M possui uma subsequéncia convergente. Um subconjunto F' C M €é compacto se toda

sequéncia em F possui uma subsequéncia convergente cujo limite é um elemento de F'.
Lema 3.2. Um subconjunto compacto F' de um espago métrico M € fechado e limitado.

Demonstragio. Para todo z € F existe uma sequéncia (z,) em F tal que z, — x.
Como F' é compacto, pela definicao 3.21, segue que x € F. Ainda, como = é um
elemento arbitrario tem-se que F C F e como F C F segue que F' = F, ou seja, F é
fechado.

Agora, suponha que F' nao seja limitado. Entao para cada n € N existe y, € F
tal que d(yn,a) > n, onde a € F' é qualquer elemento fixo. Neste caso, note que (y,)
nao pode ter uma subsequéncia convergente, mas isto implica que F' nao é compacto,

contrariando a hipotese. Portanto [’ é limitado. O

Como uma consequéncia deste lema e outros resultados da Anélise pode-se demons-

trar a proposi¢ao abaixo, cuja a prova pode ser encontrada na referéncia [1].
Proposicao 3.11. X C R” ¢ compacto se, e somente se, € fechado e limitado.

Proposigao 3.12. Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente

¢ convergente e tem o mesmo limite que a subsequéncia.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia convergente em um espago métrico M. Con-
sidere (z,, ) uma subsequéncia convergente para um ponto z € M. Assim, dado € > 0,
existe p € N tal que para n, > p tem-se d(z,,,z) < €

Como (x,) é de Cauchy, para todo ¢ > 0 existe ¢ € N tal que m,n > ¢ implica

€
(T, ) < 7 Seja ng = max{p, ¢}. Assim, para todo n > ng existe ny > ng tal que

Portanto, x, — x. O

Teorema 3.3. Sejam M e N espacos métricos. Uma aplicacao f: M — N é continua
no ponto rog € M se, e somente se, para qualquer sequéncia (x,) em M com x, — xg
tem-se f(x,) = f(xo).

Demonstracao. Seja f uma aplicacao continua em xg, entao dado qualquer € > 0 existe
0 > 0 tal que
d(z,x0) <= d(f(z), f(z0)) <e

Agora, se x,, — o entdo existe ny € N tal que para n > ng tem-se d(z,,xq) < 0.
Assim, para todo n > ng, d(f(x,), f(xo)) < €. Portanto, f(z,) — f(xo).
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Por outro lado, basta mostrar que se x,, — o implica f(x,) — (z¢), entdo f serad
uma aplicagao continua. Suponha que isto nao ocorra, ou seja, existe 6 > 0 tal que

para qualquer € > 0 existe © # z( tal que
d(l’,Io) <= d(f($)7 f(l’g)) > €.

1
Em particular, para 6 = — existe x,, satisfazendo
n

A, 70) < ~ = d(f(za), f(z0)) > €.

n
Note que x,, — zo mas f(z,) - f(xg). Isto contradiz f(x,) — (zo). O

Definicao 3.22. Diz-se que uma sequéncia de funcoes f, : X — M, onde X € um
conjunto qualquer, converge pontualmente em X para a funcao f: X — M quando
para cada © € X, a sequéncia (f1(x),..., fo(x),...) tem limite f(x) em M, ou seja,
para cada x € X, tem-se 7}1_)11;10 fulz) = f(x). Em outras palavras, f, — f pontualmente

em X quando dados € > 0 e x € X existe ng = ng(e,x) € N tal que n > ng implica
d(fa(), f(z)) <e.

Definicao 3.23. Diz-se que uma sequéncia de funcgoes f, : X — M, onde X € um
conjunto qualquer, converge uniformemente em X para a funcao f : X — M
quando para qualquer € > 0 dado, pode-se obter ng € N (dependendo apenas de €) tal
que n. > ng entdo d(f.(z), f(x)) < € para qualquer x € X.

Proposicao 3.13. Toda aplicacao uniformemente continua transforma sequéncias de

Cauchy em sequéncias de Cauchy.

Demonstrag¢ao. Considere f : M — N uniformemente continua e (z,) uma sequéncia
de Cauchy em M. Assim, da continuidade de f, para todo € > 0 existe § > 0 tal que se
x,y € M e d(z,y) < d entao d(f(z), f(y)) < e. Por outro lado, sendo (z,) de Cauchy,
dado 0 > 0, existe ng € N tal que para todo m,n > ng tem-se d(z,,,z,) < § o que

implica, d(f(xm), f(yn)) < €, ou seja, (f(x,)) é uma sequéncia de Cauchy em N. [

3.2 Espacos métricos completos

Definicao 3.24. Diz-se que um espago métrico M é completo quando toda sequéncia

de Cauchy em M € convergente em M.

Todo espago métrico M que nao é completo pode ser estendido por adicao de novos
elementos até que se obtenha um espacgo métrico completo, este processo é chamado de
completamento do espago métrico. Para obter este completamento basta adicionar os
elementos aderentes a M. Para tanto, é preciso encontrar uma aplicacao f: M — N,
onde N é um espago métrico completo. A aplicacao f é chamada de imersao isométrica
e serd definida mais abaixo.
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Exemplo 3.17. A conjunto R dos ntimeros reais é um espaco métrico completo. Com
efeito, seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R, entdo para qualquer ¢ > 0 existe
no € N tal que para todo m,n > ng tem-se d(z,,, z,) < €. Fazendo para cada n € N,
X, = {Zn, Tpi1, Tnso, ...}, de forma que Xy = {1, 29, 23,...}, Xo = {29, 23,24, ...},
e assim sucessivamente. Note que X; D Xy D ... D X,, D ... e os conjuntos X,, sao
limitados, uma vez que (z,) é uma sequéncia limitada, pela proposigao 3.10 (pagina
46).

Seja a,, = inf X,,, n € N. Entao, a; <as < ... <a, <... <b=supXj, ou seja,
(a,,) € uma sequéncia monotona nao-decrescente. Pelo teorema 2.3 (pagina 22), existe
o numero a = lim a,. Pela proposigao 3.12 (pagina 47), basta mostrar que o nimero

n—oo
a é limite de uma subsequéncia de (z,) para poder concluir que a = lim .
n—oo
Como a, — a entdao dado ¢ > 0 existe n; € N tal que m > n; tem-se a,, €
(a—e€,a+€), ouseja, a—e < a,, < a+e. Sendo a,, = inf X,,, existe n > m (e portanto

n > nq) tal que a,, <z, < a+e€, isto é, a — e < x, < a+ € e, portanto, x, — a.

Definigao 3.25. Se E C M e {V,}uea € uma familia de conjuntos tal que E C U V.,
acA
diz-se que {V,}aea € uma cobertura de E. Se M é um espa¢o métrico, diz-se que

E C M ¢ totalmente limitado se para cada ¢ > 0, E pode ser coberto por um

numero finito de bolas de raio .
A partir desta defini¢cao tem-se o seguinte teorema.

Teorema 3.4. Se E ¢ um subconjunto de um espaco métrico M, as sequintes afirma-

coes sao equivalentes:

1. B € completo e totalmente limitado.

1. Toda sequéncia em E tem uma subsequéncia que converge para um ponto de E.

Demonstragao. (1) = (i1) Suponha que F é completo e totalmente limitado. Seja (z;,)
uma sequéncia em FE. Pela definicao 3.25, E pode ser coberto por um ntimero finito
de bolas de raio € = —. Note que ao menos uma dessas bolas deve conter x, para um

numero infinito de indices. Considere x,, € B; para n € Nj.

Agora, E' N By pode ser coberto por um niimero finito de bolas de raio € = 2 ©
portanto uma dessas bolas contém x,, para um ntamero infinito de indices e seja x,, € By
para n € Ns.

Procedendo desta forma, obtem-se uma sequéncia de bolas B; de raio € = o € uma
sequéncia decrescente de subconjuntos infinitos N; de N tal que z, € B; para todo

n € N;. Escolhendo ny € Ny, ny € Ny, ... tal que ny < ny < ... entéo (z,,) é uma

2
sequéncia de Cauchy pois para k > j, d(2n,, Tn,) < > e como E é completo segue que
esta subsequéncia converge em F.
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(1) = (i) Esta implicac@o sera demonstrada pela contra positiva. Suponha que F
nao é completo, ou seja, existe uma sequéncia de Cauchy (x,) em E que nao converge
para um ponto de E. Neste caso, nenhuma subsequéncia de (x,) pode convergir em
E pois caso contrario (x,,) seria convergente e ambas teriam o mesmo limite. Suponha
entao que E nao seja totalmente limitado, ou seja, existe € > 0 tal que £ nao pode
ser coberto por um numero finito de bolas de raio €. FEscolha z, € E da seguinte

forma: comece com qualquer x; € E e tendo escolhido x4, ..., z, escolha x,.1 € E —
n

U Be(x;). Entao d(x,,z,,) > € para todo m,n e, portanto (z,) nao possui subsequéncia
i=1

convergente. O
Proposicao 3.14. Todo subespaco fechado F' C M em um espaco métrico M completo
¢ completo. Reciprocamente, todo subespaco completo de qualquer espago métrico é

fechado.

Demonstra¢ao. Seja F' C M fechado, com M completo. Considere (x,,) uma sequéncia
de Cauchy em F', entao existe um ponto x € M tal que x,, = x em M. Como F é
fechado em M, tem-se que x € F' e, portanto, F' é completo.

Por outro lado, seja F' C M um subespago completo e M um espago métrico.
Entao, considere (z,) uma sequéncia em F' convergente para algum ponto xz € M.
Pela proposicao 3.1 (pagina 45), (z,) é de Cauchy. Logo existe z; € F tal que x, — 14

em F'. Pela unicidade do limite, tem-se x = x; e portanto, F' é fechado em M. O

Proposicao 3.15. Se o espago métrico M é completo, entao o conjunto B, (X, M),
formado pelas fungoes que estao a uma distancia finita de o, € completo, sejam quais
forem X ea: X — M.

Demonstracao. Dizer que o conjunto B, (X, M) é formado pelas fungoes que estao a
uma distancia finita de a equivale a dizer que B, (X, M) representa o conjunto das apli-
cagoes f : X — M tais que d(f,a) =supd(f(z),a(r)) < oo (métrica da convergéncia
uniforme ou métrica do supremo).

Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em B, (X, M). Esta sequéncia ¢é limitada, logo
existe uma constante ¢ > 0 tal que d(f,(z),a(x)) < d(fn,a) < ¢ para todo n € N
e todo x € X. Fixando z € X, a sequéncia (f,(x))neny ¢ de Cauchy em M. Como
M ¢é completo, existe f € M tal que para cada z € X, lim f,(x) = f(z). Isto
define a aplicacao f : X — M como sendo o limite pontual Szosoequéncia (fn). Como
d(fu(z),a(x)) < cparatodon € Nex € X, fazendo n — oo nesta desigualdade, segue
que d(f(x),a(x)) < ¢ para todo x € X e, portanto, f € B, (X, M).

Agora, como (f,,) é de Cauchy, dado € > 0 existe ny € N tal que para todo m,n > ng
tem-se d(fm(z), fu(z)) < € para qualquer x € X. Fazendo m — oo nesta desigual-
dade segue que d(f(x), fo(x)) < € para qualquer x € X e n > ng, ou seja, f, — f

uniformemente em X. O
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Segue abaixo o critério de Cauchy para convergéncia uniforme.

Corolario 3.1. Seja M um espago métrico completo. A fim de que uma sequéncia
de aplicagoes f, : X — M convirja uniformemente em X, € necessdrio e suficiente
que, para qualquer € > 0 dado, existe ng € N tal que para todo m,n > ng implique
d(fm(x), fu(z)) < € para todo x € X.

Demonstracao. Se f, — f uniformemente em X entao dado qualquer € > 0 existe ng €
N tal que n > ng obtem-se d(f,(x), f(x)) < € para todo z € X. Assim, f,, € By(X, M)
para todo n suficientemente grande e lim f,, = f neste espaco, pois Bs(X, M) é um
espaco métrico completo e entao a squgnogia (fn) € de Cauchy em By (X, M), ou seja,
dado € > 0 existe ng € N tal que para todo m,n > ng tem-se d( f,,(z), fu(x)) < €.

Suponha agora que ( f,,) seja de Cauchy, isto é, dado € > 0 existe ny € N tal que para
todo m,n > ng tem-se d( f,,(x), fn(x)) < €. Deste fato segue que d(f,(z), frno+1()) < €.
Considere entao a = f, 41 € € = 1, assim d(f,,(x), fn,+1(x)) < 1 para todo z € X, logo
d(frs fro+1) < 1, ou seja, f, € Bo(X, M) se n > ny.

Resta provar que f,, converge uniformemente em X. Note que a sequéncia (f,) é de
Cauchy no espago métrico completo B, (X, M), pois d(f.(x), fu,+1(z)) < € para todo
x € X. Logo, existe f € B,(X, M) tal que f, — f. Portanto, pela proposigao 3.15
(pagina 50), f, — f uniformemente em X. O

Corolario 3.2. Sejam M e N espagos métricos, onde N é completo. Se uma sequéncia
de aplicacoes continuas f, : M — N converge uniformemente em um subconjunto

X C M entio (f,) converge uniformemente em X .

Demonstracao. Antes de demonstrar o corolario, note que se ¢ : M — R é uma funcao
continua tal que ¢(r) < € para todo z € X, entdo ¢(z) < € para todo # € X. Com
efeito, o conjunto de todos os pontos x € M tais que p(z) < € é fechado em M e
contém X, logo contém X, o que vale dizer que ¢(z) < € para todo z € X.

Se f, : M — N converge uniformemente em X entao, pelo corolario 3.1, dado € > 0
existe ng € N tal que para todo m,n < ng tem-se d(f,(x), fn(z)) < € para todo z € X.
Fixando m,n e escrevendo ¢(x) = (fm(z), fu(z)) segue, pela observagdo acima, que
para todo m,n < ng implica d(f,,(z), f.(z)) < € para todo x € X. Pela reciproca do

corolario 3.1, tem-se que (f,) converge uniformemente em X. [l

Observagao 3.9. Como foi visto na observagao 3.7 (pagina 46) que o conjunto Q nao
¢ um espaco métrico completo, mas Q admite um completamento que, neste caso, é o

conjunto R.

As defini¢oes seguintes darao uma ideia de como um espac¢o métrico pode ser com-

pletado.

Definigao 3.26. Sejam M e N espacos métricos. Uma aplicacao f : M — N chama-
se uma tmersao isométrica quando d(f(zx), f(y)) = d(x,y) para quaisquer x,y € M.

Neste caso, diz-se também que f preserva distdncias.
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Definicao 3.27. Um completamento de um espaco métrico M € um par (M,(,p),
onde M ¢ completo e ¢ : M — M € uma imersao isométrica cuja imagem p(M) €
densa em M, ou seja, M = o(M).

Na referéncia [12] é demonstrado que todo espa¢o métrico possui um completamento

e que este é unico.

Exemplo 3.18. R ¢ o completamento de Q. Com efeito, considere a imersao isométrica
¢ : Q — R tal que p(z) = z, para todo x € Q. Considere em Q a métrica definida por

d(x,y) = |r — y|, para quaisquer z,y € Q. Note que ¢ preserva distancias, pois

d(p(r), ¢(y)) = lp(z) — @(y)| = |z —y| = d(z,y), Yo,y € Q.

Ainda, como p(Q) = Q e Q = R segue que (Q) = R, ou seja, ¢(Q) é denso em
R. Portanto, o completamento para Q é o par (R, ), em que R é um espago métrico

completo e ¢ : Q — R é uma imersao isométrica.

O proximo capitulo é sobre Espacos Normados e Espagos de Banach. Um espaco
normado é um espaco vetorial com uma norma definida e um espaco de Banach é um
espaco vetorial normado que é completo. Serda demonstrado que todo espago normado
¢ um espago métrico quando d(z,y) é igual a norma de (z —y). Pode-se concluir disto

que um espaco de Banach é um espaco completo na métrica induzida pela norma.
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Para falar de espaco normado é preciso, inicialmente, introduzir alguns conceitos
de espagos vetoriais, uma vez que um espago normado é qualquer espaco vetorial que
possui uma norma definida. Dentre os conceitos que serao apresentados destacam-se:
independéncia linear, base e dimensao de um espacgo vetorial, além disso, o famoso
Lema de Zorn. Importantes exemplos de espagos vetoriais sao os normados e os de

Banach (espago normado completo), que serao abordados neste capitulo.

4.1 Espacos vetoriais

As operacgoes definidas sao as de adicao de vetores e multiplicacao de vetor por

escalar, como mostra a definicao abaixo.

Definicao 4.1. Um espago vetorial sobre um corpo K (K = R ou K = C) é um
conjunto V' nao vazio cujos elementos sao chamados de vetores. V é munido de duas
operagoes algébricas.

Define-se adicao de vetores da sequinte forma:

(+): VxV —» V
(z,y) = z+y

satisfazendo as sequintes propriedades:

Az +y=y+uz, Vo, y eV (comutativa);
A2z +(y+2)=(r+y)+2 Va,y, 2 €V (associativa);
A3) Eziste um vetor 0 em V, chamado vetor nulo tal que

r+0=z, VeV,

A4) Para cada vetor x existe um elemento —x em V', chamado elemento oposto, tal

que
r+(—2z)=0,VxelV.

Define-se multiplicagcao por escalar como seque:

23
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(,): VxK — V
(x,a) +— ax
satisfazendo:

Uma consequéncia da definicao é a unicidade do elemento neutro e do elemento
oposto. De fato,
i. Sejam 0 e 0/ em V satisfazendo A3) entdo, pelas propriedades Al) e A3) tem-se

0=04+0=0+0=0.

ii. Seja x € V, pela propriedade A4) —x € V. Considere y € V' tal que x +y = 0.
Utilizando as propriedades A1), A2) e A3) tem-se

—r=—a0+4+0=—-c+(@+y)=(—r+2)+y=0+y=uy.

Note que se V' é um espaco vetorial e K = R diz-se que V' é um espaco vetorial real.
Se os elementos de K forem nimeros complexos, ou seja, K = C, diz-se que V' é um
espaco vetorial complexo.

Segue abaixo alguns exemplos de espagos vetoriais.

Exemplo 4.1. O espago vetorial R” é definido como o conjunto de todas as n-uplas

x = (21,29, ...,x,) em R" considerando as seguintes operagoes
T+y= ('Il + Y1, T2 +y27"'7xn+yn>7 \V/QZ, Yy e Rn?

ar = (axy, ary, ...,ax,), YV € R", Ya € R.

Além disso, o elemento nulo para a adi¢ao é o vetor (0,0, ...,0) e o elemento oposto

de x é o vetor —x = (—x1, —Ta, ..., —Zy).
Exemplo 4.2. Espaco C" sobre R ou sobre C. Este espaco é o conjunto de todas as
n-uplas = (x1, z9, ..., z,) € C" com as operagoes

I'+y: (x1+y17x2+y27"'7xn+yn)a \V/IE, yecn)

axr = (axy, Ay, ..., ax,), Ve € C", Va e K.

Exemplo 4.3. O espago P,(R) é o conjunto formado por todos os polindénimos de
grau menor ou igual a n, mais o polinémio nulo. Sejam p(z) = ag + a1 + ... + a,a" e
q(x) =by+ bz + ...+ bx™ em V e A € R. As operagoes consideradas em V' sao

p(x) + q(z) = (ap + bo) + (a1 + b))z + ... + (a, + by)z",
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Ap(z) = (Aag) + (Aay)z + ... + (Aap)z™.

Exemplo 4.4. O espago M,,«,(R) é o conjunto das matrizes m x n munido das ope-
racoes:

onde A = (A;;) e B=(B;;), e
aA = (ad);j, VAecVeaecR.

Exemplo 4.5. O espacgo C([a, b], R) é o conjunto de todas as fun¢oes continuas definidas
no intervalo [a, b] com imagem em R. As operagoes consideradas neste conjunto sao as

usuais:

i. A soma de dois vetores f e gem V éo vetor f+¢g € V tal que
(f +9)(x) = f(z) + g(z), V x € [a, 1],
5. O produto do escalar « € R e a fungao f € V é a fungao af tal que

(af)(x) = a(f(z)), ¥ x € [a, 0],

onde f + g, af : [a,b] — R continuas.

Exemplo 4.6. O espago £* ¢ o conjunto de todas as sequéncias © = (0;)ieny = (71,72, ---)

reais (ou complexas) de quadrado-somduvel, isto ¢é,

|+ [nel” + s + ... = Z [mi|* < o0
i=1
Dados z = (1;)ien € ¥ = (14i)ien, as operagoes consideradas sao:
T4y = (m,n2,...) + (p, pos ..) = (M + pa, M2 + pa, ...) = (i + s)ien,

ar = a(n,na,...) = (am,ang, ...) = (an;)ien, ¥V a € K.

Note que essas operacoes estao bem definidas. Com efeito, sejam x,y € ¢ entdo
[o.¢] o
Z > < oo e Z |al* < oo.
i=1 i=1

Pela proposigao 3.2 (pagina 36), considerando p = 2, segue que

Z |7]Z + 'ul‘Q < 00,
=1
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e, portanto, x + vy € ¢?. Da mesma forma,

o0
> laflmf* < oo,
i=1

logo, ax € ¢*. Nao ¢ dificil verificar que as oito propriedades da defini¢ao 4.1 (pagina
53) estao satisfeitas, pois cada n; ( i-ésima componente de z) é um elemento do corpo
K.

Definicao 4.2. Seja V' um espacgo vetorial sobre K. Diz-se que um subconjunto ndao
vazio W de V' ¢é subespago vetorial de V' se para quaisquer dois vetores wy e wo de

W e cada escalar o em K o vetor wi + awy pertence a W.

Exemplo 4.7. Todo espaco vetorial nao nulo V' admite pelo menos dois subespagos, o
subespaco nulo, denotado por {0}, e o proprio espago V' que sao chamados subespagos

triviais ou tmproprios. Os demais sao chamados subespacgos proprios de V.

4.1.1 Lema de Zorn, base e dimensao

Em Algebra Linear, uma base para um espaco vetorial V' é um conjunto de vetores
que, satisfazendo algumas propriedades, produz todo o espago V. FKEste é um dos
conceitos mais importantes quando o assunto é espaco vetorial. Antes, porém, seguem

outras definigoes.

Definigao 4.3. Sejam V um espaco vetorial sobre K e vetores x1, xs, ..., x, elementos
de V. Diz-se que x € V € uma combinagao linear de x1, s, ..., x, se existem escalares
a1, g, ..., Oy tais que

T = 0T] + Aoy + ... + T, (4.1)

Seja Y o conjunto de todas as combinagoes lineares dos vetores 1, o, ..., £,,. Assim,
Y é um subespaco de V' e é chamado de subespago gerado pelos vetores xq, xo, ..., T,,.
Denota-se o subespago gerado por Y = [z1, xa, ..., Ty].

Dois conceitos importantes em Algebra Linear e também muito utilizados em outras
areas da Matematica, sao os conceitos de dependéncia linear e independéncia linear,

definidos como segue.

Definicao 4.4. Seja V' um espago vetorial sobre K. Considere os vetores x1, xa, ..., T, €
V. Diz-se que os vetores x1,%a,...,x, sao linearmente independentes (l.i.) se a
combinacgao linear

a1, + e + ...+ oy, =0 (4.2)

implicar em oy = ag = ... = «,, = 0.
Diz-se que os vetores x1,Ts,...,x, sio linearmente dependentes (I.d.) se nao
forem linearmente independentes, ou seja, se for possivel encontrar ao menos um o; #

0,7=1,..n, tal que a1x1 + asxs + ... + ax, = 0.
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No caso em que o conjunto de vetores {z1,xs, ..., x,} for linearmente dependente,
pelo menos um vetor deste conjunto pode ser escrito como combinacao linear dos
outros, isto é, se na equacgao ar; + asxs + ... + a,x, = 0 houver a; # 0 para algum
i€ {1,2,..n} entao,

x; = 121 + Poxa + ... + Bpx, onde f; = —aj /oy com i # j.

A partir dos conceitos descritos acima define-se base e dimensao de um espaco

vetorial.

Definicao 4.5. Seja V' um espago vetorial sobre K. Diz-se que V ¢é finitamente
gerado se existe um subconjunto finito U C 'V tal que V = [U].

Exemplo 4.8. O espago R" é gerado pelos vetores e; = (1,0, ...,0), e; = (0, 1,0, ..., 0),

vy €n=1(0,0,...1) e escreve-se R" = [eq, €a, ..., €,].

Exemplo 4.9. Seja P, (R) o espago dos polinémios com coeficientes em R. O conjunto

U={l,z,..,2"} é um conjunto gerador de P,(R) e escreve-se P,(R) = [1, z, ..., 2"].

Observagao 4.1. Note que o espago vetorial P(R) formado por todos os polind-
mios nao € finitamente gerado. Com efeito, se P(R) fosse finitamente gerado exis-
tiriam polindémios py(x), pa(z), ..., pu(x) tais que P(R) = [p1(z), p2(x), ..., pn(z)]. Seja
N o maior grau dentre todos os polinémios p;(z), pa(2), ..., pu(x). Note que xV*t! ¢

[p1(x), p2(x), ..., pu(x)]. Contradi¢do, logo P(R) é de dimensao infinita.
Proposicao 4.1. Seja V # {0} um K-espago vetorial finitamente gerado e considere

{v1, ..., 0} um conjunto gerador de V.. Entao todo conjunto linearmente independente

de vetores em V' tem no mdxrimo m elementos.

Demonstracao. Sera demonstrado que todo conjunto de elementos de V' que contenha
mais do que m vetores é linearmente dependente. Para tanto, considere o subconjunto
{uy,...,u,} de Vecom n > m. Como {vy,...,v,} gera V, entao para cada elemento

de V, em particular os vetores de A, existem escalares «;; € K tais que, para cada

7=1,...,n,
m
U; = Q101 + ...+ Oy Um = E Q50;.
i=1
Como A = {uy,...,u,} élinearmente independente, entdo existem escalares A1, ..., \,
tais que

)\1u1 + ...+ )\nun = Z )\ju]' = Z )\j (Z Oéij’Ui)
j=1 j=1 =1

Aj Qi (4.3)

n
=1 =1

J
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n
Analisando o caso em que Z Ajo;; = 0 paracadai = 1,...,m, considere o seguinte
j=1
sistema
(111/\1 + ... —f—ozln)\n =0

agl)\1+...+a2n)\n =0 (4 4)

Olml/\l + ... —I—amn)\n =0
nas incognitas A, ..., \, e com coeficientes «;; € K. Note que o nimero de equagoes
em (4.4) é estritamente menor do que o numero de incognitas. Segue disto que (4.4)
possui uma solu¢ao nao nula, isto ¢, existem escalares 71, ..., 7, € K, nem todos nulos,

tais que Zvjaij = 0 para cada i = 1,...,m. Portanto, de (4.3) deve-se ter que
j=1

fylul—l——i—’ynun:()

sem que os escalares 71, . . ., ¥, sejam todos nulos, resultando que o conjunto {uy, ..., u,}
¢ linearmente dependente. Logo, qualquer conjunto linearmente independente de ve-

tores de V' possui no maximo m elementos. O

Definicao 4.6. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado, uma base para V. € um

conjunto {x1,xa, ..., x,} linearmente independente que gera V.

Corolario 4.1. Seja V # {0} um K-espaco vetorial finitamente gerado. Entdo quais-

quer duas bases de V' contém o mesmo nimero de elementos.

Demonstracao. Sejam B e B’ duas bases de V. Como V é finitamente gerado, pela
proposigao anterior os conjuntos B e B’ sao finitos com, por exemplo, m e n elemen-
tos, respectivamente. Considerando B como conjunto gerador de V' e B’ linearmente
independente, segue da proposicao acima que n < m. Por outro lado, considerando B’
como conjunto gerador de V' e B linearmente independente, tem-se que m < n. Logo,

m = n. O

Definicao 4.7. Seja V um espago vetorial finitamente gerado. Define-se a dimensao
de V' como sendo o niumero de elementos de uma base qualquer de V. Neste caso V €
chamado um espaco de dimensao finita. Caso V nao seja finitamente gerado, diz-se

que V' € um espago vetorial de dimensao infinita.

Observacao 4.2. Se V for um espaco de dimensao infinita, diz-se que um subconjunto
B de V é linearmente independente se para todo subconjunto finito de B a definicao

4.5 estiver satisfeita.

Observacao 4.3. Sejam V um espago vetorial sobre K de dimensao nao necessaria-

mente finita e B um conjunto linearmente independente em V. Se existir um elemento
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v € V que nado seja combinagao linear de elementos de B, entdo B’ = B U {v} é li-
nearmente independente. Com efeito, considere V' um espaco vetorial n-dimensional e
seja B = {vy,v9,...,v,} um conjunto l.i. em V. Suponha que existe v € V' que nao é

combinagao linear de B e sejam «y, ..., a,, @ € K escalares tais que
a1v1 + Uy + ...+ o v, + av = 0.

Se a # 0 entao pode-se escrever

absurdo, pois por hipdétese v nao é combinagao linear de B. Portanto, « = 0 e como

B ¢ i segue da combinagao
a1V + QU + apv, +av =0

que oy = g = ... =« =0, ouseja, B = BU{v} él.i.. Se V for de dimensao infinita,

a demonstracao segue de forma analoga.

Em termos mais gerais, sendo V' um espaco vetorial de dimensao finita ou nao, cada
elemento x € V| x # 0, se escreve de modo tinico como combinagao linear dos vetores
da base. De fato, sejam x1, xs, ..., z,, vetores linearmente independentes em um espaco

vetorial V' qualquer. Entao
171 + Qoo + ... + Qpx, = P11 + Poxg + ... + Buxy
assim
(o1 — Br)xy + (g — Bo)xg + ... + (ay — Br)xn =0

Como x1,xg, ..., T, sdo L.i. segue que a; — §; = 0, ou seja, a; = F;, 1 € {1,2,...,n}.
Um resultado importante na teoria de espagos vetoriais é o fato de que todo espaco
vetorial possui uma base. Para demonstrar este resultado sera usado um lema chamado

Lema de Zorn, mas para isto é preciso apresentar algumas defini¢des, como abaixo.
Definicao 4.8. Seja X um conjunto qualquer, entao

1. Diz-se que X ¢ um congunto parcialmente ordenado se hd sobre X uma
relacdo de ordem parcial, isto €, uma relacao bindria denotada por < satisfazendo
as sequintes condi¢oes:

1) = <z para todo x € X (propriedade reflexiva),
2) Sex <yey<uwz, comzx,y€ X, entdo v =y (propriedade antissimétrica),

3) Sex<yey<z comzx,y,z € X, entdo x < z (propriedade transitiva).
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Parcialmente enfatiza que X pode conter elementos x e y para os quais nem
r<yenemy < x. Entao x ey sao chamados elementos imcompardveis.
Por outro lado, se x < y ouy < x (ou ambos acontecem), entio x e y sao

chamados elementos compardveis.

1. Um conjunto totalmente ordenado ou cadeia é um conjunto parcialmente
ordenado tal que cada dois elementos do conjunto sao compardveis. Em outras
palavras, uma cadeia € um conjunto parcialmente ordenado que nao tem elemen-

tos 1ncompardveis.

iti. Sejam X wum conjunto parcialmente ordenado e A um subcojunto de X. Um
limitante superior para A é um elemento x € X tal que para todo a € A,

a < x. (Conforme forem X e A, o limitante superior pode ou ndo existir.)

w. Seja X um conjunto parcialmente ordenado. Um elemento xo € X € chamado
elemento mazximal de X se para todo v € X com xy < x implica vo = x. (Note
que X pode ou nao conter um elemento maximal e, além disso, que um elemento

mazximal nao precisa ser um limitante superior.)

Exemplo 4.10. O conjunto R dos ntimeros reais com a relagado < (“menor do que ou

igual”) é um conjunto totalmente ordenado e nao possui elemento maximal. Notagao:
(R, ).

Exemplo 4.11. Seja X um conjunto qualquer. O conjunto p(X), que é conjunto de
todos os subconjuntos de X, com a relac¢ao inclusao (C) é um conjunto parcialmente

ordenado e o tnico elemento maximal de p(X) é X. Notagao: (p(X), Q).

A partir dos conceitos descritos na definicao 4.8, segue o Lema de Zorn, que sera

utilizado na demonstracao do teorema 4.1.

Lema 4.1. (Lema de Zorn) Seja X # () um conjunto parcialmente ordenado. Su-
ponha que toda cadeia C C X tenha um limitante superior. Entao X tem pelo menos

um elemento mazximal.

Teorema 4.1. Sejam V um espaco vetorial sobre K e C' um conjunto linearmente

independente em V. Entao existe uma base B de V' contendo C'.

Demonstracao. Seja P a classe de todos os subconjuntos linearmente independentes
de V que contém C. Note que P # 0 uma vez que C C P e, além disso, P é
parcialmente ordenado por inclusao. Para usar o Lema de Zorn, é necessario mostrar
que todo subconjunto totalmente ordenado de P tem um limitante superior. Seja

D = {As}aecr um subconjunto totalmente ordenado de P, entdo A = U A, é um
acl
limitante superior para D. E preciso mostrar que A é um subconjunto linearmente

indepedente. Com efeito, seja W = {wy, ..., w,} um subconjunto finito de A. Entao,
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paracada =1,...,n, existe a; € L tal que w; € A,,. Como D é totalmente ordenado,
reordenando os elementos de W, se necessario, A,, C ... C A, , de forma que w; € A,,
para cada i = 1,...,n. Assim, W é linearmente independente como um subconjunto
finito do conjunto linearmente independente A,, . Como W é qualquer, segue que A
é linearmente independente. Logo, D tem A como limitante superior. Pelo Lema de
Zorn, P tem um elemento maximal B. Resta mostrar que B gera todo o espaco V.
De fato, se existisse v € V' que nao fosse gerado por B, entdao B; = B U {v} seria
linearmente independente (conforme observagao 4.3), contrariando a maximalidade de

B. Portanto, como B gera V e é [.7., segue que B é uma base para V. O

Definicao 4.9. Uma base de Hamel, ou simplesmente base, em um espago vetorial

V€ um conjunto B linearmente independente maximal, como no teorema acima.
Segue entao um teorema sobre a dimensao de um subespago proprio de X.

Teorema 4.2. Seja V um espaco vetorial n-dimensional. Entao qualquer subespaco

proprio W de V' tem dimensao menor do que n, isto €, dim W < dim V.

Demonstracao. i) Se n =0, entao V' = {0} é o subespago nulo, ou seja, V' nao possui
subespago proprio.

i1) Se a dim W = 0, entao W = {0} e, pelo item anterior, V # W, dai dim V > 1.
Evidentemente dim W < dim V = n.

iii) Se a dim W = n, entdo W teria uma base de n elementos que também seria
uma base para V. Como a dim V = n ocorre que W =V o que implica que W nao é
subespago proprio de V', contrariando a hipotese.

Portanto, qualquer subconjunto linearmente independente de vetores de W deve

ter menos de n elementos e, assim, dim W < n. O

4.1.2 Soma direta de subespacgos

No estudo de espacos vetoriais, muitas vezes é conveniente representar tais espacos
como soma de dois ou mais subespacos. Este conceito é chamado de soma direta e
além da Algebra Linear é aplicado, por exemplo, em diversas Estruturas Algébricas

como Anéis e Grupos.

Definigao 4.10. Seja V' um espago vetorial sobre K e sejam U e W subespagos veto-
riais de V.

i. Diz-se que a soma U+ W ={u+w; ue U, we W} € direta se UNW = {0} e
denota-se U & W.

1. Diz-se que V' é soma direta dos subespacos U e W se V =U G W.

Exemplo 4.12. O espaco R? é a soma direta dos subespacos U e V, onde

U={(x,0,0);xeR} e V={(0,y,2); y,z € R}
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Note que U NV = {(0,0,0)} e ainda, para todo (x,vy,2) € R? tem-se
(x,y,2) = (2,0,0) + (0,y,2) = U+ V,

portanto, R® =U @ V.

O resultado seguinte sera utilizado no capitulo sobre espacos de Hilbert, pois este

espaco, sob certas condigoes, pode ser escrito como soma direta.

Teorema 4.3. Seja V um espaco vetorial sobre K e sejam U e W subespagos vetoriais
de V. Entao, V. =U ® W se, e somente se, para cada elemento v € V' existem unicos

uelU eweW tais que v =u+ w.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que V' =U & W, entao para cada v € V existem u € U
ew € W tais que v = u + w. Para verificar que estes elementos sao tinicos, considere

u,u; € U e w,wy € W tais que
v=u4+w e v=u +w,

ou seja,

U+ W= U + wy,

0 que resuta

Uu—uy =w —w,

onde u—u; € Uew; —w e W. Logo, u —u; =w; —w € UNW e como UNW = {0}
segue que u — u; = wy; —w = 0, resultando que u = u; e w = w,. Portanto, para cada
elemento v € V existem tnicos u € U e w € W tais que v = u + w.

(<) Suponha que cada elemento v € V se escreve de forma tnica como uma
soma v = u+wcomu € Uew € W, ouseja, V = U + W. Basta mostrar que
UNW = {0}. Considere um elemento v nao nulo tal que v € U N W. Neste caso,
existem tnicos u € U e w € W de forma que v = u + w. Como v € U e v € W entao,
v=u+w=(ut+v)+ (w—v),onde (u+wv) €U e (w—v) € W. Pela unicidade da
decomposic¢ao, deve-se ter que © = u + v e w = w — v resultando que v = 0, ou seja,
UNW ={0} e, portanto, V =U & W. ]

Exemplo 4.13. Seja V = M, (K) o espago das matrizes quadradas de ordem n sobre o
corpo K. Uma matriz B € M, (K) é chamda simétrica se BY = B e é antissimétrica se
BT = —B. Considere S o conjunto das matrizes simétricas e A o conjunto das matrizes
antissimétricas. Os conjuntos S e A sdo subespagos vetoriais do espago M, (K) e além
disso M,(K) = S & A. Com efeito, sejam A, B € S matrizes simétricas e o € K um
escalar, entao

(aA+ B)T = aA” + BT = aA + B,
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logo, (0¢A + B) € §. Da mesma forma, sejam A, B € A matrizes antissimétricas e

a € K um escalar, entao
(aA+ B)' =aA” + B = a(~A) + (-B) = —(aA + B),

ou seja, (A + B) € A.
Seja A € M,(K) uma matriz qualquer. Defina as matrizes B,C € M, (K) como

segue,
1

2
Entao A = B + C. De fato,

B=_(A+A") e C:%(A—AT).

_ 1 ooy s e Ly Ly
B+C = S(A+AT) 4+ (A= AT) = SA+ AT+ cA— AT = A

Note que a matriz B é simétrica, pois
r_ 1 rr_ 1o,r T\T L
e a matriz C é antissimétrica,

T_]‘ TT_1 T TT_]‘ T _ 1 Ty _
OT = (A= AT)T = S(AT = (AT)T) = S(AT = A) = =5 (A= A7) = =C.

Além disso, se Ae SN Aentao A €S e A€ A, ou seja,

AT = A e AT = —A, (4.5)

resultando que A = — A, isto é, em (4.5) deve-se ter que A = 0. Portanto, SN.A = {0}.

4.2 Espacos normados

O objetivo desta segao ¢ introduzir a definicao de norma e algumas propriedades
como, por exemplo, normas equivalentes, também alguns exemplos de espagos norma-

dos e as conhecidas desigualdades de Holder e Minkowski para integrais.

Definicao 4.11. Seja E um espacgo vetorial qualquer. Uma morma em E é uma

fungao real
Ill: £ — R
ro= ]

que a cada elemento de E associa um numero real, satisfazendo as sequintes proprie-

dades:
N1) ||z|| > OVze Ee|z]|=0 <2 =0,

N2) ||lax|| = |all|z||,V a« € K,Vz € E,
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N3) ||z +y|| < llz|| + |lyll, Vz, y € E (desigualdade triangular).

Diz-se que o par (E,||.||) é um espago vetorial normado'.

Proposicao 4.2. Seja ||.| uma norma qualquer em E. Entao, para todo x,y € E
tem-se [|lz|| = llylll < ll= = yll.

Demonstragao. Note que [z = [[(x —y)+yll < o —yll+lyll = ll2ll — Iyl < oyl

Analogamente,
lyll = Ity =) +ll < lly =l + [zl = lyll = [lz]| < [ly =[] = [lz| = lyl] = =llz =yl
Assim,
—llz =yl <zl = llyll < ll=ll =yl
Portanto,

[zl =Nyl < llz = yll.

[]

Proposicao 4.3. Todo espago normado (E, ||.|) € um espa¢o métrico (E,d) quando a
métrica € definida por d(x,y) = ||z —y||, Vz,y € E.

Demonstracao. Para todo x,y, 2z € F tem-se:

M1) d(x,y) > 0 pela definigdo de norma e d(z,y) =0 < ||z —y[| =02 —y=0<
r=1.

M2) d(z,y) = [lz =yl = [| = (y =)l = | = Uly — ]| = lly — z[| = d(y, z).

M3) d(z,2) = llz — 2| = [ —y +y — 2l < |z =yl + [ly — 2| = d(z,y) + d(y, ).
Portanto, (F,d) é um espago métrico. ]

Lema 4.2. Toda norma é uma func¢ao uniformemente continua.

Demonstracao. Para todo € > 0, existe 6 = € > 0 tal que para todos z,y € E com

llx — y|| < ¢ tem-se, pela proposigao 4.2,

izl =iyl < llz —yll <6 =e.

Exemplo 4.14. Normas em R":

ITambém chamado espaco linear normado ou, simplesmente, espaco normado.
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n 1/2
i. Norma euclidiana : |z|| = (Z x?) :
p

n
i1. Norma da soma : ||| = Z |z;];

i

i79. Norma do maximo : ||z|« = max{|z;[;1 <i < n}.

O espago R" com a norma euclidiana, norma da soma ou norma do maximo
é um espaco normado. Serd provado para o caso com a norma euclidiana, os demais
casos nao sao dificeis de provar.

Sejam a € R e vetores ,y € R onde ||z|| = /2?2 + 23 + ... + 22.

N1) [z = Oelfz]| =0 &z =0;
De ||z|| = /23 + 23 +... + 22, como 22 + 22 + ... + 22 > 0, tem-se ||z| > 0.
Ainda,
HmHz\/x%+$%+---+$%:0<:>x%+x§+...+xi20<:>x1:xgz...:
=1z, =0, ouseja, [|[z]| =0 x=0.

N2) faz| = |ef|]);
De fato,

lax|| = (ax1)?+ (az2)? + ... + (az,)?

= a2l + a2z + ... +a2a?

= a2(2? + 22 +... +a22)

= |laly/a?+a3+... +a2

= lafll=]]

N3) [lz +yll < llzll + [yl
Para demonstrar este item utiliza-se um resultado chamado Desigualdade de

Cauchy-Schwarz. Pela desigualdade (3.1) (pagina 30) tem-se:

n n n
Z TiYi| < Z 7 Z vi
i=1 i=1 i=1

para quaisquer vetores z,y € R".

Assim, elevando ao quadrado o termo ||z + y||, obtem-se



66 Espacgos normados e de Banach
lz+yllP= > (i +y)°
i=1

= |zl +2) "z + llyl®

i=1
< 2l + 2lllyll + llyl?

= (=l + llyll)?

de forma que ||z +y[| < [lz]| + [ly]-
Portanto (R",]|.]|) € um espago normado em que, nesta situagao, |.|| ¢ a norma
euclidiana.

Definigao 4.12. Uma norma ||.||o de um espago vetorial E é equivalente a norma ||.||1

de I/ se existem constantes positivas o, B tais que

allflr < {lllo < Bl (4.6)

Teorema 4.4. Em um espago vetorial normado de dimensao finita, todas as normas

sao equivalentes.

Demonstracao. A ideia é mostrar que qualquer norma é equivalente a norma da soma.
Para tanto, seja F/ um espaco vetorial normado n-dimensional e considere {ey, es, ..., e, }

uma base de E. Assim para cada z € F existem tnicos A, A9, ...\, € K tais que

Tr = )\161 + /\262 + ...+ )\nen = Z /\16Z
i=1

n

Resta mostrar que qualquer norma ||.||p em £ & equivalente a norma ||z, = Z | A

i=1

De fato,
lzllo =

n
g Ai€i
i=1

onde = max |#;]. Portanto, [l«/ly < fllz]).

n n
<> Willleill < max fleil| Y Xl = Bll«]h,
1=1 - i=1

Para a outra desigualdade, suponha que néo exista a > 0 tal que «||z||; < [|z]o,

para todo x € E. Entdo, para cada n € N existe x,, € E tal que [|z,|1 > n|z,]o.

Defina y,, = Teal assim obtem-se uma sequéncia (y,) tal que |ly,| = 1. Como
n

S(0;1) é compacta existe subsequéncia (y,,) de (y,) que converge para um ponto y
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em (F,|.|]1). Pela continuidade da norma, lema 4.2 (pagina 64), vem que ||y||; = 1.

Usando a desigualdade obtida acima, tem-se

1
lyllo =11y = Yn, + Un,llo < Ny — Y, llo + Ym0 < BllYy = n, 11 + —
J

Quando j — oo tem-se ||y|lo = 0 e, portanto, y = 0. Contradigao, pois ||y|[; = 1.
Logo, a||z||1 < ||z]lo, a > 0. O

Exemplo 4.15. No espago R"™ as normas definidas no exemplo 4.14 (pagina 64) sao

equivalentes.

Observagao 4.4. Se o espago nao for de dimensao finita pode ocorrer a existéncia de

normas nao equivalentes, como sera mostrado mais adiante.

Exemplo 4.16. Seja X um conjunto nao vazio e considere E a totalidade das fungoes

f X — R limitadas, ou seja, para cada f € E existe um ntmero c¢; > 0 tal que
|f(z)] <e¢p, VoeX.

Note que E é um espacgo vetorial munido das operagoes usuais soma e produto por
escalar no espago de fungoes, como no exemplo 4.5 (pagina 55).

Considere a funcao que associa a cada funcao f € E o ntimero real

sup{|f(z)|; v € X} = Sup | f].

Para toda f, g € F e a € R tem-se:

N1) sup|f| > Oe sup|f|=0 < f=0,
rzeX zeX

N2) sup o f| = [afsup[f],
zeX zeX

N3) sup |f + g| < sup|f| + sup |g| (desigualdade triangular).
zeX zeX zeX

A demonstracao do item N3) é andloga a do exemplo 3.5 (pagina 31).

Exemplo 4.17. Seja I = [a,b] C R. No espaco C(I,R) de fungoes continuas pode-

se definir outras normas da seguinte forma: a cada fungao f € C(I,R), associa ou

b
ao numero ||f|; = / |f], que é igual a area da figura 4.1, ou ao namero ||f|2 =
a

([7) vrecun
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Figura 4.1: Area da funcio abaizo da curva

Observagao 4.5. Para definir um importante exemplo de espago normado, a saber o
espago LP(2), é preciso introduzir algumas notagoes, defini¢oes e resultados referentes
a medida exterior, fun¢oes mensuraveis e integral de Lebesgue de uma funcao. Estes

resultados estao descritos no apéndice A.

As proposicoes seguintes serao utilizadas na construgao do espaco de fungoes reais
p-integraveis no sentido Lebesgue.

Proposicao 4.4. Desigualdade de Holder: Se f e g sao fungoes mensurdveis e | f|P
e |g|? sao integraveis com 1 < p,q < oo e — + — =1 (diz-se que p e q sao expoentes
D

q
conjugados), entio a funcao fg € integrdvel e, para cada conjunto mensurdvel Q C R,

[ira<(] If\p); (f |g|q);. (4.7

Demonstragao. Se f =0 q.t.p. e g =0 q.t.p. entao (4.7) esta satisfeita. Suponha que

tem-se:

f # 0eg # 0, assim a Desigualdade Hélder, como na proposi¢ao 3.1 do capitulo

anterior, segue da desigualdade
PV < ap+pr, (4.8)

onde o >0,8>0,a+=1,p>0ev >0. Para cada = € () considere

p q 1
@, l@r 1
JAE A
Q Q
Substituindo na desigualdade (4.8) segue que

|/ (x)g(x)] L@ 1yl

(/Q'f"’f(/g |g|q) / |f|” ' |g|q'
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Integrando sobre €2, obtem-se

/Q’f(lllf)g(m)\ 7 /|f /‘g
(L) (] Iglq)" /|f|” o [

ou seja,

Portanto,

L= ([ |f|”) (f |g|q)‘11

Proposicao 4.5. Desilgualdade de Minkowski: Se [ e g sao funcoes mensurdveis

]

tais que para cada 1 < p < 00, as funcoes |f|P e |g|P sao integrdveis, entio |f + g|P é

integrdvel e, para cada conjunto mensurdvel ) C R, verifica-se a sequinte propriedade:

(/Qlergl”);S (/Q|f|f’)’1)+</g|g|p)? o)

Demonstracao. Para p = 1, imediato. Suponha 1 < p < co entao, pela proposicao A.4

do capitulo anterior, segue

/Q\f+g|p= /Q|f+ng+g|p1

< / (] + aDIf + g

p—1 p—1
/Q\fuf+g| +/Q!ng+g|

Aplicando a Desigualdade de Hélder a cada uma das integrais a direita da desigual-

IN

1 1
dade acima e como — 4+ — = 1, obtem-se
P 4q
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(o< () |f|p); (f |f+g|(”‘”q);
(/Q !g!”); (/Q!Hg\(””q)é

+
- (/Q|f+g\”); [(/Q\f|p);+(/g|g|p);].
Suponha (/ﬂ|f—|—g|p);#Oecomoézl—ésegue

(o) < () + ()

Exemplo 4.18. Espago L£P(f).

Seja 1 < p < o0 e 2 C R um conjunto mensuravel de medida finita. Define-se

LP(£2) como o espago das fungoes reais p-integraveis no sentido Lesbesgue, ou seja,

LP(Q) : {f : 2 — R mensuréaveis; / IfIP < oo}
Q

1= ( \f!”);-

Note que LP(2) é um espago vetorial com as operagoes usuais, de soma e multi-

COo1m a norma

plicacao por escalar, de fungoes. Tais operacoes estao bem definidas. Com efeito, se

fy g € LP(Q) entdo / lfIP <ooe / |g|P < oo. Por desigualdade triangular segue que
Q Q
para cada x € €2

[f(2) + g(@)] < [f(@)] + [g(x)] < 2 max{| ()], |g(x)]},

assim

£ () + g(@)] < 2max{|f(z)], [g(x)[}

Suponha que o max{[f(z)], |g(z)[} = [f(z)| (se o max{|f(z)],[g(x)[} = [g(x)],
anélogo) e como |g(z)| > 0 segue

[F(@) + g(o)] < 2[f(2)] < 2(1f(@)] + |g(2)]),

logo
[f (@) + g(2) P < 2°(|f (2) " + |g(x)").
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Integrando sobre {2 em ambos os lados da desigualdade acima, obtem-se
Lisear <o ([ [1or) <o
Q Q Q
Portanto, f + g € LP(Q2). Agora, af € LP(2), pois para todo = € 2

af (2)] = [allf ()],

logo
|ouf ()7 = [el?Lf ()P,

Lt = ol [ 157 < oo

E facil ver que |.||, ¢ uma norma pois, ||f|l, = 0 & f = 0 ¢.t.p.. Com efeito, se

ou seja,

f =0 gq.t.p., entao ||f]|, = 0. Por outro lado, se f # 0 ¢.t.p. entdo existe ' C Q, com
m(§Y) < oo tal que |f|? > 0. Logo,

L= [ 1p=o

Portanto, (/ |f|p) "> para f # 0 ¢.t.p.. Além disso, ||af]|, = ||| f|l,, pois
Q

sl = ( [ |af|p)’l’ ~(tar [ |f|p); ~lol ([ |f|p)’l’ — falllfl

A desigualdade triangular segue da Desigualdade de Minkowski, proposicao 4.5, ou
seja,
1f +gllp < £l + llglly-

Portanto, £P(£2) é um espago normado.

Exemplo 4.19. O espaco ¢, definido no exemplo 3.8 (pagina 37), com a norma ||z||, =

(Z |m\p> onde x = (7;)ien € P, ¢ um espago normado. As condigoes N1) e N2) da
i=1

definigao de norma sao facilmente verificadas e a condigao N3) resulta da Desigualdade

de Minkowski, proposigao 3.2 (pagina 36).

Exemplo 4.20. O espago de sequéncia ¢>°, definido no exemplo 3.6 (pagina 33), com

a norma definida por ||z|| = sup|n;| onde z = (9;);en € €°°, é um espago normado. A
ieN

demonstracdo é semelhandte a do exemplo 3.5 (pagina 31), do capitulo anterior.



72 Espacos normados e de Banach

4.3 Espacos de Banach

Um espago normado que é completo com a métrica induzida pela norma é chamado
de espago de Banach. Todo espa¢o normado de dimensao finita é Banach (sera de-
monstrado mais adiante), porém se o espaco for de dimensao infinita é preciso mostrar

que toda sequéncia de Cauchy converge para um ponto que pertence ao espago.

Definicao 4.13. Seja E um espaco normado. Diz-se que E € um espago de Banach

se ele € completo, ou seja, se toda sequéncia de Cauchy em E € convergente em E.

Exemplo 4.21. O espago R” com a norma definida por

1
n 2

]| = (Z |frfi|2)
i=1

onde x = (x1, 9, ..., ,), € um espago de Banach.
De fato, seja (z,)pen uma sequéncia de Cauchy em R", com x,, = ( %p), {ép), . ,(f)) =
(fj(-p)), 1 <j <n. Como (z,) é de Cauchy, para todo € > 0 existe ng tal que p,q > ng

tem-se

2

2, — 4l = (Z [ é}(-q)Iz) <e (4.10)
7=1

Agora, para cada 1 < j < n segue que

€9 — 9] < |z, — -

Assim, dado € > 0 existe ng tal que p, ¢ > ng entao

" - ¢ <e

Isto mostra que para cada j fixo, 1 < j < n, a sequéncia (fj(.l),ff),{](g), o) = (g§p))

é uma sequéncia de Cauchy de niimeros reais, logo convergente pois R é completo, ou
seja, ﬁj(-p) — &; quando p — oo. Usando estes n limites considere x = (&1, &, ..., &)

(note que x € R") e fazendo ¢ — oo na equagao (4.10), tem-se

lzp — 2] <e.
Portanto, x, — = em R™, ou seja, = ¢ limite de (z,)pen.
O espago C" também ¢é de Banach, a demosntracao é analoga ao do R™.

Lema 4.3. Seja {x1,z3,...,x,} um conjunto de vetores linearmente independentes em
um espago normado E. Entao existe um niumero ¢ > 0 tal que para quaisquer escalares

ay, Qa, ..., € K tem-se

lonzy + asxs + ... + apzy|| > (|| + |ao] + ... + |aw])- (4.11)
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n

Demonstracao. Seja s = |aq| + ... + |ay,| = Z |a;]. Note que se s = 0, entdo todos
j=1

os a; sao nulos e (4.11) é satisfeita para qualquer c. Suponha agora s > 0. Dividindo

(4.11) por s segue que

(€3]
lag| 4+ ...+ a7

lag| 4+ ...+ ||

com Z |8;] =1, onde p; = Bn
=1

Entao, provar (4.11) equivale a provar que existe ¢ > 0 tal que (4.12) seja satisfeita

n
para quaisquer escalares (i, ..., 3, € K com Z 18| = 1.
j=1

Suponha que (4.12) seja falsa. Ou seja, para todo ¢ > 0 existem escalares 57, 55, ..., B¢

com ZBJ(.C) = 1 tais que ||y.|| < ¢ onde y. = Bz + BSx2 + ... + [Sx,. Conforme c
j=1

varia obtem-se uma sequéncia (¥, )men (¢ = —, m € N) satisfazendo
m

Y = B a4+ B e Y B] =1,
j=1

ou seja,
=B+ .+ BV,
v = B2 + .+ B,

Yr = Bfk)xl + ...+ 57(zk)xn

ym = By + .+ B,

com Z |5§-m)| =1, de forma que ||y,,|| = 0 quando m — oo.
j=1
Como Z |ﬁ](.m)| = 1 entéo |B](.m)| < 1. Assim, para cada j fixo a sequéncia (@(.m)) =
=1

(ﬁ](.l), 53(.2), ...) € limitada. Pelo teorema 2.4, de Bolzano-Weierstrass, cada uma das

sequéncias

(B = (8L, 82,..)
(BS™) = (B3, 53,...)

(57(17”)) = ( 7117 7217 - )

possui subsequéncia convergente, que sera denotada por ()\S-m)). Considere S o limite

da sequéncia (ﬁfm)) e (yYn) ) a correspondente subsequéncia de (Y, ).
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Da mesma forma, sejam [ o limite da sequéncia (ﬂém)) e (yém)) a correspondente

subsequéncia de (y%m) ).

Prosseguindo desta maneira para 5 = 3,...,n obtem-se uma subsequéncia (yflm))

de (ym), onde (y,gm)) = ( W@ .) cujo os termos sao da forma

g = Mar+ 20w+ Ny
) = Ma + 20w+ + Ny

R N A | N (o

ou seja,
=3 ¢ S
P =1
com os escalares )\gm) satisfazendo ™ — 3, )\gm) — By, o A 5 B ou seja,

Ag-m) — f; quando m — oo.

n n
Assim, quando m — oo 5{”) — Yy = ix;, onde ;| = 1, assim nem todos
) ) WAVl J ’
j=1 j=1
os f3; podem ser nulos e como {x1, xs, ..., T, } € um conjunto linearmente independente

segue que y # 0.
Por outro lado, pela continuidade da norma (lema 4.2), segue que

s =y = [y = lyll, auando m — oo,

Como ||ym|| = 0e yT(Lm) ¢ subsequéncia de (y,,,) segue que y,(lm) — 0 quando m — oo.

Agora, pela defini¢ao 4.11 de norma, ||y|| = 0 < y = 0. Contradicao, pois y #0. O
Como aplicacao deste lema segue o resultado abaixo.
Teorema 4.5. Todo espago normado de dimensao finita € Banach.

Demonstrag¢ao. Considere (x,,)men uma sequéncia de Cauchy qualquer em um espago
normado de dimensao finita E. Basta mostrar que (z,,)mnen converge para um elemento
r € F, ou seja, x,, = v em F.

Sejam dim F = n e {ey,es,...,e,} uma base para F. Entao, para cada x,, € E

() o m)

existem unicos oy /,..., € K tais que

Ty = agm)el + O(ém)€2 + . +alme,.

Como (Z, )men € uma sequéncia de Cauchy entao para todo € > 0 existe ng tal que

m,q > ng tem-se ||z, — z,|| <€, ou ainda,

Z(Oém) _ agg))ej

= ||xm — x| <e.
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Como dim E = n, pelo lema 4.3, existe uma constante ¢ > 0 tal que

Yol ol <
j=1

onde m, q > ng. Dividindo a desigualdade acima por ¢ > 0 obtem-se

n

S (@™ - o),

J=1

= [lzm = a4l <,

n
€
o) = o] < 3 ol — af?] < £
j=1
Isto mostra que cada uma das n sequéncias

(@™ =", o o ), 1<) <n,
¢ de Cauchy em K (K = R ou K = C), por isso convergem. Seja «; o limite de (ag.m)),

1 <7 <n. Com estes n limites aq, as, ..., a,, defina

T = 1€e1 + ey + ... + ape,.
Note que x € E, além disso,

n

Y (@ —aj)e;

=1

[em — 2| =

n
<D™ = aylles ]l
j=1

A direita, a§m) — «;. Por isso ||z, — z|| — 0, ou seja, z,, — x. Portanto, z,, é

convergente em F, logo E é Banach. ]

Os exemplos seguintes sao espagos de Banach de dimensao infinita.

1
o0 P
Exemplo 4.22. O espago normado /* com a norma ||z||, = (Z ]§j|p> é Banach,
=1

em que p ¢ um numero fixo e 1 < p < 0.
Com efeito, seja (z,)men qualquer sequéncia de Cauchy no espago 7, onde z,, =

(fj(m))jeN. Entao para todo € > 0 existe ng tal que m,n > ng

2 — @nllp = (Z g™ — 5](-”)!1”) <e. (4.13)
j=1

Para cada j € N, \f;m) — fj(-n)] < ||Zm — x|, € assim, para todo € > 0 existe ng

(como acima) tal que m,n > ng
& -Vl < e

Assim, para cada j fixo, a sequéncia (55»1), fj@), 5](3), ...) € uma sequéncia de Cauchy em

K (K =R ou K = C), logo cada sequéncia fj(m) desta nova sequéncia converge para
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um elemento §; quando m — oco. Usando este fato, considere x = (&1, &, &3, ...). Resta
mostrar que x € ? e x,, — T.

Da equagao (4.13) tem-se para todo m,n > ng,

Sig - ¢ <o

Jj=1

com k € N. Fazendo n — oo, para m > ng segue que

k
Sole™ —glr < e, keN.
j=1

Fazendo k — oo, tem-se para todo m > nyg

Ylgm gl <e
j=1

Isto mostra que x,, — x = ({’](m) —¢;) € (7. Segue da Desigualdade de Minkowski,
proposigao 3.2, que

zllp = [l2 = 2m + 2mllp < [l = 2mllp + 2], < occ.
Logo z € P e x,, — .

Exemplo 4.23. O espago normado (> com a norma ||z|| = sup |z;| ¢ Banach.
jeN

De fato, seja (z;,)men qualquer sequéncia de Cauchy no espago (>°. Assim, para

todo € > 0 existe ng tal que m,n > ngy tem-se

| — 2] = sup [€™) — €] < e.
jeN

Agora, para qualquer j fixo e m,n > ng

€™ — €] < e (4.14)

Assim, para todo j fixo, a sequéncia (5](.1),5;2),5](-3), ...) € uma sequéncia de Cauchy
em K, logo convergente, ou seja, para cada j fixo fj(»m) — & com m — oo. Usando
este fato para todo j € N, considere a sequéncia = = (&1, &, &3, ...). Resta mostrar que
x € L*° e que x,, — T.

Fazendo n — oo em (4.14), segue que

€™ — ¢l < e (4.15)

para cada j fixo e m > ny. Como x,, = (fj(m)) € (>, existe um numero real k,, tal que

]£§m)| < k,, para todo j. Com isso, para todo j e m > ng segue que



Espacos de Banach 7

61 =16 =& + €™ < 16 = €M+ 16| < e+ k.

Note que o lado direito desta desigualdade nao depende de j, assim a sequéncia de

nameros = = () ey € limitada, ou seja, x € £>°. Ainda, de (4.15) obtem-se
[ = zall = sup|&f™ — & < e
jeN

com m > ng. Isto mostra que x,, — x € £*°.

Exemplo 4.24. O espaco das funges continuas C([a, b],R) com a norma definida por
| fll = sup [f(x)], ¢ Banach.

z€la,b]
Com efeito, seja (fm)men qualquer sequéncia de Cauchy em C([a,b],R). Entao,

dado € > 0 existe ng, independente do ponto z € [a, b, tal que m,n > ny tem-se

[fm = fall = sup [ frm(2) = ful2)] <e (4.16)

z€[a,b]

Para cada x = z € [a, ] fixo e de (4.16), segue

| frn(@0) — fu(0)| < || fm — ful < e

com m,n > no.
Isto mostra que a sequéncia (f1(xo), fa(zo), f3(z0),...) = (fm(zo)) é uma sequéncia
de nameros reais, logo convergente. Assim, a sequéncia (f,,(x¢)) converge para o

namero real f(zo) quando m — oo, ou seja,

f:la,b) — R
x = f(x):= lim f,(z).

n—0o0

Desta forma ¢ possivel associar a cada x € [a, b] um tGnico namero real f(x). Resta
mostrar que f € C([a,b],R) e que f,, — f.

Fazendo n — oo (4.16) e mantendo m fixo, segue que

sup |fm(x) — f(z)| <€, Va € [a,b].

z€la,b]

Assim, para cada z € [a,b], com m > ng tem-se

[fm () = f(2)] < e

Sendo f,, continua em [a,b], pelo teorema 2.7 (pagina 27), (f,,) converge unifor-
memente para f em [a,b]. Agora, como f,, é continua em [a,b] e a convergéncia é

uniforme, pelo teorema 2.6 (pagina 26) a func@o limite f é continua em [a,b], logo

f €C(la,b],R) e também, f,, — f.
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Dependendo a norma considerada em um espaco normado £, este pode nao ser de
Banach, como mostra o exemplo abaixo.
Exemplo 4.25. Considere o espago de todas as fungoes reais e continuas C([0, 1], R)

1
com a norma ||f|| = / |f(z)|dz. Com esta norma, o espago C([0,1],R) nao é de
0

Banach.

W e = = - - == - - -

A

A\
A
A\

| =
L)

(a) (b)

Figura 4.2: Sequéncia (fu)men

Com efeito, a funcao f,,, na figura 4.2-(a), é dada por

1
0, se 0 <z < 5>
_ 1
fm(x) = m(z—1), se§<x§am,
1, se @y < x < 1.
1 . .
onde a,, = = + —. Note que quando m varia, f,, forma uma sequéncia de Cauchy que

m
nao é convergente em C([0, 1], R).

A sequéncia (f,,)men € de Cauchy, pois

I = fll = [ Ufnle) = Sl do =5 (= 2) =,

m n

quando m,n — oo.

Observe que a integral acima representa a area do tridngulo da figura 4.2-(b).
Ainda, f,, — f, onde f é dada por

=
S
S~—
Il
| = D
N
8
AN
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pois,

1
| fr — [l :/0 |fm(:v)—f(x)]d:v:% — 0, quando m — oo,

|

Mt = -

Figura 4.3: Grdfico da funcao f

Como o limite ¢ tnico e f ¢ C([0, 1], R) entdo (f,)men € uma sequéncia de Cauchy
em C([0,1],R) que nao converge em C([0, 1], R).

Exemplo 4.26. O espago normado L£P(Q2), onde 1 < p < oo e © C R um conjunto

1
P
mensuravel de medida finita, com a norma || f||, = < / lf ]p) ¢ Banach.
Q

Seja (fn)neny uma sequéncia de Cauchy em LP(S2), entdo para todo € > 0 existe
no € N tal que m,n > ng tem-se || f,, — fill, <€

Pelo teorema 3.4 (pagina 49), basta mostrar que existe uma subsequéncia conver-
gente para um ponto de £P(2). Seja k € N. Dado € = 2—116, considere f,, tal que

1
||fnk+1 - fnka S ?,\V/k Z 1.

Agora, seja
k=1
Note que
S R | 1
gn(z) < % TR S
k=1 n=1 2

entdo g,(z) converge, pelo teorema 2.8 (pagina 28). Assim, existe g tal que g, — ¢
q.t.p., ou seja, dado € > 0 existe ko € N tal que k > ko, |lgr — gll, < €.
Agora,

1. g, ¢ mondtona crescente, nao-negativa e mensuravel.
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ii. gn — g q.t.p. entao, pelo teorema A.1 (pagina 204), /\g\p = lim /]gn|p < 00.
n—oo
Logo, / lg|? < 00 e g(x) < 0o g.t.p. em Q, portanto, g € LP(€2).
Q

Agora, utilizando g, e seu limite g segue que a sequéncia (f,,) ¢ de Cauchy. Com

efeito, sejam k, [ tais que k > [ = max{ko, 2} entao

|fnk($) - fnz(x)’ = |fnk($) - fnkfl SL‘) + fnk—l(w) - fnk72 +.ot fnz+1($) - fnz($)|

(
(

< ’fnk($) - fnk—l SU)| + |fnk—1(x) - fnk—z(x” +...+ ’fnl+1 (fL‘) - fnl($)‘
= gr-1(z) — gi-1(x)
< g(@) —ga(@) <e

pois gi—1 — g. Como k > [ segue que |f,, (z) — fr, ()] < € sempre que k,l > k.
Defina para cada x € 2, f(z) = klim fn.(x). Note que f(z) estd bem definida,
—00
uma vez que (f,, (z)) é uma sequéncia de Cauchy em R, portanto convergente. Resta

mostrar que f € LP(2). Fazendo k — oo na desigualdade

[ (@) = fry(2)] < g(2) = g1 (),

obtem-se

[f (@) = fu ()] < g(2) = gia(2) € LX(Q) = |[(2) = fu,(2)] € L7(2),

ou seja, f(x) — fn,(x) € LP(2) e como LP(£2) é um espago vetorial segue que f(x) €
LP(Q2) pois f(z) = h(x) + f,(z). Portanto, £P(€2) é Banach.

Observagao 4.6. Pela proposigao 3.11 (pagina 47) em espagos métricos de dimensao
finita todo conjunto fechado e limitado é compacto. Para espacos normados de dimen-
sao infinita esta afirmacao ndo ¢, em geral, verdadeira. Considere o conjunto S C !
definido por

S ={(1,0,0,...,0,...),(0,1,0,...,0,...),...}.

Cada elemento z = (£,&,...) € S, tem a propriedade Z |€;] < oo. Note que S ¢é
j=1

fechado e limitado e, para todo « € S, ||z|| = 1, logo = € BJ[0, 1] mas S nao é compacto.

Teorema 4.6. Um subespaco de um espaco de Banach é um espaco de Banach se, e

somente se, € fechado.

Demonstragao. (=) Sejam E um espago de Banach e F© C E subespago de E. Por
hipotese F' é Banach, logo toda sequéncia (z,,) de Cauchy em F' é convergente em F.
Portanto, F' é fechado.

(<) Seja I C E um subespaco fechado de um espago de Banach E e considere

() uma sequéncia de Cauchy em F. Como F' C E e a norma em F' ¢ a restrigao da
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norma de F segue que (z,,) é uma sequéncia de Cauchy em E. Como F é de Banach,
entao (x,,) converge para um elemento x € E e, por F' ser fechado, segue que = € F.
Portanto, x,, — z em F', logo F' é de Banach. O

Teorema 4.7. Todo subespaco de dimensdo finita de um espa¢o normado E € fechado
em E.

A demonstracao segue diretamente do teorema 4.5 (pagina 74) e do teorema 4.6
(pagina 80).

Lema 4.4. (Lema de Riesz) Seja E um espago normado de qualquer dimensao.
Sejam Y e Z subespacos de E e suponha que Y € fechado e é um subespaco proprio
de Z. Entao, para todo nimero real 6 no intervalo (0,1) existe um z € Z tal que para
todo y € Y tem-se

Iz =yl =0,

onde ||z|| = 1.

Demonstracao. Seja zg € Z \'Y e seja a = d(2,Y) = iné lzo0 — y|| a sua distancia de
ye

Y, como na figura 4.4.

Figura 4.4: Ideia geométrica para a demonstrag¢ao do lema

Note que a > 0, ja que Y é fechado. Seja 0 < 6 < 1, pela definicao de infimo, para
todo € > 0, existe yo € Y tal que d(zo,v0) < a + € 0 que implica

a < |lzo = yoll <a+e.

1
Tomando € = a (5 — 1), tem-se
a
a < -l < & (417)
Considere z = ¢(zp — 4o), onde ¢ = , claramente ||z|| = 1. Resta mostrar

120 = ol
que para todo y € Y, ||z — y|| > 6. De fato,
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Iz =yl = lle(z0 — o) — vl
1
= C|l%0 — Y — E?J (4.18)
= cllz0 =l
1 ) .
onde y; = yo + —y. Note que y; € Y, uma vez que é uma combinacao linear de

elementos de Y.
Agora, ||z0 — y1|| > a, pela forma como a foi definido. Como ¢ > 0 segue que
c|llzo — 1] > ca. Por (4.18) e (4.17) segue que

1 S 0
a>

120 = woll~ — a/0

Portanto, ||z — y|| > 6. O

Iz =yl = cllzo — il = ca= = 0.
Como aplicacao do Lema de Riesz, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 4.8. Se um espag¢o normado E tem a propriedade de que a bola fechada

unitaria B = {x; ||z|| < 1} € compacta, entao E tem dimensao finita.

Demonstracao. Seja B um conjunto compacto e suponha que dim F = oo. Basta

provar que esta afirmacao conduz a uma contradigao. Considere qualquer vetor x; € F

tal que ||z1]| = 1. Este x; gera um subespago proprio F; de E de dimensao um e, pelo
teorema 4.7, é fechado. Pelo lema 4.4, existe 5 € E — F, com ||xq|| = 1, tal que
1

Os vetores 7 e 9 geram um subespaco proprio Fy de E de dimensao dois e, pelo
teorema 4.7, ¢ fechado. Novamente, pelo lema 4.4, existe z3 € E — Fy, com |z3]| = 1,

tal que para todo x € F; tem-se

1
s — ol > 5.
Em particular,
1
x5 — @1 = 5
1
|3 — 22| 2 5

Procedendo por indugao, obtem-se a sequéncia (z,),eny de elementos z,, € B tal
que

1
Ty — Tpl| = =, M F N.
2



Transformacoes lineares 83
Dessa forma, (x,),eny ndo possui subsequéncia convergente, o que contradiz a com-
pacidade de B. Portanto, dim F < oo. O]

Assim, se o espago normado E for de dimensao infinita, todo subconjunto compacto
tem interior vazio. Uma importante aplicacao deste teorema é o fato de que toda
aplicagao continua num conjunto compacto possui imagem também compacta, como

mostra o teorema abaixo.

Teorema 4.9. O conjunto imagem de um subconjunto compacto M de um espaco

normado E por uma aplicagao continua € um conjunto compacto.

Demonstracao. Sejam f : M C E — F uma aplicagao continua, onde M é um conjunto
compacto, E e F' sao espagos normados em que a norma em F' é a restricao da norma
de E. Basta mostrar que toda sequéncia (y,) em f(M) C F possui uma subsequéncia
que converge para algum ponto em f(M), conforme definigao 3.21.

Como y, € f(M) tem-se que y, = f(x,), com =, € M en € N. Como M é
compacto, a sequéncia (z,),en possul uma subsequéncia (z,,) convergente para um
elemento x € M. Da continuidade de f segue que f(x,,) = y,, ¢ uma subsequéncia
de (Yn)neny em f(M). Ainda, como f é continua em z, tem-se que f(z) =y € f(M),
ou seja, y,, — y em f(M). Portanto, f(M) é compacto. O

A partir deste teorema, tem-se o seguinte resultado.

Corolario 4.2. Uma aplicagao continua em um subconjunto compacto M de um espago

nomado E em R assume mdximo e minimo em M.

Demonstragao. Seja f: M C E — R. Pelo teorema 4.9, f(M) é compacto e pelo lema
3.2 (pagina 47) ¢ fechado e limitado. Sejam a = inf f(M) e 8 = sup f(M), tem-se
a, € f(M), ou seja, existem x; e x5 em M tais que f(z1) = ae f(x2) = 3, nos quais

f assume minimo e maximo, respectivamente. O

4.4 Transformacoes lineares

No estudo de espacos vetoriais, em particular, espacos normados, uma aplicagao é
transformacao linear quando preserva as operagoes de adigao vetorial e multiplicacao

de vetor por escalar, como segue na definicao abaixo.

Definicao 4.14. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo K. Uma transforma-
¢ao linear ¢ uma aplicagio T : D(T) — W tal que para todo u,v € D(T) e escalar

a €K, tem-se

1) T(u+v)=T(u)+ T(v),

2) T(aw) = aT'(v).
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O dominio D(T') de T' é um espago vetorial e a imagem Im(T') de T é um subespago
vetorial de W'.

Observagao 4.7. Note, da defini¢do acima, que T : D(T) — W é uma transformagao
linear se, e somente se, T'(au + v) = aT'(u) + T'(v), para todo o € K e u,v € D(T).

Definicao 4.15. Sejam V e W espagos vetoriais sobre o corpo K e seja T : D(T) — W
uma transformacao linear. O espago nulo ou nicleo de T, denotado por N(T), é o
conjunto de todos os vetores v € D(T) tais que T'(v) = 0. Ou seja,

N(T) = {v € D(T); T(v) = 0}.

Note que NV (T) é um subespago vetorial de V. Com efeito, para quaisquer vetores
vievyem N(T) e a € K, se T(v1) = T(ve) = 0 entéo,

T(avy +v2) = oT'(v1) +T(v2) = a0+ 0 =0,
logo, v; + ave € N(T). Ainda, da propriedade 2) da definicao 4.14, segue que
7(0) = T(0.0) = 0T(0) = 0.

Ou seja, toda transformagao linear de D(T) em W, leva o elemento neutro de V/
no elemento neutro de W.

Segue alguns exemplos de transformacgoes lineares.

Exemplo 4.27. A aplicagdo T': V — V definida por T'(v) = v para todo v € V' é uma

transformacao linear. De fato, sejam u,v € V e a € K entao,
T(au+v) =au+v=al(u)+T(v).

Diz-se que T' é a transformacao identidade.

Exemplo 4.28. A aplicagdo T': V' — W definida por T'(v) = 0 para todo v € V &

chamada transformacao nula. Com efeito, para todo u,v € V e a € K tem-se
Tau+v)=0=0+0=aT(u) +T(v).
Exemplo 4.29. Seja T': C(R,R) — C(R, R) definida por T'(f) e
Th@ = [ s

Entao 7' é uma transformacao linear. Com efeito, para todo = € R sejam f,g €
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C(R,R) e a € R entao,

(T(af +9))(z) = / “(af +9)(t) dt

- / “lof () + g(0) de

_ /Oxaf(t)dtJr/:g(t)dt

:aA%@ﬁ+Az@ﬁ

= a(Tf)(xz)+ (Tg)(z), Ve € R.

Portanto, T'(af 4+ g) = &T'(f) + T (g).

4.4.1 Transformacoes lineares continuas e limitadas

Nesta segao sera enfatizado o fato de que toda transformacao linear limitada em
um espago normado é também continua (vale a reciproca) e, através disto podera ser

observado que algumas propriedades surgem naturalmente.

Definigao 4.16. Sejam E e F espagos normados e T : D(T) — F uma transformag¢ao
linear, onde D(T) C E. A transformag¢io T' é chamada limitada se existe um nimero

real ¢ > 0 tal que para todo x € D(T') tem-se
1T ()P < cllzlle, (4.19)

onde ||.||r € uma norma em F e ||.|g € a norma em E.

Observagao 4.8. De (4.19) se x # 0 entao existe ¢ > 0 tal que

|7 ()]l

< c. 4.20
Tels =° (4.20)

7 ()|

]
de T no espaco das transformagoes por

Considerando o supremo de { , Ve e D(T) — {O}} pode-se definir a norma

(4.21)

Ainda, com ¢ = ||T'|| tem-se de (4.19) que

IT() e < 1Tl 2-
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Lema 4.5. Seja T uma transformacao linear limitada. Entdo

1. Uma formula alternativa para a norma de T é

1T = sup [ T(x)]
zeD(T)
[zl z=1

T
i, |7 = sup IL@Nr
sen 7le
x#0

define uma norma.

Demonstragao. i. Para todo © € D(T) com x # 0 e da linearidade de T, de (4.21)

segue que
1 T
1T = sup ——|T(z)||p= sup |T{——]|| = sup [T(y)llr.
@€D(T) ||CU||E @€D(T) ||$||E F @€ D(T)
270 a0 lyllz=1
onde y = i
o Nelle . L .
7i. Note que a norma definida em ii. satisfaz as trés propriedades de norma. Para
toda transformagao linear limitada 7" e 71 e o € K onde ||T']| = sup ||T(x)||r segue
xzeD(T)
fellz=1
que

N1) ||T|| > 0,V € D(T) pela propria definicdo de norma e ainda,

ITI=0< sup [|[T(2)||[r=0<T(x)=0,VzeD(T),<T=0,
zeD(T)
[zl z=1

ou seja, T' é a transformacao nula.

N2) [T = sup [laT(z)[[r = sup |of[T(2)|r = |af sup [|T(z)llr = [T
zeD(T) zeD(T) zeD(T)
[zl z=1 [zl z=1 |zl z=1

N3) Desigualdade triangular,

T+ 1) = sup (T +T)(2)]r
zeD(T)
[zl z=1
= sup |[T(z) + Ti(2)]|r
xeD(T)
|zl z=1

< sup [|[T(@)|r+ sup [[Ta(2)]r

«eD(T) zeD(T)
lzllz=1 llzllz=1

= T+ T3

Segue alguns exemplos de transformacoes lineares limitadas.
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Exemplo 4.30. A transformacao identidade 7' : V' — V definida por T'(v) = v, para
todo v € V, ¢ uma transformagao linear limitada cuja norma ¢ ||7’|| = 1. De fato, para
todov € V,

1T ()= lloll = vl = [Tl

Exemplo 4.31. O transformacao nula 7' : V' — W definida por T'(v) = 0, para todo
v € V, ¢ uma transformacao linear limitada com a norma ||7']] = 0. De fato, para todo
veV,

1Tl = [0l = 0 = Ofjl| = [[T[[[]-

Exemplo 4.32. Considere a transformagao 7" : C([0, 1], R) — C([0, 1], R) definida por
T(f) e 1
@0 = [ Kt r)f)dr
0

onde a fungao k : [0, 1] x [0, 1], chamada nticleo de T', é assumida como sendo continua
sobre o quadrado fechado G = [0, 1] x [0, 1] no plano ¢7. Esta transformacao 7" ¢ linear
e limitada. De fato, para toda f,g € C([0,1],R) e @ € R tem-se

(T(af +g))(t) = / Kt 7)(af + g)(r) dr
_ /0 (k(t, T)af(7) + k(t, T)g () dr

_ a/01k<t,7)f(7) d¢+/01k(t,7)g(7) dr

= a(Tf)(t) + (Tg)(t).

Portanto, T'(af + g) = aT'(f) + T (g).
Note que a continuidade de k sobre o quadrado fechado G implica que k é limitado,

ou seja, existe kg € R tal que
|k(t,7)| < ko, V(t,7) € G.

Além disso,

[f(@)] < sup [f()] = [If]l;

te[0,1]

para todo t € [0, 1].

Assim,
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1 1
IT(f)] = sup / K(t ) f(r) dr| < sup / (e, )| | £(r)] dr
tefo,1] [Jo tel0,1] Jo
1
k d
< / ol f(7)| dr
1
= k d
. / ()] dr
1
< ko / s 150

1
= Halfl [ de) = kol
Portanto, || T(f)|| < kol f|| onde ¢ = k.

Exemplo 4.33. Seja E o espa¢o normado de todos os polinémios no intervalo [0, 1]

com a norma dada por ||p|| = max Ip(t)]. Seja T uma transformagao diferenciavel em
E definida por T'(p) e o
(Tp)(t) = p'(%),

ou seja, 1" representa a primeira derivada do polinémio p na variavel t. Esta trans-
formagao é linear mas nao é limitada. Com efeito, sejam p,q € F e a € R

entao
(T(ap+q)(t) = (ap+q)'(t
(

Portanto, T'(ap + q) = oT'(p) + T'(q).
Para ver que a transformacdo 7' ndo é limitada, considere o polinonio p,(t) = t",

n € N. Como ||p|| = max Ip(t)] entdo ||p,|| = 1 e assim,

I(Tpn) O] = 1(pa) O] = [Int" M = In][" M| = n|lt" || = nl =n

ou seja,

[1n

e como n € N, fixando ¢ > 0 sempre existe n € N tal que n > ¢, portanto a transfor-

17l

magao T nao é limitada.

Note que o espaco de todos os polinomios tem dimensao infinita. Para espacos de

dimensao finita tem-se o seguinte teorema.
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Teorema 4.10. Se o espaco normado E € de dimensao finita, entao toda transforma-
cao linear em E € limitada.

Demonstracao. Considere dim E' = n e {ej,...,e,} uma base para F. Assim, para
n

todo x € E existem tnicos escalares aq, ..., a, € K tais que x = E ajej. Seja T uma
=1

transformacao linear qualquer em E. Como T é linear entao

) [f5em)

17 ()

< > oyllIT (el (4.22)
7j=1
< 112132( 1T'(e; ”Z’O‘ﬂ

Agora, pelo lema 4.3, como

>c (;Iaﬂ)

segue que
Z jog| < - Z% = el (4.23)
Substituindo (4.23) em (4.22) obtem-se
T(x)]| < max ||T(€g)||—|\$|| = L max [[7(e))llel] = ]
1<j<n ¢ 1<j<n
onde Kk = élr%ag% |7 (e;)||. Portanto,
1T(x) || < &=,
ou seja, T' é limitada. O

Note que quando se fala de continuidade em uma aplicacao, nao necessariamente
linear, diz-se que tal aplicagao é continua se ela é continua em todo ponto do dominio.
Agora, se tal aplicacdo é uma transformagao linear, basta mostrar que ela é continua
em um unico ponto para concluir dai que é continua em todo ponto do seu dominio,

como mostra o teorema seguinte.

Teorema 4.11. Sejam E e F espagos normados. Considere T : D(T) — F uma
transformagao linear, onde D(T) C E. Entao:

1. T € continua se, e somente se, T' € limitada.
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1. Se T € continua em um unico ponto, entio T € continua.

Demonstracao. i. Seja T uma transformacao linear continua em um ponto xy € D(T),

entao dado €y > 0 fixo existe 6y > 0 tal que para todo x € D(T') tem-se
|z — xo|| < do = ||T(x) — T(x0)| < €o-

Considere qualquer y # 0 € D(T'). Escrevendo © = xg+ ——y entdo x — xg =

20y
H H 1yl

onde ||z — || = dp. Assim, da continuidade e da linearidade de T" segue que

I7(0) = TCan)l = I ol = | 7 (250 | = Tl < e

Logo, [|T'(y)|| < ;—zHyH Considerando ¢ = ;—Z tem-se || T'(y)|| < c||y||. Portanto, T" &
limitada.

Reciprocamente, seja T uma transformacao linear limitada. Se T = 0 segue o
resultado. Suponha entdo T # 0, onde ||T']| # 0. Sendo T limitada, seja ¢ = ||T|| e

€
considere qualquer xq € D(T). Assim, considerando § = m e sendo T linear, entao

para todo z € D(T) se ||z — xo|| < 0 tem-se

1T () = T(wo)|| = IT(x = o) || < | T[] — zoll < [ T]l5 ||T|| =e.

Ou seja, ||z — zo|| < d = ||T(x) — T'(x0)|| < € e portanto, T' é continua.

11. Se T' é continua em um ponto do seu dominio, entao pela prova do item i. segue

que T' é limitada, que por sua vez implica na continuidade de 7" por 1.. O

O corolario abaixo se refere a continuidade e ao espago nulo da transformagcao linear
limitada 7.

Corolario 4.3. Sejam T uma transformagao linear limitada, x,,,x € D(T') e (x,) uma

sequéncia em D(T). Entao:
i. Se x, = x entao T(x,) — T(x).

ii. O espago nulo N'(T) € fechado.

Demonstracao. 1. Como T ¢é limitada, pelo teorema 4.11, T é continua. Usando o
teorema 3.3 (pagina 47), segue o resultado.

ii. Para todo = € N(T) existe uma sequéncia (z,,) em N (T) tal que z,, — z. Pelo
item (i) deste corolario, T'(x,) — T(x). Como (x,,) € N(T') entdao T(z,) = 0 para todo
n € N, pela unicidade do limite T'(x) = 0, logo = € N(T'). Portanto, N'(T) = N(T) e,
pela proposi¢ao 3.6 (pagina 42), N (T) é fechado. ]
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Proposicao 4.6. Sejam E e F espacos normados. As sequintes afirmacoes a respeito

de uma transformacao linear T : E — F sdo equivalentes:
1. T € continua,
1. T € continua no ponto 0 € E;
iii. Eziste ¢ > 0 tal que |T(x)|| < ¢||z|| para todo z € E;
iv. Existe ¢ > 0 tal que ||T'(z) — T(y)|| < ¢l|lz — y|| para todo x,y € E.

Demonstragao. 1. = ii. Imediato.
ii. = 1i1. Se T é continua no ponto 0 € E, pelo item ii do teorema 4.11 (pagina
89), T é continua e por sua vez ¢é limitada, pelo item i do teorema 4.11.

112. = 1v. Note que sendo T linear, a hipotese i:¢. implica que existe ¢ > 0 tal que
1T(x) =TIl = IT(x =yl < cllz —yll, Yo,y € E.
w. = 1. Para qualquer € > 0 existe § = E > 0 tal que
e —yll <6 =|T(x) =T <cle -yl <cd =€ Vz,y € E.
Logo, T' é continua. O

Obtem-se como resultados da proposicao anterior os seguintes corolarios.

Corolario 4.4. Seja T : E — F uma bijecao linear. Para que T seja um homeomor-

fismo, € necessdrio e suficiente que existam o« > 0 e > 0 tais que
aflzl| < ||T(2)] < Bllz]], Va € E.

Corolario 4.5. Sejam ||.||o e ||.||1 normas sobre um espago vetorial E. As sequintes

propriedades sao equivalentes:
i. Illlo e |llli sao normas equivalentes.

ii. A aplicagao identidade Id : (E,||.|lo) = (E,]||.]l1) € continua e a inversa também

é continua.

Segue um exemplo de normas definidas sobre o mesmo espac¢o, mas que nao sao
equivalentes.

=

2

1
Exemplo 4.34. Considere ||f|lo = sup{|fx|;z € [0,1]} e || f]2 = (/ f,f) normas
0

em C([0,1],R). Entao, ||fl|lo e ||f]]2 nao sao equivalentes.
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Com efeito, considere a sequéncia (fy), definida da seguinte forma

kx, seOﬁxS%
felx) =< 2 —ka, se%ﬁxﬁ%
0, se%ﬁxﬁl

conforme figura 4.5.

Figura 4.5: Grdfico de fy

Note que na norma || f||2, fx — 0 quando k& — oo, pois

1 3 1/k 2/k 3
| fe — 0|2 = </0 f;?) = (/0 (kx)de—i—/l/k (Z—ka:)de)

k’2 1 % 2 %
)@
Por outro lado, (fx) nao converge para a fun¢ao nula na norma |||y, pois

/5 = Ollo = sup{[fel; = € [0, 1]} = 1.

Portanto, a aplicacao identidade Id : (C[0, 1], ||.|lo) — (C[0,1],].]|2) nao é continua
no ponto f =0 de C([0,1],R), implicando, pelo corolario 4.5, que || f|o ¢ || f]|2 ndo séo
equivalentes.

Definicao 4.17. Sejam 11 e Ts transformacoes lineares. Diz-se que Ty e Ty sdo trans-
formacgoes iguais, se D(T) = D(T3) e se Ti(x) = Ty(z) para todo x € D(T7) =
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D(T).

Seja T uma transformagao linear. A restrigao de T : D(T) — W a um subcon-
gunto B C D(T) € denotado por T |p e esta transformagao € definida por T |g: B — W
tal que

T|g(z)=T(z),Vx € B.

A extensao da transformagao T a um conjunto M D D(T) € uma transformagao
T:M— W tal que
T |pry=T

isto ¢, T(x) = T(x) para todo z € D(T). Assim, T € a restrigio de T em D(T).
O teorema a seguir se refere a extensao de uma transformacao linear limitada.

Teorema 4.12. Sejam E um espag¢o normado e F' um espago de Banach. Considere
T : D(T) — F uma transformacdo linear limitada, onde D(T) C E. Entao T possui
uma extensao

T:D(T)— F

onde T ¢ uma transformagdo linear limitada de norma ||T|| = ||T|.

Demonstragao. Considere qualquer z € D(T). Se x € D(T') entao existe uma sequéncia
(xn) € D(T) tal que z, — x, logo existe T'(z). Suponha que = ¢ D(T), entdo dado
e > 0 existe ng € N tal que m,n > ng tem-se ||z, — z,|| < ﬁ Como T ¢ linear e
limitada, tomando m,n > ng

€
1T (2m) = T(@n)ll = T @m = z0) | = [T][J2m — 2]l < HTHW =€

Portanto, a sequéncia (7'(z,)) é de Cauchy em F' e como F ¢ completo, existe y € F
tal que T'(x,) — y em F.

Defina f(a:) = y. Note que esta definicao nao depende da escolha da sequéncia em
D(T) que converge para x. Suponha que x,,z, € D(T) tais que x,, — = e z, — .
Considere a sequéncia (v,,) tal que (v,,) = (21, 21,22, 29,...). Como cada um dos
termos desta sequéncia converge para x, entao a sequéncia v, — x. Assim, pelo item
i. do corolario 4.3 (pagina 90), a sequéncia (7'(v,,)) é convergente e possui 0 mesmo
limite que as subsequéncias (T'(x,)) e (T(z,)), ou seja, T'(vy,) — y.

Isto mostra que a transformacdo 7' é unicamente definida para cada z € D(T).

Como T ¢é linear entao T é linear, pois

T(ax+2)= T ( lim oz, + lim z)
= lim T(az, + 2)
n—oo

= lim T(az,) + lim T'(z)

n—oo n—oo

= al(z)+T(2)
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e como T(z) = T(x) para todo = € D(T), entdo T é uma extensio de T'.

Agora, como T ¢é limitada entao ||T(z,)|| < ||T||||z.||. Além disso x, — =z e
T(z,) = y = T(x), quando n — oo, e sendo a norma uma aplicacio continua, segue
que

1T ()| < IT]l[|]]-
<

Ou seja, T é limitada e |7 |7||. Por outro lado, |T| > ||T| pois sendo
a norma definida por um supremo, nao pode diminuir em uma extensao. Portanto,
I =T} O

4.5 Funcionais lineares e espaco dual

Um funcional linear é uma transformacao linear cuja imagem estd no corpo dos
escalares. Se o espaco considerado for um espaco vetorial V', entao o espaco dual de
V', que sera denotado por V*, é um espago vetorial constituido de todos os funcionais
lineares definidos em V. Agora, se E' for um espago vetorial normado entao o espago
dual de E, denotado por E’, é um espaco normado formado de todos os funcionais

lineares limitados.

Definicao 4.18. Seja V' um espago vetorial sobre o corpo K. Um funcional linear
f € uma transformacao linear com dominio D(f) em um espago vetorial V e imagem
no corpo dos escalares K, ou seja, f: D(f) CV = K, onde K=R se V ¢ o espago

vetorial real e K = C se V' € o espaco vetorial complexo.

Exemplo 4.35. Considere o espago vetorial V = R" e seja vy # 0 um vetor fixo de V.
A aplicacdo f: V — R tal que f(v) = (v,vp), para todo v € V, onde (,) representa o
produto escalar de v por vy, é um funcional linear. De fato, sejam v, v, € V e a € R
entao
flavy +vy) = (av; + ve,vp)
= ({awy,vg) + (v2,v0)
= a(vy,v0) + (v2,v0)

= af(vi) + f(va).

Definicao 4.19. Um funcional linear limitado [ é uma transformacao linear limi-
tada com dominio D(f) em um espago normado E e cuja imagem estd no corpo dos
escalares K, ou seja, f: D(f) C E — K. Assim, existe um nimero real ¢ > 0, tal que
para todo x € D(f),

|f(2)] < ¢l
Além disso, a norma de f €
171 = sup L)
venip 2]l

T#£0
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ou

Observagao 4.9. Note que com ¢ = || f|| na definigdo acima, entao, |f(x)| < ||f]|||z]-

Teorema 4.13. Sejam E um espago normado. Um funcional linear f : D(f) — K,

onde D(f) C E, € continuo se, e somente se, f € limitado.
A demonstragao é analoga a do teorema 4.11 (pagina 89) para o caso em que F' = K.

Exemplo 4.36. Seja f € C([a,b],R) definida por

f(o) = / o(t) dt

onde ¢ € C([a,b],R). Note que f é um funcional linear, pois para toda ¢,1 €
C([a,b],R) e « € R tem-se

b
flag +9) = / (ap + ) (t) dt

b
= [ asy+ vt

_ oz/abgo(t)dtnL/abw(t)dt

= af(e) + f(¥).
Além disso, f é um funcional limitado e tém norma |[f|] = b — a. Com efeito,
a norma considerada no espa¢o normado C([a,b],R) é dada por ||¢| = sup |¢(t)],
t€la,b]
conforme exemplo 4.24 (pagina 77). Assim,
b
ol = | [ et ] < (=) s 100 = =l
a €la,
ou seja,
[f (@)l < (b= a)llel. (4.24)

Escrevendo ¢ = b — a, segue que |f(p)| < c|l¢||, ou seja, f é limitado.
Agora, tomando o supremo sobre toda ¢ € C([a,b], R) de norma ||| = 1 em (4.24),
ou seja,
sup |f ()] < (b —a) sup o]
wel peC
llell=1 llell=1
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obtem-se
1l < (b—a) (4.25)

Escolhendo, em particular, ¢ = ¢y = 1, note que [|¢g|]| = 1. Da observacao 4.9
(pagina 95), segue que |f(o)| < [|.fIlllpoll. Assim,

|f(%00)|
ol

b
HE ~ |f(¢0)] :/ dt=b—a,

ou seja,

1l >b—a (4.26)
Portanto, por (4.25) e (4.26), ||f|| =b —a.

Exemplo 4.37. Seja f um funcional linear sobre o espaco ¢, definido no exemplo
3.8 (pagina 37). Seja a = (a;) = (aq,a9,...) € £* um elemento fixado. O funcional
definido por
fa) =" aimi, com & = (m:),
i=1

é linear, pois

oo

fz+y) = Z(Aaim + Qi) = )\Z ini + Z%Mi =M (@) + fy),
=1 i=1

=1

onde A € Key = (u;) = (i1, 2, . ..) € £2. Além disso f ¢ limitado. Com efeito, note
que fazendo p = 2 na proposigao 3.1 (pagina 34), Desigualdade de Holder, obtem-se a
Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Assim,

()] =

o
§ Qg
i=1

o0 o0 o
<D laaml < [ D laal®y | D il = Nallllz])-
=1 =1 i=1

Como a é fixo, tomando ¢ = ||a|| obtem-se |f(z)| < c||z]|, ou seja, f é limitado.

Agora, dado um espaco vetorial V' pode-se a partir deste definir outros espacos

vetoriais, como por exemplo, o espaco vetorial formado por todos os funcionais lineares

definidos em V.

Definicao 4.20. Seja V' um espaco vetorial. Considere o conjunto V* formado por

todos os funcionais lineares definidos sobre V| ou seja,
V*=A{f:V =K f € linear}.

FEste espago vetorial definido por V* é chamado espago dual ? de V. As operacoes

em V* sao definidas da sequinte forma:

2Também chamado espaco dual algébrico. Note que esta defini¢do ndo utiliza norma.
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i (f+9)(@)=f(x)+g(z),VfgeV' zeV.
ii. (af)(z)=af(z),VfeV*, zeV, ack

Considere, inicialmente, espacos de dimensao finita. Neste caso é possivel expressar

uma base para V* a partir de uma base de V', como seré visto no teorema 4.14. Observe

que Se V um espago vetorial de dimensao finita e {ej,es,...,€e,} uma base para V,
n

entao para todo x € V existem tnicos escalares §;,&2, ..., &, € K tais que x = Z &je;.
j=1

Como visto na defini¢ao anterior, os funcionais em V' constituem o espago dual V* de

V. Assim, para cada f € V*ex = Zgjej €V, tem-se

J=1

fla) =1 <Z @-ej) =D Gfe) =3 g (4.27)

onde a; = f(e;),7 € N. f é unicamente determinado pelos valores «; nos n vetores da
base de V. Por outro lado, toda n-upla de escalares ay, ..., a, determina um funcional

linear em V', como em (4.27).

Definigao 4.21. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e B = {ey,es,...,e,}
uma base de V. Entao o conjunto B* = {fi, fa,..., fn} € chamado a base dual de B,

onde

1, sei=7
files) {0’ . (1.28)
Isto é justificado pelo seguinte teorema.
Teorema 4.14. Sejam V' um espaco vetorial n-dimensional e B = {ey,...,e,} uma

base de V. Entao, B* = {f1,..., fn}, dado por (4.28), é uma base para o dual V* de
V,edimV*=dimV =n.

Demonstracao. Para mostrar que B* é uma base para V*, duas condigoes precisam ser
verificadas:

1. B* ¢ um conjunto linearmente independente.
ii. [B*] = V*, ou seja, que B* gera V*,

1. Considere a seguinte combinagao linear

i=1

Assim, para todo x € V, da igualdade anterior segue que

(Bifi+ . 4 Bufu)(x) = (Z Bifi) (x) = Zﬁzfz(x) = 0.
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Em particular, se x = e;, j € {1,...,n}, entdo
Zﬁifz‘(ej) = Zﬂi@'j = Zﬁi = ﬁj =0,
i=1 i=1 i=1
ouseja, f1 =0 =...=f, =0.

1. Como foi mencionado anteriormente, cada f € V* pode ser unicamente repre-

sentado como uma combinacao linear dos elementos de B*, ou seja, para cada f € V*

n
exr = ijej eV, tem-se

Jj=1

flz) =3 & (4.20)

com «a; = f(e;).

Por outro lado, usando a defini¢ao 4.21,

fi(@) = f (Z ékek) = Gfiler) =Y & =6
k=1 k=1 k=1

Portanto, substituindo §; = f;(z) na equagdo (4.29) obtem-se
f(x) =) af;(x).
j=1

Como x é qualquer, a tunica representacao do funcional linear arbitrario f em V em

termos dos funcionais fi,..., f, é

f:a1f1+"'+anfna

ou seja, o funcional f pode ser escrito em termos dos elementos do conjunto B*, logo
B* gera V*. Assim, dimV* =n =dim V. ]

Exemplo 4.38. Seja B = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,2)} uma base do R3, de forma que
x1 = (1,1,0), zo = (0,1,0) e 3 = (0,0,2). Para encontrar uma base B* = {f, fa, f3}
dual de B, note que

fi:R®*=R fo R® =R fs:R* =R
fi(zy) =6 =1 fo(z1) = 621 =0 f3(z1) =651 =0
fl(Iz) =012=0 f2($2) =0g =1 f3($2) =032 =0
fi(zs) =13 =0 fo(x3) = 023 =0 f3(x3) = 033 =1

Agora, qualquer elemento de R? pode ser escrito como combinacao linear dos vetores
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da base de R3. Logo,

(z,y,2) = a(1,1,0) + 5(0,1,0) +(0,0,2)

ou seja,
a=x
a+f=y=0=y—=x
z
y=z=>v=—=
v 8 5
Assim,

filz,y,2) = afi(zr) + Bfi(we) +vfi(zs)
= zl4+(@y—2)0+ (g) .0

= X

fo(z,y,2) = afa(xr) + Bfo(zs) ‘*‘Z’YfQ(x:s)
= 2.0+ (@y—o)1+ (5) .0

= y—a’,’

f3(x,y,2) = afs(zr) + Bfs(wz) + v f3(zs)

= 2.0+ (y—2).0+ (g) 1

2

Portanto, a base dual B* de B é dada pelos funcionais lineares fi, f2, f3 onde
z

fl(.CC,y,Z) =7, f2<33'73/72) =y—zxe f3(x7y7 Z) = 5

Considerando, agora, quaisquer dois espagos normados E e F, o conjunto B(E, F),
formado de todas as transformacoes lineares limitadas de E em F', também forma
um espago normado. Como consequéncia do lema 4.5 (pagina 86), tem-se o seguinte

resultado.

Teorema 4.15. Sejam E e F espagos normados. O espago vetorial B(E, F) € um

espago normado com a norma definida por

|7 (=)
T = sup =———= = sup ||T'(x)]|
z€E ||J7|| z€E
x#0 lz||=1

Demonstragio. As operagoes definidas no conjunto B(E, F') sdo as usuais, ou seja,
T, Ty € B(E, F) e escalar a € K, tem-se

i. (Ty+Ty)(x) =Ti(x)+ Ty(z), Vo € E.
ii. (aT)(x) =aT(z),Vz € E.

A demonstragao de que o espago vetorial B(E, F') com a norma do supremo, definida

acima, é um espago normado ¢ anéaloga a prova do item ii. do lema 4.5 (pagina 86). [
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O resultado seguinte afirma que se £ é um espaco normado, nao necessariamente

completo, o espago normado B(E, F') é completo se F' o for.

Teorema 4.16. Se E € um espago normado e F' é um espago de Banach, entao B(E, F)

¢ Banach.

Demonstragao. Seja (1,) uma sequéncia de Cauchy em B(FE, F'), entdo dado € > 0
existe ng € N tal que para todo m,n > ny tem-se ||T,, — T;,|| < e. Como (1},) é

limitada, para todo x € E' e m,n > ny obtem-se
[T () = T (@) || = (1o = To) () [| < [T = Tl < ell]]- (4.30)

Agora, para qualquer z fixo e dado € > 0 pode-se escolher € = €, tal que €, ||z|| < €.
De (4.30), tem-se
[T0() — Ton(2)[| <, (4.31)

logo a sequéncia (T,,(x)) é de Cauchy em F, para todo x € E. Como F' é de Banach,
existe y = T'(x) € F tal que T,,(x) — y. Isto define uma aplicagdo T': E — F, onde
y = T(z). Afirmagao: T = lim T,,. Esta aplicagao é linear, pois Vz,z € Fea € K,

n—oo
tem-se

T(ax +2) = lim T,(ax + 2)
n—oo
= lim (a7}, (x) + T, (2))
n—oo
= oo+ I )
= aT(x)+T(2).

Fazendo m — oo em (4.30), obtem-se
1T (z) = T(2)|| = (T = T) ()| < ef|]], (4.32)

para todo x € E e n > ng. Isto mostra que (7, — T)) € B(E, F). Como T,, é limitada,
T =1T,—(T,—T) élimitada, isto ¢ T' € B(E, F). Além disso, considerando em (4.32)

o supremo sobre todo x de norma 1, obtem-se para n > ng
T, —T| <e.

Isto é, T,, = T em B(E, F'), portanto B(E, F') é Banach. O
Este teorema possibilita a seguinte definicao.

Definigao 4.22. Seja E um espago normado. Entao o conjunto de todos os funcionais

lineares limitados em E constitui um espaco normado com a norma definida por

11 = sup L @)l

z€E ||«TH z€E
250 lel=1
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e é chamado espaco dual® de E e denotado por E'.

Teorema 4.17. O espaco dual E' de um espaco normado E € um espaco de Banach,

sendo E de Banach ou nao.

Demonstragao. Note que E' = {f : E — K; fé linear e limitado}. Assim, E' é um
subconjunto de B(FE, F), onde F' = K, ou seja, F' =R ou F' = C. Como K é completo,

aplicando o teorema 4.16, segue que o espaco normado E’ é Banach. O

Antes de apresentar alguns exemplos de espaco dual, seré apresentado um conceito
muito utilizado quando se quer investigar determinados espacos e que, em geral, inclui
seus respectivos duais. Neste caso, o conceito de isomorfismo sera ttil, pois o dual
de um espaco normado pode ser “identificado” com outro espago normado conhecido,
ou seja, o isomorfismo preserva certas caracteristicas que facilitam tal investigacao.
Para tanto, algumas propriedades precisam ser verificadas. Segue entao a definicao de

isomorfismo entre espagos normados.

Definicao 4.23. Um tsomorfismo de um espa¢o normado E em um espa¢o normado
E é uma transformacgao linear bijetora T : E — E que preserva a morma, isto €, para
todo z € E, ||T(x)| = ||=||-

Portanto T é wma transformacio isométrica. Diz-se que E e E sio isomorfos e
denota-se E = E.

Exemplo 4.39. O espaco dual de R” é R". Basta mostrar cada elemento em (R")’
pode ser identificado com um elemento em R, isto ¢, (R™)" = R™ (pois todo funcional

linear é continuo).

1
n 2
Para todo = € R", considere a norma definida por |z| = (Z |§k|2> , em que
k=1

x = (&,...,&). Seja {e1,...,e,} a base canonica do R". Cada =z € R"™ pode ser

representado de forma tinica como combinacao linear dos vetores da base, ou seja,

n
T = Z &;e;.
j=1

Note que como o espago é de dimensao finita, (R™)" = (R™)*. Seja f € (R™), isto

é, f: R™ — R linear e limitado. Ainda, para todo funcional f e x € R"™ tem-se
f(z) = Zﬁj%, onde v; = f(e;), (4.33)
j=1

e os nimeros y; = f(e;) sdo unicamente determinados por f.

3Também chamado dual, espaco adjunto e espaco conjugado. Note que esta definicio utiliza norma.
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Defina a seguinte aplicacao:

T:R"Y — R"
foom (flenso flea) = 01 ?)
Note T'(f) € R™ e T'(f) ¢ tnica, pois o funcional f ¢ unicamente determinado pelos

n vetores da base, logo T esta bem definida. Além disso T' é linear, pois para quaisquer

funcionais f,g € (R")' e a € R tem-se

T(af+g)= ((af+g)(er),....(af +g)(en))
(

= af(€1)+9(61) af(en) +g(en))
= a(f(el),..,,f(en))Jr(9(61),---,9(%))
= oT(f)+T(g)
Afirmagao: T preserva norma, ou seja, [|T(f)| = ||f|l ou, de forma equivalente,
H(fygf), . ,fy(f))H |fIl. De fato, aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz em

(4.33), resulta que

[ SIS

D) <Y1l < <Z|€j!2> (Zm(»f)lz) = Izl ITCHII (4.34)
j=1 k=1 k=1

Agora, considerando o supremo sobre todo x de norma 1, segue que

LA < ITCHI- (4.35)

No entanto, para = (vff), o ,%(«/t)) e da linearidade de f, obtem-se de (4.34) que

[f@)] = 1f(1" ,---7%))|

= |f(f(ex),...., flen))

= |f(f(er)er + ...+ flen)en)]
= |f(er)f(er) + ...+ f(en)f(en)]
= |f2(er) +.. +f2(€n)!

= fz(el) -+f2(€n)

= Z |51
= |T(H)IP

Por outro lado, como f é um funcional limitado, tem-se

[f @) < Il

onde || f|| = sup |f(z)|. Logo, substituindo |f(z)| = || T(f)||* na desigualdade acima e
TERM
[[=f|=1
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como r = (yff), . ,%(Lf)) =T(f), resulta que

ITHI* < AT

ou seja,
[THIF < NI (4.36)
Portanto, por (4.35) e (4.36) segue a igualdade desejada,

A= 1TCHI-

Note que |[T(f)|| = ||f]l = 0= f =0, ou seja, T & injetora e portanto, dim N(7T") =
0. Usando o Teorema do Nicleo e da Imagem, segue que T é sobrejetora. Logo, como

T & bijetora e preserva norma, entao 7 : (R")" — R™ é um isomorfismo e (R™)" = R™.

Os proximos exemplos serao com espacos de dimensao infinita, mais especifica-
mente, espagos de sequéncias. Neste caso é natural pensar como seria uma base para
estes espacos. Uma base para um espago vetorial V' de dimensao finita é um conjunto
linearmente independente que gera todo o espaco. Porém, se o espaco for de dimen-
sao infinita, qualquer base vai possuir infinitos elementos e, neste caso, estes infinitos

vetores podem formar uma base chamada base de Schauder, como a seguir.

Definicao 4.24. Uma base de Schauder de um espagco normado E € um conjunto
de vetores {ey, e, ...} satisfazendo que para todo x € E existe uma unica sequéncia de

escalares (o) tal que
|z — (arer + ... + agen)|| = 0 quando n — oo.

A partir da definicdo acima, seguem os exemplos referentes ao dual do espaco ¢! e
do espago /P.

Exemplo 4.40. O espago dual de ¢! & isomorfo ao espago (>, isto ¢, (¢*) = (. Como
visto na segao anterior, cada elemento do espaco ¢! é uma sequéncia de niimeros (reais

ou complexos) cuja soma em modulo converge, ou seja,

0t = { v =(§)jen = (&, &,...) €05 ) |g] < 00 },
j=1

e a norma ¢ definida como segue

Izl = 1&l-
j=1

Cada elemento do espago £*° ¢ uma sequéncia limitada de niimeros (reais ou complexos),
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isto é,

% = { y = (Mi)jen = (1, m2,..) € 6% [ < ¢y, },
onde ¢, é um namero real que pode depender de y. A norma definida neste espago é a
do supremo,

[yl = sup |n;].
JEN

Uma base de Schauder para ¢ ¢ dada por e; = (1,0,0,...), es = (0,1,0,...),
e3 = (0,0,1,...), e assim sucessivamente. Cada x € ¢! pode ser representado de forma

dnica como combinacao linear dos vetores da base, ou seja,

oo
T = Z &;e;.
j=1

Seja f € ('), isto &, f linear e limitado. Ainda, para todo funcional f e x € ¢! tem-se
x) = ij'yj, onde v; = f(e;), (4.37)
=1

e os nimeros y; = f(e;) sdo unicamente determinados por f.

Defina a seguinte aplicacao:

Ty o 6
o= () =0le),j=12,...

Note que T estd bem definida, pois como o funcional f é unicamente determinado
pelos vetores da base, T'(f) é tnica e além disso, como f é linear e limitado e ||e;|| =1

entao

il = 1f (el < LfHles Il = N1A1

assim, considerando o supremo da desigualdade acima obtem-se
Sug\w! =sup|f(er), ..., flen),--- | £l (4.38)
je

ou seja,

ITCHI < [£]I (4.39)

Assim, (v;) € €%, isto &, T(f) € . T ¢ linear, pois para quaiquer f,g € ((*) e a € K
tem-se
T(af +9) = ((af +g)(er), ..., (af +g)(en),...)
= (af(e )+9(6z) saf(en) +glen), ..
= aff(er),. (n), )+ (g(er), ..., g9(en), .. )
= ozT(f)+T( ).

Por outro lado, para todo y = (1;) € ¢*° pode-se obter um funcional linear limitado
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g € 0 tal que T(g) = y. De fato, definindo g € ¢! por
g(x) = &,
=1
onde z = (§;) € (*, entdo g ¢ linear, pois

gloz +2) = Y (a& + p)n;

<
Il
—

[
NE

(a&m; + pyny)

= a) &ni+ Y
=1 =1

= ag(r) +9(2),

<
Il
-

onde z = (u;) € * e a € K, e sua limitagao segue de

lg(@)| < Y 1&ml < supln] Y 151 = sup gl llz]l = lly]| ll]]-
=1 JEN =1 Jj€EN

Portanto, g € (£'), ou seja, T é sobrejetora. Agora, resta mostrar que T preserva

norma. De (4.37), obtem-se

7@ = > &

<> g1yl < sup 1) 16 = 1T -
j=1 Jj=1

Considerando o supremo sobre todo x de norma 1, a desigualdade acima resulta em

A< TCHI- (4.40)

Logo, por (4.39) e (4.40) segue que

IO = [171-

Agora, |T(f)|| = ||f]l = 0= f = 0, ou seja, T é injetora. Portanto, como T ¢é
bijetora e preserva norma, segue que T : (/1) — (> é um isomorfismo e (¢!) = (.
Exemplo 4.41. O espaco dual de /P é isomorfo /7, onde 1 < p < 0o e ¢ é o conjugado
de p, isto é, — + — = 1. Todo elemento de ¢F é uma sequéncia de ntmeros (reais ou

p g

complexos) cuja soma em modulo converge e a norma é definida como segue

=)= (6. ) el =) |G <o & H%Z(ZI&V") :
j=1

j=1
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Como no exemplo anterior, uma base Schauder para o ¢? é dada por e; = (1,0,0,...),
es =(0,1,0,...), e3 =(0,0,1,...), e assim por diante. Cada x € % pode ser represen-

tado de forma tnica como combinacao linear dos vetores da base, ou seja,

00
xr = Z §j€j.
7j=1

Seja f € (/P), onde (¢?) é o dual do espago /P. Como f é linear e limitado, para todo

x € /P tem-se

fl@) =&, onde ;= f(e;), (4.41)
j=1

e os nimeros y; = f(e;) sdo unicamente determinados por f.

Seja q o expoente conjugado de p e para cada n € N, considere x,, = (f(n)

;) com

|75 .
n e, sej<neq; #0,
g€ =0 ’ (4.42)

0, sej>nou~y;=0.

Substituindo em (4.41), obtem-se

[e.9]

flaw) =3 €y =301

,’q
J
i=1 i

=l (4.43)
j=1

Considerando (4.42) e que (¢ — 1)p = ¢, como f é limitado tem-se

F @) < I zall = 1] Z|§§">|p>
j=1

1
P)p
1
n P
= I/l vaq-”p)
7j=1
n 3
= A D Iyl
7j=1

n

,y_;]

= I/l "

Jj=1

[un

ou seja,

£l < I (Z w)p . (4.49)

Substituindo (4.43) em (4.44) resulta que
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1
n n P
St < 1] (zw) |
j=1 Jj=1

1 1
Como 7; #0 e — =1 — —, entao
4q p

1

Z 751 n 1-1 n L
=1
Iz 2 = <Z w) - (Zw) .
p =1

(Z w)

Fazendo n — oo na desigualdade acima, obtem-se

HE (Zw) g (4.85

ou seja, (vy;) € (1.
Defina a seguinte aplicacao:

T: Py — (1
foom () =(f(e),i=12...

Note que T estéa bem definida, pois T'(f) é unica e T'(f) € ¢7. Além disso, T' é linear
(como no exemplo anterior). Para ver que T é sobrejetora, é preciso obter para todo
y = (n;) € £9 um funcional linear limitado g € ¥ tal que T'(g) = y. De fato, definindo
g € ¢4 por

g(@) = &mj,
j=1

onde x = (&) € (', entdo g é linear (como no exemplo anterior). Além disso g é

limitado, pois utilizando a Desigualdade de Holder (pagina 34) segue que

D=

lg(z)] < Z €mjl < (Z |§j\p> (Z \le|q> = ||zl ly]]-

Considerando o supremo sobre todo = de norma 1, obtem-se ||g|| < [|y||, ou seja,
g € (f?)'. Resta mostrar que T preserva norma. De fato, novamente aplicando a

Desigualdade de Holder em (4.41), resulta que

@)<Y el < (Z |»:jrp>p (Z w)q = el 7 ()

Jj=1
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Considerando o supremo sobre todo x € /7 de norma 1, obtem-se

LA < TCHI- (4.46)
Logo, por (4.45) e (4.46) tem-se

A= 1TCHII-
Agora, note que ||T(f)|| = || f]| = 0= f =0, ou seja, T é injetora. Portanto, como

T & bijetora e preserva norma, seque que 7' : (/%) — (7 ¢ um isomorfismo e assim,
(eP) = (9.

A construcao do espaco dual das fungoes continuas sera considerado no capitulo
6, pois requer em especial um teorema chamado Teorema de Hahn-Banach. O mesmo

serda abordado posteriormente.



5 Espacos de Hilbert

O espago H de Hilbert é um espaco vetorial munido de produto interno cuja métrica
determinada por esse produto interno o torne um espaco completo. Com a norma defi-
nida a partir do produto interno conclui-se que todo espago de Hilbert é, em particular,
um espago de Banach.

Em um espacgo vetorial V' de dimensao finita com produto interno é possivel definir
o conceito de ortogonalidade entre vetores e partir disto obter algumas propriedades
como, por exemplo, escrever o espaco V como soma direta de um subespago de V'
com seu complemento ortogonal. A ideia é generalizar estes resultados para espagos de
dimensao infinita, que neste caso, sao os espagos de Hilbert. Conjuntos ortonormais
estao fortemente presentes neste contexto.

Quando se fala em “base” para um espaco de Hilbert, algumas situagoes precisam
ser consideradas, pois o conceito de base nao se apresenta da mesma forma que nos
espagos vetoriais (a menos que o espago seja de dimensao finita).

Um teorema muito conhecido é o Teorema da Representacao de Riesz que se refere
a representagao de funcionais lineares continuos no espaco de Hilbert, o qual afirma

que o espaco dual de um espaco H de Hilbert é isometricamente isomorfo a H.

5.1 Definicao e exemplos

Além da definicao e exemplos de espagos de Hilbert, serao abordados: identidades de

polarizacao, continuidade do produto interno, completamento, entre outros resultados.

Definicao 5.1. Seja E um espacgo vetorial sobre um corpo K . Um produto interno
sobre E é uma aplicagao (.,.) : E x E— K que associa a cada par (x,y) € E X E um
escalar (x,y) € K, de forma que para quaisquer vetores x,y,z € E e escalar o € K sao

verificadas as sequintes propriedades:
PI1) Distributiva: (x + vy, z) = (x,2) + (y, 2);

PI2) Homogeneidade: (ax,y) = a(x,y);

PI3) Hermitiana: (x,y) = (y,x);

109
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Pl}) Positiva definida: (x,x) >0 e (r,z) =0< x =0.

Observacao 5.1. Das 3 primeiras propriedades citadas acima, segue que
(a) (az+ By, z) = afz, 2) + By, 2);
(b) (z,ay) = alz,y);
(c) (w,ay + Bz) =alw,y) + B(z, z).

Exemplo 5.1. Sejam V e W espagos vetoriais sobre K. Seja T : V. — W uma
transformacao linear injetora. Considerando que a aplicagao f: W x W — K define
um produto interno sobre W, entao a aplicacao g : V x V — K tal que, para todo
z,y €V, glz,y) = f(T(x), T(y)) define um produto interno sobre V.

De fato, g esta bem definida e para todo x,y,2 € V e a € K tem-se:

PI1)
g(x+y,2) =

PI2)

PI3)
g(z,y) = f(T(x),T(y))

PI4)
9(0,0) = £(T(0),T(0)) < £(0,0) L 0.

Como T é injetora, entdao para x € V, x # 0 implica que T'(z) # 0 e por f ser

um produto interno, segue que
g(x,2) = f(T(x),T(z)) > 0.

Note que g(z,y) = (z,y) = (T'(x), T(y)) = f(T'(x),T(y)), para todo z,y € V.

Definicao 5.2. Seja E um espago com produto interno. Define-se a funcao N : E — R

por N(z) = \/(x,z), para todo x € E.
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Observagao 5.2. Observe que N(x) > 0 para todo z € E e N(z) = 0 se, e somente
se, z = 0. E além disso, N(az) = |a|N(x), para todo a € K e z € E. Com efeito,

N(az) = \/{az, ax) = Vaa(z,z) = /]a|2(z, z) = |a|/(z,2) = |a|N(z

Em vez de N(x) sera utilizada a notacao N(x) = ||z||.
Segue a Desigualdade de Cauchy-Schwarz para espaco com produto interno.

Proposicao 5.1. Seja E um espago com produto interno. Entao, para todo x,y € F

tem-se
[z, y)| < [lzl[[y]l-

Demonstracao. Note que se x = 0 ou y = 0 segue o resultado. Suponha entao x # 0 e

y # 0. Assim, para todo a € K tem-se

0< ||z —ayl*= (v —ay,x —ay)
= (z,2) —a(z,y) — afy, z) + a(y,y)
= (v,7) —a(z,y) — a[{y, ¥) — a(y, y)].

Como y # 0, considerando @ = W2 %) sabendo que (y,x) = (z,y), a desigualdade

acima resulta em

(y, )

@w%—a<%x%—@zﬁww>

ou seja,

2 9)?

Iyl

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por ||y||? tem-se

0 < [l]|* —

0 < [lzl*lyll* = Iz, m)I*,

isto é,
[z, ) < Nl [ly]I*.

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados segue o resultado,

(=, )| < [l [lllyll-
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Corolario 5.1. Um produto interno sobre E define uma norma em E, ou seja, para
todo x € V' define-se

o]l = v/ ().

Demonstracao. Basta verificar a desigualdade triangular, que é a condicdo N3) de

norma. Note que

lz+yll* = (z+y,z+y)
= (v,7) + (z,y) +{y,2) +{y, )
z)1* + (z,y) + (y, ) + [[ylI*.

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz

(=, 9)| = [y, 2)| < [[lllyll,

logo,
lz]1* + 2z, »)| + [lyl?
1% + 2/l ly I+ llyl®

Cllll =+ Nyl

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade, resulta que

|z + ||

VARVAN

lz +yll < llzll + [yl

O

Uma propriedade importante em um espaco com produto interno é o fato de que a
norma definida neste espago satisfaz a lei do paralelogramo, como mostra a proposi¢ao
abaixo. Se a norma nao satisfizer esta propriedade entao diz-se que ela nao provém de

um produto interno.

Proposicao 5.2. (Lei do Paralelogramo) Sejam x e y vetores em um espago com

produto interno. Entao
lz +yl* + lle = ylI* = 2|z ]1* + ly[1*)-

Demonstracao. Seja E um espaco vetorial com produto interno. Para todo z,y € V

tem-se
e +yl* +llz—yl* = (@+y,z+y) +{@—y,x—y)
_|_

= (z,2) +(2,y) + (¥, 2) + (¥, 9)
+ (7, 2) — (2, 9) — (¥, ) + (Y, )
= 2(z,z) +2(y,y)

= 2([l=l* + lyl*).
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Definicao 5.3. Seja E um espaco com produto interno. Dois vetores x,y € V sdo
ortogonais se (x,y) = 0 e denota-se por x L y. Dados quaisquer subconjuntos A, B C
V, diz-se que v | A se x L a para todoa € A, e A L B sea L b para todoa € A e
todo b € B.

Exemplo 5.2. Seja FF um espago vetorial com produto interno sobre R. Se para todo

xz,y € V ocorrer que ||z + y||=||x — yl|, entdo x L y. Com efeito,

le+yl=llz—yl= (@+yr+y)=(-yr-y)
= |zl + 26z, y) + lyl* = l=l* = 2(z, y) + Iyl
= (2,y) =0,
ou seja, r e y sao ortogonais.

Se em um espago com produto interno dois vetores sao ortogonais, entao vale o

Teorema de Pitagoras, como abaixo.

Teorema 5.1. Seja E um espaco com produto interno. Considere x,y € E tais que
x 1y, entao
lz +yll* = ll=l* + Iyl

Demonstra¢ao. Como z L y entdo (z,y) =0 = (y,x). Logo,

lz +yll* = (@ +y, 2 +y) = (@,2) + (2, 9) + (g, 2) + (y,9) = |=]* + lly]*.

Os espagos a serem considerados neste capitulo sao definidos como segue.

Definicao 5.4. Um espag¢o de Hilbert é um espago com produto interno que é com-

pleto (relativamente a norma proveniente do produto interno).

Exemplo 5.3. O espago C" é um espaco de Hilbert com produto interno definido por

(T,y) =&+ ... + &,

onde z = (&,...,&,) ey = (m,...,n,) sdo elementos de C". A norma proveniente

deste produto interno é definida por

loll = Vo) = e+t 6 = VP + P = (Z w) ,
j=1

e a métrica é dada por

(ST

d(z,y) =z —yl|l = V{r—y,z—y) = <Z|£j —m!2>
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Observacao 5.3. A partir da definicao acima, note que todo espaco de Hilbert é
um espago de Banach cuja norma provém do produto interno, ou seja, o espago de
Hilbert é um espaco de Banach com a norma associada ao produto interno. Este fato
sera muito 1util, pois os resultados apresentados para o espago de Banach, no capitulo
anterior, seguem de modo anélogo para espacos de Hilbert, o que simplificaré algumas
demonstragoes. Porém note que nem todo espaco de Banach é um espaco se Hilbert,

como sera exemplificado a seguir.

Exemplo 5.4. Foi demonstrado no capitulo anterior, que o espaco /, 1 < p < oo, é
Banach. Porém, para p # 2 este espago nao é um espag¢o com produto interno, logo
nao é de Hilbert. Note que considerando p = 2, a norma definida neste espago coincide
com a norma do espago C" ou R", conforme as sequéncias forem complexas ou reais,

ou seja, para todo z,y € (2, tem-se

2l = v/ (2, 2) = <Z|£j\2> :

onde z = (&1,&s,...), y = (M1, M2, .. .) e o produto interno é definido por
(w,y) => &5 (5.1)
j=1
Note que este produto interno esta bem definido. Com efeito, como z,y € ¢? entdo
Z 67 < oo e Z In;|* < oo,
j=1 j=1

logo, pela Desigualdade de Holder (pagina 34)

> 1gml < (Z\fﬁ) (Zlnﬂ?) < .
j=1 j=1 j=1

Nao é dificil verificar que (5.1) satisfaz as propriedades de produto interno. Por-
tanto, ¢? é um espacgo de Hilbert cujo produto interno é definido por (5.1).

Agora, para p # 2 a norma nao pode ser obtida a partir do produto interno. Isto
porque a norma nao satisfaz a lei do paralelogramo (proposi¢ao 5.2). De fato, basta
considerar as sequéncias z = (1,1,0,0,...) € # ey = (1,—1,0,0...) € 7. Note que

1
]l =27 = lyll,

e além disso,

[ +yll =2 = [l -yl



Defini¢ao e exemplos 115

ou seja,
=+ yll* + llz = yll* # 2l + ly]I*).

Portanto, o espago /P, com p # 2 nao é um espago de Hilbert, pois a norma

proveniente do produto interno nao satisfaz a lei do paralelogramo.

Exemplo 5.5. No espago C([a, b],R) a norma definida por

If[I'= sup |f(?)]

te[a,b]

nao pode ser obtida a partir de um produto interno, uma vez que nao satisfaz

a lei do paralelogramo. Com efeito, considere f(t) =1 e g(t) = b—_a. Note que
—a
I =1=1gll.
Além disso,
—a t—a
FO) o) =1+ =% e J@) gy =1 L

Assim,

If +gll = sup [f(t) +9(O)] =2 e |[f —gll = sup [f() —g(t)] = 1.

t€[a,b] t€la,b]

Logo,
1f+ gl +11f =gl =5 #4=2(IfI* + llg]]*)-

Portanto, como a norma nao satisfaz a lei do paralelogramo, ela nao provém de um

produto interno, implicando que este espago nao é de Hilbert.

No proximo exemplo a norma provém do produto interno, mas o espaco nao ¢é de
Hilbert.

Exemplo 5.6. Considere o espago vetorial V' = C([a, b], R) munido do produto interno

b
(f,g) = / f(Dg(tydt, f.geV. (5.2)

Note que este produto interno estd bem definido e satisfaz para toda f,g,h € V e
a e R:

PI1)
(f +g,h) = / () + g(t)]h(t) dt = / F(OR(E) + g(Oh(e)] di

b

_ / Cron e+ [ gn) di
= (f,h)+{g,h).
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PI2)
@1.0)= [ araar=a [ )i =als.o)
PI3)
o= [ swaea= [ g =01
P14)

%ﬁZ/ﬂwmﬁ:/UWMt

e, neste caso, (f,f) = 0 < f =0, pois se (f, f)=0 entdo f = 0. Por outro
lado, se f # 0 entdo existe zg € [a, b tal que f(x¢) # 0. Como f é continua em
[a, b], deve existir uma vizinhanca de xo, V,,, C [a,b], tal que f(zq) # 0 para todo

x € [a,b] (Teorema da Conservagao do Sinal). Assim,

/U@PﬁZLLWWﬁ>Q

0o

e, portanto, (f, f) > 0se f # 0.
Considere agora a norma proveniente do produto interno

b 2
1
1= tr0 = [rera) (5.3
Agora, embora a norma provenha do produto interno, o espaco nao é completo.
Com efeito, considere [a,b] = [—1,1] e
( 1
-1, se — 1<t ——,
m
1 1
fm(t) =< mt, se —— <t < —,
m m
1
1, se —<t<1
\ m

Note que quando m varia, a sequéncia (f,,) é de Cauchy em C([—1, 1], R). De fato,
observe que

||fm . an2 _ /_1[fm(t) . fn(t)]th = /_ﬂz(m — n)2t2 dt = g%

m

onde m,n € N. Supondo m < n (analogo para m > n), se n —m < m entao

2(m—n)2<2m2 21_>0 d .
- 7 —_ - uanao m Q.
3 m3 —3m3 3m » 4
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Caso n —m > m entao n > 2m, por exemplo, n = 2m + k, k € N. Assim, quando

m — 00 tem-se n — 00 e, neste caso,

_ )2 e )2 2 2 2
QWzn)Sg(m kP _2(m+k) :zczﬂ§_£:§O+ﬁ)_£%Q
m

m3 3 m3 3

quando m — co. Assim, em ambos os casos tem-se

1 3
|mfﬁw=(/ymw—nwﬁ@ 0, quando m,n — oo.

Contudo, (f) ndo converge para uma fungao em C([—1, 1], R). Denote

Yﬁ(t):{ —1, set <0,

, set >0,

que nao é uma fungao continua. Dada qualquer fungao f em C([—1,1],R), segue a

partir da desigualdade triangular que

7)) =@l = [f(E) = () + fin(t) — ()]
< () = fm@ + [[fm(t) = 2@,

ou seja,

1F (&) = L@l < 1F@) = falO + (| fm(t) = ()]
Logo,

(ﬁww—wwﬁ@és(Cuw—nw%¢f+([ﬁmw—wmw07

Como f é uma funcao continua, a integral a esquerda da desigualdade é diferente
de zero. Além disso, é facil ver que

[fin(t) — 1(t)]? dt = 0.

lim

1
m—oo 4

Portanto,

[um—ﬁﬁWﬁ

1

nao converge para zero quando m — oo. Resulta disto que o espago C([a, b],R), com a

norma em (5.3), nao é completo.

E conhecido que um produto interno corresponde a uma norma, pelo corolario 5.1
(pagina 112). Agora, é possivel a partir de uma norma descobrir qual o produto interno

associado a esta norma, desde que a norma satisfaga a lei do paralelogramo (proposigao
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5.2). Neste caso, a proposigao abaixo mostra como deve ser definido o produto interno

a partir da norma.

Proposicao 5.3. (Identidade de Polarizag¢ao) Em todo espago com produto interno
tem-se

1. Se o espaco for real:

1
(w.y) = 7z +yl* = ll= = yl). (5.4)
1. Se o espago for complexo:
1 . . . .
(w.y) = 7l +yll* = lle =yl +illz + iyl — illz — ayll*), (5.5)
onde )
Re (z,y) = Iz +yl* = llo = y|*) parte real

1
Im (x,y) = Z(Hx +iy||? — ||z — dy||*) parte imagindria.

Na referéncia [7] (em apéndice) é demonstrado que sendo E um espago normado
cuja norma satisfaz a lei do paralelogramo, entao a sua norma provém de um produto
interno, onde o mesmo ¢ definido como na proposi¢ao acima.

O lema a seguir se refere a continuidade do produto interno que, assim como a

Desigualdade de Cauchy-Schwarz, é frequentemente utilizada.

Lema 5.1. Sejam E um espago com produto interno e (x,) € (y,) duas sequéncias em
E. Sex, »>x€E ey, > y€E, entio (xn,yn) — (T,Y).

Demonstracao. Note que
[(#n, yn) = (@, )] = [(@n, Yn) = (0, y) + (@0, ) — (2,9)].
Utilizando a desigualdade triangular, segue que
[(Zns yn) — (2, 9)] < s yn) — (@ns )] + [, y) — (2,9)].
Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz resulta que
0 < [{zn, yn) — (& 0)| < [2nllllyn — yll + llzn — =[]yl

Como z,, — z e y, — ¥y, entao (z, —x) — 0 e (y, —y) — 0 quando n — oo, logo

pela desigualdade acima e pelo Teorema do Confronto, tem-se

(%, yn) = (2, 9)| = 0
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quando n — oo, ou seja, (z,,y,) — {(x,y). Portanto, pelo teorema 3.3, o produto

interno é continuo. ]

Uma importante aplicacao deste lema é o fato de que todo espago com produto
interno pode ser completado. O completamento é um espaco de Hilbert e este é tinico
exceto por isomorfismo. Segue entao a definicao de isomorfismo para espa¢o com

produto interno.

Definicao 5.5. Um isomorfismo T de um espaco com produto interno E em um
espaco com produto interno E sobre o mesmo corpo € uma transformacao linear bijetora

T:-E—E que preserva produto interno, ou seja, para todo x,y € E tem-se

(T'(x), T(y)) = (z,y).
Diz-se que E e E sdo isomorfos e denota-se por E = E.

Observacio 5.4. Note que T ¢ uma isometria de E em E, pois a distancia de E a E

¢ determinada pela norma definida pelo produto interno entre E e E.

Teorema 5.2. (Completamento) Para todo espago E com produto interno existe um
espaco de Hilbert H e um isomorfismo T de E em um subespaco denso W C H. O

espaco H € unico exceto por isomorfismo.

Na referéncia [9] ¢ demonstrado que todo espago com produto interno possui um

completamento H, nas condic¢oes citadas acima.

Definicao 5.6. Um subespaco F de um espa¢o com produto interno E € definido
como sendo um subespaco vetorial de E considerando o produto interno de E restrito
a F'x F.

Semelhantemente, um subespaco F' de um espaco H de Hilbert é definido como

sendo um subespaco de H, considerado como um espaco com produto interno.
Teorema 5.3. Seja F' um subespaco de um espago H de Hilbert. Entao:

i. F' € completo se, e somente se, F' € fechado.

1. Se F' é de dimensao finita, entao F' é completo.

Demonstracao. Considerando que todo espaco de Hilbert é um espago de Banach, cuja
norma provém do produto interno, entao a demonstracao do item i. segue do teorema

4.6 (pagina 80) e a do item ii. segue do teorema 4.5 (pagina 74). O
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5.2 Algumas propriedades referentes ao complemento

ortogonal

Considere os subconjuntos X e Y de R? definidos por X = {(¢,1/t),t € RT} e
Y ={(t,0), t € R}, como na figura 5.1.

Figura 5.1: Distancia de X a Y

Note que X NY = () e no entanto a distancia entre os conjuntos X e Y é zero,
isto ¢, d(X,Y) = 0. Agora, considere um subespago W de um espago vetorial £ com
produto interno e um vetor vy € E de forma que vy ¢ W. Neste caso d(vo, W) > 0 e

além disso é possivel determinar um vetor wy € W tal que
d(vp, w) = inf{d(vo, w), w € W} = d(vo, wy).

Para determinar wy € W, que é o vetor que minimiza a distancia entre vy € E
e W, precisa-se da definicao de complemento ortogonal. Mas, inicialmente, fazem-se

necessarias as seguintes definigoes.

Definicao 5.7. Sejam V um espaco vetorial sobre o corpo K e x,y € V. O segmento

que une x ey em V € definido como sendo o conjunto de todos z € V' da forma
z=azr+ (1 - a)y,

ondeac e ReO0<a<l.

-

Definicao 5.8. Seja V' um espago vetorial sobre o corpo K. O subconjunto W C 'V €

dito ser convexo se para todo x,y € W o segmento que une x ey estd contido em W.

Considere E um espago com produto interno e F' subconjunto de E. O teorema
seguinte se refere & melhor aproximacao de x € F por vetores de F', na forma como

segue.
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Teorema 5.4. Seja E um espaco com produto interno e considere F # () um subcon-
Junto convexo que é completo (na norma induzida pelo produto interno). Entao para

cada v € E existe um unico yy € F' tal que
d(z, F) = inf ||z —y|| = [lz = yol- (5.6)
yeF

Demonstracao. Note que é preciso mostrar a existéncia e a unicidade. Para simplificar
a notagao sera utilizado 0 = d(zx, F).

1
i. Existéncia: Seja 0 = inlf7 |z — y||. Pela defini¢do de infimo, dado € = — existe
ye n

uma sequéncia (y,,) € F tal que
1
0 <|lz—ynl <0+ —.
n
Fazendo n — oo, segue que
|z — ynl| = 0 — 0. (5.7)

Esta sequéncia (y,) é de Cauchy. Com efeito, escrevendo y, — x = v,, tem-se

llvn|| = 6, e ainda
Yn T Um
o4 0ll = N =)+ (o = )] = -+ = 20 = |2 (2522 =)
_ 2‘ Yn + Ym _$H
2
> 29,
(5.8)

pois (Yn + Ym)/2, ja que F' é convexo. Além disso, y, —x = v, implica ¥, —Ym = Vp— .
Assim, como ||v,|| = 0, de (5.8) e pela lei do paralelogramo (proposigao 5.2) resulta
que
19 = Yll® = o = vall* = =llvn + vial* + 2([Joa]l* + [Joml*) < —(20)% +2(37 + 67,),
ou seja,

1Y — yml|* < —(26)* + 2(0% + 62,) = 0

quando n,m — oo, por (5.7). Isto implica que (y,) é uma sequéncia de Cauchy.
Como F' é completo, existe yg € F' tal que y, — yo. Pela definicao de 9, tem-se que

|z — yol| > 6. Usando este fato, segue que

0 <[l =yoll = Iz = yn + yn = oll < ll2 = ynll + l[gn = voll = n + lyn = ol
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Como 9, = 0 € ||yn — yo|| = 0 quando n — oo, a desigualdade acima resulta que
0 < |lz —woll <9,

ou seja,
0 = llz = yoll

Portanto, § = inf ||z — y|| = ||z — wol|-
yeF
1. Unicidade: Para provar a unicidade suponha que existam y,yo € F' tais que
[z =l =0 e Jlz—yll =4

Pela lei do paralelogramo (pagina 112),

||2 —

ly —wll?=lly —z+z —yl* =

Ity = =) = (yo — )|

= 2|\y—$|\2+2HyO—$H2—H(y;fﬂ)ﬂL(yO—%)HQ
_ 252+252—H2 y+y0—x)

2
2
L o2 ||V x‘
2
= 452—4Hy+y° —mH .
2
Como F ¢ convexo, (y+1o)/2 € F, e
Hy-l-yo _xH >
2
Entao,
Y+ ?
ly — yol|* = 467 —4H 5 —xH < 46% —46% =0,
ou seja,
||y - yOH - 07
e portanto, y = yo. Isto mostra que existe tnico y, satisfazendo (5.6). O

Lema 5.2. Com as hipdteses do teorema anterior, seja E um espaco com produto
interno e considere Y # () um subespago completo (na norma induzida pelo produto

interno). Entao z = x — yy € ortogonal a Y.

Demonstracao. Suponha que z | Y seja falso. Neste caso, existe y; € Y tal que

<Z7y1> - 6 7é 0.

Note que y; # 0, pois caso contréario (z,y;) = 0. Além disso para qualquer escalar
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a € K tem-se

I?= (2= ay,z—oy)

Iz —am {

= <Z7Z> - a<Z7y1> - a<y1a Z> + aa<ylyy1>
(
{

Z, Z> - a<z7y1> - a[(yl,z') - a<y1;yl>]

z,2) —aB —a[f —aly, y1)]-

Como y; # 0, escrevendo & = g , resulta que
(Y1, 91)
5 |B8/*
z—ay||” =(z,2) — . 5.9
I = ol = (2,20 = =2 (59)

Pelo teorema 5.4 (pagina 121), § = || — yo|| = ||z]|. Assim, de (5.9) segue que

2 2
N R sy i Ll S
91 1
ou seja,
|z — ay|]® < 0% = ||z — am| < 6. (5.10)

Mas isto nao é possivel, pois

z—ayy=x—1Yyy onde Yy =y-+ay €Y,

e como § = inlfJ |z —yl| = ||lx — yol| = ||z]| segue que ||z — ay|| > 6. Portanto, (5.10) é
ye
uma contradi¢do, isto implica que (z,y;) = 0 para todo y; € Y, ou seja, z L Y. O

Definicao 5.9. Sejam E um espaco como produto interno e Y subespago de E. O
complemento ortogonal de Y ¢ definido por

Yi={zeExlyVyeY}={zcEx 1Y}

Em um espago vetorial V' de dimensao finita, dado um subespago qualquer W de V'
sempre é possivel escrever V = W @& W+ e quando se trata de um espaco H de Hilbert,
o subconjunto de maior interesse é o complemento ortogonal de um subespaco fechado
Y C H. Isto fornece um resultado muito importante chamado Teorema da Projecao,

como segue.

Teorema 5.5. Sejam H um espaco de Hilbert e Y C H um subespaco fechado qualquer.
Entao
H=Y®Z onde Z=Y".

Demonstragao. i. Existéncia: Como H é completo e Y é fechado segue que Y é com-

pleto, conforme teorema 5.3 (pagina 119). Como Y é subespago entdo ele é convexo.
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Pelo teorema 5.4 (pagina 121) e pelo lema 5.2 (pagina 122) implica que para cada
x € H existe um yy € Y tal que

r=yo+2z onde z€Z=Y" (5.11)

o que mostra que H =Y + Z.
12. Unicidade: Para provar a unicidade, basta mostrar que para cada =z € H a

decomposi¢ao em (5.11) é tnica. Assim, suponha que existam yg,y; € Y e 2,21 € Z

tais que
rT=1Y+2 e T =1y + 21.
Logo,
Yo + 2z = n + 21,
ou seja,

Yo— Y1 =21 — 2.

Agora, 1o — y1 € Y enquanto z; — z € Y+ = Z. Logo,
yg—ylzzl—zeYﬂYL.

Por outro lado, se existe k € H tal que k € Y NYL, resulta que (k, x) = 0 e, assim,

k = 0. Logo,
Yo—yp1=0 e 2z —z=0,
isto €,
Yo=Y1 € 2=2z.
Portanto, por i. e 2. segue que H =Y & Z. ]

Definicao 5.10. Sejam H um espaco de Hilbert e Y C H um subespago fechado
qualquer. Na equagao (5.11) o vetor yo € Y é chamado de projegao ortogonal de x
em Y. Esta projecio define uma aplicagio P : H — Y tal que yo = P(x) para todo
x € H. Analogamente o vetor z € Y+ é a projecio ortogonal de x em Y+ e define uma
aplicagdo Q : H — Y+ tal que 2 = Q(z) para todo x € H.

Teorema 5.6. Com as mesmas hipdteses do teorema 5.5 tem-se

(a) As projegoes P e Q sao lineares continuas e satisfazem P2 =P e Q* = Q.

(b) O complemento ortogonal Y+ de'Y € o espaco nulo N'(P) da projegio ortogonal
P:H—-Y.

Demonstracao. (a) A demonstragao sera feita para a projegao P, pois para () segue de
modo analogo. Pelo teorema 5.5, para cada x € H exitem tnicos y € Y e z € Y+ tais
que

r=1y+=z. (5.12)
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Pela defini¢do anterior P(z) = y e Q(x) = z, logo a decomposicao (5.12) pode ser

reescrita na forma
= P(x) + Q(x). (5.13)

Para ver que a projecao P define uma transformagao linear, considere as seguintes
decomposicgoes

r=y+z e w=u+wv,

onde r,w € H, y,u € Y e z,v € Y. Pela definigao de P tem-se P(z) =y e P(w) = u,

entao para todo a € K tem-se

Plax +w) = Plaly+z2)+ (u+v))
= Play+az+u+v)
P((ay +u) + (@z +v))
oy + u
aP(x) + P(w).

Agora, para mostrar que P é continua, basta mostrar que P é limitada, conforme
o teorema 4.11 (pagina 89). Com efeito, como (y,z) = 0 paratodoy € Y e z € Y1,
de (5.13) note que

lz)? = (z,z) = (P(z) + Q(z), P(z) + Q(x))
= (P(x), P(x)) + (P(x), Q(x)) + (Q(x), P(x)) + (Q(x), Q(x))
= (P(z), P(z)) + (Q(x), Q(z))
= [[P(@)[I”+ Q)|
> [P
ou seja,
1P@)* < [l=]?,
ou ainda,

IP@)| < Jlall, Va € M.

Considerando o supremo sobre todo x € H de norma 1, segue da desigualdade
acima que

IP(z)[| <1, VzeH, |z =1

Logo, P é uma transformacao linear limitada e, portanto, continua.
Resta mostrar que P? = P. De fato, como P(x) =y € Y entdo

P(P(x)) = P(y) = P(y +0) =y = P(x).

(b) Deve-se provar que Y+ = N (P) = {z € H; P(z) =y = 0}, ouseja, N(P) C Y+
e que Y+ C N(P).
i. N(P) C Y*. Com efeito, seja xg € N'(P), entdo P(xy) =0. Como H =Y Y+
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segue que xo = Yo + 29. Pela defini¢io de P, 0 = P(xy) = yo, ou seja, yo = 0 o que
resulta xy = 29 € Y.
ii. Y+ C N(P). De fato, se zy € Y+ entdo

P(z) = P(0+ z) = 0,

ou seja, zo € N(P). O

Observagao 5.5. (1) Sabe-se que o complemento ortogonal de um conjunto N # (),

denotado por N+, num espaco com produto interno E ¢ o conjunto
Nt={zecE;x L N}y={2zcE; (xz,n)=0,Yn € N}.

Mesmo que N néo seja subespaco de E, N+ é um subespaco vetorial de E, pois

dados x,y € N+, para quaiquer n € N e escalares a, 8 € K tem-se
(ax + By,n) = afz,n) + Bly,n) =040 =0,

ou seja, ax + By € N*. Além disso N+ ¢ um conjunto fechado. Basta mostrar que
qualquer sequéncia de elementos de N+ converge para um elemento de N+. Com efeito,
seja o, € N+ uma sequéncia convergente, isto é, z,, — v € E. Como z,, € N+ entao

para todo n € N tem-se
(x,n) = (x — Tp + Ty, n) = (T — Ty, n) + (T, ).
Como (z,,n) = 0 para todo m € N, entao
(x,n) = (x — Ty, n).
Agora, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,
0 < [z, m)| = [(z = 2, )| < [|& = 2m]l[|7]
Fazendo m — oo, || — x,,|| — 0, logo,
0 < [{z,m)| <0,

ou seja,
(x,n) =0, para todon € N,

o que implica que z € N+, resultando que N+ é fechado.

(2) Outro fato a ser observado é que, em geral,

N C(N*)t =N+,
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pois,
reN = 1 Nt = zreNL

Porém, quando o subespago for fechado em um espago com produto interno que é

completo, segue que N = N1, como mostra o lema seguinte.
Lema 5.3. SeY € um subespaco fechado de um espaco H de Hilbert, entio Y = Y ++.

Demonstragdo. Como Y C Y1+, basta mostrar que Y O Y1+, Seja z € Y+, Pelo

teorema 5.5, para cada x € H existe yp € Y C Y1+ tal que
r=y+z onde zeY"t (5.14)
Como Y+ é um espaco vetorial e x € Y+, por hipétese, entao
z=x—1Y € YLL,

e pelo lema 5.2,
z 1LYt

Agora, como z € Yt e z L Y1 resulta que z L z, ou seja, (z,z) = 0, o que implica
z = 0. De (5.14), segue que = = yo, isto é, x € Y. Portanto, como ¥ C Y1+ e
Y DY+ entao
Y =yt

]

Lema 5.4. Sejam H um espaco de Hilbert e N # () um subconjunto qualquer de H. O

subespago vetorial gerado por N é denso em H se, e somente se, Nt = {0}.

Demonstracao. 1. Suponha que o subespaco gerado por N é denso em H, ou seja,
[N] = H e seja & € N*+. E preciso mostrar que = 0. De fato, se € N+ entéio
z € H = [N]. Logo, existe uma sequéncia (x,) em [N] tal que x, — x. Agora, como
r € Nt e Nt L [N], segue que (x,,z) = 0. Pela continuidade do produto interno
(lema 5.1 pagina 118), resulta que (z,,z) — (z,x) quando n — co. Pela unicidade do
limite, seque que {x,z) = ||z||?> = 0, ou seja, x = 0. Portanto, N+ = {0}.

ii. Reciprocamente, suponha que N+ = {0}. Se x L [N], entdo z L. N, de modo
que z € N+ e x = 0. Consequentemente, [N]* = {0}. No teorema 5.5, fazendo
Y = ﬁ tem-se

H =[N &[N .

—
Como [N] =0, segue que H = [N], ou seja, o subespago gerado por N é denso em
H. O
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5.3 Conjuntos ortonormais

Nesta se¢ao destacam-se: Desigualdade de Bessel e a Relagao de Parseval, processo
de ortonormalizacao de Gram-Schmidt e conjunto ortonormal total, o qual define uma

“base” para o espaco de Hilbert. Inicialmente segue a defini¢ao de conjunto ortonormal.

Definicao 5.11. Seja E um espag¢o com produto interno. Um conjunto ortogonal
S C E ¢é um conjunto cujos elementos, distintos dois a dois, sao ortogonais. Um
conjunto ortonormal S C E é um conjunto ortogonal cujos elementos tem norma

1, ou seja, para todo x,y € S tem-se

1, sex=uy.

Se o conjunto ortogonal ou ortonormal S for enumerdvel, € possivel organizdi-lo
em uma sequéncia (x,), denominada sequéncia ortogonal ou sequéncia ortonormal,
respectivamente.

Geralmente, uma familia (x,), o € I, € chamada ortogonal se para todo o, B € I,
com o # f3, tem-se x, L x5. A familia (z,) é chamada ortonormal se é ortogonal e

todo elemento x, tem norma 1, ou seja, para todo o, 8 € I tem-se

Oa 860‘7&57
1, sea=p.

<xa7$ﬂ> = 504/3’ = {

Observacao 5.6. Foi mencionado anteriormente que se dois vetores sao ortogonais,
em um espaco com produto interno, entao vale o Teorema de Pitagoras. O mesmo
acontece para conjuntos ortogonais finitos, ou seja, se S = {x1,...,2,} ¢ um conjunto
ortogonal, entao

[ T e e o [ S | o [

De fato, pela definicao anterior, (z;,z;) = 0 se i # j. Logo,

= <Z iIZ’i,Z-Tj> =Y D (wnz) =) (wa) = Z 1

i=1 i=1 j=1 i=1

n
>
i=1

Se o conjunto é ortonormal tem-se o seguinte resultado.
Lema 5.5. Um conjunto ortonormal € linearmente independente.

Demonstragao. Seja S = {eq,...,e,} um conjunto ortonormal e considere a seguinte
combinagao linear

arer + ...+ aye, =0.
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Como (e;,ej) = 0 se i # j, entao

n n
0=1(0,¢5) = <Z ai€i>€j> = ailese)) = ayles ;) = ay,
i=1 i=1
ou seja, a; = 0. Este lema permanece vélido se S for um conjunto infinito, pela prépria

definicao de independéncia linear. A demonstracao segue de forma analoga. O

Exemplo 5.7. Considere o espago R™ com o produto interno candnico, ou seja, se

x=(r1,...,2n) ey = (y1,...,yn) em R™ entao

i=1

O conjunto de vetores e; = (1,0,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,1),
formam um conjunto ortonormal em R™. Note que (e;,e;) = 0 se i # j e além disso,

para todo j € {1,2,...,n}, tem-se ||e;|| = 1.

Exemplo 5.8. No espago (? a sequéncia (e,), onde e, = (d,;), € uma sequéncia orto-
normal, basta observar que e; = (1,0,0,0,...), e = (0,1,0,0,...), e3 = (0,0,1,0,...),

e assim sucessivamente.

Exemplo 5.9. Seja £ = C([0,27],R) o espago das fungdes continuas com produto

interno definido por
27
()= [ s
0

(A) Considere (z,) uma sequéncia em £ definida por
z,(t) = cos(nt), n € {0,1,2,...}.

A partir da sequéncia (z,,) sera construida uma sequéncia ortonormal denotada por

(€,). Considerando o produto interno definido neste espago, tem-se

(T, Tpy) :/wan(t)xm(t) dt:/OﬁCOS(nt) cos(mt) dt.

Note que se m = n = 0, entao

2m 2m
/ cos(nt) cos(mt) dt = / dt = 2.
0 0

Sem=n=1,2,..., entao

2m 2w
/ cos(nt) cos(mt) dt = / cos?(nt) dt.
0 0
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Utilizando identidade trigonométrica e técnica de integracao, segue que
2m 1 2mn
/ cos?(nt)dt = — / cos?(u) du
0 nJo
1 2mn 1 )
_ 1 / + cos(2u) du
n Jo 2
2mn 4mn
1 N 1 (v)
= — |u — |sen(v
2n 4dn
0 0
= 7]'7
ou seja,
2m
/ cos(nt) cos(mt) dt = 7, com n = m.
0
Agora, se m # n, utilizando identidade trigonométrica resulta que
2m 1 2m
/ cos(nt) cos(mt) dt = 5 / [cos(nt — mt) + cos(nt + mt)| dt
0 0
1 2m 1 2m
= —/ cos((n —m)t) dt + —/ cos((n +m)t) dt.
2 Jo 2 Jo
Fazendo n — m = p e n + m = q e utilizando técnica de integragao, segue que
27 1 2 1 2m
/ cos(nt) cos(mt)dt = = / cos(pt) dt + —/ cos(qt) dt
0 2 Jo 2 Jo
1 21p 1 2mq ( )
= — cosu)du—i——/ cos(v) dv
2p Jo ( 2q Jo
27p 2mq
= fsen(u)| |+ 5 [seno)
= — |sen(u — |sen(v
2p 2q
0 0
= ()’
ou seja,

2w
/ cos(nt) cos(mt) dt = 0, com n # m.
0

Resumindo,
2 07
(T, Tin) = / cos(nt) cos(mt) dt = T,
0 27,

se m #n,
sem=n=12,...,

sem=n=0~0.



Conjuntos ortonormais 131

Assim, uma sequéncia ortonormal é definida por (e, ), em que se n = 0 entao

) zo(t) cos(0t) 1
[ = = =
T ol T Ve Vow
esen=1,2,..., tem-se
) x(t) cos(nt) cos(nt)
en = = = .
Han V <'Tn7 'Tn> \/E
Note que

0
(en,em>:{ senFgmoinda el =1, n=0,1,2,. ...
1, sen=m

(B) Considere no mesmo espago E a seguinte sequéncia
yn(t) = sen(nt), n € {1,2,...}.

Como em (A), a partir da sequéncia (y,) definida acima, serda construida uma

sequéncia (€,) ortonormal. Assim,

(Yn, Ym) —/Oﬂyn(t)ym(t) dt—/oﬂsen(nt) sen(mt) dt.

Sem=n=1,2,..., entao

2m 2m
/ sen(nt) sen(mt) dt = / sen’(nt) dt
0 0

1 2mn
= / sen”(u) du
0

S|

1 / cos(2u) s
n Jo 2
2mn 4mn
1 1
= — |u — — [sen(v)
2n 4n
0 0
= .

Agora, se m # n entao
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/0 ' sen(nt)sen(mt)dt = = /0 7r[cos.(nt — mt) — cos(nt +mt)| dt

= §/Oﬂcos((n—m)t) dt—%/oﬂcos((nij)t) dt.

Fazendo n — m = p e n + m = ¢ obtem-se

2 1 2m 1 2m
/ sen(nt) sen(mt) dt = —/ cos(pt) dt — —/ cos(qt) dt
0 2 Jo 2 Jo

1 27p 1 2mq

= — cos(u) du — — cos(v) dv
2p Jo () 2q Jo ()
1 21p 1 2mq

= — |sen(u — — |sen(v
g )] | gy )

= 0.

Ou seja,

0, sem #n,

(Yn> Ym) = /0 Trsen(nt) sen(mt) dt = {

T, sem=n=12,....
Entao a sequéncia ortonormal (é,) é definida por

(1) = yn(t)  sen(nt)  sen(nt)

el ey VT

Observe também que

0
(én,ém>:{ P SCREMinda Gl =1, n=1.2. ...
1, sen=m

Note ainda que z,, | y,, para todo n e m. De fato,
2 1 2T
(T Ym) = / cos(nt) sen(mt) dt = 3 / [sen(nt —mt) + sen(nt + mt)| dt
0 0

- . /0 " sen((n — m)t) dt+% /O "sen((n + m)e) d.

Fazendo m —n = p e n + m = q resulta que
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2 1 27 1 27
(T, Ym) = / cos(nt) sen(mt) dt = 5 / sen(pt) dt + 3 / sen(qt) dt
0 0 0

1 2mp ( ) d 1 /271'(] ( ) d
= — sen(u) au + — sen(v) dv
2p Jo 2q Jo
1 27p 1 2mq
= —— |cos(u) — — |cos(v)
2p 2q .

= _2ip [cos(2mp) — cos(0)] — 2ip [cos(2mq) — cos(0)]

1 1
= —[1-1]-—[1-1
sl = 1= 5o 1]
= 0,
ou seja,
(T, Ym) = 0.

Outras sequéncias ortonormais aparecerao mais adiante.

Observagao 5.7. Sejam V' um espaco vetorial n-dimensional e B uma base ortonormal

de V', entao para qualquer v € V' tem-se

v = (vy,e1)e; + ...+ (U, en)en,

ou seja, v = Z(vj, e;)e;. Isto motiva o seguinte resultado.
j=1
Teorema 5.7. (Desigualdade de Bessel) Seja (e)ren uma sequéncia ortonormal

em um espaco com produto interno E. Entao para todo x € E

D e <l

00
k=1

Demonstracao. Seja (eq,es,es3,...) € uma sequéncia ortonormal em F. Se para um
elemento v € F ocorrer que v € Y,, = [ey, e, ..., e,], onde n é fixo, entao pela definigao

de subespaco gerado, existem escalares oy, ..., «a, € K tais que
n
v = Z k.- (5.15)
k=1

Como (eg, e;) = 0 se k # j, considerando o produto interno de v por um vetor fixo
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e; segue que
n
(v,e5) = <Z akek,ej> = Zak<ek,ej> = ay,
k=1

ou seja, (5.15) pode ser reescrita como
v=">Y (v,er)ex. (5.16)

Agora, considere um elemento x € E arbitrario, nao necessariamente em Y,,, e seja
y €Y, definido por

n

Yy = Z(w, ek)€Erk, (5.17)

k=1
onde n é fixo. Defina z € E tal que x = y + 2, ou seja, 2 = x — y, entao z L y. Com

efeito, por (5.17) segue que

3

lyl|* = <Z($a€k>€kaz<%€k>€k> = (z.ex) (@ en)enen) = Y [z e’ (5.18)

k=1 k=1

Logo,
() =z —y,y) = (v,9) — (¥, v)

k=1

= > Nz e =) [z en)l
k=1 k=1

= 0.

Agora, como z =x —y e z L y entdo pelo teorema 5.1 de Pitagoras (pagina 113),
Iz +yllI* = llyl* + 1217 = ll2l* = [lylI* + 1211,

ou seja,

1207 = ll=[1* = Tl

De (5.18) segue que

n
0< =7 = llll* = ) o en)?,
k=1
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isto é,
n
2 2

(2, en)|” <[], (5.19)

k=1
Note que esta soma possui termos nao negativos, de modo que eles formam uma
sequéncia mono6tona crescente e limitada (pelo termo ||z||?) e, portanto, convergente.
Além disso esta é uma sequéncia da soma parcial de uma série infinita, que é conver-

gente. Logo, (5.19) implica que

NE

[z, en)* < [|[|*. (5.20)

i

1

[]

Observacao 5.8. No teorema acima, se o espaco F tiver dimensao finita, entao todo
conjunto ortonormal em £ deve ser finito, pois pelo lema 5.5 (pagina 128) este conjunto
¢ linearmente independente. Logo, (5.20) deve ter soma finita.

Se em (5.20) ocorrer a igualdade, ou seja,

D e = el (5.21)

00
k=1

esta relacao passa a ser chamada de Relagao de Parseval, cuja soma seré finita se o

espago for de dimensao finita, ou infinita, caso contrario.

Definicao 5.12. Seja (ex) uma sequéncia ortonormal em um espago E com produto
interno. Para todo x € E, os produtos internos (z,ex) (em (5.20)) sao chamados

coeficientes de Fourier de x em relagao a sequéncia ortonormal (ey).

Observagao 5.9. Seja V um espacgo vetorial munido de produto interno. Note que se

{e1,...,e,} € um conjunto ortonormal em V e v € V entao

n

w=uv-— Z(v, €;)€; (5.22)

j=1

¢é ortogonal a cada e, 1 < k < n. Com efeito,

3

(w,er) = (0= (v.ej)ejen) = (ven) = (v,e5)(e;,ex)

- (08 — (v, ex)(ow en)
= <U7€k> — <U,6k> =0.

Portanto, como o vetor em (5.22) é ortogonal a cada ey, segue que ele é ortogonal
ao subespagco gerado pelo conjunto {eq,...,e,}.
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E muito atil trabalhar com sequéncia ortonormal, devido as propriedades que a
mesma possui. Porém, caso a sequéncia nao seja ortonormal, dada uma sequéncia
(x1,...,2,) linearmente independente em um espago E com produto interno é pos-
sivel, a partir desta sequéncia, construir uma sequéncia ortonormal (eq,...,e,) tal
que para todo n € N, estas sequéncias gerem o mesmo subespaco de E, ou seja,
[1,...,2,] = [e1,...,e,] para todo n € N. Este processo de construgdo chama-se

processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt, como mostra a teorema abaixo.

Teorema 5.8. Seja (x;)jen uma sequéncia de vetores linearmente independentes em
um espago E com produto interno. Entdo existe uma sequéncia ortonormal (e;)jen em
E tal que

[z1,...,xj] =[e1,...,¢], Vi eN

Demonstragao. A construgao dos elementos e; ¢ feita utilizando um processo de recor-
réncia. Note que a sequéncia (e;) precisa ser ortogonal e seus elementos ter norma 1,
entao o processo ocorrerd em duas etapas, como segue.

1) Inicialmente o primeiro passo é construir um conjunto ortogonal {vy,...,v,} a
partir do conjunto {xy,...,z,} que contém elementos da sequéncia (z,);en. Para isto,
defina v; = x1. O vetor vy é obtido considerando v, = x5 — axq, onde o escalar « é

escolhido de forma que (vy, z1) = 0, ou seja, (xs — axy, x1) = 0, resultando que

To, X
0= (zo, 1) — {x1,71) = @ = W,
ou seja,
. <$27$1> . <$27U1>
R T C N T
ilustrado na figura abaixo,
Yz
ey x‘=v4'-'_

Figura 5.2: Ideia geométrica do processo de Gram-Schmaudt

Para obter o vetor vs, considere vz = x3 — B1v1 — (o9 onde os escalares 31 e [y sao

escolhidos de forma que (v3, v1) = (v3,v9) = 0, ou seja,

(w3 — Brv1 — Bavg,v1) =0 e (w3 — Srv1 — Pavz, v2) =0
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0 que resulta

0 = (z3,v1) — Bu||v1||* = Bolva, v1) = (w3, v1) — Bi||v1]|* = b1 = %
e
0 = (25, v2) — Bu{vr, v2) — Ballval2 = (s, va) — Bollunll? = o = %
isto é, < > < |
3,01 T3, Vg
U3 = T3 Hv’lHQ 1 ”U;HQ 5

_ (Tn, v))
= A D e
i1 7
J
Logo, o conjunto {vy,...,v,} é ortogonal. Note que o vetor v,, € nao nulo para todo

n € N, pois caso contrario z,, seria um combinagao linear, contradizendo o fato de que
o conjunto {z1,...,z,} é linearmente independente. Portanto, definindo e; = v;/||v;|],
1 < j < n, segue que o conjunto {ey,...,e,} é ortonormal e, além disso, tem-se
le1, . en] = [T1,. .., 2]

2) Supondo o processo construido para ey, ...,e,, considere o vetor x,,; e por

construcao define-se
Un+41

e = — 5.23
"= ol o

onde .
Upnt1l = Tpp1 — Z(xn+17 ej)e;. (5.24)

j=1

Resta provar que
i. {e1,...,en,ens1} é ortonormal,
Q. [e1, ... en,eni1] = [T1,. ., Tn, Tyt

Com efeito, o item i. segue da observacao 5.9, pois o vetor e, ; é ortogonal ao

conjunto gerado por {ey,...,e,}.

Agora, em ii. tem-se por hipotese que ley,...,e,| = [z1,...,2,]. Como o vetor
en+1 ¢ uma combinagao linear dos elementos do conjunto {zi,...,z,41} segue que
le1, .. ent1] C [x1,...,Zpy1]. Por outro lado, substituindo (5.24) em (5.23) resulta
que

n

Tp1 = ||vn+1||en+1 + Z(xn+17 €j>6j7
j=1

ou seja, o vetor z,,; também é uma combinagao linear dos elementos do conjunto

{e1,...,ens1}, de forma que [z1,...,2,.1] C [e1,...,ens1] concluindo, portanto, que
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le1, ...y ent1] = |21, ..., Tpy1], completando a demonstragao do teorema. O

Exemplo 5.10. Considere o espago do polinémios Ps(R) com o produto interno defi-

nido por

e seja B = {1,t,t*} a base canonica deste espago. Utilizando o processo de ortonorma-
lizagdo de Gram-Schmidt sera obtida uma base ortonormal B’ = {ej, e, e3} a partir
da base B.

Com efeito, como B = {1,t,t*}, considere 71 = 1, x5 = t e x3 = t*. Inicialmente,

seja v; = 1 = 1. Assim,

t,1)
vg=1t—-—->1
1]
onde
1 21 1 1 1
(t,1>:/tdt:— EE ||1||2:<1,1>:/ vdt =1 =1,
0 2 0 0
0
logo,
; 1/2 ; 1
vp=t——=1t——.
? 1 2
O vetor vs é definido por
<t27 1) <t27 U2>
U3:t2— 1-— Vo,
1112 [[oz]?
onde )
1 3
t 1
<t2,1):/ tdt = —| ==,
0 31,
1
1 1 2 4 3
1 t t t 1 1 1
touy= [ ?(t—=)dt= B )dt=|———=|| == —= ==
(#va) /0 < 2) /0( 2> {4 6} 176 12
0
1 2 1 3 2 !
1 1 t t t 1
2 2
- = t—=) dt = ot )dt=|———=+-|| ==
feall” = (v, v2) /0( 2) /0( +4> [3 2+4}0 12
assim,
1/3  1/12 1 1
=t - Lt ==t + -,
B 1 1/12< 2) 5
1
Comovl:l,vgzt——ev3:t2—t+—seguequeel:L,egz 2 e
2 6 [[oa] [[2]]
U3 .
e3 = ——, ou seja, e; = 1,
s

ot ¢ 12t 12 m -
eZ_m_\/mz V112 1/2V3 1/2\/3_2\@ V3= V3@ -1
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Para obter e3, note inicialmente que

1 1\2 1 4 1 1
2 = 2—t4+-=) dt= o =P — S+ — | dt
o] /0 ( +6> ; ( T3 T3 g

_t5t44t3t2t1
- {3‘5*?‘6*%]
1
5

1 1°

4 1+ B
9 6 36 180’

-
2

assim,

t?P—t+1/6 t*—t+1/6
€5 — +1/ — +1/ = 6v/5t% — 6v/5t + 5 = V5(6t> — 6t + 1).

V/1/180 1/6/5

Portanto, B’ = {1,v/3(2t — 1),v/5(6t> — 6t 4+ 1)} é a base ortonormal. Néo é dificil

verificar que os vetores de B’ sdo ortogonais e possuem norma 1.

Observagao 5.10. Dada qualquer sequéncia ortonormal (ex) em um espago H de

Hilbert, pode-se associar com (ej) a sequéncia (s,) da soma parcial
Sp = ey + ages + ... + ape,, n € N

onde ay, aw, ..., sdo escalares. Se (s,) é convergente, por exemplo, para um elemento
s € 'H, ou seja, s, — s quando n — oo, entao a série infinita é chamada convergente e

s é chamada a soma da série

o0
s = E Rl = (1e1 + Qpeg + aizes + .. .,
k=1
em outras palavras, ||s, — s/ — 0 quando n — oo.

Isto motiva o seguinte teorema, chamado Teorema da Convergéncia.

Teorema 5.9. Seja (er) uma sequéncia ortonormal em um espago H de Hilbert e

considere a sequinte série
oo
> ager. (5.25)
k=1
Entao:

i. A série (5.25) converge (na norma em H) se, e somente se, a sequinte série

converge:

> Jou)? (5.26)
k=1

ii. Se (5.25) converge, entao os coeficientes ay, sao os coeficientes de Fourier (z, ey),

onde x denota a soma de (5.25) e, neste caso, a série (5.25) pode ser escrita
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como

Z x,ex)e (5.27)
k=1

iii. Para qualquer x € H, a série (5.25) com oy, = (x,ex) converge (na norma em

Demonstracao. i. Considere as somas parciais da seguinte forma:
Sm =011+ ...+t Qpeyn € Sy, =011+ ...+ Qmem + Wmi1€mt1 .. T Qpln, 1 >m,
e ainda,
Om =P+ ...+ |an? e on=la1 +... +|an|* + lamei]* + - -+ |an]?, n > m.
Como (ex) é ortonormal, obtem-se

180 = smll> = llamt1€mer ... + anen|?

(Qmi1€ma1 -+ Qnln s Qpi1€mat - + Qpep)
Q1T 1(Ema1s €ma1) + - + i {en, en)
|1 ]? + oo | ?

Op — O

Assim, (s,,) € uma sequéncia de Cauchy em H se, e somente se, (0,,) ¢ uma sequéncia

de Cauchy em R. Como H e R sao completos, segue o resultado.

71. Sejam r = g arer em H e s, = aje; + ... + aye, uma soma parcial. Como

k=1
(er) ortonormal, considere o produto interno

n
(Sn,e5) = Zalel,e] = Zai<ei,ej) = o (ej, e5) = aj,
i=1

para todo j = 1,...,k, onde k < n fixo. Por hipotese, s,, — x. Pela continuidade do

produto interno (lema 5.1), tem-se
a; = (sp,ej) = (z,e;),
com j < k. Note que fazendo n — oo, pode-se tomar k (k < n) tdo grande quanto se

queira, de modo que a; = (z,€;), j = 1,2, ..., 0 que conclui a demonstracao.

iti. Pela Desigualdade de Bessel (teorema 5.7), a série

[o.¢]
N
k=1

é convergente. Usando este fato e o item 7, segue o resultado. O]
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Até o momento, quando necessario, os resultados apresentados utilizaram de sequén-
cias enumeraveis e ortonormais. Isto de fato é suficiente, pelo seguinte resultado cha-

mado Lema de Coeficientes de Fourier.

Lema 5.6. Qualquer x em um espaco E munido de produto interno pode ter, no
mdzximo, uma quantidade enumerdvel de coeficientes de Fourier (x,e,) nao nulos em

relagao a uma familia ortonormal (e,), o € I, em E.

Demonstra¢ao. Ainda que uma familia ortonormal (e, )ae; em um espago E munido
de produto interno seja nao enumeréavel (uma vez que o conjunto I de indices é nao
enumeravel), pode-se obter os coeficientes de Fourier (x,e,) de x em E. Utilizando a
Desigualdade de Bessel (pagina 133), pode-se concluir que, para cada m = 1,2,...,
fixo, o ntimero de coeficientes de Fourier tal que |(z,e,)| > 1/m é finito. Com efeito,

para cada m fixo, tem-se

m
sm= > lw e < ],
j=1

ou seja, |8,| < ||z||? para todo m. Assim, como (s,,) ¢ mon6tona crescente e limitada

> Heel,

Jj=1

segue que a série

é convergente, e além disso
[z, e5)| < |||

para todo 7 = 1,2,.... Agora, para cada m > 1 considere o conjunto
Jm ={a € I; |(z, )| = 1/m}.

Note que J,, é finito, pois caso contrario .J,, teria um subconjunto enumeravel

(aj)jen tal que [(7,eq4;)| > 1/m e entao
Sa; = |<x760¢1>| t.oF |<x7€06j>|’

resultando que

1
Saj Z jE (528)

Fazendo j — oo em (5.28) segue que s,; — 00, o que contradiz a Desigualdade de

Bessel. Logo, J,,, é finito. Portanto
A={a el [(xea) #0} = | Jm-
m=1

Como A é uma uniao enumerével de conjuntos finitos segue que A é enumeravel. [
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Proposicao 5.4. Nas condi¢coes do lema anterior, a soma

<.ZC, ek>ek
1

oo
€Tr =
k=

nao depende da ordem em que 0s vetores (€4)acs €stao dispostos na sequéncia.

Demonstragao. Seja (§,,) uma reorganizacao da sequéncia (e,). Por definigao, isto
significa que existe uma aplicacdo f : N — N bijetora, com n — m(n), de modo que
os termos correspondentes das duas sequéncias sejam iguais, ou seja, §m(n) = €n-

Defina o, = (z, e,), B = (2,&,) e ainda

o0 (o]
T = Z p€y, € Tog = Z Bm&m-
n=1 m=1

Pelo item ii. do teorema 5.9,
Op = <I7€n> = <I176n> € Bm = <I7£m> = <x27§m>'
Usando este fato e como &,,(n) = €,, obtem-se

(11— T2, €n) = (@1, €n) — (T2, €n) = (T1, €0) — (T2, &mn)) = (@, €n) — (@, Enpny) = 0.

Analogamente,

(@1 = 29, &m) = (21, Em) = (02, &m) = (21, €0) = (22,&m) = (T, €n) — (2,6m) = 0.

Isto implica que

o0 o0
o — aal = < ST 5msm>
n=1 m=1

= Za_n<331 — T2, €p) — Z_m<$1 —22,&m)
n=1 m=1
— 0’
ou seja, ||z — x2|| = 0 implicando, por defini¢do de norma, que x; = z5. Como (&) é

uma reorganizagao arbitraria de (e, ), isto completa a demonstragao.
O

Definigao 5.13. Um conjunto total (ou fundamental) em um espago E com produto
interno € um subconjunto N C E cujo subespaco gerado € denso em E. FEm outros
termos, o subconjunto N € total em E se, e somente se, W = E. Consequentemente,

um conjunto ortonormal (ou sequéncia ou familia) no espaco E que € total em E é
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chamado um conjunto ortonormal total (ou sequéncia ou familia, repectivamente)

em F.

Definicao 5.14. Uma base ortonormal em um espaco H de Hilbert é um conjunto

ortonormal total.
Teorema 5.10. Em todo espaco H # {0} de Hilbert existe uma base ortonormal.

Demonstracao. Seja N o conjunto de todos os subconjuntos ortonormais de H. Como
H # {0}, existe um elemento x # 0 e um subconjunto ortonormal de H ¢ {y} onde
y =x/||z||, logo N # (). A inclusdo de conjuntos define uma relacao de ordem parcial
sobre N (exemplo 4.11 pagina 60). Assim, toda cadeia C' C N possui um limitante
superior, a saber, é a uniao dos elementos de C. Pelo Lema de Zorn (lema 4.1, pagina
60), o conjunto N possui um elemento maximal F'.

Resta mostrar que F' é total em H. Com efeito, suponha que F' nao é total. Pelo
teorema 5.11, existe um elemento nao nulo z € H tal que z 1. F. Assim, como z | F
e e = z/||z|| é ortonormal, entdo F; = F U {e} onde F' é um subespago proprio de
F}. Absurdo, pois isto contradiz o fato de F' ser maximal. Portanto, como F' é um

conjunto ortonormal total, pela definicao 5.14, F' é uma base ortonormal para H. [

Observacao 5.11. Todas as bases ortonormais em um dado espagco H de Hilbert pos-
suem a mesma cardinalidade. Este conceito de cardinalidade esté diretamente relacio-

nado com a dimensao do espago de Hilbert, a qual pode-se observar que:

1) Se o espago de Hilbert for de dimensao finita, entdao a dimensao de Hilbert é a
dimensao no sentido algébrico, ou seja, a dimensao ¢ o nimero de elementos da

base. Logo, a demonstracao segue como no coroléario 4.1.

2) Para um espagco de Hilbert separdvel de dimensao infinita, o resultado segue do

teorema 5.13, que sera apresentado mais adiante.

3) Para um espago de Hilbert mais geral deve-se mostrar que quaisquer duas bases
do espago possuem sempre a mesma cardinalidade. A demonstracao faz uso de

ferramentas mais avangadas da Teoria dos Conjuntos e, portanto serd omitida.

O teorema abaixo mostra que um conjunto ortonormal total nao pode ser estendido

por adicao de novos elementos.
Teorema 5.11. Seja N um subconjunto de um espagco E com produto interno. Entao:

i. Se N € total em E, entdao nao existe um elemento nao nulo x € E que € ortogonal

a todo elemento de N, em outras palavras, se x 1. N entao x = 0.

1. Se E é completo, ou seja, se E = H é um espago de Hilbert, a condi¢ao em 1.

também € suficiente para a totalidade de N em E = H.
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Demonstracao. i. Pelo teorema 5.2 (pagina 119), existe um espago H de Hilbert que
é o completamento de E. Entao F, que é um subespaco de H, é denso em H. Como
N é total em F, pela defini¢ao 5.13 o subespaco gerado por N é denso em F, ou seja,
W = F. Assim, por F ser denso em H, segue que W = H. Pelo lema 5.4 (pagina
127), se m = H entao o complemento ortogonal de N em H é o conjunto nulo, ou
seja, Nt = {0}, portanto, se # € E e x L N segue que z = 0.

it. Se £ = H é um espago de Hilbert satisfazendo N+ = {0}, entao pelo lema 5.4,

segue que [N| = H, isto é, o conjunto gerado por N é denso em H. Logo, pela definigao
5.13, resulta que N é total em F. O

Teorema 5.12. Um conjunto ortonormal N em um espaco H de Hilbert € total em H
se, e somente se, todo x € H satisfaz a Rela¢ao de Parseval (equagao (5.21), pdgina

135) (soma sobre todos os coeficientes de Fourier nao nulos de x em relagao a N ).

Demonstra¢ao. (=) Suponha que N seja total em H. Considere qualquer z € H e
seus coeficientes de Fourier nao nulos dispostos em uma sequéncia (x,e1), (x,es), ...
(conforme lema 5.6, pagina 141), ou escrito em alguma ordem definitiva, se houver uma

quantidade finita de termos. Defina y € H por

y= Z(% er)ex (5.29)

k

(no caso em que a série ¢é infinita, a convergéncia segue do teorema 5.9). O vetor x —y
¢ ortogonal & N. Com efeito, para cada e; em (5.29), usando a ortonormalidade segue
que

(—y,e5) = (v,¢5) = (y,¢5) = <$,€j>—<z<$a€k>€ka€j>

k

= (w,e) =) (w,ex)len )

k
<:E,€j> - <$7€j>
= 0

Seja v € N distinto de todo (ey), entao (x,v) = 0, de modo que

(x—y,v) = (z,0) —(y,v)

= (x,v) — <Z(x,ek>ek,v>

k

= <x,v>—2(m,ek>(ek,v>
= 0-0=0.

Assim, z —y L N, ou seja, z —y € N+. Como N ¢é total em H entdo o conjunto
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gerado por N & denso em H e, pelo lema 5.4 (pagina 127), tem-se N* = {0}, resultando

que z —y = 0, isto é, x = y. Logo,

T = Z(x, ek)€Er- (5.30)

k

Portanto, usando a ortonormalidade segue que

|z|? = (2, z) = <Z(x,ek)ek,z<x,ek)ek>

k k

= Y (wen)(w e ler, ex)

k

= Z<£C, ex)(x, ex)

= S|, enl

ou seja, todo x € H satisfaz a Relagao de Parseval.
(<) Suponha que N nao é total. Pelo teorema 5.11, existe um elemento nao nulo
x € Htalquex L N em H. Como xz L N, em (5.21) (na Desigualdade de Bessel)

deve-se ter que (x, e,y = 0 para todo k € N. Assim, na Relacao de Parseval,
> (e =0.
k

Por outro lado, como  # 0 segue que ||z||* # 0, logo
>l en)] # [l
k

contradizendo a Relacao de Parseval. Portanto, se

D e = |l

para todo x € H, entao N é total em H. O
Teorema 5.13. Seja H um espago de Hilbert. Entao:

1. Se H € separdvel entao todo conjunto ortonormal em H € enumerdvel.

1. Se H contém uma sequéncia ortonormal que € total em H, entao H € separdvel.

Demonstracao. 1. Sejam H um espaco separavel, D qualquer conjunto denso em H e

N algum conjunto ortonormal. Como N é ortonormal, para quaisquer dois elementos
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x,y € N tem-se

d(z,y) =z —yll = V& —-y,z—-y)
= V{wz) = (z.y) — (v, 2) + (y.y)
= VI+i=vV2

Considere as vizinhangas B, de x e B, de y de raio V2/3, note que B, N B, = 0.
Como D ¢ denso em H, existe a € D em B, eb & D em B, coma;«ébeBxﬂBy:@.

Assim, se N fosse nao enumerével, para cada x € N haveriam intmeras vizinhangas
disjuntas duas a duas, de modo que D seria nao enumeravel. Agora, como D é qualquer
conjunto denso, segue que H deveria conter um conjunto denso que é nao enumeravel,
contrariando a hipdtese de que H ¢é separavel. Portanto, N é enumeréavel.

i1. Sejam (e;) uma sequéncia ortonormal total em H e C' o conjunto de todas as
combinagoes lineares

7@61 +...F 77§Ln)en

n =1,2,..., onde y,gn) = a,(:) + ib,(fn) e a,(:) e b,(:) sdo racionais (se H for real entao
b,(cn) = 0). Note que C' é enumeravel. Basta provar que C' é denso em H, ou seja,

mostrar que para cada x € H e € > 0 existe um v € C tal que ||z —v|| < e. Com efeito,
como a sequéncia (eg) € total em H, existe um n tal que Y, = [ey, ..., e,] contém um
ponto cuja distancia de x é menor que €/2.

Considerando y a projecao ortogonal de x sobre o espago Y, tem-se

€
lz =yl <3, (5.31)
e como .
y= Y (x epe (5.32)
k=1
segue que
& €
T — ;(x,ek>ek <3

Como o conjunto dos racionais é denso em R, para cada (x,e;) existe um fy,(cn) tal

que
n

> (wenher — Y e
k=1

k=1

n

S e - 3 Ao

k=1

<6
2.

Defina v € C' por
v = Z”ylgn)ek
k=1

Assim,
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le—vll = o -3 e
k=1

= |z — Z(w, ex)er + Z(x, er)er — Z%E;n)ek
k=1 k=1

k=1

n n n
< |z — Z(L er)ex|| + Z@C, er)er — Z%ﬁn)ek
k=1 k=1 k=1
o€ N €
— — =€
2 2
Portanto, C' é denso em H e como C' é enumerével, segue que H é separavel. n

Definicao 5.15. A dimensao de um espaco de Hilbert, chamada dimensao hilberti-

ana, € a cardinalidade de uma base ortonormal desse espaco.

Teorema 5.14. Sejam H e H dois espacos de Hilbert, ambos reais ou ambos complezos.

H e H sao isomorfos se, e somente se, possuem a mesma dimensao hilbertiana.

Demonstracio. (=) Sejam H e H dois espacos de Hilbert e T : # — H um isomorfismo
entre estes espacos, ou seja, H = H. Como T é um isomorfismo, pela definicio 5.5,

para todo x,y € H tem-se
(T'(x), T(y)) = (=,y),

isto é, todo elemento ortonormal em H tem imagem ortonormal em 7. Uma vez que
T ¢é bijetora, pode-se concluir que T aplica cada conjunto ortonormal total de H em
um conjunto ortonormal total de #, em outras palavras, T “leva” base ortonormal em
base ortonormal. Portanto, H e H possuem a mesma dimensdo hilbertiana.

(<) Suponha que H e #H possuem a mesma dimensdo hilbertiana. Note que se
H = {0} e H = {0}, segue o resultado. Suponha que H # {0}, entdo H # {0} e,
além disso, qualquer base ortonormal B em H ¢ B em H tem a mesma cardinalidade
(conforme definicdo 5.15). Assim, pode-se escrever B = (e;) e B = (&) com o mesmo
conjunto de indices {k}.

Para mostrar que H e H sao isomorfos, seré construido um isomorfismo 7' : H — .

Para todo x € ‘H tem-se

r = Z(x, ex)Er (5.33)

k

onde o lado direito é uma soma finita ou uma série infinita (conforme lema 5.6, pagina

141) e pela Desigualdade de Bessel (teorema 5.7, pagina 133)

> en) | < 0.
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Defina
F=T(x) = (v,ex)é, (5.34)

k

de modo que & € H e a convergéncia segue do teorema 5.9 (pagina 139). Como o pro-
duto interno é linear com respeito a primeira componente, segue que a transformagao

T ¢ linear. De fato, sejam z,y € H e a € K entao

T(ax +y) = Z((m +y,er)e, = 042(% ex) e + Z@, er)ér = oT'(z) +T(y).

k
Além disso, T' ¢ uma isometria. Com efeito, de (5.34) e (5.33) obtem-se

Z(ZE, 6k>ék

I1Z[* = |7 (2)]* = ‘
k

= la.en)l® = |2l

ou seja, 1" preserva norma e, portanto, 7" é injetora.

Finalmente, resta mostrar que T' é sobrejetora. Para qualquer & € H,

tem-se Z |k |* < 00, pela Desigualdade de Bessel. Assim,
k

E Q€L
k

é uma soma finita ou uma série infinita que converge para um elemento z € H pelo
teorema 5.9 (pagina 139), e pelo mesmo teorema oy, = (x,ex). Tem-se entao & = T'(z)
por (5.34). Como Z € # foi arbitrario, segue que T ¢ sobrejetora. Portanto, como T’ é

uma isometria e é bijetora, conclui-se que 7' é um isomorfismo entre H e H. O

5.4 Funcionais lineares em espacos de Hilbert

Um resultado muito importante na teoria dos funcionais lineares em um espaco de
Hilbert é o Teorema da Representagao de Riesz, o qual fornece uma associacao entre o

espago de Hilbert e seu respectivo dual.

Teorema 5.15. (Teorema da Representacdao de Riesz) Todo funcional linear li-
mitado f em um espagco H de Hilbert pode ser representado em termos do produto
mterno, ou seja,

f(x) =(x,2p), Vo eH,
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onde zs (que depende de f) € unicamente determinado por f e tem norma

1A= 121l

Demonstracao. Deve-se provar que
i. f tem a representacdo f(x) = (z,zs), para todo z € H,
1. zy € unicamente determinado por f,
ai- |Fl = =zl

i. Note que se f = 0, basta considerar zy = 0. Dessa forma, f(z) = (z, zy) = 0 para
todo z € H. Sejam f # 0 e N(f) o nucleo de f, ou seja, N(f) = {x € H; f(x) = 0}.
Como f é continuo, pois é limitado, segue do corolario 4.3 (pagina 90) que N (f) é um

subconjunto fechado de H. Pelo teorema 5.5 (pagina 123 ), vem que
H=N(f)eN(f)"

Note que N(f)*+ # {0}, pois como f # 0 segue que H # N(f). Seja & € N(f)*+
com [|£|| = 1. Observe que para todo x € H o vetor (f(x) — f(&)x) € N(f), pois

F(f(@)€ = f(©)x) = f(2) (&) = f(€)f(x) = 0.

Assim, como & € N(f)*, entao

(f(@)€ = f(§)z,§) =0, Vo eH,

ou seja,
f@)(& &) — f(&)(x, §) =0,

resultando que

G

Considerando zy = f(£)€ tem-se f(x) = (x, z5) para todo x € H.

— 180.6) = 1)) = (o T,

1. Para mostrar a unicidade de zy, suponha que para todo z € H existem z; e 2
tais que

<ZE,Z1> = f([L') = <5L‘7ZQ>'

Logo, (x,z1) — (x,z3) = (x, 21 — z2) = 0 para todo z. Escolhendo, em particular,

T = z1 — 29 deve-se ter que

0= <.17,Zl - 22> = <Zl — 29,k — 22> = ||Zl — 22H2.
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Por definicao de norma z; — 25 = 0, ou seja z; = 2o, 0 que implica a unicidade o

vetor zy.

i12. A igualdade é obvia se f = 0, pois z; = 0. Suponha f # 0, entao z; # 0. Como

f & um funcional linear limitado, pela observacao 4.9 (pagina 95), segue que

[f @) < Il (5.35)
e pelo item i. tem-se f(x) = (x, zf). Considerando x = zy e utilizando (5.35) resulta
que
Far) = (zp.2p) = llzfI” < £l
ou seja,

Izl < AL (5.36)

Agora, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz

[F(@)] = [, zp)] < ll2]ll]z¢]] (5.37)

Considerando o supremo sobre todo = € H de norma 1, de (5.37) segue que

Il = sup [f(2)] = sup [(z,zp)] <[z,

Jeli=1 =21
isto é,
I < [lzll- (5.38)
De (5.36) e (5.38) obtem-se
LI = Tzl
concluindo a demonstracao do teorema. O

A ideia da unicidade (item #i.) no teorema acima parte do seguinte lema.

Lema 5.7. Seja E um espagco munido de produto interno. Se (vi,w) = (vy, w) para

todo w € E, entao vi = vy. Em particular, (v1,w) =0 para todo w € E entdo v; = 0.

Demonstragao. Por hipotese, (vi, w) = (vy, w) para todo w € FE, logo
(v1 — V9, w) = (v, w) — (vg, w) = 0.
Para w = v; — v5 obtem-se
(V] — v, — V) = |lvy — P = 0= v1 — vy = 0= v, = 1y

Em particular, (v;,w) =0 com w = v; resulta que ||v1]|* =0, ou seja, v; = 0. O
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Observacao 5.12. No Teorema da Representacao de Riesz a hipotese do espago com
produto interno ser completo nao pode ser retirada. Considere, por exemplo, o subes-
pago S de (?(N) constituido por elementos com apenas um ntmero finito de entradas
nao nulas. Este subespaco nao é completo. Para ver isto basta considerar sequéncias

em S da seguinte forma:

(1,1/2,1/3,1/4,0,0,0,0,...)
(1,1/2,1/3,1/4,1,5,0,0,0,...)
(1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6,0,0,...).

Note que estas sequéncias convergem para
(1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6,1/7,1/8,...)

que nao é elemento de S, logo S nao é completo.
Agora, considere f : S — K definida por

) =%,
=1 7
onde z = (21,x9,...,25,0,0,0,...) € S. Como f é um funcional linear limitado,

entdo f € S*, mas nao existe z; € S de forma que f(z) = (x,z) para todo z € S.
Com efeito, suponha que existe zy € S, com zy = (21, 22,...,2,-1,0,0,0,...), k € N,
satisfazendo f(z) = (z, z¢) para todo x € S. Considere z € S tal que © = (dpx) =
(0,0,...,0,1,0,0,...), ou seja, a k-ésima coordenada de x ¢é igual a 1 e as demais

coordenadas nulas. Note que

f(&) = () = 7 #0.

Por outro lado,

f(@) =(x,zr) = ((6nr): 2y)
= {(0,0,...,0,1,0,0,...), (21,22, ..., 26-1,0,0,0,...))
= 02, +029+...+025 1 +1.0+00+0.0+...
0,

o que é um absurdo.

Observagao 5.13. O espago dual ‘H' de um espaco de Hilbert H é o conjunto de
todos os funcionais lineares limitados e, consequentemente, continuos. A aplicagao
T :H — H que associa a cada funcional linear f € H’ o elemento z; € H, define um
isomorfismo entre H' e H.

Com efeito, pelo Teorema da Representagao de Riesz todo funcional linear limitado

em H é representado por tnico elemento z; € H tal que f(x) = (x, zf), para todo
f f
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x € H, e tem-se ||f|| = ||zf||. Por outro lado, cada elemento zy € H ¢é unicamente
identicado com um funcional linear limitado f € H e ||f]| = ||z¢]|. Portanto, como T" &

bijetora e é uma isometria, a aplicagao

T:-H — H
fl—>Zf

define um isomorfismo entre H' e H.

Exemplo 5.11. Foi demonstrado no capitulo anterior que o dual do espaco 7 é o
espago ¢4 com 1 < p,q < ooel/p+1/q=1. Neste capitulo foi visto que somente para
p = 2 o espaco 7 é Hilbert. Logo, pode-se concluir que o dual do espaco ¢? é o proprio

espaco 2, ou seja, a aplicacao
T: (%) — 2
f — Z¢,

onde

flx) = (2, 25) = Zﬁjz_j,

para todo x = (&1,&,...), 27 = (21, 22, . ..) € £* define um isomorfismo entre (¢2)" e (2.
Note que se ¢? for um espaco complexo, entdo a aplicacao é o conjugado linear, pois
af — azy.
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Como a Analise Funcional é uma area com véarias aplicagoes, neste capitulo serao
apresentadas algumas delas, a saber: o espago dual do espago C([a,b],R), o Teorema
do Ponto fixo de Banach e alguns resultados envolvendo aproximacao no espago de

funcgoes.

6.1 O espago dual de C(|a,b|,R)

O espago dual de C([a,b],R) pode ser identificado com um subespago do espago
das fungbes de variagao limitada em [a,b]. Esta identificagdo ¢ feita utilizando um
Teorema de Riesz que afirma que qualquer funcional linear limitado em C([a,b],R) é
uma integral de Riemann-Stieltjes com respeito a uma funcao de variagao limitada.
Este estudo tera inicio com a definigao e a existéncia da integral de Riemann-Stieltjes,

Ccomo segue.

6.1.1 A integral de Riemann-Stieltjes: definicao e existéncia da

integral

Inicialmente, sera feita uma abordagem sobre a integral de Riemann e posterior-
mente, a integral de Riemann-Stieltjes.

Definigao 6.1. Seja [a,b] um intervalo dado. Uma parti¢cao do intervalo [a,b] é um

subconjunto finito de pontos P = {xg,x1,...,2,} C [a,b] tal que a,b € P e ainda

a=xo<z1<... <z, =0

Escreve-se Ax; = x; —x;q ondei=1,2,... n.
Agora suponha f : [a,b] — R uma funcdao real limitada e P = {xg,x1,...,2,}
uma particao de [a,b]. Para i = 1,2,...,n, sejam m; e M; o infimo e o supremo,

repectivamente, dos valores de f no intervalo [z;_1,x;], ou seja,

m; = inf f(x) (x;1 < x < xy),
M; =sup f(z) (v <z < ;).

153
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A partir disto define-se a soma inferior s(P, f) e a soma superior S(P, f) da
fungao f fazendo

8(P7 f) = mlel + ...+ mnAxn = ZmzAacZ,
=1

S(P, f) = MiAxy + ...+ MyAz, = > MAx;.
=1

e finalmente,

/ f(z)dx =sups(P, f) (6.1)

/ (@) dz = int S(P, ) (6.2)

em que o infimo e o supremo sao relativos a todas as particoes P de |a,b]. Os membros
a esquerda em (6.1) e (6.2) sao chamados, repectivamente, Integral de Riemann
inferior e superior aplicada ao intervalo [a,b].

Se (6.1) e (6.2) coincidem, diz-se que f € Riemann-integrdvel em [a,b], ou ainda,

que f € R-integrdvel e o valor comum de (6.1) e (6.2) € denotado por

b
[ sy, (6.3)

que € a integral de Riemann de f aplicada em |a,b.

Sendo m o infimo e M o supremo de f em [a,b], entao
m< f(z) <M (a<x<b),
logo, para toda particao P do intervalo |a, b
m(b—a) <s(P, f) <SP, f) < M(b-—a)

de modo que os nimeros s(P, f) e S(P, f) contituem um conjunto limitado. Isto mostra

que as integrais inferior e superior estao definidas para toda funcgao f limitada.

Observagao 6.1. Uma propriedade ttil das integrais de Riemann é que se f é inte-

gravel no intervalo [a, b], entdo | f| também ¢é integravel em [a, b] e satisfaz

/abf s/:lf\-

Inicialmente sera introduzida a integral de Riemann-Stieltjes com respeito as fun-

¢oes monoétonas crescentes. Posteriormente serao consideradas fungoes de variacao

limitada.
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Definigao 6.2. Seja o uma fungao mondtona crescente em [a,b]. Como os nimeros
ala) e a(b) sao finitos, seque-se que a € limitada em [a,b]. Para cada parti¢io P de
la,b], escreva

Ac; = a(x;) — a(z;_q).

Claramente, Acy; > 0. Para qualquer fungao real f limitada em [a,b] considere

S(P, f, CY) = mlA.ﬁEl 4+ ...+ mnAxn = ZmZAa“
i=1

S(P, f, Oé) = Mlel 4+ ...+ MnAxn = ZMiAOéia
i=1

onde m; e M; tem o mesmo significado da defini¢ao anterior. Assim, por definicao

b
/ f(x)da =sups(P, f,a), (6.4)

/ (@) da = inf S(P, f, ), (6.5)

sendo, novamente, o infimo e o supremo relativos a toda particio P de [a,b]. Se os

membros a esquerda de (6.4) e (6.5) sao iguais, o seu valor comum é denotado por

f(z) da(x), (6.6)

ou simplesmente,

f da. (6.7)

Esta € a integral de Riemann-Stieltjes, ou simplesmente Integral de Stieltjes,
de f com respeito a aplicagio o em [a,b]. Se (6.6) existe, ou seja, se (6.4) e (6.5) sdo
wquais, diz-se que f € integrdvel em relacao a o no sentido de Riemann, e escreve-se

que f € RS-integrdvel.

Observagao 6.2. No caso em que a(z) = z, a integral de Riemann torna-se um caso
particular da integral de Riemann-Stieltjes. Exceto quando explicito, no caso geral, a
nao precisa sequer ser continua.

Note que a integral de Riemann-Stieltjes depende de f, «, a e b, portanto, quando
for conveniente, sera utilizada a notagao de (6.7), uma vez que a letra utilizada para
representar a “variavel de integragao” é muito subjetiva.

A partir de agora sera investigada a existéncia da integral (6.7). Para tanto, consi-
dere f real e limitada e ov monétona crescente em [a, b. Quando nao houver possibili-
dade de equivoco, sera utilizado [ em vez de fab

Definigao 6.3. Diz-se que P* é um refinamento de P se P C P*, ou seja, se todo
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ponto de P é um ponto de P*. Dadas duas particoes Py e P, diz-se que P* é um

refinamento comum se P* = P, U P;.

Teorema 6.1. Se P* é um refinamento de P, entao

s(P, f,a) < s(P7, f, ) (6.8)

S(P*, f,a) < S(P, f.a). (6.9)

Demonstragao. Para demonstrar (6.8), suponha inicialmente que a partigdo P* resulte
de P pelo acréscimo de um tnico ponto z*, ou seja, P* = P U {z*}, de forma que

Ti1 < x* < x;, em que x;_1 e x; sao dois pontos consecutivos de P. Sejam

wy =inf f(z) (v <z <zx%),
wy =inf f(z) (2* <z <ux).

Como
m; = inf f(x) (z;o1 < x < xy),

segue que
e além disso,

Sabendo que

s(P*, f,a) = myfa(zy) — a(zo)] + mefa(zs) — alxy)] + ...+
+ wi|a(z) — a(xi_1)] + wala(z;) — alz®)] + ...

s(P, f,a) = my|a(zy) — alxo)] + mefa(zs) — alxy)] + ...+
+ mila(x;) — o)) + ...

segue que

s(P*, fya) = s(P, f,a) = wila(z”) — a(zi—1)] + wola(x;) — a(z”)]
— myla(z;) — a(ri1)]
= (w1 —my)[a(z”) — azi1)] + (w2 — my)[a(z;) — a(z*)] >0

«
(07

ou seja,
s(P*, f,a) > s(P, f, ).

Se P* contém k pontos a mais que P, basta repetir o procedimento acima para k

pontos que obtem-se o resultado. A demonstragao de (6.9) segue de forma analoga. [
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b b
Teorema 6.2. /fdag/fda.

Demonstracao. Seja P* um refinamento comum de duas particoes P, e P,. Pelo teo-

rema 6.1,

8(P1,f,06) SS(P*,f,Oé) §S<P*7f705) §S<P27f705)7

ou seja,

s(Py, f,0) < S(Py, f, ). (6.10)

Mantendo a particao P, fixa e considerando o supremo sobre toda P;, resulta de
(6.10) que

sup s(Py, f,a) = /fda < S(Py, f,a).

Da mesma forma, mantendo a particao P; fixa e considerando o infimo sobre toda

P, tem-se .
s(Py, f,a) <inf S(Py, f,a) = /f do.
Portanto, segue o resultado. ]

Teorema 6.3. A funcao f € RS-integravel se, e somente se, para todo € > 0, existe

uma particao P tal que

S(P, f,a) —s(P, f,a) < €.

Demonstra¢ao. (=) Suponha f RS-integravel. Dado € > 0, existem parti¢oes P e Py

tais que
S(Ps, f,) —/fda < % (6.11)
/fdoz —s(Py, f,a) < % (6.12)

Seja P um refinamento comum de P; e P,. O teorema 6.1, juntamente com (6.11)

e (6.12), mostra que
S(P.fia) < S(Pofoa) < [ fdat 5 < s(Pfia) +e < s(Pfa) +e

ou seja,

S(P, f,a) < s(P, f,a) +e.

Portanto,
S(P,f,Oé) —S(P,f,Oé) <€

(<) Para toda partigdo P tem-se

s(P, f,a) < /fda§7fdoz <SP f, ),



158 Aplicagoes

e como, por hipotese, dado € > 0 existe uma partigdo P de [a, b] tal que
S(P, f,a) — s(P, f,a) <,

entao pela observacao 2.1 (pagina 19), tem-se
sup s(P, f,a) = inf S(P, f, a).

Portanto, a funcao f é RS-integréavel. n

Teorema 6.4. Se f € continua em [a,b], entao f é RS-integravel em relagio a o em

la,b]. Além disso, a cada € > 0 corresponde 6 > 0 tal que

n b
> ft) A —/ fda
=1 a

qualquer que seja a particao P = {xg, x1,...,2,} dela,b] com max Ax; < 6, e a escolha

<€ (6.13)

dos pontos t; € [x;_1,x;].
Demonstracao. Dado € > 0, seja n > 0 tal que
[a(b) — ala)]n < e.

Como f é continua no intervalo compacto [a, b], entdo f é uniformemente continua

em [a,b]. Assim, existe § > 0 tal que z,t € [a, b]
lz —t| < o= |f(x)— f(O)] <n. (6.14)

Se P é qualquer partigao de [a, b] tal que max Ax; < 0 (1 <14 < n), entdo de (6.14)

segue que
M; —m; <n (i=1,...,n).
Logo,
S(P, f,) = s(P, f,a) = > (Mi—m)Aa; <> nAa;
i=1 i=1
= 1Y _Aa; =nlad) - ala)] <,
i=1

ou seja,

S(P7f7a>_S(P7f:a)<€'

Portanto, pelo teorema 6.3, segue que f é RS-integravel. Agora, para provar (6.13),

note que sendo f RS-integravel, suponha que S(P, f,«a) — s(P, f,a) < € seja valida
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para P = {zg,x1,...,2,} e t; € [x;_1,2;]. Assim, f(t;) € [m;, M;]. Logo,

m; < f(t;) < M; = Zmlezl<Zf AO{Z<ZMAO£Z
=1

= (P, f,a Zf )Aa; < S(P, f,a).
b
Por outro lado, s(P, f,«a) < / fda < S(P, f,«). Portanto,

< €.

f )Aq; — /abfda

Ainda supondo que « é monotona crescente em |a, b], segue o teorema.

Teorema 6.5. Se f € mondtona em [a,b] e se a € continua em [a,b], entdo f é RS-

integrdavel.

Demonstracao. Dado € > 0, qualquer que seja o inteiro positivo n, considere uma
particao P tal que
Aai:M (i=1,...,n),
n
o que é possivel pois, por hipotese, a é continua.

Supondo que f é mono6tona crescente (a demosntragao para o outro caso é analoga),

sejam
M= f(zi), mi=flaia) G=1,....n).
Assim,
S(Pfra) = s(P fra) = DS ey ey
= 2O ) o)) <

desde que n seja suficientemente grande. Logo,

S(Pafva) —S(P,f705) <€
Portanto, pelo teorema 6.3, segue que f é RS-integravel. O

A seguir serao enunciadas algumas propriedades da integral de Riemann-Stieltjes.
As demonstragoes serao omitidas, mas podem ser encontradas na referéncia [15]. De-
mais propriedades e resultados fundamentais sobre a integral de Riemann-Stieltjes

podem ser obtidos na mesma referéncia.
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Teorema 6.6. a) Se f e g sao RS-integrdveis em [a,b], entdo f+ g é RS-integrdvel

/ab(f—l—g)doz:/abfdoz—i—/abgda.

b) Se f € RS-integravel em [a,b] e ¢ é uma constante qualquer, entio cf é RS-

/abcfdoz:c/abfda.

c) Se f e g sao RS-integraveis em [a,b] e se f(x) < g(x) em [a,b], entdo

b b
/fdag/gda.

d) Se f é RS-integrdvel em [a,b] e se a < ¢ < b, entao f é RS-integrdvel em [a,c] e

/acfdaJr/Cdfdoc:/abfda.

e) Se f é RS-integravel em [a,b] e se |f(z)] < M em [a,b], entao

/abfda

f) Se f € RS-integrdvel em relagio a oy em [a,b] e f € RS-integrdvel em relagdo a

e tem-se

integrdavel e

[c,b] e tem-se

< M[a(b) — a(a)].

ay em |a,b], entao f é RS-integrdavel em relagio a oy + ag em [a,b] e tem-se

/abfd(al—l—ag)—/abfdoz1+/abfda2.

g) Se f é RS-integrdvel em [a,b] e ¢ uma constante positiva, entao f é RS-integrdvel

em relagao a ca em [a,b] e tem-se

/:fd(ca):c/abfda.

Segue um exemplo de integral de Riemann-Stieltjes.

Exemplo 6.1. Sejam

e f(z)=a%

a(z) =

0, sex<1/2
2, sex>1/2

Sera demonstrado que f é RS-integravel e que

1
1
do = ~.
/of“ 2
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A ideia é utilizar o teorema 6.3. Para tanto, dado ¢ > 0 considere uma particao P

do intervalo [0, 1] onde

1
=<1 <1< ... <z, < ... <a9p=1 e Axk:%.

E preciso determinar k. Note que

Ty —
N

=T 50 T ok
LT 1 (1

2T o T ok T ok C\ 2k
Ll (YL

e LT\ 2k ) "ok T 2\ 2k

1 1 1
T A
mer = (k= Dgp =5 -5

Lembrando que M; = sup{f(z); x € [x;—1, 2]} e m; = inf{f(x); v € [z;_1, 2]}, e

sendo f(z) crescente no intervalo [0, 1] entao

S(P f.a)= (1)2[2—0] _ 1

2 5%
1 1)\ 1 1 1 1 1 1
assim,
11

S(P, f,a) —s(P, f,a) = TR

1 . e .
Sendo € < 5 basta considerar k£ como sendo o maior inteiro positivo tal que

14+ +/1—2¢ (1 1
> g pols (E_@> =
logo

S(P,f,Oé) —S(P,f,()é) <€
1
No caso em que € > 3 todo k > 0 satisfaz. Portanto, dado € > 0 existe uma particao

b
P tal que S(P, f,a) — s(P, f,a) < € determinado por k. Assim, existe / f da, pois

1fd()z:_lfdozzlz> 1dezzl.
Jo 0 2 0 2

Observagao 6.3. Até o momento, a integracdo da fungdo f em [a,b] foi referente
a fungoes monotonas crescentes . Agora, toda a teoria de integracao apresentada
anteriormente pode ser ampliada substituindo a classe das fun¢oes mondtonas pela

classe de todas as fungoes de variacao limitada, como segue na definigao.
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Definigao 6.4. Seja P = {to,t1,...,t,} uma parti¢io de [a,b]. Uma fun¢do w definida
em |a,b] € chamada de variagao limitada em [a,b] se a variacdo total Var(w,a,b)

de w em |a,b] for finita, onde

Var(w, a,b) = sup {Z lw(t;) — w(ti—1)| < oo; P parti¢ao de |[a, b]} , (6.15)

=1

em que o supremo € relativo a todas as partigoes de [a,b]. Quando o intervalo € evidente,

escreve-se Var(w).

Fungoes de variagao limitada podem, por exemplo, ser obtidas a partir do seguinte

resultado.

Lema 6.1. Se f é uma fun¢ao Riemann-integrdavel no intervalo |a,b], entdo a fun¢ao

F definida por
= / f(t)dt

é um funcgao de variagao limitada em |a, b].
Demonstracao. Para mostrar que F' é de variagao limitada, seja
a=xp<T1<...<xIL, =0

uma parti¢ao P de [a,b]. Entao

g\F(xi)— (zi1)| / f(t dt‘ Z/ ()| dt = /\f )| dt.

Portanto, considerando o supremo sobre todas as possiveis parti¢coes do intervalo

[a, b], tem-se
b
var(F)g/ F()| dt < oo.
UJ

Observagao 6.4. O conjunto das fungoes de variagao limitada em [a,b] forma um
espago vetorial, pois a classe de fungoes de variacao limitada é fechada em relacao as
operagoes de adigao e multiplicagdo por escalar (ver referéncia [15]). A norma neste
espago é definida por

|lw|| = |w(a)| + Var(w). (6.16)

Para mostrar que (6.16) define uma norma, considere P = {ty,t,...,t,} qualquer

partigao de [a,b] e a

Var(w) = sup Z lw(t;) —w(tj—1)l,

em que o supremo ¢ relativo a todas as parti¢oes de [a, b].

Note que se w = 0, entao
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lw(a)| + Var(w) =0+0=0= |w| =0.

Por outro lado, se ||w|| = 0, entao
0> —Ju(@)] = Var(w) = sup > () — ity
j=1

implicando que Var(w) = 0. Logo, deve-se ter w = 0. Ainda, [|w|| > 0 pela propria
definicao de norma.

Também vale,

low][ = |aw] + Var(aw) = |aljw(a)| + |a|Var(w)
|a|(jw(a)] + Var(w))
= lafflwll

Resta mostrar a desigualdade triangular. Para tanto, sejam
Awj = w(t;) —w(tj1) e Aw; = @(t;) — @(tj-1).
Entao, para qualquer parti¢ao P de [a, b], tem-se

n

D 1AW = Ad < Y [Awy] + Y 1AD).

j=1 j=1 j=1
Logo, . . .
supz |Aw; — Aw;| < supz | Aw;| + supz | A,
j=1 j=1 j=1
ou seja,

Var(w + @) < Var(w) + Var(®).

Além disso, por desigualdade triangular, tem-se
w(a) +w(a)| < lwla)| + [0(a)]

Assim,

w4+ @l = [(w+ w)(a)| + Var(w + ©) = |w(a) +w(a)| + Var(w + @)

lw(a)| + |@(a)| + Var(w) + Var(w)
= [lw(a)| + Var(w)] + [[w(a)] + Var(w)]
[wl| + fll],

IN

portanto,
lw + @l < flwll + fleof]-

O espago das fungdes de variacao limitada, com a norma definida em (6.16), é
denotado por BV]a, b], onde BV esté associado ao termo “bounded variation”, que quer

dizer variacao limitada.
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Teorema 6.7. Se a € mondtona crescente em [a,b], entdo o € de variagdo limitada
em [a,b] e V(a) = a(b) — a(a).

Demonstracao. Seja P qualquer partigao do intervalo [a, b], onde
a=x0< 1 <...<x,=0.

Assim,

Z a(z;) — afzia)| = [a(z;) — a(@i1)]

I
Q

~ o~
8

Portanto, considerando o supremo sobre todas as possiveis partigoes do intervalo

la, b], segue que
Var(a) = a(b) — a(a).
]

Observacgao 6.5. O resultado permance vélido se o for monétona decrescente e, neste

caso, Var(a) = a(a) — a(b).

Teorema 6.8. A funcao [ é de variagao limitada em |a,b] se, e somente se, € a

diferenca de duas fungoes mondtonas crescentes.

Demonstracao. (=) Seja
p(t) = Var(f,a,t), a <t <b. (6.17)

Note que S é montdtona crescente, pois a variagao total de qualquer funcao de
variacao limitada sobre qualquer intervalo é nao negativa.
Considere a funcao y(t) = 5(t) — f(t). Resta mostrar que v ¢ mondtona crescente.

Com efeito, se t; < to, entao

V(t2) = (t) = [B(t2) — B(t)] = [f(t2) — f(E1)]. (6.18)

Agora, |f(t2) — f(t1)| < B(t2) — B(t1), pela propria defini¢do de 5. Logo, em (6.18)
deve-se ter
V(t2) = v(t1) =20 = ~(t2) = y(t),

resultando que v é monétona crescente.
Portanto, de (6.17) segue que f =  — ~ é a diferenga de duas fun¢ées mondtonas

crescentes.
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(<) Se f = 5 — 7, onde B e v s@o monétonas crescentes, entao pelo teorema 6.7
segue que [ e v sao de variagao limitada em [a, b]. Logo, como f é a diferenga de duas
fungdes de variagao limitada em [a, b], segue que f é de variagao limitada em [a, b] (ver
observagao (6.4)).

[

6.1.2 O Teorema de Hahn-Banach e o dual de C([a, b, R)

Nesta se¢ao o Teorema de Hahn-Banach, muito importante em analise funcional,
sera utilizado para obter uma “formula” geral para representacao de funcionais lineares
limitados em C([a, b],R) e tal representacdo sera em termos da integral de Riemann-
Stieltjes.

O teorema abaixo, onde o espago vetorial V' é real, se refere a extensao de funcionais
lineares de um subespago S C V' em que o funcional f a ser estendido é majorado em S
por um funcional sublinear p (definigdo 6.5) definido em V', de forma que a extensao f
em V ainda é linear e majorado por p. Antes de enunciar o teorema, segue a defini¢ao

de funcional sublinear.

Definicao 6.5. Um funcional sublinear sobre um espaco vetorial V € uma aplicacdo
p:V —= R tal que

. plr+y) <ple) +ply), Vr,yeV,

i. p(Ax) =Ap(z), Ve eV el >0eR.
Teorema 6.9. (Teorema de Hahn-Banach: extensdo de funcionais lineares)

Seja V' um espago vetorial real e p um funcional sublinear em V. Seja f um funcional

linear definido em um subespago S de V' satisfazendo
flz) <plx), Ve es. (6.19)

Entio f tem wma extensdo linear f satisfazendo

f(z) <plx), VeV, (6.20)

isto €, f € um funcional linear em V', satisfazendo (6.20) para todoz € V e f(z) = f(z)
para todo x € S.

Demonstrag¢ao. Seja F o conjunto de todas as extensoes g de f, com D(g) C V,
satisfazendo g(x) < p(z) para todo x € D(g). Note que F # (). Com efeito, como

S C D(g), considere o funcional linear hg : S — R como segue

fv), seveES
ho(v) = { lim f(v,), sev e S\S.

n—oo
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Pelo teorema 4.12 (péagina 93) (com F' = R), hy é uma extensao para f. Resta
mostrar que ho(v) < p(v) para todo v € S. Como f(z) < p(z) para todo z € S, se
v € S, pela definicao de hg tem-se

ho(v) = f(v) < p(v) = ho(v) < p(v)

Por outro lado, se v € S\ S, entdo

ho(v) = lim f(v,) < nlirgop(vn) = p(v),

n—oo —

ou seja,
ho(v) < p(v).
Portanto, hy € F. Assim, pode-se definir em F uma relagao de ordem parcial por
g = h ( significa que h é uma extensao de g),

isto ¢, por definicao, D(g) C D(h) e g(x) = h(x) para todo x € D(g). Agora, para
qualquer conjunto totalmente ordenado C' C F, considere um funcional linear ¢ tal

que

g(r) =g(x) sex € D(g),

onde g € C, cujo dominio de g,

D(g) = | D),

geC

é um espaco vetorial, pois C' é um conjunto totalmente ordenado. Note que se = €
D(g1) N D(g2), com gy, g, € C, entao g1(z) = go2(x), pois C' é totalmente ordenado.
Assim, g; < g2 ou g5 = g1. Note que g = g, para todo g € C. Logo, § é um limitante
superior de C'. Como C' C F, pelo Lema de Zorn (pagina 60), F tem um elemento

maximal f. Portanto, pela defini¢ao de F, f é uma extensdo de f satisfazendo
f(x) <plx), ¥z e D(f).

Para completar a demonstracao, observe inicialmente que demonstrar que f é defi-

nida sobre todo V, satisfazendo (6.20), é o mesmo que mostrar que D( f ) = V. Suponha
que isto seja falso, ou seja, D(f) # V. Neste caso, sejam z € V\ D(f) e Y; o subespaco

gerado por D(f) e z, ou seja, se x € Y entdo existem y € D(f) e A € R tais que

T =y+ Az (6.21)

Esta representagao é tnica. Com efeito, sejam y, gy € D(f) tais que

Yy+rz=9+8z2=(y—7) = (8- Az
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Note que (y — ) € D(f), mas z ¢ D(f) Logo, deve-se ter y — 3y =0e 8 — X =0,
ou seja, y = g e B = \. Isto mostra que para cada z € Y, a representacao em (6.21) é
dnica.

Considere agora a seguinte funcao

o) = f(y) + Ae, (6.22)

onde ¢ é alguma constante real. gy ¢ um funcional linear, pois se x1,zs € Yy, tais que

r1 =Y + Az e x9 = yo + [z, entao

go(x1 + azs) = flyr + agp) + (A + af)e
fQn) + floap) + Ae + afe
= (f(y1) + Ac) + af (o) + B]
= go(z1) + ago(zs).

Considerando A = 0 em (6.22), tem-se go(x) = f(z). Assim, gy é uma extensao
propria de f, ou seja, uma extensao tal que D( f ) € um subconjunto proprio de D(go),
ou ainda, D(f) ¢ D(go). Neste caso, a ideia é provar que gy € F, ou seja, que
go(z) < p(z) para todo = € D(gy), o que contradiz a maximalidade de f e, assim, a
hipétese de que D(f) # V néo é verdadeira.

Para isto, considere qualquer yy, 5o € D(f). Como f(x) < p(z) para todo z € D(f)

e sendo p um funcional sublinear, entao

) = Fy2) = flyr — o) <y — 32)
Py +2—2—1y2)
< plyr +2) +p(—2 — 1),

A

ou seja,

Fn) — Fy2) < plyr + o) + pl—vo — v2),

logo,

—p(=z —y2) = f(y2) < p(y1 +2) — f(), (6.23)
onde z é fixo. Observando a desigualdade acima, note que y; nao aparece a esquerda
e Y nao aparece a direita da desigualdade. Neste caso, considerando o supremo sobre

todo y» € D(f) a esquerda e o infimo sobre y; € D(f) a direita, a desigualdade

permanece verdadeira, ou seja,

sup [—p(—z —12) — f(y)] < inf _[p(yr +2) — f(wn)].
y2€D(f) y1€D(f)
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Assim, para algum ¢ (que pode ser escolhido de forma conveniente) satisfazendo

sup [—p(—z—12) — f(g)] <c < inf [p(yr +2) — f(w)],
y2€D(f) y1€D(f)

tem-se de (6.23)

—p(—z— 1) — fy2) < c < plyr +2) — F(n).

Provar que go(z) < p(z) para todo x € D(gp), onde x = y + Az, equivale a mostrar
que

fy) +Ae < ply + Az), (6.24)

para todo y € D(f).
Note que se A = 0, entdao (6.24) esta satisfeita. Suponha A # 0. Se A < 0,

considerando y, = y/\, e como

—p(—z—y2) — fly2) < ¢,

(=) I =

Multiplicando esta desigualdade por —\ > 0, tem-se

segue que

Ap <—z - %) + )\f (%) < —)e.

Da linearidade de f e sendo p sublinear, pode-se escrever

p(=Az—y)+ fly) < —Ac

ou seja,

f(y) +Ac < —p(=Az —y) = p(Az +y),
logo,
go(x) < p(z).

Se A > 0, considerando y; = y/\, e como

¢ <ply+2) — flw),

segue que
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Multiplicando esta desigualdade por A > 0, tem-se
Y (Y
re<p (542) a7 (%),
c< Ay +z f 3
e como f ¢ linear e p sublinear, segue que

Ae < ply +Az) — f(y),

ou seja,

f(y) + Ae < p(y + A\z),

mas isto significa que
go(x) < p(z).

Logo, a hipotese de que D( f ) # V é falsa, pois isto contraria a maximalidade de f :
Portanto, D(f) =V, ou scja, f é definida sobre todo o espaco vetorial V. ]

O proximo teorema é uma generalizagao para o caso em que V' é um espago vetorial

complexo (ver demonstragao em [9]).

Teorema 6.10. (Teorema de Hahn-Banach generalizado) Seja V' um espago

vetorial complexo e p: V — R um funcional sublinear tal que
. plz+y) < plx) +ply), Vo,yeV,
ii. p(Az) = |Ap(z), Ve eV eleK

Seja f um funcional linear definido em um subespago S de V' satisfazendo
flz) <plx), Ve es. (6.25)

Entio f tem uma extensdo linear f atendendo

flz) <plx), VeeV. (6.26)

Segue o Teorema de Hahn-Banach para espagos normados cujos funcionais lineares

sao limitados e, consequentemente, continuos.

Teorema 6.11. (Teorema de Hahn-Banach para espagos normados) Seja f um
funcional linear limitado em um subespagco F' de um espaco normado E. Entao existe

um funcional linear limitado f que € extensao de f em E e tem a mesma norma,

1z = [If]p. (6.27)

onde ~ ~
IFlle = sup [f(z)] e |[fllr= sup |f(z)]

zeE zEF
[l=]|=1 ll=l|=1
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(I fllr =0 no caso trivial F = {0})

Demonstragio. Se F = {0}, entdo f = 0 e a extensdo & f = 0, logo || fllz = ||f|l#.
Suponha F' # {0}. A ideia ¢ utilizar o teorema 6.10. Inicialmente é preciso encontrar
um funcional sublinear p. Como f € F' é um funcional linear limitado, para todo z € F

tem-se

[f (@) < 1 fllell]l-
De (6.25) no teorema 6.10,
f(z) <p(z), Vo eF.
Considere o funcional sublinear p como sendo

p(x) = [[fll#l=]l

Note que p pode definir-se em todo E e, neste conjunto, utilizando desigualdade

triangular tem-se

p(@+y) = [Ifllrllz+yl < [fllezl+ lyl)
L]l + (Ll
= p(r) +p(y),

para todo z,y € E. Além disso,

p(Az) = [[fllellAzll = AL Al ezl = 1Alp(e),

para todo x € F e A € K.
Entdo, pelo teorema 6.10 existe um funcional linear f satisfazendo

@) < p@) = I£llrlll.

Considerando o supremo sobre todo x € E de norma 1 e utilizando a desigualdade

acima,
17z = sup |F@) < 7],
lzll=1
ou seja,
11l < 11£1e- (6.28)

Por outro lado, como em uma extensao a norma nao diminui (e neste caso ¢ a norma

do supremo), tem-se também
1flle = 1 fllF- (6.29)

Portanto, de (6.28) e (6.29) segue que

11z = [1£lle-
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]

Observacao 6.6. Quando o espago normado F for de Hilbert, o teorema anterior
torna-se simples. Com efeito, se F' é um subespaco fechado de um espaco F = H
de Hilbert, entdo, pelo Teorema da Representagao de Riesz (pagina 148), o funcional
f:F CH — K tem a representagao

f(z) = (x, z), para todo z € F,

e ||zl = || f|l.- Como o produto interno esté definido em todo o espago H, isto fornece
uma extensio f de F em H com | f| = ||z|| = ||f]|. Note que no exemplo 5.6 (pagina
115), o espago C(|a,b],R) ndo ¢ completo, entdo nao ¢ possivel aplicar o Teorema da
Representagao de Riesz. Neste caso, o teorema abaixo mostra que a integral de Stieltjes

pode ser usada para representar um funcional linear continuo em C([a, b], R).

Teorema 6.12. (Teorema de Riesz) Todo funcional linear limitado f em C([a,b],R)

pode ser representado pela integral de Riemann-Stieltjes

1(6) = / o(t) dw(t), (6.30)

onde ¢ € C([a,b],R), w é uma fun¢ao de variag¢ao limitada em [a,b] e a variagao de w

¢ igual a || f]|, ou seja, Var(w) = || f||-

Demonstragao. O espago C([a,b],R) pode ser considerado como um subespaco do es-

pago Bla,b] das fungoes limitadas, cuja norma ¢é definida por
[ol] = sup [¢(t)].
a<t<b

Seja f um funcional linear limitado em C([a,b],R). Pelo teorema 6.11 de Hahn-
Banach, f tem uma extensdo f do espaco C([a,b], R) para o espaco normado Bla,b].
Além disso, pelo mesmo teorema, o funcional linear f ¢ limitado e tem a mesma norma
de f, ou seja, || ]| = || £

Para definir a fun¢do w, necessaria em (6.30), considere a funcao ¢, € Bla, b], tal
que ¢, (&) = 0 para todo £ € [a, b], e para a < £ < b define-se

%(5):{ 1, sea<&é<s

0, ses<&<D.

Utilizando ¢, e o funcional f, defina w em [a, b] por

0, set=a
wit) = { f(é), sea<t<b. (6.31)

w é de variacao limitada em |[a, b], de fato, dada uma partigao P qualquer de [a, b],
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a=ty<t1<...<t,=0b,

seja €; = sgnjw(t;) — w(t;—1)], onde

—1, set <0,
sgn(t) = 0, set=0,
1, set >0,
representa o sinal de ¢, com ¢t € R.
Assim, como f é um funcional linear limitado e I fll = Il |, segue da defini¢ao de

w que

Z w(ty) —w(ti—1)| = Zéj[w(tj) —w(tj-1)]
= 28] ¢tj 1)]

= (Z €j ¢t] Pt; )

IN

IF] ny — b1,

= |Ifl ng — 1,1

= Il

Z 8] ¢tj 1

as partl(;oes P de [a,b] tem-se

pois = 1 para todo t € [a, b]. Considerando o supremo sobre todas

Var(w) < |I£]], (6.32)

ou seja, w é de variacao limitada em [a, b].

Sejam ¢ € C([a, b],R) e considere P, parti¢ao arbitraria de [a, b],
P,ra=ty<ti<...<t, =0

Considere ¢,, (¢, depende de P,) da seguinte forma

=D oti1)ldy, — dy,00)) (6.33)
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Entao ¢, € Bla,b]. Pela definigao de w,

MW=Z¢“ — [(84,)]

(6.34)

=Z¢“ —w(t;)].

Agora, escolhendo qualquer sequéncia (P,) de partigoes de [a, b] com
n(P,) = max{At;} — 0,

segue que

n

> ottty — witi)] — [ 6O do(t)

j=1
quando n — oo. Basta mostrar que f(¢,) — (), pois ¢ € C([a, b],R) e, neste espago,
f = f. De fato, pela definicdo de ¢, considerando ¢t = a, segue de (6.33) que

¢n(a) = ¢(a).1+0= ¢,(a) — ¢(a) = 0.

Além disso, se t;_; <t < t;, ainda por (6.33) tem-se

Pn(t) = G(tj-1)1+ 0 = én(t) = 6(t;-1),

ou seja,

[0 (t) — 0(0)] = |o(tj-1) — &(D)],
para t;_1 <t <t;. Agora, se n(P,) = max{At;} — 0, entdo ||¢, — ¢|| — 0 pois ¢ é
continua em [a,b]. Como [a,b] é compacto, segue que ¢ é uniformemente continua e
sendo f continua, segue que f(¢,) — f(¢) = f(¢). Portanto, obtem-se (6.30).

Finalmente, como

¢ m]<wwmww=wmmx

tela,b)

considerando o supremo sobre toda ¢ € C([a, b], R) de norma 1, obtem-se
£l < Var(w). (6.35)
Portanto, de (6.32) e de (6.35), segue que

Var(w) = [|f]]
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6.2 Teorema do Ponto Fixo de Banach

O Teorema do Ponto Fixo de Banach ou Teorema da Contra¢ao é um resultado
sobre espagos métricos completos que garante a existéncia e a unicidade de um ponto
que é mantido fixo por uma aplicacao. Tem aplicacoes em varias areas da Matematica
pura e aplicada, por exemplo, é utilizado para demonstrar a existéncia de solu¢oes em
equagoes diferenciais.

Definicao 6.6. Sejam X um conjunto nao vazio e T : X — X uma aplica¢ao. Um
ponto x € X € chamado ponto fizo de T se T'(x) = x.

Exemplo 6.2. Toda fungao continua f : [0,1] — [0, 1] possui um ponto fixo. Com
efeito, considere a aplicagdo g(z) = f(z) — x, que é continua em [0,1]. Note que
0 < f(x) <1 para todo = € [0, 1]. Logo,

g(0) = F0) =0 e g(1) = f(1)—1<0.

Assim, pelo Teorema do Valor Intermediario (ver referéncia [10]), existe x € [0, 1]
tal que g(x) = 0, ou seja, f(x) = z. Portanto, x é ponto fixo de f.

Este resultado permance valido para f : [a,b] C R — R continua, pois sendo
[a, b] um conjunto compacto, a imagem de [a,b] em R é um conjunto compacto, e a

demonstracao segue de forma anéloga.

No caso do Teorema do Ponto Fixo de Banach, uma condigao necessaria é que a

aplicagao envolvida seja uma contracao, cuja definicao segue abaixo.

Definigao 6.7. Sejam M = (M,d) e N = (N,d) dois espagos métricos. Diz-se que
uma aplicacao T : M — N € uma contragcao quando existe uma constante real k, com
0 < k <1, tal que para todo x,y € M,

d(T(x), T(y)) < kd(x,y).

Observagao 6.7. Toda contracao entre espacos métricos ¢ uniformemente continua.
Com efeito, se T : M — N é uma contragao, entao existe uma constante real positiva

k < 1 tal que para todo z,y € M tem-se

d(T(x),T(y)) < kd(z,y).

Assim, dado € > 0 basta considerar § = €/k, tal que se d(x,y) < d para quaisquer
x,y € M, entao

d(T(2), T(y)) < kd(z,y) < ks =k = e,

e, portanto, d(T(x), T(y)) < e.
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Exemplo 6.3. Se a aplicagao f : I — R ¢é diferencidvel no intervalo aberto I e
|f'(x)] <k < 1paratodo x € I, entdo f é uma contragao. De fato, sejam x,y € I com
x < y (analogo para z > y). Como f é continua em [z,y] e diferenciavel em (x,y),

pelo Teorema do Valor Médio (ver referéncia [10]), existe z € (z,y) tal que

fly) — f(z)

fa =L

= fly) — f(@) = f(2)(y — 2).
Portanto,

[f(x) = F)| = 17" )I[(& = )| < ko =yl

Teorema 6.13. (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Sejam M # () um espago
métrico completo e T' : M — M uma contracao em M. Entao T tem exatamente um

ponto fixo.
Demonstracao. Deve-se provar que:

a) Para qualquer zyp € M, a “sequéncia iterativa” definida por
r1=T(x9) e x, =T"(xp),
converge para o ponto fixo x € M.
b) z obtido em a) é unico.
a) Seja o € M qualquer e defina a sequéncia (,),ey COMO segue
rg, x1 =T(x0), w3 ="T(x1)=T*(20), ..., xp=T"20), ..., (6.36)

de forma que T™ é a n-ésima composigao de T’ consigo mesma no ponto . A “sequéncia
iterativa” (z,) é uma sequéncia de Cauchy em M. De fato, sendo T' uma contragao,
de (6.36) tem-se

A1, Tm) = d(T(2p), T(Xm-1)) < kd(Zpm, Tm_1)
kd(T(2m-1), T (2m—2))

S k[kd(xm 1y Tm— 2)] k d<xmflaxm72)
= KT (2m-2), T(2m-3))

< Klkd(zm-2, Tm-3)] = KPd(@m-2, Tm-3)
< kmd(.fL'l, 513'0), m € N.

Agora, sejam m,n € N com m < n. Utilizando desigualdade triangular segue que

ATy Ting1) + Ad( @ity Tong2) + - -+ d(Tp_1, )
kmd(l’o, LL’1> + km+1d(I0, l’1> +...+ k"_ld(xo, l’l)
= [k™+ k™ + o+ B Yd (o, 1),

d(xpm, x,) <
<
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ou seja,
A, 1) < [E™ + K™ 4 B Nd (20, 7). (6.37)

Multiplicando (6.37) por k (0 < k < 1), obtem-se
kd (2, 7,) < [K™T 4+ K2 4 K" d (w0, 7). (6.38)

Subtraindo (6.38) de (6.37) tem-se
ATy, Tp) — kd(Tp, T,) < [K™ — E™|d (20, 1),
ou seja,
(1 = k)d(zm, x,) < E™[1 — E"™|d(x0, 21),

e segue disto que
(1—&")
1—k

Como 0 < k < 1, note que 1 — k"™ < 1, logo

ATy, ) < K™ d(xg,x1).

m

d(xpm, x,) < md(xo,xl), m < mn. (6.39)

Note que k™ pode ser tao pequeno quanto se queira considerando m suficientemente
grande, pois 0 < k < 1. Além disso, d(x¢, 1) é uma quantidade fixa. Logo a sequéncia
() é de Cauchy em M e, sendo M completo, existe x € M tal que z,, — x em
M. Agora, este limite x é o ponto fixo da aplicacao T'. Com efeito, como T é uma

contragao, utilizando desigualdade triangular e (6.39) tem-se

d(z, T(x)) < d(z,zp) + d(xy,, T(x) = dz,z,) + dT(xm—1),T(x))

< d(x, ) + kd(xp,—1, ),
ou seja,
0<d(z,T(z)) <d(x,zm,)+ kd(xmy,_1,),

e neste caso, fazendo m — oo, segue que d(z,T(z)) = 0, pois x,, — x. Portanto,

T(xz) = z, ou seja, x é ponto fixo de T'.

b) Unicidade do ponto fixo: sejam z,z € M com x # T e T : M — M uma
contragao. Se x e & sdo pontos fixos de T, entdo T'(z) = x e T(Z) = Z. Logo, sendo T

uma contragao, existe uma constante real k (0 < k < 1) tal que
d(x, &) = d(T'(x), T(Z)) < kd(z, ),

o que é um absurdo ja que 0 < k < 1. Portanto, deve-se ter d(x,Z) = 0, resultando em

T = 2. O
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Uma das mais relevantes aplicacoes deste teorema se refere a solucao de Problemas
de Valor Inicial (PVI) em equagoes diferenciais ordinérias. O teorema abaixo, cha-
mado Teorema de Picard, fornece condigoes suficientes para a existéncia e unicidade

de tais problemas, como serda demonstrado a seguir.

Teorema 6.14. (Teorema de Picard: Existéncia e unicidade de solugoes) Seja

f um funcao continua no retdngulo fechado
R={(t,x); [t —to| < a, |x —xo| < b}
e, assim, limitada em R. Seja ¢ > 0 tal que, para todo (t,z) € R,

[f(t2)] < e

Suponha que f satisfaz a condigcao de Lipschitz em R com respeito ao sequndo
argumento, isto €, existe uma constante n > 0 (constante de Lipschitz) tal que para
todos (t,x), (t,y) € R valha

Entao, ao menos no intervalo fechado J = [ty — 5ty + 5], onde

1
£ < min {a, g, 5} , (6.41)

o problema de valor inicial descrito pelas relagoes
2'(t) = f(t, z(t)) com x(ty) = xo, (6.42)

apresenta uma unica solucao.

Demonstragao. Seja C(J,R) o espago das fungoes continuas definidas no intervalo J,

em que J = [ty — 3,1y + (], com a métrica d definida por

d(z,y) = supla(t) —y(#)], 2,y €C(JR).
te
Note que C(J,R) é um espago métrico completo (conforme exemplo 4.24, pagina
77). Seja C um subespaco de C(.J,R) consistindo de todas as funcdes = € C(J,R)

satisfazendo
|z(t) — x| < B8, YVt € J. (6.43)

Logo, C C C(J,R) é fechado. Para ver isto, seja (x,) uma sequéncia convergente
em C, ou seja, existe & € C(J,R) tal que x,, — Z, isto é, dado € > 0 existe ng € N tal
que

d(zp, T) <,
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para todo n > ng. Como (z,) C C, tem-se
[2a(t) — o] < B, Yt € J.
Como ¢f3 nao depende de t, considerando o supremo sobre todo t € J segue que

d(Zn, T0) = sup |T,(t) — 20| < cf.
teg

Resta mostrar que & € C. Por desigualdade triangular
d(Z,x0) < d(Z,x,) + d(xy, z0) < €4 ¢, n > ng.
Fazendo ¢ — 0, obtem-se

[#(t) = wol < sup |Z(t) — x| = d(F, 7o) < ¢f,
te

e segue disto que T € C. Como C é um subespaco fechado em C (J,R) que é completo,
pelo teorema 4.6 (pagina 80), segue que C é completo.

Note que resolver o problema de valor inicial
2/ (t) = f(t,z(t)) onde z(ty) = xo,

¢é equivalente a resolver a equacao integral

x(t) = xo + /ttf(T,ZL'(T))dT, teJ,

cuja demonstracao segue do Teorema Fundamental do Célculo.
Defina T : C — C por

t
(T'(2))(t) = xo —|—/ f(r,x(1))dr. (6.44)
to
T esté definida para todo x € C, pois ¢3 < b (por (6.41)). Assim se x € C, entdo
T € Je (r,z(1)) € R, e a integral em (6.44) estd bem definida, pois f é continua em

R. Segue disto que T pode ser aplicada a toda funcdo = € C. Como |f(t,z)| < ¢ segue

que

|(T'(2)) (1) = ol =

/t:f(T,x(T)) dr

< [ 15 atryart < di ol < 5

satisfazendo (6.43), ou seja, T' é uma aplicacio de C em si mesmo.

Além disso, T é uma contracdo em C. De fato, de (6.40) segue que
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[ 1) - frylar

to

(T(2))(t) = (T(y)(B)] =

IN

[ fra(r) — fry(r)| dr

< / 2(r) — y(r)| dr

IN

nlt — to| sup |2(7) — y(7)]|
< nBd(z,y).

Como o lado direito da desigualdade nao depende de t, considerando o supremo

sobre t € J a esquerda, resulta que
A(T (), T(y)) < kd(z,y), onde k = ng.

De (6.41) tem-se k = nf < 1 e, portanto, T' é uma contracdo em C. Nestas
condicoes, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach 6.13, T" tem um tnico ponto fixo
z € C, ou seja, uma funcio = continua em .J satisfazendo z(t) = (T(x))(t) para todo
t € J. Logo, de (6.44), tem-se

x(t) = xo + /t f(r,x(7)) dr. (6.45)

Como (7,x(7)) € R, onde f é continua, segue que (6.45) é diferenciavel, logo satisfaz
(6.42). Por outro lado, cada solu¢do em (6.42) tem que satisfazer (6.45). O

Observacao 6.8. Note que, utilizando o Teorema do Ponto fixo de Banach, é possivel
obter um processo iterativo chamado Método de Picard para encontrar a solugao de
um problema de valor inicial, em que a solugdo ¢é o limite da sequéncia (z¢, 1, z2, .. .)

obtida pela iteracao
t
Tnt1(t) = o —|—/ f(r, . (7)) dr,
to

comn=20,1,2,...

Por exemplo, considere o seguinte PVTI:
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Note que f(t,z(t)) =z, to = 0 e o = 1. Utilizando o Método de Picard obtem-se

x1(t) = 1+/f7'a:0( ))dT—1+/01dT—1+t

nt)= 1+ [ f(ra( ))d7_1+/(1+r)d7_1+t+t—
0

5(t) = 1+/f7'x2 ))d7—1+/t(1+7+ :

2

21

Tpia(t) = 1—1—/0 f(T,xn(T))dT—l+/O <1+T+—+ Tn) dr

2 t3
ST

t
)dT—l—i-t—i- al

2!

2! n!
2 t3 tn—i—l
= 1+t .
* +2'+3'+ +(n—|—1)!
2 3 g+l
Como €' =1+1t+ — —|— Pt + ..., segue que as iteradas de Picard
2! (n +1)!

x,(t) convergem para a solugao z(t) = e

6.3 Convergéncia em C([a,b],R)

Nesta secao pretende-se discutir a convergéncia de uma sequéncia de melhores apro-
ximagoes em C([a, b], R) com relagdo a norma

I = <0t = ([ b[f(t)th)%,

que pelo exemplo 5.6 (pagina 115) ndo é completo.
A convergéncia com respeito a esta norma é normalmente chamada de convergéncia

na média.

Definigao 6.8. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em C([a,b],R). Entao (f,) € dita

convergir na média para uma funcao f € C([a,b],R) se

b 3
d(fo, f) = fn — fll2 = (/ [fa(t) — FO)) dt) — 0 quando n — oo.

Lema 6.2. Se (f,) € uma sequéncia de fungoes continuas que converge uniformemente,

entao (f,) também converge na média.

Demonstragao. Se (f,) converge uniformemente em C([a, b], R) para uma fun¢do con-
tinua f € C([a,b],R), entdo dado € > 0 existe nyg € N (ny depende apenas de €) tal

que
€

b—a

[fn(t) = F()] <

Y
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para todo n > ng e todo t € [a, b)].
Segue disto que

1o = flla = (/ab[fnu) —f(t)]zdt)% < (/abbe_zadt)% - (/abdtf

ou seja,
d(fus ) = || fu — fll2 — 0 quando n — 0.
O

O teorema abaixo afirma que toda fungao real continua em um intervalo compacto
pode ser aproximada uniformemente por polindémios. A sua demonstragao fara uso do

chamado polinémio de Bernstein.

Definigao 6.9. Dada uma fungao f :[0,1] — R o n-ésimo polinémio de Bernstein

associado a f € definido por
f - n k n—k k
o\ k "

onde o coeficiente binomial € dado por

n n!
- ™ LeN 0<k<n
(k) Min—gpp "E Usksn

Teorema 6.15. (Teorema da Aproximacao de Weierstrass) Seja f € C([a,b],R),
entao dado € > 0 existe n € N e um polindomio p € P,

P, = {p € C([a,b], R); p(z) = zn:ckw’“} :

k=1
tal que ||f — p|| < €, ou seja, p converge uniformemente para f em [a,b].

Demonstragdo. Suponha, sem perca de generalidade, que [a,b] = [0,1]'. A ideia ¢
demosntrar que dado € > 0 fixo, existe n € N tal que |Bf(x) — f(z)| < € para todo
z € [0,1].

1

ver referéncia [16].
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Um caso particular do Teorema do Bindémio de Newton ¢ dado por

i ( Z ) 12" =+ (1-2)" =1"=1 (6.47)

Derivando (6.47) com respeito a x, obtem-se

> ) (k1= @) oM — (1 = )" 1)) = 0 =

3

( Z ) N1 —2)"Fk — ko + ke —nx] =0 =

" N1 — )"k — na] =0,
o\ F

e multiplicando esta ultima igualdade por z(1 — x), segue que

Z ( Z ) (1 — 2)"*[k — nz] = 0.

k=1

Derivando novamente em rela¢do a x e aplicando (6.47), obtem-se

Z ( Z ) ("1 (1 —2)" "k — nal. [k — na] +2"(1 —2)"F(-n)) =0 =

ou seja,
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1 —
e multiplicando por il 5 * , resulta que
n
“ [ n k > z(1—2)
(1 — ) F {— — x] == (6.48)
P k n n

Utilizando (6.47) e (6.46), note que

f@) - Bl = f@)Y ( ! ) (1= ) ( : ) -yt (2)

k=1 k=

assim,

-1 (%) \ O (649)

n

Como f é continua no conjunto compacto [0, 1], pelo teorema 2.7, segue que f é
uniformemente continua em [0, 1], logo dado € > 0 existe § > 0 (ndo dependendo de z)

tal que
x——<5:‘f(x)—f(ﬁ)‘<§, (6.50)

n n

para todo z, k/n € [0,1].
Agora, para todo x € [0, 1] considere os conjuntos N’ e N” como seguem

k
N’:{kEN,OSkSn; r— — <5},

n

k
N”:{kEN,ngSn; x—g 2(5}.

Separe a soma a direita de (6.49) em duas partes fazendo

f(z) - Bl(a)] < ( ‘ ) A1 — )

ro-1(%) (6.51)

I
—
> 3
~
S

B
—

|
8
]

-
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Assim, utilizando (6.50) e (6.47) para a soma em N’ segue que

> (1 )a-arl s (5] 53 (7)o

keN’

VAN
Nl DN
NE
-~
>~ 3
~

8]

=

—

|
=

i

=

Como f é limitada, pois [0, 1] é compacto, existe um ndmero real M > 0 tal que

|f(z)] < M para todo z € [0,1]. Logo, para a soma em N” tem-se

> ( ) ) -0 - £ ()] < 2o ( ' ) R

keN" kLEN"

— oM (?—2) 3 ( Z ) 2*(1 — z)n*

keNl/

keN"

= 25_j\2/[ Z ( Z )xk(l — )" h 2,

RE
e como 0 < |x — k , entao 62 < {aj — E] . Segue disto e de (6.48) que
n
2
n k n—k k 2M n k n—k k
_ _ ) <« 222 _ -
Z(k)x(l x) f(z) f<n)‘_ 5 <k>x(1 x) [x -
keN" keN"
_ 2Maz(1l -2z
62 n

Note que quando z = 1/2; (1 — z) atinge seu valor méximo 1/4. Logo,

Z ( Z ) (1 — )" "

M
Considerando n € N tal que n > 520 entao
€

k 2M 1 M
f(x)_f<_>’§?52%

n

fle)=1 (SN S o5 S M T aM % (6.53)

Z ( Z ) (1 — ) F

keNll
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Portanto, utilizando (6.52) e (6.53) em (6.51) deve-se ter

f(z) — Bf (2)] < §+§ <e

para todo z € [0,1], ou seja, a sequéncia (BY) converge uniformemente para a fungao
fem [0,1]. O

Teorema 6.16. (Teorema da Convergéncia) Sejam f € C([a,b],R) e (p;)jen uma
sequéncia formada pelos elementos de Pj, onde cada p; € P; € a melhor aproximacao

de f com relagao a norma || .||2. Entdo p; converge para f na média.

Demonstracao. Pelo Teorema da Aproximacao de Weierstrass 6.15, existe uma sequén-
cia (¢n)nen de polindmios ¢, € P,, convergindo uniformemente para f. Pelo lema 6.2,

a convergéncia uniforme implica a convergéncia desta sequéncia na média, ou seja,
lf — gnll2 = 0 quando n — co.
Sendo (p;);en uma sequéncia de melhores aproximagoes de f, deve-se ter

1f = pill2 < I1f = gnll2,

e, portanto,

| f — pjll2 = 0 quando j — oo.

6.4 Aproximacao de funcoes seccionalmente continuas

Definigao 6.10. Diz-se que uma fungao f definida em [a,b] é seccionalmente con-
tinua se existir uma particio P = {xg,x1,...,2,} de [a,b] tal que f € continua em

cada subintervalo (z;_1,x;), possuindo limites laterais finitos nos pontos da parti¢ao.

(

B o o o -
-
5

Figura 6.1: Funcao seccionalmente continua
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Denote por C_1([a,b],R) o espago de todas as fungoes seccionalmente continuas no
intervalo [a,b]. Sejam f,g € C_1(]a,b],R) e a partigao

a§£0<§1<~--<§m71<£m§b7

em que &1, ..., &,_1 sao os pontos onde a fungao produto f.g apresenta saltos, ou seja,
sao os pontos de descontinuidade. Defina o seguinte produto interno

U.0)= [ s = Z / " fw)ge) de, (6.54)

onde a norma é dada por

L 5;+1 2
||f||z—<ff2:< / )

Note que V' = C_1([a, b], R) define um espago vetorial com o produto interno dado
por (6.54). Seja W qualquer subespago vetorial de V' de dimensao finita, neste caso
sabe-se que dada uma funcao f € V, existe uma tnica melhor aproximacio f de f em

W. Isto motiva o seguinte resultado.

Teorema 6.17. Seja f € C_1([a,b],R). Entdo a sequéncia (py)ren de melhores apro-
ximagoes pr, € Py converge para f na média.

Demonstracao. A ideia é aproximar a funcao f por uma fun¢ao continua h, conside-
rando suas melhores aproximacoes.

Figura 6.2: Ideia geométrica para a demonstra¢ao do teorema

Dada f € C_i([a,b],R) com saltos em &, ...,&, 1, construa a fungao continua h
como segue
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f&—0)+ Gk 5)2_(5f(§j =9) [t = (& —0)], sexel§—0,&+4d],
h(z) = < 1<j<m-1,
f(z), caso contrario,

1 .
onde § < 3 ogrjnglgfl(éjﬂ — &)

Seja (qr)ken @ sequéncia de melhores aproximagoes g, € Py de h. Neste caso, como

qgr — h quando k — oo, existe ky € N tal que
Ilh — qrll2 < % para todo k > k. (6.55)

Além disso, por desigualdade triangular

If=acllz=If —h+h—ql2<||f = hll2+ |~ — gl (6.56)
Agora,
E+1 m—l g4
If — Rl = Z/ h(z))? do = Z /£j6 [f (z) — h(z)]? da. (6.57)

Seja M = ma%] |f(x)]. Pela definigao de h e por desigualdade triangular tem-se

h(x) = f(@)] < |h(z)| + | f(2)] < 2M, YV € [a,b],

independente da escolha do 6. Substituindo esta desigualdade em (6.57), obtem-se

m- 57+5 [m—1 rg40
If—h|% < Z/ 2de = AM?> Z/ dzx
j=1 - L j=1

§i—0

r ré&+o &a+6 Em—1+0
= 4M? / da:—l—/ dx+...—|—/ dx}
LJa—s €96 Em_1—0 |

—~
(m—1) vezes

— PG40 (G-t nt +8) = (1 = 0)]

~
(m—1) vezes

= AM?[20 + ...+ 26] = 4M?*(m — 1)26,
N————
(m—1) vezes
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ou seja,
If = hll2 < 8M*(m — 1)0.
2
Dado € > 0 considere § < m, logo na desigualdade acima tem-se
1 1
I = Hll < (8320m — )3)} < (822m — )€ ) = ()" = ¢
2= " T m—-1) T \1) T2
isto &,
€
If =nll < 5. (6.58)

Substituindo (6.55) e (6.58) em (6.56), obtem-se

€

€
1 = alle < UF = Rllz 12— ailla < 5 + 5

:E’

para todo k > k.
Uma vez que a melhor aproximacgao py € P esta mais proxima de f do que a melhor

aproximagcao q € Py de h, deve-se ter

If=pelle < ||f —aell2 <,

e, portanto, p, converge para f na média. O]

6.5 Aproximacao de fungoes continuas por escalona-

das

Nesta secao pretende-se mostrar um resultado que afirma ser possivel aproximar
uma func¢ao continua por uma que seja escalonada, o que em algumas situagoes pode

ser vantajoso, por exemplo, na realizacao de calculos.

Defini¢ao 6.11. Uma funcgdo g. : [a,b] — R"™ € chamada fungao escalonada se

existe uma decomposicao D de [a,b],
a=ty <t <...<t, <,

tal que a cada intervalo aberto (ty—1,tx), k =1,2,...,m, g toma um valor constante

Ck.

Exemplo 6.4. A funcio g. : [-2,2] — R que a cada = € [—-2, 2] associa o inteiro n tal

que n < x <n+ 1, € uma funcao escalonada como mostra a figura 6.3
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Figura 6.3: Funcgao escalonada

Proposicao 6.1. O espaco das fungoes escalonadas g. : [a,b] — R™ € denso no espago

das fungoes continuas.

Demonstracao. Note que é preciso demonstrar que dada uma func¢ao continua f, existe
uma fun¢ao escalonada g. convergindo uniformemente para f para todo z € [a, b].

Seja f : [a,b] — R™ uma fun¢ao uniformemente continua. Assim, dado € > 0 existe
0 > 0 tal que

[z =yl <o = |lf(z) - fyll <e

s
F==—===
~
Fi

==
iy
o ——— —— =
-
El

Figura 6.4: Ideta geométrica para a demonstracao da proposi¢ao

Considere uma decomposi¢ao D do intervalo [a,b] de forma que max{At;} < §,
k=1,2,...,m. Defina g. : [a,b] = R™ por meio de suas restri¢oes a cada intervalo
semiaberto [t;_1, 1)) fazendo

(2) = f(ck), paraalgum cg € [tp_1,t), Y& € [tp_1,tr),
ge f(b), sex=0b.

Note que, pela definicao da g., se © # b em [a,b], existe um tnico k tal que se
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x € [tp_1,1tx) entdo ||z — ¢x|| < d. Logo, pela continuidade da f,

1/ (2) = ge() | = [ f(z) = Flen)ll <€

ou seja,
l = cill <é = [If(x) = fle)l <e,

concluindo a demonstracao.



7 Comentarios finais

Durante o desenvolvimento deste trabalho foi possivel observar que a Algebra Linear
é um pré-requisito indispenséavel quando o assunto é Anéalise Funcional. Na disciplina de
Algebra Linear apresentada aos cursos de graduacao sao estudados os espacos vetoriais
de dimensao finita. No presente trabalho, alguns resultados conhecidos destes espagos
puderam ser provados para espacos de dimensao infinita, utilizando novas ferramentas

como, por exemplo, o Lema de Zorn.

Além disso, é possivel observar que varios resultados envolveram propriedades to-
pologicas, principalmente no que diz respeito & norma e convergéncia. Em particular,
o estudo de convergéncia envolvendo sequéncia de Cauchy foi de fundamental impor-

tancia.

Finalmente, foi possivel constatar que a Anéalise Funcional é um ramo da Matemé-
tica que possui muitas aplicacoes e é de fundamental importancia na obtencao de novos
resultados da Analise como, por exemplo, a demonstracao do Teorema da Existéncia e

Unicidade de Solugbes para equagoes diferenciais ordinarias (EDO).
Enfim, neste trabalho foi possivel apresentar algumas ferramentas da Anélise Funci-

onal relacionando as mesmas com varias areas da Matemética, apresentando um texto

que envolve resultados fundamentais e aplicagoes indispensaveis no estudo da mesma.
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A Funcoes Lebesgue mensuraveis

Os conceitos aqui introduzidos tem como referéncia a bibliografia [14]. Alguns
resultados serao demonstrados, os que nao forem podem ser encontrados na mesma
referéncia. Para definir a integral de Lebesgue é preciso definir a teoria de fungoes Le-
besgue mensuraveis. Serao descritos os resultados necessarios para introduzir a integral

de Lebesgue.

A.1 Os numeros reais estendidos

Sera introduzida a nocao de reta estendida e algumas operacoes definidas neste

conjunto.

Definicao A.1. Um sistema de numeros reais estendidos consiste da reta real R
acrescentando os elementos +00 e —oo. Notagao: R, = R U {—o0, +o0}.
Preserva-se a relagao de ordem (<) para o conjunto dos nimeros reais estendidos,

definindo para cada nimero real x, —0o < T < Q.

Quanto as operagoes aritméticas é comum fazer algumas convengoes, como segue

na definicao.

Definicao A.2. Para todo niumero real x, +00 e —oo em R, define-se:
a) r+ 00 = +00;
b) x — o0 = —00;
c) Sex >0, entao z.(+00) =400, x.(—00)=—00;

d) Sex <0, entdo x.(+00) =—00, x.(—00)= —400;

o LTy,
+0o0

—00
f) 0o+ 00 = oo;
g) —00 — 00 = —00;

h) oo . (+o0) = +o0;

195
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i) —00.(+o0) = Foo;,
j) A operag¢ao oo — oo nao € definida, e por convengao 0. (£oo) = 0.

Uma utilizacao de ntimeros reais estendidos é que todo conjunto tem supremo e

infimo, como mostra a seguinte definicao.

Definicao A.3. Seja X um conjunto cujos elementos pertencem ao conjunto dos ni-

meros reais estendidos. Entao

a) Se X nao é limitado superiormente, ou seja, se para cada real y ezxiste v € X

tal que y < x, diz-se que o sup X = +00.

b) Se X nao € limitado inferiormente, ou seja, se para cada real y existe v € X

tal que x <y, diz-se que o inf X = —o0.

c) Se X € um conjunto vazio definem-se o supremo e o infimo de X (quando este

é um subconjunto do reais) como sendo:
i) sup () = —oo, it) inf ) = +oo.

Definicao A.4. Uma funcao cujos valores estao mno conjunto de nimeros reais esten-

didos € chamada uma funcao a valores reais estendidos.

A.2 Medida exterior

Considere o conjunto R dos nimeros reais e seus subconjuntos da forma (a, b), [a, b],
(a,b] e [a,b), ou seja, intervalos da reta. Sabe-se que o comprimento de I = (a,b), por
exemplo, é dado por I[(I) = I(a,b) = b—a, b > a, que é a medida de I. Para
subconjuntos mais gerais tem-se a seguinte definicao.

Definicao A.5. Dado um conjunto A de nimeros reais considere uma colecao enu-
[o.¢]

merdvel de intervalos abertos {I,} que cobre A, isto é, A C U I, e para esta cole¢ao
n=1
considere a soma dos comprimentos dos intervalos da colecao. Define-se a medida

exterior de A como sendo

me(A) = inf {Z I(1,); (I,) cobertura aberta de A} :
n=1

Segue da definicao acima que m.(0)) = 0 e que se A C B entao m.(A) < m.(B).

Exemplo A.1. A medida exterior de um intervalo é seu comprimento. A demonstragao

pode ser encontrada na referéncia [14].
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Definicao A.6. Um conjunto E € dito ser mensurdvel se para cada conjunto A tem-
se me(A) = me(ANE) +m(ANES), em que E° é o complementar de E. Neste caso

me € a medida exterior de Lebesque e diz-se que E é Lebesgue mensurdvel.
Exemplo A.2. O conjunto ) e o conjunto R de ntimeros reais sao mensuraveis.

Observagao A.1. Sejam os conjuntos B e B’ definidos por
Desta forma, B = B’. Com efeito, inicialmente note que B C B’, pois

re€(ANE)= zc€Aexc F,
serxr € B= ou

r€(ANEy) = xz€Aex€ Es.

Se x € (AN Ey), entao x € B’. Por outro lado, se x € (AN Ey), e neste caso x € A
e x € Ey, restam duas possibilidades para x

reb = z€(ANE) =>z€e DB,
ou

relb{= ze€(ANENES)=zeB.
Logo, se x € B entao x € B’ e, portanto, B C B’. Para ver que B’ C B, note que

re€(ANE) = z¢€B,
ser € B = ou

r€(ANENE)= ze€(ANE,NES) C(ANE,y) =z € B.
Portanto, como B’ C B e B C B, segue que B = B'.
Esta observagao sera utilizada na demonstracao do lema abaixo.
Lema A.1. Se E, e E5 sao mensurdveis, entao Ey U Ey € mensurdvel.

Demonstracao. Seja A um conjunto qualquer. Como FE, é mensuravel, pela defini¢ao
A.6, tem-se

me(ANEY) =me(AN E{N Ey) +m(ANEN ES). (A.1)

Como AN (EyUE) =(ANE)U(ANEy) =(ANE) U(AN EyN EY) segue que
me(AN[Ey U Ey]) <me(ANEL) +m. (AN EyN EY).

Assim, somando m.(ANE{N ES) em ambos os lados, a desigualdade anterior torna-
se

me(AN[E1UEs])+me(ANE{NES) < m(ANEL) +m (AN EyNEY)+me(ANE{NES).
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Utilizando a equag@o (A.1) na desigualdade acima obtem-se
me(AN[EyU Ey)) +me(AN BTN ES) <me(ANEy) +me(AN EY) =me(A)

pois, por hipotese, E; é mensuravel.
Logo,
me(A) > me(AN[EL U Es]) + me(AN E{N EY)

e como (E) U Ey)¢ = ESN ES segue, da definicio A.6, que Ey U Ey é mensuravel. [

Definigao A.7. Diz-se que um conjunto A C R tem medida nula em R e escreve-se

m(A) =0 se, para todo € > 0, existe uma cole¢ao de intervalos {I,}, n € N, tal que
i. AC U I;
n=1

. Zme(ln) < €.
n=1

Caso a cobertura {I,} seja finita, diz-se que A possui conteido nulo.

Exemplo A.3. Todo conjunto enumeréavel tem medida nula. Com efeito, considere

A = {ay,as,...,a,, ...}, n € N, um conjunto enumerével. Dado € > 0, considere para

cada a, € A o intervalo aberto I, de centro a, e de comprimento Assim,

on+1 '

AC G[ne
n=1

o0 [e'e] € Eoo 1 n c 1 ¢
;m“”):Zzw:ﬁ;(é) 25(1_—;—1>:§<6'

n=1
Portanto, m(A) = 0.
Lema A.2. Se m.(E) =0, entao E € mensurdvel.

Demonstracao. Seja A um conjunto qualquer. Note que AN E C E. Da definicao A.5,
tem-se
me(ANE) <m.(F).

Como por hipotese m.(E) = 0 e do fato de que medida é um ntamero positivo, pois é

a soma dos comprimentos de intervalos, segue que
me(ANE)=0.
Observe também que A N E¢ C A e, pelo mesmo argumento que o anterior,

me(AN ES) < m.(A),
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ou seja,
me(A) > m (AN E) +m.(ANE).

Portanto, pela definicao A.6, tem-se que E é mensuravel. O]

Observacao A.2. Um conjunto de medida nula nao precisa, necessariamente, ser
enumeravel. Um exemplo cléassico ¢ o Conjunto de Cantor'. O Conjunto de Cantor
C ¢é um subconjunto fechado do intervalo [0, 1], obtido como complementar de uma

reunido de intervalos abertos. C ¢ obtido de [0, 1] removendo o intervalo (5, 2), depois

L3e (g, g), e assim por diante. O conjunto C dos pontos nao

retira-se o intervalo (g, 3

[e.e]
retirados é o conjunto de Cantor, ou seja, C = [0, 1] — U I,,, veja a figura A.1.

n=1

Figura A.1: Construcao do conjunto de Cantor

Para ver que m(C) = 0, observe que remove-se de [0, 1] um intervalo de compri-
1
32
de comprimento 3% e assim sucessivamente, assim na n-ésima etapa de sua constru-

¢ao restam apenas intervalos de comprimento 3% Portanto, dado qualquer intervalo

J C [0,1] de comprimento ¢ > 0, considerando n tal que 3% < ¢, o intervalo J estara

mento % depois retira-se 2 intervalos de comprimento e em seguida 4 intervalos

mutilado apds a n-ésima etapa da construcao de C. Assim, C nao contém intervalos,
logo m(C) = 0. Ou ainda,

=, on I e /2\" 1 1
m<C)—1—23nH:1—§Z(§) :1_§<1_—2):0'

n=0 n=0 3

Exemplo A.4. Um exemplo de conjunto nao mensuravel é um conjunto de Vitali®.
A este conjunto nao é possivel atribuir um comprimento, nem nulo, nem finito, nem
infinito. A demosntracgao serd omitida, pois requer outros conceitos que nao serao
abordados neste trabalho.

Outro exemplo de conjunto nao mensuravel pode ser obtido na referéncia [14].

Observacao A.3. Sendo M uma colegao de conjuntos mensuraveis, entao o comple-
mento de um conjunto mensurével ¢ mensuravel e a unidao (e a interse¢ao) de uma

colegdo enumeravel de conjuntos mensuraveis ¢ mensuravel. (Ver teorema em [14])

1O conjunto de Cantor é um subconjunto do intervalo [0,1] definido pelo matematico George
Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918). Este conjunto ¢ ndo enumerével, ver demonstragao
em [10], pagina 57.

2Giuseppe Vitali (1875-1932). Um conjunto de Vitali é um subconjunto dos ntimeros reais cuja
existéncia é consequéncia do axioma da escolha.
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Como nem todos os conjuntos sao mensuraveis, ¢ muito importante saber que os
conjuntos que surgem naturalmente em certas construgoes sao mensuraveis. Por exem-

plo, os listados na proposicao abaixo.

Proposicao A.1. Seja f uma func¢ao a valores reais estendidos cujo dominio é men-

surdvel. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

i. Para cada nimero real o, o conjunto {x; f(x) > a} é mensurdvel.

x) < a} € mensurdvel.

()
ii. Para cada nimero real o, o conjunto {x; f(x) > a} € mensurdvel.
iii. Para cada nimero real o, o conjunto {x; f(x)

()

iv. Para cada nimero real o, o conjunto {x; f(z) < a} € mensurdvel.

Estas afirmacgoes implicam
v. Para cada nimero real o o conjunto {z; f(xr) = a} é mensurdvel.

Demonstragao. (i) = (iv) Seja D o dominio mensuravel da f. Como {z; f(x) > a} é

o complementar de {z; f(x) < a}, segue que

{z; f(z) <a} =D —{z; f(z) > a}.

Por hipotese D e {x; f(z) > a} sdo mensuréveis, e como a diferenca de dois conjun-
tos mensuréaveis ¢ mensuravel, segue disto que {z; f(z) < a} é mensuravel. Portanto,
(1) = (iv). Analogamemente, (iv) = (i), (i1) = (ii7) e (iii) = (i7).

Agora, como

n

{aﬂ@Za%=ﬁ{aﬂm>a—1}

n=1
e a interse¢do de uma sequéncia de conjuntos mensuraveis é mensuravel (observagao
A.3), segue que (i) = (ii). Analogamente, (ii) = (7), pois
o 1@ > ap = | {s 1) = 042
) — ) pa n

n=1

e a uniao de uma sequéncia de conjuntos mensuraveis é mensuravel. Isto mostra que

as quatro primeiras propriedades sao equivalentes. Se o é um nimero real,
{z; f(z) = o} ={=; f(2) = o} N{z; f(z) <}
e tem-se que (ii) e (¢v) implicam (v) para « real. Como
{z; f(z) = 0o} = {=; f(z) = n},

(17) = (v) para a = 0o. Da mesma forma, (iv) = (v) para @ = —o0 e tem-se que

(7) e (iv) implicam (v). O
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Definicao A.8. Uma func¢ao a valores reais estendidos f € chamada Lesbesgue men-
surdvel se seu dominio € mensurdvel e se satisfaz uma das quatro primeiras afirmagoes

da proposicao A.1.

A proposigao seguinte diz que certas operagoes realizadas com fung¢oes mensuraveis

tornam-se fungoes mensuraveis.

Proposicao A.2. Sejam ¢ uma constante e f e g duas funcoes reais mensurdveis
definidas na interse¢ao dos dominios de f e g. Entao as funcoes f+c, cf, f+g, 9— f

e fg também sao mensurdveis.

Demonstracao. f+ g é Lebesgue mensuréavel. Com efeito, como D(f + g) = D(f), que
é mensuravel por hipotese, basta provar a condigao (iii) da proposicao A.1. Note que

{z; f(x) +c<a}={z; f(r) <a—c}

o que implica f + ¢ ser mensuravel. Analogamente, c¢f é mensuravel em D(f).
Dado =z € D(f) se f(z) + g(z) < a entdo f(z) < a — g(x), logo existe r, €
QN (f(z),a—g(x)). Como

{z; f(z) + g(x) < a} = @ f(2) <r}n{z; g(x) <a—1})

e cada conjunto {z; f(z) < r} e {z; g(x) < o — r} ¢é enumeravel, entdo esta unido
enumeravel é mensuravel.

Como —g = (—1)g e g € uma fungdo mensuravel por hipotese, entao f+(—g) = f—g
é mensuravel.

A funcao f? ¢ mensuravel. Com efeito, pela proposicao A.1 é preciso mostrar que
{x; f*(z) > a} é mensuravel.

Se a < 0, note que

{z; f*(z) > a} = D(f),

logo mensuravel.

Se o > 0, observe que

{z; fA(2) > a} = {z; f(2) > Va} U{z; f(z) < —Va},

e como cada conjunto {z; f(x) > /a} e {z; f(x) < —y/a} é mensuravel segue que

{x; f*(z) > a} ¢ mensuréavel. Finalmente,

fg= %[(f +9)° = f* =g

¢ mensuravel, pois é soma de fung¢oes mensuraveis. O
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Definicao A.9. Se uma determinada propriedade € vdlida para um conjunto, exceto
para um subconjunto deste de medida nula, diz-se que esta propriedade se mantém em

quase toda parte e usa-se a abreviacao q.t.p..
Proposicao A.3. Se f é uma funcao mensurdvel e f = g q.t.p., entao g é mensurdvel.

Demonstragao. Seja E = {z; f(x) # g(z)} onde, por hipotese, m(E) = 0. Note que
o conjunto {z; f(x) > a} ¢ mensuravel, pelo item (i) da proposigdo A.1. Observe
também que os conjuntos {x € E; g(z) > a} e {z € F; g(x) < a} sdo mensuraveis,

pois sdo subconjuntos de E e m(E) = 0. Como,

{z; 9(x) > a} = ({; f(2) > o} U{z € E; g(x) > o}) —{x € E; g(x) < a},

segue que {z; g(z) > a} é mensuravel para todo « e, portanto, g é mensuravel. ]

A.3 Integral de Lebesgue de uma funcao

Nesta secao sera introduzida a integral de Lebesgue de uma funcao f mensuravel.

Para isto é necessario definir primeiramente a integral de fungoes simples, como abaixo.

Definicao A.10. Seja E C R um conjunto qualquer. Define-se a fung¢ao caracte-

ristica Xg do conjunto E2 como

Xp(2) 1, sex ek,
xT) =
b 0, sex¢ E, VxR

A funcao Xg € mensurdvel se, e somente se, E € mensurdvel.

Definicao A.11. A combinagao linear
pla) =Y ailp,(v)
i=1

¢ chamada fungao stmples se os conjuntos E; sao mensurdveis.

Observagao A.4. A representacao de ¢ nao é inica. Porém, note que ¢ é uma fungao
simples se, e somente se, ela € mensuravel e assume apenas um ntmero finito de valores.

Se ¢ ¢ uma fungao simples e {ay, as, ..., a, } 0 conjunto de valores nao nulos de ¢, entao

o= aXa,
i=1

onde A; = {z; p(z) = a;}. Esta representagao para ¢ é chamada a representagao
candnica e caracteriza-se pelo fato de que os A; sao disjuntos e os a; sao distintos e

nao nulos.
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Se a funcao ¢ é nula fora de um conjunto de medida finita, define-se a integral de

@ por

n

[ t@rde =3 am(an,

=1

onde ¢ tem a representacao candnica. Se E é qualquer conjunto mensuréavel, define-se

/E o) ds = [ @) Xe(w) dr

Lema A.3. Seja p = Z a;Xg,, com E;NE; =0 para i # j. Supde que cada E; é um

conjunto mensurdvel de medida finita. Entao
/gp = Z am(E;).
i=1

Demonstragao. O conjunto A, = {z; ¢(z) = a} = U E;. Portanto,

a;=a

am(A,) = Z a;m(E;)

a;=a

pela aditividade de m, e assim

/gp(m) dx = Z am(A,) = Z a;m(E;).

a;=a
]

Definicao A.12. Se f ¢ uma fung¢ao mensurdvel limitada definida em um conjunto

mensurdvel E com m(E) finita, define-se a integral de Lebesgue de f sobre E por

[E (@) do = int /E b(z)da

para todas as fungoes simples 1 > f.

Observacao A.5. Pode-se também definir a integral de Lebesque de f sobre E como

/Ef(x) dm:%/E@(:ﬁ) dz

para todas as fungoes simples ¢ < f, pois

sendo

in /E () dz = sup [E o) da

f=v >

para todas as fungoes simples ¢ e 1.
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Proposicao A.4. Se f e g sao func¢oes mensurdveis limitadas definidas no conjunto
E de medida finita, entdo:

i [arvs=afr+s[s

1. Se f =g q.t.p., entao / f= / qg.
E E

1i. Se f < g q.t.p., entao / f< / g. Consequentemente,
E E

IEEYAL

iv. Se A< f(z) < B, entio Am(E) < / f < Bm(E).
E

v. Se A e B sao conjuntos mensurdveis de medida finita, entdo f= / f—l—/ f
AUB A B

O teorema a seguir é um resultado importante, pois permite, sob algumas hipote-
ses, permutar o limite com a integral. Além disso, foi utilizado para mostrar que o
espago LP com a norma definida pela integral de Lebesgue é completo (este conceito
foi apresentado no capitulo 4).

Teorema A.l. (Convergéncia Mondtona) Seja (f,) uma sequéncia crescente de

fungoes mensurdveis nao-negativas e seja f = lim f,. Entao
n—o0

[r-sm
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