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Nas férteis regices da Asia a arvore da mirra e do incenso inundam de perfumes a
gleba onde vicejam; — o cisne do Eurotas desfaz-se em harmonias ante a natureza
que o cerca; — o Jordao desenrola cadente suas laminas de cristal sobre as areias de
oiro da terra aben¢oada. Eu nao tenho porém cantos, — nem perfumes — nem
harmonias para vos dar, oferto-vos apenas este palido ramalhete das fanadas flores de
minha mocidade; — aceitai-o porque sao saudades que vos envio através dos mares e
das montanhas, — sao lagrimas cristalizadas na febre das insoénias, — sao 0s
primeiros lampejos de minh’alma doentia que se volvem para vos. Aceitai-o.
Fagundes Varela






Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar grande parte do artigo [6], no qual Gottlieb define o
subgrupo G(X, zg) de m (X, zg) (em que X é um CW-complexo conexo por caminhos),
posteriormente chamado de “grupo de Gottlieb”; o calculamos para diversos espacos,
como as esferas, o toro, os espacos projetivos, a garrafa de Klein, etc.; posteriormente,
estudamos o artigo [22] de Varadarajan, que generalizou o grupo de Gottlieb para um
subconjunto G(A, X) de [A, X].. Por fim, calculamos G(S™, S™).

Palavras-chave: Grupo de Gottlieb. Grupo de homotopia. Invariante de Hopf.
Produto de Whitehead.






Abstract

The goal of this work is to study partially the article [6], in which Gottlieb has defined
a subgroup G(X,zy) of m (X, zo) (where X is a path-connected CW-complex based
at xg), called “Gottlieb group” in the literature. This group is computed in this work
for some spaces, namely the spheres, the torus, the projective spaces, and the Klein
bottle. Further, a paper by Varadarajan [22] who has generalized Gottlieb group to a
subset G(A, X) of [A4, X]. is studied. Finally, the groups G(S™, S™) is computed.

Keywords: Gottlieb group. Homotopy group. Hopf invariant. Whitehead product.
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Introducao

Seja X um CW-complexo com ponto base zg. O grupo de Gottlieb G(X,xy) C
71 (X, zp) € um grupo invariante por homotopia (no sentido de que dois espagos homo-
topicamente equivalentes possuem grupos de Gottlieb isomorfos), e sua defini¢cao dada
em [6] tem um apelo geométrico: [a] pertence a G(X,xg) se existe uma homotopia
hy : X — X tal que hg = 1x = hy (em que 1x é a identidade de X) e hy(xo) = a(t),
isto é, o ponto base zy descreve o traco de o conforme ¢ varia de 0 a 1. O objetivo
deste trabalho é estudar, em sua grande maioria, o artigo [6], e alguns resultados do
artigo [22] que generaliza o grupo G(X, x).

Muitos livros de matematica sao arranjados de modo cumulativo, no sentido de que
um teorema dificil pode ser deduzido de coisas provadas anteriormente. Em artigos,
isso ja muda. Nao é raro ver a frase “it is known that ... " (“sabe-se que ...”) e logo
em seguida um fato como, por exemplo, “o invariante de Hopf h[, ] da identidade
L S — S?m ¢ 27 ou “o espaco projetivo P ndo é 2n-simples”. Os mais diversos
fatos sao usados para se chegar ao resultado desejado, e as fontes que contém tais fatos
possuem, as vezes, notagao diversa, isso quando nao sao elas também objeto de estudo
de um artigo todo.

Na ansia de tentar justificar todas as passagens, sao abundantes os parénteses que
comecam com “pois”, “afinal”, etc. Porém é preferivel explicar demais do que de menos;
como exemplo, um texto de apenas 3 paginas (|21, p. 12-14]) tornou-se a segao 6.

Os dois primeiros capitulos sao dedicados a, na medida do possivel, construir uma
base para o entendimento dos posteriores. O capitulo 1 é base para o capitulo 3 que
trata do artigo de Gottlieb [6]; o capitulo 2 é base para o 4, que trata do artigo de
Varadarajan [22].

Na primeira se¢ao, apresentamos as notacoes que serao usadas no restante do tra-
balho, além de definicoes e propriedades sobre H-espacos e co-H-grupos, estes ultimos
com importante papel no ultimo capitulo. Na segunda secao ha um pouco sobre a es-
trutura dos CW-complexos, do excelente livro [12]; tais espagos possuem a propriedade
de extensao de homotopia, fundamental para que G(X) seja um grupo. Na terceira e
quarta se¢oes: a relagdo entre X e seu recobrimento C', e o isomorfismo entre 7 (X) e o
grupo das deck transformations no caso em que C' é simplesmente conexo; os resultados
nelas contidos serao muito importantes para a secao 8.

A quinta sec¢ao trata do produto de Whitehead generalizado, usado para generalizar
o grupo P(X); esse produto, quando restrito a esferas, é igual ao produto de White-
head classico, que por sua vez tem relagdo com a agao de m(X) em 7,(X); tal acao
define P(X). Na sexta se¢do, definimos o invariante de Hopf usando cohomologia, e
construimos uma aplicagao C(f) : S*»~! — 8™ de invariante de Hopf h(f) igual a
2, a partir de uma aplicagao f : S ! x S"! — S"7! de bigrau (£2,—1). Isso sera
importante para calcularmos os grupos G(S*, S¥) e P(XS*~!, S*¥) na tltima secao.
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1 Preliminares

1 Grupos de homotopia, H-espacos e co-H-espacos

Sejam X e Y dois espacos topologicos com pontos base xzq e yo, respectivamente.

Denotaremos por I o intervalo real [0,1]. Uma func¢io f : X x I — Y podera ser
também escrita como f; : X — Y, em que fi(z) = f(z,1).

Muitas vezes, quando nao houver risco de ambiguidades, denotaremos a funcao
identidade 1x : X — X apenas 1. O ponto base de um espaco qualquer podera ser
denotado por *, assim como uma aplicacao constante que tem como imagem o ponto
base *x. Usaremos a palavra aplicacdo como sinonimo de func¢ao continua. Também,
um conjunto unitario {a} podera ser denotado simplesmente por a, e um grupo trivial
por {1} ou 0.

Diremos que a aplicacao f : X — Y é uma aplicacao quociente quando

U CY éaberto< f1(U) C X é aberto.
Tem-se:

Teorema 1.1 ([16, Teorema 22.2, p. 142|). Sejam X, Y e Z espacos topoldgicos e
p : X — Y aplicagao quociente. Seja g : X — Z aplicagao que é constante em
p'({y}), para caday € Y. Entao g induz uma aplicagcio f:Y — Z tal que fop=g.
A aplicacao f € continua se e so se g € continua; f € aplicacao quociente se e so se g
€ aplicacao quociente.

X

l\
p

R

Um par de espagos (X, A) consiste de um espago X e um subespago A C X. Uma
aplicacao entre pares f : (X, A) — (Y, B) é uma aplicacdo f : X — Y que satisfaz
f(A) C B. Denotamos (X, () por X.

Duas aplicagoes f,g : (X, A) — (Y, B) sdo homotdpicas, o que denotaremos por
f~g,seexiste h: (X x[,Ax1I)— (Y,B) tal que h(x,0) = f(z) e h(z,1) = g(x). A
relacao f ~ g é de equivaléncia.

Seja (Y, B)4 o conjunto de todas as aplicacdes entre os pares (X, A) e (Y, B).
Denote a classe de equivaléncia {f' € (Y, B)*XA4) f' ~ f} de f: (X, A) — (Y, B) por
[f]. Defina

(X, 4), (Y, B)) = {[f]. f € (¥, B)XA}.

No caso em que A = () = B, dizemos que f & livremente homotdpica a g, dizendo,
com isso, que o ponto base xy nao necessariamente fica fixo conforme o parametro ¢

15



16 Preliminares

da homotopia varia. Se h : X x [ — X é uma homotopia tal que hg = f, hy = g e
o : I — X é definida por o(t) = h(xg,t), dizemos que f é homotopica a g ao longo de
o, e denotamos isso por f ~, g.

Se A={x}, B={yo} e [ ~ g, dizemos que a homotopia h : (X x I,{zq} x I) —
(Y, yo) entre f e g é baseada, ou que preserva ponto base. Neste caso, h(z,0) = f(z),
h(z,1) = g(z) e h(xo,t) = yo, para todo ¢t € I. Denotamos

[X7 Y]* = [(X7 750)7 (Y7 yO)]

Toda aplicacao f : Y — Z induz fungoes f, : [X,Y] = [X, Z] e f*: [V, Z] — [Y, W]
dadas por f.[a] = [foa] e f*[B] = [ o f], para quaisquer aplicagoes o : X — Y e
B:Z—=W.

Duas aplicacoes f: (X, A) = (Y,B) e g: (Y,B) — (X, A) sao ditas homotopica-
mente equivalentes (e uma é a inversa homotdpica da outra) se fog ~ 1y e go f ~ 1y.
Nesse caso, diremos que X e Y sdo homotopicamente equivalentes (ou possuem o mesmo
tipo de homotopia) o que denotaremos por X ~ Y.

Se ~ é uma relagao de equivaléncia em X, denote por [z] a classe de equivaléncia
de z € X por essa relacio, isto é, [x] = {a € X,a ~ z}. Defina

X/~ =A{lz],x € X},
chamado de espaco quociente de X pela relagcao ~, com a topologia dada por
U C X/~ é aberto < p ' (U) C X é aberto,

que faz com que p : X — X/~ seja aplicagdo quociente.

Se A C X, denotamos por X/A o conjunto formado pelas classes de equivaléncia
através da relacdo a ~ b se a,b € A (isto é: identificamos o subespaco A a um s6
ponto). O ponto base de X/A sera a imagem de x pela aplicacdo quociente.

Seja S™ = {(zo,...,x,) € R a3 + .-+ 22 = 1} a n-esfera de raio 1 e centro
na origem de R"™' com ponto base sy = (1,0,...,0). Definimos, para cada n > 1
natural, o conjunto

(X, xo) = [S™, X« = [(S™, s0), (X, x0)].

Através do homeomorfismo entre 1" /91" ¢ S™ (em que JI™*! & a fronteira do cubo
(n + 1)-dimensional I"*1), colocamos uma operacao binéria em 7, (X, zo) dada por

o] + 8] = [a 5],
em que « * 3 é dada por

&(2t0,t1, Ce 7tn>7
5(2150 —1,%4,... ,tn),

o= O

IA A
— ol

Y

IAINA

(a*ﬁ)(to,...,tn):{ fo

to

Essa operagao torna m, (X, x¢) um grupo, chamado n-ésimo grupo de homotopia de

X baseado em xo (vide [10, p. 39, 108] ou [8, p. 340]). O grupo m (X, xg) recebe o

nome de grupo fundamental de X em xy. No caso do grupo fundamental, denotaremos

a operagao por [a] - [B] = [a* 5]. Se f: (X,z9) = (Y,y0) € uma aplicacdo, entao
fo: (X, o) — m (Y, y0) dada por f.|a] = [f o a] é homomorfismo.
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Definimos
X\/Y:XX{yo}U{[Bo}XYCXXY,

chamado de produto wedge de X e Y, com ponto base (zg,yy). Definimos também
XANY =XXxY/XVY,

com ponto base [(xg,yo)], chamado produto smash de X e Y. Denota-se as vezes os
elementos [(z,y)] de X AY por z Ay.
As aplicagoes V: X VX = X e A: X — X x X dadas por

V(z,z9) = V(zg,z) =2 e A(zr) = (z,z)
sdo chamadas de folding map (ou aplicacdo dobra) e de aplicagdo diagonal.
O espago (X x I)/(X x{0,1}) serd a suspensao nao-reduzida, enquanto que XX =

(X x I)/(X x {0,1} U{zo} x I) serd a suspensdo reduzida de X, ou simplesmente
suspensao de X . Uma aplicagao f : X — Y induz aplicacao Xf : XX — XY dada

por Xf[z,t] = [f(x),1].

Teorema 1.2 ([18, p. 27|). Para todo n > 0, ¥.5™ é homeomorfo a S™*.
Denotaremos por f x g : Xi Xx Xo > Vi xYoe fVg: X;VXy - YIVY; as

aplicagoes dadas por (f x g)(z1,22) = (f(21),9(22)) e (f V g)(21,22) = (f(21), 9(2)),

em que f: Xy — Y eqg: Xy — Y, sao0 aplicagoes quaisquer.

Observacao 1.3. Durante o restante da secao, todas as aplicacoes e homotopias serao

baseadas.

Defini¢ao 1.4. Um H-espago (Y, m) (ou espaco de Hopf) é um espa¢o Y com um
ponto e € Y e uma aplicacado m : Y x Y — Y tal que

moi ~ ly ¥ moiy
em que iy,ip : Y — Y X Y sdo as inclusoes i1(y) = (y,e) e is(y) = (e,y), como nos
diagramas

Yy — " v xY Yy — 2 v xY
Y Y

que comutam a menos de homotopia.
Se, além disso, tivermos que mo (m X 1) ~mo (1 xm):Y XY xY — Y isto é,
que

Y xY xy —"1 yvxy

Mml lm

Y xY di Y
comuta a menos de homotopia, e, mais ainda, que existe aplicacao v : Y — Y tal que
mo(lxv)oA~%x~mo(mx1)oA (em que * é a aplicagdo constante em e) conforme
os diagramas seguintes

(Ixw)o

A V xV v (vx1)oA

Y\}Lm \lem}/

entao dizemos que Y é um H-grupo.
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Se (Y,m) é um H-espaco, o conjunto [X,Y]. possui uma operagdo binaria como
segue: dadas f,g: X — Y, defina

fHg=mo(fxg)oA
isto é, f + g é a seguinte composicao:
XS Xx X%y xy Dy,

Tem-se:

Teorema 1.5. Se Y é um H-grupo, entao para qualquer espaco X, o conjunto [ X, Y],
com a opera¢ao + dada por [f] + [g] = [f + g] € um grupo. Para todo [f] € [X,Y],,
tem-se que [vo f] = —[f], o elemento oposto de [f].

A demonstracao é analoga a do préximo teorema, o qual demonstraremos.

Definicao 1.6. Um co-H-grupo (X, c) é um espaco X com duas aplicagoes ¢ : X —
XV X (chamada co-produto) e v : X — X (chamada inversao do co-produto) tais que:

1. goc~1x >~ qgpocemque ¢, : X VX — X sao as projecoes na primeira e
segunda coordenadas, respectivamente, ou seja: os diagramas seguintes

X— s XVvX X— s XVvX
\\\g\ﬁkl \\\;\Nl@
X X

comutam a menos de homotopia;

2. (cV1)oc~(1Ve)oc: X - X VX VX, isto é que

X - XVvX

lc lcvl

Xvx—Ye . xvXxXvX

comuta a menos de homotopia;

3. Vo(1Vwv)oc~*x~Vo(vVI1)oc: X — X, como nos diagramas seguintes:

X——XVX X—XVX
* J/VO(lV'U) g lVo(v\/l)
X X

em que * é a aplicacao constante em x.

Se (X, ¢) é um co-H-grupo, o conjunto [X, Y], possui uma operagao binaria como
segue: dadas f,g: X — Y, defina

f+g=Vo(fvgoc,

isto é, f + g é a seguinte composicao:

XSxvxMMyxy Sy
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Teorema 1.7. Se X ¢ um co-H-grupo, entao para qualquer espaco Y, o conjunto
(X, Y], com a operacdo + dada por [f] + [g] = [f + g] € um grupo. Para todo [f] €
[X,Y]., tem-se que [f ov] = —[f], o elemento oposto de [f].

Demonstracao. Se fo ~ f1,90 ~ g1 : X — Y entao

fotg=Vo(foVag)oc~Vo(fiVg)oc=fi+g,

0 que prova que

[fo] + [go] = [fo + g0l = [f1 + 91] = [f1] + [o],
ou seja, que a operacao esta bem definida.
Se [f] € [X,Y]. entao
Vo(fVx)oc=foqocx=folyx=]f,
ou seja, [f] + [*] = [f]. De modo anélogo, [x| + [f] = [f]. Assim, [*] é o elemento
identidade da operacao +.
Seja agora h; : X — X homotopia tal que hg = Vo (1Vwv)oce hy = *. E facil ver
que
c(a) = (b,*) = foVo(l(b) Vu(x)) = f(b)=Vol(fV(fov))ocla)
c(a) = (x,b) = fo Vo (l(x) Vo(b) = fou(b) =Vo(fV(fov))oc(a),
ou seja, fohg = f+ (fov). Como h; = *, segue que foh; = fox =% Assim, foh,
é uma homotopia entre f + (f ov) e *, donde

[f1+[f ov] = [+].

De modo analogo prova-se que [f o v] + [f] = [#].

Para a associatividade, sejam f,g,h: X — Y.

Considere os seguintes diagramas, em que a primeira linha de cada um representa
f+(g+h)e (f+g)+ h, respectivamente:

X xyx- MM vy Y Ly

le llvc WVT o(1VV)
fVgVh

XvX - xvxvxPhyvyvy

X L xyx-O vy Y Ly

lcw . V”T o(VV1)
xXvxvxy vy vy,

O quadrado da esquerda do primeiro diagrama comuta a menos de homotopia, pela
propriedade 2 da definicao de co-H-espaco; ja o quadrado central de cada diagrama
comuta pela definicio da soma. E facil ver

Vo(VV1)=Vo(lVV).

Chame tal aplicacao de D.
Assim,

f+(g+h)~Do(fVvgVh)o(cV1)oc~(f+g) +h,
isto ¢, ([f] +[g]) + [h]) = [f] + (lg] + [A])- O
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Teorema 1.8. Para todo espago (X, xg), tem-se que ©X é um co-H-grupo.

Demonstracao. As aplicacoes c: XX = XX VYIX ev: XX — Y X dadas por

ot] = {([x,ztl,*x
(%, [x,2t — 1)),

= O
IA A
IA A
— N

t< 3,
t<1,
v[x,t] =[x, 1 — 1]

para todo [z, ] sdo um co-produto e uma inversao para 2X.
Para os detalhes, ver [18, p. 16-19|. ]

2 CW-complexos

A principal referéncia para esta parte é [12].

Definicao 2.1. Para cada n > 1 natural, dizemos que o conjunto £ C R"™ é uma n-

célula fechada (ou simplesmente n-célula) se E™ é homeomorfo ao cubo n-dimensional
I", em que I =[0,1] C R.

Definicao 2.2. Seja X um conjunto. Uma estrutura celular em X é um par (X, ) em
que ® ¢ uma colecao de funcoes ¢ : E5 — X de células fechadas F, em X, satisfazendo:

1. se ¢ € @, entao ¢ ¢ injetiva em E, — OEy;

2. os conjuntos Ay = {¢(E, — 0E,)}, para cada ¢ € @, formam uma particao de X,
isto é,

UA¢:X e A¢ﬂA¢:®,¢7§¢;
¢

3. se 9 € ® e E,; é n-célula, entao

$(0Ey) C | J{o(Ey — 0Ey,); ¥ € @, By é k-célula , k <n — 1},

Se p € & e E" = E, é uma n-célula, a imagem ¢(E") = o é chamada de n-célula
fechada (ou apenas n-célula) de (X, @), e dizemos que ¢ é uma funcdo caracteristica
para a n-célula ™. Denote do™ = ¢(OE™) que é chamado de bordo da n-célula 0",
e o(E™ — OE™) é chamado de n-célula aberta de (X, ).

Chamamos o conjunto
XM = | J{o(Ey — 0Ey);¢ € @, By & k-célula, k < n}

de n-esqueleto de X. Dai, para cada n, se ¢ € ® tem como dominio a n-célula £ = Ej,
entdo do™ = ¢(OE™) C XY pela condi¢io 3 acima.

Lema 2.3. Seja (X, ®) uma estrutura celular. Entdo:

1. se o™ é uma n-célula com funcdo caracteristica ¢ : E™ — X, entio ¢(E™ — OE™) =
o" — o™ (chamado interior de o™);
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2. se o™ € n-célula entdo o™ C XM ;
3. para cada n > 0,

xX® = U{ak;ak é k-célula de (X, ®) e k < n}.

Demonstragio. 1. Pela condicdo 3, tem-se do™ C X™ Y que é disjunto de ¢(E™ —
OE™), ja que os conjuntos da forma

A, ={yY(Ey, — 0Ey); ¥ € ®, Ey é m-célula}

particionam X. Portanto, ¢(E" — OE™) U ¢(OE™) ¢ uma uniao disjunta igual a ",
e dai 0" — 00" = ¢(E™ — OE™).

2. Tem-se que 0" — do™ C X a condicao 3 nos da 9o C X1 C X™ e assim
o" = (0" — do™) U do™ C X ™),

3. Como o™ — do™ C ", tem-se que
XM | J{o*;0" 6 k-célula de (X, ®) e k < n}.
O item 2 acima mostra que a inclusao contraria também é verdadeira. O

Definigao 2.4. Dizemos que duas estruturas celulares (X, ®) e (X, ®’) sdo estritamente
equivalentes se existe uma bijecao entre ® e @’ satisfazendo o seguinte: se ¢ € &
corresponde a ¢ € @, entdo ambas tem o mesmo dominio E, = Ey e existe um
homeomorfismo h : (Ey, 0Ey) — (Ey, 0Ey) tal que ¢/ = ¢ o h. Noutras palavras:
funcoes caracteristicas correspondentes sao iguais a menos de uma reparametrizagao
do dominio.

E, L E,

X

E facil ver que isto nos da uma relacao de equivaléncia:

1. A estrutura celular (X, ®) é estritamente equivalente a si mesma, associando ¢ € ¢
a si mesma e pondo h = 1g,;

2. se (X, ®) é estritamente equivalente a (X,®’) e ¢ € ® corresponde a ¢/ € ¥’
entao existe homeomorfismo h : (E4, 0E;) — (Eg,0E,) tal que ¢/ = ¢ o h, e dai
¢ = ¢ o h™!. Isto nos da que (X, ®’) ¢ estritamente equivalente a (X, ®).

3. Se (X, ®) é estritamente equivalente a (X, d®’) e esta, por sua vez, é estritamente
equivalente a (X, ®”), entdo ¢ € ® corresponde a ¢’ € ¢’ e existe h tal que ¢’ = poh;
¢ por sua vez corresponde a ¢” € " e existe b’ tal que ¢ = ¢/oh’ = po(hoh’), com
hoh' : (Eg, 0Ey) — (E4, 0E4) homeomorfismo. Isto prova que (X, ®) é estritamente
equivalente a (X, ).
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Se (X, ®) é uma estrutura celular, denote por Sg o conjunto dos pares (o", [}]s)
em que ¢ tem dominio E" = E,, por ¢(E™) = 0" e por [¢]s a classe de ¢ pela relacao
acima. Denotaremos tal par simplesmente por o™ ou ¢(E"™), em que subentende a classe
de ¢. Note que se (X, ®) e (X, ') sdo estritamente equivalentes, entdo Sp = Sg.

Defini¢ao 2.5. Um complexo celular (ou decomposicao celular) em um conjunto X é
uma classe de equivaléncia de estruturas celulares (X, ®) com a relagao de equivaléncia
dada pela relacao de ser estritamente equivalente. Um complexo em X serd denotado
pelo par (X, S) em que S = Sy, para alguma estrutura celular representante (X, ®).
O conjunto S ¢ chamado de conjunto das células (fechadas) de (X, S).

Para simplificar a notacao, as vezes omitiremos o indice n de ¢". Também, se o
tem funcao caracteristica ¢,, denotaremos o dominio de ¢ por E,.

Defini¢ao 2.6. Um subcomplezo (A, T) do complexo celular (X, S), que denotaremos
por (A, T) C (X,S5), & um complexo celular tal que AC X e T C S.

Admitiremos que (0, () é um complexo celular, e se (X, S) é um complexo celular,
escreveremos (0,0) = (X1, 571).

Defini¢ao 2.7. Um complexo celular (X, S):
e ¢ finito (resp. contdvel) se S é um conjunto finito (resp. contéavel);

e & localmente finito (resp. localmente contdvel) se cada célula fechada intercepta ape-
nas uma quantia finita (resp. contavel) de células;

e tem fecho finito se cada n-célula intercepta somente um nimero finito de células
abertas o — doP, com p < n.

Definicao 2.8. O complexo celular (X, .S) possui dimensdo n se possui ao menos uma
n-célula 0™ e nenhuma célula de dimensao g > n. Se (X, S) possui células de dimensao
maior que n para todo n inteiro, entao diz-se que o complexo celular tem dimensao
infinita. Convenciona-se que o complexo vazio ({), () tem dimensdo —1.

Definigao 2.9. Se (X, S) e (Y,T) sdo complexos celulares, o complexo (X x Y, 5 xT)
¢ chamado de complexo celular produto, e tem como n-esqueleto o conjunto

(X xY)™ = U (X®) 5 y(n=p)),

0<p<n

Defini¢ao 2.10. Seja X um conjunto com estrutura celular (X, S). Escolha um con-
junto de fungdes caracteristicas {¢,; 0 € S} para as células de S. A topologia fraca em
X com respeito a S é obtida do seguinte modo:

1. dé acada célula o € S a topologia quociente com respeito a sua fungao caracteristica;

2. dé a X a seguinte topologia: F' C X é fechado se, e somente se, F'N o ¢é fechado em
o, para toda o € S.

Definicao 2.11. Um espaco de Hausdorff X é um CW-complexo com respeito a familia
de células S se:

1. o par (X,S) é um complexo celular tal que cada célula ¢ € S possui uma fun¢ao
caracteristica continua;
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2. o espaco X tem a topologia fraca com relacao a .S
3. o complexo celular (X, S) tem fecho finito.
Lema 2.12. Seja X um CW-complexo com células S. Entao

1. cada célula o € S é um subconjunto fechado de X;

-

2. para cada célula o € S, a restricao da fun¢ao caracteristica ¢, o E, — OFE, € um
homeomorfismo sobre o — Jo.

Demonstracao. A funcdo caracteristica ¢, ¢ uma aplicacao fechada: se K C FE, é
fechado, entao K é compacto, pois E, o é. Como ¢, é continua, ¢(K) é compacto em
X (que & de Hausdorff), e portanto ¢(K) ¢é fechado. Se K = E,, obtemos o item 1.
Como ¢, ¢é fechada, sua restricdo ¢,|g,_sr, ¢ bijecdo continua e fechada sobre
o — Jo, donde homeomorfismo. n

Proposicao 2.13. Se X é um CW-complexo com células S, Y € um espaco topoldgico
qualquer e f : X —Y € uma funcdo, entao: f é continua se, e somente se, para todo
o €S, tem-se que f|, € continua.

Demonstragdo. Suponha f continua e seja C C Y fechado. Entao f~'(C) ¢ fechado
em X e (fl,)"}(C) = f~1(C)No & fechado em X, ja que X tem a topologia fraca com
respeito a S.

Reciprocamente, se f|, é continua para cada o, seja C' C Y fechado. Entao
fIZHC) = f7YC) N o é fechado em o, para todo o. Assim, f~1(C) é fechado em
X. ]
Proposicao 2.14. Seja X um CW-complexo com células S e seja (A, T) subcomplezo
de (X,S). Entao:

1. A é fechado em X;
2. com a topologia do subespaco, A € um CW-complexo com células T.
Definicao 2.15. Seja A C X subespaco. Diz-se que

e A éum retrato de X se existe aplicacao r : X — A tal que r(a) = a para todoa € A
(tal aplicacao r é chamada de retracao); se, além disso, r é homotopica a 1x por
uma homotopia h : X x I — X tal que h(A x I) C A, diz-se que A é um retrato por
deformag¢ao de X; se, mais ainda, h(a,t) = a, para todo a € A, diz-se que A é um
retrato por deformacao forte de X.

o X se deforma em A se existe homotopia entre a identidade de X e alguma aplicacao
f:X — X tal que f(X) C A. Tal homotopia é chamada de deformacdo de X em
A.

Definicao 2.16. Um espaco X é localmente contrdtil em x € X se toda vizinhanca V
de x contém uma vizinhanga U de z tal que {x} é um retrato por deformagao forte de
U. Se todo = € X tem essa propriedade, X é dito localmente contrdtil.

Teorema 2.17 ([12, Teorema 66, p. 67]). Todo CW-complezo € localmente contrdtil.
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O importante resultado seguinte sera sempre referido como propriedade de extensao
de homotopia:

Teorema 2.18 (|12, Teorema 7.2, p. 68]). Sejam X um CW-complezo, A um subcom-
plexo de X e
f Xx{0JUAXI =Y

uma aplicacao qualquer. Entao existe ' : X x I =Y que estende f.

3 Espacos de recobrimento

Os espagos de recobrimento desempenharao um papel importante para o céalculo
dos grupos de Gottlieb do espaco projetivo de dimensao impar e do espago lenticular,
como se verd na secao 8. Os seguintes resultados serdo necessarios, e se encontram
detalhados em [3, p. 139-145]

Defini¢ao 3.1. Uma aplicagao p: C'— X ¢é dita um recobrimento (e C' é chamado de
espaco de recobrimento de X) se C' e X sao Hausdorff, conexos por caminho, localmente
conexos por caminho e vale o seguinte: para cada x € X, existe vizinhanca conexa por
caminho U 3 z tal que p~'(U) é unido disjunta de conjuntos U, e p|g, ¢ homeomorfismo
entre U, e U.

Lema 3.2 (|14, p. 152]). Sejam p : C' — X um recobrimento, Y um espago conexo
e localmente conexo. Se f,g :' Y — C satisfazem po f = po g, entao o conjunto
A={yeY; fly) =g(y)} é vazio ou € igual a Y.

Teorema 3.3 (Levantamento de caminho). Sejam p : C'— X um recobrimento e o :
I — X um caminho. Seja a € p~(a(0)). Entdo existe um unico caminho & : [ — X
tal que poa =« e &(0) = a.

Teorema 3.4 (Cobertura de homotopia). Seja W espaco localmente conexo ep : C —
X recobrimento. Seja F: I xW — X homotopia e seja f : W x{0} — C' levantamento
da restricio de F' a W x {0}. Entao eziste uma inica homotopia G : I x W — C tal
que o diagrama sequinte comuta:

W x {0} ———C

/h
_ p
//

Wxl—F . x

Mais ainda: se F' é homotopia relativa a W' C W, entao G também serd.

Corolério 3.5. Seja p : C — X recobrimento. Sejam fo e fi caminhos em X com
fo = fi (vel. OI). Sejam fy e fi levantamentos de fo e fi tais que fo(0) = f1(0).
Entao f0(1> = f1(1> e fO ~ fl (rel. 8])

Corolario 3.6. Sejam p : C' — X recobrimento e f : (I,0I) — (X, %) um lago

homotdpico ao lago constante em xo, relativamente a OI. Entao todo levantamento f
de f € um lago homotdpico ao lago constante em f(0) relativamente a OI.
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Corolario 3.7. Seja p : C — X recobrimento com p(a) = b. Entao py : m(C,a) —
m1(X,b) € monomorfismo cuja imagem consiste das classes de lagos em b € X que se
levantam para lagos em a € C.

Teorema 3.8 (do levantamento). Seja p : C — X recobrimento com p(cy) = wp.
Sejam W conexo por caminho e localmente conexo por caminho e f : W — X uma
aplicacao tal que f(wy) = xg. Entao existe g - (W, wy) — (C,co) tal que pog = f se,
e somente se, fami (W, wo) C pumi(C,cp).

NG
Como consequéncia do teorema anterior, se W é simplesmente conexo (i.e., w1 (W, wy)
{1}) entao sempre existe g tal que pog = f.

Proposicao 3.9. Seja q : Y — Z aplicacao quociente. Se X é compacto e de Haus-
dorff, entao
gX1x: Y XX —=>7ZxX

€ aplicacao quociente.

Demonstra¢ao. A prova mais geral (assumindo apenas que X ¢ localmente compacto
e de Hausdorff) se encontra em [18, p. 3]. Vale notar que nesta referéncia ¢ é uma

wdentification map, que é equivalente a definicao de aplicagao quociente, pelo exercicio
1.1.8 de [18, p. §|. O]

4 Acao de m na fibra e deck transformations

Definicao 4.1. Uma acao a esquerda de um grupo G num espaco X é uma funcao
G x X — X, cuja imagem de (g, z) é denotada por g -z, tal que (g-h)-x =g (h-2)
e e-x =z, para todos g,h € G, z € X, em que e é a identidade de G (aqui o simbolo
- denota tanto a agdo quanto a opera¢ao do grupo G). Ja uma acdo a direita de um
grupo G num espago X satisfaz (z-g)-h=x-(9-h)ex-e=ux.

Sejam p : C' — X recobrimento e zg € X. Chame J = m (X, z0) e F = p~(xg). O
conjunto discreto F' é chamado de fibra de p. Vamos construir uma a¢ao a direita de
m (X, zp) em J.

Seja c € F e a = [f] € J. Levante f para o caminho f : I — X com f(0) = c.
Defina c- [f] = f(1). Pelo corolario 3.5, f(1) ndao depende da escolha do representante
de a. Temos assim definida uma funcao F' x J — F' com as seguintes propriedades:

1. ¢-e = ¢, para todo ¢ € F, afinal o caminho constante em ¢ ¢ um levantamento do
laco constante em xg.

2. (cra)-B=c-(a-P):
Sejam a = [f] e B8 = [g] elementos de J e sejam f, g os levantamentos de f,g
comecando em c e ¢ - «, respectivamente. Note que f termina em c¢-« e g tqrmina

em (c-a)-f. Comopo (f*xg) = (pof)*(pog) = fx*g, tem-se que f g é
um levantamento de f * g que comega em ¢ e termina em ¢ - (« - (), e entdo, pela
defini¢do, ¢+ (a- 5) = (¢ a) - 5.
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3. A acao é transitiva, isto é, dados ¢, ¢y € F, existe a € J tal que ¢ = ¢y - a: Tome g o
caminho que comega em c¢q e termina em ¢ (tal caminho existe pois C' é conexo por
caminhos). Considere f = po g. Entao g é levantamento de f e, se o = [f] entédo
co-a=g(l)=c

4. Se J., ={a € J; ¢p - a = co} (chamado grupo de isotropia de J em cy) entao J,, =
pum(C, co): note que [f] € J., < f se levanta a um laco em ¢y < [f] € pam(C, o),
pelo corolario 3.7.

5. A funcdo ¢ : J,/J — F, em que J,/J = {J, - a,a € J}, definida por ¢(J,, - a) =
co - @ € bijecao:

e esta de fato bem definida:
Sejam «, 8 € J tais que J., - a = Jg, - 3, isto é, a- 7' € J,. Entdo a =~ - 3,
para algum vy € J,,. Assim,

¢(JC()'a):CO'O‘:CO'(’Y'B):(Co'g)'6260'62¢(t]co'6)'

e ¢ sobrejetora: seja ¢ € F qualquer. Sabemos que existe a € J tal que ¢ = ¢ - a.
Assim, ¢(Jg, - a) =¢o-a = c.

e ¢ injetora: sejam a = [f], 5 = [g] € J tais que ¢(J,, - a) = ¢(J,, - B), isto é, que
[f]-co=1[g] - co.
Sejam f,§ : I — C levantamentos de f e g comecando em ¢;. Como f(1) =
a-cg=f-co=j(1), podemos considerar o laco f * h, em que h(t) = G(1 — t).
Note que poh(t) = pg(1—t) = g(1—t) = g~ (t), e entdo p(f*§) = f*g . Assim,
f*h élevantamento de fxg¢~* comecando em cg, e daf ¢g - (a-p) = fx fz(l) = ¢o,
isto é, a- 37! € J,,, e entdo J,, - a=J, - S.

Em resumo, temos o seguinte:

Teorema 4.2. Sejap : C — X recobrimento com p(co) = xg. Entdo existe uma bije¢ao
entre o conjunto de classes laterais a direita

pam1(C, co)/m (X, x0) = {pem(C, ) -, € m (X, 20)}

e a fibra p~t(xo).

Definicao 4.3. Seja p : €' — X uma recobrimento. Um homeomorfismo D : C' — C
é dito ser uma deck transformation se satisfaz po D = p.

O conjunto das deck transformations forma um grupo com a operagao composicao,
denotado por A(p) ou simplesmente A.
E possivel provar o seguinte:

Teorema 4.4 ([3, corolario 6.10, p. 149]). Se p : C — X ¢é recobrimento e C é
simplesmente conexo, entao existe isomorfismo ¢ : m (X, o) = A(p).

Tal isomorfismo ¢ é dado do seguinte modo: fixado ¢y € p~'(xg), tome [a] €
(X, x) e levante o para um caminho & : I — C comegando em ¢y. Defina ¢la] =
D, € A(p) como sendo a tnica deck transformation que satisfaz D(co) = &(1).



Acao de m na fibra e deck transformations 27

Teorema 4.5 ([8, p. 342|). Se p: C — X € recobrimento e C é simplesmente conezo,
entao py : T (C,co) = (X, o) € isomorfismo, para todo n > 2.

Estes dois resultados mostram a forte relacao entre os grupos de homotopia de
um espaco X e os correspondentes de seu recobrimento simplesmente conexo C. Os
resultados seguintes nos dirdao qual é o grupo fundamental de um espaco quociente por
uma agdo. Para detalhes, ver [3, p. 151]

Defini¢ao 4.6. Uma ac¢do (& esquerda) ¢ dita ser propriamente descontinua (e nesse
caso diz-se que G age de maneira propriamente descontinua) se cada ponto r € X
possui vizinhanca U tal que gU NU # (0 = g = e.

Proposicao 4.7. Se G age de maneira propriamente descontinua no espaco conero
por caminhos, localmente conexo por caminhos e de Hausdorff X, entao a projecao
p: X — X/G é recobrimento cujo grupo de deck transformations A(p) é G.

Corolario 4.8. Se X ¢ simplesmente conexo e localmente conexo por caminhos e G
age de maneira propriamente descontinua em X, entao m (X/G) ~ G.

Demonstracao. Pelo acima, G = A(p), e por 4.4, A(p) ~ m (X/G). ]

Proposicao 4.9 (|3, p. 154]). Se G é um grupo finito agindo no espago de Hausdorff
X de modo que g-x = x para algum x € X implique que g = e, entao G age de maneira
propriamente descontinua.

Corolario 4.10. Se G € um grupo finito que age no espaco simplesmente conexo,
localmente conexo por caminhos e de Hausdorff X e satisfaz g-x = x = g = e, entao

m(X/G) ~ G.
Demonstracdo. E consequéncia direta dos trés resultados anteriores. O

Definicao 4.11. Um espago X é dito ser semilocalmente 1-conezo se cada pontox € X
possui vizinhanca U tal que todos os lagos em U sao homotopicos a um lago constante
em X, isto é, se para todo u € U, o homomorfismo i, : m (U, u) — m(X,u) induzido
pela inclusao é trivial.

Teorema 4.12 ([3, p. 155]). Seja X conexo por caminhos e localmente conexo por
caminhos. Entao X possui um recobrimento simplesmente conexo C (também chamado
de recobrimento universal) se, e somente se, X é semilocalmente 1-conexo.

Corolario 4.13. Todo CW-complexo conexo por caminhos possui um recobrimento
universal.

Demonstracao. Todo CW-complexo é localmente contratil, donde semilocalmente 1-
CONEexo. 0

Proposicao 4.14. Sejam X simplesmente conexo, Y conexo por caminhos dois CW-
complezos, p : Y — Y recobrimento universal de Y e f : (X,x0) — (Y,y0) uma
aplicacdo. Entdo o funtor esquecimento F : [X,Y], — [X,Y] (que associa a classe de
homotopia baseada de uma aplicagao f: (X, x9) — (f/, Yo) @ classe de homotopia livre
de f: X — f/) ¢ bijecao, e o sequinte diagrama é comutativo:

(X, V], +—2— [X,V], — 5 [X,Y]

[ | b

X, V], —2—[X, Y], —EF—— [X,Y]
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em que D*[f] = [f o D], [a] € m(Y,y0), axlf] = [fi] em que fi € qualquer aplicagdo
que satisfaca f ~, f1, D = ¢[a] pelo isomorfismo dado em 4.4 e p. é a induzida de p.

Demonstragao. Ver |4, p. 158 para o caso mais geral em que X e Y sdo nao apenas
CW-complexos, mas espagos compactamente gerados. O]



2 Produto de Whitehead e invariante
de Hopf

5 O produto de Whitehead generalizado

O produto de Whitehead generalizado é uma operacao que associa duas classes
a € [XA X, e p€[XB, X]. aum elemento [, 5] € [X(AA B), X].. Em [2]|, Arkowitz
define [a, 8] de dois modos; um deles é o seguinte: sejam f: YA —- X eg:XB — X
representantes de a e 3, respectivamente. Considere p; : AXx B — Aepy,: AXB — B
as projecoes e Xpy : X(A X B) = XA e Xp, : (A x B) — X B suas suspensoes.

Chame f'= foXp : X(AXx B) > Xeg =goXpy: X(Ax B) = X. Defina

K=" 9)(f9): 2AxB) > X

em que o produto - e a inversa vem do co-produto de (A x B) (usaremos aqui a
notagao multiplicativa para a operagao de [X(A x B), X],).

Como K'|saxsy =~ 0 (afinal ¢'|saxe = 0 = ¢ saxe) € K|sexp =~ 0 (afinal
['sexB) = 0= f""suxp)), segue que k'|savp) = 0. Pela propriedade de extensdo de
homotopia do par (X(A x B),X(AV B)), existe k : %(A x B) — X tal que k ~ k" e

k|savp) = 0. Portanto k induz aplicacdo k : X(AA B) — X com a propriedade de que
k=koXq, emqueqg: Ax B— AAB é a projecao.

f/
m
S(Ax B)———SA—F— X
g/
Xq
Y(ANAB) (f'=gm)-(f" g )=k =k

E possivel provar que a classe de homotopia de k nao depende da escolha da apli-
cagdo k, e assim k nao depende da escolha dos representantes f e g (ver [2, lema 2.1,

p. 10]).
Definimos o produto de Whitehead generalizado de «. e 3 por

[, 8] = [k] € [E(A A B), X].
Definigao 5.1. Sejam iy : YA — YAV 3YB e iy : XB — YAV YB as inclusoes. A

aplicagao k construida acima, usando-se f = i; e g = iy é chamada de aplicacdo de

29
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Whitehead, e denotada por w : X(A A B) — XAV XB. Repare que nesse caso k' = k,
e por isso a aplicacao w fica unicamente definida.

Teorema 5.2. Se f : YA — X e g: XB — X sdo aplicagoes e a = [f] e 5 = [g],
entdo [a, f] = [V o (fVg)ow]e[E(AAB),X]..

Demonstra¢ao. Sejam a = i3 0 ¥p;,b = is 0 ¥py : N(A X B) - YAV YEBe f =
foX¥p,¢d =go¥ps:X(Ax B)— X. Provemos que

Vo(fvg)o(l@ b (a-b)=(f"-g")(f 9

Se v : X(Ax B) — X(Ax B) ¢ ainversa do co-produto (isto é: a aplicacao que satisfaz
[how] = [h]71,Vh : B(A x B) — X), entdao podemos escrever o lado esquerdo da
igualdade acima como

Vo(fvg)o(la™-b7")-(a-b) =
Vo(fVg)o((iyoXpiowv):- (igoXpyow)- (i1 0Xp;) - (iz 0 Xps)).
Note que Vo (fVg)oi; = feVol(fVg)oiy=g;sendo assim, o acima é igual a
(foXpiov)-(goXpyov)-(foXpr)-(goXps) =
(frov)-(gov)-f g =(f"-g"")-(f9)

Ja vimos que existe k : S(Ax B) — X tal que k|gavp) = 0ek >~ (f~1¢1)-(f'-¢).
Portanto k induz k : X(A A B) — X tal que k = k o 3q. Assim,

FoXg—k=Vo(fVg)o((a-b)-(a-b)=(Vo(fVg)ow) oy
e portanto o, 8] = [k] = [V o (f V g) o w] € [S(A A B), X],. O
Definicao 5.3. Definimos o cone sobre X por
TX =X xI/X x {1}
e o cone reduzido sobre X por
CX =X xTI/(Xx{1}U{xo} xI).
Denotaremos por ip : X — CX a inclusdo ig(z) = [(z,0)].

Definicao 5.4. Dada uma aplicacao f : X — Y, o espago Y Uy CX é definido como
sendo o quociente da unido disjunta de Y e C'X pela relagao io(z) ~ f(z). Denote

por f:CX - Y U;CX edp:Y — Y Uy CX as aplicagdes dadas por f(a) = [a] e
io(y) = [y

Entao o seguinte diagrama é comutativo:




O produto de Whitehead generalizado 31

O espaco Y Uy C'X ¢é chamado de mapping cone da aplicagao f ou de pushout das
aplicacoes f : X — Y e ig : X — CX, conforme [18, p. 38|. Tal espago possui a
seguinte propriedade: dadas duas aplicagoes k : Y — Z e h : CX — Z tais que
ko f = hoig, entao existe uma tnica aplicagao [ : Y Uy CX — Z tal que loig =k e
lo f = h, isto é, existe [ que comuta o diagrama a seguir:

Os dois resultados a seguir encontram-se em |2, p. 17]:

Teorema 5.5. Tem-se que
YAXYB~(XAVYEB)U, CE(AANB)=C,.

Teorema 5.6. Tem-se que jow ~0:X(AAB) - XAXYXB, em que j : YAVYB <
YA X XB € ainclusao.

Fazendo uso deles, demonstramos o seguinte:

Corolario 5.7. Sep: XA X YXB — YAAXB € a projecio, j: XAV IB — XA X 3B
¢ a inclusao e w : (AN B) — XAV XB é a aplicagao de Whitehead, entdo para todo
espaco X a sequéncia a sequir € exata:

SAASB, X]. & [SA x £B,X], L5 [SAV EB, X], 5 [R(A A B), X]..
Demonstracao. Provemos as devidas inclusoes.

o Imp* C Kerj*: se [f] = p*[g] = [gop] € Imp*, entdo j*[f] = j*[gop] = [gopoj] =0
pois jop =0, afinal AN YXB =YA x ¥B/YXAV XB.

e Kerj* C Imp*: seja [f] € Kerj*. Entao j*[f] = [f o j] = 0. A propriedade de
extensao de homotopia do par (XA x XB,X AV ¥B) nos garante a existéncia de
f' =~ f tal que f'oj = 0. Portanto f’ induz g : XAANYXB — X tal que gop = f/,
isto ¢, p*[g] = [f'] = [f].

e Im j* C Kerw*: se [f] = j*[g] = [goj] € Im j*, entdo w*[f] = w*[goj] = [gojow] =0
pois j ow =~ 0, pelo teorema anterior.

e Kerw* C Imj*: seja [l] € Kerw*, isto é, [ow] = 0. Sejal : C, > LA X ¥B a
equivaléncia de homotopia dada pelo teorema 5.5, com inversa I'~1.

Afirmacdo: existe [ : OX(AAB) — X tal que loig = low. Seja H : 2(AAB)xI — X
homotopia tal que Hy =low e Hy =0 (afinal [low] =0). Sejaq: X(AAB) x I —
CY(A A B) a projegao.

Y(ANB) x I

CS(AN B)L X
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Como H é constante em S (AAB)x {1}U{x} x I, tem-se que H induz [: OL(AAB) —
X tal que [ o1y = Hy =1l ow, o que prova a afirmacao.

Seguindo a notacao da definicao 5.4, a propriedade do pushout nos da a existéncia
de m : C,, — X tal que o seguinte diagrama (com exce¢io do triangulo dado por g
e I'oj) é comutativo:

S(AA B)

CS(AA B)

Defina m = mol : A x ¥B — X. Segundo [2, p. 17], o triangulo dado por 7, e
[ o j também é comutativo. Logo, j*[m] = [m o j] = [I] € Im j*. O

Teorema 5.8. Sejam a = [f] € [XA, X], e = [g] € [EB, X].. Entao [a, 5] =0 se, e
somente se, existe aplicacio m : XA X ¥.B — X tal que [m|sax<] = a e [m|ixsp] = B,
1sto €, o sequinte diagrama comuta a menos de homotopia:

YAVYEB

SAxYB—™ X

em quel=Vo(fVg):XAVEB — X.

Demonstracao. Sejam f e g representantes de « e 3, respectivamente. Seja [ = V o
(fVg): XAV EB — X. Pelo teorema 5.2, tem-se que

Low] = [Vo(fVg)ou]=[a,B]

Suponha que [a, 3] = 0. Entdo [l ow] = w*[l] = 0 € [¥AV XB, X],, isto é,
l] € Ker w* = Im j*, pelo corolario anterior. Assim, existe m : XA x ¥B — X tal que
Jj*[m] = [moj] =[l], isto é, moj ~ 1.

Tem-se que

m(a,*) =mo j(a,x) e l(a,*) = f(a),
m(*,b) = mo j(x,b) e l(x,b) = g(b),

em que a € XA e be XB e assim m|ss >~ f e m|sp >~ g, isto é,
[m[sa] = a e [m|sp] = B.

Reciprocamente, se existe m : XA x ¥B — X tal que [m|s4] = o e [m|sp] = 5,
entao [mo j| = [I].
Portanto

[a, ] =[low] =[mojow] =w"[mojl=w"oj [ml=0

pois Im j* = Ker w*. O
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Proposicao 5.9. Seja ¢ a classe da aplicacao identidade de 3 A. Se [1,1] = 0, entdo
YA é um H-espaco.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, existe m : XA x YA — YA tal que moj; ~1e
mojs >~ 1, em que jp, js : XA — YA XX A sa0 as inclusoes de 3 A no primeiro e segundo
termo do produto. Entao m é um produto para XA, que o torna um H-espaco. O

Proposicao 5.10 (Bi-aditividade, |2, p. 14]). Se A =X A’ e B = XB’ sdo suspensaes,
entao:

1 [a+a,p]=[a B +[a B;
2. [a, B+ 8] = [a. ] + [a, B;
para todo o, & € [LA, X], e todo 3,53 € [¥B, X],.

6 O invariante de Hopf

Daqui em diante, todos os grupos de homologia e cohomologia terao coeficientes
em 7.

Sejam X, A, A" CW-complexos, com A e A’ subcomplexos de X. O produto cup é
uma operacao binaria que associa a cada u € HP(X, A) e v € H1(X, A’) um elemento
u—wv € HPT(X AU A", com algumas propriedades, tais como:

e 0 produto cup é bilinear;

ese f: X — Y étal que f(A) C B e f(A') C B’ entdo, se denotamos por fj :
(X,A) = (V,B), fo: (X,;A) = (Y,B") e f3: (X,AUA") = (Y, BUB’) as aplica¢oes
definidas por f (isto é, f;(x) = f(x)), tem-se que

* ./

f3(u' = ') = fiu' — f30,
para v € HP(Y,B) e v' € HI(Y, B').

Para mais detalhes sobre —, ver [8, p. 206-210].
Sejam agora a € HP(X,A) e be HY(Y, B).
O produto cross relativo, denotado por X, é uma operacao

HP(X,A)® HY(Y,B) = H""(X xY,Ax Y UX x B)

definida por
a x b= pj(a) — p3(b),
emque p: (X XY, AXY)— (X, A)epy: (X xY, X x B) — (Y, B) sao as projegoes
e o tensor ® ¢ tomado sobre Z.
Duas propriedades tteis do produto tensorial sao as seguintes:

l.se f:G— G eg: H— H' sdao homomorfismos de grupos abelianos, entdo f e g
induzem homomorfismo
fRg: G H—G ®H

definido por f ® g(a ® b) = f(a) ® g(b).
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2. uma funcdo bilinear i : G x G" — H define homomorfismo h:G®G — H dado
por h(g® ¢') = h(g.9')-

Por ser bilinear, o produto cup define homomorfismo
— HP(X,A) @ HI(X,A") = HT(X, AU A,
o qual denotaremos pelo mesmo simbolo —.

Defini¢do 6.1. Seja f : S*"' — S" n > 1. Seja X = D?" U; S" o adjunction
space (i.e. X & o espago obtido quocientando a unido disjunta D?" LI S™ pela relagao
f(s) ~ sparas € S 1 C D*). Assim, X tem somente uma n-célula e uma 2n-célula,
e entao H"(X) ~ Z ~ H*(X). Sejam z € H"(X) e y € H*"(X) geradores. Entao
x — x = h(f)y para algum inteiro h(f). Tal inteiro é chamado de invariante de Hopf
da aplicacao f, e definido a menos de sinal (pois a escolha do gerador pode alterar o
sinal).

Prova-se que se f ~ f’ entao h(f) = h(f’) (ver, por exemplo, |23, Proposic¢ao 5.13,
p. 137]). Portanto, tal inteiro associado a f é invariante por homotopia.

Proposigao 6.2. Seja f: S?"~! — S™. Se n ¢ impar, entao h(f) = 0.

Demonstracao. Basta notar que

t—z=(-1)"(z—z)=—(z— )
por |8, Teorema 3.11, p. 210|, donde 2(z — z) = 0, e assim x — & = 0 = Oy (os
coeficientes sdo inteiros). O

Definig¢ao 6.3. O grau de uma aplicagao f : S™ — S™ (n > 0), denotado por deg(f),
¢ o namero inteiro tal que f*(z) = deg(f)z, em que z é um gerador de H"(S™) ~ Z.
Tal inteiro nao depende da escolha do gerador z, pois se —x é o outro gerador,

entao f*(—x) = —f*(x) = — deg(f)z = deg(f)(-2).

Observacao 6.4. A definicao de grau de uma aplicacao f : S™ — S™ dada acima
difere da mais comum na literatura. Como consta em |8, p. 134] e |9, p. 101], o grau
de f ¢ o inteiro d tal que f.(z) = dz, em que z é um gerador de H,(S™) ~ Z. Isto
nao serd um problema, visto que as duas nocoes coincidem, como mostra o seguinte
resultado:

Proposigao 6.5. Seja f : S" — S™. Sex € H*"(S") ey € H,(S") sdo geradores e
f*(z) = dx, entao f.(y) = dy.

Demonstracao. Faremos uso aqui do teorema do coeficiente universal para cohomologia,
como consta em [15, Teorema 53.1, p. 320|, que tem como corolario ([15, p. 323]) o
seguinte: dado um par de espacos (X, A) e um grupo G, existe uma sequéncia exata

0 — Ext(H,_1(X, A),G) = H(X, A;G) & Hom(H,(X, A),G) = 0

que é natural com respeito a homomorfismos induzidos por aplicagoes; para o nosso
casoem que X = S", A=0, p=ne G = Z, ficamos com o seguinte:

0 — Ext(H,_1(S"),Z) — H"(S") & Hom(H,(S™),Z) — 0,



O invariante de Hopf 35

e como H, 1(S™) ¢ o grupo trivial (e portanto é livre), segue de [8, p. 195| que
Ext(H,-1(S™),Z) = 0. Assim,  é isomorfismo.
A naturalidade citada acima garante que o diagrama

H™(S™) —s Hom (H,,(S™), Z)

f*l lf

H"(S™) — Hom(H,(S"), Z)

é comutativo, em que kK é o homomorfismo de Kronecker definido em [15, p. 276] e

f(h) =ho f.

Lembrando que z € H"(S™) e y € H,(S™) sao geradores, o grupo Hom(H,,(S™),Z)
é ciclico gerado pelo homomorfismo hy : H,(S™) — 7Z tal que hy(y) = 1 (o
hy : H,(S™) — Z tal que hy(y) = —1). Como k é isomorfismo, segue que x(x) = h;,
para algum ¢ = 1,2. Entao

for()=r(x)o fu=hio f.
que, pela comutatividade do diagrama acima, é igual a
ko f*(x) = k(dz) = dk(z) = dh;.

Portanto, h; o f.(y) = dh;(y). No caso em que i = 1, obtemos que f.(y) = dy, e
no caso ¢ = 2 obtemos que —f,(y) = d(—y), que também nos da f.(y) = dy, como
queriamos. ]

Definicao 6.6. Sejam p,qg € S™ e f : S™ x S™ — S™ uma aplicacao. Sejam f1, f5 :
S™ — S™ dadas por fi(z) = f(x,q) e fo(x) = f(p,x). O bigrau de f & o par de inteiros
(a,b) em que a = deg(f1) e b= deg(f2).

Note que a e b ndo dependem da escolha dos pontos p e ¢: se ¢ é outro ponto de
S™ ff + S™ — S™ é definida por f{(x) = f(x,¢') e v: I — S™ é um caminho ligando ¢
a ¢ (que existe, pois S™ é conexa por caminhos para n > 0) entao F : S" x [ — S™
dada por F(z,t) = f(x,v(t)) satisfaz Fy = fi e F| = f{, e assim f; e f] tem o mesmo
grau. Analogo para a escolha de p.

Teorema 6.7. Se n € par e m é um inteiro qualquer, existe aplicacio f : S*~! — Sn
com h(f) = 2m.

Demonstra¢ao. Sejam Sy, S e S trés (n — 1)-esferas e k : 57 X Sy — S uma aplicacao
de bigrau (a,b). Sejam E; n-células tais que S; = 0FE;, (i = 1,2). Entdo 0(F) X Es) =
(Ey % S3)U(S7 X Ey) ¢ homeomorfo a uma (2n—1)-esfera e (E; X .S3)N(S1 X Fy) = S1X.Ss.
Seja S’ a suspensao nao-reduzida de S. Entdo S’ = F, U E_, em que E, e E_ sao
n-célulase £, NE_ = S.

Estendemos k& a uma fungido C(k) : (E; x S3) U (S; x Ey) = EL UE_ = S’ de
modo que C(k)(E; x Sy) C Ey e C(k)(S1 x Ey) C E_. Tal extensao é melhor vista se
considerarmos os homeomorfismos entre E; X Sy e T'S; X Ss, € entre S; X Ey e S; X TSy,
em que T'S; é o cone sobre S;, i = 1,2 (conforme defini¢do 5.3). Assim, definimos ¢ :
(T'Sy x Sa) U (S1 x T'Sy) — S por ¢((t,x),y) = (k(x), &) e ¢z, (t,y)) = (k(x), =5).
Entao ¢(T'S; x S3) C Ef e ¢(S1 x T'Sy) C E_.
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No diagrama abaixo, as setas verticais sao homeomorfismos,

(TSl X SQ) U (Sl X TSQ)

| T
(EL X S3) U (Sy x Ey) —® s
T |

SQn—l Sn

e entdo podemos ver C(k) como uma aplicagao de S?"~! para S™.

Chamamos de construcio de Hopf esse processo de, dada k : S*~! x S*=1 — §n—1,
criar a aplicagao C(k) : S~ — S™.

O teorema seguira de dois lemas:

Lema 6.8. h(C(k)) = ab.

Demonstragao. Seja X = (E; x Ey)Ucr)S'. A aplicagao colagem nos da uma aplicacao
g:(Ey X Ey, By X S5,51 X Ey) — (X, Ey, E_). Seja x gerador de H"(X) ~ Z.
A sequéncia exata dos pares (X, E_) e (X, F,) nos da

s HYNEL) S HYX B S BN X)) — HYE) — -

s HYNEL) S HYX B B HMX) = HYEL) = -

em que as setas sem nome denotam induzidas de inclusoes. Como E_ e E, sao con-

trateis, segue que j7 : H"(X,E_) — H"(X) e j; : H"(X, E;) — H"(X) sdo isomor-

fismos. Defina z, € H"(X,FE_) e x_ € H"(X, E,) como sendo as imagens inversas

de x pelos isomorfismos acima. Chame de j3: X — (X, 5’) a inclusdo, lembrando que

S" = FE_UE,. Entao ji também é isomorfismo, pela sequéncia exata do par (X, 5’)

(pois S” é uma n-esfera e ndo possui células de dimensdo 2n — 1 (ja que n > 1))
Tem-se o seguinte diagrama comutativo:

H(X)® H(X) —= H>(X)
o] Is
H™(X,E_)® H'(X, E,) —— H*(X, §")

afinal ji(u — v) = jju — jiv, parau € H"(X,E_) ev e H"(X, E,).
Portanto, x, — z_ tem imagem z — x pelo homomorfismo H*"(X,S’) — H*"(X).
O seguinte diagrama comutativo de inclusoes

X (X,E.)

|

S —— (8" E_)+— (E4,S)

induz em cohomologia o diagrama comutativo

H"(X) H"(X,E-)

| — |

H™(S") +—— H"(S', E_) — H™(E,, S).
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Observe que H"(X, E_) — H™(S', E_) é isomorfismo, pois as setas
H"(X,E_) = H"(X), H"(X) — H"(S") e H"(S', E_) — H"(5")

o sao. Que H"(S", E_) — H"(E,,S) é isomorfismo vem do fato de que (S"; E,,E_) é
uma triada NDR (conforme [24, p. 55-56]). Assim, a seta H"(X,E_) — H"(E,,S) é
também isomorfismo.

Considere o diagrama comutativo a seguir

(X, E_) (—g (E1 X EQ,Sl X EQ)

T T

(Ey,S) — (Ey x q,51 x q)

em que g € Sy é um ponto qualquer, as setas sem sobrescrito sao inclusoes e as restrigoes
de g também sdo denotadas apenas por g. Como (E; X Ey;S1 X Ey, Ey X q) é uma
triada NDR, temos que a seta vertical no canto superior direito do seguinte diagrama
é isomorfismo

Hn(X, E,> —g*>Hn(E1 X EQ,Sl X Eg)

~ ~

H™(E,S) —Q*>HH(E1 X q,51 X q)

1 1)
H1(S) < H1(S; x q)
Z a Z,

assim como a seta vertical no canto superior esquerdo, como ja provado acima. O
segundo quadrado comuta pois o cobordo comuta com a induzida (em cohomologia)
de uma restricao. Além disso, as duas setas ¢ sao isomorfismos, pois a sequéncia exata
dos pares (E,,S) e (E; X ¢, S1 X ¢) nos da

s HYYEL) = HNS) S HY(E,, S) — HY(Ey) — -+
o HYE % q)— H NSy x q) % H™(Ey x q,S1 % q)— H*(Ey x q) — -+ -

em que as setas sem nome denotam induzidas de inclusoes, e F/, e E; X ¢ sao contrateis.

A seta Z % Z é a multiplicacdo por a, uma vez que 9lsixq = klsyxq tem grau a.

Assim, pelo diagrama, temos que ¢*(r)) = aw,, em que w; é um gerador de
H"(E; X Ey, 51 X Ey). Por um diagrama similar, vemos que g*x_ = bw_, em que w_
¢ um gerador de H"(E; X Es, Fy X S5).

Considere p; : (E; X E, S X FEy) — (E1,S1) a projecao na primeira coordenada.
Sejai: (Ey1,S1) — (E1 X By, S1 X E3) ainclusao dada por i(z) = (x,q). Entdao pjoi =1
eiopi(r,y) = (z,q). Como Ej é contratil, existe homotopia h; : Fy — Es tal que hq é
a funcao constante em g e hy = 1. Logo, H; : (Ey X F3, 51 X Ey) — (Ey X E5, 51 X E»)
definida por Hy(x,y) = (z, h(y)) satisfaz Hy =iop; e Hy = 1. Assim,

L= (proi)"=i"op; e 1=(iop)" =pioi’,
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e entdo p} : H"(E1,S1) — H"(E; X By, Sy X Ey) é isomorfismo. Defina x; € H"(E1, S1)
por piay = w,.

Considerando ps : (Ey X Ey, Ey X Sg) — (F2,S2) a outra proje¢do, um raciocinio
analogo ao acima nos da que pj é isomorfismo; defina x5 € H"(F5, S3) de modo que

D3Ty = W_.
Tem-se que
Wy — W_ = PiT| — PsTy = Ty X Ta.
Portanto,
g vy — g'x_ = (awy) — (bw_) = ab(wy — w_) = ab(xy X x3).
Também,

Hn(EhSl) [ Hn(E27SQ) i) H2n(E1 X EQ,El X SQ U Sl X EQ)

é isomorfismo por [8, Teorema 3.18, p. 219|, bastando notar que H*(E;,S;) é um
modulo livre finitamente gerado (na verdade H*(FE4,Sy) ~ Z ou {1}, pela sequéncia
exata do par). Assim, z1 X x5 gera H*"(Ey x Ey, B} X Sy U S X E»).

Chame A = F; X Ey e B = E; x S,US] X Ey. Tem-se que g : (A, B) — (X,5)
& homeomorfismo relativo (isto é, g|la_p : A — B — X — S’ é homeomorfismo) e que
A, B, X e S’ sdo compactos, satisfazendo o seguinte: existem compactos K C A e
K’ C X tais que B é retrato por deformacao forte de K, S’ é retrato por deformacao
forte de K', e também BC K —0K e S’ C K' — 0K'.

Se vermos A como o disco D*" e B como S?"7!, definimos K = A — D, em que D
é um disco aberto de raio menor que o de A; o retrato por deformacao forte nesse caso
¢ a homotopia que leva cada ponto a seu correspondente em B através do segmento
radial, conforme o parametro da homotopia linear varia de 0 a 1.

No segundo caso, fazemos a mesma coisa com E; x Ey visto como o disco D?", isto
¢, tiramos de D?" um disco aberto de raio menor, digamos D’; chame K' = X — D’
que é compacto. A homotopia que leva os pontos de D?* — D' para S**~! mantém S’
fixo durante o tempo todo (relembre que S?"~! est4 identificado a S’).

Com as condi¢oes acima, o teorema 2.16 de [23, p. 51| garante que

gx: H (A, B) = H.(X,S5")

é isomorfismo. Fazendo uso novamente do teorema do coeficiente universal para coho-
mologia, temos que a sequéncia exata

0 — Ext(Han 1(X,8"),Z) = H*(X, ") % Hom(Ha,(X,S"),Z) = 0

aliada & naturalidade (ver pagina 35) e ao fato de que Ha,_1(X,S") ~ Ho,_1(A, B) ~ Z
é livre, nos garante que o diagrama

H™(X,S') —“ Hom(H, (X, 5"),Z)

A |s

H"(A, B) —— Hom(H, (A, B),Z)

é comutativo, em que g(h) = h o g, para todo h € Hom(H,(X,S"),Z) e k, K sao
isomorfismos. Como g, é isomorfismo, também o é §, e assim ¢* = &/ lok e
isomorfismo.

log—
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Assim, temos isomorfismos
H?(X) «=— H?(X, §") —L— H*(A, B).

Sob esses isomorfismos, © — z € H*"(X) corresponde a x, — z_ € H*"(X,5) e
a ab(ry X z9) € H*"(A, B). Seja y € H*"(X) correspondente a x1 X o € H*"(A, B).
Entao z — x = aby, isto é, h(C(k)) = ab. O

Lema 6.9. FEuziste aplicagao f: S x S"~1 — St de bigrau (+2,—1) se n € par.

Demonstragdo. Sejam (x,y) € S"! x S ! e escreva x = (x1,...,7,) e (Y1, ., Yn)-
Seja D(x) o plano que passa pela origem e tem x como vetor normal. Defina f(z,y)
como sendo a imagem de y pela reflexdo através do plano D(z); mais explicitamente,

flz,y) =y —2(z,y)x

(aqui (x,y) é o produto interno canénico de x e y).

Fixexz = (1,0,...,0) edefina f; : S*' — S" I por fi(y) = f(x,y) = (=y1, Y2, - - -, Yn),
que tem grau —1 (vide proposi¢ao 8.7 de [9, p. 103]).

Agora, fixe y = (1,0,...,0) e defina fo : S" ! — S ! por fo(x) = f(z,y) =
(1 — 222, 2129, ..., —2112,).

Note que f> leva o plano z; = 0 no ponto y = (1,0,...,0) e leva os x tais que
z1 > 0 de modo bijetor em S™' — {y}, pelo seguinte: seja (ay,...,a,) € S" ' — {y}.
Entao

1-— ay
1—2:L‘%:a1:>x1: >0
2
¢ a unica solucao. Assim,
a2
—2X1T9 = Qg = Ty = ———
21‘1
e, mais geralmente,
a;
—2$1$i =Qa; = T; = — .
2%1

Um argumento analogo prova que fs leva os x tais que ;1 < 0 de modo bijetor em
Sn—l _{ }
y}.
Mais ainda, fo(x) = fo(—x), para todo x € S"L.
Podemos entao fatorar fo pelo espaco projetivo P! ou seja, como a composta

Sn—l q Pn—l l Sn—l

em que ¢ é a projecao com [x] = ¢(x) e [ é definida por l[z] = fo(z).
Considere o seguinte diagrama comutativo (no qual o espago projetivo P""2 ¢ a

imagem de S"? = {x € S""!; 2y = 0} pela aplicagao ¢ e [[x] = [[z] para todo )

pr—1 l gn—1

[

(Pt Pro?) L (5" y)
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que induz o seguinte diagrama comutativo em cohomologia:

anl(Pnfl) l; anl(Snfl)
- .
Hn_l(Pn_l, Pn_2) * Hn_l(Sn_l, y>

em que i* e j* sa0 isomorfismos (pela sequéncia exata dos respectivos pares) e [* também
0 é pois [ € homeomorfismo relativo (cuja inversa é dada por

1—a a9 an
(al,...7an)r—>( 5 ,—\/m,...,——\/m>

para todo (ay,...,a,) € S" ' — {y}) e além disso P"~ !, P"2 S~ e {y} sdo todos
compactos, e ha vizinhancas compactas K C P* ! e K' C S"! tais que P" ! é
retrato por deformagao forte de K, {y} é retrato por deformagcao forte de K’ e também
P"l'CK—-0Ke{y} C K'—-0K'

Tome, por exemplo, K como sendo ¢(F'), em que

F={xes" dzS"?) <1},

isto &, F' & uma faixa em volta da esfera (n — 2)-dimensional {(z1,...,z,) € S" ', z; =
0} (d denota a distancia euclidiana). O retrato por deformagao forte que leva F' em
S"=2 (definido de modo a aplicar * € F ao ponto de S"? correspondente através do
arco de circulo que passa por z e (1,0,...,0)), quando composto com ¢, nos da um
retrato por deformagao forte entre K = q(F) e P"™2 = q(S"7?).

Ja K’ pode ser dado por

K' ={xe S d(z,y) <1}.

Estas condigoes nos garantem que [* é isomorfismo pelo mesmo raciocinio usado
anteriormente.

Assim, de j* o [* = [* 0 i* tem-se que [* = j* 1o I* 0 i*, donde [* é isomorfismo.

Note que! ¢ tem grau 2, pois se

Dy ={(z1,...,m,) € S" 1z >0} e
Dy, = {(xl, c.. ,In) c S”fl,xl < 0}

sdo dois hemisférios de S™! entdo
¢ (S"1) = ¢*(Dy U Dy) = 2¢*(Dy),

(pois ¢*(D1) = ¢*(Ds)) e como S™! & gerador de H"1(S"™ 1) e ¢*(D;) é gerador de
H"1(P"1), segue que ¢q tem grau 2. Pelo acima, [* ¢ isomorfismo e portanto | tem
grau +1 (na verdade, pode-se provar que o grau de [ é exatamente 1, mas isso nao é
necessario para o que se segue). Portanto, fo =[o ¢ tem grau +2. O

L Aqui entra o fato de n ser par: como n — 1 é impar, tem-se que H"~}(P"~1) ~ Z, por [7, p. 252];
assim, faz sentido considerar o grau de ¢, a menos de sinal. De fato, escolha geradores a e b para
H =1 (P*= 1Y) e H"1(S"~1). O grau de q sera o inteiro d tal que ¢*(a) = db.
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Para finalizar a demonstracao do teorema 6.7, sejam m inteiro e A : St — §7~1
de grau m.

Considere g = fo (1 x ) : S" 1 x §»! — S"1 em que f é a aplicagdo do lema
acima. Entao g tem bigrau (2m,—1) e assim h(C(g)) = 2m. Como m ¢ arbitrario,
conseguimos aplicacao com invariante de Hopf igual a qualquer ntimero par. O]

Teorema 6.10 ([19, Lema 2, p. 280]). Eziste homomorfismo H : mo,_1(S™) — Z tal
que H[f] = h(f) (a menos de sinal).

O seguinte resultado serd fundamental para a prova do teorema 12.4.

Proposicao 6.11. Seja ¢ : S™ — S™ a identidade, com n par. Denote também por 1
sua classe de homotopia em m,(S™). Entdo hli, ] # 0.

Demonstracao. Note inicialmente que
[t,0] € [B(S" A S, 8" ~ [B(5*72), 8] ~ [S*" 1, 8" = mon_1(S™).

Seja H : ma,-1(S™) — Z o homomorfismo do teorema anterior. Por [20, Corolario
2, p. 498, tem-se que my, 1(S™) ~ Z ® G, em que G é um grupo finito com elemento
neutro e. Identifique 7o, 1(S™) ¢ Z @ G. Denote os elementos de Z @& G por (z,9),
em que z € Z e g € (G; a operacao em G é denotada como soma e (21, ¢91) ® (22, 92) =
(21 + 22,91 + g2). Tem-se que H(0,g) = 0 para todo g € G, pois se g tem ordem
k, segue que 0 = H(0,e) = H(0,kg) = kH(0,g). Se tivéssemos que H(1l,e) = 0,
entdo H(z,g) = H(z,e) + H(0,g9) = zH(1,e) = 0, o que & absurdo, pois H nao ¢ o
homomorfismo trivial (afinal h4 aplicagao f : S?"~! — S™ com invariante de Hopf 2).
Logo, H(1,e) # 0. Por [5, p. 2|, o produto de Whitehead [¢, ¢| € ma,_1(S™) tem ordem
infinita, e dai necessariamente é da forma (z,g) com z # 0. Portanto

Hli,t) = H(z,9) = H(z,e) + H(0,9) = zH(1,e) # 0. ]






3 Grupo de Gottlieb

Neste capitulo, estudaremos detalhadamente uma boa parte do artigo [6], no qual
Gottlieb define um certo subgrupo do grupo fundamental, demonstra a validade de
algumas propriedades e o calcula para alguns espacos, como os espacos projetivos, o
espaco lenticular, os H-espacos e espacos ditos aspherical.

7 Definicoes e propriedades

A menos que dito o contrario, X sempre denotard um CW-complexo conexo por
caminhos.

Definicao 7.1. Seja W um espaco topoldgico com ponto base wy. Uma homotopia
H: W x I — W é dita ser uma homotopia ciclica se H(w,0) = w = H(w,1), para
todo w € W. Chamaremos o lago o(t) = H(wy,t) de trago da homotopia ciclica.

Teorema 7.2. Se a: I — X € o traco de uma homotopia ciclica e §: I — X € um
lago homotdpico a o (rel. {0,1}), entdo 5 também € o traco de uma homotopia ciclica.

Demonstracao. Seja H : X x I — X uma homotopia ciclica cujo traco é a. Sejam
L= (X x{0,1})U ({zo} x I) subcomplexo de X x [ e k: I x I — X uma homotopia
tal que kg = a e ki = [. Defina a homotopia parcial F' : L x I — X dada por
Fy(x,0) = x = Fy(z, 1) para todo x € X e Fy(xo,t) = ks(t), para todo t,s € I.

Como L é subcomplexo de X x I, a propriedade de extensao de homotopia nos dé&
que existe homotopia K : X x I x I — X tal que Ky(x,t) = H(z,t) e K;|L = F;. Dai,

Ki(xo,t) = Fi(xo,t) = k1 (t) = B(1)

e também
Ki(z,0) = Fi(z,0) =z = Fi(x,1) = Ky(z, 1),

donde K; é uma homotopia ciclica cujo traco é (. O]

Definig¢ao 7.3. Denote por G(X, z¢) o seguinte subconjunto de (X, zo):
{le] € m(X,20); @ é traco de uma homotopia ciclica}.
Tal subconjunto é chamado de subgrupo de Gottlieb, devido ao seguinte teorema:

Teorema 7.4. G(X,zg) € um subgrupo de m (X, xg).

43
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Demonstracao. Se e : I — X & o laco constante, entao a aplicagao J : X x I — X
dada por J(x,t) = z é uma homotopia ciclica cujo trago é e.

Sejam [a], [f] € G(X, ). Entao existem homotopias ciclicas F,G : X x I — X
cujos tragos sao « e 3, respectivamente. Defina H : X x [ — X por

Fyy 0<s<1i
Hs(-r) - ’ <x)’ 1 == 2
Gas—1(x), 5<s<1
Dai, H é uma homotopia ciclica cujo trago é a x 3, donde [a* 5] = [o] - [B] € G(X, zp).
E possivel também deﬁmr J : X x I — X homotopia ciclica dada por Js(z) =
Fi_,(z), cujo trago ¢ a™ !, o lago inverso de a, donde [a™!] = [a] ™! € G(X, zy). O

E comum encontrar na literatura o termo espaco de Gottlieb ou G-espago para um
espaco X tal que G(X,zg) = m (X, o).

Observacao 7.5. Em um espaco topolégico W conexo por caminhos, o grupo funda-
mental nao depende do ponto base, no sentido de que pontos bases distintos nos dao
grupos fundamentais isomorfos. A demonstracao é a seguinte: se wg, w; € W sao dois
pontos, podemos tomar ¢ : I — W caminho em W tal que o(0) = wg e o(1) = wy.
Defina a fun¢io o, : w1 (W, w1) — 71 (W, wp) por o.[a] = [0 * a* o~!]. Tal fungio é na
verdade um isomorfismo:

L. se [a],[B] € m1 (W, wy), entao

oi(la] - [B]) = oulax Bl = [0+ (ax ) x 07| =

cxax(c ' xo)xBxo | =[oxaxo ] [oxBxo '] =0.]a] 0.l

ja que 071 % 0 ~ ¢e,,, lago constante em wy;
2. Pela mesma razao do item acima, (o7 1), : m (W, wg) — m (W, w;) é homomorfismo,
e, dados o] € m (W, wy), [5] € m (W, wy), tem-se:

(e Yoo fa]l =(cioxaxo | =[c x(cxaxo ) xo] = |al;

ge0 (07 ) [f] =0 o *x Bxo] = o (07 % Bra) x| =[],
0 que prova que o, ¢ um isomorfismo com inverso o, ! = (671),.

No caso em que W é um CW-complexo conexo por caminhos, o subgrupo de Got-
tlieb G(W, wy) também independe do ponto base. Mais precisamente:

Teorema 7.6. Sexg,x1 € X eo : I — X é um caminho tal que 0(0) = zg e o(1) = x4,
entdo o, : G(X,x1) — G(X, z0) € isomorfismo, em que o, é definida como acima.

Demonstra¢ao. Provemos primeiramente que o, (G(X,z1)) C G(X, xo).

Sejam [o] € G(X,x1) e H : X x I — X uma homotopia ciclica cujo trago é a.
Considere L = X x {0} U{xo} x [ edefina f: L — X por f(x,0) =z e f(xo,t) = o(t)
(note que esta bem definida, pois f(x0,0) = 0(0) = z9)).

A propriedade de extensdo de homotopia do par (X x I, L)nosda J: X x I — X
tal que J(z,0) = H(z,0) = x e J(zo,t) = o(t).
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Defina K : X x I — X por

J(z,3t), 0<t<s,
K(z,t) = H(J(z,1),3t —1), +<t<?2
J(z,3(1—1)), 2<t<1

Entdo K(z,0) = J(z,0) =z = K(x,1) e K(x0,t) = (o * ax o ')(t), isto ¢, K é uma

homotopia ciclica com traco o x ax o~1, e portanto [0 * a * 07! = 0.[a] € G(X, xy).
O argumento usado acima prova que o, '(G(X, z9)) C G(X,x1) e entdo, como o, é

isomorfismo, G(X,z) C 0.(G(X,x1)). Assim, 0.(G(X,z1)) = G(X, x9). O

Por causa disso, as vezes omitiremos o ponto base de G(X,z() e escreveremos
apenas G(X).

Lema 7.7. Seja o : (S*,s0) = (X, o) um lago. Entdo [o] € G(X, o) se, e somente
se, existe H : X x S — X tal que H(x,s0) = 1x(z) =z e H(xg,s) = o(s).

Demonstragao. Suponha [o] € G(X, o) e veja 0 com dominio /. Entao existe homo-
topia ciclica F': X x I — X cujo traco é o. A aplicacao H : X x S' — X definida por
H(z,e*™*) = F(x,t) satisfaz

H(z,s9) = F(z,0) = 1x(x) =x

e também . .
H (o, 62””) = F(xo,t) =0o(t) = 0(62””),

isto ¢, H(xg,s) = o(s), para todo s € S'.

Reciprocamente, seja H : X x S — X tal que H(z,sy) = x e H(xg,s) = o(s). Veja
o com dominio I. Defina F : X x I — X por F(x,t) = H(x,e*™), que ¢ homotopia
ciclica cujo trago é o, e dai [0] € G(X, z9). O

Lema 7.8. Seja o : (S',s0) = (X, x0). Entio [0] € G(X,x0) se, e sd se, a aplicagdo
f=Vo(lxVo): XVS— X pode ser estendida para X x S?.

Demonstragdo. Suponha [o] € G(X, o). Entao existe H : X x S — X cujo trago é
o. Tem-se que H(z,s9) = x = 1x(x) = f(z,50) e H(xo,s) = 0(s) = f(xo,s), isto &, H
¢ uma extensao de f.

Por outro lado, se f possui extensao F': X xS? — X entao F(x,s¢) = x e F(zg,s) =
o(s), isto é, F' € uma homotopia ciclica cujo traco é o, donde [o] € G(X, x9). ]

A caracterizacao acima deixa mais visivel o modo de generalizar o conceito de
subgrupo de Gottlieb: Varadarajan substituiu S* por um co-H-grupo arbitrario A em
[22], como se verd na definigao 9.1.

Teorema 7.9. Seja n > 1. Todo caminho o : I — X tal que 0(0) = 29 e 0(1) = 1
dd origem a um isomorfismo

On (X, 21) = T (X, 20),

que depende somente de [0]. Mais ainda: se o € o lago constante em xq, entio o, €
0 isomorfismo identidade; e se 0,7 : I — X sao dois caminhos tais que o(1) = 7(0),
ent@o (0 % T), = 0, 0 Ty.
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Demonstracao. Seja [f] € m,(X, z1). Defina a aplicacdo ¢ : 0I" x I — X por ¢(0I"™) =
{o(1 —t)}. Como OI™ é um subcomplexo de I" e flo;n = ¢o, a propriedade de
extensao de homotopia nos garante a existéncia de f, : I — X (¢t € I) tal que
fo = fe fi(oI") = {o(1 —t)}, YVt € I. Diz-se que f; ¢ uma homotopia de f ao
longo de 0. Como f1(0I") = {0(0)} = {zo}, segue que [f1] € 7, (X, xp). Defina
on([f]) = [f1]. Intuitivamente, f; deforma f fazendo com que f(OI™) seja arrastado ao
longo do caminho ¢. Fagamos a prova por passos:

Passo 1. 0,[f] depende somente das classes [f]| e [o]. Mais especificamente, se [g] €
(X, z1) € tal que [f] =[g] e 7: I — X é um caminho tal que o ~ 7 (rel. dI) entdo
malg] = oulf):

Defina as aplicagoes F, G : I" x [ — X por F(s,t) = fi(s) e G(s,t) = g:(s), em que
g+ ¢ uma homotopia de g ao longo de 7. Seja A = (I"™ x {0}) U (01" x I) subcomplexo
de I" x I.

Afirmagao: as restrigdes F'|4 e G|4 s@o homotopicas relativamente a 9I™ x {0} e
a OI"™ x {1}. De fato, basta notar que existem homotopias H; : I" — X, entre f e g
(relativamente a 0I"™), e J; : I — X, entre o e 7 (relativamente a 0I = {0, 1}), e entao
definir L; : A — X por

Le(p, q) = {Ht(p)’ =0

Ji(q), peoI,
que satisfaz, para todo p € I™,

e também, se p € " e q € I,

Lo(p,q) = Jo(q) = o(p) = F(p,q), Li(p,q) = J1(q) = 7(q) = G(p, q).

Isto prova que L; é uma homotopia entre F'|4 e G|4. Finalmente, para todo p € 91",
Lt(p, 0) = Jt(O) = X € Lt(p, 1) = Jt(].> =T

mostram que tal homotopia é relativa a 91" x {0} e a 91" x {1}. Isto prova a afirmagao.
Agora, como A é subcomplexo de I x I e Ly = F'|4, a propriedade de extensao de
homotopia nos da F; : I" x [ — X tal que Fy = F, Fi|a = G|a e F,(0I" x {1}) =
L (0I™ x {1}) = {x0}, para todo t € I.
Defina h; : I" — X (t € I) por h(s) = Fi(s,t). Dali,

ho(s) = Fi(s,0) = G(s,0) = go(s) = g(s)
e também
he(OI") = F1(OI" x {t}) = G(OI" x {t}) = g{0I"} = {7(1 = 1)},

isto é, h; € uma homotopia de g ao longo de 7. Como F; (01" x{1}) = {xo}, Vt € I, segue
que fi =~ hy relativamente a 01", afinal Fy(s,1) = F(s,1) = fi(s) e Fi(s,1) = hy(s).
Resta provar que h; ~ g; relativamente a 0I™. Defina M : I" x I — X por

M(p,q) = g1-24(p), peI™,0<¢q
| haga(p), pET<qg
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Dai, para todo p € dI" ¢ g € [0, 3], tem-se

M(p,q) = 91—2q(p) e M(p,1—¢q)= hz(l—q)—1(p) = h1_9¢(p)
e se ¢ € [3,1], tem-se

M(p,q) = th—l(p) e M(p,1—q) = 91—2(1—q)(p) = g2g-1(P),

donde se conclui que M(p,q) = M(p,1 - q), ja que hy(p) = Fi(p,t) = G(p,t) = g:(p)-
Finalmente, defina N; : B — X, em que B = 9(I" x I) = (0I" x I) U (I" x 9I),
por

M(p, q), pel”qedl,
Ni(p,q) = { M(p,q(1—1)), pedl",0<q<j;
Ni(p,1—-q), pe€odl",3<qg<l

Como B é subcomplexo de I™ x [ e Ny = M|p, a propriedade de extensao de
homotopia nos da M, : I x I — X tal que My = M e M,;|p = N,. Defina k, : I = X
por k,(p) = M (p,q). Entao

ko(p) = Mi(p,0) = Ni(p,0) = M(p,0) = g1(p) e
ki(p) = My(p,1) = Ni(p, 1) = M(p, 1) = hi(p),

e também, para todo p € 91", tem-se que
1
0<q<5=ki(p)=Mpq)=Nip.q)=Mpql-1)
= M(p,0) = g1(p) = 7(0) = xp;
1= ky(p) = Ni(p,q) = Ni(p,1 —q) = M(p, (1 — q)(1 — 1))

= M<p7 O) _gl(p> 7—<O) = Ty,
isto é, gy ~ hy (rel. I™). Isto conclui que f; ~ g; (rel. OI™).

N | —
IN
L=
VAN

Passo 2. Se o : 1 — X ¢é o laco constante em x entdo a funcao o, : m,(X,z¢) —
(X, 2g) € 0 automorfismo identidade, para todo n.

Basta notar que dado [f] € m,(X, z¢), a aplicagdo f; : I" — X definida por fi(z) =
f(z) € uma homotopia de f ao longo de o satisfazendo f; = f, donde o,,[f] = [f1] = [[f]-

Passo 3. Se 0,7 : 1 — X sdo dois caminhos tais que o(1) = 7(0) entdo (o * 1), =
On O Th-

Sejam [f] € m,(X,x0) e fi : I — X uma homotopia de f ao longo de 7. Chame
g = f1 e considere g; : I — X homotopia de g ao longo de o. Defina h; : I — X por

_  fuls), 0<t<g,
uls) = {92t1(3), l<t<i
Entao
n ) far(OI™) = {7(1 —2t)}, 0<t< %
RlOI") = {92t1(5’f") ={o(2(1 —1))}, % <t<1,
hy

e dai h; € uma homotopia de f ao longo de o x 7. Como
segue que [h1] = (0 * 7),[f] = on o T[f]-

[91} = 0noO Tn[f}?
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Passo 4. o0, ¢ homomorfismo. Sejam [f], [g] € m,(X,z1) e fi, g - I™ — X homotopias
de f e g ao longo de o, respectivamente. Defina h; : I — X por h; = f; + g;. Tem-se
que [ho] = [fo+g0] = [fo] +[g90] = [f]+[g] € [h1] = [fi+ 1] = [fi]l + [91] = on[f] +0ulg].
Também, h, é homotopia de f+ g ao longo de o (afinal, se s = (s1,...,s,) € 0I", entao
(281,82,...,8,) € OI"™, caso 0 < 51 < %, e (2s1 —1,89,...,8,) € OI", caso % <s <1,
donde hy(0I™) = f(OI™) = ¢,(OI™) = {o(1 —t)}).

Portanto o, ([f] + [9]) = oulf + 9] = [m] = ou[f] + 0[]

Passo 5. o, é bijegdo. Se T é o laco inverso de o, temos que, para toda [f] € m,(X, x1),
vale que

on 0 Tolf] = (0 % T)ulf] = 1[f] = [f],

ja que [0 x 7] é a classe do lago constante, e assim o,, é sobrejetora. Um argumento
simétrico mostra que o, é também injetora. Os passos acima concluem a demonstragao
do teorema 7.9. O

Definicao 7.10. Dizemos que o grupo (H,-) age como um grupo de operadores no
grupo (G, +) se, para todos h € H e g € GG, tivermos definido h(g) € G tal que

h(g1 + g2) = h(g1) + h(g2), ha(hi(g)) = (he - h1)(9), 1u(9) =g,

para todos hy,hs € He g1,9o € G, em que 1y € H é o elemento identidade da operacao
de H.

Se h(g) = g para todo g € G, dizemos que h age trivialmente em G.

Se para cada h € H o homomorfismo ¢, : G — G dado por ¢,(g) = h(g) for
isomorfismo, entao diz-se que H age em G como um grupo de automorfismos.

Corolario 7.11. Para todo n > 1 natural, o grupo m (X, xo) age em m,(X,xy) como
um grupo de automorfismos.

Teorema 7.12. Com a notagdo do teorema anterior, a a¢do acima de m (X, xy) em
(X, 20) € a conjugagao, isto é, dados [a], [f] € m1 (X, x0), tem-se ay[f] = [a]-[f]-[a] .

Demonstragao. Sejam [o], [f] € m1(X, zo). Defina f; : I — X por

a(3s+ (1 -1)), 0<s<E,
fi(s) = f((s—%)(%)), %Ssgl—g,
a(31—s)+(1-1), 1-4<s<L

Intuitivamente, dado ¢ € I, f; ¢ um laco comecando em «(1—t) que percorre de a(1—t)
até a(l) = zo conforme s varia de 0 a %, depois percorre todo o laco f quando s varia
de £ a1— £ evolta a percorrer de zy a (1 —t) conforme s varia de 1 — £ a 1.

Note que fo(s) = f(s) e f:(0) = a(l —t) = f;(1), donde f; é uma homotopia de f
ao longo de «, com f; = a* f xa™!, isto &,

ailf] =[x fxa™]=[a] - [f] - [a] . =

Proposicao 7.13. Seja n > 1 inteiro. O subconjunto de m (X, xo) formado pelos
elementos que agem trivialmente em m,(X, xo) € um subgrupo de m (X, xg).



Defini¢oes e propriedades 49

Demonstracao. Se e : ST — X é o lago constante em zg, entdo, pelo teorema 7.9, e, é
o automorfismo identidade, e entao e age trivialmente em m, (X, xq).
Se [a], [b] € m1(X, x) agem trivialmente em 7,(X, zq), entdo, dado [f] € m,(X, zo)
qualquer, tem-se
(ax0)ulf] = an(balf]) = an[f] = [f]
e também

[f]=enlf] = (a7 % a)n = @, (anlf]) = a; " [f],

isto ¢, tanto [a * b] = [a] - [b] quanto [a™!] = [a] ! agem trivialmente em 7, (X, zo). O
Definicao 7.14. Definimos
P(X,x) = {[a] € (X, x0); [a] age trivialmente em m;(X, x¢), Vi > 1}.

Tal subconjunto é na verdade um subgrupo, por ser intersecao dos subgrupos de
(X, x9) formados pelos elementos que agem trivialmente em m;(X, z¢), para cada
7> 1.

Lema 7.15. Sejam [a] € m(X,z0) e n > 1 inteiro. Entdo: [a] age trivialmente em
(X, z0) (isto € a, : T (X, x9) — T (X, x0) € 0 automorfismo identidade) se, e
somente se, toda aplicacio f : S™ — X admitir extensao F : S™ x St — X tal que
F|Sl = .

Demonstragdo. Suponha que [a] aja trivialmente em 7,(X, ). Entao [a]™! também
age trivialmente em 7, (X, xo).

Seja [f] € m.(X,20) qualquer. Denote o laco « visto agora com dominio I pela
mesma letra « (ou seja, a(t) = a(e*™)), o mesmo valendo para a~!. A propriedade de
extensdo de homotopia nos da f; : S — X (t € I), tal que fo = f e fi(so) = a™ (1—1).

Por definigao, [f1] = a;'[f], e, por hipotese, a; ![f] = [f]. Assim, existe homotopia
hy : S™ — X tal que hg = f1, hy = f e hy(so) = o, Vt € I.

Seja L = S™ x {0,1} U{so} x I. Definindo G : S™ x I — X por G(s,t) = fi(s) e
H,: L — X por

f(s)a p=0,
Hy(s,p) = S a(p), s=so
hi(s), p=1

obtemos que G|, = H,.
A propriedade de extensao de homotopia nos da K; : S™ x I — X tal que Ko =G
e K|, = H;. Logo,

Ki(s,0) = H1(s,0) = f(s) = hi1(s) = Ki(s,1)

Ki(so,t) = Hi(so,t) = a(t).

Defina F' : S™ x S' — X por F(s,e?™) = K,(s,t). Segue que F(s,s0) = f(s) e
F(sg,e*™) = a(t), o que prova que F ¢ uma extensao de f tal que F|g1 = a, como
queriamos.

Reciprocamente, seja [a] € m(X,x0) tal que, para uma classe [f] € m,(X,zo)
qualquer, existe F': S™ x S! — X satisfazendo Flg» = f e F|s1 = a. Se « é visto
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como um lago com dominio I, defina G : S™ x I — X por G(s,t) = F(s,e* ), que
satisfaz G(s,0) = f(s) e G(sg,t) = a(t) = a (1 —1).
Por definicao, se G; : S* — X ¢ dada por Gi(s) = G(s,t), entdo Gy ¢ uma

homotopia de f ao longo de ™!, e dai, como G| = f, segue que [f] = [G1] = o, [f].
Como [f] é arbitrario, segue que o ! é o automorfismo identidade, donde o, também
0 é, e entdo [a] age trivialmente no grupo 7, (X, o). O

Teorema 7.16. Tem-se G(X,x9) C P(X, xo).

Demonstragao. Seja [a] € G(X,xg). Pelo lema 7.7, existe H : X x ST — X tal que
H(z,s0) = 1x(x) =z e H(xo,s) = a(s). Seja f: (S™, s0) = (X, x) qualquer.

Srx St-Eux
| /
X x St

Defina F': S™ x S' — X por F(s,t) = H(f(s),t). Entao F(s,sq) = H(f(s),s0) =
f(s) e F(so,t) = H(f(s0),t) = a(t). Pelo lema anterior, [a] € P(X,zo). O

Corolario 7.17. Tem-se G(X,zo) C P(X,z0) C Z(m (X, x0)), em que Z(m (X, o))
é o centro do grupo m (X, o).

Demonstracao. A primeira inclusao vem do teorema anterior.

Os elementos [a] de P(X,z() agem trivialmente em m,(X,zo), para todo n > 1
inteiro; em particular, agem trivialmente em 71 (X, zg). Pelo teorema 7.12, a agao de
71 (X, o) em si mesmo é a conjugagdo. Assim, se [a] € P(X,x), entdao para todo
[f] € m(X,20) tem-se [f] = aalf] = [a] - [f] - [a]L, isto &, [f] - [a] = [a] - [f], donde
[a] € Z(m (X, x)). O

Corolario 7.18. Se T é um poliedro 1-dimensional que nao é homotopicamente equiv-
alente a um circulo, entao G(T) = {1}.

Demonstracao. Se T é contratil, entdo G(T') C m(T) = {1}.

Caso contrario, por [13, p. 34-35], T' é homotopicamente equivalente ao wedge de
n circulos (em que possivelmente se tem n = o).

O caso n = 1 foi excluido por hipotese.

Se n > 3 oun = oo, o primeiro teorema de [17] garante que Z(m(7T")) = {1}, donde
G(T) = {1}.

Finalmente, se n = 2, entdao m(T) ~ Z x Z, o produto livre de Z (para mais
detalhes sobre esse grupo, ver os comentarios mais gerais na demonstracao do teorema
7.33 adiante). Denote por a e b os geradores de Z x Z. Seus elementos sao da forma
9192 - - - gm €m que g; = a® ou g; = b*. Provemos que Z(m(T)) = {1}. Se z =
a®bfr . avmbPm € Z(m(T)), entdo

ara”! = = aa®™ b ... a®Pra = a1 L@t bPm
= ab” .. a®m et =60 at o = By = 0;
e entdio r = a®to2p’2  q*mbPm; aplicando o argumento acima varias vezes, con-

seguimos provar que (; = 0, para todo i. Portanto, x = a" para r inteiro, mas
a"b=ba" = r = 0. Assim, x é a palavra nula, isto é, o elemento identidade de Z x Z.
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As outras possibilidades para = sdo: a®'b% ...a%", bPra® ... a®bPm e bPra™ .. a%m, e
para todas elas o argumento anterior (as vezes fazendo bxb~! = z) nos da que x = 0.
Logo, o centro de 71 (7T) é trivial. O

Coroléario 7.19. Seja P™ o espago projetivo de dimensio n. Entao G(P*") = {1},
para todo n > 0 inteiro.

Demonstragao. Sejam 1lg : S?™ — S?" a identidade e f : S?* — S?" a aplicacio
antipodal, dada por
f(l'o, C.e ,.I'Qn) = (—.CIZ'O, ooy —.I'Qn).

O espago projetivo P?" é o quociente S?"/{1g, f}. Portanto m(P?") ~ {1g, f} =~ Zo,
por 4.10.

Considere o diagrama do teorema 4.14 com X = S?* =YY = P* ¢ [a] € m,(P?")
gerador:

7rzn(PZn) (p—* Wzn(s%) ;) [521@’ 52”]

71-2”(]3271) . D+ ﬂ.2n(52n) F [52n7 S%]a

em que ay, ¢ a agao de o, (P*) em my, (P*") dada em 7.9, D,[f] = [Do f], e D = ¢[a],
sendo ¢ : m (P?") — A(p) = {1, f} o isomorfismo de 4.4. Note que D = f, pois [a] e
f sao geradores.

Suponha que a agdo «s, seja trivial. Sabe-se que (vide [8, p. 361]) a classe da
aplicacao identidade 1g gera mo,(S5?") ~ Z. Como p, é isomorfismo (por 4.5), deve
mandar gerador em gerador, e entao

p«[ls] = [pols] = [p] = [a].
Pela comutatividade do diagrama,
FoD[lg] = Fop " oag,op.ls] = Fop,'oag[p] = Fop,'[p] = [ls].

Mas FoD,[lg] = [Dolg] = [D] é a classe de homotopia livre da aplicagao antipodal
f. Sendo assim, devemos ter que f e 1g sao livremente homotdpicas.

O corolario 3.10 de |9, p. 163] nos diz que se f ¢ homotopica a 1g : S*™ — S?", entao
f necessariamente possui um ponto fixo (i.e., um ponto tal que f(z) = x). Mas esse
nao ¢ o caso da aplicacao antipodal f. Essa contradicao prova que as, nao é a agao
trivial. Portanto, [a] ¢ P(P?"), e entao a ¢ G(P?"), pelo teorema anterior. Como
71 (P*) = {[a], 1}, deve-se ter entdo que G(P*") = {1}. O

Corolario 7.20. Se M é uma superficie fechada (isto é, uma variedade compacta e

sem bordo, de dimensdo 2) que nao é homeomorfa ao toro e nem a garrafa de Klein,
entdo G(M) = {1}.

Demonstragao. O teorema de classificacao de superficies fechadas (como em [14, p. 10])
afirma que toda superficie fechada é homeomorfa a uma esfera, a uma soma conexa de
toros ou a uma soma conexa de planos projetivos (para detalhes sobre a soma conexa
de duas variedades, ver [14, p. 8-9]).

Se M & homeomorfa a esfera S?, entao G(M) = {1} = m(S?).
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Suponha agora que M nao é homeomorfa a S%. Vamos provar que (M) é um
grupo livre gerado por 3 ou mais elementos e com s6 uma relagao; assim decorrer&
diretamente de [17, Teorema 1, p. 246] que Z(m(M)) = {1}, e entdo G(M) = {1}.

O toro e a garrafa de Klein tém caracteristica de Euler 0; além disso, duas superfi-
cies fechadas sao homeomorfas se, e somente se, tem mesma caracteristica de Euler e
ambas sdo orientaveis (ou ambas sdo nao-orientéveis), conforme [14, p. 33]. Portanto,
a caracteristica de Euler y(M) de M é diferente de 0. As duas possibilidades sao:

e M é orientavel: neste caso, M é a soma conexa de n toros, com n > 2 (o caso n = 1
foi excluido por hipotese), e entao x(M) = 2 — 2n. Por [14, p. 131-132], m (M) &
um grupo gerado por 2n > 4 elementos e com uma s6 relacao.

e )M énao-orientavel: M é uma soma conexa de n planos projetivos, e sua caracteristica
de Euler x(M) é 2 —n. Se M é homeomorfa ao plano projetivo, o corolario anterior
nos da que G(M) = {1}. Caso contrario, como x(M) =2 —n # 0,1, entdo n > 3,
e dai [14, p. 132-133| nos garante que 7 (M) é um grupo gerado por n elementos e
com uma Unica relacao. Isto encerra a demonstracao. O

Teorema 7.21. Se X ¢é um H-espaco, entio G(X,e) = m (X, e).

Demonstracao. Por definicao, existem m : X x X — X e e € X tais que mo i ~
ly ¥ moyj, em que 3,5 : X — X X X sao as inclusoes dadas por i(x) = (z,¢e) e
j(x) = (e,z). Sejam F,G : X x I — X homotopias tais que Fy(z) = moi(z) = m(z,e),
Go(z) =moj(x) =mle,z) e Fi(z) = Gi(x) = 1x(x) = .

Defina H : (X V X) x I — X por Hy(z,e) = Fs(z) e Hs(e,x) = Gs(x). Como
m|xvx = Ho e X V X é um subcomplexo de X x X, a propriedade de extensao de
homotopia nos da que existe J : X x X x I — X tal que Jy = m e Jg|xvx = Hs.
Chame M = J; : X x X — X. Entao

Moi~moi~1x~moj~Moyj,

ja que m ~ M. Em resumo: conseguimos uma multiplicagao M em X tal que M
satisfaz a igualdade M (x,e) = M (e,z) = x, para todo x € X. Denotemos M (x,y) por

z-y.
Seja entao [o] € m (X, e) qualquer. Defina K : X x [ — X por J(x,s) =z - o(s).

X x1I
1><Ul K
X><X>M X

K@,0)=z-000)=z-e=2 e K(et)=ce-o(t)=o(t).

Dai,

Logo, K é homotopia ciclica cujo traco é o, e entao [o] € G(X, e). O
Teorema 7.22. Se X e Y sao H-espagos, entao X XY é um H-espaco.

Demonstragao. Como visto na demonstragao do teorema anterior, podemos supor que
existem m : X x X - Xen:Y xY — Y tais que m(z,z9) = m(zg,z) = x e
n(y,v0) = n(yo,y) =y. Defina M : X XY x X xY — X xY por

M (1,1, ®2, y2) = (m(l“l, T3), n(yb Y2))
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para todos x1,z9 € X e y1,y2 € Y. Entao

M(x7y7$07y0> = (m(xaxO)vn(yay())) = (I,y),

assim como M (zg,yo,x,y) = (m(xo,z),n(yo,y)) = (z,y), e entdo M é um produto
para X x Y. ]

Usando inducao e o resultado acima, temos que se X, ..., X, sao H-espacos, entao
também o é X7 x --- x X,. Os teoremas 7.21 e 7.22 nos dao o seguinte:

Corolario 7.23. Se T' ¢ o toro, entio G(T) = m(T). Mais geralmente, se T" é o
n-toro definido pelo produto S* x --- x S' de n circulos S*, entao G(T™) = m (T™).

Demonstracao. Basta notar que S' € C é um H-espaco com o produto de ntimeros
complexos. O

Observagao 7.24. Toda aplicacao f : (X,z9) — (Y,yo) induz um homomorfismo
fe : m(X,20) — m(Y,yo) (dado por fia] = [f o «a]). O mesmo nao é valido para
C G(Y,yo), como mostra o seguinte
exemplo:
Sejam (X, zo) = (S*,50) e (Y, y0) = (S V 5%, (s0,80)). Seja f : (X, z0) = (Y, 50)
a aplicacdo dada por f(x) = (z,29). Se [@] ¢ um gerador de (X, z), entdo f.Ja] =
[f o a] # e elemento neutro de (Y, yo), j& que [f o @] é um dos geradores do grupo
fundamental de (Y, o), e {e} = G(Y, o), por 7.18.

Como escreve Gottlieb, “all is not lost”, pois sob algumas condicoes vale que
f+(G(X,z0)) € G(Y,y0), como nos dois teoremas seguintes:

Teorema 7.25. Seja i : Y — X inclusao. Ser : (X,x0) = (Y,yo) € uma retragio
(isto é: roi=1), entao r.(G(X,x0)) C G(Y, o).

Demonstragao. Considere inicialmente (X,i(yo)) e sejam [7] € G(X,i(yo)) e K : X x
S — X homotopia ciclica cujo trago é v. Defina H : Y x S' — Y por H(y,s) =
ro K(i(y),s), isto é, H é a composta

Y xSt 2 x st 5 x Ly

Tem-se que H(y,so) =roi(y) =y e H(i(yo),s) =1 o~(s), donde [roq] =r.[y] €
G(Y, o).

Seja agora o : I — X caminho tal que o(0) = i(yy) e o(1) = xo. Entao, como
ja foi visto, o induz um isomorfismo o, : m (X, x9) — m(X,i(yo)) dado por o.[a] =
[0xaxo~!]. Suponha agora que [a] € G(X,x¢). Pelo teorema 7.6, o.[a] € G(X,i(yo)),
e entdo, pelo paragrafo acima, segue que r.(o.[a]) € G(Y,y0). Note que

ro(o.a)) =rJoxaxo | =[(roo)x(roa)x(rooc ') =
[rocg]-[roa]-[roc'|=[roo]-[roa] [roo]|™,
ja que

roo(0)=roi(y) =yo=roc(l)eroa(0)=r(xe) =y =roa(l),

isto &, que [rool,[roal € m(Y,y).
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Como r,(o.[a]) € G(Y,y0) C Z(m1(Y,40)), segue finalmente que

G(Y,y0) 2 ri(0.]a]) = [roa]™ -r.(0.]a]) - [roo]
— ool -(froo]- [roa]-[roa]™)-[roo]

= [roa] =rial,
como queriamos. ]

Teorema 7.26. Se [ : (X,x0) — (Y,y0) € uma equivaléncia de homotopia, entdo
f*(G<X7 ZL‘())) = G(Y7 yO)

Demonstrac¢ao. Seja ¢’ ' Y — X inversa homotopica de f, isto é, tal que fog ~ 1y e
g’ o f ~ 1x. Nao necessariamente temos ¢'(yo) = xo.

Seja v : I — X caminho tal que a(0) = ¢'(z9) e a(l) = xo. A propriedade de
extensao de homotopia nos da G : Y x I — X tal que Gy(yo) = a(t) e Gy = ¢'. Defina
g=G1:Y — X. Entdo g = G; ~ Gy = ¢’ e portanto

gof~gof~lyxyefog~foqg ~1y,

com ¢(yo) = xo. Em resumo: conseguimos g inversa homotopica de f com g : (Y, y9) —
(X, {L'(]).

Seja agora J a homotopia entre fog e ly. Seja [a] € G(X,xy). Provemos que
f<la] € G(Y, ).

Sendo h; : X — X homotopia ciclica cujo traco é a, defina K :' Y x I — Y por
k(y,t) = (f o hy 0 g)(y). Entdo

K(y,0) = fog(y) = K(y,1) e k(yo,t) = f o hi(x0) = [ o a(t).

Finalmente, defina T': Y x I — X por

J(y,1=3t), 0<t<q,

Dai, T(y,0) = J(y,1) = y = T'(y,1), donde T" ¢ uma homotopia ciclica. Como
J(Y0,0) = fog(yo) = yo = J(yo, 1), segue que o : I — Y dado por o(t) = J(yo,t) € um
lago em . Se chamarmos de 7: [ — Y o traco de T, segue que 7 =o' x (f o) * 0,
donde

o] - [foa]-[a] = [r] € G(Y.y0) € Z(m1(Y. 0))

e entao

7] = o] -[7]-[0]" = [foa] = fila] € G(Yim),
como queriamos. [

Observacao 7.27. Se W e Z sao dois espacos topologicos conexos por caminho, é
valido que
(W X Z,wo X z9) = m (W, wo) & m1(Z, 20);

a prova é a seguinte: defina h : m(W X Z,wy x z9) — m(W,wo) ® m(Z, z) por
hla] = (pial, ¢ila]),em que p: W x Z — W eq: W xZ — Z sao as projecoes. Entao
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e h ¢ homomorfismo: dados [a], [8] € m (W x Z,wy X 2p), tem-se

h([a] - [8]) = (p«([a] - [B]), ax([a] - [B])) =
(pla] - p«[B), ¢:la] - ¢.[B]) = (p<lal, ¢.[a]) © (p«[B], ¢-[B]) = h[a] © R[A].

e héinjetora: sejac : S' — WxZ. Escreva a(s) = (a1(s),as(s)), em que a; : ST — W
e as : S* — Z sdo as fungoes coordenadas de . Suponha que h[a] = e, elemento
neutro de m (W, wg) ® m(Z,2). Entdo pifa] = [poa] = e e ¢a] = [goa] =
e, elementos neutros de (W, wg) e m(Z, 2zp), respectivamente. Portanto, existem
homotopias f; : S* — W e g, : St — Z tais que fy =poa, go =qoa, fi = cw laco
constante em wy e g = ¢z lago constante em zq, com fi(sg) = wo € gi(so) = 20, para
todot € I. Note que poa =ay e goa = as.

Defina k; : S' — W x Z por ki(s) = (fi(s), g:(s)). Tem-se que

ko(s) = (poals),goa(s)) = (ai(s), as(s)) = als)
enquanto que kq(s) = (wo, 20) = ki(s0). Isto prova que o] = e.

e h & sobrejetora: dados [a] € (W, wp) e [b] € m(Z, 20), o lagco a : ST — W x Z
definido por a(s) = (a(s),b(s)) satisfaz p.[a] = [a] e ¢.]a] = [b], donde hla] =
([a], [])-

Os itens acima provam que h é isomorfismo, e portanto possui inverso h~!.
Defina g : m1(W,wo) & m1(Z, z9) — m(W x Z,wy x 20) por g([a], [b]) = i.[a] - j.[b],

emquei:W - W x Zej:Z— W X Zsao as inclusoes dadas por i(w) = (w, zo) e

j(z) = (wy, ). Dai,

hog(lal, [b]) = hli[al - j.[b]) = (p«(ixla] - ju[b]), g+ (ix[a] - j[0])) =
([poioal-[pojoalgoiob]-[gojob])={[a] e e-[b])=(la],[b]),
jaque poi =1y, qoj =1z, poj = funcao constante em wy e qgoi = funcao constante

Assim, ho g é a funcao identidade de 71 (W, wy) @ 71(Z, 29), e entao h™t = h™to
(hog) = (h 'oh)og=g. Conseguimos entao a lei de h™!, que nos seré 1til a seguir.

A prova acima pode ser adaptada para provar o seguinte resultado mais geral:
T, (W X Z,wy X 29) >~ m, (W, wo) © 7,(Z, 20),

para todo n > 1 inteiro.
Se agora X e Y sao CW-complexos conexos por caminhos, um resultado semelhante
vale para o subgrupo de Gottlieb de X x Y, a saber:

Teorema 7.28. Tem-se G(X X Y,x9 X yg) ~ G(X,x0) & G(Y, 40).

Demonstracao. Usemos a notacao da observacao acima, pondo W =X e Z =Y.
Como as projegoes sao retragoes (afinal poi = 1y e goj = ly), o teorema 7.25 nos
garante que

P(G(X XY, mg X 0)) € G(X,20) e qu(G(X XY, 20 Xy0)) S G(Y, 1),
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e assim

hMG(X x Y, 20 X 10)) € G(X,x0) ® G(Y, yo)-

Por outro lado, sejam [a] € G(X,xg) e [b] € G(Y,yo) quaisquer, e F': X x [ - X
e G:Y x I — Y homotopias ciclicas cujos tracos sao a e b, respectivamente.
Defina K : X XY x I — X XY por

Koy t) = {(H(a:,%),y) 0

Dai, K(z,y,0) = (z,y) = K(z,y,1) e
[0, = )0 = ioat) 0
o 0.1 {( T(o,2t — 1)) = (a0, b(1)) = o b(t), L

isto é, K é homotopia ciclica cujo trago é (i o a) * (j o b).
Como [(ioa)* (job)]=ioa]-[jobl =h"1([a],[b]), segue que

h_l(G(X, l’o) D G(Y, yo)) - G(X X Kl’o X yo)
Aplicando A em ambos os lados, obtemos inclusao que faltava. O

Dado um laco o : S — X em zg, podemos definir f, : X V S! — X por f, =
Vo(lx Vo), istoé, f, étal que f(x,s0) =x e f(xg,s) =0(s).
Suponha agora que f, possua uma extensao

fr (X v SHu(X™ x S = X,

em que X™ é o n-esqueleto do CW-complexo X, n > 1 inteiro. Entdo, se a é um laco
homotépico a o, f, também possui extensio £ : (XVSHU(X™ xS = X. A
prova é simples: seja h; : S* — X a homotopia entre o e a. A aplicacao F, : XVS! — X
dada por Fy(z,sg) = x e Fy(xo,s) = hi(s) é tal que f§n+1)’XVsl = Fy. Como X v Sté
subcomplexo de (X v S') U (X™ x S') a propriedade de extensdo de homotopia nos
da Gy : (X VSHU(X™ x §') — X tal que Gy = £t g Gilxvs1 = Fi. Entdao Gy

satisfaz G1(x, sg) = x € G1(xg, s) = hi(s) = a(s), e portanto G é uma extensao de f,.

Definicao 7.29. Seja [0] € m(X,xp). Dizemos que [o] é (n + 1)-extensivel se a
aplicacio f, : X V.S! — X definida acima possui extensio £\ : (X VvSHu(X™ x
SY) — X. Ja foi provado que tal propriedade nao depende da escolha do representante
de [o]. O indice (n+1) sobre £ vem do fato de que X™ x ST é o (n+ 1)-esqueleto
de X x S*.

Denote por

G"(X,z0) = {[o] € 71 (X, 20); [a] é (n + 1)-extensivel}.
Lema 7.30. G (X, x¢) ¢ um subgrupo de 7 (X, ), para todo n > 1 inteiro.

Demonstragdo. Se e : S — X é o lago constante em zg, entao f. : (X vV S') — X
admite extensio f"™ 1 (X VS)U(X™ x S1) = X dada por f""V(z, s) = z. Assim,
[e] € GM (X, xp).
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Se a,b: St — X sdo (n+ 1)-extensiveis, defina f : (X VS)U(X™ x S) — X por

f($ eZm’t) — én+1)($’ e2m(2t))> 0 <t< %
) fb(nJrl)(x’e%ri(Qt—l)), %S t<1,

E imediato que f é uma extensdo de f,.;, donde [a x b] = [a] - [)] € G™ (X, x0).
Por fim, defina ¢ : (X V S U (X™ x §1) = X por g(z, e2™it) = ") (g, e2mi(-0),
Tem-se que g é uma extensdo de f,-1, e assim [a™!] = [a] ™' € G™ (X, z). O

Definicao 7.31. Seja
P™ = {[a] € m1 (X, z); [o] age trivialmente em (X, 20),Vk < n}.

Evidentemente, P & subgrupo de m (X, o), j& que é a seguinte intersecao de
subgrupos:

n

pn) — ﬂ{[a] € m (X, zo); [a] age trivialmente em 7, (X, o) }.
k=1

As seguintes inclusoes sao imediatas:
)
Do corolario 7.17, temos que G(X,z9) € P(X,x9) C Z(m (X, x)). O proximo

teorema nos revela precisamente onde Z(m (X, zo)) se encontra nas duas sequéncias de
inclusées acima. Antes disso, um lema que pode ser encontrado em [10, p. 194]:

Lema 7.32. Sejam L um subcomplexo conexo de K contendo vy e f : (L,vo) — (Y, %)
uma aplicacdo, com Y conexo por caminhos. Sabe-se que f e a inclusio t : L — K
induzem homomorfismos

fe im(Lyvg) = m(Y,y0) €y :mi(L,v9) — m1 (K, vp).

Entao: f é 2-extensivel sobre K se, e somente se, existe homomorfismo h : w1 (K, vg) —
(Y, 90) tal que f. = hoi,,

fx
7T1(L>Uo) —>7T1(Ya yo)-
[« 27
7.‘-1(}—(7 UO)

Teorema 7.33. GV(X,z¢) = PW(X,z0) = Z(m1(X, 20)).

Demonstracao. Provemos a segunda igualdade.
Pelo teorema 7.12, a a¢ao de [o] € m(X,x0) em si mesmo, denotada por o7, é a
conjugacao. Disso, temos que, dado [a] € m(X, x¢) qualquer,

oila] = [o] & [a] = [0] - [a] - [0] " & [o] - [o] = [0] - [a],

isto 6, [0] € PW(X,2¢) < [0] € Z(m1(X, x0)). Isto prova que PN (X, z0) = Z(m1 (X, x0)).
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Para a primeira igualdade, usando a notacao do lema anterior, sejam L = X V S,
Y =X, K=XxS"i: XVvSt— XxSle f=f:

Fs=(fo)«
7T1(X \% 51, (ﬂfo, So)) = Wl(L,UO) —>7T1(X> $o) = 7T1(Y, ?/0)

_
l. ho_ -
Tx ///

(X x S, (20, 80)) = m (K, v)

Seja U vizinhanga contratil de o (que existe pelo teorema 2.17) e V = S\ {(—1,0)}.
Chame X; = X VV e X, = UV S, ambos subconjuntos abertos de X vV S!. Entao
X VSt éigual aunido X,UX, e X1NXy = UVV é conexo por caminhos e simplesmente
conexo. Assim, o corolario 4.27 de [23, p. 116] nos d& que

71 (L) ~ 7 (X) x 7 (SY),

o grupo livre gerado por elementos de 71 (X) e m(S'). Um elemento de (X)) * 7 (S?)
pode ser visto como uma sequéncia gygs . . . g, de elementos g; € 71 (X)Um(S?) seguida
de sua redu¢ao, que consiste em retirar da sequéncia elementos adjacentes da forma
gg~! e trocar elementos gh com g, h € m (W) por seu produto w = g - h € (m (W), ),
em que W = X ou S'. Apo6s fazer isso, tem-se uma nova sequéncia, da qual retiram-se
novamente elementos da forma anterior. Faca isso até que nao haja mais elementos a
serem retirados; esta entao serd a sequéncia reduzida.

A operagao em 71 (X) * 7,(S1), denotada por %, é a justaposi¢ao de sequéncias
glg2--~gm*h1h2~--hn29192-~-gmh1h2-~~hn

seguida de sua redugao.
Voltando & demonstragdo, temos também (pela observagido que precede o teorema
7.28) que
m(K) ~m(X) & m(Sh).

Sejam [a] € 7(X), [8] € 71 (S!). Seja também [v] € m(S') >~ Z gerador tal que
f(zo,v(s)) = o(s). Entao

fella]* [o]) = fulal - fulv] = [f o] - [f ov] = [a] - [0],

ja que foa(x) = f(a(x),s)) =a(x)e fouv(s) = f(xg,v(s)) = a(s).

Agora suponha que [0] € GV (X, z¢), isto &, que f, é 2-extensivel sobre X x S
Pelo lema anterior, existe h : w1 (K, v9) — w1 (Y, yo) tal que f, = hoi,.

Tem-se que f.[v] = [o] e i, [v] = (1, [v]), donde

o] = fulvl = hoiu[v] = h(1, [v]),

Por outro lado,

Portanto,

o] - [o] = fu(la] % [v]) = hoi([a]
= h((L, [v]) @ ([a], 1)) = hoi.([v]
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o que prova que [o] € Z(m (X, x0)) = P (X, x0).

Reciprocamente, suponha que [o0] € Z(m1(X, 2¢)) = PY (X, x0). Defina h : 7, (K, vg) —

m1(Y, o) por
(o, [v]™) = [o] - [o]™,
em que [v]™ é o produto de [v] por si mesmo m vezes, o mesmo valendo para [o]™.
Que h é homomorfismo segue de

h(([ed; [o]™) @ (18]; [v]")) = h(la] - [B]; [o]™ - [v]") =
= [

h(la] - (8], [o]™™) = ([o] - [8]) - [o]™™" = [o] - [8] - [o]™ - [0]" =
([ - [o]™) - ([6] - [0]") = hla, [o]™) - A((A], [v]"),
lembrando que [8] - [o]™ = [o]™ - [B] pois [o] € Z(m1(X, z0)).

Também,

fllal+ [o]™) = fla] - fulo]™ = [a] - [o]™ = h(la], [v]™) = hoi.([a] % [v]™)

Isto é suficiente para garantir que f, = h o i,, pois um elemento de (X, zg) *
71 (S, s9) ¢ uma sequéncia reduzida da forma g1 s . . . g, com g; € (X, o) U (S, s0)
e assim

fg192 -+ gm) = [(grx gax % gm) = fulg1) - [(gm)
=hoig1)...hoi(gm) =hoigi* - *gmn) =hoig192-..9m)-
Pelo lema anterior, a existéncia de tal homomorfismo h garante que f, é 2-extensivel,
isso &, que [0] € GV (X, x). O
Defini¢ao 7.34. Diz-se que X ¢é aspherical se m,(X, o) = {1}, para todo n > 2.
Corolario 7.35. Se X ¢ aspherical, entao G(X,zo) = Z(m1 (X, z0))-

Demonstracio. Ja sabemos que G(X,x9) € GV (X, x) = Z(m1 (X, 70)). Se mostrar-
mos que G (X, x9) 2 GM(X, x0), o teorema fica demonstrado.

Para isto, seja [0] € GV (X, x¢). Isto significa que f, : X V.S' dada por f(z,s¢) = =
e f(xo,5) = o(s) possui extensdo 17 : (X VSHU (XD x §1) — X.

Sejam ¢ uma 2-célula de X x St e k : (E3 0E%) — (X® x §', XM x S') sua
funcao caracteristica. Note que, identificando OE? com S?, a classe de homotopia de
h=f?o klgz : S — X é um elemento de mo(X, h(sg)) = {1}. Assim, h admite
extensdo H : E? — X. Defina

Hok '(y), y€c—ac,
(3) - '
fo’ |C(y) {féZ)(y)7 y c ac C X X Sl

Fazendo isso para cada 2-célula ¢ de X x S, conseguimos extensao de f§2) a X® x
S, e entdo [o] € G (X, 10). O mesmo raciocinio nos da que [o] € G™ (X, z¢), para
todo n, pois X é aspherical. Logo, f, é extensivel a todo n-esqueleto de X x S1, e
portanto ¢ extensivel a X x S, e assim [0] € G(X, z). O

Corolério 7.36. Se K ¢ a garrafa de Klein, entio G(K) = Z(m(K)).

Demonstragao. A garrafa de Klein tem como recobrimento universal o plano R? que é
contratil. Por 4.5, tem-se que

0 = m,(R?) ~ m,(K),
isto &, K é aspherical. O
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8 Recobrimentos e o grupo de Gottlieb

Daqui em diante, sejam p : (C,cy) — (X, 29) o recobrimento universal de X (que
existe por 4.13) e ¢ : m (X, z9) — A(p) o isomorfismo dado em 4.4.

Defini¢ao 8.1. Diz-se que uma aplicacao f : C' — C preserva fibras se p(a) = p(b)
implica po f(a) = po f(b). Uma homotopia h, : C' — C' é dita ser uma homotopia que
preserva fibras se h; preserva fibras, para cada t.

Teorema 8.2. O grupo de Gottlieb G(X,xo) € isomorfo ao subgrupo de A(p) das deck
transformations homotopicas a 1o por homotopias que preservam fibras.
Em simbolos, ¢(G(X,x)) € igual a

{D € A(p); 3k : C x I — C tal que kg = D, ky = 1¢ e k; preserva ﬁbms}.

Demonstracao. Sejam [o] € G(X,zg) eh : X x [ — X cujo trago é o.
Considere o diagrama abaixo, em que ¢ : C' x {0} — C é a projecao em C e
pP=px1:CxI—XxI((istoé, p(c,t) = (p(c),t)):

Cx {0} ————C

ho -
-
- hop/

Cxl———X.

Tal diagrama é comutativo, ja que poq(c,0) = p(c) = hgop(c) = hop'(c,0). Assim, o
teorema 3.4 nos da que existe h: C x I — C tal que poh = hoyp/, isto é, po ﬁt(c) =
hop'(c,t) = h(p(c),t) = hy o p(c), ou seja, po hy = h; o p. Também, fz(co, 0) = cp.
Note que pohy(cy) = hyop(cy) = hy(xo) = o(t), e portanto hy(co) é um levantamento
de o comecando em cj.
Seja D € A(p) a tnica deck transformation tal que D(co) = hi(co). Pela definicio
do isomorfismo ¢, segue que D = ¢[o]. Tem-se que

pohy=hjop=1lxop=p=poD

e, mais ainda, D e ha coincidem em ¢o. Por 3.2 segue que hi = D. Do mesmo modo,
ho(CO) = Cp :~1c(60), € assim h() = 10.
Como p o hy = hy o p, tem-se que se p(a) = p(b) entao

po }Nlt(a) =hy op(a) = hy op(b) =po ilt<b>

e assim D = ¢[o]| é homotopica & 1¢ por uma homotopia que preserva fibras.
Reciprocamente, seja hy : C = C uma homotopia que preserva fibras e tal que
ho = 1¢c e hy = D € A(p), com D = ¢[o] para algum [o] € m (X, ). Provemos que
o] € G(X, zp).
Sejap' =px1:C x 1 — X xI. Entao existe homotopia h : X x I — X tal que
hop =poh (vide diagrama a seguir)

CXIE—>C

]~

XxI-"l--3X
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visto que poh é constante em cada p'~!(z, t) (afinal p'(a, t) = p/(b, s) implica p(a) = p(b)
et =s, e assim
poh(a,t) =pohya)=poh(b)=poh(b,t)

ja que h preserva fibras) e p’ é aplicacdo quociente, pois p’ = p x 1 com p recobrimento
(donde aplicagdo quociente) e I é compacto e de Hausdorff (proposicao 3.9).

Assim, ho p/(¢,t) = po h(c,t) nos da h(p(c),t) = po h(c,t), e entédo hy o p = po hy.
Isso nos garante que hgop=polg =pe hyop=po D = p. Vale explicitar como hg
e hy foram definidas: dado z € X, tome ¢ € p~ () e entao

ho(z) = po ho(c) = pola(e) = pc) =

ja hy é dada por 3
hi(x) = pohi(c) =po D(ec) = ple) = x,
isto é, h():hl:lx. ~
Seja 7(t) = hy(zg) o trago de hy e 7(t) = hy(co). Como

poT(t)=po ilt(CO) = hy o p(co) = he(xo) = 7(t)

e 7(0) = ho(co) = 1e(c) = co, segue que 7 é um levantamento de 7 comecando em cq.
Mas 7(1) = D(co) e D = ¢[o]. Logo,

[poT|=Ir] =[o] € G(X, x9),
pois 7 é traco da homotopia ciclica h;. O

Teorema 8.3. Seja iLt C — C uma homotopza com ho = 1¢. Entao ﬁt € homotopia
que preserva fibras se, e s6 se, fohy = hy o f, para toda f € A(p).

Demonstracao. Suponha hy homotopia que preserva fibras e sejam f € A(p) e c € C
quaisquer. Entdo ¢ e f(c) estdo na mesma fibra, ja que p = po f. Dai, h(c) e hy(f(c))
também estao na mesma fibra.

Chame a; = hy(c) e b, = hy(f(c)). Sabe-se que existe g € A(p) tal que g(a;) = by.
Sejam U,,U, C C vizinhancas de a; e by e U C X vizinhanga de p(ay) tais que
v, : Uy = U é homeomorfismo (i = a,b), vindas da condi¢ao de que p é recobrimento.
Seja V' C U, aberto tal que g(V) C U,. Sejam I,,I, C I abertos tais que a; € V,
Vtel,eb, € Uy, Vt € I, Tome J=1,N1I, Assim, para todo t € J, vale que

plar) = pogla;) = p(b)

ja que a; e by estdo na mesma fibra e g é deck transformation. Como g(a;) e by pertencem
a U, eply, : Uy — U é homeomorfismo, segue que g(a;) = b. Isto prova que o conjunto

K={tel; gla;) = bi}

¢ aberto em I. Tal conjunto é também fechado: se ¢t € I é tal que g(a;) # by, entdo,

como C' é de Hausdorff, existem A, B abertos de C tais que g(a;) € A, by € B e

AN B =1, e entdo existe vizinhanca L C I de t tal que g(as) € A e by € B, para todo

s € L, donde g(as) # bs (isto é: provamos que o complementar de K ¢é aberto em I).
Como [ & conexo e K # () (pois 1 € K), segue que K = I. Portanto

goﬁt()_g(at)—bt htof()
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para todo t € I, e em particular

go ilo(c) = g(ap) = by = ;Lo o f(e).

Ja que hg = 1o, segue que g(c) = f(c). Mas duas deck transformations que coincidem
num ponto sdo necessariamente iguais (ver lema 3.2); assim, f = g e obtemos que
fo ;Lt = iLt of.

Reciprocamente, suponha que f o h, = hy o f, para toda f € A(p).

Sejam ¢, d € C tais que p(c) = p(d). Seja g € A(p) tal que g(c¢) = d. Entao
hy = g~' o hy o g nos da que

hi(c) =g " o hyoglc) =g~ " o hu(d),
donde R ~ ~
pohc)=pog ' oh(d)=poh(d),

afinal g=!' € A(p) (e assim po g~! = p). Portanto, h; é uma homotopia que preserva
fibras. O

Corolario 8.4. G(X,xg) € isomorfo ao subgrupo de A(p) das deck transformations
homotdpicas a 1o por homotopias que comutam com toda deck transformation.

Sejam p e ¢ inteiros relativamente primos. Seja S® a 3-esfera vista como subespaco
de C?%, com coordenadas (29, 21) € C? tais que 29zy + 2121 = 1. Seja f : 5% — 93 dada
por

f(zo, 21) = (20€2m/p, Zlegmq/p)

Entao o grupo gerado por f, (f), com a operagao composi¢ao, é um grupo isomorfo
a Z,. Definimos o espago lenticular (lens space) como sendo

L(p.q) = S*/{f).
Tem-se que 71 (L(p, q)) = (f) ~ Z,, pois a esfera S® & simplesmente conexa.
Teorema 8.5. Tem-se que G(L(p,q)) = m(L(p,q)).

Demonstragdo. Pelo corolario 4.10, a aplicagao quociente p : S* — L(p, q) é recobri-
mento, com grupo de deck transformations A(p) = (f).
Seja h; 1 S? — 53 dada por

ht<ZOa 21> _ (z0627rit/p’ 21627riqt/p>'
Entao hg =1e hy = f. Além disso,

f o ht<207 Zl) — f(Z()@QMt/p, Zl€2m'qt/p) —

(20627Tit/p+27ri/p7Zl€27riqt/p+27riq/p) _ ht(20€27ri/p,2162mq/p) _ ht o f(Zo,Zl),

isto é, foh; = hyo f. Como f é gerador, tem-se que h; comuta com toda g € (f).

Logo, f € #(G(L(p,q))) e entdo A(p) = (f) = ¢(G(L(p,q))), donde G(L(p,q))
mi(L(p, q))-

Teorema 8.6. Seja P" o espaco projetivo real de dimensdo n. Entio G(P*"*1) =
m (P ) ~ Zy, n > 0.

U
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Demonstracdo. A esfera S*"*! pode ser vista como subconjunto de C"*! cujas coorde-
nadas (zo, ..., 2,) satisfazem zyzZg + - - - + 2,2, = L.

Seja f : S?T1 — S+l g aplicagao antipodal, dada por f(zo, ..., 2,) = (=20, .., —2n).
Seja G = {1, f} grupo com a operacao composicao e considere o espago projetivo
Pl = S+l /G Seja p o ST — P2l g aplicagao quociente. Tal aplicagdao é um
recobrimento, com A(p) ~ G, por 4.10.

Defina a homotopia h; : S?"*1 — S?7+1 por

he(20, - 2n) = (20€™, ... 2pe™).
Entao hg =1 e hy = f. Além disso,
fohi(zo,...,2n) = f(z0e™, ... 2,e™) =
(—z0e™, ... —2,€™) = hy(—20, ..., —2n) = hs 0 f(21,.. ., 2n),

isto é, foh; = h;o f.

Logo, ¢(G(P?"™)) = A(p), e entao G(P*" 1) = 71 (P*"*1) ~ Zj, em que o tltimo
isomorfismo vem do fato de que S*"*! & simplesmente conexa, donde m(P?"™!) ~
A(p) ~ Zs. O

Observagao 8.7. O caso n = 0 do teorema acima também ¢é valido, com a ressalva de
que
G(PY) = m(P") ~ 7,
afinal P = S' e S ¢ um H-espago (e entao a primeira igualdade segue do teorema
7.21). Ja o caso do espaco projetivo de dimensdo par foi visto no corolario 7.19.
Resumindo, temos:

m (P ~7Z, n=1,
G(P") = m(P") =~ Zo, n > 1 impar,
(1} Cm(P") > Zs, 0 par

Definigao 8.8. Seja H(X) ={f € Z(A(p)). f ~ 1c}. Efacil ver que H(X) é subgrupo
de A(p). Seja H(X) = ¢ ' (H(X)) < m (X, zp)-

Teorema 8.9. Tem-se G(X,x9) C H(X) C P(X,xo).

Demonstra¢ao. A primeira inclusao segue do corolério 8.4.

Sejam f € H(X) e hy : C — C homotopia tal que hg = 1g e hy = f. Seja
também X\ : I — C dada por A(t) = hy(co) defina A : I — X por A = po \. Assim,
) é levantamento de A comegando em ¢g e terminando em f(cy). Por defini¢do do
isomorfismo ¢, tem-se que ¢[\] = f. Provemos que A € P(X, x).

Como H(X) C Z(A(p)), segue que H(X) = ¢~ (H(X)) C Z(m (X, x)). Como a
acao de [A] em m (X, zo) é a conjugacio, segue que tal agdo é trivial.

Suponha agora n > 1. Sabe-se (lema 7.15) que [\] age trivialmente em [a] €
7, (X, 20) se, e somente se, a aplicagao g : S V S' — X dada por gls» = a e g|g1 = A
possui extensao ¢’ : 8™ x St — X.

Defina ¢’ como se segue: existe [ : S — C' tal que pol = g|gn, pois S™ é simples-
mente conexa para n > 1 (use o teorema 3.8).

e
-~

S X
glsn
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Considere S' como sendo I com a identificagdo entre 0 e 1. Defina ¢'(s,t) =
pohyol(s).
Como

g'(s,0)=pohgol(s)=pol(s)=po fol(s)=pohyol(s)=g'(s,1),

segue que ¢’ estd bem definida. Além disso,

9/(570) =pohgol(s) =pol(s) = g|sn

e também

g'(s0,t) =pohyol(se) =pohyco) =poAt) = A1),

donde ¢’ é uma extensao de g.
Assim, os elementos de H(X) agem trivialmente em m,(X, x¢) para todon > 1, e
entdo H(X) C P(X, ). O

Sejam W e Y espacos topologicos. Considere
YW = {f W =Y, fé Continua}
com a topologia compacto-aberto, cuja sub-base é dada pelos conjuntos da forma
Wky = {f W =Y, f(K) CU,K écompacto de W, U é aberto de Y}.

Suponha também que W é localmente compacto; isto é suficiente para que, dado
wo € W, a aplicagao p : WW — W dada por p(f) = f(wo) seja continua (por [18,
Teorema 1.1.1, p. 1]).

Também em [18, p. 2| encontra-se o seguinte teorema:

Teorema 8.10. Sejam W localmente compacto Hausdorff e Y e Z espacos topoldgicos
quaisquer. Entao existe bijecio ® : (YW)Z — YW*Z dada por

O(f)(w,z) = (f(2))(w).
Daqui em diante, suporemos que o CW-complexo X é localmente compacto.

Lema 8.11. Sejam f,g: S™ — XX e ® : (XX)%" — XX*5" g bijecio acima. Entdo
f =~ g se, e somente se, D(f) ~ ®(g).

Demonstragio. Seja H : 5™ x I — X~ tal que Hy = f e Hy = g. Entao H € (X*)5"/
corresponde a H € XX*5"%I dada por H(z,s,t) = H(s,t)(x).
Assim,

donde Hy = ®(f) e H; = ®(g), isto &, D(f) ~ ®(g).
A reciproca é feita de maneira semelhante. n

Por vezes, o grupo de Gottlieb também é chamado de evaluation subgroup devido
ao seguinte teorema:
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Teorema 8.12. Seja p: XX — X dada por p(f) = f(xo). Entao
pe(m (XX, 1x)) = G(X, 20).

Demonstrag¢do. Provemos primeiro que p,(m (XX, 1x)) € G(X, x0).
Seja f € m (XX, 1y), isto &, f : S* — X¥. Entdao ®(f) : X x ST — X (em que
P : (XX)5" — XXX & definida como acima) satisfaz

O(f)(x, s0) = f(s0)(7) = 1x(z) = m.

Logo, ®(f) ¢ uma homotopia ciclica. Seja 7(s) = ®(f)(zo, s) seu trago. Tem-se que

po f(s) = f(s)(xo) = ®(f)(wo,8) = 7(s).

Assim, [po f] = p.[f] = [7] € G(X, xo).
Para a outra inclusao, seja [a] € G(X,xg) e h: X x ST — X homotopia ciclica cujo
trago é a.
Entdo h = &~ 1(h) : S* — XX ¢ dada por h(s)(z) = h(x, s).
Tem-se que B B
poh(s) = h(s)(xg) = h(zg, s) = a(s).

Portanto, [a] = [p o h] = p.[h], isto &, G(X, zo) C p.(m (X, z0)). O
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Neste ultimo capitulo, estudaremos o artigo [22], no qual Varadarajan generaliza
os subgrupos G(X, zg) e P(X, xg) de m (X, zo) vistos anteriormente para subconjuntos
G(A,X) e P(A, X) de [A, X].. Sao estudadas as aplicagoes ciclicas (ndo confundir com
a no¢ao de homotopia ciclica definida anteriormente) e, ao fim, calcula-se G(S™, S™) e
P(S™, S™) fazendo-se uso do invariante de Hopf.

Daqui em diante, os espagos serao CW-complexos localmente finitos (nao necessari-
amente conexos por caminhos) com ponto base (X ter& ponto base g, A tera ao, etc.),
e as aplicagoes e homotopias preservarao ponto base. A condicao de ser localmente
finito é equivalente a ser compactamente gerado (por [12, Proposi¢io 3.6, p. 51|) e
esta, por sua vez, implica (por [12, Corolario 5.4, p. 58]) que o produto de dois CW-
complexos também é um CW-complexo com a topologia produto. Isto sera util, como
se vera adiante, quando precisarmos utilizar a propriedade de extensao de homotopia
para o par (X x A, X V A) em que X e A sao CW-complexos localmente finitos.

9 A definicao mais geral

Definig¢ao 9.1. Uma aplicacao f: A — X é dita ciclica se existe H : X x A — X tal
que H(x,ag) = x e H(xg,a) = f(a).

E imediato ver que f & ciclica se, e somente se, a aplicacio Vo (IxVf): XVA—- X
possui extensao a X x A.

Lema 9.2. Seja H : X x A — X tal que H|x ~ 1x e H|a ~ f. Entao [ € ciclica.
Em particular, se f € ciclica e f ~ [, entao [’ € ciclica também.

Demonstragao. Se g, : X — X e hy : A — X sdo homotopias tais que go = H|xx{ao}>
g1 = 1x, ho = Hlgzgyxa € by = f, entdo F, = Vo (g V h) : X VA — X satisfaz
Fy = H|xva, € como X V A é subcomplexo de X x A, a propriedade de extensao de
homotopia nos da Gy : X x A — X tal que Go = H e G¢|xva = F;. Assim, G satisfaz
Gi(z,a0) = x e Gy(x9,a) = f(a), donde f ¢é ciclica.

Para a segunda parte, basta notar que, como f é ciclica, existe K : X x A — X tal
que K|xxiaoy = 1x € Klpzgyxa = f > f. H

Observacao 9.3. Note que quando A = S*, uma aplicacao f : S' — X & ciclica no
sentido acima se, e s6 se, existe homotopia ciclica (no sentido de Gottlieb, ver 7.1)
H:X x S'"—= X tal que H(z,s9) =z e H(xg,s) = f(s).

Lema 9.4. Sejam f : A — X uma aplicacio ciclica e § : B — A uma aplicacdo
qualquer. Entdio fof:B — X ¢ ciclica.

67
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Demonstracao. Seja F': X x A — X a aplicacao que satisfaz f(x,a9) = x e F(xg,a) =
f(a). Defina G : X x B— X por G = Fo(ly x0).

Entao G satisfaz
G(x,by) = Fo(lx x 0)(x,by) = F(1x(x),0(by)) = F(z,a9) = x,
e também
G(z9,b) = F o (1x x 0)(x9,b) = F(1x(z0),0(b)) = F(x0,0(b)) = f o 0(b).
Logo, fo#: B — X é uma aplicacao ciclica. [

Observacao 9.5. Nem sempre vale que se f: A — X éciclicae g: X — Y é uma
aplicacdo qualquer entdo go f : A — Y é ciclica. Tome, por exemplo, f =1: 5! — St
eg: St — Stv S ainclusio dada por g(s) = (s,s0). Entao f é ciclica (pois
G(S', s9) = m (S, s0) pelo teorema 7.21, lembrando que S' C C? é um H-espago com
o produto de nimeros complexos), mas g o f ndo o é, como mostra a observacao 7.24.
Sob algumas condi¢oes, porém, isso é verdadeiro, como nas duas proposigoes seguintes:

Proposicao 9.6. Ser : X — Y ¢é wma retracio e f : A — X ¢é ciclica, entao
rof:A—=Y € ciclica.

Demonstracao. Seja j: Y — X inclusaode Y em X e F': X x A — X a aplicagdo que
satisfaz F'(x,a9) = e F(zg,a) = f(a). DefinaG: Y XA — Y por G =roFo(jx1a),
como no diagrama

A x w4

F

Y

G

M+ - - X

%
r

Esta aplicacao G satisfaz

G(y,a0) = r(F(y,a0)) =7r(y) =y,
e também
G(yo,a) = r(F(xo,a)) = r(f(a)) =ro f(a),

ja que y € Y. Portanto, r o f é uma aplicacao ciclica. [

Proposicao 9.7. Se g : X — Y € uma equivaléncia de homotopia e f : A — X €
ciclica entao go f : A — X € ciclica.

Demonstracao. Seja h : Y — X tal que goh ~1y e hog ~1x. Como f: A — X
é ciclica, existe F' : X x A — X tal que F(z,a0) = = e F(x9,a) = f(a). Defina
G:YXA—=YporG=goFo(hxXly).

Y x A
lhxlA \\\G

%
XXAFX Y.
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Temos que G(yo,a) = g(F(h(y),a)) = g(F(xo,a)) = go f(a) e Gly,a9) =
g(F(h(y),a0)) = g o h(y). Portanto, G|y, é a aplicacdo goh : Y — Y que é ho-
motopica a identidade em Y. Pelo lema 9.2, segue que g o f é ciclica. [

Definicao 9.8. Defina o conjunto
G(A, X) =A{[f] € [A, X]., f & ciclica}.

Teorema 9.9. Se A ¢ um co-H-grupo, o subconjunto G(A, X) C [A, X]. € na verdade
um subgrupo de [A, X],.

Demonstrag¢ao. Sejac: A — AV A o co-produto e v : A — A a inversao do co-produto
(vide teorema 1.7).
Sejam [f],[g] € G(A, X). Sejam F,G : X x A — X tais que

F(QI,CLO):Z‘, F($07a):f(a)7
G(z,a0) =z, G(z0,a) = g(a).

Seja J : X x (AV A) — X dada por
J(z,a,a0) = F(z,a), J(z,a9,a)=G(z,a).
Note que J estd bem definida, afinal F'(x,ag) = G(x,ag) = x. Também,

f(b) =V o(fVyg)oc(a),
g9(b) =V o (fVyg)oca),

c(a) = (b, ap) = J(xo,c(a))
c(a) = (ag,b) = J(xo,c(a))

F(x0,b)
G(I‘(), b)

isto &, J(xg,c(a)) =V o (fVyg)oca).
Defina H: X x A — X por H = Jo (1 x ¢) como no diagrama

X x A

~
~
1xc \ﬁ
~
~
~

X x(AVA) —L —3X
Entao H satisfaz

H(z,a0) = J(z,a0,a0) =2 e
H{(xo,a) = J(zo, c(a)) = Vo (fVyg)oca),

o que prova que Vo (f V g) o c é ciclica. Como por defini¢ao

T+l =1f+gl=[Vol(fvyg)ed,

segue que [f] + [g] € G(A, X).
Também, —[f] = [f ov] € G(A, X) pois f & ciclica (ver 9.4). O

Defini¢ao 9.10. Chamamos o conjunto G(A, X) de subconjunto de Gottlieb do par de
espacos A e X. Quando A é um co-H-grupo, o chamamos de grupo de Gottlieb do par
de espacos A e X.

Observagio 9.11. Note que G(S', X) = G(X), e portanto a definigdo acima general-
iza a de Gottlieb.
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Proposicao 9.12. Sao equivalentes:
1. X € um H-espaco.

2. 1x € ciclica.

3. G(A, X) = [A, X]., para todo A.

Demonstracao. 1 = 2: Sejam m a multiplicacao em X, 7 : X V X — X x X inclusao
e iy, is: X — X x X dadas por i1(z) = (z,x¢) e iz(x) = (0, ).
Entao, como moi; ~ 1x ~ m o iy, temos que

moj=Vo(moi,moiy)~Vo(lxVlx)=V.

Assim, existe homotopia H; : X VX — X tal que Hy = moje H = V. Como
Hy = m|xvx, a propriedade de extensao de homotopia nos da G; : X x X — X tal
que G¢|xvx = Hy e Go = m. Entao G, satisfaz

G1(z,x9) = V(z,20) = x = 1x () = V(20,2) = G1(20, T).

Logo, 1x é ciclica.

2 = 3: Seja A um espaco qualquer e f € [A, X].. Entdo f = 1x o f é ciclica, pelo
lema 9.4.

3= 1: Tome A = X. Entao 1x é ciclica, donde existe uma aplicacao m : X x X —
X tal que mo 5 = V. Portanto, X é um H-espaco com essa multiplicagao m. O

Proposicao 9.13. Se as aplicagoes f : A — X e g : B — Y sao ciclicas, entao
também € ciclica a aplicacio f x g: Ax B — X xY.

Demonstracao. Sejam F': X x A - X e G:Y x B — Y tais que F(zg,a) = f(a),
F(z,a0) =z, G(y0,b) = g(b) e G(y, by) = y. Defina a aplicagdo H : (X xY)x(AxB) —
XxYporH=(FxGo(lyxTxlg),emqueT :Y xA— AxY édada por
T(y,a) = (a,y), como no diagrama seguinte

1xxTxlp FxG
_—

X x(YxA)xB (X xA)x (Y x B)———— A x B.

Esta aplicacio H satisfaz
H((z0,40), (a,b)) = (F(zo,a), G(yo, b)) = (f(a), g(b)) = f x g(a,b)
e também
H((x,y), (a0, b)) = (F(z,a0), G(y.bo)) = (,y) = Lxxy (2, y).
Logo, f x g & ciclica. 0

Proposicao 9.14. Se as aplicacoes f : A — X e g : B — X sao ciclicas, entao
também € ciclica a aplicagio Vo (fVg): AVB — X.
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Demonstra¢ao. Sejam F' e G como na proposi¢ao anterior. Seja h : X x (A x B) —
(X x A) x B o homeomorfismo natural entre estes dois espagos. Defina K = G o (F' x
Ip)oh: X x (Ax B) = X e H= K|xxuvp — X, como no diagrama

Fxlpg

x (Ax B)—"—(X x A) x B—"X x B—%5 X.

x (AVB)™

Essa aplicacao H satisfaz

H{(xo, (a0,)) = G(F(x0, a0),b) = G(x0,0) = g(b) = V(f V g)(ao, );
H{(xo, (a, b)) = G(F(xo,a),bo) = G(f(a),bo) = fla) = V(fV g)(a,bp);
H(z, (ap,by)) = G(F(z,a0),by) = G(z,by) = x,
e entdo Vo (fV g) é ciclica. O

10 Acgao de m(X,zp) em [A, X].

Tome 0 como sendo ponto base de I. Sejam f: A — X ea: I — X um lago
baseado xy. Vamos definir uma ac¢do de m (X, zo) no conjunto [A, X]..
A propriedade de extensao de homotopia garante que

Vo(fval):AvI=Ax{0}U{a} xI—=X
possui extensao F': A x I — X, e entao F(a,0) = f(a) e F(ag,t) = a~'(t). Defina

Oé#[f] = [Fl]a
em que Fy : A — X ¢ dada por Fi(a) = F(a,1).

Lema 10.1. Com a notagio acima, ay[f] depende somente de [a] e [f], isto é, se
ax~fefx~g, entio aylf] = Bxlgl

Demonstracao. Sejam h, : A — X e k; : I — X homotopias tais que hg = f, hy = g,
ko = o e ky = (. Sejam também F,G : A x [ — X tais que F(a,0) = f(a),
F(ag,t) = a~(t), G(a,0) = g(a) e G(ag,t) = B71(t).

Defina H: Ax I x {0,1}UA x {0} x TU{ap} x I x I — X por

F(a,s), t=0,

H(a,s,t) = Gla,s), t=1,
o h(a,t), s=0,
k(s,t), a= ag.

Existe homeomorfismo de pares
J:(Ix I, I x{0}) = (IxI,Ix{0,1}U{0}x1I),
e entao, como

AxIx{0,1}UAXx {0} xI=Ax (I x{0,1}U{0} x I),
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a aplicacao
l=1axg: (AXIxI,AxIx{0}) > (AxIxI,Ax(Ix{0,1}U{0} x 1))
¢ homeomorfismo de pares. Denote por [ 0 homeomorfismo
Ax T x{0}U{ap} x I xI—Ax (I x{0,1}U{0} x I[)U{ao} xIx1I

obtido restringindo-se [.
Isto foi feito para garantir que

Hol:(AxI)x{0}U({ag} xI)xI—X

possua extensao H' : A x [ x I — X, pela propriedade de extensao de homotopia do
par (A x I,{ag} x I). Defina

K=Hol' :AxIxI—X.
Tem-se que K é uma extensao de H, pois se
ce Ax (I x{0,1}u{0} xI)U{ap} xIx1I,
entao
K(c) = H' ol7(¢) = H'|ax1x(0}utarhxixr 01 (¢) = Holol ' (c) = H(c).

Defina J: A x I — X por J(a,t) = H(a,1,t). Entdo

J(a,0) = H(a,1,0) = F(a,1) = Fi(a),

J(a,1) = H(a,1,1) = G(a,1) = G1(a),

e também

J(ao,t) = H(ag, 1,¢) = k(1,£) = k(1) = o,

isto é, J ¢ uma homotopia baseada entre Fi e Gj.
Como ay|f] = [F1] e Bx[g] = [G1], o lema fica demonstrado. O

Teorema 10.2. Sejam [a, [f] € m (X, zo) e [f] € [A, X].. Entao

1. axl0] =[0], em que 0 : A — X ¢ a aplicagcdo constante em xy;

2. (ax B)ylf] = ay o Bylf];

3. cu[f] = [f], em que ¢ € o lago constante em x.

Demonstragio. 1. F: Ax I — X dada por F(a,t) = a~(t) satisfaz F'(a,0) = 0(a) =
zg e F(ag,t) = a *(t), donde ay[0] = [Fi] = [0].

2. Seja F': Ax I — X tal que F(a,0) = f(a) e F(ap,t) = B7'(t). Chame g = F; :
A — X. Seja G: Ax I — X tal que G(a,0) = g(a) e G(ag,t) = a~*(t). Entao,
como Sy [f] =[] = [g], tem-se que ay(Bx[f]) = [G1].

Por outro lado, defina H : A x I — X por

F(a,2t 0
H(a1) = { a1,

que satisfaz H(a,0) = f(a) e também
H(ag,t) = (87 xa™')(t) = (a* B)7'(1).

Portanto, (a * f8)x[f] = [H1] = [G1] = ax(B4]f])-
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3. A aplicagao F' : A x I — X dada por F(a,t) = f(a) satisfaz F(a,0) = f(a) e
F(ag,t) = f(ao) = wo = c(t). Logo, cx[f] = [F1] = [f]. 0

Observacao 10.3. Seja [0] € m(X,x0). Repare que se A = S™, entdo o homo-
morfismo oy : m, (X, x0) — ™, (X, z0) definido acima coincide com o homomorfismo
on - (X, 20) = m(X,x0) do teorema 7.9. Para ver isto, identifique (I",01") e
(S™,s0). Dado [fo] € m.(S™), por defini¢io tem-se que o,[fo] = [fi] em que f; é
a restricdo de f; : (I™,0I") — (X, o) tal que f,(0I") = {o(1 —t)}. Por outro lado,
oxlfo] = [F1] em que Fy é arestrigdo de Fy : S™ — X tal que Fy = fo e Fi(so) = o(1—1).

Lema 10.4. Se A é um co-H-grupo e [o] € m (X, x) entdo oy : [A, X]. — [A, X]. €
um 1somorfismo de grupos.

Demonstragao. Sejac: A — AV A o coproduto do co-H-grupo A. Sejam f,g: A — X
quaisquer. Seja o : I — X um laco qualquer baseado em xy. Sejam F,.G: Ax [ — X
aplicacoes tais que Flaxioy = f, Fliagixi = 05 Glaxqoy = g € Gl{ag}x1 = 0.

Defina J: (AV A) x I — X por

J(a,ap,t) = F(a,t) e J(ap,a,t) = G(a,t).
Note que J estd bem definida, pois F'(ag,t) = o(t) = G(ap,t) e tem-se que
J(a,a9,0) = F(a,0) = f(a), J(ao,a,0) = G(a,0) = g(a),
J(a,00,1) = F(a,1) = Fi(a), J(ao,0,1) = G(a,1) = Gi (a).

Entao Jo=Vo(fVg)eJ =Vol(FVG).
Defina H: Ax I — X por H=Jo(cx1),isto é,

A x I\
(AV A) x JETRESY

que satisfaz

H(ag,t) = J(c(ap),t) = J(ag,ao,t) = o(t) e

H(a,0) = J(¢(a), 0) = V o (£ V g)(e(@)) = V o (f V g) o c(a).
Assim, [Ho] = [V o (fVg)oc)]=][f]+]g] € [A, X]..

Pela defini¢do da agio de m (X, zo) em [A, X].,
oy ([f]+[g]) = [H].
Temos também que
Hi(a) = H(a,1) = J(c(a),1) =V o (F1VGy)(c(a)) =V o (FVGy)oc(a).

Como [F1] = o4[f] e [G1] = o4lg], vemos que [Hi] = ox[f] + oxlg]-
Portanto,

ou([f1+19]) = [Hi] = ox[f] + oxlg].
Por fim, para todo [f] € [A, X]. vale que
oy o (0 )lfl = (0% 0 )ylf] = cylfl = [f],

em que ¢: I — X é o lago constante em zg, assim como (07 ')y o oy[f] = [f]. Logo,
oy ¢ isomorfismo com inverso (o71) . O
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Teorema 10.5. Para todo [o] € m (X, z0), 0 isomorfismo oy : [A, X]. — [A, X], fiza
G(A, X)), isto €, ox[f] = [f], para todo [f] € G(4, X).

Demonstracao. Sejam f: A — X aplicagao ciclicae H : AxX — X tal que H(ag,x) =
x e H(a,x9) = f(a). Defina F': Ax [ — X por F = Ho(lxo).
AxIT

~

Ax X 3y
Tem-se que F(ag,t) = H(ag,0(t)) = o(t) e F(a,0) = H(a,0(0)) = H(a,zo) = f(a).
Pela defini¢do da acao de m (X, xg) em [A, X]., segue que ox[f] = [F1].
Mas F(a,1) = H(a,o(1)) = H(a,zo) = f(a), isto é, Fy = f, e portanto ox[f] =
/] O

Teorema 10.6. Para todo [o] € G(X,x0), o : [A, X]|. — [A, X]. € a funcgdo identi-
dade, para todo A.

Demonstracao. Seja H : X x I — X a homotopia ciclica cujo trago é o, isto é,
Hy = H, = 1x e H(zo,t) = o(t). Seja f: A — X qualquer. Defina F': Ax I — X
por F=Ho(fx1),

Ax1T

fxll \\\ -
X xI—"3X.
Tem-se F'(a,0) = H(f(a),0) = f(a) e F(ag,t) = H(f(ao),t) = H(zo,t) = o(t).
Entao Flaxoy = f e Fliagyxr = 0. Portanto, ox[f] = [F1]. Mas Fi(a) = F(a,1) =
H(f(a),1) = f(a). Logo, ox[f] = [f], e assim o4 = 1. O

T o/

11  Os grupos P(XA, X)

Nesta secao, seguiremos Varadarajan, que generalizou o grupo P(X, () definido
por Gottlieb, fazendo uso do produto de Whitehead generalizado.

Seja a € [LA, X].. Sejam [ > 1 inteiro e § € [Y!'A, X],. Escrevendo %'A como
Y(XI71A), relembre que temos um elemento [, 8] € [S(A A X1A), X]. dado pelo
produto de Whitehead generalizado de «a e 5.

Teorema 11.1. Seja a € G(XA,X). Entdo para todo inteiro | > 1 e todo f €
[XLA, X]., tem-se que [, 3] =0 € [S(AAXITLA), X]..

Demonstracao. Seja f : XA — X tal que [f] = a € G(XA,X). Existe entdao F :
YA X X — X tal que F(x,x) =x e F(a,z9) = f(a) para todo a € YA e z € X. Seja
g: YA — X tal que [g] = 8. Escreva B = X714 e defina m : YA x ¥B — X por
m(a,b) = F(a,g(b)), conforme o diagrama a seguir

YAXxXB

1><gJ m
YA X X >¢F X.

Entao m(a,*) = F(a,z9) = f(a) e m(x,b) = F(x,g(b)) = g(b). Pela proposicao
5.8, segue que [o, ] = 0 € [B(A A XITLA), X],. O
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Definicao 11.2. Seja
P(2A, X) ={a € [ZA, X],, [0, 8] = 0,V8 € [B'A, X],, VI > 1}.

Segundo Varadarajan, a notacao P(X A, X) foi escolhida para indicar sua dependén-
cia em A, isto é, para salientar como o primeiro espaco é escrito na forma de suspensao.

Proposicao 11.3. P(XA, X) é um subgrupo de [ZA, X|..

Demonstragdo. Sejam [ > 1 inteiro e [g] = B € [X!A, X], quaisquer. Chame B =
YA,

Tem-se que [0, 5] = 0, pois m : YA x ¥B — X definida por m(a,b) = g(b) satisfaz
m(a,*) = xo = 0(a) e m(x,b) = g(b) (em que 0: XA — X também denota a aplicacao
constante em xg), conforme a proposi¢ao 5.8. Assim, 0 € P(XA, X).

Sejam agora [f1] = a1, [fo] = @ € [EA, X].. Provemos que o — ay € P(XA, X).

Como [ay, 5] =0, (i = 1,2), existem F; : XA x ¥B — X tais que Fj(a,*) = fi(a) e
F;(%,b) = g(b), para todos a € YA e b € ¥B.

O elemento a; — ap € [ZA, X, é representado pela aplicagao h : YA — X dada

por
a _ f1(<a72t>>7 0
h({a,t)) {f2(<a,2 Com, 1

em que (a,t) ¢ a classe de equivaléncia de (a,t) € A x I ap6s identificarmos {0, 1} x
AUI x {ap} a um s6 ponto.
Defina G : YA x ¥B — X por

1
<t<l
<t<1,

) Fi({a, 2t),0b), 0<t<l,
G(<t’“>’b)_{F2(<a,2_2t>7b)’ A

Como
F1(<CL, 1>7b) - Fl(*? b) = g(b) - FQ(*ab> - F2(<a7 O>7b>>

segue que G esta bem definida.
Mais ainda, G satisfaz

G(d',x)=h(d") e G(x,b)=g(b), Vd' €XA VbeXB.

Por 5.8, segue que [a; — o, 3] = 0. Como [ e [ foram escolhidos arbitrariamente,
temos que a3 — ap € P(X A, X), como queriamos. H

Corolario 11.4. G(XA, X) é um subgrupo de P(¥XA, X).
Demonstracao. Decorre do teorema 11.1. O
Observagio 11.5. Quando A = S% = {—1,1} C R, o grupo P(XA, X) é o conjunto
{a e [S", X]., [, 8] = 0,95 € [S", X].,Vn > 1} =
{a € m (X, 20), [a, 5] =0,V8 € m, (X, z0),Vn > 1}.

O produto de Whitehead generalizado [« 8] coincide com o produto de Whitehead
(como definido em [24, p. 472]) quando « € 71 (X, zg) e 8 € 7, (X, z0). Sejam a : ST —
X representante de « e a,, : (X, x9) = T, (X, z9) 0 homomorfismo do teorema 7.9
(que coincide com ay, pela observagdo 7.24). Por [24, p. 473-474] vale que:
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1. se n =1, entao [a, 8] = afa 1871 € m (X, 7). Assim,

[0,8] =0 & afa™'f =0 afa”t = B a(B) = 5,

em que a ultima equivaléncia decorre de 7.12.

2. se n > 1, entao |o, B] = a,(B) — B, e assim
la, f] = 0 < a,(B) = 5.
Os dois itens acima nos garantem que

P(ZSOaX) = {Oé € Wl(Xa l’o), [aaﬁ] = O,Vﬂ € Wn(X,.Qﬁo),VTL > 1} =
{la] € m (X, x0), [a] age trivialmente em 7;(X, x¢), Vi > 1} = P(X),

e portanto o grupo P(XA, X) de Varadarajan generaliza o grupo P(X) de Gottlieb.

12 Os grupos G(S*, %) e P(xS%1, S

Considere sempre n > 0.
O seguinte resultado é um famoso teorema demonstrado em [1]:

Teorema 12.1. A esfera S™ ¢ um H-espaco se, e somente se, n =1,3 ou 7.

Observacao 12.2. Note que f: S x §™ — S™ é um produto para S"™ & foj; ~ 1gn
e fojs =~ 1gn (em que jp,75 : S™ — S™ X S™ sdo as inclusoes na primeira e segunda
coordenadas, respectivamente) < f:S" x S" — S™ tem bigrau (1,1).

Logo, existe f : S™ x S™ — S™ de bigrau (1,1) se, e 86 se, n =1,3 ou 7.

Fazendo uso disso, obtemos o seguinte:

Teorema 12.3. Para cada inteiro k > 1, tem-se que

0, se k € par,
G(S*, 5%) = { mp(SF) = 7, sek=1,3,7,
27, C 7 = mp(S*), sek é dmpar e k #1,3,7.

Demonstracao. Observe que f : S¥ — S* é ciclica se, e somente se, existe H : S* x
Sk — Sk de bigrau (1,deg f). De fato, se f : S¥ — S* ¢ ciclica, entao existe H :
Sk x Sk — Sk tal que F(x,s0) = x e F(sg,z) = f(x). Tal aplicacdo tem bigrau
(1,deg f). Reciprocamente, se existe H : S¥ x S¥ — S* de bigrau (1,deg f) entao f é
ciclica pelo lema 9.2.

o k par: Se H : S* x S¥ — Sk ¢ de bigrau (1,deg f), aplique a construgao de Hopf
(vide pagina 36) para H e consiga aplicacio H' : S?**1 — S**1 que tem invariante
de Hopf igual a deg f, pelo lema 6.8. Como k + 1 ¢ impar, a proposicao 6.2 nos da
que o invariante de Hopf de H’ é zero. Logo, deg f = 0, e entdo a tunica aplicacao
ciclica (a menos de homotopia) ¢ a func¢ao constante. Assim, G(S*, S*) = 0.
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e k fmpar: Seja ¢ € m,(S*) a classe da aplicacio identidade, que gera m(S*). Sabe-se
que existe aplicagio H : S*¥ x S¥ — S* de bigrau (1,+2), pelo lema 6.9. Logo,
+2, € G(S*, S*). Também, existe aplicacio H : S* x S* — S* de bigrau (1,1) se, e
s6 se, k = 1,3 ou 7 (tal aplicagao sera um produto, e dai S* serd um H-espago o que
ocorre se, e s6 se, k =1,3 ou 7).

Assim, G(S*,S*) = m,(S*) = Z se k = 1,3 ou 7 e G(S*,S*) = 2Z C Z = m,(S¥),
caso contrario. OJ

Teorema 12.4. Para cada inteiro k > 1, tem-se que
G(S*,S%) = P(nS*1, 5F).
Demonstracao. Pelo corolario 11.4, tem-se
G(S*, S%) C P(nSkt, 8%y C [S*, S¥], = mu(S™).

Se k =1,3,7 entdao G(S*, S*) = m,(S*) donde G(S*, S*) = P(XSk1, SF).

Se k # 1,3,7 ¢ impar, a proposigdo 5.9 nos da que [1, ] # 0, ji que nesse caso S*
nao é um H-espaco. Logo, t ¢ P(XS*1 S*). Como G(S*, S*) =27 C P(XS*1, SF) C
7 = m,(S*), segue que G(S*, S¥) = P(XSk1, SF).

Finalmente, sejam k& par e H o homomorfismo do teorema 6.10. Pela proposicao
6.11, tem-se que HJe, ] # 0.

Portanto, para todo inteiro m # 0, tem-se que

m vezes
A\

m vezes

Ve ™

Hime,o|=Hv+ -+, =H(t, ]+ + [t 1))
= H(m[t,t]) = mH[e, ] # 0,

lembrando que S*~! é uma suspensao (j4 que k > 2) e usando a bi-aditividade do
produto de Whitehead (teorema 5.10).

Assim, para todo m # 0, tem-se que [m¢,¢] # 0 (afinal H é homomorfismo), donde
me ¢ P(XS*1S%)) e entao P(XS*1,S%) = 0. Como G(S*,S*¥) C P(LSH1, k),
segue que G(S*, S*) = 0. O
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