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RESUMO

A presente investigação teve como objetivo conceber uma cronologia histórica das primeiras noções
de  independência  linear  e  de  base  de  um espaço  vetorial.  Um recorte  histórico  com dezesseis
autores, entre matemáticos e físicos, foi delineado. Dois artigos foram motivadores dessa pesquisa:
The History of the Concept of a Finite-Dimensional Vector de Jeremy Gray (1980), que questionava
o conceito e origem do espaço vetorial, estimulando um estudo mais aprofundado sobre o tema e
The  Axiomatization  of  Linear  Algebra de  Gregory  Moore  (1995)  num  trabalho  sobre  a
axiomatização  da Álgebra  Linear  entre  1875 a  1940.  Foi  elaborada  extensa pesquisa em obras
originais  dos  principais  matemáticos  do  século  XVII  até  o  século  XIX,  considerando  o
relacionamento entre eles, troca de cartas e a conformidade de estudos. Essa busca foi efetuada nas
principais bibliotecas digitais como Gallica, E rara, além sites especializados como Euler Archive, à
procura  de  artigos  e  livros  onde  se  apresentasse  elementos  que  direcionassem  para  ideias  de
conjuntos linearmente independente e de base. De Leibniz a Peano, obras originais desses dezesseis
matemáticos  e  físicos  foram  analisadas,  trazendo  essas  ideias  de  conjuntos  linearmente
independentes e de base em diferentes contextos de áreas da Matemática e da Física. Iniciando com
Leibniz, que percebeu a necessidade de um ente que representasse magnitude, direção e sentido,
essa  cronologia  passou  por  Euler  e  Lagrange  com  a  resolução  de  equações  diferenciais,
compreendeu  Wessel,  com a  representação  vetorial  dos  números  complexos,  o  wronskiano,  os
quatérnios de Hamilton, a desigualdade de Cauchy, o cálculo do baricentro de Möbius, o diagrama
de Argand, a álgebra linear associativa de Peirce, a teoria da extensão de Grassmann, os sistemas
normais vetoriais nos estudos dos físicos Gibbs e Heaviside, a axiomatização de espaço vetorial
com Peano. 

Palavras-chave: Independência Linear. Base. Álgebra Linear. 



ABSTRACT

The present investigation aimed to conceive a historical chronology of the first notions of linear and
basic independence of a vector space. A historical section with sixteen authors, between 
mathematicians and physicists, was designed. Two articles motivated this research: The History of 
the Concept of a Finite-Dimensional Vector by Jeremy Gray (1980), which questioned the concept 
and origin of the vector space, stimulating a deeper study on the theme and The Axiomatization of 
Linear Algebra by Gregory Moore (1995) in a work on the axiomatization of Linear Algebra 
between 1875 and 1940. Extensive research was carried out on original works by leading 
mathematicians from the 17th to the 19th century, considering the relationship between them, 
exchange of letters and the conformity of studies . This search was carried out in the main digital 
libraries such as Gallica, E rara, in addition to specialized sites such as Euler Archive, looking for 
articles and books where elements were presented that would lead to ideas of linearly independent 
and basic sets. From Leibniz to Peano, original works of these sixteen mathematicians and 
physicists were analyzed, bringing these ideas from linearly independent and basic sets in different 
contexts in the areas of Mathematics and Physics. Starting with Leibniz, who realized the need for 
an entity that represented magnitude, direction and sense, this chronology went through Euler and 
Lagrange with the resolution of differential equations, Wessel understood, with the vector 
representation of complex numbers, the Wronskian, the quaternions of Hamilton, Cauchy's 
inequality, the calculation of Möbius's barycenter, Argand's diagram, Peirce's associative linear 
algebra, Grassmann's extension theory, normal vector systems in the studies of physicists Gibbs and
Heaviside, the axiomatization of vector space with Peano.

Keywords: Linear Independence. Base. Linear Algebra. 
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1.INTRODUÇÃO

Este trabalho buscou uma cronologia, um recorte histórico, das primeiras noções de

conjuntos linearmente independentes e de base até a axiomatização de espaço vetorial com

Peano. 

Algumas questões foram estimuladoras  e instigadoras  para esse estudo, o contexto

matemático, quando e como apareceram as primeiras ideias de independência linear e bases

até  suas  atuais  definições  em  espaço  vetorial.  Uma  cronologia  histórica  de  como  esses

conceitos  ou ideias  foram se delineando com o tempo nas  diversas  áreas  da Matemática,

responderia a essas questões.

Houve uma procura em vão por literaturas a respeito desse tema, comprovando que

não  haviam  bibliografias  ou  estudos que  pudessem  responder  às  indagações  quanto  ao

surgimento das primeiras noções de base e nem como esse conceito teria se desenvolvido

matematicamente ao longo dos tempos, que corrobora com o aspecto inédito desse trabalho.

Dois artigos, que estão disponibilizados na internet e foram encontrados em site de

busca, foram motivadores desse trabalho: The History of the Concept of a Finite-Dimensional

Vector (1980) de Jeremy Gray1, que questionava a origem e conceito de espaço vetorial e The

Axiomatization of  Linear Algebra (1995)  de  Gregory  Moore2,  que  procurou responder  ao

questionamento de Jeremy Gray quanto às origens e axiomatização da Álgebra Linear. 

Em The History of the Concept of a Finite-Dimensional Vector (1980), Jeremy Gray

advertiu  sobre  um aspecto  não  explorado  da  História  da  Matemática.  Ele  questionou  as

origens do conceito de espaço vetorial, sua axiomatização e seu reconhecimento como tema

importante  na  Matemática.  O  autor  fez  uma  sugestão  sobre  um  aspecto  possivelmente

negligenciado  de  um problema que deveria  ser  explorado,  a  apresentação  das  origens  do

conceito de espaço vetorial  e sua averiguação como um tópico central  em matemática.  O

1Jeremy John Gray (nascido em 1947) é um matemático inglês que se interessa principalmente pela história da

matemática. Gray estudou matemática na Universidade de Oxford de 1966 a 1969, e depois na Warwick Univer-

sity, obtendo seu Ph.D. em 1980, sob a supervisão de Ian Stewart e David Fowler. Ele trabalha na Open Univer-

sity desde 1974 e tornou-se professor em 1978. 
2Gregory Winthrop Moore (nascido em 1961) é um físico teórico americano especializado em física matemática

e teoria das cordas. Moore é professor do Departamento de Física e Astronomia da Rutgers University e membro

do grupo de High Energy Theory da Universidade. Em 2012 ele se tornou membro da American Mathematical

Society.
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artigo inquiriu qual seria o momento em que o conceito de espaço vetorial teria emergido com

suas estruturas e aceitação no meio matemático. Ele citou uma possível existência de uma

base finita já em Euler em 1743. Em 1888, Peano teria apresentado uma definição axiomática

no estudo de espaços vetoriais de dimensão n sobre os números reais. O artigo de Gray cita

exemplos de noções de base que já teriam aparecido em alguns trabalhos, no entanto não há

aprofundamento ou demonstração de tais afirmações.

Em  The Axiomatization of  Linear Algebra (1995),  Gregory Moore  apresentou uma

cronologia  sobre  a  axiomatização  da  Álgebra  Linear  entre  1875  e  1940,  citando  alguns

autores matemáticos e suas realizações, no entanto, não houve estudo anterior a 1875 e nem

investigação mais  detalhada das obras e da matemática envolvida.  Segundo Gregory Moore

(1995) a Álgebra Linear moderna é baseada em espaços vetoriais e a noção abstrata de espaço

vetorial foi isolada pela primeira vez por Peano (1888) em geometria e antes de Peano, uma

noção mais limitada de vetores o espaço sobre o real já havia sido axiomatizada por Darboux

(1875). 

As afirmações de Gray e Moore foram estudadas e avaliadas de forma mais detalhada

nesse trabalho.

Esta  tese  buscou  não  somente  a  verificação  e  constatação  das  noções  de  base  e

conjuntos linearmente independentes em trabalhos citados nesses dois artigos, como também

houve uma procura, uma garimpagem nas bibliotecas digitais e em sites de busca de autores e

suas obras que tivessem alguma referência ao tema dessa investigação.

Este estudo foi disposto em autores e suas contribuições condizentes a esse tema, em

ordem cronológica de seus nascimentos. Em cada obra foram destacados e analisados trechos

que  apresentavam  noções  de  base  e  conjuntos  linearmente  independentes  de  um  espaço

vetorial. Os autores foram distribuídos em capítulos, iniciados com uma breve biografia. As

obras de cada autor, quando houver mais de uma obra estudada, foram disponibilizadas em

ordem cronológica, possibilitando a verificação da construção do conhecimento referente ao

tema por aquele autor. No Capítulo 3, uma cronologia foi elaborada com todas as obras em

ordem cronológica, possibilitando um recorte histórico.

O primeiro autor estudado foi Leibniz, com a análise de uma carta a Huygens datada

de 1679 que discutia a possibilidade e necessidade de se criar um sistema que expressasse

posição e magnitude, surgindo daí as primeiras ideias de vetores.
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O próximo autor foi Euler, pois segundo Gray (1980) os primórdios desse tema, as

noções  de  base  teriam  aparecido  num  artigo  de  Euler  De  Integratione  Aequationum

Differentialium Altiorum Graduum (1743), que tratava de resolução de equações diferenciais.

No entanto, essa pesquisa constatou que essas ideias não estavam completas no artigo. 

Em De     Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum   (1743) e posteriormente

em,  Inst  itutionum  Calculi  Integralis   Volume  II  (1769),  Euler  teria  incluído  condições

necessárias  e  indispensáveis  sobre  as  soluções  das  equações  diferenciais  lineares  e

homogêneas de ordem n , se aproximando das ideias atuais de que o conjunto solução de

uma equação diferencial linear e homogênea de ordem n é um espaço vetorial de dimensão

n 3, formando uma base com n elementos.

Nesta tese também foi investigado se haviam ou não estudos anteriores a Euler (1743)

com  noções  de  base.  Optou-se  pela  busca  em  autores  que  teriam  estudado  equações

diferenciais,  já  que Euler  em 1743 teria  percebido essas  ideias  no contexto  do estudo de

equações  diferenciais.  A  procura  se  deu  em  trabalhos  de  Leibniz,  Riccati  e  dos  irmãos

Bernoulli, Jakob e Johann, no entanto, sem resultados objetivos. Todavia, esses matemáticos

contemporâneos a Euler contribuíram para que ele observasse e compreendesse essas ideias.

Leibniz se correspondia com os irmãos Bernoulli, Jakob e Johann, que contribuíram

significativamente  para  o desenvolvimento  de  métodos  para  resolução  de  equações

diferenciais e suas aplicações. Euler foi aluno de Johann Bernoulli, essa produtiva troca de

conhecimentos  entre  esses  matemáticos  conduziu  essa  investigação  no  sentido  de

compreender e entender como as ideias de base apareceram. Os caminhos e meios necessários

para  a  resolução  de  equações  diferenciais  delinearam  o  entendimento  e  surgimento  das

primeiras noções de base. Os métodos de separação de variáveis e fator integrante de Leibniz,

o método de redução de ordem de Riccati e o atualmente conhecido Método de D’Alembert,

todas essas técnicas de resolução de equações diferenciais permitiram que Euler deduzisse as

primeiras ideias de base.

Após Euler,  outros matemáticos e físicos também recorreram ao uso das ideias de

conjuntos linearmente independentes e de base de um espaço vetorial em diversas áreas da

matemática  e  da  física.  Foram estudados  trabalhos  de  Lagrange  em  que era  necessária  a

resolução de equações diferenciais; Wessel que foi o pioneiro na representação dos números

complexos;  o  determinante  wronskiano,  que  determina  se  duas  funções  ou  vetores  são

3É provado que se V for um espaço vetorial e dimV=n , ou a dimensão do espaço vetorial for n , 
qualquer conjunto de n vetores linearmente independentes forma uma base de V . 
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linearmente independentes; a desigualdade de Cauchy, que na sua concepção utilizou ideias

de  conjuntos  linearmente  independentes;  os  quatérnios  de  Hamilton  formando  o  que

atualmente entendemos como uma base ortonormal; o cálculo do baricentro de Möbius que

analisou segmentos de retas orientados, num prenúncio dos vetores; o diagrama de Argand,

com a famosa interpretação geométrica dos números complexos; a álgebra linear associativa

de Peirce, que utilizou os quatérnios; a teoria da extensão de Grassmann, representando uma

quantidade extensiva sendo expressa como soma de unidades independentes; a utilização dos

complexos e sistemas normais de vetores unidade ou de comprimento unitário nos estudos de

Gibbs e Heaviside e a axiomatização de espaço vetorial com Peano. 

Nos Apêndices estão dispostas todas as obras estudadas, trazendo recortes originais,

facilitando a leitura desses trechos de artigos e livros. Os Apêndices III e IV dizem respeito a

Johann Bernoulli e Jacopo Riccati que influenciaram Euler com seus métodos para resolução

de equações diferenciais.

Os Apêndices V e VI que tratam das obras de Euler foram analisados de acordo com

as técnicas matemáticas existentes na época, no entanto, usando a notação atual para melhor

entendimento  e  demonstrações  matemáticas.  No  Apêndice  V,  o  artigo  De  Integratione

Aequationum  Differentialium  Altiorum  Graduum (1743),  os  parágrafos  estudados  não

continham  demonstrações,  então  prováveis interpretações  e  demonstrações  matemáticas,

baseadas em conceitos e métodos conhecidos por Euler foram desenvolvidas.

1.1 RELEVÂNCIA E JUSTIFICATIVA DO TEMA

A  Álgebra  Linear  envolve  diversas  áreas  da  Matemática,  Análise,  Estatística,  em

diversas carreiras, Ciências, Engenharia e Economia e a disciplina Álgebra Linear aparece na

universidade na grade curricular no primeiro ano contendo quatro ou duas horas-aulas. 

Os  modelos  matemáticos  lineares  assumiram  um  importante  papel  junto  ao

desenvolvimento da informática e sua importância vai desde as ciências sociais às ciências

exatas,  permitindo seu uso diário em economia,  aviação, exploração petrolífera e circuitos
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eletrônicos.  Na  computação  gráfica,  por  exemplo,  a  manipulação  de  imagens,  rotação,

redimensionamento, alteração de cores são operações lineares. 

O tema, Independência Linear e Base, apresentado nessa tese é de grande importância

em Álgebra Linear e também na disciplina de Equações Diferenciais Ordinárias. 

Esse trabalho propõe uma cronologia, um estudo histórico de um tema matemático,

portanto é também de interesse e relevância para a História da Matemática. 

A História da Matemática pode satisfazer o desejo de saber como é que os conceitos

matemáticos apareceram e se desenvolveram, além de nos oferecer grande satisfação ao estu-

dar os autores clássicos. Ajuda a compreender nossa herança cultural e as interfaces com as

outras ciências, arte e filosofias. 

O uso didático da História da Matemática é essencial, de extrema valia, como um meio

de facilitação do processo ensino-aprendizagem que proporciona, ao ensino um caráter dinâ-

mico, onde há uma redescoberta de conteúdos através da investigação, promovendo a visão da

matemática como uma atividade humana e cultural.

Como disse Jean Dieudonné4:  “Creio que não é possível compreender a matemática

de hoje se não se tiver pelo menos uma ideia sumária de sua história”. 

1.2 METODOLOGIA

Este trabalho foi  disposto em autores e suas obras,  valorizando o trabalho de cada

matemático ou físico,  mostrando o ser humano por trás de sua produção. A ideia de cada

contribuição ser iniciada com uma biografia  também pode aproximar o leitor do contexto

histórico do matemático e sua obra. Para os autores com mais de uma obra, artigo ou livro,

seus  estudos  foram  listados  em  ordem  temporal,  evidenciando  como  esses  autores

desenvolveram o tema.

Foram analisadas  obras de notáveis  matemáticos e físicos entre os séculos XVII e

XIX. A Biblioteca Nacional Francesa digital Gallica5, foi um acervo investigado por autor,

por obra, a procura de noções de base, tema desse trabalho. Também foi alvo dessa pesquisa,

4 Jean Dieudonné (1906-1992) foi um matemático francês, historiador matemático, membro do grupo Bourbaki. 
5https://gallica.bnf.fr/   
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a E-Rara6, uma biblioteca digital suiça de livros raros, além do Google Books7 e o site Euler

Archive8. 

Para investigação de estudos anteriores a Euler (1743) com noções de base a busca se

deu em autores que teriam estudado equações diferenciais,  trabalhos de Leibniz,  Riccati  e

Johann Bernoulli com estudos sobre métodos de resoluções de equações diferenciais. Não foi

encontrado  nenhum  artigo  ou  livro  que  se  referisse  a  ideia  de  conjuntos  linearmente

independentes e de base.

O site Euler Archive contém todas as obras conhecidas de Euler e está disposto em

assuntos  estudados  pelo  matemático,  onde  um dos  temas  é  equações  diferenciais.  Foram

buscados em todos os artigos que tinham como tema equações diferenciais, que era objeto de

seu artigo De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum (1743), ideias ou

noções de conjuntos linearmente independentes e de base à procura de algum estudo antes de

1743. No entanto, não foi encontrado nenhum artigo de Euler antes de 1743 que tinha como

tema  equações  diferenciais,  mas  posterior  em  Institutionum Calculi  Integralis Volume II

(1769).

No site  Gallica,  autores  que  estudaram o  tema equações  diferenciais  tiveram seus

artigos  investigados  à  procura  de  noções  de  base  e  conjuntos  linearmente  independentes.

Foram eles: Lagrange, Laplace, Cauchy e Fourier. Todas as obras de Laplace que constam no

site  da  Biblioteca  Nacional  Francesa  Gallica,  foram  analisadas,  em busca  de  estudos  de

Laplace  que  aparecessem  ideias  de  base  ou  conjuntos  linearmente  independentes,  não

alcançando resultado favorável.

Por  outro  lado,  houve  a  procura,  também  sem  resultados,  de  estudos  acerca  de

segmentos  orientados,  antes  dos  estudos  de  Wessel  em  1797,  com  a  representação  dos

complexos.

Os outros autores estudados foram em parte indicados nos dois artigos citados como

motivadores e também em sites de busca pelo tema desse trabalho.

Com a tradução desses textos, artigos e livros, do latim, do francês, do italiano, alemão

e inglês, observou-se a diferença de linguagem e simbologia matemática através dos tempos.

Em alguns momentos com a intenção de compreensão e entendimento, houve a necessidade

de pesquisa com propósito comparativo em trabalhos atuais. 

6https://www.e-rara.ch/   
7https://books.google.com.br/   
8http://eulerarchive.maa.org/   
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Alguns textos em latim tinham traduções em inglês ou alemão, no entanto, os textos

em latim foram priorizados nas suas traduções, numa tentativa de precisão e fidelidade aos

textos originais. Com a tradução desses textos, o acesso a um público maior tornou-se mais

facilitado.
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2. AUTORES E SUAS CONTRIBUIÇÕES

Nesse capítulo foram estudadas obras de  dezesseis  autores que contribuíram para as

noções de conjuntos  linearmente  independentes  e  de  base.  Para  a  seleção  desses  autores,

foram utilizados vários  instrumentos  de busca,  site  Gallica,  com a listagem de artigos de

autores, analisados um a um, a indicação de nomes de autores nos artigos de The History of

the Concept of a Finite-Dimensional Vector de Jeremy Gray (1980) e The Axiomatization of

Linear Algebra (1995) de Gregory Moore e busca em sites de procura pelo tema estudado.

Trechos  de  artigos  e  livros  onde  aparecem  ideias  de  base  num espaço  vetorial  e

conjuntos linearmente independentes foram retratados.

Os autores estão dispostos em ordem cronológica, de forma temporal considerando o

ano de seus nascimentos a partir de Leibniz até o século XIX, concluído com os trabalhos de

Peano, um marco para a axiomatização de espaço vetorial.

As biografias foram pesquisadas, em sua grande maioria, no site Mac Tutor History of

Mathematics Archive9, que concentra biografias dos mais notáveis matemáticos de todos os

tempos. 

9http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/   Acesso em 25 maio 2020
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2.1 GOTTIFRIED WILHELM LEIBNIZ 

Figura 1: Leibniz

Fonte: Wikipédia10

Nascido em 01 de julho de 1646 em Leipzig, Alemanha

Morto em 14 de novembro de 1716, Hannover, Alemanha

Leibniz era um trabalhador incansável, um escritor de cartas universal (ele tinha mais

de  600  correspondentes),  um  grande  cientista  e  um  dos  mais  poderosos  espíritos  da

civilização ocidental.

Em Nova methodus pro maximus et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas

nec  irrationales  quantitates  moratur,  et  singulare  pro  illis  calculi  genus (1684),  vide

Apêndice  I,  formalizou  o  cálculo  diferencial  antecipando-se  em  cerca  de  três  anos  à

publicação dos Principia Mathematica de Newton. 

Nessa obra, utilizando os infinitésimos, introduziu, sob a notação dx , a noção de

diferencial  para designar uma quantidade infinitamente pequena, associada a uma variável

x . Os diferenciais  foram tratados como segmentos  e  os quocientes diferenciais
dy

dx
. O

diferencial e o quociente diferencial de Leibniz correspondiam, respectivamente, ao momento

e a fluxão de Newton. 

Ainda  em  Nova  methodus apareceram  as  fórmulas  de  derivada  do  produto  e  do

quociente d (xy )= ydx+xdy e d (
x

y
)=
( ydx�xdy )

y ²
onde  os  termos dxdy foram

negligenciados por serem infinitesimais, não interferindo no resultado final. 

Em  De geometria recondita et analysi indivisibilium atque infinitorum (1686), vide

Apêndice II, Leibniz sistematizou o cálculo integral, estabelecendo a notação básica definitiva

10Disponível em:https://pt.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz . Acesso em 25 maio 2020
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para o  mesmo, como a notação ∫ x ,  depois modificada  para ∫ xdx para  a  integração

usual.

Leibniz também inventou uma máquina de calcular que lidava com adição, subtração,

multiplicação, divisão e extração de raízes. Ele foi o pioneiro na utilização da base binária em

suas primeiras máquinas calculadoras, já nascia com Leibniz o pensamento de que através de

uma quantidade  finita  de  números  seria  possível  expressar  qualquer  outro  número.  Esse

conjunto  finito  geraria  todo  o  universo  dos  números  naturais  que  Leibniz  precisava

representar.

Ele também escreveu e estudou filosofia, a doutrina das mônadas (a ideologia de que

o universo seria constituído de unidades espirituais e materiais indivisíveis e incomunicáveis

entre si), a doutrina da harmonia preestabelecida (Deus teria preestabelecido o caminho das

mônadas de modo a concorrerem independentemente para um mesmo fenômeno) e o otimis-

mo (Deus teria criado o melhor dos mundos possíveis). Entretanto, a filosofia das mônadas já

existia entre os gregos antes de Cristo, sendo aprofundada por Leibniz.

As mônadas seriam as unidades que eram pontuais, indivisíveis e que unidas constitui-

riam a matéria extensa e divisível que se conhece nos corpos.

O pensamento da dualidade matéria e espírito, estático e movimento dominaram as

reflexões de Leibniz.

Leibniz  mudou essa Física  estática  e  geométrica;  apresentando uma ideia  nova de

alguma coisa ativa. O movimento visível não era simples movimento local observado, ele

deveria ser o resultado de uma força; produzido por uma força viva, que estaria na mônada. O

movimento não era criado por uma energia cinética, mas conservado como parte da mônada.

A ideia de uma natureza estática e inerte era substituída por uma ideia dinâmica. Ao criticar a

formulação cartesiana das leis do movimento, conhecida como Mecânica, Leibniz tornou-se,

em 1676, o fundador de uma nova formulação, conhecida como Dinâmica, que substituiu a

energia cinética pela conservação do movimento. 

Provavelmente,  baseado em suas reflexões  e  pensamentos sobre as mônadas,  entes

materiais e espirituais, tenha conduzido Leibniz à constatação da necessidade de entes que

pudessem expressar magnitude e movimento.
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2.1.1 Correspondências entre Leibniz e Huygens11 

Leibniz certificou a imprescindibilidade de entes que seriam os primórdios de vetores

em sua correspondência com Huygens.

Nessa  correspondência,  Leibniz  demonstrou  a necessidade  do aparecimento  de um

sistema  que  comportasse  simultaneamente,  o  ente  algébrico  e  o  ente  geométrico  e

desenvolveu através de equivalências um sistema de pontos retas e planos que importavam

direção e movimento.

Leibniz  discutiu  a  possibilidade  da  criação  de  um sistema  que  serviria  como um

método de análise espacial. As principais ideias de Leibniz apareceram em uma carta datada

de 08/09/1679, escrita a Christian Huygens:

 “Eu não estou satisfeito com a Álgebra, porque não me trouxe métodos de construção

mais bonitos em geometria. Isto porque eu acredito que nós precisamos de outra análise,

distinta  de  geometria  que  expresse  situação  como  a  álgebra  expressa  magnitude.  E  eu

acredito que encontrarei um meio de expressar figuras e máquinas e movimentos, como a

álgebra representa números e magnitude”.

“Eu descobri  certos elementos com uma nova característica que são diferentes da

álgebra e que tem grandes vantagens na representação na minha mente, num caminho mais

natural, sem figuras, onde tudo depende do senso de percepção. Álgebra tem a característica

de números indeterminados ou magnitudes somente, mas não expressa a situação, ângulos ou

movimentos diretamente. Consequentemente é difícil analisar as propriedades da figura no

cálculo e ainda mais difícil encontrar demonstrações geométricas e construções, até quando

o cálculo algébrico é completo. Mas uma nova característica que segue das figuras visuais

não pode deixar de dar a solução, a construção e a demonstração geométrica ao mesmo

tempo e num caminho natural”.

“Mas seu principal valor reside no raciocínio que pode ser feito e nas conclusões que

podem ser tiradas pelas operações com seus caracteres, que poderiam ser expressos em figu-

ras e ainda em modelos sem confundi-los com muitos pontos e linhas. Esse método nos guia-

11 Christian Huygens (1629-1695)foi um matemático, físico e astrônomo holandês. Descobriu a polarização da

luz (1678) e formulou a teoria ondulatória da propagação da luz em Traité de la lumière (1690) elaborando o

célebre princípio de Huygens, no qual expôs sua concepção da luz como onda de energia que se propaga no

espaço.
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rá certamente e sem esforço. Eu acredito que por esse método a mecânica possa ser tratada

quase como a geometria e pode-se até testar as qualidades dos materiais, porque ele depende

de suas figuras e de suas partes sensíveis. Eu não tenho nenhuma esperança de que possamos

ir muito longe na física até que tenhamos descoberto algum método de abreviação para alivi-

ar o fardo da imaginação”

A ideia de Leibniz era desenvolver uma caracterização para análise de problemas que

descrevesse a construção da solução em termos totalmente geométricos. Hoje, vê-se que a re-

solução de um problema geométrico passa por duas etapas: a modelagem do problema em ter-

mos algébricos e a solução algébrica desse modelo, que passa por uma interpretação geo-

métrica. Leibniz queria uma caracterização que acabasse com essas duas versões sucessivas:

geométrico/algébrica e algébrico/geométrica.

Leibniz desenvolveu um sistema que já mostrava uma tentativa de análise vetorial e

concentrava na ideia de congruência de conjunto de pontos. Ele usou A,B para representar

pontos  fixos  e  X,Y para  representar  pontos  desconhecidos.  O  símbolo  ȣ  foi  usado  para

representar congruência. AB ȣ AY significava que Y seria o ponto da esfera com centro em A

e raio AB. A relação AX ȣ BX determinava um plano, cujos pontos X equidistavam de A e B

e a relação ABC ȣ ABY determinava um círculo. Na relação: AY ȣ BY ȣ CY ele concluiu que

Y  é  uma  linha  reta.  Leibniz  também  demostrou  que  a  relação  AY  ȣ  BY  ȣ  CY  ȣ  DY

determinava um ponto. A intersecção de dois planos seria uma linha reta. A relação AY ȣ BY

determinava um plano e a relação AY ȣ CY determinava outro plano, logo a combinação seria

uma linha reta.

A constatação da indispensabilidade desses entes verificada por Leibniz nessa carta a

Huygens em 1679, revelou o pensamento de Leibniz num sistema que expressasse magnitude

como álgebra e que denotasse a situação, movimentos e ângulos. 

Em  outra  carta  escrita  a  Huygens  em  1691,  Leibniz  resolveu  a  equação:

y
dx

dy
= f (x) .g ( y) por separação de variáveis12 resultando:

dx

f (x )
=
dy

y
. g( y ) .

12 A separação de variáveis desenvolvida primeiramente por Leibniz e aprofundada por Johann Bernoulli, foi

amplamente utilizada por Euler em seus trabalhos condizentes à resolução de equações diferenciais.
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Em 1694, Leibniz utilizando o método do fator  integrante13 resolveu uma equação

linear mdx+nydx+dy=0 com m ,n funções  de x ,  considerando
dp

p
=ndx e

substituindo na equação linear ele obteve pmdx+ ydp+ pdy=0 .

Integrando e tomando d ( py)= ydp+ pdy conseguiu ∫ pmdx+ py=0 .

A influência de Leibniz nos trabalhos de Euler se verificou através de suas técnicas de

resolução de equações diferenciais, utilização de fator integrante e a separação de variáveis.

2.2 LEONHARD EULER

 Figura 2: Euler

.

Fonte: Wikipédia14

Nascido em 15 de abril de 1707 na Basiléia, Suiça 

Morto em 18 de setembro de 1783 em São Petersburgo, Rússia

O pai de Leonhard Euler era Paul Euler. Paul Euler estudara teologia na Universidade 

de Basel e assistira às palestras de Jakob Bernoulli. 

13O método do fator integrante foi desenvolvido por Leibniz para resolução de equações diferenciais lineares de

1ª ordem e utilizado por Euler nos estudos sobre resolução de equações diferenciais que despontaram ideias

sobre conjuntos linearmente independentes de base.

14Disponível em:https://pt.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler Acesso em 25 maio 2020
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Na verdade, Paul Euler e Johann Bernoulli haviam morado na casa de Jakob Bernoulli 

enquanto estavam na Basiléia. A ligação entre Euler e os irmãos Bernoulli iniciou-se com seu 

pai.

Johann Bernoulli logo descobriu o grande potencial de Euler para a matemática em 

aulas particulares que o próprio Euler ministrava. 

Em 1723, Euler completou seu mestrado em filosofia. Ele começou seus estudos de 

teologia no outono de 1723, mas obteve o consentimento de seu pai para mudar para a 

matemática depois que Johann Bernoulli usou de sua persuasão. O fato de o pai de Euler ter 

sido amigo de Johann Bernoulli em seus dias de graduação, tornava a tarefa de persuasão 

muito mais fácil. 

Euler não alcançou esse notável nível de produção sem ajuda, principalmente após 

ficar quase ou totalmente cego, ele foi ajudado por seus filhos, Johann Albrecht Euler, que foi 

nomeado para a cadeira de Física na Academia de São Petersburgo em 1766, tornando-se seu 

secretário em 1769 e Christoph Euler, que teve uma carreira militar. Euler também foi 

ajudado por dois outros membros da Academia, W.L. Krafft e A.J. Lexell e o jovem 

matemático N. Fuss que foi convidado para a Academia da Suíça em 1772. Fuss era neto de 

Euler e tornou-se seu assistente em 1776. 

Os cientistas que assistiam Euler não eram meros secretários; ele discutia o esquema 

geral das obras com eles, e eles desenvolveram suas ideias calculando tabelas e, às vezes, 

compilando exemplos. Euler creditou Albrecht, Krafft e Lexell por sua ajuda com seu 

trabalho de 775 páginas sobre o movimento da lua, publicado em 1772. 

Fuss ajudou Euler a preparar mais de 250 artigos para publicação durante um período 

de cerca de sete anos em que atuou como seu assistente.

Trabalhou com Teoria do Números, Combinatória, Probabilidade, Equações 

Diferenciais, Integração, Teoria das equações, Séries Infinitas, Cálculo das Variações, 

Geometria, Astronomia, Física, Mecânica.

Problemas em física-matemática levaram Euler a um amplo estudo de equações 

diferenciais. 

Em 1748, em Introductio in analysin infinitorum, Euler fez as ideias de Johann 

Bernoulli mais precisas na definição de uma função e afirmou que a análise matemática era o 

estudo das funções. Nesse artigo Euler deduziu a fórmula e
ix=cosx+ isenx que foi 

necessária para uma das demonstrações dessa tese. 



26

Euler apresentou um desenvolvimento analítico para o Método da Variação das 

Constantes ou dos Parâmetros, com um artigo em 1748, em Recherches sur la question des 

inégalités du mouvement de Saturne et de Jupiter, em que estudava as órbitas de Saturno e 

Júpiter.

Em 1755, Euler publicou Institutionum calculi differentialis, que começou com um 

estudo do cálculo das diferenças finitas. O trabalho fez uma investigação completa de como a 

diferenciação se comporta utilizando substituições. Em Institutionum calculi integralis (1768-

70), o objetivo de Euler foi o estudo do cálculo integral, mas também foram apresentadas 

descobertas sobre equações diferenciais. 

Para entendimento do pensamento e descobertas de Euler, no que diz respeito às 

primeiras ideias de conjuntos linearmente independentes e de base, o artigo De Integratione 

Aequationum Differentialium Altiorum Graduum de 1743 e o livro Institutionum Calculi 

Integralis Volume II, Seção I e II de 1769 foram estudados numa tentativa de construção do 

pensamento de Euler, entender quais os conhecimentos matemáticos necessários para que ele 

pudesse ter atingido a condição de percepção do tema desse trabalho.

Nesse trabalho somente serão citados os trabalhos de Euler que o levaram às ideias de 

base.

2.2.1 De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum (1743)

Esse artigo foi apresentado à Academia Berlim em 06/09/1742. 

Publicado em Miscellanea Berolinensia 7, 1743, pp. 193-242.

Nesse artigo, Euler teria vislumbrado suas primeiras tentativas para deduções sobre 

base, num estudo sobre integração de equações diferenciais.

O artigo possui 50 parágrafos, porém nesse estudo foi considerado até o 17º parágrafo,

por se tratar do objeto desta tese.

Convém ratificar aqui, que para a época a palavra “grau” tinha o significado atual de 

“ordem”. A tradução abaixo considerará o entendimento como “ordem” da equação 

diferencial.
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Muitos  métodos,  até  então,  haviam  sido  concebidos  para  resolução  de  equações

diferenciais de primeira ordem, no entanto, não havia método específico, naquela época, para

resolução de equações diferenciais de ordem diferente de 1 .

A solução das equações diferenciais de ordem superiores era então obtida através da

redução de ordem, fazendo substituições adequadas.

O  método  que  Euler  tratou  nesse  artigo  ajudou  a  resolver  equações  de  ordem

superiores, sem redução prévia, eram integradas e reduzidas a ordens menores imediatamente.

Ele considerou:

0=Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
Ed

4
y

dx
4
+
F d

5
y

dx
5
+etc

De ordem n , onde A ,B ,C ....N eram constantes, x a variável, dx constante e

a outra variável y teria seus diferenciais dy ,ddy ,d
3
y .

Para Euler, a equação integral completa, exceto as quantidades constantes contidas na

equação diferencial, deveria incluir novas constantes arbitrárias, de mesma ordem da equação

diferencial apresentada.

Se  a  equação  diferencial  era  de  ordem n ,  então  o  último  termo  deveria  ser:

N
d
n
y

dx
n

.

A equação acima após uma integração seria reduzida à ordem n�1 .

Se duas integrações fossem realizadas a ordem da equação seria reduzida a n�2 e

assim  por  diante,  a  cada  integração  uma  constante  era  obtida.  Após n integrações,  se

conseguiria uma equação com termos finitos expressos. 

A equação integral teria um número de constantes arbitrárias exatamente igual ao grau

a sua ordem.

Se  somente  algumas  constantes  eram  determinadas,  mas  não  todas,  uma  solução

particular era obtida para a equação diferencial. 

Euler forneceu um critério para solução de equações diferencias de ordem diferente de

1 . 

Para que uma dada solução pudesse satisfazer a equação acima, a solução deveria ser

substituída, fazendo a verificação, atentando para que a solução ou a equação integral tivesse

o número de constantes arbitrárias exatamente igual a sua ordem. Caso não fosse verificado o

número de constantes, a solução não seria completa e sim particular. 
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No  Apêndice  V  deste  trabalho  seguem  as  possíveis  formas  de  resolução  destas

equações diferenciais de acordo com as técnicas e métodos desenvolvidos naquela época e

conhecidos por Euler.

No parágrafo VI, Euler apresentou a equação conhecida atualmente como equação de

Riccati, que foi quem a propôs, para mostrar a diferença entre equações integrais completas e

incompletas.

Foi dada a equação diferencial: a .ady+ y . ydx=(a .a+x . x)dx .

Euler afirmou que y=x era uma equação integral15, o que não significava que fosse

a integral completa, pois nem a constante a estava incluída, nem outra constante exigida

pela  equação  diferencial  de  ordem 1 aparecia  na  solução,  portanto  era  uma  integral

particular.

Euler nos forneceu a equação completa como: 

y=x+
aabe

� xx
aa

aa+b∫e
� xx

aa dx

.

E observou que se b=0 , a equação integral particular seria y=x .

Nesse  parágrafo,  uma  única  constante  arbitrária b foi  considerada,  a  equação

conhecida atualmente como de Riccati (equação diferencial de 1ª ordem não linear) que Euler

constatou que na integral completa apareceu uma única constante arbitrária. 

No parágrafo VII, Euler apresentou uma equação diferencial da diferencial ou como

chamamos  atualmente  equação  diferencial  de  2ª  ordem, y=x .
dy

dx
+
axddy

dx
2

,  e  a  equação

finita y=x seria suficiente, mas estava longe de ser a integral completa, porque a equação

completa deveria conter, exceto a constante a , duas constantes arbitrárias.

Euler  afirmou que  a  equação y=nx com a  constante n também  satisfazia,  mas

ainda se tratava de uma equação particular.

Então a equação integral completa seria y=nx+bx∫ e
� x
a dx

x
2

e teria duas constantes

arbitrárias b ,n , além da constante a .

Euler notou duas constantes arbitrárias na solução: b e n , ou seja, como tratava-se

de equação de 2ª ordem, o esperado é que a solução deveria conter duas constantes. 

15 Isto quer dizer que é uma solução (termo atual).
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Já  no  parágrafo  VIII  ao  considerar  a  equação  diferencial

0=Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
Ed

4
y

dx
4
+
F d

5
y

dx
5
+etc ,  ele  afirmou  que  todas  as  equações

integrais particulares deveriam estar contidas na integral completa e que uma equação integral

seria completa quando todas as equações integrais particulares fossem consideradas. 

No parágrafo IX,  Euler verificou que se p fosse um valor conveniente para y ,

dessa forma y=p , y=α p também seria, pois se o valor p no lugar de y substituído

retornasse 0=Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
Ed

4
y

dx
4
+
F d

5
y

dx
5
+etc , então o valor α p no lugar

de y substituído tornaria  a  expressão  evanescente,  dessa  forma uma constante  arbitrária

α poderia ser introduzida na equação integral particular y=p .

Se a equação y=q satisfizesse o propósito, da mesma maneira y=β q satisfaria.

Euler juntou esses dois valores particulares y=α p e y=β q , num mais amplo ou

abrangente y=α p+β q .

Daí se a expressão Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
E d

4
y

dx
4
+
F d

5
y

dx
5
+etc fosse igual a zero,

para α p quanto β q no lugar de y , a mesma expressão se tornaria zero se em vez de

y fosse colocado α p+β q .

Nesse  parágrafo,  entende-se  que  Euler  tenha  afirmado  que  dadas  duas  soluções

particulares  da  equação  diferencial  acima,  uma  combinação  linear,  em termos  modernos,

dessas duas soluções também seria uma solução, o que pode ser verificado facilmente.

Euler observou no parágrafo X que se p ,q , r , s , ... fossem funções de x e que se

substituídos  na  expressão Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
E d

4
y

dx
4
+
F d

5
y

dx
5
+etc a  fizessem

desaparecer,  então  o valor  de α p+β q+γ r+σ s+.. . se  substituído na  mesma expressão

também  a  retornaria  zero.  Dados p ,q , r , s valores  particulares  de y para  a  equação

proposta  conveniente,  juntados,  tornaria  um  valor  muito  mais  amplo

α p+β q+γ r+σ s+.. . e satisfaria a equação proposta. Esse valor seria completo se o total

de constantes arbitrárias α ,β ,γ . . fosse igual à ordem dessa equação diferencial.
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No  parágrafo  XI, para  encontrar  a  equação  integral  completa  de

0=Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
Ed

4
y

dx
4
+
F d

5
y

dx
5
+etc ,  os  valores  particulares  deveriam

satisfazer a equação.

Euler nos esclareceu que o número de  equações particulares e constantes arbitrárias

deveria ser o maior expoente n , que se tratava da ordem da equação diferencial. 

No parágrafo XII,  para reduzir o grau, a ordem, de uma equação diferencial dada:

0=Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
Ed

4
y

dx
4
+
F d

5
y

dx
5
+etc ,  onde A ,B ,C , D eram  constantes  e

sua  ordem  seria n ,  Euler  derivou  sucessivamente  a  equação  de  1ª  ordem  reduzida

y=e∫
pdx

:

dy

dx
= p .e∫

pdx

ddy

dx
2
=
dp

dx
.e∫

pdx+ p2
e∫

pdx=e∫ pdx (p2+
dp

dx
)

dddy

dx
3
=e∫ pdx( p3+2 p

dp

dx
+
ddp

dx
2
)

Logo,  Euler  percebeu  que  dividindo  por y=e∫
pdx

reduziria  a  ordem  da  equação

diferencial para grau n�1 .

No parágrafo XIII, o autor  tomou p=constante e dp ,ddp ,dddp muito pequenos

com A ,B ,C , .. . constantes e a equação algébrica seria 0=A+Bp+Cp2+Dp3+...+Npn 16.

Para  algum  valor  de p ,  se y=e px for  uma  equação  integral  particular,

satisfazendo  a  equação  diferencial  proposta; y=α epx ,  também  satisfaria  a  equação

diferencial se pconstante fosse raiz da equação algébrica A+Bp+Cp2+Dp3+...=0 .

Analogamente,  no parágrafo  XIV,  para  encontrar  valores  particulares  de p Euler

verificou  que  era  necessário  resolver  a  equação  algébrica  de n dimensões

0=A+Bz+Cz2+Dz3+...+Nzn utilizando  as  raízes  ou  divisores  no  mesmo  número  de

16Em 1739 Euler apresentou a Johann Bernoulli um método de integração de equações diferenciais ordinárias e

lineares de alto grau utilizando uma equação algébrica correspondente. A interpretação das correspondências

trocadas se encontram nas páginas 447 e 448 em  The History of Mathematics: A Reader  , de John Fauvel e

Jeremy Gray, publicado em 1987.
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valores  particulares  de y .  Se pz�q for  um divisor17 dessa  equação,  a  partir  do  qual

z=
q

p
tornando y=α e

qx

p ,  valor  particular  com  a  constante  arbitrária α  Como  a

equação  algébrica  tem n dimensões,  deveria  conter n raízes  ou  divisores,  havendo,

portanto, também n valores particulares para y , ou seja, juntos, seria obtido o valor geral

para y ; e também o valor completo porque conteria n constantes arbitrárias tornando-se

o critério de uma equação integral completa. 

No  parágrafo  XVI,  dada  a  mesma  equação  diferencial,  atualmente  chamada

homogênea:

0=Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
Ed

4
y

dx
4
+
F d

5
y

dx
5
+etc

A equação algébrica correspondente seria:

0=A+Bz+Cz2+Dz3+...+Nzn

Se  for  considerado: z
0 no  lugar  de y , z no  lugar  de

dy

dx
 e  generalizando

z
k para

d
k
y

dx
k

.

Dados  os  divisores  da  equação  algébrica: pz�q ,q�pz e  a  equação  diferencial

qy�
pdy

dx
=0 a integral é y=α e

qx

p .

No parágrafo XVII, foi dada a equação algébrica p+qz+rzz e a originária equação

diferencial py+
qdy

dx
+
rddy

dx
2
=0 .  Se a equação de uma curva algébrica tiver dois ou mais

fatores  iguais,  por  exemplo,  se ( p�qz )2 for um  divisor  de  uma  equação  algébrica,

proveniente da equação diferencial ppy�
2 pqdy

dx
+
qqddy

dx
2
=0 , Euler concluiu que 

17 Euler aplicou o entendimento de que se z=
q

p
for raiz da equação 0=A+Bz+Cz2+Dz3+...+Nzn

então z�
q

p
é divisor de A+Bz+Cz2+Dz3+ ...+Nzn .
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y=e
px

q u 18 e  considerando ddu=0 , u=α +β x ,  ou  seja, y=e
p

q
x

(α +β x ) ,

que significava que haviam duas constantes arbitrárias α ,β .

Mais adiante nesse mesmo artigo, Euler estudou equações com fatores repetidos de

ordem superior, bem como aqueles com raízes complexas. 

Nesse artigo, Euler apresentou os primórdios que levariam às ideias de base, tal como

atualmente  é  entendido,  na  resolução  de  equações  diferenciais.  Ele  percebeu  que  a  cada

integração uma nova constante arbitrária era obtida e que o número de constantes arbitrárias

era  exatamente  o  número  da ordem ou grau  como era  chamado,  isso tanto nas  equações

diferenciais chamadas hoje lineares como também na equação de Riccati, de 1º grau ordem e

não linear. 

Ainda afirmou que se uma equação diferencial  de ordem 2 tiver duas soluções,  ou

duas equações integrais particulares,  a combinação linear,  termo  moderno, dessas soluções

também seria  uma solução.  No entanto,  nesse  artigo  Euler  não concluiu que  as  soluções

deveriam ser linearmente independentes, termo utilizado atualmente, ou seja, não concluiu

nada  sobre  a  natureza  das  soluções.  Euler  somente  analisou o  número  das  constantes

arbitrárias,  Euler  não avaliou  nesse  artigo  nenhuma  condição  referente  às  integrais

particulares ou soluções.

18Euler utilizou, o que atualmente é conhecido como Método de D’Alembert.
Jean D’Alembert (1717-1783), matemático francês, contemporâneo de Euler, que dá nome a esse método que 
permite transformar uma equação diferencial linear homogênea de ordem n , termo atual, em uma outra 
equação linear homogênea de ordem n�1 a partir de uma solução particular. No caso de uma equação 
diferencial linear homogênea de 2ª ordem, dada uma solução particular , determina-se a segunda solução 
linearmente independente da primeira.
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2.2.2   Inst  itutionum Calculi   Inte  gralis   (1768-1770)

Essa obra foi composta por três volumes que foram analisados e estudados no intuito

de seguir  os  passos  de Euler  até  o  surgimento das  primeiras  noções de base  e  conjuntos

linearmente independentes na resolução de equações diferenciais.

Inst  itutionum Calculi Integralis   foi originalmente publicado com o título completo:

Institutionum  calculi  integralis  volumen  primum  in  quo  methodus  integrandi  a  primis

principiis  usque  ad integrationem aequationum differentialium primi  gradus  pertractatur.

acad. Petrop Parisin e Londin. Petropoli impensis academiae imperialis scientiarum em 1768.

O  segundo  volume  foi  publicado  com  o  título  completo  Institutionum  calculi

integralis volumen secundum in quo methodus inveniendi functiones unius variabilis ex data

ralatione differentialium secundi  altiorisve gradus pertractatur.  Auctore Leonhardo Euler

acad. scient. Borussiae directore vicennali et socio acad. Petrop. Parisin. et Londin. Petropli

impensis academiae imperialis scientiarum em 1769 e o terceiro volume Institutionum calculi

integralis  volumen  tertium,  in  quo  methodus  inveniendi  functiones  duarum  et  plurium

variabilium,  ex  data  relatione  differentialium  cujusvis  gradus  pertractatur.  Una  cum

appendice de calculo variationum et supplemento, evolutionem casuum prorsus singularium

circa  integrationem  aequationum  differentialium  continente.  Auctore  Leonhardo  Eulero

acad. scient. Borussiae directore vicennali et socio acad. Petrop. Parisin. et Londin. Petropoli,

impensis academiae imperialis scientiarum em 1770. 

Esses livros foram utilizados por Euler em salas de aula, daí o aspecto didático que

compreende boa parte de seus estudos sobre cálculo integral. Diferente de seus artigos, nesses

livros há demonstrações, favorecendo e facilitando a leitura.

Euler apresentou nessa obra as constantes arbitrárias, estudou as equações Riccatianas,

a  utilização da separação das  variáveis  por partes,  utilizou o fator  integrante  para  que  as

equações pudessem se tornar exatas e de fácil resolução e por fim, a solução, a integração

completa. 

Na Introdução, na definição 6, Euler definiu integral completa e particular:

A integral completa seria  obtida quando a função procurada  fosse representada com

toda extensão e com constante arbitrária, mas quando a constante fosse determinada a integral

seria chamada de particular. Para melhor entendimento e visualização, se a equação integral
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completa  for y=α p+β q+γ r+.. . uma  das  equações integrais  particulares  poderia  ser

y=α p com as constantes arbitrárias β=γ=...0 .

No Corolário 2 dessa definição,  Euler concluiu que a integral  completa abrangeria

todas as integrais particulares dentro dela própria e que poderia ser formada facilmente. 

No Volume I, Euler observou que a integração de uma equação diferencial ordinária

de 1ª ordem produz uma constante arbitrária.

No Volume I, Seção I, Capítulo I, Euler definiu que a fórmula de um diferencial seria

racional,  quando  o  diferencial dx da  variável x cuja  função  seria  procurada,  fosse

multiplicada por uma função racional de x , onde X designaria essa função racional de

x e então a fórmula Xdx do diferencial seria racional.

Corolário 1:

Por isso, neste capítulo, ele buscou uma função de x , X , tal que
dy

dx
=X .

Corolário 2:

Euler obteve uma função de x cuja diferença seria igual a Xdx , portanto a integral

∫Xdx forneceria a função procurada.

Corolário 3:

Se P fosse  uma função de x , de modo que o diferencial dy=Xdx , e como a

quantidade P+C seria o mesmo diferencial. Logo, a integral completa Xdx seria P+C

com C uma constante arbitrária.

Nessa  Seção  Euler  verificou  que  após  a  integração,  uma  equação  diferencial  de

primeira ordem teria uma constante arbitrária.

No Volume I, Seção II, Capítulo I, item 397, Euler afirmou que uma equação diferen-

cial deveria ser tratada pela separação de variáveis quando pudesse ser separada em duas par-

tes de modo que em cada, apenas uma variável estivesse presente. 

O Volume II,  Seção I,  trata  somente de  resoluções  de equações  diferenciais  de 2ª

ordem.

No Volume II, Seção I, Capítulo I, verifica-se no item 719, a importância que Euler

deu para o aparecimento de duas constantes que tornam a integração completa, provenientes

de dupla integração. 

Ele  considerou dy= pdx e dp=qdx e q função  de p para  procurar  a  relação

entre as variáveis a relação entre as variáveis x e y .
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Considerando q=P com  P  função  de p ,  então q=
dp

dx
e dp=Pdx

consequentemente dx=
dp

P
e dy= pdx=

pdp

P
.  Integrando  Euler  obteve: x=a+∫ dp

P
e

y=b+∫ pdp

P
duas constantes a e b são obtidas.  Ele observou  que as duas  variáveis

poderiam ser obtidas com a mesma variável p . Então a integral seria completa.

No item 724, Euler afirmou que dada uma equação diferencial da diferencial, ou em

termos modernos,  uma equação diferencial  de 2ª ordem necessitaria  de duas integrações e

duas constantes arbitrárias deveriam ser introduzidas para a obtenção da integral completa.

Assim  na  equação ddy=fdx2 considerando dx constante,  a  equação  da  integral

completa seria y=
1

2
x

2
f +Cx+D e envolveria duas novas constantes C e D . 

Nesse capítulo, Euler observou que a cada integração, havia o aparecimento de uma

constante arbitrária.

No item 725, Euler buscou  a integral completa da equação diferencial de 2ª ordem:

addy=dxdy , com dx constante.

Considerando dy= pdx e dp=qdx então ddy=dpdx e  consequentemente  fazen-

do as substituições devidas obtém-se aq=p .

Uma  primeira  integração  para  obtenção  de x :

x=∫ dp

q
+C=∫ dp

p
a+C=C+a ln p e y=∫adp=D+ap consequentemente p=

y�D
a

Então:

x=C+a ln
( y�D)

a
com duas constantes arbitrárias.

No Volume II, Seção I, Capítulo IV, Euler apresentou duas integrais particulares, ou

soluções, onde a razão entre as duas integrais particulares não era constante e que formariam a

integral completa da equação diferencial de 2ª ordem.

Euler enunciou um Teorema no item 837: 

Ao assumir dx constante,  se y=M e y=N  fossem  integrais particulares da

equação  diferencial  da  diferencial, ddy+Pdxdy+Qydx2=0 então M :N não  seria

constante e a equação integral completa seria y=αM +β N . 
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Demonstração:

Desde que os valores y=M e y=M satisfizessem a equação, então:

ddM +PdxdM+QMdx2=0 e ddN+PdxdN+QNdx2=0

então y=αM +β N satisfaria a equação, pois:

α (ddM +PdxdM+QMdx2)+β (ddN+PdxdN+QNdx2)=0

Como a integral abrangeria as duas constantes α e β essa integral seria completa,

ao menos que N fosse múltiplo de M .

No Corolário 838, ele concluiu que a integral completa seria formada de duas integrais

particulares, se essas duas integrais fossem “diferentes” uma da outra.

Diferentemente  do  artigo  De  Integratione  Aequationum  Differentialium  Altiorum

Graduum (1743), onde Euler considerava que uma integral era completa quando o número de

constantes arbitrárias fosse o mesmo que o grau (ordem) da equação diferencial,  agora em

Inst  itutionum Calculi Integralis    Volume II, no teorema do item 837, ele  analisou também a

natureza  das  duas  soluções  da  equação  diferencial  de  2ª  ordem e  nesse  caso  o  conjunto

solução é um espaço vetorial  de dimensão 2, como é entendido atualmente,  uma base de

dimensão 2.

Convém observar que dada uma equação diferencial de 3ª ordem ou ordem superior,

considerando  ordem  3  e  três  integrais  particulares,  ou  soluções,  caso  essas  integrais

particulares sejam não múltiplas entre si, por exemplo, y=M , y=N , y=M+N , não

se estabelecerá  um espaço vetorial  de dimensão 3,  pois embora a razão entre as integrais

particulares  não seja constante,  a  terceira  integral  seria uma combinação linear das outras

duas, ou seja, seriam linearmente dependentes no entendimento atual.

No  Corolário  838,  Euler  ratificou  que  duas  soluções  integrais  particulares

completariam a  solução geral,  se elas  fossem diversas  ou diferentes,  ou seja,  se elas  não

fossem múltiplas uma da outra.

No  Corolário  839,  se  dados y=e∫udx ou
dy

ydx
=u seria  produzida

du+uudx+Pudx+Qdx=0 se os valores de u=
dM

Mdx
e u=

dN

Ndx
satisfizessem a equação,

então u=
α dM+β dN
(α M+β N )dx

também satisfaria a mesma. 



37

Nesse  Corolário,  uma  integral  particular  da  equação  diferencial

ddy+Pdxdy+Qydx 2=0 seria y=e∫udx que substituída  na equação  diferencial  reduz  sua

ordem para a equação diferencial em u de 1ª ordem du+uudx+Pudx+Qdx=0 .

Se y=e∫udx ,  a  derivada
dy

ydx
=u com u solução  da  equação  diferencial

du+uudx+Pudx+Qdx=0 .  Euler  também  considerou M e N soluções,  ou,

u=
dM

Mdx
e u=

dN

Ndx
. Se y=αM +β N for substituído em

dy

ydx
=u seria obtido

u=
α dM+β dN
(α M+β N )dx

.

No  Corolário  840  foi  dada  a  mesma  equação: du+uudx+Pudx+Qdx=0 e  duas

integrais  particulares u=R e u=S ,  mas
dy

ydx
=u então M=e∫

Rdx
e N=e∫

Sdx
a

integral completa seria u=
α e∫ Rdx R+β e∫SdxS

α e∫ Rdx+β e∫Sdx
.

Euler  substituiu  os  valores  de M=e∫
Rdx

e N=e∫
Sdx

na  equação

u=
α dM+β dN
(α M+β N )dx

do Corolário acima e obteve u=
α e∫ Rdx R+β e∫SdxS

α e∫ Rdx+β e∫Sdx
.

No item 842 foi dada a equação diferencial ddy+Adydx+Bydx2=0 e dx constante,

Euler  considerou  mais  uma vez uma solução  particular y=e∫udx e  substituiu na equação

diferencial acima, que isolando o termo constante dx e consequentemente ddx=0 obteve

dx=
�du

uu+Au+B
. 

Como Euler considerou u constante, consequentemente
du

dx
=0 que substituído em

dx=
�du

uu+Au+B
resultou em uu+Au+B=0 .

Resolvendo a equação uu+Au+B=0 , então u=�
1

2
A±√ 1

4
AA�B .
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Para  encontrar y ,  Euler  substituiu  o  valor  de u encontrado  em y=e∫udx ,

obtendo assim: y=e
�1

2
Ax

(α enx+β e�nx) considerando n=√ 1

4
AA�B>0 .

Nesse momento, Euler utilizou a ideia de que a combinação linear de duas integrais

particulares, não múltiplas, era a integral completa da equação diferencial de 2ª ordem em

u .

Euler então analisou os possíveis valores para n .

Considerou as raízes imaginárias, caso n=√( 14 AA�B)<0 pois já eram conhecidas

dele  a  relação  que  hoje  é  chamada  de  relação  de  Euler19, e
iw=cosw+isenw e  nesse

corolário,  ele  considerou que n=√�1m no caso de raízes  imaginárias.  Substituindo em:

y=e
�1

2
Ax

(α enx+β e�nx) as duas soluções encontradas foram:

y1=e
�1

2
Ax

.(cosmx+isenmx)

y2=e
�1

2
Ax

.(cosmx�isenmx ) .

Novamente usando a ideia de que a combinação linear de duas soluções da equação

diferencial  homogênea  era  solução  da  equação  diferencial  homogênea,  então:

y=e
�1

2
Ax

.(α cosmx+β senmx ) também é solução.

Se n=√( 14 A2�B)=0 , há duas raízes iguais da equação uu+Au+B=0 .

Um valor encontrado é y=e
�1

2
Ax

. Para encontrar o outro valor, Euler sabia que não

poderia  ser  um valor  múltiplo.  Utilizando a  ideia do atual  Método de D’Alembert,  Euler

encontrou y=e
�1

2
Ax

(α +β x) .

No corolário do item 843, Euler ratificou a ideia de substituição de y , dy , ddy por

u
0
,u

1
, u

2 em ddy+Adydx+Bydx2=0 resultando u
2+Au+B+0  onde  duas  raízes  desta

equação resultariam a integral completa.

No item 851, assumindo dx constante,  P ,Q ,e X funções de x , para reduzir a

integração  da  equação  diferencial  de  2ª  ordem ddy+Pdydx+Qydx 2=Xdx2 para  equação

19É chamada relação de Euler, mas já era de conhecimento de Abraham de Moivre e Newton por volta de 1676.
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diferencial  de  1ª  ordem,  Euler  substituiu y=uv em ddy+Pdydx+Qydx2=Xdx2 ,

considerando v solução  da  equação  homogênea ddv+Pdvdx+Qvdx2=0 e  obteve

2dudv+vddu+Pvdxdu=Xdx2 . 

Considerando du=sdx e  substituindo  em 2dudv+vddu+Pvdxdu=Xdx2 Euler

encontrou a equação diferencial de 1ª ordem vds+2 sdv+Psvdx=Xdx .

Utilizando o fator integrante ve∫
Pdx

:

vvse∫
pdx
=∫e∫ pdx Xvdx ou s=

e
�∫ Pdx

vv
∫e∫ Pdx Xvdx u=∫ e

�∫ Pdxdx

vv
∫e∫ Pdx Xvdx

Nesse item, Euler adotou um método para encontrar a solução de uma equação não

homogênea, utilizando um parâmetro ou constante de integração como variável, tratando-se

de  um  caso  particular  do  atual  chamado  Método  da  Variação  dos  Parâmetros  ou  das

Constantes20.

No  item 860,  Euler  aplicou  o  atualmente  chamado  Teorema  da  solução  geral  da

equação diferencial não homogênea21.

Euler forneceu uma equação diferencial:

ddy+Adydx+Bydx2=Xdx2 e sabendo que uma integral particular era y=t então

ddt+Adtdx+Btdx2=Xdx2 .

Se y=t+z fosse a integral completa, substituindo em ddy+Adydx+Bydx2=Xdx2

obteve ddz+Adzdx+Bzdx2=0 que se tratava de equação  diferencial  homogênea,  ou seja,

z é solução.

Dadas duas soluções da equação diferencial homogênea em z , t1=�f e t2=�g

A=�( f+g) e B=fg onde A , é o simétrico da soma das raízes da equação de 2º grau e

B o produto.

A solução da equação diferencial homogênea: z=α e� fx+β e�gx .

Substituiu em y=t+z e obteve y=t+α e�fx+β e�gx  .

20 O método é usado para encontrar uma solução particular de uma equação diferencial não homogênea. Consiste
em  supor  que  as  constantes  (parâmetros)  presentes  na  solução  geral  da  equação  homogênea  associada  são
funções  da  variável  independente  e  impõe  que  essa  nova  função  seja  uma  solução  particular  da  equação
diferencial ordinária. 

21 Em termos atuais, se y p for uma solução particular qualquer da equação diferencial linear não homogênea

de  2ª  ordem:  y ' '+p( x)y'+q(x)y=f(x) e  y1 e y2 forem  duas  soluções  particulares  linearmente

independentes da equação linear homogênea correspondente y ' '+p( x)y'+q(x)y=0 então qualquer solução
da equação não homogênea pode ser expressa na forma y= y p+c1 y1+c2 y2 .
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Para  Euler, dada  uma  equação  diferencial  não  homogênea,  a  solução  era  obtida

resolvendo-se a equação diferencial homogênea, somando-se com uma solução particular da

equação diferencial não homogênea previamente obtida.

Nesse livro, Euler iniciou no Volume I estudos que mostraram que a cada integração

uma nova constante arbitrária aparecia. 

No Volume II, Seção I, Euler enunciou um teorema que demonstraria que dadas duas

equações integrais particulares, ou soluções da equação diferencial de 2ª ordem, não múltiplas

entre  si,  a  equação  integral  completa  seria  uma combinação  linear  dessas  duas  equações

integrais  particulares,  ou  seja,  dados y=M e y=N com α e β constantes

y=α M +β N .  Ele  também  resolveu  equações  diferenciais  homogêneas  utilizando  a

equação  algébrica  correspondente  e  equações  diferenciais  não  homogêneas.  Recorreu  ao

Método de Variação dos Parâmetros ou das Constantes, utilizado para encontrar uma solução

particular da equação diferencial não homogênea, mas que se baseava na solução da equação

homogênea  correspondente,  portanto  trazia  a  ideia  de  que  duas  integrais  particulares  não

múltiplas, no caso de uma equação diferencial de 2ª ordem, formariam a integral completa.

Fez também uso do Método de D’Alembert que possibilitava encontrar uma segunda solução

independente, nesse caso não múltipla, para a equação diferencial homogênea de 2ª ordem

dada uma solução particular. 

No Volume II, Seção II, Euler resolveu equações de 3ª ordem ou superiores.

No Volume II, Seção II, Capítulo II, item 1117, para encontrar a integral completa de 

Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
=0 ,  Euler  assumiu dx constante  e A ,B ,C , D ... constantes,

e verificou que a equação y=eλ x satisfazia a equação diferencial. 

Então:

dy

dx
=λ eλ x ,

ddy

dx
=λ2

e
λ x , d

3
y

dx
=λ 3

e
λ x .

Dividindo por e
λ x torna-se:

A+λ B+λ2
C+λ3

D=0 e considerando três valores encontrados para λ , α , β e 

γ , então: y=eα x , y=eβ x e y=eγ x deveriam satisfazer a equação diferencial.

Logo: y=Xeα x+Yeβ x+Zeγ x com X ,Y ,Z constantes  arbitrárias  que  formariam  a

integral completa.
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Verifica-se que as integrais particulares ou soluções são linearmente independentes,

pois  tem  natureza exponencial  não  havendo  possibilidade  de  uma  integral  particular  ser

gerada por uma combinação linear das outras duas. Pode-se dizer que o conjunto solução da

equação diferencial de 3ª ordem é um espaço vetorial de dimensão 3, ou formado por uma

base com 3 elementos. 

No  item  1125,  foi  dada  uma  equação  diferencial

Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
E d

4
y

dx
4
+..=0 de  qualquer  grau,  ou  ordem,  e  que y=eλ x

satisfaria a equação. 

Consequentemente:

dy

dx
=λ eλ x ,

ddy

dx
=λ2

e
λ x ,

d
3
y

dx
=λ 3

e
λ x ….

d
n
y

dx
=λ n

e
λ x que resultaria em:

A+λ B+λ2
C+λ3

D+λ 4
E+...=0

Então se considerados valores de λ , α ,β , .. . seriam as integrais particulares 

y=Xeα x ,  y=Ye β x e y=Zeγ x ….e seria  evidente  que  a  somatória  também deveria

satisfazer  a  equação  diferencial.  Logo: y=Xeα x+Yeβ x+Zeγ x+.. . com X ,Y ,Z .. . as

constantes arbitrárias que formariam a integral completa. 

Generalizando para uma equação diferencial de ordem n as integrais particulares ou

soluções são linearmente independentes, por sua natureza exponencial. Não é possível, nesse

caso, a geração de uma integral particular por uma combinação linear das outras integrais

particulares.  No  entendimento  atual,  pode-se  dizer  que  o  conjunto  solução  da  equação

diferencial de ordem n é um espaço vetorial de dimensão n , ou formado por uma base

com n elementos.



42

2.3 JOSEPH LOUIS LAGRANGE 

Figura 3: Lagrange

Fonte: Wikipédia22

Nasceu em 25 de janeiro de 1736 em Turin, atualmente Itália.

Morto em 10 de abril de 1813 em Paris, França

Lagrange é considerado um matemático francês, embora tenha nascido em Turim e foi

batizado em nome de Giuseppe Lodovico Lagrangia. 

Lagrange também se inspirou em Euler ratificando e aperfeiçoando ideias no sentido

de conjuntos independentes e base. Trocou correspondências e experiências com Euler que

também  foi  seu  grande  incentivador.  Fizeram  vários  trabalhos  juntos.  Em  uma  das

correspondências, Lagrange enviou a Euler seus resultados sobre a tautócrona contendo seu

método de  máximos  e  mínimos.  Sua  carta  foi  escrita  em 12  de  agosto  de  1755 e  Euler

respondeu  em 6 de setembro  dizendo como ficou impressionado com as  novas ideias  de

Lagrange. 

Em 1756, Lagrange enviou resultados de Euler que ele obteve ao aplicar o cálculo das

variações da mecânica. Esses resultados generalizaram os resultados obtidos por Euler. 

Lagrange estudou a integração de equações diferenciais  e fez várias aplicações em

tópicos como mecânica dos fluidos 

Lagrange sucedeu Euler como Diretor de Matemática na Academia de Berlim em 6 de

novembro de 1766. 

22Disponível em:https://pt.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange Acesso em 25 maio de 2020
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Ele compartilhou o prêmio de 1772 sobre o problema dos três corpos o Sol, a Terra e a

Lua com Euler,  ganhou o prêmio de 1774, outro sobre o  movimento da lua,  e  ganhou o

prêmio de 1780 sobre as perturbações das órbitas dos cometas pelos planetas. 

Mécanique analytique foi publicado em 1788 e resumiu todo o trabalho realizado no

campo da mecânica desde o tempo de Newton e notável pelo uso da teoria das equações

diferenciais. 

2.3.1 Solution de différens problèmes du calcul integral (1766)

Lagrange  supôs  uma  equação  diferencial  com  coeficientes  constantes L ,M ,N :

Ly+M
dy

dt
+N

d
2
y

dt
2
=T

.

Supôs dois valores particulares de y quando T=0 , y1 e y2 . Após multiplicar

a equação diferencial  dada por zdt , z uma variável  indeterminada, ele encontrou duas

constantes  arbitrárias A e B ,  funções  cada  uma  de  um  valor  particular  da  equação

diferencial quando T=0 .

z ((M�
dN

dt
) y1+N

dy1

dt
)�

dz

dt
N y1=A

z ((M�
dN

dt
) y2+N

dy2

dt
)�

dz

dt
N y2=B

Lagrange,  assim  como Euler,  considerou  que  para  uma equação  diferencial  de  2ª

ordem duas constantes arbitrárias eram necessárias.

Nesse  artigo,  Lagrange  também  afirmou  que y1=e
k1 t e y2=e

k2 t satisfaziam  a

equação diferencial quando T=0 e que k1 e k2 foram obtidos como raízes da equação

L+Mk+Nk 2=0 e que:

k1+k 2=�
M

N
k1 .k2=

L

N

Lagrange utilizou  a  ideia  de  duas  raízes  para  a  equação  algébrica  que atualmente

chamamos de equação característica de 2º grau, o que implicaria em dois valores particulares
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para equação diferencial de 2ª ordem linear homogênea, esses valores particulares y1=e
k1 t

e y2=e
k2 t são linearmente independentes, pois são exponenciais sendo impossível um valor

particular ser múltiplo do outro.

O conjunto solução da equação diferencial  linear  homogênea correspondente é  um

espaço vetorial de dimensão 2.

2.3.2 S  ur  L’intégration  d’une  équation  différentielle  a  différences  finies  qui  contient  la  

théorie des suites récurrents (1769)

Nesse  artigo,  Lagrange  utilizou  o  Método  de  Variação  dos  Parâmetros  e  das

Constantes  de  uma  forma  mais  simplificada,  ele  resolveu  a  equação  diferencial

dy+ yXdx=Zdx ,  onde X e Z eram  funções  de x .  Tomou y=uz e

consequentemente udz+ zdu+uzXdx=Zdx . 

Considerou valores convenientes de u e z obtendo zdu+uzXdx=0 . Dividiu por

z conseguindo du+uXdx=0 .

Integrando: u=e
�∫ Xdx

e como acima Lagrange considerou udz=Zdx ele encontrou

z=∫e∫ Xdx
Zdx e enfim y=

∫ e∫ XdxZ dx
e∫

Xdx
.

Ele  considerou u solução  da  equação  diferencial  homogênea,  termo  atual,  que

satisfazia du+uXdx=0 e  induziu  que  uma  solução y da  equação  diferencial  não

homogênea fosse y=uz , definindo o Método de Variação dos Parâmetros e das Constantes.

Fêz  as  substituições  e  encontrou  a  solução  particular y da  equação  diferencial  não

homogênea. 

Na  resolução  da  equação  diferencial  não  homogênea  para  obtenção  de  um  valor

particular  ou  solução  pelo  Método  de  Variação  dos  Parâmetros  e  das  Constantes  foi

considerado u como solução da equação diferencial homogênea correspondente, e z uma

constante arbitrária, função da variável independente e uma condição particular foi imposta:

zdu+uzXdx=0 . Como tratava-se de uma equação diferencial não homogênea de 1ª ordem,



45

o conjunto solução da equação diferencial homogênea de 1ª ordem é um espaço vetorial de

dimensão 1.

2.3.3 Rec  herches  sur lês suítes  recurrentes dont lês termes varient de plusieurs manieres  

différentes ou sur l’intégration dês équations linéaires aux différences finies partielles (1775)

Nesse  artigo,  Lagrange  já  desenvolvia  o  método  de  forma  mais  próxima  do  que

atualmente é conhecido o Método de Variação dos Parâmetros ou das Constantes.

Lagrange  considerou  uma  equação  linear  de  ordem n

Py+Q
dy

dx
+R

d
2
y

dx
2
+...V

d
n
y

dx
n
=X com P ,Q , R ...V , funções de x e a integral completa

da  equação  quando X=0 teria  necessariamente  a  forma: y=ap+bq+cr+… ,  com

a ,b , c .. constantes arbitrárias num total de n e p ,q , r .. . funções de x . 

Considerou as arbitrárias a ,b , c . .  como variáveis indeterminadas e supôs nulos os

valores de dy ,d
2 y
, d

3
y ...d

n�1
y .

Assim obteve:

dy=adp+bdq+cdr+...

0= pda+qdb+rdc+...

d
2
y=ad2

p+bd2
q+cd2

r+. .

0=dpda+dqdb+dcdr+...

⋮

d
n�1

y=adn�1
p+bdn�1

q+cdn�1
r+. .

0=dn�2
pda+dn�2

qdb+dn�2
rdc+. .

d
n
y=adn p+bdnq+cdn r+...d

n�1
pda+dn�1

qdb+dn�1
rdc+.. .

Um sistema com n�1 condições foram obtidas:

0= pda+qdb+cdr+...

0=dpda+dqdb+dcdr+...

⋮

0=dn�2
pda+dn�2

qdb+dn�2
rdc+. .

A última equação foi obtida substituindo os valores y ,dy ,d
2
y , ...d

n
y na equação

diferencial não homogênea:
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Py+Q
dy

dx
+R

d
2
y

dx
2
+...V

d
n
y

dx
n
=X

Resultando:

X

V
dx

n=dn�1
pda+dn�1

qdb+dn�1
rdc+..

Um  sistema  formado  por n�1 condições  obtidas  envolvendo  as  derivadas  das

constantes a ,b , c .. . que  foram  substituídas  por  funções  da  variável  independente x

somando-se com a equação obtida acima, totalizando um sistema com n equações e n

incógnitas, um sistema possível e determinado.

Lagrange seguiu os passos de Euler considerando o total de constantes arbitrárias a

ordem da equação diferencial.

O Método de Variação dos Parâmetros e das Constantes considera a integral completa

da equação diferencial linear homogênea correspondente, os valores particulares ou soluções

são linearmente independentes, de forma que o conjunto solução da equação diferencial de

ordem n é um espaço vetorial de dimensão n .

Lagrange então desenvolveu e aperfeiçoou o método em uma série de artigos sobre

variações dos movimentos dos planetas:

Théorie des variations séculaires des élémens des Planetes. Premiere partie (1781);

Théorie des variations séculaires des élémens des Planetes. Seconde partie (1782); Théorie

des variations périodiques des mouvemens des Planetes. Premiere partie (1783). 

Durante 1808–1810, Lagrange deu ao  Método de Variação  dos Parâmetros  ou das

Constantes sua forma final em uma série de artigos como: Sur la théorie des variations des

éléments des planètes et en particulier des variations des grands axes de leurs orbites (1808).

Sur la théorie générale de la variation des constantes arbitraires dans tous les problèmes de

la méchanique (1809). Second mémoire sur la théorie générale de la variation des constantes

arbitraires dans tous les problèmes de la méchanique (1810).
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2.4 CASPAR WESSEL

Figura 4: Wessel

Fonte: History of Algebra/Ali D'Antona23 

Nascido em 8 de junho de 1745, Vestby, Noruega

Morto em 25 de março de 1818), Copenhague, Dinamarca

Caspar entrou na Universidade de Copenhague em 1761 em Direito. 

Caspar  era  agrimensor  na  Real  Academia  Dinamarquesa  de  Ciências  por  motivos

financeiros. Wessel  começou a desenhar mapas, para que sua renda pudesse ser suficiente

para permitir que ele sobrevivesse. 

Em  maio  de  1782,  Wessel  foi  liberado  de  seu  trabalho  na  Academia  Real

Dinamarquesa para realizar uma pesquisa trigonométrica do ducado de Oldenburg. Wessel

trabalhou  no  levantamento  de  Oldenburg  até  o  verão  de  1785,  quando  retornou  ao  seu

trabalho na Royal Danish Academy. Ele vinha desenvolvendo métodos matemáticos cada vez

mais sofisticados de levantamento e escreveu um relatório em 1787. Esse relatório já continha

uma  brilhante  inovação  matemática  de  Wessel,  ou  seja,  a  interpretação  geométrica  de

números complexos. 

Em 1796, Wessel usou os dados para produzir o primeiro mapa realmente preciso da

Dinamarca. A fama de Wessel como matemático repousa unicamente num artigo, publicado

em 1797, dando, pela primeira vez,  uma interpretação geométrica de números complexos.

Atualmente essa interpretação geométrica é chamada de diagrama de Argand, mas o trabalho

de Wessel veio primeiro. 

23Disponível em:https://media.timetoast.com/timelines/history-of-algebra-ali-d-antona Acesso em 25 maio 2020
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A  representação  gráfica  de  números  complexos  é  um  componente  chave  da

computação gráfica contemporânea. 

Wessel adicionou segmentos em um espaço tridimensional, percebeu que vetores não

paralelos podiam ser somados colocando o terminal de uma linha no início de um segundo e,

em seguida, somando-os desenhando uma linha desde o início do primeiro segmento até o fi-

nal do segundo.

2.4.1 Essai sur L  a Représentation Analytique de La Direction   (1797)

Escrito em 1797 em Copenhague. Traduzido para o francês em 1897.

Um primeiro passo foi dado por Wessel para a representação vetorial.

Para Wessel, os segmentos eram representados não somente por sua magnitude, mas

pela sua posição.

No parágrafo 2, Wessel adicionou segmentos orientados. Num quadrilátero abcd , o

segmento: ad=ab+bc+cd .

No parágrafo  5,  ele  designou +1 como uma unidade  positiva  retilínea  e  direção

0 º e +ε como uma unidade perpendicular positiva com mesma origem e direção 90 º

e as regras do produto considerando soma de ângulos. 

No parágrafo 6, o cosseno de um arco de círculo seria o segmento do raio +1  que

começaria no centro e terminaria na projeção ortogonal da outra extremidade do arco. O seno

do mesmo arco seria conduzido perpendicularmente da extremidade do cosseno à extremidade

do arco. O seno do ângulo reto seria igual a ε=√�1 .

No parágrafo 7, Wessel verificou que o raio que começava no centro e se desviavade

um ângulo v da unidade positiva ou absoluta e deveria ser igual a cosv+ε senv . Nesse

mesmo parágrafo, ele apresentou a multiplicação de dois segmentos orientados resultando a

soma dos ângulos, ou seja, multiplicação de cosu+ε senu por cosv+ε senv que obtiveram

direção  igual  a u+v .  Os  ângulos  determinavam  o  posicionamento  dos  segmentos

orientados.
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No parágrafo 8, Wessel apresentou as conhecidas relações trigonométricas de cosseno

da  soma  e  seno  da  soma  de  ângulos,  onde cos(u+v )=coucosv�senusenv e

sen (u+v)=senucosv+senvcosu através do produto de (cosu+ε senu)(cosv+ε senv ) .

(cosv+ε senv )(cosu+ε senu)=cosvcosu�senusenv+ε (cosvsenu+cosusenv)

(cosv+ε senv )(cosu+ε senu)=cos(v+u)+ε sen(u+v ) .

No parágrafo 9, o autor se refere ao segmento rcosv+rε senv , que era representado

por um raio de um círculo cujo comprimento era igual a 1 e cujo desvio de cos0 º  era

igual ao ângulo v .  O segmento teria comprimento igual a  r e  v seria o ângulo de

direção.

No parágrafo 10, Wessel fez a demonstração da multiplicação dos segmentos e a soma

dos ângulos obtida para o segmento resultante. Chamou de quantidades ou segmentos diretos,

positivos  ou  negativos e  de quantidades  ou segmentos  indiretas, a+ε b e c+ε d  ,  por

exemplo. 

Considerou A como comprimento do segmento a+ε b e v graus, seu desvio da

unidade absoluta e ainda C como comprimento do segmento c+ε d e u como seu desvio.

Então: 

a+ε b=A . cosv+A ε senv e c+ε d=A . cosu+ A ε senu

Consequentemente:

a=Acos v , b=Asenv , c=Ccosu , d=Csenu .

Multiplicou  dois  segmentos  orientados  e  utilizando  as  relações  trigonométricas  de

soma de ângulos, concluiu que:

(a+ε b)(c+ε d)=A (cosv+ε senv )C (cosu+ε senu)=A .C (cos(u+v )+ε sen(u+v)) .

No  parágrafo  11,  Wessel  mostrou  a  divisão  de  segmentos  com  a  subtração  dos

ângulos, onde A (cosv+ε sen v) , B (cosu+ε senu) e
A

B
=(cos(v�u)+ε sen(v�u)) .

No parágrafo 13, Wessel apresentou a raiz m -ésima de uma quantidade indireta, ou

complexo. O ângulo resultante da radiciação é dividido por m :

(cosv+ε senv )
1

m=(cos
v

m
+ε sen v

m
) .

No parágrafo 14, o autor enunciou que se dois ângulos que têm o mesmo seno ou

mesmo cosseno, sua diferença é zero ou ±4 ângulosretos .
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Nesse  artigo,  Wessel  interpretou  geometricamente  os  números  complexos

considerando  ângulo  e  comprimento,  adicionou  seus  segmentos  orientados,  multiplicou,

dividiu e extraiu a raiz m -ésima. 

2.5 JEAN ROBERT ARGAND

Figura 5: Argand

Fonte: Blog Matemática Renatas24

Nascido em 18 de Julho de 1768 em Geneva, Suiça.

Morto em13 de Agosto de 1822 em Paris, França.

Era contador em Paris e um matemático amador. 

Argand ficou famoso por sua interpretação geométrica dos números complexos, onde

i foi interpretado  como uma rotação  de 90 ° .  O conceito  do módulo  de  um número

complexo  também foi  devido  a  Argand,  no  entanto  Cauchy  usou  o  termo  mais  tarde,  é

geralmente creditado como o criador desse conceito. 

O primeiro a publicar essa interpretação geométrica de números complexos foi Caspar

Wessel. A ideia apareceu no trabalho de Wessel  em 1787, mas não foi  publicada até que

Wessel apresentou um documento para uma reunião da Academia Dinamarquesa de Ciências

Real  em 10  de  março  de  1797.  O  artigo  foi  publicado  em  1799,  mas  não  notado  pela

comunidade matemática. 

A maneira como o trabalho de Argand se tornou conhecido é bastante atípica. Legen-

dre recebeu uma cópia da obra e enviou-a a François Français, embora nenhum dos dois co-

24Disponível em: https://matprofrenatas.blogspot.com/2012_05_13_archive.html Acesso em 25 maio 2020
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nhecesse a identidade do autor. Após a morte de François Français em 1810, seu irmão Jac-

ques Français trabalhou em seus documentos e descobriu o livrinho de Argand entre eles. Em

setembro de 1813, Jacques Français publicou um trabalho no qual ele deu uma representação

geométrica de números complexos, com aplicações interessantes, baseadas nas ideias de Ar-

gand. Ele terminou seu artigo dizendo que a ideia se baseava no trabalho de um matemático

desconhecido e pediu que o matemático se desse a conhecer para poder receber o crédito por

suas ideias.

O artigo de Jacques Français apareceu no jornal  Annales de mathématiques de Ger-

gonne e Argand respondeu ao pedido de Jacques Français ao reconhecer que ele era o autor e

submetendo uma versão ligeiramente modificada de seu trabalho original com algumas novas

aplicações aos Annales de mathématiques. 

2.5.1 Essai Sur Une Maniere Une d  e Représenter Les Quantités Imaginaires   (1806)

Na página 1, Argand iniciou seu ensaio refletindo sobre uma grandeza a escolhida à

vontade,  se  essa  grandeza  fosse  adicionada  a  uma  segunda,  expressaria 2a e  assim  se

adicionado novamente 3a   e assim por diante obtendo uma série a ,2a ,3a , ... .

Argand  considerou,  na  página  2,  a  série  agora  em  ordem  decrescente….

...4a ,3a ,2a ,a e  verificou  uma  operação  inversa  daquela  formada  na  primeira  série

concluindo  uma  notável  diferença  entre  as  duas  séries;  a  primeira  poderia  ser  estendida

indefinidamente e a segunda não. Após o termo a é encontrado o termo 0 mas para ir

além, a natureza da grandeza deveria ser tal, que fosse operada em relação a 0 como foi

feito em relação aos termos ...4a ,3a ,2a , a . Isso nem sempre seria possível.

Se a , por exemplo,  designasse o peso de um material, como o grama, a série das

quantidades ...4a ,3a ,2a ,a não poderia ser continuada além do 0 ,  porque não poderia

ser  removido nenhum grama de 0 .  Portanto,  os termos a seguir  só poderiam existir  na

imaginação, e seriam chamados imaginários.

Nas páginas 2 e 3, Argand imaginou uma balança com duas bacias, dois pratos, A e

B onde os movimentos dos braços dessa balança fossem proporcionais aos pesos somados
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ou subtraídos.  Adicionado o peso n no prato A corresponderia  a  uma variação n ’ na

extremidade do braço, as variações seriam 2n’ ,3n’ ,4n’ ,.. . . Se o prato A tiver os pesos

n ,2n ,3n. . ,  obtendo n ’ ,2n ’ ,3n ’ .. . e  a  partir  de 3n ’ fossem  tirados  os  pesos,a

sequência 2n’ ,n’ ,0 seria  obtida.  Mas  essas  variações  seriam  conseguidas  não  só

removendo pesos do prato A , mas adicionando em B indefinidamente, assim formarão

novos  pesos  expressos  por �n ,�2n ,�3 n  e  esses  termos  chamados  negativos

expressariam quantidades tão reais como os positivos. Portanto entende-se que se dois termos

de sinais diferentes, tem o mesmo coeficiente, como 3n e �3n , eles expressariam dois

estados da alavanca que a extremidade que marca os pesos, em ambos, igualmente afastada do

ponto 0 .  Argand considerou  esse afastamento abstraindo  o  sentido que ocorre dando o

nome de absoluto.

Nas páginas 4 e 5, Argand faz duas observações sobre as quantidades negativas, a

primeira é que de acordo com a espécie de grandeza , a quantidade negativa poderia ser real

ou imaginária, a segunda, é que se duas quantidades de uma espécie suscetível fornecerem

valores  negativos  se  comparadas,  a  ideia  seria  complexa.  Inclui  1º)  a  ideia  de  relação

numérica dependente das grandezas respectivas consideradas absolutas; 2º) a ideia da relação

de direções ou sentidos aos quais pertenceriam, a relação seria sua identidade ou oposição.

Argand apresentou duas relações de proporção entre essas grandezas direcionadas:

+1 :+1: :�1 :�1 ,

+1 :�1 ::�1:+1 .

Onde : significa “está para” e : : significa “assim como”.

Sabendo  que  a  média  proporcional  geométrica  entre  duas  quantidades  de  sinais

diferentes, isto, é a quantidade x que satisfaria a proporção: +1 :+x : :+ x :�1 . 

Argand  sugeriu  ainda  a  possibilidade  de  encontrar  uma  grandeza  que  poderia

combinar a ideia de direção, de maneira que sendo adotadas duas direções opostas, uma para

valores positivo e outra para valores negativos.

Na página 6, ele considerou uma figura, vide Apêndice XVIII, onde um ponto K

seria fixo e adotou uma unidade positiva, a linha KA considerada como tendo a direção de

K para A ,  designada como KA ,  para distinguir  essa quantidade da linha KA em

que apenas considera-se a grandeza absoluta, a unidade negativa seria KI . A linha KE

seria perpendicular às precedentes e teria direção de K para E , que se expressa KE . A

direção de KA está para a direção de KE assim como esta está para a direção de KI . A



53

mesma condição seria cumprida para KN que para KE , essas duas últimas quantidades

estão  entre  elas  como +1 e �1 como  deveria  ser.  Eles,  portanto  são  expressos  por

+√�1 e �√�1 .

Na página 12, Argand apresentou os números imaginários e sua formação por parte

real e imaginária. ±a±b√�1 . 

Na página 13, definiu os segmentos para seu diagrama:

Na página 13, Argand definiu os segmentos para o diagrama :

Ele observou que existiam um número infinito  de espécies  de linhas  derivadas  da

unidade primitiva KA , KB , KC , KD .  KA seria a unidade primitiva ou positiva

sendo KC unidade negativa e KB e KD unidades médias.

Na página 14, vide figura Apêndice XI,  a ordem primária é composta pela espécie

primitiva KA e  a  negativa KC ,  a  ordem  mediana  contém as  espécies  médias KB e

KD .

Na  página  15,  Argand  sugeriu  modificar  a  expressão  das  chamadas  quantidades

imaginárias,  para se tornar  mais  simples.  Ao escrever +a√�1 ou �a√�1 por √�1 .

√�1 seria  um fator  que multiplica a ,  assim como +1 em +a e �1 em �a .´o

sinal  que  precede  o a que  tipo  de  espécie  de  unidade  expressa  esse  número.  Argand

empregou símbolos para designar quantidades imaginárias.

São  chamadas  quantidade  primária,  quantidade  mediana,  quantidade  de  ordem

mediana, quantidade de ordem primária e ordem mediana. 

Nas páginas 19 e 20, vide figura Apêndice XI, Argand mostrou a decomposição da

linha KP em duas partes, uma na ordem KA e outra na ordem de KB , desenhando em

KA , PN paralelo a BK obtendo KP=KN+NP ou também se PM for paralelo  a

KA obtém-se KP=KM+MP .

Esse livro, escrito por Argand foi o primeiro trabalho em interpretação geométrica de

números complexos, representados por ±a±b√�1 e também responsável pelo conhecido

diagrama de Argand.
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2.6 JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS

Figura 6: Gauss

Fonte: Wikipédia25 
Nascido em, 30 de abril de 1777, Braunschweig, Alemanha

Morto em 23 de fevereiro de 1855, Göttingen, Alemanha

De família humilde, mas com o incentivo de sua mãe obteve brilhantismo em sua car-

reira. 

Gauss se tornou o primeiro a construir um polígono regular de dezessete lados somen-

te com o auxílio  de  régua  e compasso.  Gauss  doutorou-se  em 1798,  na  Universidade  de

Helmstãdt e sua tese foi a demonstração do Teorema fundamental da Álgebra, provando que

toda equação polinomial f (x)=0 tinha pelo menos uma raiz real ou imaginária e para isso

baseou-se em considerações geométricas.

Deve-se a Gauss a representação gráfica dos números complexos pensando nas partes

real e imaginária como coordenadas de um plano. 

Em sua tese de 1799 Gauss fez uma demonstração do chamado teorema fundamental

da álgebra. Considerou um polinômio P(x+ iy) da variável complexa, ele separou a parte

real Q(x , y ) da parte imaginária R(x , y ) , P(x+ iy)=Q(x , y )+iR (x , y)  e procurou as

raízes do polinômio. Este raciocínio foi claramente relacionado à correspondência entre os

números complexos e os pontos e as curvas do plano.

25Disponível em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss Acesso em 25 maio 2020
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2.6.1   Theoria residuorum biquadraticum Commentatio segunda   (1831)

O artigo de Gauss inaugurou uma nova perspectiva ao propor a  sua representação

geométrica envolvendo os complexos.

No  texto  de  Gauss  sobre  os  resíduos  biquadráticos:  Theoria  residuorum

biquadraticum Commentatio segunda, editado pela revista Anzeigen, de Göttingen, em 1831,

se endereçava a um público mais amplo do que a comunidade matemática. 

Nesse texto, Gauss demonstrou a necessidade dos números complexos, em sua relação

com soluções de equações de resíduos biquadráticos.

Esse artigo  visava demonstrar  o  teorema da reciprocidade  biquadrática.  Isso levou

Gauss a elaborar uma extensão do domínio dos números inteiros ao dos números imaginários

inteiros. O passo decisivo residiu na consideração que um número primo da forma 2 p+1

seria soma de dois quadrados; e assim surgiu uma fatoração do número primo como produto

de  dois  números  imaginários: (2 p+1)=a2+b2=(a+bi)(a�bi) .  Gauss  observou  que  a

aritmética dos números imaginários possuía as mesmas propriedades dos números inteiros.

Na  página  8,  item 30,  Gauss  iniciou  seus  estudos  com números  complexos,  onde

a ,b são números reais e o número complexo foi definido como: a+bi .

Nessa  página  9,  Gauss  mostrou  um  número  complexo  e  considerou a e b

números reais e i a abreviação de √�1 . os complexos poderiam ser reais ou imaginários.

As grandezas complexas não excluíam as reais, mas compreendiam entre si aquelas

enquanto caso especial, para b=0 ,  os reais e se a=0 , os imaginários. Ele considerou

quatro unidades: +1 , �1 , +i , �i .

Na página 11, ele apresentou a divisão de complexos:
a+bi
c+di

a+bi
c+di

.
c�di
c�di

=a+bi .
c�di

c
2+d2

=
ac+bd+(bc�ad) i

c
2+d2

=
ac+bd

c
2+d2

+
bc�ad

c
2+d2

i

A radiciação √a+bi e a transformação do complexo a+bi em r (cosφ +isenφ )

que facilitaria os cálculos.

Na mesma página 11, Gauss enunciou a fatoração de um número primo. 

2=(1+ i)(1�i ) ; 5=(1+2i )(1�2 i) ; 13=(3+21)(3�21) ;

17=(1+4 i )(1�4 i) .
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Chamou de composto a um número complexo inteiro, se for o produto de dois fatores

inteiros diferentes das unidades; um número complexo que não admitia tal decomposição foi

chamado número complexo primo. Assim é primo o número real  3,  considerado  também

como número complexo primo, enquanto 5 como número complexo é composto e igual a

(1+2i )(1�2 i) .

Nesse  artigo,  Gauss  apresentou  sua  representação  geométrica  envolvendo números

complexos, considerou operações de multiplicação, divisão e extraiu raiz quadrada, estudou a

decomposição de um número inteiro como produto de números complexos.

2.7 JÓZEF MARIA HOENE WRONSKI  

Figura 7: Wronski

Fonte: Wikipédia26 

Nasceu em 23 de agosto de 1778 em Wolsztyn, Polônia

Morto em 8 de agosto de 1853 em Neuilly-sur-Seine (perto de Paris), França

Em  1803,  ele  elaborou  vários  trabalhos  científicos  em  Marselha,  uma  teoria  do

universo e suas origens.

Seu primeiro livro sobre os fundamentos da matemática foi publicado em 1810, mas,

depois de receber críticas de Lacroix e Lagrange, Wronski rompeu relações com o Instituto

em Paris. 

Sua publicação Résolution générale des équations de tous degrés 1812, mostrava que

todas as equações tinham uma solução algébrica. Isso contradisse os resultados de Ruffini que

26Disponível em:https://pt.wikipedia.org/wiki/Josef_Ho%C3%ABn%C3%A9-Wronski 
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já haviam sido publicados. Esse trabalho de Wronski, embora errado, ainda teve aplicações

importantes e continha novas ideias interessantes.

Em  1803,  ele  elaborou  vários  trabalhos  científicos  em  Marselha,  uma  teoria  do

universo e suas origens.

Seu primeiro livro sobre os fundamentos da matemática foi publicado em 1810, mas,

depois de receber críticas de Lacroix e Lagrange, Wronski rompeu relações com o Instituto

em Paris. Sua publicação Résolution générale des équations de tous degrés de 1812, mostrava

que  todas  as  equações  tinham  uma  solução  algébrica.  Isso  contradisse  os  resultados  de

Ruffini que já haviam sido publicados. Esse trabalho de Wronski, embora errado, ainda teve

aplicações importantes e continha novas ideias interessantes.

Em  Réfutation  de  la  théorie  des  fonctions   analytiques  de  Lagrange   publicado  em

1812, ele criticou o uso de séries infinitas de Lagrange e introduziu suas próprias ideias para

expansões em série de uma função. Os coeficientes nesta série são determinantes conhecidos

como wronskianos. O conhecido wronskiano, trata-se de um determinante de ordem n em

que os elementos da primeira linha ou coluna são funções e os demais são derivações da linha

ou coluna anterior. Observa-se e prova-se que caso o wronskiano seja diferente de zero em

algum ponto do intervalo dado, as funções são linearmente independentes.  Peano  estudou

esses determinantes em vários artigos que serão apresentados nesse trabalho.

Seu  livro  A course  of  mathematics,  Introduction  determining  the  general  state  of

mathematics foi publicado em Londres em 1821.

Wronski  trabalhou  essencialmente  com  análise  matemática  e  álgebra.  Em  análise

estudou expansão de funções em série de potência e equações diferenciais.

2.7.1 Réfutation de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange (1812)

Nesse artigo, Wronski calculou os coeficientes de uma série de funções analíticas, ou

seja, que podem ser expandidas em séries de Taylor.
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Analisando,  Réfutation de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange nota-se

que Wronski usou somatória de combinações, ou ainda, numa linguagem mais atual, determi-

nantes, que Thomas Muir27 em 1882, chamou de determinantes de Wronski ou wronskianos. 

Na página 13, foi dada uma forma geral das séries: Fx=A0+A1Φ x+A2Φ x
2
ξ +.. .  e

suponha que Φ x seja uma função qualquer de x e ξ um aumento arbitrário. 

Nessa página 14, foi fornecida a lei de formação dos coeficientes A0 , A1 , . . . Foram

dadas as funções X1 , X2 ,X3. .. . de única variável, Wronski apresentou essa soma combinató-

ria como W [∆a
X1.∆b X2.∆

c
X3.∆b

X 2...∆
p
Xv ] , que seria a somatória dos produtos das dife-

renças dessas funções,  compostas com os expoentes a ,b , c .. . das diferenças em questão,

com todas as permutações possíveis. 

As  diferenças  consecutivas  que  compõe  o  produto  seriam

∆ X1 .∆ X2 .∆ X3.∆ X2...∆ X v .

Wronski  deu  a  esses  produtos  separadamente,  sinal  positivo  quando o  número  de

variações dos expoentes a ,b , c ,.. . estiver em ordem alfabética e o sinal negativo quando

esse número de variações for ímpar. 

Por exemplo:

W [∆a
X1]=∆

a
X1

W [∆a
X1 .∆b X2]=∆

a
X1 .∆b X2�∆

b
X1 .∆a X2

Na  página  15,  Wronski  afirmou  que  a  formação  dessa  soma  combinatória  seria

utilizada  para  obtenção  dos  coeficientes A0 , A1 , A2.. . a  serem  determinados  da  função

Fx=A0+A1.Φ x+A2.Φ
2∣ε+.... e seriam obtidos por:

Aµ=
W [∆aΦ x .∆bΦ x2 /ε

.∆cΦ x3/ε ...]

∆aΦ x .∆bΦ x2/ ε
.∆cΦ x3 /ε ...

onde µ varia de 1 a ∞ .

Atualmente, W [∆a
X1 .∆b X2]=∆

a
X1 .∆b X2�∆

b
X1 .∆a X2  é  interpretado  como:

W [∆a
X1 .∆b X2]=|∆

a
X1 ∆b

X1

∆a X2 ∆b X2
| considerando a=0 e b=1 .

27Thomas Muir (1844-1934), matemático escocês.
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Esse determinante é aplicado para verificação se as funções são linearmente indepen-

dentes,  caso W [∆a
X1 .∆b X2]≠0 em algum ponto,  as funções são linearmente independen-

tes e foi bastante estudado por Peano.

2.8 AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY 

Figura 8: Cauchy

Fonte: Sapaviva28

Nascido em 21 de agosto de 1789, Paris, França

Morto em 23 de maio de 1857, Paris, França

Laplace  e  Lagrange  eram  visitantes  na  casa  da  família  Cauchy  e  Lagrange  em

particular se interessou pela educação matemática do jovem Cauchy. Em 1807 ele se formou

na École Polytechnique e ingressou na escola de engenharia École des Ponts et Chaussées. 

Cauchy foi o primeiro a fazer um rigoroso estudo das condições de convergência de

séries infinitas, além de sua rigorosa definição de integral.  Seu texto  Cours d'analyse, em

1821, foi criado para os estudantes da École Polytechnique e preocupava-se em desenvolver

os teoremas básicos do cálculo o mais rigorosamente possível. 

Sua produtividade foi tão prodigiosa que fundou uma espécie de jornal, o Exercices de

Mathématiques (1826-1830) seguido de um outro,  Exercices d’Analyse Mathématique et de

Physique, para publicação de sua produção de trabalhos em matemática pura e aplicada. 

Numerosos estudos em matemática levam o nome de Cauchy: - o teorema da integral

de  Cauchy,  na  teoria  das  funções  complexas,  o  teorema  da  existência  de  Cauchy-

Kovalevskaya  para  a  solução  de  equações  diferenciais  parciais,  as  equações  de  Cauchy-

28Disponível em:https://www.sapaviva.com/augustin-louis-cauchy-2/ 
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Riemann  ,  as  seqüências  de  Cauchy,  a  desigualdade  de  Cauchy-Schwarz,  a  sucessão  de

Cauchy, a distribuição de Cauchy, o tensor de Cauchy, o produto de Cauchy,o horizonte de

Cauchy. Ele produziu 789 trabalhos de matemática.

2.8.1 Cours D  ’Analyse de École Royale Polytechnique   (1821)

A  desigualdade  de  Cauchy  ou  como  conhecida  atualmente  de  Cauchy-Schwarz,

porque foi redescoberta por Hermann Amandus Schwarz29 em 1888:

|u .v|≤|u|.|v| para  qualquer u e v u , v∈Rn é  considerada  uma  das  mais

importantes  desigualdades  matemáticas.  Essa  desigualdade  aparece  em  vários  contextos

diferentes da Matemática, em análise, séries infinitas, integração de produtos e na teoria de

probabilidades aplicando as variâncias e covariâncias.

Em seu livro  Cours  D’Analyse  de  École  Royale  Polytechnique,  em 1821,  Cauchy

desenvolveu essa desigualdade em notas sobre análise algébrica, sobre fórmulas que resultam

do uso de desigualdades < ou > .

No teorema 14 da página 452 de  Cours D’Analyse de École Royale Polytechnique,

Cauchy iniciou o teorema com uma ideia de módulo de um sistema.

Considere os módulos de (a ,a ' , a '' ,...) e (b ,b ' , b '' ,...)

√a2+a2
'+a2

'' ... e √b2+b2
'+b2

'' ...

Se as frações forem iguais
a

b
=
a '

b'
=
a ''

b ''
, então:

a

b
=
a '

b'
=
a ''

b ''
=√(a

2+a2
'+a2

'')

√(b2+b2
'+b2

'')
demonstrado  algebricamente,  considerando

(a , a ' , a '' ,...)=λ (b ,b ' , b '') com λ escalar e fazendo as substituições pertinentes.

Considerando o 14° teorema, se frações equivalentes forem: 

a
α =

a '

α '
=
a ''

α ''
= √(a2+a2

'+a2
'')

√(α 2+α 2
'+α 2

'')
e (a , a ' , a '' ,...)=λ (α ,α ' ,α '' ...) , λ escalar

verifica-se que:

29Hermann Amandus Schwarz(1843-1921)- matemático alemão
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(aα +a 'α '+a ''α ''+...)=√(a2+a2
'+a2

''+...).√(α 2+α 2
'+α 2

''+...) ,pois  substituindo

a=λα e a '=λα ' na  equação
a
α =

a '

α '
=
a ''

α ''
= √(a2+a2

'+a2
'')

√(α 2+α 2
'+α 2

'')
a  igualdade  é

constatada.

No 15º teorema, Cauchy fez a demonstração de que:

(a+a'+a ''+...)<√n .√(a2+a2
'+a2

'') ele usou uma combinação de todas as maneiras

possíveis com dois a dois membros (a+a'+a  '' )2+(a�a ')2+(a�a '')2 ...=n(a2+a' 2+...) .

Então: (a+a'+a ''+...)2<n .(a2+a2
'+a2

'') pois todos os outros termos são positivos

por serem quadrados. Consequentemente: (a+a'+a ''+...)<√n .√(a2+a2
'+a2

'') .

No  Corolário  da  página  454  que  diz  respeito  ao  15º  teorema,  Cauchy  utilizou  o

resultado  desse  teorema  e  dividiu  os  dois  lados  da  desigualdade

(a+a'+a ''+...)<√n .√(a2+a2
'+a2

'') por n ,  obtendo:
(a+a'+a ''+...)

n
< √(a

2+a2
'+a2

'')

√n

pois √n
n
=

1

√n
.

No 16º teorema, página 455, Cauchy fez a demonstração de que se:

a

α  
,
a '

α '
,
a ''

α ''
, .. não são frações iguais ou equivalentes, então:

(aα +a 'α '+a ''α ''+...)<√(a2+a2
'+a2

''+ ...) .√(α 2+α 2
'+α 2

''+ ...) .

A  ideia  da  somatória: aα +a 'α '+a ''α ''+.. . remete  a  produto  interno,  como

atualmente é chamado.

Cauchy  novamente  combinou  diferenças  ao  quadrado  com dois  a  dois  membros,

considerando todas as maneiras possíveis:

 

(aα +a 'α '+a ''α ''+..)2+(aα '�a'α )2+(aα ''�a ''α )2+..=(a2+a' 2+a ''
2+ ..) .(α 2+α '2+α ''

2+..)

Considerando termos positivos, então: 

(aα +a 'α '+a ''α ''+..)2<(a2+a '2+a ''
2+..) .(α 2+α '2+α ''

2+..)

Extraiu a raiz quadrada e obteve:

(aα +a 'α '+a ''α ''+...)<√(a2+a2
'+a2

''+ ...) .√(α 2+α 2
'+α 2

''+ ...) .
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Nesse 16º teorema, as frações não eram iguais, ou seja, não havia um λ  escalar que

fizesse (a , a ' , a '' ,...)=λ (α ,α ' ,α '' ...) então (a ,a ' , a '' ,...) e (α ,α ' ,α '' ...) são

linearmente independentes, termo atual, verificando a desigualdade:

(aα +a 'α '+a ''α ''+...)<√(a2+a2
'+a2

''+ ...) .√(α 2+α 2
'+α 2

''+ ...) .

Compilando as conclusões do 14º teorema e do 16º teorema, obtém-se a desigualdade

de Cauchy:

(aα +a 'α '+a ''α ''+...)≤√(a2+a2
'+a2

''+...).√(α 2+α 2
'+α 2

''+...) que  pode  ser

escrita também como: |a .α|≤|a|.|α| .

Nesse artigo,  Cauchy utilizou ideias do que atualmente entende-se  como conjuntos

linearmente independentes para demonstrar parte de sua desigualdade. 

Se (a ,a ' , a '' ,...) e (α ,α ' ,α '' ...) linearmente independentes, então:

(aα +a 'α '+a ''α ''+...)<√(a2+a2
'+a2

''+ ...) .√(α 2+α 2
'+α 2

''+ ...) .

2.9 AUGUST FERDINAND MÖBIUS 

Figura 9: Möbius

Fonte: Universidade de Coimbra30

Nascido em 17 de novembro de 1790, Schulpforta, Saxônia, Alemanha

Morto em 26 de setembro de 1868 Leipzig, Alemanha

30Disponível em: https://www.uc.pt/fctuc/dmat/departamento/bibliomat/servicos/matematicos/Mobius-A 
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Möbius trabalhou na essência do que se tornariam os vetores, um prenúncio do sistema

vetorial, os segmentos de reta.

Möbius era também astrônomo e em 1813 se mudou para Göttingen para estudar as-

tronomia com Gauss, se doutorou em 1815 com a dissertação De computandis occultationi-

bus fixarum sobre planetas com o mesmo orientador de Gauss.

Seu pós-doutorado foi sobre equações trigonométricas. Escreveu várias obras sobre as-

tronomia.  Outras grandes obras e artigos,  como:  Der Barycentrische Calkül (1827);  Über

Eine Besondere Art Von der Umkehrung Reihen (1831); Lehrbuch der Statik (1837).

Em Der Barycentrische Calkül, Mobius introduziu diretamente segmentos de reta que

eram denotados por letras do alfabeto, vetores na essência, mas não no nome. No seu estudo

de centros de gravidade e geometria projetiva, Möbius desenvolveu uma aritmética destes

segmentos de reta; adicionou-os e mostrou como multiplicá-los por um número real.

Seu trabalho mais conhecido é provavelmente a faixa de Möbius, um objeto obtido

pela colagem das duas extremidades de uma faixa, após dar meia volta numa delas.

2.9.1 Der Barycentrische Calkul (1827)

Em seu primeiro capítulo, página 3, Möbius definiu os pontos A e B de uma mes-

ma linha reta.  Definição de segmento que saía de um ponto A até um ponto B como

AB .  Consequentemente,  um segmento  que fosse  de B para A como BA ou como

�AB ,  pois  teria sentido oposto a AB ,  assim AB+BA=0 onde 0 também era um

ponto da mesma linha reta que A e B .

Na página 4, um ponto C na mesma linha reta, entre A e B ou fora do lado de

A ou do lado de B foi determinada a expressão BC+CA+AB=0 e consequentemente

CB�CA=AB . 

Se BC+CA+AB=0 então AB=�BC�CA pois: 

BC�BC+CA�CA+AB=0�BC�CA

0+0+AB=0�BC�CA
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como CB=�BC então AB=CB�CA .

Möbius utilizou a ideia de um paralelogramo e somou segmentos colineares. No para-

lelogramo ABCD , ele utilizou o paralelismo dos lados desse quadrilátero verificando que:

AB=DC , BC=AD , AB+CD=0 .

Verificou ainda que dados os pontos A e B , foram traçadas duas linhas paralelas

AA ’ e BB ’ tais que a .AA ’+b .BB ’=0 e dados os números a e b relacionados en-

tre si, cuja soma era diferente de zero. Qualquer linha reta através de um ponto definido P

satisfaz essa condição

É encontrado o ponto P , o centro de gravidade dos pontos A e B , com pesos

a e b e está entre a e b  forem ambos positivos.

Nessa página, Möbius mostrou dois segmentos de reta paralelos e que existiriam dois

números a e b positivos que mantinham uma relação entre eles satisfazendo a equação

a .AA ’+b .BB ’=0 , a ideia de que os segmentos eram paralelos, eles seriam linearmente

dependentes, termo atual, havendo uma relação linear entre eles.

Na página 9 e 10, num teorema, Möbius declarou que dado um número v de pontos

A ,B ,C , ....N com coeficientes a ,b , c ,..n , onde a soma dos coeficientes não era igual a

zero, era sempre encontrado um ponto S , com a propriedade de que se forem desenhadas

linhas paralelas em qualquer direção por pontos dados e o ponto S e se essas linhas inter-

ceptarem algum plano nos pontos A ' ,B ' ,C ' ...N ' , S ' então:

a AA'+bBB '+cCC '+....+nNN '=(a+b+c+....+n)SS '

S seria o centro de gravidade do sistema A ,B ...N com os pesos a ,b , c ...n

Um conjunto definido de coeficientes a ,b , c ...n ou pesos determina um ponto defi-

nido de centro de gravidade.

E se o plano passasse por S então:

a AA'+bBB '+cCC '+....+nNN '=0

Möbius tratou de pontos ponderados, com pesos, ou coeficientes numéricos positivos

ou negativos que foram adicionados como massas pontuais no centro de gravidade de um cor-

po.
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Na página 21, dados três pontos B ,C ,D em linha reta e um ponto A fora dela en-

tão: CD+DB+BC=0 e ACD+ADB+ABC=0 .

Möbius adicionou triângulos: ACD+ADB+ABC=0 .

Na página 24, C , D ,E são três pontos em linha reta e um quarto ponto B  fora

dela e um quinto ponto A não passa por B ,C ,D , E então ABDE+ABEC+ABCD=0

Möbius adicionou pirâmides: ABDE+ABEC+ABCD=0 .

Nesse artigo, Möbius estudou centro de gravidade usando o conceito geométrico, utili-

zando segmentos orientados, adicionando e multiplicando-os por um número real para obten-

ção do centro de gravidade. Esses segmentos de reta orientados podem ser considerados veto-

res na sua essência.

2.10 WILLIAN STIRLING HAMILTON 

Figura 10: Hamilton

Fonte: Instituto de Estudos Avançados da Universidade de São Paulo31

Nascido em 04 de agosto de 1805, Dublin, Irlanda

Morto em 02 de setembro de 1865, Dublin, Irlanda

Em 1833 apresentou à Academia Irlandesa um artigo em que a álgebra dos números

complexos era definida como uma álgebra de pares ordenados de números reais, definição

que  usamos  até  hoje.  Hamilton  em  suas  pesquisas  considerou  quádruplos  ordenados

31Disponível  em:http://www.iea.usp.br/noticias/conferencia-resgata-a-pesquisa-de-william-rowan-hamil-

ton .Acesso em 25 maio de 2020
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(a , b , c , d) de números reais, tendo imersos neles tanto os números reais como os números

complexos. Chamou esses elementos de quatérnios. Hamilton definiu a adição e a multiplica-

ção dos quatérnios, podendo verificar as propriedades associativas e comutativa da adição,  a

multiplicação era associativa e distributiva em relação à adição, mas não valeria a lei comuta-

tiva da multiplicação. Este foi historicamente, o primeiro exemplo de uma álgebra não-comu-

tativa.

Assim, a álgebra dos quatérnios, a primeira álgebra não-comutativa, subitamente nas-

ceu e abriu as portas da álgebra abstrata.

Sua obra Lectures on Quaternions foi publicada em 1853, e depois disso dedicou-se à

preparação da obra ampliada, Elements of Quaternions., que não estava terminada quando ele

morreu em 1865 mas foi editada e publicada por seu filho no ano seguinte. Hamilton definiu

conceitos hoje muito utilizados como versor, gradiente, divergência. 

2.10.1Theory  of  Conjugate  Functions,  or  Algebraic  Couples;  with  a  Preliminary  and

Elementary Essay on Algebra as the Science of pure Time (1837)

Nesse artigo, Hamilton percebe operações de pares ordenados (a ,b) com a ,b∈ℝ

Na página 95, Hamilton apresentou as operações de soma, subtração, multiplicação e

divisão entre esses números, considerados pares ordenados. 

(b1 , b2)+(a1 , a2)=(b1+a1 , b2+a2) (b1 , b2)�(a1 , a2)=(b1�a1, b2�a2)

(b1 , b2)(a1 , a2)=(b1 , b2)x (a1, a2)=(b1a1�b2a2 , b1a2+b2a1)

(b1 , b2)

(a1 , a2)
=
b1a1+b2a2

a1

2+a1

2
.
b2a1�b1a2

a1

2+a2

2

Segue a ideia de operações de soma, subtração, multiplicação e divisão de números

complexos.
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2.10.2 On Quaternions or on a New System of Imaginaires in Algebra (1844)

Escrito em 1844 e publicado na Philosophical Magazine.

Hamilton relatou em O  n Quaternions or on a New System of Imaginaires in Algebra,  

página 26, sobre a separação da parte real e imaginária dos quatérnios, chamando a parte real

de escalar,  denominando de Scal ou S e a parte  imaginária  que seria geometricamente

construída  por  uma  reta  ou  um raio  vetor,  determinando  uma  direção  no  espaço  que  se

chamaria parte  vetor,  denominando Vect ou V . A .  A palavra vetor e a  palavra escalar

apareceram pela primeira vez.

Na página 27, Hamilton considerou que o quatérnio era formado por uma parte por

escalar e outra parte por vetor e foi descrito como:

Q=Scal .Q+Vect .Q=SQ+VQ . Operações possíveis com vetores foram mostradas,

como: S .S=S ; V .V=V : V . S=0 ; 1=S+V ; 1�S=V ;  1�V=S e a fórmula

do  que  Hamilton  denominou  de  tensor  ou  módulo: (TQ)2=(SQ)2�(VQ)2 .O módulo  ou

tensor seria sempre um número real e positivo ou número absoluto.

Na página 30, Hamilton aplicou a multiplicação de dois quatérnios. São dados dois

quatérnios: α=ix+ jy+kz e α '=ix '+ jy '+kz ' ,  então: Sα .α '=�(xx '+ yy '+zz ' ) que

significava a parte escalar da multiplicação ou produto dos dois quatérnios. Consequentemen-

te,  a  parte  vetor  da  multiplicação  ou  produto  desses  mesmos  dois  quatérnios  seria

V .α .α '=i ( yz '�zy ' )+ j (zx '�xz ' )+k (xy '� yx ') . A multiplicação desses quatérnios for-

necendo  a  parte  escalar  e  a  parte  vetor,  somente  era  obtida  se  fosse  considerado:

i
2= j2=k2=�1 , ij=� ji=k , jk=�kj=i , ki=�ik= j .

Salienta-se nesse artigo, as operações de soma e multiplicação entre os quatérnios, ve-

rificando ser uma álgebra não-comutativa: V α .α '≠V α ' .α .
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2.10.3 Lectures on   Quaternions   (1853)

No  Capítulo  VII,  Hamilton  iniciou  com  a  expressão  da  forma  de  um  quatérnio:

q=w+ix+ jy+kz ,  onde  a  parte  escalar  seria Sq=w e  a  parte  vetor  seria

Vq=ix+ jy+kz .

Na página 448, Hamilton garantiu a propriedade associativa na soma e subtração de

dois quatérnios:

q=w+ix+ jy+kz  e q '=w '+ ix '+ jy '+kz ' que resultou em: 

q ’+q=w ’+w+i (x ’+x )+ j( y ’+ y )+k (z ’+z )

q ’�q=w’�w+i(x’�x )+ j( y ’� y)+k (z ’�z)

Dado um quatérnio q=w+ix+ jy+kz e q=0 se w=x= y=z=0 .

Na página  449,  dados os  quatérnios r , q , a ,  Hamilton apresentou  o  princípio  da

distributiva (r+q)a=ra+qa  e  propriedade  da  multiplicação  entre  quatérnios

rq .a=r .qa .

Observa-se que Hamilton já havia desenvolvido as propriedades de soma, subtração e

multiplicação entre quatérnios, neste caso mantendo a ordem dos fatores.
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2.11 BENJAMIN PEIRCE

Figura 11: Peirce

Fonte: Wikipédia 32

Nascido em 4 de abril de 1809, Salem, Massachusetts, EUA –

Morto em 6 de outubro de 1880, Cambridge, Massachusetts, EUA

Peirce  se  formou  na  Universidade  de  Harvard  em  1829  e  aceitou  um  cargo  de

professor com George Bancroft em sua Round Hill School em Northampton, Massachusetts.  

Ele escreveu uma série de livros e monografias lidando com trigonometria, álgebra,

geometria,  astronomia e navegação, bem como um tratado elementar  sobre o som (1836).

Ajudou a determinar a órbita do recém-descoberto planeta Netuno e calculou as perturbações

produzidas entre sua própria órbita, as de Urano e outros planetas. Peirce, que foi um defensor

influente das ideias de William Hamilton.

Seu livro A System of Analytical Mechanics (1855) é considerado um dos mais impor-

tantes livros matemáticos produzidos nos Estados Unidos até aquela data. Seu trabalho, Line-

ar Associative Algebra (1870) foi um estudo de possíveis sistemas de álgebras múltiplas, re-

sultou de seu interesse em quatérnios.

32Disponível em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Benjamin_Peirce Acesso em 25 maio 2020
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2.11.1 Linear As  sociative Álgebra   (1870)

Peirce iniciou seu livro com 72 definições, mas somente algumas, aquelas pertinentes

e necessárias a esse trabalho serão apresentadas. Essas definições estão numeradas de acordo

com a obra de Peirce.

1)  Matemática:  A  matemática  é  a  ciência  que  tira  conclusões  necessárias.  Essa

definição de matemática é mais ampla do que a que era normalmente dada e pelo seu alcance

é limitada à pesquisa quantitativa.

Para Peirce, a Matemática não seria a descobridora de leis, pois não seria indução;

nem seria a criadora de teorias, pois não seria hipótese; mas seria a juíza de ambos, e a árbitro

que cada uma deveria remeter suas reivindicações; nem a lei poderia governar nem a teoria

explicar  sem a  sanção  da  Matemática.  A matemática  deduziria  de uma lei  todas  as  suas

consequências e as desenvolveria na forma adequada para comparação com a observação e,

assim, mediria a força do argumento da observação em favor de uma lei proposta ou de uma

forma proposta de aplicação de uma lei.

2) Álgebra: Para Peirce, os ramos da matemática eram tão variados quanto as ciências

às quais pertenciam, e cada sujeito da investigação física teria sua matemática apropriada. Em

toda forma  de  manifestação  material,  existiria  uma  forma  correspondente  de  pensamento

humano, de modo que a mente humana seria tão ampla em seu alcance de pensamento quanto

o  universo  físico.  Os  dois  eram maravilhosamente  combinados.  Mas  onde  haveria  uma

grande diversidade  de aparência  física,  muitas  vezes  haveria  uma grande semelhança  nos

processos  de  dedução.  Deveriam  ser  adotados  símbolos  que  pudessem  servir  para  a

incorporação de formas de argumentação. As palavras da linguagem comum são geralmente

impróprias  para  esse  fim,  de  modo  que  outros  símbolos  deveriam  ser  adotados,  e  a

Matemática tratada por esses símbolos é chamada de Álgebra. 

3)Todas  as  relações  seriam  qualitativas  ou  quantitativas.  As  relações  qualitativas

poderiam ser consideradas por si mesmas, sem levar em conta a quantidade. A Álgebra de tais

pesquisas seria chamada de Álgebra Lógica, da qual um bom exemplo seria dado por Boole.

4)  Os  símbolos  de  uma  álgebra,  com  as  leis  da  combinação,  constituiriam  sua

linguagem;  o  método  de  usar  os  símbolos  no  desenho  de  inferências  sua  arte;  e  sua

interpretação, sua aplicação científica.
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5) A linguagem da álgebra teria seu alfabeto, vocabulário e gramática. 

6)  Os  símbolos  da  álgebra  seriam  de  dois  tipos:  uma  classe  representaria  suas

concepções fundamentais e seria chamada de letras, e a outra representaria as relações ou

modos de combinação das letras chamados de sinais.

7) O alfabeto de uma álgebra consistiria em suas letras; o vocabulário definiria seus

signos e as combinações elementares de suas letras; e a gramática forneceria as regras de

composição  pelas  quais  as  letras  e  os  sinais  seriam  unidos  em  um  sistema  completo  e

consistente.

8)  As  álgebras  poderiam  ser  distintas  entre  si  pelo  número  de  suas  concepções

fundamentais independentes ou pelas letras de seu alfabeto. Assim, uma álgebra que possuísse

apenas uma letra em seu alfabeto seria uma única álgebra;  uma que tem duas letras, uma

álgebra dupla;  uma das três  letras uma álgebra tripla; uma das  quatro letras,  uma álgebra

quádrupla e assim por diante. Cada concepção fundamental poderia ser chamada de unidade;

e  assim cada  unidade  teria  sua  letra  correspondente,  e  as  duas  palavras,  unidade  e  letra,

poderiam  ser  usadas  indiscriminadamente  no  lugar  uma  da  outra,  quando  não  causarem

confusão.

9) Para Peirce, sua Álgebra geralmente não se estenderia além da álgebra sêxtupla,

limitando  a  demanda  da  álgebra  na  maioria  das  vezes  a  seis  letras;  e  as  seis  letras,

i , j , k , l ,m , e seriam restritas a esse uso, exceto em casos especiais.

10) Para qualquer letra dada, outra poderia ser substituída, desde que uma nova letra

representasse  uma  combinação  das  letras  originais  das  quais  a  letra  substituída  seria  um

componente necessário. Por exemplo, qualquer combinação de duas letras, que dependesse

inteiramente  de  seu  valor  de  ambos  os  componentes,  como soma,  diferença  ou  produto,

poderia ser substituída por qualquer uma delas. 

11)  Ao  realizar  a  substituição  de  letras,  a  letra  original  seria  preservada  com  a

distinção  de  um  número  subscrito.  Assim,  para  a  letra i ,  seriam  sucessivamente

substituídos, i1i2 , i3 , etc. 

Peirce introduziu vários símbolos:

17) O sinal = , chamado de igualdade, seria usado no sentido comum para denotar

que as duas expressões que fossem separadas seriam o mesmo todo, embora representassem

combinações diferentes de partes. 
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18) Os sinais > ,< que são os da desigualdade,  e denotam "mais que" ou "menos

que" em quantidade, seriam usados para denotar as relações de um todo com sua parte, de

modo que o símbolo que denota a parte estaria no vértice do ângulo e aquilo que denota o

todo em sua abertura.  Isso envolveria a proposição de que a menor das quantidades fosse

incluída  na  classe  expressa  pela  maior.  Então: B<A ou A<B .  B<A denotaria  que

A é o todo e B é a parte.

20) O sinal + é chamado mais na álgebra comum e indica adição. A soma também

não seria afetada pela composição dos elementos.

A+B=B+A

(A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C .

21) O sinal - é chamado de menos na álgebra comum e denota subtração. Mantendo

o mesmo nome, o processo seria considerado como o reverso da adição; de modo que, se uma

expressão fosse adicionada e subtraída primeiro, ou o inverso, ela desapareceria do resultado;

ou seria cancelada.

A+B�B=A�B+B=A e B�B=0 . 

22)  O  sinal x foi  adotado  a  partir  de  álgebra  comum com o  nome  do sinal  de

multiplicação, mas sem referência ao significado do processo. O resultado da multiplicação

deveria ser chamado de produto. Os termos combinados pelo sinal de multiplicação foram

chamados de fatores; o fator que precedesse o sinal como o multiplicador e o que se seguisse

como multiplicando.

23) Quando uma expressão usada como fator em certas combinações produzisse um

produto que desapareceu, seria chamada nessas combinações de "nilfator". 

24) Quando uma expressão usada como fator em certas combinações sobre potências e

ela própria fosse o produto, seria chamada de"idemfator". 

25)  Quando  uma  expressão  elevada  ao  quadrado  ou  a  qualquer  potência  superior

desaparecesse,  poderia  ser  chamada  "nilpotente";  mas  quando,  elevado  a  uma  potência

quadrada ou superior, se apresentasse como resultado, poderia ser chamado de "idempotente"

As  equações  que  definissem  expressões  nilpotentes  e  idempotentes  foram

respectivamente A
n=0 e A

n=A ; mas com referência a expressões idempotentes, sempre

seria assumido que elas teriam a forma A
2=A , a menos que fosse indicado de outra forma.
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Divisão seria o inverso da multiplicação. Seria o processo para obter um dos fatores de

um determinado produto quando o outro fator fosse dado.

29) Aa=aA , a seria chamado de coeficiente por Peirce.

Da mesma maneira, termos que diferissem apenas em seus coeficientes, poderiam ser

adicionados adicionando seus coeficientes:

(a±b)A=aA±bA=Aa±Ab=A (a±b)

30) A simplicidade excessiva da concepção de uma equação envolveria a identidade

das equações A=B e B=A e a substituição de B por A em todas as expressões, para

que MA±C=MB±C ou  os  membros  de  uma  equação  poderiam  ser  transpostos

mutuamente ou aumentados ou diminuídos simultaneamente ou multiplicados ou divididos

por expressões iguais.

31) Princípio distributivo da multiplicação:

(A±B)C=AC±BC

C(A±B)=CA±CB

32) Princípio associativo da multiplicação:

ABC=(AB )C=A(BC )

33) Princípio comutativo da multiplicação:

AB=BA . Esse princípio não foi adotado na investigação de Peirce.

34)  Uma  álgebra  na  qual  toda  expressão  fosse  redutível  à  forma  de  uma  soma

algébrica de termos, cada uma das quais consistiria em uma única letra com um coeficiente

quantitativo, Peirce chamou de Álgebra Linear. 

36) Para Peirce, uma álgebra na qual pudesse existir um intercâmbio completo de suas

unidades  independentes,  sem  alterar  as  fórmulas  de  combinação,  seria  uma  álgebra

completamente simétrica; e aquela em que houvesse um intercâmbio parcial de suas unidades

seria parcialmente simétrico. Mas o termo simétrico não deveria ser aplicado, a menos que o

intercâmbio fosse mais extenso do que o envolvido nos princípios distributivos e comutativos.

Uma  álgebra  na  qual  o  intercâmbio  fosse  efetuado  em  uma  determinada  ordem  e  que

retornasse  a  si  mesma seria  uma álgebra  cíclica.  Assim,  os  quatérnios  eram uma álgebra

cíclica,  porque  em  qualquer  uma  de  suas  equações  fundamentais  poderia  haver  um

intercâmbio de letras na ordem i , j , k , i , cada letra seria alterada para a que se segue: 

i
2=�1 ij=� ji=k ijk=�1

A álgebra dupla em que:
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i
2=i j

2= j ij=i ji= j seria  cíclica  porque  as  letras  seriam  

 intercambiáveis na ordem i , j , i . Mas nenhuma dessas álgebras seria comutativa. 

Álgebra Linear Associativa:

Todas as expressões dessa uma álgebra seriam distributivas, sempre que o princípio

distributivo se estendesse a todas as letras do alfabeto. Então:

(i+ j )(k+l)=ik+ jk+il+ jl e cada letra poderia ser multiplicada por um inteiro:

(ai+bj)(ck+dl )=acik+bcjk+adil+bdjl a ,b , c ,d inteiros

Para  quaisquer  combinações  ou  operações A ,B ,C poderiam  representar  as

unidades originais sob a forma de soma das letras i , j , k como:

(A+B)(C+C)=AC+BC+AD+BD que  se  tratava  da  completa  expressão  do

princípio distributivo.

39) Uma álgebra é associativa quando o princípio associativo se estendia a todas as

letras do alfabeto e definiu: 

A=∑ (ai )=ai+a1 j+a2k+... B=∑ (bi)=bi+b1 j+b2k+...

C=∑ (ci)=ci+c1 j+c2 k+...

AB=∑ (ab1ij) , BC=∑ (bc1ij)

(AB)C=∑ (ab1c2 ijk)=A (BC)=ABC .

Para  Peirce,  as  álgebras  poderiam  ser  distintas  entre  si  pelo  número  de  suas

concepções fundamentais  independentes  ou pelas letras de seu alfabeto,  indicando já uma

noção de base e da sua dimensão, termos conhecidos atualmente.

As chamadas unidades originais A ,B ,C seriam representadas pela letras do alfabeto

i , j , k , uma forma representativa de que todo elemento poderia ser expresso através dessas

letras.

As operações como soma, multiplicação e propriedade distributiva foram descritas, no

entanto, numa álgebra não-comutativa. 
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2.12 HERMANN GUNTHER GRASSMANN

Figura 12: Grassmann

Fonte: Wikipédia33

Nascido em 15 de abril de 1809, Estetino, Polônia

Morto em 26 de setembro de 1877, Polônia.

Hermann estudou teologia, línguas clássicas, filosofia e literatura, aparentemente não

frequentou aulas de matemática ou física, foi autor de vários livros de Física e Matemática.

Entre  os  muitos  temas que  Grassmann abordou está  seu ensaio sobre  a  teoria  das

marés,  que elaborou em 1840 tomando como base a teoria  da  Méchanique analytique de

Lagrange  e  da  Méchanique  Celeste de  Laplace,  mas  expondo  estas  teorias  por  métodos

"vetoriais", termo utilizado a partir dos estudos de Hamilton, nos quais trabalhava desde 1832.

Em 1844,  Grassmann  publica  sua  obra-prima,  Die  Lineale  Ausdehnungslehre,  ein

neuer Zweig der Mathematik mais conhecido como Ausdehnungslehre . Depois de propor em

Ausdehnungslehre novas bases para toda a matemática, o trabalho começou com definições de

natureza filosófica.

2.12.1 Die Lineale A  usdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik   (1844)

Em 1844, Grassmann publicou um tratado contendo um cálculo vetorial muito geral,

num número de n dimensões, ele considerou n -uplas ordenadas de números reais. Nesta

33Disponível em:https://pt.wikipedia.org/wiki/Hermann_Grassmann Acesso em 25 maio 2020



76

obra  podia-se  encontrar  também,  o  desenvolvimento  das  ideias  de  multiplicação  não-

comutativa. 

Grassmann antecipou os grandes conceitos do cálculo vetorial, com uma notação nova

e um livro de difícil leitura para época, pois segundo historiadores esse livro foi encaminhado

para Möbius para análise e considerações e este se disse não capaz de fazer essa avaliação.

Esse livro foi  escrito em duas Partes,  a Parte I tem 5 capítulos e a Parte II tem 4

capítulos, além de uma introdução.

Para entendimento deste livro foi necessária avaliação do livro original em alemão de

1844 e uma tradução para o inglês feita por Lloyd Kannenberg em 1995, sendo a prioridade

dada ao original. Uma das dificuldades com a tradução foi justamente a palavra “strecke ou

strecken” poderia  ser  entendida como "vetor"  e  que  traduzido  para  o  português  significa

“rota” ou “itinerário”. O tradutor para o inglês preferiu usar a palavra  “displacement”,  que

traduzida para o português seria deslocamento.“Verknüpfung” que aparece no livro diversas

vezes, foi traduzido por conexão ou conjunção.

Na introdução, Grassmann implementou uma fundação filosófica de seu sistema.

Considerando  os  números  negativos  em geometria,  Grassmann  relatou  que  estava

acostumado a considerar os deslocamentos AB e BA como magnitudes opostas. 

Consequentemente  se A ,B ,C fossem  pontos  de  uma  linha  reta,  então

AB+BC=AC seria  sempre  verdadeiro,  se AB e BC fossem  dirigidos  de  maneira

semelhante ou oposta, mesmo que C estivesse entre A e B .

AB e BC não  foram  interpretados  apenas  como  comprimentos,  suas  direções

também foram mantidas simultaneamente, de acordo com as quais eles foram precisamente

orientados de maneira oposta.

Foi feita a distinção entre a soma dos comprimentos e a soma desses deslocamentos

onde as direções foram levadas em consideração. 

O conceito de magnitude foi substituído pelo de número em aritmética; linguagem

assim  diferencia  muito  bem  "adicionar"  e  "subtrair"  quanto  ao  número  "aumentar"e

"diminuir" para magnitude.

Ele especificou  quatro conceitos:  o  discreto,  o  contínuo,  o  igual  e o  diferente.  Da

combinação do contínuo e diferente, surgiria por exemplo, a noção de diferença, dimensão de

espaços diferentes, cujos elementos, os pontos, variariam continuamente produzindo as retas,

ou linhas.
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Na teoria do espaço, o ponto apareceu como o elemento, o movimento como sua evo-

lução contínua e as várias posições do ponto no espaço como seus diferentes estados. Grass-

mann chamou de sistema ou domínio.

Grassmann ainda explicou que  para duas leis diferentes  de evolução, a coleção de

elementos gerados por essas duas leis seria um sistema de segunda ordem. As leis de evolução

pela qual os elementos desse sistema eram produzidos dependiam apenas dessas duas leis; se

fosse adicionado uma terceira ordem independente, um novo sistema de terceira ordem era

conseguido.

O plano seria um sistema de segunda ordem; onde haveria um conjunto infinito de

direções dependentes das duas direções originais. Se uma terceira direção independente era

adicionada, então por meio dessa direção, um sistema de terceira ordem era produzida. Para

ele, não iria além de três direções independentes, leis evolutivas; mas na teoria da extensão

pura  o  seu  número  poderia  ser  infinitamente  aumentado.  Essa  ideia  conferiu  uma  noção

bastante filosófica sobre base numa tentativa de construção de seu sistema.

Novos sistemas eram criados, tomando um elemento de um sistema e permitindo que

ele sofresse uma variação. Exemplos: 

1.Um ponto podia ser movido em uma direção produzindo uma reta, originando um

sistema de primeira ordem.

2.Uma reta variando numa direção perpendicular, produziria um plano . 

Em “Pesquisa da Teoria Geral de Formas”, anterior ao Capítulo I, do parágrafo 1 ao

parágrafo 12, Grassmann, no parágrafo 2 definiu "conjunção" como sendo duas magnitudes

ou formas que se combinadas, seriam chamadas de fatores da conjunção e a forma que fosse

produzida  pela  conjunção  dos  dois  fatores  seria  chamada  de  produto  da  conjunção.  Ele

apresentou as conjunções: sintética e analítica. Eram operações entre as magnitudes, formas

ou ainda termos. 

Grassmann, nos parágrafos 2 e 3, iniciou sua teoria introduzindo uma simbologia nova

, a conexão sintética, entre os termos ou magnitudes a ,b ,c . Tratava-se de uma operação

muito próxima à adição, pois:

era similar a:

(a+b)+c=a+(b+c )=a+b+c .
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No  parágrafo  5,  um  símbolo  novo   foi  apresentado  conectando  os  termos.

Grassmann chamou de conexão analítica. Seria análogo a uma subtração.

era similar a:

a�(b�c )=a�b+c .

Outro  símbolo  foi  apresentado  por  Grassmann,  no  parágrafo  7,  ele  o  chamou  de

“indiferente” próximo ao que seria um zero, ou nulo, pois  resultaria .

No parágrafo 9, foi apresentado o símbolo  , uma nova conexão sintética entre os

termos, poderia ser chamado de multiplicação.

No parágrafo 10 e 11 Grassmann mostrou uma distributiva, o elemento simétrico e a

divisão.

Grassmann também introduziu a divisão pela equação:

a∓b
c
=
a

c
∓
b

c
. E se

a

c
=x então xc=a .

Ele  explicou  ainda  que:  Se
a

b
=c e a=0 então b não  era  determinado

unicamente.

Na Parte  I,  Capítulo I  tratou de  adição,  subtração  de extensões  elementares  de 1ª

ordem, ou deslocamentos.

No parágrafo 13, Grassmann definiu estrutura extensiva de primeira ordem como uma

coleção de elementos no qual um elemento gerador seria transformado por uma evolução

contínua. 

No parágrafo 19, Grassmann apresentou a soma de deslocamentos onde são dados dois

deslocamentos  de  um  mesmo  sistema p1 e p2 e  ambos  são  exibidos  como  somas  de

deslocamentos:

p1=a1+b1+c1+… e p2=a2+b2+c2+…

p1+ p2=(a1+a2)+(b1+b2)+.. . e se  α 1 ,α 2 ,β 1 ,β 2.. . forem partes correspondentes

dos deslocamentos a1 , a2 , b1 , b2 então a soma seria (α 1+α 2)+(β 1+β 2)+.. . .

No parágrafo 20, que trata da independência de um sistema de alta ordem, Grassmann

afirmou  que  um  sistema  de m -ésima  ordem  era  gerável  por  qualquer m métodos  de

evolução pertencentes a ele que eram mutuamente independentes.

Ele  supôs  que  se p pertencesse  a  um sistema  de m -ésima  ordem,  poderia  ser

escrito como uma soma dos deslocamentos pertencentes ao método original de evolução.
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p=a+b+c+.. . se a ,b , c pertencessem ao método original de evolução.

Na página 32, Grassmann afirmou que todo deslocamento de um sistema de m -

ésima ordem pode ser representado como uma soma de m deslocamentos pertencentes a

m dados métodos independentes de evolução, do sistema, sendo a soma única para cada

conjunto.

O Capítulo II tratava de multiplicação externa de deslocamentos. 

No parágrafo 39, Grassmann estudou a multiplicação de termos, similar ao produto

vetorial atual. Neste exemplo verifica-se a expressão da área de um paralelogramo ab e que

a .b=absen (ab) e b .a=b asen (ba) consequentemente a .b=�b.a .

O Capítulo V tratava de equações e projeções.

O parágrafo 92 tratou da transformação de coordenadas em geometria, na página 128,

em a ,b , c eram três quantidades ou medidas independentes fundamentais e e1, e2 , e3 três

novas quantidades ou medidas independentes fundamentais : 

e1=α 1a+β 1b+γ 1c , e2=α 2a+β 2b+γ 2c , e3=α 3a+β 3b+γ 3 c .

E o elemento p e q  podiam ser escritos:

p=u1 e1+u2e2+...unen .

q=v1e1+v2e2+...vn en .

A  Parte  II,  Capítulo  II  tratava  de  multiplicação  externa,  divisão  e  projeção  de

magnitudes.

Na Parte II, Capítulo II, parágrafo 107, Grassmann definiu sistema extensivo baseado

no conceito de dependência. Uma magnitude elementar de primeira ordem dependente era

representada  como  soma  múltipla  de  magnitudes  elementares  de  primeira  ordem

independentes. As magnitudes independentes não podiam ser representadas como múltiplo ou

soma do restante das magnitudes independentes. 

Um sistema elementar de ordem n foi definido como uma coleção de n elementos

dependentes onde esses n elementos deveriam ser mutualmente independentes. 

Foram dados α ,β ,γ .. . n elementos mutualmente independentes e se ρ e δ

eram dependentes, então sua diferença podia ser representada como múltiplo da soma desses

n elementos, ou seja, ρ�σ=a .α +b .β +c .γ +.. . .

No parágrafo 110, página 155, Grassmann tratou da multiplicação, divisão e projeção

de  magnitudes  elementares,  ele  apresentou  um  elemento ρ que  seria  representado  de
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maneira  única  forma  pela  somatória  dos n elementos  independentes α ,β ,γ ... onde

a ,b , c .. . eram valores numéricos.

ρ=aα +bβ +cγ + ... .

Grassmann  construiu  um  sistema  extensivo  no  espaço n dimensional,  com

propriedades de soma e multiplicação.

Afirmou que um sistema de m -ésima ordem era gerável por qualquer m métodos

de evolução pertencentes a ele que eram mutuamente independentes,  indicando a ideia de

base com elementos independentes e com uma dimensão determinada.

Todo deslocamento de um sistema de m-ésima ordem deveria ser representado como

uma soma de deslocamentos pertencentes a dados m métodos independentes de evolução,

do sistema, sendo a soma única para cada conjunto, ou seja, representou de forma única um

elemento como somatória, ou uma combinação linear, de elementos independentes.

Definiu o conceito de dependência, onde uma magnitude elementar de primeira ordem

dependente  era  representada  como soma múltipla  de  magnitudes  elementares  de  primeira

ordem independentes e essas magnitudes independentes não podiam ser representadas como

múltiplo ou soma do restante das magnitudes independentes. 
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2.13 JOSIAH WILLARD GIBBS

Figura 13: Gibbs

Fonte: World of Chemicals34

Nascido em 11 de fevereiro de 1839, New Haven, EUA.

Morto em 28 de abril de 1903, New Haven, EUA

Foi um cientista americano que realizou importantes contribuições teóricas na física,

química e matemática.  Gibbs também trabalhou nas aplicações das equações de Maxwell,

termodinâmica,  problemas  em óptica.  Como matemático,  ele  inventou o moderno cálculo

vetorial independentemente de Oliver Heaviside, que realizou um trabalho similar durante o

mesmo período.

O trabalho de Gibbs na análise de vetores também foi de grande importância para

matemática pura. Ele primeiro produziu notas impressas para o uso de seus próprios alunos

entre1881 e 1884 e em 1901 que uma versão adequadamente publicada apareceu preparada

para publicação por um de seus alunos. Usando idéias de Grassmann, Gibbs produziu um

sistema muito mais facilmente aplicado à física do que o de Hamilton.

Ele aplicou seus métodos vetoriais para conseguir um método de encontrar a órbita de

de um cometa em 1880.

Uma  série  de  cinco  artigos  de  Gibbs  sobre  a  teoria  eletromagnética  da  luz  foi

publicada entre 1882 e 1889. Seu trabalho sobre mecânica estatística também foi importante,

fornecendo uma estrutura matemática para a teoria quântica e as teorias de Maxwell.

34Disponível  em:  https://www.worldofchemicals.com/159/chemistry-articles/josiah-willard-gibbs-deduced-

phase-rule.html Acesso em 25 maio 2020
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Gibbs prestou serviços de excelência para a mecânica estatística, cálculo vetorial  e

teoria eletromagnética da luz. Seus Scientific Papers (1906) e Collected Works (1928) foram

recolhidos e publicados após sua morte.

2.13.1 Elem  ents of Vector Analysis   (1881)

Segundo Gibbs, os princípios fundamentais da análise desse livro seriam familiares de

uma forma ligeiramente diferente para os estudantes dos quatérnios. A maneira pela qual o

assunto foi desenvolvido é um pouco diferente do seguido nos tratados sobre quatérnios, já

que  o  objetivo  do  escritor  não  requereu  nenhum uso  da  concepção  de  quatérnios,  sendo

simplesmente fornecer uma notação adequada para as relações entre vetores ou entre vetores e

escalares,  que  parecem  mais  importantes,  e  que  se  prestam  mais  prontamente  a

transformações analíticas e explicação de algumas dessas transformações. 

No capítulo I de Elem  ents of Vector Analisys  , há as definições de vetor e escalar, além

dos vetores i , j , k formando um sistema normal de vetores unidades.

Na  página  1,  Gibbs  definiu  vetor  como  algo  tivesse  magnitude  e  direção,  esta

magnitude e direção juntas constituiriam o que seria chamado de vetor.

Distintas de vetores as quantidades reais (positiva ou negativa) da álgebra comum são

chamadas de escalares.

Na  página  2,  Gibbs  usou  letras  gregas  para  denotar  vetores  e  letras  para  denotar

escalares. As letras i , j , k foram uma exceção. Vetores seriam iguais se tiverem a mesma

magnitude e direção.

A ideia mais simples de um vetor seria uma linha reta direcionada, por exemplo, de

A para B . Gibbs utilizou a notação AB para denotar a linha como um vetor. Os pontos

A e B seriam  a  origem  e  o  término  do  vetor.  Magnitude  seria  representada  por

comprimento e um vetor seria representado por uma linha direcionada.

O sinal negativo inverteria a direção do vetor.
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Um vetor poderia ser multiplicado ou dividido por um escalar quando a magnitude

fosse multiplicada ou dividida pelo valor numérico do escalar e a direção seria inalterada ou

invertida de acordo com o escalar ser positivo ou negativo.

Um vetor unidade seria um vetor cuja magnitude fosse a unidade.

Na página 3, Gibbs definiu soma e subtração de vetores: 

A  soma  dos  vetores α ,β .. . (escrita α +β +.. . )  seria  o  vetor  encontrado  pelo

seguinte processo indicado por Gibbs:

Assumindo  qualquer  ponto  A,  foram  determinados  sucessivamente  os  pontos

B ,C ,.. . ,  de  modo que AB=α , BC=β ,  etc.  O vetor  traçado  de A até  o  último

ponto  assim  determinado  seria  a  soma  necessária.  Chamada  de  soma  geométrica,  para

distingui-la de uma soma algébrica ou de uma soma aritmética.  Também foi  chamada de

resultante,  e α , β ,. . foram  chamados  de  componentes.  Quando  os  vetores  a  serem

adicionados forem todos paralelos à mesma linha reta,  a adição geométrica se reduziria  à

algébrica;  quando eles  tiverem a mesma direção,  a adição geométrica,  como algébrica,  se

reduziriam à aritmética. O valor da soma não seria afetado pela alteração da ordem de dois

termos  consecutivos  e,  portanto,  não  seria  afetado  por  nenhuma alteração  na  ordem dos

termos. Novamente, seria evidente a partir da definição que o valor de uma soma não fosse

alterado associando qualquer um de seus termos entre parênteses, como α+[ β+γ ]+ ... .

Em outras palavras,  os princípios comutativos e associativos da aritmética e adição

algébrica valeriam para adição geométrica.

Em outra definição, um vetor seria subtraído quando fosse adicionado após a inversão

de direção. Isso é indicado pelo uso do sinal - em vez de + .

Na página 4, Gibbs mostrou uma relação linear de quatro vetores ou coordenadas: se

α ,β ,γ fossem vetores  não  paralelos  a  um mesmo plano,  então  outro  vetor  podia  ser

expresso como:  ρ=aα +bβ +bγ com α ,β γ vetores unidades e a ,b , c escalares. Se

ρ=OP (segmento OP )  e α ,β γ fossem  vetores  unidades,  então a ,b , c eram  as

coordenadas cartesianas do ponto P em relação aos eixos. 

Um vetor era caracterizado em termos de três vetores. 

Para Gibbs, as letras i , j , k eram apropriadas para designação do sistema normal de

vetores  unitários,  isto  é,  os  três  vetores  unitários,  cada  um deles  perpendicularmente  aos

outros dois e determinado na direção por eles de uma maneira perfeitamente definida.
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Supondo que k está no plano ij em uma rotação de i para j , através de um

ângulo  reto,  apareceria  no  sentido  anti-horário.  Em  outras  palavras,  as  direções i , j , k

seriam determinadas se fossem transformadas, permanecendo rigidamente conectadas entre si,

de modo que se i apontasse para leste, j para norte e k apontaria para cima.

Quando  eixos  retangulares, X ,Y ,Z fossem  empregados,  as  direções  eram

confirmadas com uma condição similar, e i , j , k , quando não fosse indicado o contrário,

seria supostamente paralelo a esses eixos respectivamente.

Na página 5, Gibbs definiu produto “direto” α .β como sendo o produto de suas

magnitudes  pelo  cosseno do ângulo  entre  as  direções,  que  atualmente  é  conhecido  como

produto escalar. Também definiu produto “oblíquo”, conhecido por produto vetorial α x β

que seria uma função vetorial de α e β , cuja magnitude seria o produto das magnitudes

de α e β  pelo seno do ângulo entre elas.

As operações com as unidades i , j , k seriam:

i . i= j . j=k .k=1

i . j= j . i=k . i= j .k=k . j=0

ixi=0 ixj=k ixk=� j

jxj=0 jxk=i jxi=�k

kxk=0 kxi= j kxj=�i

A  partir  dessas  operações  Gibbs  definiu: α .β=β .α e α x β=�β xα e  a

propriedade distributiva dos dois produtos:

α .[β +γ ]=α .β +α .γ e α x [β +γ ]=α x β +α xγ .

No capítulo II, página 14, Gibbs apresentou a definição de diferencial de vetores, que

seria a diferença geométrica de dois valores daquele vetor que diferem infinitamente e suas

propriedades.

Em relação aos eixos fixos, os componentes da diferencial de um vetor seriam iguais

às diferenciais dos componentes do vetor, considerando α ,β γ unidades vetoriais.

Então se: ρ=xα + y β +zγ então d ρ=dxα+dy β +dzγ .

Nesse livro, Gibbs definiu vetor como algo que tivesse magnitude e direção. 

Mostrou uma relação linear onde um vetor ρ poderia ser expresso em termos de ve-

tores unidade α ,β γ e escalares a ,b , c , ou seja, ρ=aα +bβ +bγ .
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Apresentou um sistema normal de vetores unidade i , j , k ,  perpendiculares dois a

dois e com magnitude unitária.

Definiu também produto direto e produto oblíquo, respectivamente, produto interno e

produto vetorial. 

2.14 GASTON DARBOUX

Figura 14: Darboux

Fonte: MacTutor History35

Nascido em 14 de Agosto de 1842 , França

Morto em 23 de Fevereiro de 1917, Paris, França

Estudou  na  École  Normale  Supérieure,  e  ainda  estudante,  publicou  seu  primeiro

trabalho sobre superfícies ortogonais.

Concluiu  seu  doutorado  em 1866  com  a  tese,  Sur  les  surfaces  orthogonales, um

trabalho sobre sistemas ortogonais de superfícies.

Ele ficou mais conhecido pela integral de Darboux, que leva o nome dele. Esta integral

foi introduzida em um artigo sobre equações diferenciais de segunda ordem, que ele escreveu

em 1870.

Em 1873,  Darboux  escreveu  um artigo  sobre  ciclídeos  e,  entre  1887 e  em 1896,

produziu  quatro  volumes  sobre  geometria  infinitesimal,  que incluiu  a  maior  parte  de seu

trabalho anterior,  intitulado  Leçons sur la théorie général des surfaces et  les applications

geometria du calcul infinitesimal  .   

35Disponível em: http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/PictDisplay/Darboux.html Acesso em 25 maio 2020
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Em 1875, ele estudou a integral de Riemann, definindo somas superiores e inferiores e

definiu que uma função para ser integrável  a diferença entre as somas superior  e inferior

deveria tender a zero. 

Também em 1875, publicou Sur La composition des forces em statique , onde houve

uma tentativa de axiomatização de espaço vetorial sobre os reais.

2.14.1 Sur La composition des forces em statique (1875)

Em 1875, Gastón Darboux publicou em Bulletin dês sciences mathématiques et astro-

nomiques, uma revista sobre Matemática e Astronomia, o artigo Sur La composition des for-

ces em statique sobre composição de forças num sistema tridimensional, analisando várias

provas da composição de forças na estática , a lei do paralelogramo.  Tratava-se de uma de-

monstração geométrica da composição das forças e uma abordagem sobre axiomatização de

vetores.

Na página 283, Darboux assumiu dois pressupostos ou axiomas:

Dadas n linhas todas começando no mesmo ponto O , a lei da composição seria

tal que:

I. A resultante total única e determinada, permaneceria invariável e independente da

ordem das resultantes parciais.

II.  A resultante  seria  independente  da  orientação  do sistema  no  espaço,  isto  é,  se

moveria formando com as  linhas  um sistema invariável  quando fossem impressos  alguns

deslocamentos ao redor do ponto O . Ou ainda, a resultante total seria inalterada por uma

rotação dos segmentos sobre O .

Na  página  285,  as  três  linhas P ,Q , R que  tinham  origem  em O em  que  a

resultante seja nula, vide figura em Apêndice XXII.

Na página 286, Darboux apresentou OA=Φ(P) , OB=Φ(Q) , OC=Φ(R) que

seriam as direções dos segmentos OA ,OB ,OC .

OP , seria em direção, a diagonal do paralelogramo construído sobre OB , OC ,

OR a diagonal do paralelogramo construído sobre OB e OA .
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Nas páginas 286 e 287, Darboux enunciou o terceiro axioma, vide figura em Apêndice

XXII:

III. A lei da composição das linhas se reduziria a adição algébrica das linhas de mesma

direção.

Ele considerou duas linhas quaisquer P e Q de mesma direção e sentido e outras

quaisquer linhas S e T . O polígono de linhas resultantes da composição apareceu com

dois lados paralelos Φ(P) e Φ(Q) . Mas se a composição P ,Q em outra linha P+Q ,

os  dois  lados Φ(P) e Φ(Q) seriam  substituídos  por  um  único ϕ (P+Q) que  seria

paralelo. Como a resultante total não deveria ser alterada, então:

ϕ (P+Q)=ϕ (P)+ϕ (Q) .

Ainda  na  página  287,  Darboux  então,  supôs Φ(P) uma função  contínua  tal  que

Φ(P)=aP .

Se Φ(x ) fosse estritamente positiva então: Φ(P+Q)�Φ(P)=Φ(Q) .

Uma consequência seria: Φ(
p

q
)=

p

q
Φ(I )

A função Φ(x )=ax seria válida para todos os valores comensuráveis de x .

Com o aumento da função, a mesma fórmula também serviria obviamente, sem que

fosse necessário supor que fosse contínua, para os incomensuráveis valores de x .

Se x fosse  um  incomensurável,  entre
p

q
e

p+ I
q

tem-se

Φ(
p

q
)<Φ(x)<q (

p+ I
q
) ou a

p

q
<Φ(x)<a (

p+ I
q
) e Φ(x ) estaria entre duas grandezas de

limite ax .

De acordo com a observação acima, pode-se dividir por a e pegando Φ(x )=x , o

que levaria a lei do paralelogramo.

Nas páginas 287 e 288, Darboux no quarto axioma apresentou que :

ϕ (P) e ϕ (Q) deveriam ser positivas e ter o mesmo sinal;

ϕ (P) deveria ser uma função contínua;

ϕ (P) se tivesse o mesmo sinal, a resultante das forças P ,Q seria sempre 

direcionada a seu ângulo;

ϕ (P) se fosse contínua, a direção da magnitude resultante seria função contínua 

das duas forças.
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A soma das resultantes era única considerando a permutação da ordem das resultantes

parciais; a resultante inalterada por uma rotação de segmentos em torno de um ponto O ; a

lei de  composição que reduziu a uma adição algébrica de segmentos de mesma direção e a

direção  e  magnitude da resultante eram funções  contínuas  dos  segmentos  formaram os 4

axiomas de Darboux.

Nesse  artigo,  Darboux utilizou  a lei  do paralelogramo,  para  composição  de forças

estáticas, o que significou uma tentativa de caracterizar vetores tridimensionais, onde valeria

ϕ (P+Q)=ϕ (P)+ϕ (Q) e Φ(x )=ax para todos valores comensuráveis, numa tentativa de

axiomatização de espaço vetorial sobre os reais.

2.15 OLIVER HEAVISIDE

Figura 15: Heaviside

Fonte: Educalingo36

Nascido em18 de maio de 1850, Londres, Inglaterra

Morto em 3 de fevereiro de 1925, Torquay, Inglaterra.

Estudou eletricidade, chegando a publicar alguns artigos inspirados pelo Tratado de

Eletricidade  e  Magnetismo  de Maxwell.  Apesar  dos  vários  contributos  para  o

eletromagnetismo, mais conhecido pelo estudo da análise vetorial. 

36Disponível em:https://educalingo.com/pt/dic-de/heaviside Acesso em 25 maio 2020
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Introduziu  o  cálculo  para  resolver  equações  diferenciais  dos  circuitos,  tornando-as

equações  algébricas  facilmente  resolvíveis.  Suas  resoluções  usavam  métodos  cuja

demonstração rigorosa iriam manter ocupadas futuras gerações de matemáticos.

No entanto, o seu trabalho foi alvo de fortes críticas por falta de rigor matemático;

Heaviside  achava  que  não  se  devia  perder  tempo  em  demonstrações  de  algo  que

intuitivamente parecia estar certo.

2.15.1   Eletrical Papers Vol 2   (1894)

Na  página  4,  Heaviside  definiu  escalares  e  vetores  e  afirmou  que  numa  equação

escalar todo termo seria escalar ou uma quantidade algébrica ou magnitude e que + ou –

teriam um significado comum ou trivial. Numa equação vetorial todo termo representaria um

vetor  ou  magnitude  ordenada  e  os  sinais + ou – deveriam  ser  entendidos  como

composição de forças e velocidades. 

Heaviside considerou vetores numa forma geral:

A+B+C+...=0 com A ,B ,C .. . vetores e se n fosse o número de vetores, essa 

soma seria zero porque representaria os n lados de um polígono. 

Dados A1 , A2, A3 três componentes escalares comuns de A referidos a um 

conjunto de três eixos retangulares, e similarmente para outros vetores. Então as equações 

escalares seriam:

A1+B1+C1+...=0

A2+B2+C2+...=0

A3+B3+C3+...=0

O sinal negativo antes de um vetor inverteria sua direção e seria negativa nas três 

componentes.

Na mesma página Heaviside considerou i , j , k como vetores retangulares de 

comprimento unitário e assim:
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A=iA1+ jA2+kA3 onde A1 , A2 , A3 seriam os componentes de A em relação ao 

eixo i , j , k , ou seja, A seria a soma dos três vetores iA1 , jA2 , kA3 de comprimentos

A1 , A2, A3 .

Para o produto escalar, Heaviside definiu AB=A1B1+A2B2+.. . onde

A=iA1+ jA2+kA3 e B=iB1+ jB2+kB3 pois:

i
2= j2=k2=1 e ij= jk=ki=0 .

Na página 5, Heaviside definiu o produto vetorial como:

VAB=i(A2B3�A3B2)+ j (A3B1�A1B3)+K (A1B2�A2B1) que significava produto 

vetorial de A por B . Sua magnitude seria de A x Bx seno do ângulo entre A e B e 

sua direção deveria ser perpendicular a A e B com a relação convencional entre direções 

positivas de translação e rotação. Para tal: Vij=k , Vjk=i , Vki= j . 

Heaviside notou que VAB=�VBA , em que a direção inversa, inverteria a ordem das

letras.

Heaviside ainda utilizou o operador ∇ de Hamilton como:

∇=i
d

dx
+ j

d

dy
+k

d

dz
.

O operador ∇ poderia,  desde que as  diferenciações  fossem escalares,  ser  tratado

como um vetor. O produto vetorial seria:

V ∇ A=i (
dA3

dy
�
dA2

dz
)+J (

dA1

dz
�
dA3

dx
)+k (

dA2

dx
�
dA1

dy
) .

Nesse artigo, Heaviside definiu vetores e escalares utilizando vetores retangulares de 

comprimento unitário i , j , k , definiu também produto escalar e produto vetorial, além do 

tratar operador hamiltoniano ∇=i
d

dx
+ j

d

dy
+k

d

dz
como vetor quando as diferenciações 

eram escalares.
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2.16 GIUSEPPE PEANO 

Figura 16: Peano

Fonte: Wikipédia37

Nascido em 27 de agosto de 1858 ,Turim, Itália.

Morto em 20 de abril de 1932, Turim, Itália

Frequentou o Liceo Classico Cavour em Turim e se matriculou na Universidade de

Turim em 1876, se graduando em 1880 com mérito.

Seu  primeiro  grande  trabalho,  um  livro  sobre  cálculo,  foi  publicado  em  1884  e

creditado a Genocchi38.  

Em 1886 Peano provou que se f (x , y) era contínua então a equação diferencial de

primeira ordem
dy

dx
= f (x , y) tinha uma solução. 

Em 1888, Peano publicou o livro Calcolo geometrico, que foi iniciado com um capítu-

lo sobre lógica matemática. Este foi seu primeiro trabalho sobre o tema que desempenharia

um papel importante em sua pesquisa nos próximos anos e foi baseado no trabalho de Schrö-

der, Boole e Charles Peirce. Uma característica mais significativa do livro é que nele Peano

expõe com grande clareza as idéias de Grassmann que certamente foram apresentadas de ma-

neira bastante obscura pelo próprio Grassmann. Este livro contém a primeira definição de um

espaço vetorial com notação e estilo notavelmente modernos e, embora não tenha sido apreci-

ado por muitos na época.

Em 1890, Peano fundou a revista Rivista di Matematica, publicou sua primeira edição

em janeiro  de  1891.  Em 1891,  ele  começou o Projeto  Formulario,  uma Enciclopédia  de

37Disponível em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano Acesso em 25 maio 2020

38Matemático italiano (1817-1889) especializado em teoria dos números que trabalhou com Peano.
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Matemática, contendo todas as fórmulas e teoremas conhecidos da ciência matemática usando

uma notação padrão inventada por ele. 

Em 1901, ele estava no topo da sua carreira matemática e tinha feito avanços na área

de  análise,  fundamentos  e  lógica,  dado  muitas  contribuições  para  o  ensino  de  cálculo  e

também  contribuído  para  os  campos  de  equações  diferenciais  e  análise  de  vetores.

Desempenhou  um  papel  fundamental  na  axiomatização  da  matemática  e  foi  pioneiro  de

liderança no desenvolvimento da lógica matemática. 

Peano introduziu os elementos básicos de cálculo geométrico.

Ele produziu uma definição axiomática do sistema de número natural e mostrou como

o sistema de número real pode ser derivado destes postulados.

Em 1908, ele publicou a quinta e última edição do Projeto Formulario, intitulada For-

mulario Mathematico. Continha 4200 fórmulas e teoremas, a maioria deles provada. 

2.16.1   Intégration par series dês équations différentielles linéaires   (1888)

Esse artigo faz parte de Matematische Annalen Vol.32.

Na página 450, o objetivo do artigo de Peano era provar o seguinte teorema:

Item  1)  Dadas n equações  diferenciais  lineares  homogêneas  com n funções

x1 , x2... xn   na  variável  real t ,que r ij eram  os  coeficientes  das  funções  em t ,

contínuas em um intervalo fechado e limitado ( p ,q) expressos como:

dx1

dt
=r11 x1+r12 x2+ ...+r1n xn

dx2

dt
=r21 x1+r22 x2+...+r2n xn

⋮

dxn

dt
=r n1 x1+rn2 x2+ ...+rnn xn
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Substituindo n constantes  arbitrárias a1 , a2 , a3...an no  lugar  de x1 , x2 ... xn  do

lado  direito  das  equações  e  integrando  de t 0 a t com t , t 0∈(p ,q) foram  obtidas n

funções de t , denotadas por a '1 , a '2,. ..a ' n .

Procedendo a substituição de a '1 , a '2 ,...a ' n no lado direito das equações dadas,  no

lugar  de x1 , x2 ... xn e  integrando  de t 0 a t foram  obtidas n novas  funções  de t

a ''1 ,a ''2 , ...a ''n .

Repetindo o processo :

x1=a1+a '1+a ''1+.. .

x2=a2+a ' 2+a ''2+.. .

⋮

xn=an+a' n+a ''n+.. .

Essas n séries convergeriam no intervalo ( p ,q) . Suas somas foram indicadas por

x1 , x2... xn e eram funções de t . . Para t=t0 foi assumido o valor de a1 , a2 , a3 ...an .

Para provar esse teorema, Peano introduziu a notação vetorial e matriz e usou também

a teoria de complexos e transformações, desenvolvida Grassmann, Hamilton, Cayley e Syl-

vester.

Num item 2, Peano desenvolveu uma série de números chamados "complexos", de or-

dem n , a série de números reais designados com a notação x=[ x1, x2 .... xn] . Considerou

a relação de igualdade, a soma e o produto escalar, comprovando as propriedades associati-

vas, comutativas e distributivas.

Na página 451, Peano apresentou igualdade entre dois "complexos", soma e subtração,

além de  considerar i1 , i2 ... in de ordem n ,  onde: i1=[1 ,0 ,0,0 ...0] i2=[0 ,1 ,0 ,0 ,...0 ]

in=[0 ,0 ,0 ,0 ...1] e cada "complexo" de ordem n  , x=[ x1, x2.... xn] poderia ser escrito

na forma : x=x1i1+ x2 i2+... xnin . Chamou de substituição de números complexos de ordem

n uma  operação  que  dado  um  número  complexo x=[ x1, x2 ....xn ] ,  outro  número

complexo era correspondido:

[r 11x1+r12 x2+... r1n x1+... rn1 x1+...+rnn xn] .

Somou dois "complexos": x=x1i1+ x2 i2+... xnin e y= y1 i1+ y2 i2+... ynin

x+ y=[ x1+ y1 , x2 y2 ,... xn+ yn ] .

Multiplicou por k um número real: k [ x1 , x2.... xn] = [kx1 , kx2....kxn ] .
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Na página 452, Peano mostrou definições e propriedades dos funcionais lineares:

Utilizando  a  matriz  : {r11 ... r1n

rn1 ...r nn}={r ij} ,  chamou  a  substituição  de R  e  o

complexo de x , Rx representava um outro complexo na substituição R  correspondente

a x .

Identificou propriedades válidas:

(R=S) então Rx=Sx que significava igualdade de substituições.

(R+S)x=Rx+Sx a substituição da soma.

RSx=R (Sx ) o produto de R por S .

Na  página  453,  ele  afirmou  algumas  noções  básicas  de  análise  no  espaço  dos

"complexos", definições de limite, derivadas e integrais:

d (R+S)=dR+dS , d .RS=dR .S+R .dS , dR
�1=�R�1.

dR . R
�1 .

 Nessa  mesma  página,  Peano  definiu  módulo  de  um  "complexo" x como:

mod x=√ x1

2+x2

2+...+xn
2 .

Nesse artigo, Peano desenvolveu os chamados números "complexos" de ordem n  ,

que eram uma série de números reais da forma x=[ x1, x2 ....xn ] ou x=x1i1+ x2 i2+... xnin

considerando i1 , i2... in e  que i1=[1,0,0,0...0] , i2=[0,1,0,0 , ...0] ... in=[0,0,0,0. ..1]

próximo ao entendimento atual de uma base de ordem n . Somou, multiplicou esses "com-

plexos" e calculou seu módulo.

2.16.2   Calcolo geométrico    secundo l’Ausdeshungslehre di H. Grassmann, precedutto dalle  

operazione della logica dedutiva (1888)

Calcolo  geometrico(1888)  foi  um ponto  de  virada  na  carreira  científica  de  Peano

porque, com este livro, ele iniciou seus trabalhos em lógica. As teorias de Grassmann tiveram

um papel  significativo  na  concepção  desse  livro.  Trata-se  de  um trabalho  sobre  cálculo

aplicado à geometria, baseado nas formulações estabelecidas por Grassmann, que por sua vez

se baseou em Barycentric Calculus de Möbius. O livro consiste em grande parte de cálculos

com pontos, linhas, planos e figuras sólidas. 
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Em seu  Prefácio,  Peano diz  que cálculo  geométrico  consistiria  em um sistema de

operações aplicáveis aos seres geométricos, análogos à aqueles que a álgebra efetua sobre os

números  e  estudou  operações  sobre  lógica  dedutiva.  No  Capítulo  I,  há  as  noções  de

linha(reta), superfície e volume. 

Nos Capítulos II, III e IV, Peano discorreu sobre a formação de primeira, segunda e

terceiras  espécies  e  operações  incluindo  soma  e  produto.  As  espécies  seriam  pontos,

segmentos e superfícies. 

No Capítulo II, página 37, Peano define que uma formação de primeira espécie da

forma B�A que  seria  chamada  de  vetor  e  que  os  pontos A e B seriam a  origem e

término do vetor respectivamente.

No Capítulo V, Peano tratou da formação de uma reta utilizando duas formações de

primeira espécie (pontos).

No Capítulo VI, ele estudou a formação de um plano. No Capítulo VII, a formação de

um espaço e no Capítulo VII, as derivadas e limites.

No Capítulo IX Peano apresentou a definição de um Sistema linear, sendo a primeira

definição  axiomática  mais  próxima do  que  chamamos  atualmente  de  espaço  vetorial.  No

décimo e último capítulo Peano apresentou definições que são muito próximas das definições

axiomáticas atuais. Peano se refere ao que atualmente é chamado de vetor como "ente".

Ele  estudou  independência  linear,  "grupo"  (base),  dimensão  e  transformação  de

coordenadas.

No  capítulo,  IX,  página  141,  Peano  apresentou  um  sistema  com  as  seguintes

definições: 

1. Igualdade: Se a , b e c  são "entes" do sistema então:

(a=b)=(b=a) e  se (a=b)∩(b=c)<(a=c) .(lê-se:  se a=b e b=c ,  então

a=c ).

Verifica-se  que  o  sinal < significava  implica ⇒ ou  então  e  o  sinal  ∩  

intersecção interpretado como o sinal lógico  ∧  .

2. Soma

Se a=b então (a+c)=(b+c ) .

(a+b)=(b+a) .

a+(b+c)=(a+b)+c .

E o valor comum da última igualdade é a+(b+c)=(a+b)+c .
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2. Soma:

Se a=b<(a+c=b+c ) .

(a+b)=(b+a) .

a+(b+c)=(a+b)+c .

3. Dado m e n positivos e inteiros:

Se a=b<ma=mb então (ma=mb) .

m(a+b)=ma+mb .

(m+n)a=ma+na .

m(na)=(mn)a .

1a=a .

Na página 142, Peano continuou com as propriedades:

4. "Ente" nulo 0  tal que: 0a=0 .

À escrita a�b foi atribuída o significado a+(�1)b ou a�b=a+(�1)b .

E deduzido a�a=0 e a+0=a .

Um sistema de "entes" para os quais são dadas as definições 1,2,3,4, para atender as

condições impostas, diga-se sistema linear. 

Se a ,b , c são "entes" de um mesmo sistema linear, m ,n , p números reais,  uma

função  linear  homogênea  da  forma ma+nb+ pc+ ... representa  um  "ente"  desse  mesmo

sistema.

Na definição seguinte, página 142, Peano considerou os "entes" de um sistema linear

dependentes a1 , a2 ,...an se determinados os n números m1,m2 ,...mn , não fossem todos

nulos quando substituídos na equação: m1a1+m2a2+...mnan=0 . Se o coeficiente de algum

"ente" fosse não nulo, ele poderia ser expresso numa função linear homogênea dos demais.

Na  página  143, a1 , a2 ,...an seriam independentes entre  eles, se  na  equação

m1a1+m2a2+...mnan=0 , m1 ,m2 ,...mn todos fossem nulos. m1=m2=...mn=0 .

O número da dimensão do sistema seria o maior número de "entes" independentes do

sistema.

Ainda na página 143, Peano enunciou o teorema: Dado um sistema linear de dimensão

n com n "entes"  independentes a1 , a2 ,...an e  dado  um  novo a ,  deveria  ser

determinado de forma única. De forma não declarada ou através de uma definição de "grupo",

Peano concluiu  que  se  a  dimensão  do  sistema linear  fosse n qualquer  conjunto  de n
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"entes" linearmente independentes formaria um "grupo" ou base, termo atual, desse sistema

linear.

Peano  supôs a=x1a1+x2a2+ ...an xn e  por  absurdo,  supôs  que a pudesse  ser

determinado com outros coeficientes utilizando os mesmos entes independentes:

a=x1a1+x2a2+ ...xn xn=x1 ' a1+x2 ' a2+... x ' nan o que seria deduzido que:

x1=x '1 , x2=x ' 2 ⋯ xn=x ' n

Ele ainda afirmou que se a fosse adicionado à dimensão n , o número de "entes"

tornaria n+1 que  resultaria  num  coeficiente  de a diferente  de  zero,  contrariando  a

hipótese. 

Na página 144, Peano, na definição 3, apresentou a soma de "entes":

(x1a1+x2a2+...xnan)+( y1a1+ y2a2+... ynan)=(x1+ y1)a1+(x2+ y2)a2+...(xn+ yn)an .

Na definição 4, Peano apresentou agora a multiplicação por escalar:

m(x1a1+x2a2+...anxn)=mx1+mx 2+ ...mx n .

Peano  então  considerou  um  outro  "grupo": b1 , b2 ,...bn e  que  cada a1 , a2 ,...an

poderia ser escrita nesse outro "grupo". Aqui verifica-se que Peano usou a palavra "grupo"

correspondendo à palavra base, atualmente utilizada. E segue:

a=(m11 x1+...+mn1 xn)b1+ ...+(m1n x1+...+mnn xn)bn .

Na  página  145,  Peano  apresentou  uma  operação R aplicada  num "ente"  de  um

sistema linear A , atualmente são chamados funcionais lineares e seguem as propriedades

da soma e multiplicação por escalar.

R(a+a ')=Ra+Ra' .

 R(ma )=m(Ra) onde a e a’  são quaisquer "entes" do sistema A e m  um

número real qualquer.

Nesse livro, Peano utilizou a palavra "ente" para o que entendemos atualmente como

vetor e a palavra "grupo" para base. Definiu sistema linear e suas propriedades e a relação

entre os "entes" de um sistema linear. As relações entre os "entes" foram definidas por Peano

como dependência  e independência  e  são  as  mesmas  empregadas  até  hoje  considerando

conjuntos  de  vetores  em espaços  vetoriais.  De  forma  não  clara,  porque  não  houve  uma

definição de "grupo", Peano concluiu que se dimensão do sistema linear fosse n qualquer

conjunto  de n "entes"  linearmente  independentes  formaria  um  "grupo"  ou  base  desse

sistema  linear  e  também  que  um  "ente"  seria  escrito  de  forma  única  num  determinado

"grupo".
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Peano verificou também que se for adicionado um novo "ente" num sistema linear de

dimensão n esse novo "ente" não seria independente dos outros, ou seja, poderia ser escrito

como combinação linear, termo atual, dos "entes" que faziam parte do "grupo" de dimensão

n .

Peano deu uma definição axiomática de espaço vetorial sobre os números reais. 

2.16.3   Sur les   déterminant Wronskien   (1889)

Esse artigo faz parte de Mathesis Recueil Mathématique a l'usage des écoles spéciales

publicado por P.Mansion e J.Neuberg.

Peano estudou o chamado wronskiano, ou o determinante de Wronski.

Na página 75, ele enunciou a seguinte proposição:

Se um determinante formado por n  funções da mesma variável e suas derivadas de

ordem 1  até n�1 fosse identicamente nulo, existiria entre essas funções uma relação li-

near homogênea com coeficientes constantes.

Peano exemplificou com duas funções: x=t 2[1+ϕ (t )] e y=t 2[1�ϕ (t)] onde:

ϕ (t )=�1 t<0

ϕ (t )=0 t=0

ϕ (t )=1 t>0

Na  página  76,  Peano  calculou  as  derivadas  das  funções: x=t 2[1+ϕ (t )] e

y=t 2[1�ϕ (t)] .  Suas  derivadas  eram  contínuas  e  seriam x '=2 t [1+ϕ (t )]

y '=2 t [1�ϕ (t )] respectivamente  e  o  determinante  nulo  para  todos  valores  de t :

| x y

x ' y '|=0

Segundo Peano a proposição seria verdadeira se não existisse um valor que cancelasse

todos os elementos de uma linha do determinante.

Peano encontrou um contra-exemplo em que as funções eram linearmente independen-

tes, mas o determinante era nulo para todo os valores de t .
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2.16.4   Sur les Wronskiens   (1889)

Esse artigo faz parte de Opere Scelte Vol I que trata de Análise Matemática e Cálculo

Numérico.

Nas páginas 93 e 94, Peano enunciou uma proposição que se um determinante fosse

formado por n funções, de mesma variável t , x1( t ), x2(t ) ,... xn(t) e suas derivadas de

ordem 1...(n�1) fossem nulas para todos os valores de t , existiria uma relação linear ho-

mogênea, com coeficientes constantes, em outras palavras, eram determinadas n constantes,

C1 ,C2 , ..Cn nem todas nulas para todos os valores de t na relação linear:

C1 x1+C2x2+...+C nxn=0 .

Se uma dessas funções x1 fosse identicamente nula, essas funções estariam ligadas

pela relação linear x1+0 x2+0 x3+...0 xn=0 . Concluiu que a proposição em questão não se-

ria modificada.

Em contraposição, Peano citou um exemplo em que considerou duas variáveis x e

y na variável t , o determinante de xy’�x ’ y era identicamente nulo, mas não existiria

relação  linear.  Nenhuma  das  funções  era  identicamente  nula, x>0 se t>0 e y>0 se

t<0 .

Ele citou o exemplo X= t2 e Y=t modt que satisfaziam a condição: xy’�x ’ y

se cancelando apenas em t=0 e que entre as duas funções não existiria uma relação linear

homogênea.

Nesse  artigo,  Peano  verificou  que  se  o  Wronskiano  fosse  identicamente  nulo  não

implicaria que as funções tivessem uma relação linear e deu contra-exemplo com as funções

linearmente independentes X=t2 e Y=t modt que se cancelaria apenas em t=0  e com

determinante nulo.
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2.16.5   Sul determinante wronskiano   (1897)

Esse artigo faz parte de Opere Scelte Vol. III que trata de Geometria e Fundamentos de

Mecânica.

Na página 282, Peano verificou que dadas  funções em t , x1( t ), x2(t ) ,... xn(t) e

C1 x1+C2x2+...+Cnxn=0 onde nem todos coeficientes eram nulos, então o determinante no

formato x , Dx , D
2x
,...D

n�1 x era identicamente nulo.

A proposição inversa, ao contrário de uma opinião generalizada, teria algumas restri-

ções. 

Se as funções x e y  satisfizessem a equação: xdy� ydx=0 e a relação de x  e

y fosse constante, se fosse dividida por xy e depois  integrada;  não se deveria assumir

que as funções x e y eram nulas. Se dividida por y
2 ou por x

2+ y2 e houvesse uma

proporção, as funções não poderiam ser canceladas ao mesmo tempo.

Que o inverso da proposição citada não existia não havia dúvida:

No exemplo, x=t 2 y=t modt , o determinante era sempre nulo, mas x / y teria 

valores de +1 ou �1 se t fosse positivo ou negativo.

Peano, provou agora que se dadas funções linearmente dependentes, então o determinante era 
nulo para todos os valores de t . A inversa da proposição não era verdadeira.

2.16.6   Analis  i della teoria dei vettori   (1898)

Esse  artigo  faz  parte  de  Atti  della  R.  Accademia delle  Scienze  di  Torino  Volume

Trentatreesimo.

Peano propôs nesse artigo, página 513, examinar quais ideias deveriam ser reunidas na

teoria  dos  vetores  e  classificá-las  em  primitivas,  se  somente  eram  obtidas  através  da

observação do espaço físico e derivadas que eram deduzidas através de processos lógicos,

sem recorrer à intuição. Ele conceituou duas ideias primitivas de ponto e relação de quatro

pontos:

a�b=c�d .
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Na  página  514,  ele  mostrou  o  paralelogramo abcd  e  suas  propriedades,

a ,b , c ,d , e , f , eram pontos  e os segmentos ab  e cd tinham o mesmo comprimento,

mesma direção e mesmo sentido. Com uma translação ab coincidiria com cd .

Peano admitiu como proposições primitivas:

P1 a�b=a�b .

P2 a�b=c�d então c�d=a�b .

P3 a�b=c�d e c�d=e�f então a�b=e�f .

P4 a�b=c�d então a�c=b�d .

Na página 515, Peano diz que a�b=c�d como a distância de a a b igual à dis-

tância de c a d , ab seria paralela à reta cd .

Peano  denominou de “equidiferença” geométrica a proposição P4: a�b=c�d en-

tão a�c=b�d que significaria também que a distância ab seria igual a distância cd e

a reta ab seria paralela à reta cd .

Na página 516, definiu vetor como a diferença b�a entre dois pontos e sua abrevia-

tura como vtt.

vtt=x∈[∃(a ,b)∈(a ,b∈pnt . x=b�a)] .

Ele fez algumas definições, na página 520, incluindo produto de um número inteiro

por vetor. 

Item 30: Multiplicação por 0 . Se u∈vtt então 0.u=0 .

Item  31:  Propriedade  Distributiva.  Se u∈vtt , a∈n então (a+1)u=au+u  e

1.u=u .

A notação de Peano para o item 32 u∈vtt , a∈n então au∈vtt  a inteiro, ou

seja, se u era vetor, então au também era vetor com a∈N .

Item 32’: u∈vtt , a∈n então ua=au .

Item 33: u∈vtt , a ,b∈n então (a+b)u=au+bu  propriedade distributiva.

Outra propriedade foi apresentada na página 523:

Se a∈N , u , v∈vtt e au=ar então u=r .

Atualmente conhecida como propriedade do “cancelamento”.

Na página 530, Peano fez a definição de módulo:

u∈vtt então mod u=√u2 .

Na página 531, ele apresentou a atualmente conhecida por Desigualdade de Cauchy-

Schwarz :
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(modu)2(mod v )2≥(u∣v)2 .

Afirmou, na página 533, que se i era um vetor não nulo, então qi era um vetor pa-

ralelo a i .

Se j um vetor não paralelo a i , qi+qj  representaria um sistema de vetores na

forma xi+ jy .

qi+qj representaria um vetor coplanar com i e j

Dado um vetor i não nulo, e um vetor j não paralelo a i , existiria um vetor não

coplanar com i e j , se vetor k satisfizesse, então o vetor qi+qj+qk  representaria um

vetor na forma xi+ yj+ zk quaisquer reais x , y , z .

Ou: vtt=qi+qj+qk .

Nesse artigo, Peano definiu vetor e suas propriedades: multiplicação por 0 , a comu-

tativa da multiplicação, distributiva, a atual propriedade do cancelamento. Também definiu de

módulo de um vetor e a apresentação com a desigualdade de Cauchy- Schwarz. Paralelismo e

coplanaridade de vetores foram analisados. 
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3.  AS  PRIMEIRAS  NOÇÕES  DE  BASE  ATÉ  AXIOMATIZAÇÃO  DA

ÁLGEBRA LINEAR COM PEANO

Este capítulo está disposto em ordem cronológica dos artigos e livros apresentados de

cada  autor  estudado,  trata-se de uma gênese dos textos  apresentados  sobre independência

linear, base e axiomatização de espaço vetorial.

3.1. Uma cronologia sobre Vetor, Espaço Vetorial, Base e Axiomatização

A noção mais antiga do que hoje chamamos de vetor vem da Física, que significava

uma quantidade tendo magnitude e direção (por exemplo, velocidade ou força). 

A ideia do paralelogramo de velocidades já foi encontrada em vários autores gregos

antigos e o conceito de paralelogramo de forças era comum no século XVI e XVII. 

Aristóteles  (384-322  AC),  e  o  autor  de  um  tratado  apócrifo “Problemas  da

Mecânica”(tradução  do grego  antigo)  iniciaram a História  da Mecânica.  Aristóteles,  entre

outros estudos, se preocupou com a composição dos movimentos:

"Deixe um corpo em movimento ser simultaneamente acionado por dois movimentos

tais que as distâncias percorridas no mesmo tempo estão em uma constante proporcional,

então ele se moverá ao longo da diagonal de um paralelogramo que tem como lados duas

linhas cujos comprimentos estão nessa relação constante”. Por outro lado, se a razão entre

as  duas distâncias  componentes  percorridas  pelo corpo  em movimento  no  mesmo tempo

varia de um instante para o outro, o corpo não pode ter um movimento retilíneo”.39

O  princípio  acima  é  também  chamado  de  paralelogramo  de  forças  é  enunciado

atualmente como:

Dado um paralelogramo ABDC : Se um corpo for acionado por duas forças cujas

direções coincidem com as linhas AB e AC ,  e cujas magnitudes são proporcionais os

comprimentos AB e AC  estas duas forças produzem o mesmo efeito que uma simples

força que age na direção da diagonal AD do paralelogramo ABDC e é proporcional  à

diagonal. AB e AC são  chamadas  forças  componentes  e AD é  a  força  resultante.

39Do livro A History of Mechanics de René Dugas. Dover (2011).
René Dugas foi engenheiro e historiador francês(1897-1957).
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Inversamente,  uma única força é substituível  por duas ou mais outras forças.  Conforme a

figura abaixo:

Figura 17: Paralelogramo de forças

Fonte: Livro The Science of Mechanics (1919) de Ernst Mach.

Como  vimos  anteriormente, a  proposta  de  Leibniz  no  século  XVII,  foi  sobre  a

possibilidade da criação de um sistema que serviria como um método de análise espacial. As

principais  ideias  de  Leibniz  apareceram  em  uma  carta  datada  de  08/09/1679,  escrita  a

Christian  Huygen,  que  havia  a  necessidade  e  a  imposição  de  um ente  que  representasse

grandezas  e  movimento  nas  diversas  áreas  da  ciência. Para  Leibniz:  “Álgebra  tem  a

característica  de  números  indeterminados  ou  magnitudes  somente,  mas  não  expressa  a

situação, ângulos ou movimentos diretamente”.

Como  havia  uma  referência  no  artigo  de  Jeremy  Gray(1980)  em  relação  a  uma

possível  base em Euler  (1743),  que se tratava  de um artigo sobre resolução  de equações

diferenciais,  este estudo a princípio,  analisou além desse artigo, outros artigos e livros de

Euler, como também outros autores que estudaram resolução de equações diferenciais antes e

depois  de  Euler  (1743).  Leibniz,  os  irmãos  Bernoulli,  Jakob  e  Johann  e  Riccati  teriam

influenciado  Euler  em métodos que  se reportassem à resolução  de equações  diferenciais.

Leibniz  também foi  conhecido  por  seus  trabalhos  com Cálculo  Diferencial  onde  estudou

métodos de resolução de equações diferenciais,  desenvolvendo o método de separação  de

variáveis e fator integrante. Os irmãos Bernoulli eram correspondentes de Leibniz e entre eles

havia um produtivo intercâmbio de conhecimentos. Johann Bernoulli foi professor de Euler,

além disso Euler tinha amizade e parentesco com membros da família Bernoulli. 

No  campo  de  resolução  de  equações  diferenciais,  um  artigo  publicado  em 1724,

Animadv  ersiones  in  aequationes  differentiales  secundi  gradus,   por  Jacopo  Riccati  teria

influenciado Euler para o estudo de resolução de equações diferenciais de 2º grau, atual 2ª

ordem. Nesse artigo, Riccati reduz uma equação diferencial de 2ª ordem em uma equação de

1ª  ordem não  linear,  posteriormente  chamada  de  equação  de  Riccati,  como  é  conhecida

atualmente, utilizando um método de substituições, onde algumas variáveis adequadas foram
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consideradas constantes.  Em  Constructio aequationis differentialis (1733),  Euler comentou

essa solução de Riccati.

No artigo  De     Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum   (1743),

citado por Jeremy Gray(1980), Euler ratificou as ideias de Riccati em  Animadv  ersiones in  

aequationes differentiales secundi gradus em  relação às constantes arbitrárias conseguidas

através  da redução  de ordem. Euler  verificou  em seu artigo,  que  a equação  integral  teria

número de constantes arbitrárias exatamente igual  ao seu grau ou ordem, no entendimento

atual. 

No  parágrafo  VIII,  o  autor  afirmou  que  todas  as  equações  integrais  particulares

deveriam estar contidas na integral completa e que uma equação integral só seria completa se

todas as equações integrais particulares fossem consideradas. 

No parágrafo IX, Euler afirmou que dadas duas equações integrais particulares de uma

equação diferencial, atualmente chamada homogênea, de ordem n , a junção, ou num termo

atual, a combinação linear, dos dois valores ou das duas soluções também seria solução. Nota-

se, no entanto, que ele não esclareceu se essas  integrais particulares, ou soluções, eram no

entendimento atual, linearmente  independentes.  Nada sobre a relação ou condição entre as

integrais particulares foi avaliado por Euler. 

No  parágrafo  X,  Euler  observou  que  dados  valores  particulares  para  a  equação

diferencial  de  ordem n ,  atualmente  chamada  homogênea,  a  combinação  linear  de n

equações integrais particulares também seria solução. Para Euler, esse valor seria completo se

estivessem  presentes n constantes  arbitrárias.  Novamente,  nada  foi  dito  sobre  alguma

condição  que  envolvesse  esses  valores  particulares.  Para  um  valor  completo  Euler  só

observou o número de constantes arbitrárias.

No parágrafo XI, ele nos esclareceu que o número de constantes arbitrárias deveria ser

no  máximo n para  uma  equação  diferencial  de  ordem n ,  ou  seja,  era  necessário  um

número até n (máximo) de equações integrais particulares para a equação completa.

No  parágrafo  XII,  foi  dada  a  equação  diferencial

0=Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
Ed

4
y

dx
4
+
F d

5
y

dx
5
+etc com A ,B ,C , .. . coeficientes

constantes e uma equação integral particular foi encontrada, y=e∫
pdx

. Ele observou que se

substituída a integral particular a ordem da equação diferencial era reduzida.
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No  parágrafo  XIII,  Euler  apresentou  uma  equação  algébrica

0=(A+Bp+Cp2+Dp3+...+Npn) ,  considerando p constante  e  os  coeficientes

A ,B ,C ..N constantes  então uma equação  integral  particular  ou uma solução particular

seria y=e px para  a  equação  diferencial  correspondente.  Resumindo,  os  valores  de p

seriam obtidos através das raízes da equação característica correspondente. 

Em Ins  titutionum  Calculi  Integrali  s  Volume  II (1769),  num  teorema,  item  837,

apareceu  uma  noção  de  base para  o  conjunto  solução  de  uma  equação  diferencial da

diferencial, atualmente chamada de equação diferencial homogênea de 2ª ordem, onde foram

dadas duas equações integrais particulares e a razão entre elas não era constante, ou também

pode-se  entender  que  as  soluções  eram  linearmente  independentes,  a  equação  integral

completa seria a combinação linear, termo moderno, das duas integrais particulares. Deve-se

atentar que para uma equação diferencial  de 2ª ordem, as integrais particulares não serem

múltiplas,  ou
M

N
≠k , k constante,  tem  o  mesmo  significado  que  serem  linearmente

independentes. Nesse caso específico, de uma equação diferencial de 2ª ordem entende-se que

um conjunto solução da equação diferencial homogênea é um espaço vetorial de dimensão 2,

uma  base  com  2  elementos.  Como  visto  anteriormente,  não  seria  válido  para  equações

diferenciais  de  ordens  diferentes  de  2.  Verifica-se  que,  por  exemplo,  numa  equação

diferencial de 3ª ordem, dadas três integrais particulares não múltiplas entre si, a combinação

linear de duas integrais particulares  poderia ser uma solução da equação diferencial, mas o

conjunto fundamental da solução da equação diferencial não teria dimensão 3, pois uma das

integrais  particulares  seria combinação  linear  das  outras  duas,  obtendo  um  conjunto

linearmente dependente.

Em  Institutionum Calculi Integralis  Volume II (1769), Seção I, item 851, nota-se a

utilização  do  Método  de  Variação  dos  Parâmetros  ou  das  Constantes, nome  conhecido

atualmente, na obtenção de uma solução particular da equação diferencial linear de 2ª ordem

não homogênea, considerando as soluções da equação diferencial homogênea. Euler já havia

empregado  esse  método em  Recherches  sur  la  question  des  inégalités  du  mouvement  de

Saturne  et  de  Jupiter (1748)  no  estudo  das  órbitas  de  Saturno  e  Júpiter.  O  Método  de

D’Alembert, que permitia transformar uma equação diferencial linear (atual homogênea) de

ordem n em uma outra equação linear homogênea de ordem n�1 a partir de uma solução

particular também foi utilizado por Euler no Volume II desse livro.  O Teorema da solução
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geral da equação diferencial não homogênea foi aplicado no item 860 em busca da solução

geral para uma equação diferencial não homogênea.

Ainda no Volume II, Seção II, item 1117, Euler resolveu a equação diferencial de 3º

grau,  3ª  ordem, Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
=0 considerando A ,B ,C constantes  e

y=eλ x obtendo  três  valores  para λ como  solução  da  equação  algébrica

A+λ B+λ2
C+λ3

D=0 . nesse caso entende-se, em termos atuais, que o conjunto solução é

um  espaço  vetorial  de  dimensão  3,  pois  as  integrais  particulares  formam  um  conjunto

linearmente independente,  com a forma exponencial y=eλ x .  Da mesma forma,  no item

1125,  Euler  resolveu  uma  equação  diferencial  de  ordem n

Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
E d

4
y

dx
4
+..=0 e  obteve n valores  que  satisfaziam  a  equação

algébrica A+λ B+λ2
C+λ3

D+λ 4
E+...=0 formando  a  equação  integral  completa,  o  que

pode-se deduzir que o conjunto solução da equação diferencial seria um espaço vetorial de

dimensão n .

Considerando  o  artigo  De     Integratione  Aequationum  Differentialium  Altiorum  

Graduum (1743) que citava somente a ideia que uma integral seria completa se tivesse o

número  de  constantes  arbitrárias  fosse  igual  à  ordem  da  equação  diferencial  dada,  não

havendo referência a alguma relação entre as  integrais particulares,  houve um avanço em

Ins  titutionum Calculi  Integrali  s  Volume II (1769),  pois finalmente pôde ser concluída,  no

item  837,  fundamentando-se  na  definição  atual40,  a  noção  de  base  considerando  que  o

conjunto solução de uma equação diferencial  linear  homogênea  de ordem 2 é um espaço

vetorial de dimensão 2. No item 1125, Euler buscava a integral completa de uma equação

diferencial de ordem n , conclui-se que o conjunto solução é um espaço vetorial de ordem

n , pois as integrais particulares tinham a forma exponencial y=eλ x , eram linearmente

independentes.

40Definição  atual  de  base  de  um espaço  vetorial:  Dado  um conjunto { v1 , v2 ...vn} de V um  espaço

vetorial será base se { v1 , v2 ...vn} for linearmente independente e [v1, v2... vn]=V , gerar V . 

Pode-se provar, considerando a definição acima, que  se V for um espaço vetorial e dimV=n qualquer

conjunto  de n vetores  linearmente independentes  forma uma base  de V . Álgebra  Linear  (1980)  de J.

Boldrini.
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Euler  analisou dois fatos determinantes  e  necessários  para que a noção de base se

apresentasse:  o  número  de  constantes  arbitrárias  deveria  ser  igual  à  ordem  da  equação

diferencial e a necessidade de que as integrais particulares fossem linearmente independentes,

uma integral particular não poderia ser gerada a partir das outras restantes.

Lagrange foi contemporâneo de Euler e entre eles houve troca de correspondências,

trabalhos feitos juntos, além de que Lagrange sucedeu Euler como diretor na Academia de

Berlim. Lagrange em muitos estudos, se dedicou à resolução de equações diferenciais.

Em  Solution de différens problèmes du calcul integral (1766), Lagrange solucionou

uma equação  diferencial,  atual  homogênea,  de  2ª  ordem  utilizando  soluções  da  equação

algébrica  correspondente,  o  que  implicaria  em  dois  valores  particulares  para  equação

diferencial de 2ª ordem linear homogênea, esses valores particulares y1=e
k1 t  e y2=e

k2 t

são linearmente independentes, pois são exponenciais sendo impossível um valor particular

ser múltiplo do outro. Assim como Euler, para Lagrange o número de constantes arbitrárias

deveria ser o mesmo que o grau ou ordem da equação diferencial.

O conjunto solução da equação diferencial  linear  homogênea correspondente é  um

espaço vetorial de dimensão 2.

Em  Sur  L’intégrati  on  d’une  équation  différentielle  a  différences  finies   (1769),

Lagrange também resolveu as equações diferenciais lineares com coeficientes constantes com

as  equações  algébricas  ou  características,  termo  atual,  correspondentes.  Nesse  artigo  ele

utilizou o Método de Variação dos Parâmetros ou das Constantes para resolver uma equação

não  homogênea  dada  a  solução  da  equação  homogênea,  termo  moderno.  O  Método  de

Variação  dos  Parâmetros  ou  das  Constantes não  estava  totalmente  completo.  Lagrange

resolveu uma equação diferencial não homogênea de 1ª ordem então o conjunto solução da

equação  diferencial  homogênea  de  1ª  ordem  correspondente  é  um  espaço  vetorial  de

dimensão 1.

Em  Recherches  s  ur  lês  suítes  recurrentes  dont  lês  termes  varient  de  plusieurs  

manieres  différentes  ou  sur  l’intégration  dês  équations  linéaires  aux  différences  finies

partielles (1775), o Método de Variação dos Parâmetros ou das Constantes já estava mais

completo e próximo do atual. Na utilização desse método, Lagrange levou em conta a integral

completa  da  equação  diferencial  linear  homogênea  de  ordem n correspondente e

considerando  que  os  valores  particulares  ou  soluções  eram linearmente  independentes,
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conclui-se que o conjunto solução da equação diferencial de ordem n é um espaço vetorial

de dimensão n .

Enquanto alguns matemáticos, entre eles, Euler e Lagrange, exploravam a noção de

base  na  resolução  de  equações  diferenciais,  a  representação  de  números  complexos  era

estudada  por  Wessel. Os  números  complexos  teriam  surgido  no século  XVI,  em meio  a

disputa entre Cardano41 e Tartaglia42, pela resolução da equação de 3º grau, que apresentava

raiz negativa onde foi percebido que os números reais não eram suficientes para a resolução

dessas equações. Anos mais tarde, coube a Bombelli43 iniciar as operações com os números

complexos.

Wessel desenhava mapas, era cartógrafo e  trabalhou no levantamento de Oldenburg,

ele  desenvolveu métodos matemáticos sofisticados de levantamento e escreveu um relatório

em 1787. Esse relatório já continha uma brilhante inovação matemática de Wessel, ou seja, a

interpretação geométrica de números complexos.

Em  1797,  Wessel  publicou  seu  Essai   sur  La  Représentation  Analytique  de  La  

Directione , onde há a representação gráfica de números complexos, aqui aparece o uso mais

precoce  de  segmentos  orientados.  Nesse  artigo,  Wessel  interpretou  geometricamente  os

números  complexos  considerando  ângulo  e  comprimento,  adicionou  seus  segmentos

orientados, multiplicou, dividiu e extraiu a raiz m -ésima. 

O trabalho de Argand sobre a interpretação geométrica dos números complexos,  o

diagrama de Argand, se tornou conhecido de forma atípica. Seu trabalho ficou esquecido por

anos  até  que  em  1813  Jacques  Français44 publicou  um  trabalho  no  qual  ele  deu  uma

representação geométrica de números complexos baseadas nas ideias de Argand. Ele terminou

seu artigo dizendo que a ideia se baseava no trabalho de um matemático desconhecido e pediu

que o matemático se desse a conhecer para poder receber o crédito por suas ideias.

Em  Essa  i  Sur Une Maniere Une de Représenter Les Quantités Imaginaires     (1806)

Argand  publicou  seu  ensaio  com  sua  interpretação  geométrica  dos  números  complexos,

representados por ±a±b√�1 e também responsável pelo conhecido diagrama de Argand. e

seu famoso diagrama apareceram nesse artigo. 

Wronski trabalhou com análise matemática e álgebra. Em análise estudou expansão de

funções em série de potência e equações diferenciais.  Na publicação de seu primeiro livro

41Girolamo Cardano(1501-1576) astrólogo, médico, filósofo e matemático italiano.
42Niccolò Fontana Tartaglia (1499-1557) matemático italiano.
43Rafael Bombelli( 1526-1572) algebrista e engenheiro hidráulico italiano.
44Jacques Français(1775-1833) matemático francês.
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sobre  os fundamentos  da matemática  em 1810,  recebeu  críticas  de Lacroix e  Lagrange e

rompeu  relações  com  o  Instituto  em  Paris.  Em  Réfutation  de  la  théorie  des  fonctions

analytiques de Lagrange publicado em 1812, Wronski  criticou o uso de séries de funções

analíticas  de Lagrange e introduziu suas próprias  ideias  para  expansões  em série  de  uma

função. 

Em Réfutation de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange (1812) ,Wronski,

deu uma  forma  geral  para  a série Fx=A0+A1Φ x+A2Φ x
2
ξ +.. . e  no  cálculo  de  seus

coeficientes, ele desenvolveu o importante determinante, chamado de wronskiano por Thomas

Muir. Mais tarde, Peano estudou esse determinante para verificação de funções linearmente

independentes.

Laplace  e  Lagrange  eram  visitantes  na  casa  da  família  Cauchy  e  Lagrange  em

particular se interessou pela educação matemática do jovem Cauchy. Em 1807 ele se formou

na École Polytechnique . Seu texto Cours d'analyse, em 1821, foi criado para os estudantes da

École Polytechnique e preocupava-se em desenvolver os teoremas básicos do cálculo o mais

rigorosamente possível. 

Em Cou  rs D’Analyse de École Royale Polytechnique   (1821) provou a desigualdade de

Cauchy, atualmente conhecida também como desigualdade de Cauchy-Schwarz,  utilizando

ideias para conjuntos linearmente independentes, termo atual, para demonstrar parte de sua

desigualdade. Considerando:

(a , a ' , a '' ,...) e (α ,α ' ,α '' ...) linearmente independentes, então:

(aα +a 'α '+a ''α ''+...)<√(a2+a2
'+a2

''+ ...) .√(α 2+α 2
'+α 2

''+ ...) . 

Se (a , a ' , a '' ,...)=λ (α ,α ' ,α '' ...) com λ escalar, então:

(aα +a 'α '+a ''α ''+...)=√(a2+a2
'+a2

''+...).√(α 2+α 2
'+α 2

''+...)

Portanto para quaisquer conjuntos :

(aα +a 'α '+a ''α ''+...)≤√(a2+a2
'+a2

''+...).√(α 2+α 2
'+α 2

''+...) .

Möbius era astrônomo e matemático e estudou astronomia com Gauss em 1813, se 

doutorou em 1815 com a dissertação De computandis occultationibus fixarum sobre planetas 

com o mesmo orientador de Gauss. Gauss estudou a representação dos números complexos, 

tanto que o diagrama de Argand também é conhecido como diagrama de Argand-Gauss. 
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Em 1827,  Möbius  em seu  Der  Barycentrische  Calkul ,  apresentou  a  ideia  de  um

“vetor”, não nome, mas no sentido da palavra.  No seu estudo sobre centros de gravidade e

geometria projetiva, usando o conceito geométrico, Möbius desenvolveu uma aritmética de

segmentos de reta orientados; adicionou-os e mostrou como multiplicá-los por um número

real.

Deve-se a Gauss a representação gráfica dos números complexos pensando nas partes

real e imaginária como coordenadas de um plano. Em sua tese de 1799, Gauss fez uma de-

monstração  do  chamado  teorema  fundamental  da  álgebra.  Considerou  um  polinômio

P(x+ iy) da  variável  complexa,  ele  separou  a  parte  real Q(x , y ) da  parte  imaginária

R(x , y ) , P(x+ iy)=Q(x , y )+iR (x , y) .

Em  1831,  Gauss  em  Theori  a  residuorum  biquadraticum  Commentatio  segunda  ,

apresentou  sua  representação  geométrica  envolvendo  números  complexos,  considerou

operações de multiplicação, divisão e extraiu raiz quadrada, estudou a decomposição de um

número inteiro como produto de números complexos.

Utilizando  números  complexos  como  pares  ordenados,  Hamilton  em  Theory  of

Conjugate Functions or Algebraic Couples (1837), apresentou operações de soma, subtração,

multiplicação e divisão.

Hamilton então, vislumbrou a possibilidade de um sistema de quádruplos ordenados

(a , b , c , d) de números reais, tendo imersos neles tanto os números reais como os números

complexos. Chamou esses elementos de quatérnios. Hamilton definiu a adição e a multiplica-

ção dos quatérnios, podendo verificar as propriedades associativas e comutativa da adição, a

multiplicação era associativa e distributiva em relação à adição, mas não valeria a lei comuta-

tiva da multiplicação. Este foi historicamente, o primeiro exemplo de uma álgebra não-comu-

tativa.

Em On Quaternions or on a New System of Imaginaires in Algebra (1844) de Hamil-

ton, a palavra “vetor” e a palavra “escalar” apareceram pela primeira vez. O quatérnio era for-

mado por uma parte por escalar e outra parte por vetor. As operações de soma e multiplicação

entre quatérnios foram desenvolvidas nesse livro.

Grassmann trabalhou com um ensaio sobre a teoria das marés, que elaborou em 1840

tomando como base a teoria da Méchanique analytique de Lagrange e da Méchanique Celeste

de Laplace, expondo estas teorias por métodos "vetoriais", termo utilizado a partir dos estudos

de Hamilton, nos quais trabalhava desde 1832.
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Em 1844,  Grassmann  publica  sua  obra-prima,  Die  Lineale  Ausdehnungslehre,  ein

neuer Zweig der Mathematik mais conhecido como Ausdehnungslehre ,  aprofundando essas

ideias. 

Com seu Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik, Grassmann

construiu um sistema extensivo no espaço n dimensional, com propriedades de soma e mul-

tiplicação. Afirmou que um sistema de m -ésima ordem era gerável por qualquer m méto-

dos de evolução pertencentes a ele que eram mutuamente independentes, indicando a ideia de

base com elementos independentes e com uma dimensão determinada. Todo deslocamento de

um sistema de  m-ésima ordem deveria ser representado como uma soma de deslocamentos

pertencentes a dados m métodos independentes de evolução, do sistema, sendo a soma úni-

ca para cada conjunto, ou seja, representou de forma única um elemento como somatória, ou

uma combinação  linear,  de  elementos  independentes.  Definiu  o  conceito  de  dependência,

onde uma magnitude elementar de primeira ordem dependente era representada como soma

múltipla de magnitudes elementares de primeira ordem independentes e essas magnitudes in-

dependentes não podiam ser representadas como múltiplo ou soma do restante das magnitudes

independentes.

Em  Lectures  on   Quaternions   (1853),  Hamilton  se  aprofundou  nos  estudos  dos

quatérnios e apresentou as propriedades associativa da soma e subtração e distributiva dos

quatérnios, neste caso mantendo a ordem dos fatores. 

Peirce foi um defensor influente das ideias de William Hamilton. Seu trabalho, Linear

Associative  Algebra (1870)  foi  um  estudo  de  possíveis  sistemas  de  álgebras  múltiplas,

resultou de seu interesse em quatérnios.

Em  Linear Associative Álgebra (1870),  Peirce,  apresentou  uma álgebra associativa,

não comutativa, tal que  o princípio associativo se estendia a todas as letras do alfabeto e

definiu: 

A=∑ (ai )=ai+a1 j+a2k+... B=∑ (bi)=bi+b1 j+b2k+...

C=∑ (ci)=ci+c1 j+c2 k+...

AB=∑ (ab1ij) , BC=∑ (bc1ij)

(AB)C=∑ (ab1c2 ijk)=A (BC)=ABC

Para  Peirce,  as  álgebras  poderiam  ser  distintas  entre  si  pelo  número  de  suas

concepções fundamentais  independentes  ou pelas letras de seu alfabeto,  indicando já uma

noção de  base  e  da sua  dimensão,  termos  conhecidos  atualmente.  As chamadas  unidades
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originais A ,B ,C seriam  representadas  pela  letras  do  alfabeto i , j , k ,  uma  forma

representativa de que todo elemento poderia ser expresso através dessas letras.

Darboux foi sobretudo um geômetra e a sua maneira geométrica de pensar levou-o a

fazer descobertas análise, também trabalhou com sistemas ortogonais de superfícies.

Darboux em 1875, em Sur L  a composition des forces em statique  , analisou a composi-

ção de forças, ou seja, a lei do paralelogramo. Ele encontrou 4 axiomas: a soma das resultan-

tes era única considerando a permutação da ordem das resultantes parciais; a resultante inalte-

rada por uma rotação de segmentos em torno de um ponto O ; a lei de composição que re-

duziu a uma adição algébrica de segmentos de mesma direção e a direção e magnitude da re-

sultante eram funções contínuas dos segmentos. Esse artigo significou uma tentativa de carac-

terização  de  vetores  tridimensionais,  onde  valeria ϕ (P+Q)=ϕ (P)+ϕ (Q) e Φ(x )=ax

para todos valores comensuráveis, numa tentativa de axiomatização de espaço vetorial sobre

os reais.

A  Álgebra  Linear  teria  surgido  por  ser  um sistema  unificado  que  abrange  partes

diferentes das ciências, da matemática de equações diferenciais a teoria dos anéis e na física,

principalmente com as Teorias sobre Eletricidade de Eletromagnetismo. Neste contexto, as

noções abstratas de espaço vetorial e módulo tiveram papéis fundamentais. 

Gibbs foi um físico e matemático cujo trabalho foi baseado nas ideias de Grassmann

em análise  de  vetores,  foi  de  grande  importância  para  matemática  pura.  Ele  inventou  o

moderno cálculo vetorial independentemente de Oliver Heaviside, que realizou um trabalho

similar durante o mesmo período. Gibbs produziu um sistema muito mais facilmente aplicado

à física do que o de Hamilton.

Gibbs  em  E  lements  of  Vector  Analisys   (1881-1884),  no  capítulo  I,  Concerning

Algebra of Vectors , Gibbs definiu vetor como algo que tivesse magnitude e direção. Mostrou

uma relação linear onde um vetor ρ poderia ser expresso em termos de vetores unidade

α ,β γ e escalares a ,b , c , ou seja, ρ=aα +bβ +bγ . Apresentou um sistema normal

de vetores unidade i , j , k , perpendiculares dois a dois e com magnitude unitária. Definiu

também  produto  direto  e  produto  oblíquo,  respectivamente,  produto  interno  e  produto

vetorial. Considerou operações entre vetores, soma e os produtos “direto” e “oblíquo”.

Peano estudou análise, fundamentos e lógica e deu muitas contribuições para o ensino

de cálculo, equações diferenciais e análise de vetores. Desempenhou um papel fundamental

na axiomatização da matemática e foi pioneiro em lógica matemática. 
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Peano, em Intégration par series dês équations différentielles linéaires (1888), definiu

o chamado “número complexo” de ordem n ,  ou seja,  se x=[ x1 , x2 ... xn] .  Apresentou

para esses “complexos” a relação de igualdade, a soma e o produto escalar, comprovando as

propriedades associativas, comutativas e distributivas.  Escreveu a combinação linear, termo

atual, x=x1i1+ x2 i2+... xnin considerando i1 , i2 ... in de ordem n ,  que i1=[1 ,0 ,0,0 ...0]

i2=[0 ,1 ,0 ,0 ,...0 ] … in=[0 ,0 ,0 ,0 ...1] para  espaços dimensionais  finitos.  Peano deu

uma prova da existência de uma solução para n  equações diferenciais lineares homogêneas

em n variáveis, e introduziu os “complexos” numéricos de ordem n .

Em 1888, Peano publicou o livro Calcolo geometrico.  Uma característica mais signi-

ficativa do livro é que nele Peano expõe com grande clareza as idéias de Grassmann que cer-

tamente foram apresentadas de maneira bastante obscura pelo próprio Grassmann. Este livro

contém a primeira definição de um espaço vetorial com notação e estilo notavelmente moder-

nos, embora não tenha sido apreciado por muitos na época.

O conceito geral de espaço vetorial foi formulado pela primeira vez por Peano em um

contexto geométrico em 1888 e manteve-se quase desconhecido na época. 

Em Calcolo geometrico (1888), Peano utilizou a palavra "ente" para o que entendemos

atualmente como vetor e a palavra "grupo" para base. Definiu sistema linear e suas proprieda-

des e a relação entre os "entes" de um sistema linear. As relações entre os "entes" foram defi-

nidas por Peano como dependência e independência e são as mesmas empregadas até hoje

considerando conjuntos de vetores em espaços vetoriais. De forma não clara, porque não hou-

ve uma definição de "grupo", Peano concluiu que se dimensão do sistema linear fosse n

qualquer  conjunto de n "entes" linearmente  independentes  formaria um "grupo" ou base

desse sistema linear. Um "ente" seria escrito de forma única num determinado "grupo" , ou

seja, dado um sistema linear de dimensão n com n  “entes” independentes a1 , a2 ,...an

então, a=x1a1+x2a2+ ...xnan .  Peano  verificou também que se  for  adicionado  um novo

"ente" num sistema linear de dimensão n esse novo "ente" não seria independente dos ou-

tros, ou seja, poderia ser escrito como combinação linear, termo atual, dos "entes" que faziam

parte do "grupo" de dimensão n .

Peano deu uma definição axiomática de espaço vetorial sobre os números reais.

Peano estudou o determinante conhecido como wronskiano, com propósito de analisar

se funções eram linearmente independentes.
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Em Sur les déterminant Wronskien  (1889), Peano enunciou que se um determinante

(wronskiano) formado por n funções da mesma variável e suas derivadas de ordem 1 até

n�1 for  identicamente  nulo,  entre  essas  funções  existiria  uma  relação  linear  com

coeficientes  constantes.  Segundo Peano a proposição seria  verdadeira se não existisse um

valor que cancelasse todos os elementos de uma linha do determinante, para tal conclusão,

Peano encontrou um contra-exemplo em que as funções eram linearmente independentes, mas

o determinante era nulo para todo os valores de t .

Em  Sur  les  Wronskiens,  de  1889,  Peano  enunciou  uma  proposição  que  se  um

determinante fosse formado por n funções, de mesma variável t , x1( t ), x2(t) ,... xn(t) e

suas derivadas de ordem 1...(n�1) fossem nulas para todos os valores de t , existiria uma

relação  linear  homogênea,  com  coeficientes  constantes,  em  outras  palavras,  eram

determinadas n constantes, C1 ,C2 , ..Cn nem todas nulas para todos os valores de t na

relação linear.  Nesse artigo, Peano verificou que se o Wronskiano fosse identicamente nulo

não implicaria  que  as  funções tivessem uma relação  linear  e deu contra-exemplo com as

funções  linearmente  independentes X=t2 e Y=t modt que  se  cancelaria  apenas  em

t=0 e com determinante nulo.

Heaviside  estudou eletricidade,  chegando a publicar  alguns artigos  inspirados pelo

Tratado de Eletricidade  e Magnetismo de Maxwell.  Apesar  dos  vários  contributos  para  o

eletromagnetismo, ele ficou mais conhecido pelo estudo da análise vetorial. 

Heaviside  em  El  etrical  Papers  Vol  2  (1894),  definiu  vetores  e  escalares  utilizando

vetores  retangulares  de  comprimento  unitário i , j , k ,  definiu  também produto  escalar  e

produto  vetorial,  além do  tratar  operador  hamiltoniano ∇=i
d

dx
+ j

d

dy
+k

d

dz
como vetor

quando as diferenciações eram escalares.

Em 1897, Peano em Sul   determinante wronskiano,   verificou que dadas as funções em

t , x1( t ), x2(t ) ,... xn(t) e C1 x1+C 2x2+...+Cn xn=0 com nem todos coeficientes  nulos,

então  o  determinante  no  formato x , Dx , D
2 x
,...D

n�1 x era  identicamente  nulo.  Peano,

provou agora que se dadas funções linearmente dependentes, então o determinante era nulo

para todos os valores de t . A inversa da proposição não era verdadeira.

Em 1898 em Analisi della teoria del vettori, Peano estabeleceu axiomas que requeriam

relação de eqüidiferença, ou seja, se a�b=c�d . 
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Peano definiu vetor como a diferença b�a entre dois pontos e sua abreviatura como

vtt: vtt=x∈[∃(a , b)∈(a , b∈pnt . x=b�a)] . As propriedades de vetor também foram estu-

dadas por Peano: a multiplicação por 0 , a comutativa da multiplicação, distributiva, a atual

propriedade do cancelamento. Também definiu de módulo de um vetor e a apresentação com

a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Paralelismo e coplanaridade de vetores também foram

analisados por Peano.

Peano nos presenteou com a primeira axiomatização geométrica de espaço vetorial,

um marco divisor para o estudo da Álgebra Linear e para o tema deste trabalho sobre conjun-

tos linearmente independentes e base que justamente tem término com os estudos de Peano.

Das noções mais antigas de paralelogramo de forças com os estudos de Aristóteles à

axiomatização de espaço vetorial com Peano, percorrendo várias áreas da Matemática e da

Física, e alguns séculos, a necessidade desses entes que caracterizam magnitude e movimento

e  suas  propriedades  teve  e  têm relevância  efetiva  na  construção  das  Ciências,  tal  como

Leibniz previu em 1679. 

Uma cronologia histórica,  uma parte  da  história  foi  construída  baseada  em textos,

artigos  e  livros  de  16  autores,  entre  eles,  matemáticos  e  físicos,  em  diversas  áreas  da

Matemática ou da Física, que apresentassem ideias ou noções sobre conjuntos linearmente

independentes e base.
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4. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Este  trabalho  teve  como  principal  objetivo  encontrar  as  primeiras  ideias  de

independência linear  e de base até os trabalhos de Peano, com os primeiros processos de

axiomatização de espaço vetorial. Foi disposto em ordem cronológica dos nascimentos dos

matemáticos e físicos. Essas ideias encontravam-se subentendidas na resolução das equações

diferenciais  lineares  de  Euler,  nos  primórdios  da  axiomatização  da  Álgebra  Linear  com

Grassmann  com  construção  de  um  espaço n  dimensional,  mas  principalmente  com  os

trabalhos de Peano que teria se apoiado nos estudos de Grassmann, que por sua vez se teria se

baseado em Möbius.

As equações diferenciais foram concebidas principalmente por Newton e Leibniz e

trabalhadas pelos irmãos Bernoulli,  além de outros matemáticos como Jacopo Riccati.  No

entanto,  Euler  teve o benefício  dos trabalhos anteriores,  generalizou  métodos existentes  e

criou novas técnicas. Ele estudou funções, suas propriedades e definições, que seriam a chave

para entender equações diferenciais e desenvolver métodos para suas resoluções. 

Em um de  seus  trabalhos,  De Integratione  A  equationum Differentialium Altiorum  

Graduum (1743),  a única condição para uma integral  ser considerada completa era que o

número de constantes arbitrárias fosse igual à ordem da equação diferencial.

Já em seu livro Institutionum calculi integralis Volume II (1769), Seção I, Euler anali-

sou dois fatos determinantes e necessários para que a noção de base se apresentasse: o número

de constantes arbitrárias deveria ser igual à ordem da equação diferencial e a necessidade de

que as  integrais  particulares  fossem linearmente  independentes,  para  obtenção da integral

completa.

Do artigo  De Integratione     Aequationum Differentialium Altiorum Graduum   (1743)  a

Institutionum calculi integralis Volume II (1769) houve uma evolução na análise de Euler, a

partir desse último, pôde-se concluir que o conjunto solução de uma equação diferencial line-

ar homogênea de ordem n é um espaço vetorial de dimensão n , uma base com n ele-

mentos. 

O artigo The History of the Concept of a Finite-Dimensional Vector (1980) de Jeremy

Gray citou De Integratione    Aequationum Differentialium Altiorum Graduum   (1743) como

possível base, no entanto, a análise de que o número de constantes arbitrárias fosse igual a or-
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dem da equação diferencial é insuficiente para formação do conjunto solução de uma equação

diferencial, falta a observação sobre a independência linear das integrais particulares.

Os princípios das ideias de base,  considerando a definição atual,  iniciaram  com os

trabalhos de Euler De Integratione   Aequation  um Differentialium Altiorum Graduum   (1743) e

se consolidaram com  Ins  titutionum Calculi Integrali  s  Volume II (1769), portanto  antes da

primeira axiomatização de espaço vetorial em 1888 com Peano. 

Outros matemáticos também utilizaram essa noção de base na resolução de equações

diferenciais não homogêneas, como Lagrange, que  trabalhou no aperfeiçoamento do Método

de Variação dos Parâmetros ou das Constantes. Esse método embora tenha sido desenvolvido

por  Euler,  foi  utilizado por  Lagrange  e  é  baseado  na  resolução  da  equação  diferencial

homogênea para obtenção de uma solução particular da equação diferencial não homogênea.

A ideia de que para uma equação diferencial de ordem n fossem necessárias n constantes

arbitrárias e consequentemente n integrais particulares, permanecia.

Por outro lado, a noção matemática de “vetor” originada da representação geométrica

de números complexos foi introduzida independentemente por vários autores no final do sé-

culo XVIII e início do século XIX. Começou com Wessel em 1797 e culminou com Gauss em

1831. A representação dos números complexos nessas obras foi totalmente geométrica, como

pontos ou como segmentos de linha direcionados no plano. Em 1837, Hamilton definiu os nú-

meros complexos algebricamente como pares ordenados de reais, com as operações habituais

adição e multiplicação, bem como a multiplicação por números reais. Um desenvolvimento

importante foi a extensão das ideias vetoriais para o desenvolvimento tridimensional.

Hamilton construiu uma álgebra de vetores dentro de seu sistema de quatérnios, que

foram representados  na  forma ai+bj+ck ,onde a ,b , c eram números  reais  e i , j , k as

unidades de quatérnios precursoras de uma base para o espaço euclidiano tridimensional. Ha-

milton introduziu o termo “vetor” para esses objetos ou entes. 

Grassmann em seu Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik,

(1844) construiu um sistema no espaço n dimensional, com propriedades de soma e multi-

plicação entre os chamados deslocamentos. Definiu sistema extensivo, baseado no conceito de

dependência. Representou de forma única um elemento como somatória, ou uma combinação

linear, de elementos independentes.

Peano fez um resumo de algumas das ideias de Grassmann em seu Calcolo Geometri-

co (1888). No último capítulo deste trabalho, intitulado  Transformazioni di sistemi lineari,
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Peano deu uma definição axiomática de um espaço vetorial sobre os reais. Ele chamou isso de

"Sistema linear". Ele postulou as operações de fechamento, associatividade, distributividade e

existência de um elemento zero. Peano também definiu outros conceitos de Álgebra Linear,

incluindo dimensão e transformação linear, e provou vários teoremas. Por exemplo, definiu a

dimensão de um espaço vetorial como o número máximo de elementos linearmente indepen-

dentes e mostrou que qualquer conjunto de n elementos linearmente independentes em um

vetor n -dimensional constituiria um grupo ou uma base. 

Posteriormente a Peano, outros matemáticos contribuíram para que a axiomatização de

espaço vetorial e definições de conjuntos linearmente independentes e de base tivesse o for-

mato atual. Hamel (1905), Weyl (1918), Banach (1920) foram os principais responsáveis pela

axiomatização de espaço vetorial.  Em Banach (1932),  destacou-se a primeira definição de

base.

Hamel45 em Eine B  asis aller Zahlen und die unstetigen Losungen der Funktionalglei  -  

chung: f (x+ y )= f (x)+ f ( y ) (1905), definiu sua base como um conjunto máximo de núme-

ros linearmente independentes, “a base para todos os números”, uma base para o espaço veto-

rial dos números reais sobre o campo dos números racionais.  Esse artigo  deu uma solução

descontínua para f (x+ y )= f (x)+ f ( y ) e foi publicada por Hilbert, seu orientador de douto-

rado, no Mathematische Annalen .

Weyl46, em 1918, em Space  - Time-Matter   , axiomatizou espaços vetoriais reais em seu

livro, Raum, Zeit, Materie (1918), baseado em palestras sobre a relatividade geral que ele ti-

nha dado no ano anterior em Zurique. No livro de Weyl, os vetores faziam parte dos funda-

mentos da geometria. Ele concebeu de um vetor intuitivamente como um deslocamento no es-

paço. As propriedades da adição, multiplicação e elemento neutro também foram desenvolvi-

das.

Os axiomas de Weyl eram divididos em duas partes: A primeira parte, que axiomati-

zou vetores, é essencialmente o primeiro conjunto de axiomas de Peano (1888).

O último dos axiomas de Weyl foi seu Axioma da Dimensão ou da Dimensionalidade:

Existem n vetores  linearmente  independentes,  então todos  os  vetores n+1 são

linearmente dependentes. 

45Georg Hamel(1877-1954), matemático alemão.
46Hermann Weyl(1885-1955), matemático alemão.
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Banach47 em sua dissertação de doutorado, Sur   lês opérations dans lês ensembles ab  -  

straits et leur application aux equations integrals (1920) introduziu a noção de espaço de Ba-

nach com seus 13 axiomas. Essa abordagem axiomática foi influenciada pela teoria dos con-

juntos.

Os 13 axiomas são enunciados por Banach como:

Seja E uma classe composta pelo menos por dois elementos, arbitrários, designados

por X ,Y ,Z , . . e a ,b , c .. . são números reais quaisquer, são definidas para E duas oper-

ações a seguir:

1) Adição de elementos de E

X+Y , X+Z , .. .

2) Multiplicação de um elemento de E por um número real:

aX ,bY .. .

Propriedades:

I1 X+Y é um elemento bem determinado da classe 

I2 X+Y=Y+X

I3 X+(Y +Z )=(X+Y )+Z

I 4 X+Y=X+Z então Y=Z

I5 Existe um elemento da classe E determinado 0 tal que X+0=X

I6 a . X é um elemento bem determinado da classe E

I7 a . X=0 equivale a aX=0 ou a=0

I8 a≠0 e a .X=a .Y então X=Y

I 9 X≠0 e a . X=b . X então a=b

I10 a .(X+Y )=a. X+a .Y

I11 (a+b) . X=a. X+b . X

I12 1. X=X

I13 a .(b . X )=(a.b)X

Em 1932, Banach, em Thé  orie des opérationes linéaires  , já se percebe um número me-

nor de axiomas de espaços vetoriais e suas propriedades, mais próximo da axiomatização atu-

al. Banach enunciou seus 7 axiomas e propriedades elementares:

47Stefan Banach (1892-1945), matemático polonês.
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Dado um conjunto não vazio E , admite-se que qualquer par ordenado x , y de ele-

mentos  de E ,  venha  corresponder  um  elemento x+ y de E (que  é  a  soma  de x e

y ) e que para um número t e para x⊂E um elemento tx de E o produto de um

número t por um elemento x ), que são definidas para essas operações,  nomeadamente

adição dos elementos e  multiplicação de números por elementos preenchidas  as  seguintes

condições ( x , y , z designados elementos arbitrários e a ,b os números):

1) x+ y= y+x

2) x+( y+z)=(x+ y )+z

3) x+ y=x+ z então y=z

4) a(x+ y )=ax+ay

5) (a+b) x=ax+bx

6) a(bx)=(ab)x

7) 1.x=x

Nesse livro, Banach estudou também funcional linear em um espaço vetorial  e suas

propriedades e espaços normados e suas métricas. 

O conceito da base de um espaço vetorial sobre os números reais em termos de inde-

pendência linear só foi dada numa formulação geral por Banach para espaços tipo (B), os es-

paços normados.

Base de um espaço tipo B:

Uma  série  { x i} de  elementos  de  E  é  chamada  base  quando  existe  para  todo

x⊂E exatamente uma série de números { η i} tal que:

x=∑
i=0

∞

η i x i .

Quanto às questões que fundamentaram essa tese, as ideias de conjuntos linearmente

independentes e de base teriam inicialmente aparecido na resolução de equações diferenciais,

com Euler e posteriormente Lagrange. A ideia de vetores impulsionada por Leibniz, a gênese

de segmentos orientados com Wessel, o diagrama de Argand, os quatérnios de Hamilton, a

álgebra extensiva de Grassmann,  Darboux com sua tentativa de axiomatização de vetores

tridimensionais e Peano com a axiomatização de espaço vetorial, propiciaram um panorama

de  como  esse  tema  se  delineou  por  esses  dois  séculos.  As  questões  de  como e  quando

apareceram as primeiras ideias de independência linear e de base até as atuais definições de

espaço vetorial foram atendidas com a produção desse trabalho.
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Como esse  trabalho  propôs  uma  cronologia  histórica  matemática,  fica  claramente

facilitado seu uso didático, uma síntese temporal em forma de tabela com os dados pertinentes

dos autores e suas contribuições poderia ser elaborada.  A forma cronológica e matemática

trazendo  uma  construção  possível  de  como  e  quando  apareceram  as  ideias  linearmente

independentes e base num espaço vetorial, quem foram os autores clássicos que trabalharam

essas  ideias,  as  relações  entre  eles  que  ensejaram  conhecimentos  trocados,  tornará  o

aprendizado desse tema com mais significado. 

Esta  tese  verificou  ideias  de  conjuntos  linearmente  independentes  e  de  base num

conjunto restrito aos principais matemáticos e físicos do século XVII até o século XIX com

Peano. Não se trata de uma História completa sobre as ideias de base e conjuntos linearmente

independentes através desses séculos, mas de um “recorte” muito provável numa cronologia

das obras estudadas.



123

REFERÊNCIAS

ARGAND, J.R. Essai sue une mamére de représent lês quantités imaginaires Dans

les constructions géométriques. Paris, 1874.

BANACH, S.  Sur lês opérations dans lês ensembles abstraits et leur application

aux equations integrals. 1920.

BANACH, S. Théorie des opérationes linéaires.1932.

BARON,  M.;  BOS,  H.  Curso  de  História  da  Matemática.  Origens  e

Desenvolvimento do Cálculo. Unidade 3. Open University, 1985.

BARON,  M.;  BOS,  H.  Curso  de  História  da  Matemática.  Origens  e

Desenvolvimento do Cálculo. Unidade 4. Open University, 1985.

BASSALO, J.  A Crônica do Cálculo III: Após Newton e Leibniz. Século XVIII.

Revista Brasileira de Ensino de Física. v. 18, nº 4, dez. 1996.

BASSALO, J.  A Crônica do Cálculo IV: Após Newton e Leibniz. Século XVIII.

Revista Brasileira de Ensino de Física, v. 19, nº 4, dezembro, 1997.

BERNOULLI, J. Modus Generalis Construendi di omnes equationes differentiales

primi gradus. In Acta Eruditorum. 1694. p.435-440.

BERNOULLI, J. Solutiones Problematis a J.B. In Acta Eruditorum. 1691. p. 273-

276.

BERNOULLI, J. Opera Omnia,1762.

BITTANTI, S. Count Riccati and the early days on the Riccati equations.Pitagora

Editrice Bologna, 1989.

BOLDRINI, J. et al. Álgebra linear . 3ª edição.Unicamp. Campinas,1980.

CAUCHY, A. Cours D’Analyse L’École Royale Politecnique. Paris,1821.

CROWE, M. A History of Vector Analysis. Dover Publications. New York, 1994.

D’AMBRÓSIO,  U.  A  História  da  Matemática:  Questões  Historiográficas  e

Políticas  e  Reflexões  na  Educação  Matemática. In:  BICUDO,  M.  A.  V.  Pesquisa  em

Educação Matemática: Concepções e Perspectivas. São Paulo: Editora da Unesp, 1999. p.97-

115.

DARBOUX, G. Sur la composition des forces en statique. In: Bulletin des sciences

mathématiques at astronomiques, 1875. tome 9, p. 281-288.

DUGAS, R. A History of Mechanics,1955.



124

ENGELSMAN, S. Lagrange’s Early Contributions to the Theory of First Order 

Partial Differential Equations . Historia Matematica 7, 1980, p. 7-23.

EULER, L. Institutionum calculi integralis volumen secundum.Opera Omnia.1769.

EULER, L. Institutionum calculi integralis volumen primum. Opera Omnia. 1768.

EULER, L. Institutiones calculi differentialis cum eius usu in analysi finitorum ac

doctrina serierum. Opera Omnia: Series 1, 1755, v. 10.

EULER,  L Methodus  aequationes  differentiales  altiorum  graduum  integrandi

ulterius promota . Novi Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 3, 1753, p. 3-35.

EULER, L. De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum..

Miscellanea Berolinensia 7, 1743,p 193-242.

EULER,  L. De  Integratione  Aequationum  Differentialium. Novi  Commentarii

academiae scientiarum Petropolitanae 8, 1755, p. 3-63. 

EULER,  L. Additamentum  ad  Dissertationem  de  Infinitis  Curvis  Eiusdem.

Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 7, 1740, pp. 184-200.

EULER,  L. De  infinitis  curvis  eiusdem  generis  seu  methodus  inveniendi

aequationes  pro  infinitis  curvis  eiusdem  generis.  Commentarii  academiae  scientiarum

Petropolitanae 7, 1740, pp. 174-189.

EULER,  L. Constructio  aequationis  differentialis ax
n
dx=dy+x2

dx .

Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae 6, 1738, p. 124-137.

EULER,  L. Nova  methodus  innumerabiles  aequationes  differentiales  secundi

gradus  reducendi  ad  aequationes  differentiales  primi  gradus. Commentarii  academiae

scientiarum Petropolitanae 3, 1732, pp. 124-137.

FAUVEL, J; GRAY, J.  The History of Mathematics: A Reader.  Macmillan Press,

London, 1987. 

GALLETO, B; BARBERIS, B.  Euler e Lagrange. In Quaderni dell Accademia di

Torino. 2008, p.61-81.

GAUSS, J. Theoria residuorum biquadraticorum , werke II, 1831,pp. 93-148.

GIBBS, J. Elements of Vector Analysis. New Haven, 1881-4.

GRASMANN  H. Die  Lineale  Ausdehnungslehre,  ein  neuer  Zweig  der

Mathematik. Leipzig, 1844.



125

GRAY, J.  The History Of The Concept a Finite-Dimensional Vector Space.  In:

Historia Mathematica 7, 1980, p.65-70.

GRAY, J. Fuchs and the theory of differential equations. In: Bulletin of American

Mathematical Society, v. 10, n. 1, jan 1984.

GRIMBERG, G. Gauss, os Resíduos Biquadráticos e a Representação Geométrica

dos Números Complexos. In: Revista Brasileira de História da Matemática,v. 14, n.29, 2014,

p.145-168.

HAMEL, G. Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Losungen der Funktional-

gleichung: f (x+ y )= f (x)+ f ( y ) ,1905.

HAMILTON, W.  Theory of Conjugate Functions, or Algebraic Couples; with a

Preliminary and Elementary Essay on Algebra as the Science of Pure Time. Royal Irish

Academy, v.17, part 1,1837, pp. 293–422. 

HAMILTON, W. On Quaterinons or on a New System of Imaginaires in Algebra.

In: Philosophical Magazine,series 3, 1832-1850, 1941. 

HAMILTON, W. Lecture on Quaternions. Dublin, 1853.

HEAVISIDE, O. Eletrical Papers, v.2, 1894.

INCE, E. Ordinary Differential Equations. Dover,1926.

JARDINE, D ;GELLASCH, A. Mathematical Time Capsules. In: MAA, 2009

KANNENBERG, L. A New Branch of Mathematics. The Ausdhnungslehre of 1844

and Others Works, 1995.

KATZ, V. A History of Mathematics, 3ª edition, 2008. 

KLINE, M. Mathematical Thought from Ancient to Modern, Vol. 2,1972.

LAGRANGE, J. Théorie des variations périodiques des mouvements des Planetes,

premiere  partie.  In:  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  et  Belles-

lettres.Berlin, 1783 p. 161–190.

LAGRANGE,  J.  Théorie  des  variations  séculaires  des  éléments  des  Planetes .

seconde partie. In: Nouveaux Mémoires de l'Académie Royale des Sciences et Belles-lettres

Berlin, 1782, p. 169–292.

LAGRANGE,  J.  Théorie  des  variations  séculaires  des  éléments  des  Planetes,

premiere  partie. In:  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  et  Belles-

lettres.Berlin, 1781, p. 199–276.



126

LAGRANGE,  J.  Sur  les  integrales  particulieres  des  equations  diffkentielles.In

Noveaux Mémories de L’Academie Royale, 1774.

LAGRANGE,  J.  Sur  l'integration  des  equations  a  differences  partielles  du

premier ordre. In: Noveaux Mémories de L’Academie Royale, 1776.

LAGRANGE, J.  Sur les suites recurrentes don’t les termes variant de plusieurs

manieres differences. In: Noveaux Mémories de L’Academie Royale, 1775.

LEIBNIZ,  G. Explication  de  l'Arithmétique  Binaire,  qui  se  sert  des  seuls

caracteres O & I; avec des Remarques sur son utilité, & sur ce qu'elle donne le sens des

anciennes Figures Chinoises de Fohy. In: Histoire de l'Académie royale des sciences ... avec

les mémoires de Académie des sciences,1703.

LEIBNIZ, G. De geometria recondita et analysi indivisibilium atque infinitorum.

In: Acta Eruditorum, 1686. 

LEIBNIZ, G. Nova methodus pro maximus et minimis, itemque tangentibus, quae

nec fractas nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus .In:

Acta Eruditorum, 1684.

LEIBNIZ, G. Philosophical Papers and Letters. In: KNUUTTILA, S et al.The New

Synthese Historical Library v. 2. Kluwer Academic Publishers Second Edition, 1989, p 248.

Translated Leroy Loemker.

LUCIANO, E. At The Origins of Functional Analysis: G Peano and M. Gramegna

on Ordinary Differential Equations . In: Revue d’histoire des mathématiques 12, 2006, p. 

35–79.

MACH, E. The Science of Mechanics, 1919.

MOBIUS, A. Der Barycentrische Calkül. Leipzig, 1827.

MOORE,  G.  Axiomatization  of  Linear  Algebra:  1875-1940.  In:  Historia

Mathematica 22,1995, p.262-303.

PEANO, G. Analisi della teoria dei vettori. In:Atti della R. Accademia delle scienze

di Torino,v. 33, 1897-1898.

PEANO,  G.  Sul  determinante  wronskiano.  In:Atti  Della  Reale  Accademia  Dei

Lincei Rendiconti. v.6, 1897, p.413-415.

PEANO,  G.  Démonstration  de  l’intégrabilité  des  équations  différentielles

ordinaires. In:Mathematische Annalen 37, 1890.



127

PEANO, G.  Sur les wronkiens. In:Mathesis Recuel Mathématiques 9, 1889, p 110-

112.

PEANO, G.  Sur les déterminant wronskien.  In:Mathesis Recuel Mathématiques 9,

1889, p 75-76.

PEANO, G. Calcolo Geometrico. Fratelli Bocca Editori, Torino, 1888.

PEANO,  G.  Intégration  par  séries  des  équations  différentielles  linéaires..

In:Mathematische Annalen 32,1888, p 450-456.

PEIRCE, B. Linear Associative Algebra.New York, 1882.

PRAGACZ, P.  Notes on the life and work of Joséf Maria Hoene. In: Wronski In

Polish Journal Wiadomosci Matematyczne (Ann. Soc. Math. Pol.) v. 43, 2007. Tradução Jan

Spalinski.

RICCATI, J. Observations Regarding Differential Equations of the second order.

Acta Eruditorum Lipsiae, 1724. Translated Ian Bruce, 2007.

RICCATI, J. Opere. tomo primo, Lucca, 1761.

SMITH, David Eugene (Org) A Source Book in Mathematics. Dover, 1959.

WEYL, H. Raum, Zeit, Materie ,1918.

WESSEL,C.  Essay sur la Représentation Analytique de La Direction.Translated

Thiele e Valentiner.Copenhague, 1897.

WRONSKI, H.  Réfutation de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange,

Paris, 1812.

WRONSKI, H. Introduction a la philosophie des mathématiques. Paris, 1811.

As biografias de todos os autores estudados foram baseadas em: 

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/  .   Acesso em 12 set. 2019.

https://pt.wikipedia.org/wiki/Wikip%C3%A9dia:P%C3%A1gina_principal

Acesso em 12 set.2019.



128

ALGUNS  AUTORES  QUE  INFLUENCIARAM  EULER  NA

RESOLUÇÃO DE EQUAÇÕES

As aplicações de equações diferenciais no século XVIII eram motivadas de problemas

em  astronomia  e  ciências  físicas.  Jakob  Bernoulli  estudou  equações  diferenciais  para  o

movimento planetário, usando os princípios desenvolvidos por Newton. O trabalho de Jakob

Bernoulli  incluiu  o  desenvolvimento  da  catenária  e  o  uso  de  coordenadas  polares.  Nesta

época,  as  equações  diferenciais  estavam  interagindo  com  outros  tipos  de  matemática  e

ciências  para  resolver  problemas  aplicados  significativos.  O  irmão  de  Jakob,  Johann

Bernoulli,  foi  provavelmente o primeiro matemático a entender o cálculo de Leibniz e os

princípios de mecânica para modelar matematicamente fenômenos físicos usando equações

diferenciais  e  a  encontrar  suas soluções,  ele  também foi  professor  de Euler.  As ideias de

Leibniz  também se  fizeram presentes  nos  trabalhos  de  Euler,  como a  utilização  de  fator

integrante e o uso de separação por variáveis para solucionar equações diferenciais lineares.

Riccatti  elaborou  trabalhos  sobre  redução  de  ordem  de  equações  diferenciais  e

provavelmente  influenciou  Euler  com  seu  Animadversiones  in  aequationes  differentiales

secundi gradus, onde solucionou a equação diferencial por redução de ordem, transformando

uma equação de segunda ordem em uma equação de primeira ordem conhecida atualmente

como equação de Riccati, fazendo análise das infinitas soluções obtidas através das constantes

arbitrárias conseguidas com a integração.

Os  Bernoullis,  Jakob,  Johann  e  Daniel,  filho  de  Johann,  estudaram  os  casos  da

equação  de  Riccati  e  dada  a  proximidade  e  amizade  entre  Johann  Bernoulli  e  Euler,

provavelmente este último estava conectado com os trabalhos de Johann Bernoulli. Taylor

usou  séries  para  resolver  equações  diferenciais.  No  início  do  século  XVIII,  muitos

matemáticos tinham acumularam técnicas para analisar e resolver equações diferenciais.

Euler teve o benefício dos trabalhos anteriores, mas se baseou no estudo das funções e

generalizou métodos existentes além de criar novas técnicas. Nos trechos analisados do artigo

De  Integratione  Aequationum  Differentialium  Altiorum  Graduum(1743)  e  no  livro

Inst  itutionum Calculi   Inte  gralis   (1768-1770) foram empregados o Método de D’Alembert, o

Método da Variação dos Parâmetros ou das Constantes, a Relação de Euler e o atual Teorema

da  solução  geral  da  equação  diferencial  não  homogênea.  Euler  teria  iniciado  o
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desenvolvimento do Método de Variação de Parâmetros ou das Constantes e Lagrange o teria

completado.
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APÊNDICE I Nova methodus pro maximus et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas

nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus (1684)
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APÊNDICE II De geometria recondita et analysi indivisibilium atque infinitorum (1686)
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APÊNDICE III JOHANN BERNOULLI

Figura 18: Johann Bernoulli

Fonte: Wikipédia48

Nascido a 07 de agosto de 1667 na Basiléia, Suiça

Morto a 03 de janeiro de 1748 na Basiléia, Suiça

Foram os Bernoullis que usaram pela primeira vez a palavra integral (1669) e, pouco

depois,  Leibniz concordaria  que  Cálculus Integralis seria  um nome melhor que  Cálculus

Sommatorius. A família Bernoulli teve sua origem na Holanda, na cidade da Antuérpia, fugin-

do para a Suíça, por serem protestantes. Johann escreveu uma tese de doutoramento em medi-

cina sobre fermentação, com apenas 23 anos de idade.

Johann Bernoulli  foi  um dos grandes  matemáticos  pertencente à família Bernoulli.

Johann e seu irmão mais velho Jakob mantinham correspondências, além de forte amizade

com Leibniz,  os  irmãos  absorveram  grande  parte  do  trabalho  deste  matemático  em suas

próprias descobertas e estudos.

Os primeiros contatos dos irmãos Bernoulli com o trabalho de Leibniz ocorreram em

1685, após Leibniz publicar seu primeiro artigo sobre Cálculo escrito em 1684. Os irmãos

começaram a estudar os trabalhos de Leibniz e a trocar correspondências com ele.

A partir de 1691, Johann tornou-se um apaixonado pela teoria do cálculo diferencial e

integral, escreveu dois livros sobre cálculo. Em 1692, Johann encontrava-se em Paris e, para

ganhar a vida,  tornou-se professor particular de um jovem, Guilherme François L'Hôpital,

48Disponível em:https://pt.wikipedia.org/wiki/Johann_Bernoulli Acesso em 25 maio 2020
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Marquês de St Mesme. O resultado deste acordo foi que uma das mais importantes contribui-

ções de Johann Bernoulli, datada de 1694, para resolução de limites indeterminados, passou a

ser conhecida mundialmente como regra de L'Hôpital, Analysis des Infinites Petits publicado

em Paris em 1699. A publicação é tida como primeiro livro de cálculo diferencial e integral

editado no mundo, cuja importância foi enorme para a divulgação do cálculo entre os estudio-

sos do século XVIII. No prefácio, L'Hôpital agradece de maneira especial a Johann Bernoulli

e a Leibniz.

Ainda  em  1694,  Johann  resolveu  equações  diferenciais  homogêneas  utilizando  o

método de  separação  de  variáveis  de  um modo mais  completo  do  que  Leibniz  já  havia

sugerido e feito em 1691.

Em 1694, casa-se com Marie Euler, sobrinha de Euler, com a qual teve três filhos, to-

dos gênios: Nicolau I, Daniel I e Johann II. 

Em 1695 Bernoulli foi convidado a ser professor da Universidade de Groningen onde

permaneceu até 1705 e teve como discípulo o grande Euler.

Em  1742,  Johann Bernoulli  utilizou  o método do fator  integrante  para  solução de

equação diferencial, segundo Victor Katz (2008) e teria procedido da seguinte forma:

Dada a equação diferencial:

2 ydx�xdy=0 a  equação  integral  seria  conseguida  multiplicando-se  pelo  fator

integrante
x

y
2

. Que resultaria em d

dx
(
x

2

y
)=0 .

Havia uma ligação estreita com Euler. Eram parentes, amigos e Johann foi professor

de Euler em Groningen. Johann deve ter influenciado Euler nos métodos de resolução das

equações diferenciais.
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APÊNDICE IV JACOPO FRANCESCO RICCATI

Figura 19: Riccati

Fonte: Wikipédia49

Nascido em 28 de maio de 1676 em Veneza, Itália

Morto em 15 de abril de 1754 em Treviso, Itália

Jacopo  Riccati  foi  um  dos  matemáticos  italianos  mais  conhecidos  de  seu  tempo.

Pertencia a uma família nobre e rica de Castelfranco Veneto. 

Também efetuou trabalhos sobre hidráulica que foram muito importantes para a cidade

de Veneza. Ele próprio ajudou a projetar os diques ao longo de vários canais. É conhecido

principalmente pela Equação de Riccati da qual fez um elaborado estudo e deu soluções em

alguns casos especiais.

Riccati  usufruiu  de  uma  extraordinária  rede  de  relacionamentos  valiosos  para

atualização  e  progresso  dos  estudos  matemáticos  na  Itália.  Ele  se  correspondeu  com

renomados  estudiosos  italianos  e  estrangeiros,  entre  os  quais  Bernardino  Zendrini,  John

Poleni,  Antonio  Vallisnieri,  Gabriele  Manfredi,  Giulio  Carlo  Fagnano,  Jacob  Hermann,

Johann, Daniel, Nicolaus I e Nicolau II Bernoulli, Giuseppe Suzzi, Lodovico Riva, Ramiro

Rampinelli e Maria Gaetana Agnesi.

Ele influenciou Euler para integração de equações diferenciais lineares de qualquer

ordem,  percebe-se  a  importância  de  Riccati  para  que  Euler  compreendesse  as  primeiras

noções de base na integração de equações diferenciais.

Riccati trabalhou principalmente com resolução de equações diferenciais com métodos

para reduzir a ordem e separar variáveis para a resolução de equações diferenciais.

49Disponível em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Jacopo_Francesco_Riccati Acesso em 25 maio 2020
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Seu filho Giordano Riccati publicou Opere, em 1765, após a morte do pai. Opere foi

publicado em Lucca por G. Rocchi e tem 04 volumes.

Entre Riccati e Johann Bernoulli existia um intercâmbio de ideias e conhecimentos,

onde  os  Bernoulli’s  são  citados  em vários  trechos  de  seu  livro  Opere,  com soluções  de

equações diferenciais. 

Em Opere, Riccati apresentou métodos inventados por vários autores para separar as

equações  diferenciais  de  primeira  ordem,  também  foi  estudada  a  equação: ẍ=α tm

“equazione ingannatrice”.

Riccati publicou em Acta Eruditorum Lipsiae em 1724, Animadversiones in aequatio-

nes differentiales secundi gradus, é considerado o primeiro documento oficial sobre a Equa-

ção de Riccati, apesar de que em 1723, já ter sido publicado no Apêndice do mesmo jornal.

Esse artigo teria influenciado Euler na resolução de equações de segunda ordem. Riccati utili-

zou algumas transformações e substituições que teriam motivado Euler em seus estudos. Ele

transformou ou reduziu uma equação diferencial de 2ª ordem na conhecida Equação de Ricca-

ti, uma equação diferencial não linear de 1ª ordem e constatou a necessidade de uma constante

que significaria uma infinitude de soluções a cada redução de ordem. Em Constructio aequa-

tionis differentialis (1733), Euler comentou essa solução de Riccati.

Em Animadversiones in aequationes differentiales secundi gradus , Riccati manipulou

a equação x
m
ddx=ddy+dy2 fazendo substituições, considerando dx : q=dp , dy=udp  e

dp constante.  Reduziu a ordem da equação diferencial  de 2ª  ordem x
m
ddx=ddy+dy2

para a equação x
m
dq=du+uudx :q de primeira ordem, atualmente conhecida por Equação

de Riccati. 

Constatou que se q=xn a questão seria conseguir encontrar valores de expoente n

para que a separação de variáveis fosse possível. Riccati apresentou também outros exemplos

onde não era possível a redução de ordem, pois havia dificuldade na separação de variáveis.

Em 1742, Euler encontrou a mesma solução de Riccati integrando séries aplicando na

equação: dy+ayydx=b xmdx em De Resolutione aequationis dy+ayydx=b xmdx .
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APÊNDICE V De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum (1743)

Os parágrafos ou itens desse artigo foram resolvidos considerando o conhecimento

matemático existente na época, mas trazendo esses dados para uma análise atual.

Parágrafo VI 

 

Nesse parágrafo,  Euler resolveu a equação conhecida atualmente como equação de

Riccati, pois foi este último quem a propôs.

Foi dada a equação:

a .ady+ y . ydx=(a .a+x . x)dx

É claro que y=x era uma equação integral, mas não era uma integral completa,

pois  nem a constante a estava incluída nessa solução,  nem outra  constante  exigida pela

equação diferencial de ordem 1 aparecia na solução, portanto era uma integral particular.

E Euler nos apresentou a equação integral completa como: 

y=x+
aabe

� xx
aa

aa+b∫e
� xx

aa dx

.
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Uma possível solução foi analisada neste momento, levando em conta as estruturas e

conhecimento  de  Euler.  Uma análise  de  boa  parte  de  sua  obra  foi  verificada  para  poder

entender quais os caminhos matemáticos conhecidos até então por ele.

O  método do  fator  integrante  já  era  conhecido  por  Euler,  pois  foi  primeiramente

utilizado  por  Leibniz  em  1694.  Euler  em  Nova  methodus  innumerabiles  aequationes

differentiales secundi gradus reducendi ad aequationes differentiales primi gradus (1732),

em  De Integratione Aequationum Differentialium (1755),  e na parte  I  do Capítulo VII  de

Institutionum calculi differentialis Volume 1 (1755) utilizou esse método.

Riccati publicou o artigo Animadversiones in aequationes differentiales secundi gra-

dus em Acta e Euler teria se baseado nesse artigo para resolução das equações diferenciais de

2ª ordem, usando as transformações e substituições de Riccati que o inspiraram. 

Euler, em seu artigo  Constructio aequationis differentialis a x
n
dx=dy+ y2

dx , que

foi publicado em 1738, utilizou um método para resolução da equação diferencial proposta

primeiramente por Riccati e resolvida, por Euler, para todos os valores de n . Ele utilizou

séries e as integrações são consideradas somas dessas séries. 

Mais tarde,  em 1755, em seu artigo  De Integratione Aequationum Differentialium,

problema  9,  página  32, Euler  chamou  a  atenção  para  o  fato  de  que  dada  uma  solução

particular v para a equação Riccatiana a solução geral poderia ser obtida: 

Numa possibilidade para a resolução da equação diferencial de Riccati desse artigo de

Euler, houve a comparação com interpretações atuais:

Euler considerou uma solução do tipo:

y=v+
1

z
que  transformaria  a  equação  de  Riccati  não  linear  numa  equação

diferencial linear.

Retomando a equação do parágrafo IV:

a .ady+ y . ydx=(a .a+x . x)dx

Considerando agora, uma equação análoga, nos termos:

y ’= p( x)+q (x) y+r (x) y2

Então:

y ’=
a

2+x2

a
2
�
y

2

a
2

Considerando uma solução particular y p  e uma solução geral dada por:
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y (x)= y p(x)+
1

v (x )

E substituindo:

d

dx
( y p+

1

v
)=p (x)+q (x)( y p+

1

v
)+r ( y p+

1

v
)

2

Obtém-se:

dv

dx
+q (x)+2 r (x) y p .v=�r (x ) .

Para resolução dessa equação diferencial de 1ª ordem linear, Euler deve ter utilizado o

método do fator integrante que ao considerar uma equação do tipo:

y ’+ p(x ) y=q(x )

u(x) seria o fator integrante tal que:

d

dx
(u(x ) y )=u( x).( y ’+ p(x) . y)=u (x) .q (x)

E integrando:

y=
1

u(x)
∫u (x)q(x )dx+ C

u(x )
(Equação I)

Considerando p(x)≠constante

d

dx
(u(x ) y )=u( x). y ’+u (x) . p(x ). y=u ' y+uy '

u ' . y=u . p(x ). y

∫ du

u
=∫ p(x )dx

ln(u)=∫ p(x )dx+C 1

u(x)=e∫
p (x)dx

.e
C1

 u(x)=e∫
p (x)dx

.C2 (Equação II)

Considerando a Equação I 

y=
1

u(x)
∫u (x)q(x )dx+ C

u(x )
e substituindo em II em I:

y (x)=e
�∫ p (x)dx .∫ e∫ p(x)dx

.q (x)dx+C3 e
�∫ p (x)dx

Voltando à equação a .ady+ y . ydx=(a .a+x . x)dx de Riccati do Parágrafo VI:

dv

dx
+(q(x )+2r (x) y p) .v=�r (x )

Resolvendo pelo método do fator integrante:
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v '+(q( x)+2 r (x) y p) .v=�r ( x) . 

Agora o fator integrante para essa equação será:

u(x)=e∫
(q (x)+2r ( x) y

P
)dx

.C4 (Equação III)

v (x )=
1

u(x)
.∫u(x )(�r (x)dx+

c5

u (x)
)

 
1

v (x)
=

u (x)

∫(u(x )(�r (x )dx )+C5)
(Equação IV)

Substituindo III em IV e depois em :

y (x)= y p(x)+
1

v (x)

Obtém-se finalmente:

y (x)= y p(x)�
e∫

q (x)+2 r (x) y
p( x)dx

C 6+∫ r (x) .e∫
q (x)+2 r (x) y

p(x)dx dx
(Equação V)

Voltando ao artigo de Euler e resolvendo a equação de Riccati:

y ’=
(a2+x2)

a
2

–
y

2

a
2

Colocando na forma:

y '= p(x )+q(x ) y+r (x) y2 então:

p(x)=
(a2+x2)

a
2

q( x)=0 r (x)=
�1

a
2

Considera-se: y p( x)=x pois x é  solução  da  equação,  Euler  em  seu  artigo  já

considerava uma solução particular.

a .ady+ y . ydx=(a .a+x . x)dx

Substituindo na Equação V, y p( x)=x , r (x)=
�1

a
2

, q( x)=0 , obtém-se:

y (x)=x�
e
� x

2

a
2

C6+∫�
1

a
2
e
� x

2

a
2

dx
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Multiplicando  a  fração
1

v (x)
=�

e
� x

2

a
2

C6+∫�
1

a
2
e
�x

2

a
2

dx

por ba
2 numerador  e

denominador e considerando b=�
1

c6

, a integral completa apresentada por Euler seria:

y=x+
aabe

� xx
aa

aa+b∫e
� xx

aa dx

.

Observa-se que se b=0 obtém-se a solução particular.

Euler  observou  que uma constante  arbitrária  aparecia  na  solução  da  equação

diferencial de 1º grau (1ª ordem).

Parágrafo VII

Nesse  parágrafo,  Euler  resolveu  uma  equação  diferencial da  diferencial  (equação

diferencial de 2ª ordem):

y=x .
dy

dx
+
axddy

dx
2

.

A equação finita y=x não era a integral completa.

A equação integral completa precisaria duas constantes arbitrárias.
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Euler  percebeu y=nx também  satisfazia  a  equação,  mas  que  se  tratava  de  uma

equação particular.

Ele resolveu e obteve:

 y=nx+bx∫ e
�x
a dx

x
2

que teria duas constantes arbitrárias b ,n , além da constante

a .

Provavelmente Euler utilizou o método para redução de ordem, atualmente conhecido

como Método d’Alembert, pois já o conhecia.

Considerando C(x ) uma função de x , y1(x) uma solução particular, obtém-se

uma outra solução y2(x) , com:
y2(x)=C (x) . y1(x ) e derivando:

 y2 '=C ' y1+Cy1 ' derivando novamente

y2 ''=C '' y1+C ' y1 '+C ' y1 '+Cy 1 ''

y2 ''=C '' y1+2C ' y1 '+Cy1 ''

Considerando que uma equação de 2ª ordem é do tipo:

y2 ''+ p(x ) y2 '+q (x) y2=0

Substituindo tem-se:

C( y1 ''+ py1 '+qy1)+C '' y1+C '(2 y1 '+py1)=0

Como:

y1 ''+ py1 '+qy1=0 , implica em:

C ''

C’
=�

2 y1’

y1

�p

Integrando ambos os lados:

ln(C ')=�ln( y1)
2�∫ p(x)dx+ln(A)

C '=
1

y1
2
e
�∫ p(x) dx

.A

Integrando:

C=B+A∫ 1

y1
2
e
�∫ p (x)dx

.dx (Equação VI)

Voltando ao Parágrafo VII em questão,

y=x .
dy

dx
+ax

ddy

dx
2
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Colocando na forma:

y=xy '+axy ''

Deixando na forma:

y2 ''+ p(x ) y2 ’+q(x ) y2=0

Obtém-se:

y ''+
y '

a
�

y

ax
=0

Com y1=x e p(x)=
1

a

Substituindo na Equação VI, obtém-se:

C=B+A∫ 1

x
2
e
� x
a dx

Como y2=C . x então:

y2=Bx+Ax∫
1

x
2
e
� x
adx

Ainda considerando: A=b e B=n

A equação integral completa seria:

y=nx+bx∫ e
� x

a dx

x
2

.

Euler notou que haviam duas constantes arbitrárias na solução  b e n ,  ou seja,

como tratava-se de equação de 2ª ordem, o esperado é que deveria conter duas constantes. 
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Parágrafo VIII

Euler afirmou nesse parágrafo que todas as equações integrais particulares estavam

contidas na integral  completa e  a  integral  se tornaria  completa quando todas  as  equações

integrais particulares fossem consideradas. 

Parágrafo IX
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Dada a equação:

Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
=0

Considerando as soluções: y= p e y=q

Ap+
Bdp

dx
+
Cddp

dx
=0

Aq+
Bdq

dx
+
Cddq

dx
=0

Serão também soluções y=αp e y=βq , pois:

α Ap+α Bdp

dx
+α Cddp

dx
2
=0

β Aq+β Bdq
dx
+β Cddq

dx
2
=0

Será solução: y=αp+βq porque:

A (α p+β q)+B
d(α p+β q)

dx
+C

dd (α p+β q)
dx

2
=0
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Parágrafo X

Euler observou que dados valores particulares p ,q , r , s ... para a equação diferencial

dada,  a  solução y=α p+β q+γ r+δ s+.. . também  seria  solução.  Esse  valor  só  seria

completo o número de constantes arbitrárias fosse igual à ordem da equação diferencial dada. 
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Parágrafo XI

Nesse item, Euler nos esclareceu que o número de constantes arbitrárias deveria ser no

máximo n , ou seja, a ordem da equação diferencial.

Parágrafo XII
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Na equação:

0=Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
Ed

4
y

dx
4
+
F d

5
y

dx
5
+etc

Foi dada uma solução ou integral particular y=e∫
pdx

então:

dy

dx
= p .e∫

pdx

ddy

dx
2
=
dp

dx
.e∫

pdx+ p2
e∫

pdx=e∫ pdx (p2+
dp

dx
)

ddy

dx
3
=e∫ pdx( p3+2 p

dp

dx
+
ddp

dx
2
)

Logo dividindo por y=e∫
pdx

reduziria a ordem da equação diferencial para n�1 .
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Parágrafo XIII

Dada uma equação diferencial, hoje homogênea, de ordem n :

0=Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
Ed

4
y

dx
4
+
F d

5
y

dx
5
+etc

Considerando p=constante ,  portanto dp ,ddp ,dddp muito pequenos e y=e px

uma integral particular, ou solução, obtém-se a equação algébrica de acordo com parágrafo

anterior: 0=A+Bp+Cp3+Dp4+...+Npn . 

y=α epx também seria solução, bastaria substituir e fazer a verificação.

Euler demonstrou que a solução dessa equação seria dada por valores de p que eram

raízes da equação algébrica: 

0=(A+Bp+Cp3+Dp4+...+Npn) .
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Parágrafo XIV

Analogamente dada uma equação algébrica:

0=A+Bz+Cz2+Dz3+...+Nzn e pz�q um divisor, ou seja,

z�
q

p
=0 .

Então:

Se z=
q

p
então y=e

qx

p seria  solução  da  equação  diferencial

0=Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
Ed

4
y

dx
4
+
F d

5
y

dx
5
+etc com  essas  constantes  e y=α e

qx

p

também seria solução.

A equação integral completa deveria ter n constantes arbitrárias.
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Parágrafo XVI

Nesse parágrafo, considerando os divisores: pz�q e q� pz da equação algébrica:

0=A+Bz+Cz2+Dz3+...+Nzn

Como z=
q

p
, z=

dy

dx
e y=z0 obtém-se qy�

pdy

dx
=0 ou

y '

y
=
q

p
que

integrando y=α e
qx

p é solução.
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Parágrafo XVII

 Se ( pz�q)2 é um fator da equação algébrica,  então Euler considerou y=e
px

q u

onde y=e
px

q é  uma  solução  conhecida  e u  uma  função  desconhecida,  do  tipo

u=α+βx , ou seja, ddu=0 .

Nesse  parágrafo  Euler  utilizou  ideias  do  atualmente  conhecido  Método  de

D’Alembert.

Dada a equação algébrica: p+qz+rz2 , z=
dy

dx
 e y=z0 então:

py+
qdy

dx
+r

ddy

dx
2
=0

Se ( pz�q)2 for  divisor  dessa  equação  algébrica,  uma  equação  de  2º  grau  e

consequentemente uma equação diferencial de 2ª ordem correspondente seria:

p
2
y�2 pq

dy

dx
+q2 ddy

dx
2
=0

Considerando solução: y=e
px

q u e ddu=0 ,  pois du=constante então u tem a

forma u=α+βx .

Obtém-se y=e
px

q (α +β x) .

Euler percebeu duas constantes arbitrárias α , β .
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APÊNDICE VI Inst  itutionum Calculi Integralis   (1768-1770)

Volume I; Seção I; Capítulo I

Nesta  Seção,  a  definição  de  constantes  arbitrárias  que  foram fundamentais  para  a

percepção de Euler para as ideias de base.

Definição:

A fórmula de um diferencial seria racional, quando o diferencial dx da variável x

cuja função seria  procurada,  fosse multiplicada por uma função racional  de x ,  ou seja,

X designaria essa função racional de x , a fórmula Xdx do diferencial seria racional.

Corolário 1:

Por isso, neste capítulo, buscou-se uma função de x , X , tal que:
dy

dx
=X

Corolário 2:

Euler obteve uma função de x cuja diferença seria igual a Xdx , portanto a integral

∫Xdx forneceria a função procurada.
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Corolário 3:

Se P fosse  uma função de x , de modo que o diferencial dy=Xdx , e como a

quantidade P+C seria o  mesmo  diferencial.  Logo,  a  integral  completa Xdx seria

P+C com C uma constante arbitrária.

Volume I; Seção II; Capítulo I

Nesta Seção, Euler apresentou seus estudos com constantes arbitrárias, separação por

variáveis e quando isto não era possível, utilizou um fator integrante que possibilitasse essa

separação por variáveis. A solução da equação de Riccati apareceu também nessa Seção.

Para integração de uma equação com variáveis separadas: ∫Y dy=∫ X dx+C
Apareceu uma constante arbitrária C .
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Nesse  problema,  dada  a  equação Pdx=Qdy onde P e Q eram  funções

homogêneas de x e y de mesmas dimensões. 

y=ux seria função de u . 

Se
P

Q
que mudou para a função U de u e se tornou:

dy=Udx

Se y=ux então dy=udx+xdu e substituindo dy=Udx

Obtém-se:

Udx=udx+xdu

xdu=(U�u)dx

dx

x
=

du

(U�u)

ln(x )=
∫du
(U�u)

E como y=ux  

ln( y )= ln(u)+ ln(x)

ln( y )= ln(u)+∫ du

(U�u)

ln( y )=∫ du

u
+∫ du

(U�u)

ln( y )=∫ Udu

u(U�u)
.

Volume I; Seção II ; Capítulo II

Euler  definiu  seu  novo  método,  a  procura  de  um  multiplicador  adequado  que

permitisse  que  uma  equação  diferencial  se  tornasse  uma  diferencial  exata  e  pudesse  ser

integrada. 
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A função Z é tal que dZ=Pdx+Qdy .

Euler  procurou Z constante  tal  que dZ=Pdx+Qdy e  considerou  primeiramente

y constante obtendo: dZ=Pdx logo Z=∫Pdx+C no entanto, essa constante envolvia

algum y consequentemente Y : Z=∫Pdx+Y .

Analogamente fazendo x constante: Z=∫Qdy+X .

Finalizando: ∫Pdx�∫Qdy=X�Y .
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Euler considerou agora, uma equação diferencial não exata, que precisava ser integra-

da. Euler procurava um fator multiplicador para que a tornasse integrável: 0=Pdx+Qdy .

Euler queria uma constante arbitrária que fosse uma função de x e y tal que dife-

renciando chegasse a:

0=Mdx+Ndy

Com isso:
P

Q
=
M

N

M=LP e N=LQ

Como 

 0=Mdx+N dy exata

dM

dx
=
dQ

dy

dLP

dx
=
dLQ

dy
.
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Volume II; Seção I ; Capítulo I

Ele  considerou dy= pdx e dp=qdx e q função  de p para  procurar  a  relação

entre as variáveis a relação entre as variáveis x e y .

Considerando q=P com  P  função  de p ,  então q=
dp

dx
e dp=Pdx

consequentemente dx=
dp

P
e dy= pdx=

pdp

P
.  Integrando  Euler  obteve: x=a+∫ dp

P
e

y=b+∫ pdp

P
duas constantes a e b são obtidas.  Ele observou  que as duas  variáveis

poderiam ser obtidas com a mesma variável p . Então a integral seria completa.

Se q=f  e considerando dx constante:
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Na equação:

ddy=fdx2
dx  constante e utilizando p=

dy

dx
e q=

dp

dx

Na primeira  integração  apareceu C  e  na  segunda  integração D e  a  integração

completa:

y=
1

2
x

2
f +Cx+D onde CeD eram constantes arbitrárias.

Na  equação  diferencial: addy=dxdy são  dados: dy= pdx , dp=qdx e dx

constante.

Então ddy=dpdx e adpdx=dxdy que dividindo por dx que era constante:

y=∫adp=D+ap e p=
y�D
a

. 

Como addy=dxdy=aqdx2

addy=dxpdx=aqdx2 portanto p=aq

Logo:

x=∫ dp

q
+C=∫ dp

p
a+C=C+a ln p

Ou ainda:

 x=C+a ln
( y�D)

a
com duas constantes arbitrárias.
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Nesse item apareceu o fator integrante para a equação diferencial de primeira ordem

que foi reduzida a partir de uma equação de segunda ordem.

A equação é:

vdu= pdp�udp

Que rearrajando tornou-se:

du+
udp

v
=
pdp

v
cujo fator integrante é e

∫ dp
v .
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Volume II Seção I Cap IV

Neste Volume, duas soluções (não múltiplas entre si) formariam a integral completa.

Dadas duas  integrais particulares onde a razão entre elas não era constante, ou seja,

não eram múltiplas, Euler obteve a equação integral completa.

As  duas  integrais particulares não  eram múltiplas,  ou  seja,  eram  linearmente

independentes no entendimento atual,  então a integral  completa seria a combinação linear

dessas  duas  integrais  particulares  ou  soluções.  No caso  de  duas  integrais  particulares  ou

soluções, a razão entre elas não ser uma constante, equivale a dizer que não são múltiplas, ou

ainda que são linearmente independentes. 
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Nesse  Corolário,  uma  integral  particular  da  equação  diferencial

ddy+Pdxdy+Qydx 2=0 seria y=e∫udx que substituída  na equação  diferencial  reduz  sua

ordem para a equação diferencial em u de 1ª ordem du+uudx+Pudx+Qdx=0 .

Agora  Euler,  substituiu y=αM +β N na  derivada  de y=e∫udx ,  ou  seja,

dy

ydx
=u o que resultou em u=

α dM+β dN
(α M+β N )dx

.

Euler  substituiu M=e∫
Rdx

e N=e∫
Sdx

na  expressão  do  corolário  anterior

u=
α dM+β dN
(α M+β N )dx

.

Esse problema possibilitou a resolução da equação algébrica correspondente.
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No item 842, dada a equação:

ddy+Adydx+Bydx2=0

Que  se  tornou du+u2
dx+Audx+Bdx=0 pela  substituição  de y=e∫udx e

considerando ddx=0 .

Que rearranjando tornou-se:

dx=�
du

(u2+Au+B)
observando  o  denominador  e  verificando  que u seria

constante, portanto,
du

dx
=0 então u

2+Au+B=0 .

Euler resolveu como equação de 2º grau e obteve:

e u=�
1

2
A±√ 1

4
AA�B substituindo em y=e∫udx

Ele utilizou a ideia de que a combinação linear  de duas  integrais particulares,  não

múltiplas, era integral completa da equação diferencial de 2ª ordem em u .

y=e
�1

2
Ax

(α enx+β e�nx) fazendo n=√ 1

4
AA�B

Se n=0 então y=e
�1

2
Ax

(α +β x) .

Nesse caso, haviam duas raízes iguais, ou seja, o valor n=√( 14 A2�B)=0 .
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Um dos valores então encontrado seria: y=e
�1

2
Ax

.

Para encontrar o outro valor, Euler sabia que não poderia ser um valor múltiplo.

Considerando y1=e
� 1

2
Ax

e utilizando o Método de D'Alembert a outra solução seria

y2=ky1 , onde k uma função da variável independente x .

Considerando y1=e
� 1

2
Ax

utilizando o Método de  D'Alembert  e  chamando a  outra

solução  de y2=ky1 ,  ele  substituiu  na  equação  diferencial  homogênea

ddy+Adydx+Bydx2=0 e obteve:

k '' y1=0 então k ''=0 e consequentemente:

k=c1x+c2 e como y2=ky1 então y=e
�1

2
Ax

(α +β x) .

Euler  também  considerou  as  raízes  imaginárias,  caso n=√( 14 AA�B)<0 pois  já

eram conhecidas dele a relação que hoje é chamada de relação de Euler e
iw=cosw+isenw

e neste corolário n=√�1m

y1=e
�1

2
Ax

.(cosmx+isenmx)

y2=e
�1

2
Ax

.(cosmx�isenmx )

Como já era entendido por Euler,  combinação linear  de duas soluções  da equação

diferencial homogênea é também solução da equação diferencial.

y=e
�1

2
Ax

.(α cosmx+β senmx ) era solução.

No corolário do item 843, Euler ratificou a ideia de tratar ddy+Adydx+Bydx2=0

substituindo y , dy , ddy por u
0
,u

1
, u

2 resultando u
2+Au+B=0 .
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Para redução de ordem de uma equação diferencial de 2ª ordem, Euler procedeu da

seguinte forma:

Considerou v uma integral particular da equação diferencial de 2ª ordem homogênea

e y=uv a  solução  da  equação  diferencial  de  2ª  ordem  não  homogênea

ddy+Pdydx+Qydx 2=Xdx2 onde u é dependente de x , ou seja, du=sdx .

Substituindo y=uv em ddy+Pdydx+Qydx2=Xdx2 e considerando v solução da

equação homogênea:

ddv+Pdvdx+Qvdx2=0 e 2dudv+vddu+Pvdxdu=Xdx2 , substituindo ainda 

du=sdx em 2dudv+vddu+Pvdxdu=Xdx2 chega-se  a  equação  diferencial  de  1ª

ordem: vds+2 sdv+Psvdx=Xdx e utilizando o fator integrante ve∫
Pdx

obtém-se 

s=
e
�∫ Pdx

vv
∫e∫ Pdx Xvdx e u=∫ e

�∫ Pdxdx

vv
∫e∫ Pdx Xvdx .



165

Dada uma equação diferencial:

ddy+Adydx+Bydx2=Xdx2 e sabendo que uma integral particular era y=t então

ddt+Adtdx+Btdx2=Xdx2 .

Se y=t+z fosse a integral completa, substituindo em ddy+ Adydx+Bydx2=Xdx2

obteve ddz+Adzdx+Bzdx2=0 que se tratava de equação  diferencial  homogênea,  ou seja,

z é solução.

Dadas duas soluções da equação diferencial homogênea em z , t1=�f e t2=�g

A=�( f+g) e B= fg onde A , é o simétrico da soma das raízes da equação de 2º grau e

B o produto.

A solução da equação diferencial: z=α e� fx+β e�gx

Substituindo em y=t+z , Euler obteve: y=t+α e�fx+β e�gx
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Volume II Seção II Cap II

Euler  resolve  uma  equação  diferencial  homogênea  de  3ª  ordem

Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
=0 com dx constante  e A ,B ,C , D ... constantes  utilizando

equação característica. Considerou uma solução do tipo y=eλ x , verificando que 

satisfazia a equação diferencial fazendo as substituições.

dy

dx
=λ eλ x ,

ddy

dx
=λ2

e
λ x , d

3
y

dx
=λ 3

e
λ x .

Dividindo por e
λ x torna-se:

A+λ B+λ2
C+λ3

D=0 e  considerando  três  valores  encontrados  para λ , α ,

β e 

γ ,  então: y=eα x ,  y=eβ x e y=eγ x deveriam  satisfazer  a  equação

diferencial.

Logo: y=Xeα x+Yeβ x+Zeγ x com X ,Y ,Z constantes  arbitrárias  que  formariam  a

integral completa. 
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Dada  uma  equação  diferencial  de  qualquer  grau,  ordem,

Ay+
Bdy

dx
+
Cddy

dx
2
+
Dd

3
y

dx
3
+
E d

4
y

dx
4
+..=0 evidentemente y=eλ x satisfaria  a  equação  e

consequentemente :

dy

dx
=λ eλ x ,

ddy

dx
=λ2

e
λ x ,

d
3
y

dx
=λ 3

e
λ x ….

d
n
y

dx
=λ n

e
λ x que resultaria em:

A+λ B+λ2
C+λ3

D+λ 4
E+...=0

Então se considerados valores de λ , α ,β , .. . seriam as integrais particulares 

y=Xeα x , y=Ye β x e y=Zeγ x ….e  seria  evidente  que  a  somatória  também  deveria

satisfazer  a  equação  diferencial.  Logo: y=Xeα x+Yeβ x+Zeγ x+.. . com X ,Y ,Z .. . as

constantes arbitrárias que formariam a integral completa. 
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APÊNDICE VII Solution de Différents Problémes (1766)
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Lagrange  supôs  uma  equação  diferencial  com  coeficientes  constantes L ,M ,N :

Ly+M
dy

dt
+N

d
2
y

dt
=T

.

Ele multiplicou a  equação  diferencial  por zdt , z uma variável  indeterminada e

encontrou duas constantes arbitrárias A e B , onde cada constante arbitrária seria função

de  um  dos  dois  valores  particulares y1 ou y2 que  satisfaziam  a  equação  diferencial

quando T=0 , ou que satisfaziam a equação diferencial homogênea.

Supôs dois valores particulares de y quando T=0 .

Ele afirmou que y1=e
k1 t e y2=e

k2 t satisfaziam a equação diferencial homogênea e

que k1
e k2

 e que foram obtidos como raízes da equação L+Mk+Nk2=0 .

Lagrange verificou a necessidade de duas constantes arbitrárias e obteve dois valores

particulares y1=e
k1 t e y2=e

k2 t , não múltiplos, linearmente independentes na solução da

equação diferencial homogênea correspondente.
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APÊNDICE  VIII  Sur  L’intégration  d’une  équation  différentielle  a  différences  finies  qui

contient la théorie des suites récurrents (1769)
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Lagrange  resolveu  a  equação  diferencial dy+ yXdx=Zdx ,  onde X e Z eram

funções  de x .  Tomou y=uz e  substituiu  em dy+ yXdx=Zdx que  retornou

udz+ zdu+uzXdx=Zdx . 

Considerou valores convenientes de u e z obtendo zdu+uzXdx=0 . Dividiu por

z conseguindo du+uXdx=0 .

Integrando: u=e
�∫ Xdx e como acima Lagrange considerou udz=Zdx ele encontrou

z=∫e∫ Xdx
Zdx e enfim y=

∫ e∫ XdxZ dx
e∫

Xdx
.

Ele  considerou u solução  da  equação  diferencial  homogênea,  termo  atual,  que

satisfazia du+uXdx=0 e  induziu  que  uma  solução y da  equação  diferencial  não

homogênea fosse y=uz , definindo o Método de Variação dos Parâmetros e das Constantes.
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APÊNDICE IX  Recherches   Sur lês suítes recurrentes dont lês termes varient de plusieurs  

manieres  différentes  ou  sur  l’intégration  dês  équations  linéaires  aux  différences  finies

partielles (1775)

Lagrange considerou uma equação linear de ordem n com P ,Q , R ...V , funções

de x e  a  integral  completa  da  equação  quando X=0 tem  necessariamente  a  forma:

y=ap+bq+cr+… ,  com a ,b , c .. constantes  arbitrárias  num total  de n e p ,q , r .. . ,

funções de x . Considerou as arbitrárias a ,b , c . .  como variáveis indeterminadas e supôs

nulos os valores de dy ,d
2 y
, d

3
y ...d

n�1
y .
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Assim ele obteve:

dy=adp+bdq+cdr+...

0= pda+qdb+rdc+...

d
2
y=ad2

p+bd2
q+cd2

r+. .

0=dpda+dqdb+dcdr+...

⋮

d
n�1

y=adn�1
p+bdn�1

q+cdn�1
r+. .
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0=dn�2
pda+dn�2

qdb+dn�2
rdc+. .

d
n
y=adn p+bdnq+cdn r+...d

n�1
pda+dn�1

qdb+dn�1
rdc+.. .

Um sistema com n�1 condições foram obtidas:

0= pda+qdb+rdc+...

0=dpda+dqdb+dcdr+...

⋮

0=dn�2
pda+dn�2

qdb+dn�2
rdc+. .

A última equação foi obtida substituindo os valores y ,dy ,d
2
y , ...d

n
y na equação

diferencial:

Py+Q
dy

dx
+R

d
2
y

dx
2
+...V

d
n
y

dx
n
=X

Resultando:

X

V
dx

n=dn�1
pda+dn�1

qdb+dn�1
rdc+..

Um  sistema  formado  por n�1 condições  obtidas  envolvendo  as  derivadas  das

constantes a ,b ,c .. . que  foram  substituídas  por  funções  da  variável  independente x

somando-se  com  a  equação  obtida  acima,  totalizou  um sistema  com n equações  e n

incógnitas, um sistema possível e determinado, como é chamado nos dias atuais.
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APÊNDICE X Essai su  r La Représentation Analytique de La Direction   (1797)

No parágrafo 2, Wessel adicionou segmentos. Num quadrilátero abcd , o segmento:

ad=ab+bc+cd .

Ele designou +1 como uma unidade positiva retilínea e direção 0 º e +ε como

uma unidade  perpendicular  positiva  com mesma origem e  direção 90 º  e  as  regras  do

produto considerando soma de ângulos. 
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No parágrafo 6, o cosseno de um arco de círculo seria o segmento do raio +1  que

começaria no centro e terminaria na projeção ortogonal da outra extremidade do arco. O seno

do mesmo arco seria conduzido perpendicularmente da extremidade do cosseno à extremidade

do arco. O seno do ângulo reto seria igual a ε=√�1 .

No parágrafo 7, Wessel verificou que o raio que começava no centro e se desviavade

um ângulo v da unidade positiva ou absoluta e deveria ser igual a cosv+ε senv . Nesse
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mesmo parágrafo, ele apresentou a multiplicação de dois segmentos orientados resultando a

soma dos ângulos, ou seja, multiplicação de cosu+ε senu por cosv+ε senv que obtiveram

direção  igual  a  u+v .  Os  ângulos  determinavam  o  posicionamento  dos  segmentos

orientados.

No parágrafo 8, Wessel apresentou as conhecidas relações trigonométricas de cosseno

da  soma  e  seno  da  soma  de  argumentos,  onde cos(u+v )=coucosv�senusenv e

se (u+v )=senucosv+senvcosu através do produto de (cosu+ε senu)(cosv+ε senv ) .

(cosv+ε senv )(cosu+ε senu)=cosvcosu�senusenv+ε (cosvsenu+cosusenv)

(cosv+ε senv )(cosu+ε senu)=cos(v+u)+ε sen(u+v ) .

No parágrafo 9, o autor se refere ao segmento rcosv+rε senv , que era representado

por um raio de um círculo cujo comprimento era igual a 1 e cujo desvio de cos0 º  era
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igual ao ângulo v .  O segmento teria comprimento igual a  r e  v seria o ângulo de

direção.

No parágrafo 10, Wessel fez a demonstração da multiplicação dos segmentos e a soma

dos ângulos obtida para o segmento resultante. Chamou de quantidades ou segmentos diretos,

positivos  ou  negativos e  de quantidades  ou segmentos  indiretas, a+ε b e c+ε d  ,  por

exemplo. 

Considerou A como comprimento do segmento a+ε b e v graus, seu desvio da

unidade absoluta e ainda C como comprimento do segmento c+ε d e u como seu desvio.

Então: 

a+ε b=A . cosv+A ε senv e c+ε d=A . cosu+A ε senu

Consequentemente:

a=Acos v , b=Asenv , c=Ccosu , d=Csenu .

Multiplicou  dois  segmentos  orientados  e  utilizando  as  relações  trigonométricas  de

soma de ângulos: cos(v+u)=cosvcosu�senvsenu e sen (v+u)=cosvsenu+cosusenv

concluiu que:

(a+ε b)(c+ε d)=A (cosv+ε senv )C (cosu+ε senu)=A .C (cos(u+v )+ε sen(u+v)) .
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No  parágrafo  11,  Wessel  mostrou  a  divisão  de  segmentos  com  a  subtração  dos

ângulos, onde A (cosv+ε sen v) B (cosu+ε senu) e
A

B
(cos(v�u)+ε sen (v�u)) .

A

B

(cosv+ε sen v)
(cosu+ε senu)

=
A

B

(cosv+ε sen v)
(cosu+ε senu)

.
(cosu�ε senu)
(cosu�ε senu)

=
A

B
(cos (v�u)+ε sen (v�u))
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No parágrafo 13 temos a raiz m -ésima de uma quantidade indireta, ou complexo,

como atualmente chamamos. O ângulo resultante da radiciação é dividido por m .

Como:

(cos
v

m
+ε sen v

m
)(cos

v

m
+ε sen v

m
) ....(cos

v

m
+ε sen v

m
)=(cos

v

m
+ε sen v

m
)
m
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(cos
v

m
+ε sen v

m
)(cos

v

m
+ε sen v

m
) ....(cos

v

m
+ε sen v

m
)=(cosm

v

m
+ε senm v

m
)

(cos
v

m
+ε sen v

m
)
m

=cos v+ε senv

(cosv+ε senv )
1

m=(cos
v

m
+ε sen v

m
) .

No parágrafo 14, o autor enunciou que se dois ângulos que têm o mesmo seno ou

mesmo cosseno, sua diferença é zero ou ±4 ângulosretos .
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APÊNDICE  XI  Essai    Sur  Une  Maniere  Une  de  Représenter  Les  Quantités  Imaginaires  

(1806)

Na página 1, Argand iniciou seu ensaio refletindo sobre uma grandeza a escolhida à

vontade  se  essa  grandeza  fosse  adicionada  a  uma  segunda,  expressaria 2a e  assim  se

adicionado novamente 3a   e assim por diante obtendo uma série a ,2a ,3a , ... .
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Nas páginas 2 e 3, Argand imaginou uma balança com duas bacias, dois pratos, A e

B onde os movimentos dos braços dessa balança fossem proporcionais aos pesos somados

ou subtraídos.  Adicionado o peso n no prato A corresponderia  a  uma variação n ’ na

extremidade do braço, as variações seriam 2n’ ,3n ’ ,4n ’ ,.. . . Se o prato A tiver os pesos

n ,2n ,3n. . ,  obtendo n ’ ,2n ’ ,3n’ .. . e  se  a  partir  de 3n’ fossem  tirados  os  pesos,a

sequência 2n’ ,n’ ,0 seria  obtida.  Mas  essas  variações  seriam  conseguidas  não  só

removendo pesos do prato A , mas adicionando em B indefinidamente, assim formarão
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novos  pesos  expressos  por �n ,�2n ,�3 n  e  esses  termos  chamados  negativos

expressariam quantidades tão reais como os positivos. Portanto entende-se que se dois termos

de sinais diferentes, tem o mesmo coeficiente, como 3n e �3n , eles expressariam dois

estados da alavanca que a extremidade que marca os pesos, em ambos, igualmente afastada do

ponto 0 .  Argand considerou  esse afastamento abstraindo  o sentido que ocorre dando o

nome de absoluto.
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Nas páginas 4 e 5, Argand faz duas observações sobre as quantidades negativas, a

primeira é que de acordo com a espécie de grandeza , a quantidade negativa poderia ser real

ou imaginária, a segunda, é que se duas quantidades de uma espécie suscetível fornecerem

valores  negativos  se  comparadas,  a  ideia  seria  complexa.  Inclui  1º)  a  ideia  de  relação

numérica dependente das grandezas respectivas consideradas  absolutamente;  2º) a ideia da

relação  de  direções ou  sentidos aos quais pertenceriam,  a relação seria  sua identidade ou

oposição.

Argand apresentou duas relações de proporção entre essas grandezas direcionadas:

+1 :+1: :�1 :�1 ,

+1 :�1 ::�1:+1 .

Onde : significa “está para” e : : significa “assim como”.
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Na página 6, sabendo que a média proporcional geométrica entre duas quantidades de

sinais diferentes, isto, é a quantidade x que satisfaria a proporção: +1 :+x : :+ x :�1 . 

Argand  sugeriu  ainda  a  possibilidade  de  encontrar  uma  grandeza  que  poderia

combinar a ideia de direção, de maneira que sendo adotadas duas direções opostas, uma para

valores positivo e outra para valores negativos.
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Na página 12, Argand apresentou os números imaginários e sua formação por parte

real e imaginária. ±a±b√�1 .
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Na página 13, Argand definiu os segmentos para o diagrama :

Ele observou que existiam um número infinito  de espécies  de linhas  derivadas  da

unidade primitiva KA , KB , KC , KD .  KA seria a unidade primitiva ou positiva

sendo KC unidade negativa e KB e KD unidades médias.
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Na página 14 a ordem primária é composta pela espécie primitiva KA e a negativa

KC , a ordem mediana contém as espécies médias KB e KD .

São  chamadas  quantidade  primária,  quantidade  mediana,  quantidade  de  ordem

mediana, quantidade de ordem primária e ordem mediana.
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Na  página  15,  Argand  sugeriu  modificar  a  expressão  das  chamadas  quantidades

imaginárias,  para se tornar  mais  simples.  Ao escrever +a√�1 ou �a√�1 por √�1 .

√�1 seria  um fator  que multiplica a ,  assim como +1 em +a e �1 em �a .´o

sinal  que  precede  o a que  tipo  de  espécie  de  unidade  expressa  esse  número.  Argand

empregou símbolos para designar quantidades imaginárias.

São  chamadas  quantidade  primária,  quantidade  mediana,  quantidade  de  ordem

mediana, quantidade de ordem primária e ordem mediana. 
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Página 19

Página 20

Nas páginas 19 e 20, vide figura Apêndice XVIII, Argand mostrou a decomposição da

linha KP em duas partes, uma na ordem KA e outra na ordem de KB , desenhando em

KA , PN paralelo a BK obtendo KP=KN +NP ou também se PM for paralelo  a

KA obtém-se KP=KM+MP
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APÊNDICE XII Theoria residuorum biquadraticum Commentatio segunda     (1831)

Na  página  8,  item 30,  Gauss  iniciou  seus  estudos  com números  complexos,  onde

a ,b são números reais inteiros e o número complexo foi definido como: a+bi .

Nessa  página  9,  Gauss  mostrou  um  número  complexo  e  considerou a e b

números reais e i a abreviação de √�1 . os complexos poderiam ser reais ou imaginários.

As grandezas complexas não excluíam as reais, mas compreendiam entre si aquelas

enquanto caso especial, para b=0 ,  os reais e se a=0 , os imaginários. Ele considerou

quatro unidades: +1 , �1 , +i , �i .
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Na página 11, ele apresentou a divisão de complexos:
a+bi
c+di

a+bi
c+di

.
c�di
c�di

=a+bi .
c�di
c

2+d2
=
ac+bd+(bc�ad) i

c
2+d2

=
ac+bd
c

2+d2
+
bc�ad
c

2+d2
i

A radiciação √a+bi e a transformação do complexo a+bi em r (cosφ +isenφ )

que facilitaria os cálculos.

Na mesma página 11, Gauss enunciou a fatoração de um número primo. 

2=(1+ i)(1�i ) ; 5=(1+2i )(1�2 i) ; 13=(3+21)(3�21) ;

17=(1+4 i )(1�4 i) .
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Chamou de composto a um número complexo inteiro, se for o produto de dois fatores

inteiros diferentes das unidades; um número complexo que não admitia tal decomposição foi

chamado número complexo primo. Assim é primo o número real  3,  considerado  também

como número complexo primo, enquanto 5 como número complexo é composto e igual a

(1+2i )(1�2 i) .
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APÊNDICE XIII Réfutation de   la théorie des fonctions analytiques de Lagrange   (1812)

Na página 13, foi dada uma forma geral das séries: Fx=A0+A1Φ x+A2Φ x
2
ξ +.. .  e

suponha que Φ x seja uma função qualquer de x e ξ um aumento arbitrário. 
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Nessa página 14, foi fornecida a lei de formação dos coeficientes A0 , A1 , . . . Foram

dadas as funções X1 , X2 ,X3. .. . de única variável, Wronski apresentou essa soma combinató-

ria como W [∆a
X1.∆b X2.∆

c
X3.∆b

X 2...∆
p
Xv ] , que seria a somatória dos produtos das dife-

renças dessas funções,  compostas com os expoentes a ,b , c .. . das diferenças em questão,

com todas as permutações possíveis. 

As  diferenças  consecutivas  que  compõe  o  produto  seriam

∆ X1 .∆ X2.∆ X3.∆ X2. ..∆ X v .

Wronski  deu  a  esses  produtos  separadamente,  sinal  positivo  quando o  número  de

variações dos expoentes a ,b , c ,.. . estiver em ordem alfabética e o sinal negativo quando

esse número de variações for ímpar. 
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Por exemplo:

W [∆a
X1]=∆

a
X1

W [∆a
X1 .∆b X2]=∆

a
X1 .∆b X2�∆

b
X1 .∆a X2

Na  página  15,  Wronski  afirmou  que  a  formação  dessa  soma  combinatória  seria

utilizada  para  obtenção  dos  coeficientes A0 , A1 , A2.. . a  serem  determinados  da  função

Fx=A0+A1.Φ x+A2.Φ
2∣ε+.... e seriam obtidos por:

Aµ=
W [∆aΦ x .∆bΦ x2 /ε

.∆cΦ x3/ε ...]

∆aΦ x .∆bΦ x2/ ε
.∆cΦ x3 /ε ...

onde µ varia de 1 a ∞ .
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APÊNDICE XIV - Cours D’Analyse de École Royale Polytechnique (1821)

No teorema 14 da página 452 de  Cours D’Analyse de École Royale Polytechnique,

Cauchy, iniciou o teorema com uma ideia de módulo de um sistema.
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Considere os módulos de (a ,a ' , a '' ,...) e (b ,b ' , b '' ,...)

√a2+a2
'+a2

'' ... e √b2+b2
'+b2

'' ...

Se as frações forem iguais, então:

a

b
=
a '

b'
=
a ''

b ''
=√(a

2+a2
'+a2

'')

√(b2+b2
'+b2

'')
demonstrado  algebricamente,  considerando

(a ,a ' , a '' ,...)=λ (b ,b ' , b '') com λ escalar e fazendo as substituições pertinentes.

Considerando o 14° teorema, se frações equivalentes forem: 

a
α =

a '

α '
=
a ''

α ''
= √(a2+a2

'+a2
'')

√(α 2+α 2
'+α 2

'')
e

(a ,a ' , a '' ,...)=λ (α ,α ' ,α '' ...) com λ escalar e verifica-se que:

(aα +a 'α '+a ''α ''+...)=√(a2+a2
'+a2

''+...).√(α 2+α 2
'+α 2

''+...) ,pois  substituindo

a=λα e a '=λα ' na  equação
a
α =

a '

α '
=
a ''

α ''
= √(a2+a2

'+a2
'')

√(α 2+α 2
'+α 2

'')
a  igualdade  é

constatada.
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No 15º teorema, Cauchy fez a demonstração de que:

(a+a'+a ''+...)<√n .√(a2+a2
'+a2

'') ele usou uma combinação de todas as maneiras

possíveis com dois a dois membros (a+a'+a  '' )2+(a�a ')2+(a�a '')2 ...=n(a2+a' 2+...)

Então: (a+a'+a ''+...)2<n .(a2+a2
'+a2

'') pois todos os outros termos são positivos

por serem quadrados. Consequentemente: (a+a'+a ''+...)<√n .√(a2+a2
'+a2

'') .
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No  Corolário  da  página  454  que  diz  respeito  ao  15º  teorema,  Cauchy  utilizou  o

resultado  desse  teorema  e  dividiu  os  dois  lados  da  desigualdade

(a+a'+a ''+...)<√n .√(a2+a2
'+a2

'') por n ,  obtendo:
(a+a'+a ''+...)

n
< √(a

2+a2
'+a2

'')

√n

pois √n
n
=

1

√n
.
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No 16º teorema, página 455, Cauchy fez a demonstração de que se:

a

α  
,
a '

α '
,
a ''

α ''
, .. não são frações iguais ou equivalentes, então:

(aα +a 'α '+a ''α ''+...)<√(a2+a2
'+a2

''+ ...) .√(α 2+α 2
'+α 2

''+ ...) .

A  ideia  da  somatória: aα +a 'α '+a ''α ''+.. . remete  a  produto  interno,  como

atualmente é chamado.

Cauchy  novamente  combinou  diferenças  ao  quadrado  com dois  a  dois  membros,

considerando todas as maneiras possíveis:

 

(aα +a 'α '+a ''α ''+..)2+(aα '�a'α )2+(aα ''�a ''α )2+..=(a2+a' 2+a ''
2+ ..) .(α 2+α '2+α ''

2+..)

Considerando termos positivos, então: 

(aα +a 'α '+a ''α ''+..)2<(a2+a '2+a ''
2+..) .(α 2+α '2+α ''

2+..)

Extraiu a raiz quadrada e obteve:

(aα +a 'α '+a ''α ''+...)<√(a2+a2
'+a2

''+ ...) .√(α 2+α 2
'+α 2

''+ ...) .

Nesse 16º teorema, as frações não eram iguais, ou seja, não havia um λ  escalar que

fizesse (a , a ' , a '' ,...)=λ (α ,α ' ,α '' ...) então (a ,a ' , a '' ,...) e (α ,α ' ,α '' ...) são

linearmente independentes, termo atual, verificando a desigualdade:

(aα +a 'α '+a ''α ''+...)<√(a2+a2
'+a2

''+ ...) .√(α 2+α 2
'+α 2

''+ ...) .
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APÊNDICE XV Der Barycentrische Calkul (1827)

Em seu primeiro capítulo, página 3, Möbius definiu os pontos A e B de uma mes-

ma linha reta. Um segmento que saía de um ponto A até um ponto B como AB . Con-

sequentemente, um segmento que fosse de B para A como BA que poderia também ser

definido como �AB , pois teria sentido oposto a AB , assim AB+BA=0 onde 0 tam-

bém era um ponto da mesma linha reta que A e B .
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Na página 4, um ponto C na mesma linha reta, entre A e B ou fora do lado de

A ou do lado de B foi determinada a expressão BC+CA+AB=0 e consequentemente

CB�CA=AB . 

Se BC+CA+AB=0 então AB=�BC�CA pois: 
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BC�BC+CA�CA+AB=0�BC�CA

0+0+AB=0�BC�CA

como CB=�BC então AB=CB�CA .

Möbius utilizou a ideia de um paralelogramo e somou segmentos colineares. No para-

lelogramo ABCD , ele utilizou o paralelismo dos lados desse quadrilátero verificando que:

AB=DC , BC=AD , AB+CD=0 .

Verificou ainda que dados os pontos A e B , foram traçadas duas linhas paralelas

AA ’ e BB ’ tais que a .AA ’+b .BB ’=0 e dados os números a e b relacionados en-

tre si, cuja soma era diferente de zero. Qualquer linha reta através de um ponto definido P

satisfaz essa condição

É encontrado o ponto P , o centro de gravidade dos pontos A e B , com pesos

a e b e está entre a e b  forem ambos positivos.
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Na página 9 e 10, num teorema, Möbius declarou que dado um número v de pontos

A ,B ,C , ....N com coeficientes a ,b ,c ,..n , onde a soma dos coeficientes não era igual a

zero, era sempre encontrado um ponto S , com a propriedade de que se forem desenhadas
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linhas paralelas em qualquer direção por pontos dados e o ponto S e se essas linhas inter-

ceptarem algum plano nos pontos A ' ,B ' ,C ' ...N ' , S ' então:

a AA'+bBB '+cCC '+....+nNN '=(a+b+c+....+n)SS '

S seria o centro de gravidade do sistema A ,B ...N com os pesos a ,b , c ...n

Um conjunto definido de coeficientes a ,b , c ...n ou pesos determina um ponto defi-

nido de centro de gravidade.
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E se o plano passasse por S então:

a AA'+bBB '+cCC '+....+nNN '=0
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Página 21

Na página 21, dados três pontos B ,C ,D em linha reta e um ponto A fora dela en-

tão: CD+DB+BC=0 e ACD+ADB+ABC=0 .

Möbius adicionou triângulos: ACD+ADB+ABC=0
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Página 24

Na página 24, C , D ,E são três pontos em linha reta e um quarto ponto B  fora

dela  e  um  quinto  ponto A que  não  passa  por B ,C ,D , E então

ABDE+ABEC+ABCD=0 .Möbius adicionou pirâmides: ABDE+ABEC+ABCD=0
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APÊNDICE XVI:Theory of Conjugate Functions, or Algebraic Couples; with a Preliminary

and Elementary Essay on Algebra as the Science of pure Time (1837)

Nesse  artigo,  Hamilton  percebeu  operações  de  pares  ordenados (a ,b) com

a ,b∈ℝ

Na página 95, ele apresentou as operações de soma, subtração, multiplicação e divisão

entre esses números, considerados pares ordenados. 
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APÊNDICE XVII O  n Quaternions or on a New System of Imaginaires in Algebra   (1844)

Hamilton  relatou  sobre  a  separação  da  parte  real  e  imaginária  dos  quatérnios,

chamando a parte real  de escalar,  denominando de Scal ou S e a parte  imaginária  que

seria geometricamente construída por uma reta ou um raio vetor, determinando uma direção

no espaço e se chamaria parte vetor, denominando Vect ou V . A .
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Na página 27, Hamilton considerou que o quatérnio era formado por uma parte por

escalar e outra parte por vetor. 

Q=Scal .Q+Vect .Q=SQ+VQ . Operações possíveis com vetores foram mostradas,

como S .S=S ; V .V=V : V . S=0 ; 1=S+V ; 1�S=V ;  1�V=S e  a  fórmula
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do que Hamilton denominou de tensor ou módulo: (TQ)2=(SQ)2�(VQ)2 .  O módulo ou

tensor seria sempre um número real e positivo ou número absoluto.
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Na página 30, Hamilton aplicou a multiplicação de dois quatérnios. São dados dois

quatérnios: α=ix+ jy+kz e α '=ix '+ jy '+kz ' ,  então: Sα .α '=�(xx '+ yy '+zz ' ) que

significava a parte escalar da multiplicação ou produto dos dois quatérnios.

Consequentemente,  a parte  vetor  da multiplicação  ou produto desses  mesmos dois

quatérnios seria: V .α .α '=i ( yz '�zy ')+ j (zx '�xz ' )+k (xy '� yx ') . A multiplicação desses

quatérnios fornecendo a parte escalar e a parte vetor, somente foi obtida se fosse considerado

i
2= j2=k2=�1 , ij=� ji=k , jk=�kj=i , ki=�ik= j .
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APÊNDICE XVIII L  ectures   on Quaternions   (1853)

No  Capítulo  VII,  Hamilton  iniciou  com  a  expressão  da  forma  de  um  quatérnio:

q=w+ix+ jy+kz ,  onde  a  parte  escalar  seria Sq=w e  a  parte  vetor  seria

Vq=ix+ jy+kz .
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Hamilton garantiu a propriedade associativa na soma e subtração de dois quatérnios:

q=w+ix+ jy+kz e q '=w '+ ix '+ jy '+kz ' que resultou em: 

q ’+q=w ’+w+i (x ’+x )+ j( y ’+ y )+k (z ’+z )

q ’�q=w’�w+i(x’�x )+ j( y ’� y)+k (z ’�z) e  se  o  quatérnio q=0 então:

w=x= y=z=0 .
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Na página  449,  dados os  quatérnios r , q , a ,  Hamilton apresentou  o  princípio  da

distributiva (r+q)a=ra+qa  e  propriedade  da  multiplicação  entre  quatérnios

rq .a=r .qa .
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APÊNDICE XIX Linear Associative Álgebra ( 1870)

Nas páginas 6 e 7, Peirce relacionou algumas definições:

O sinal + é chamado mais na álgebra comum e indica adição. A soma também não

seria afetada pela composição dos elementos.

A+B=B+A

(A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C

O sinal - é chamado de menos na álgebra comum e denota subtração. Mantendo o

mesmo nome, o processo foi considerado como o reverso da adição; de modo que, se uma

expressão fosse adicionada e subtraída primeiro, ou o inverso, ela desapareceria do resultado;

ou seria cancelada.
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A+B�B=A�B+B=A e B�B=0 . 

O  sinal x foi  adotado  a  partir  de  álgebra  comum  com  o  nome  do  sinal  de

multiplicação, mas sem referência ao significado do processo. O resultado da multiplicação

deveria ser chamado de produto. Os termos combinados pelo sinal de multiplicação foram

chamados de fatores; o fator que precedesse o sinal como o multiplicador e o que se seguiria

como multiplicando.
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Na página 8, Peirce continuou com as definições:

Quando  uma  expressão  usada  como  fator  em  certas  combinações  produzisse  um

produto que desapareceu, seria chamada nessas combinações de "nilfator". 

Quando uma expressão usada como fator em certas combinações sobre potências e ela

própria fosse o produto, seria chamada de "idemfator". 

Quando  uma  expressão  elevada  ao  quadrado  ou  a  qualquer  potência  superior

desaparecesse,  poderia  ser  chamada  "nilpotente";  mas  quando,  elevado  a  uma  potência

quadrada ou superior, se apresentasse como resultado, poderia ser chamada de "idempotente"

As  equações  que  definissem  expressões  nilpotentes  e  idempotentes  foram

respectivamente A
n=0 e A

n=A ; mas com referência a expressões idempotentes, sempre

seria assumido que elas teriam a forma A
2=A , a menos que fosse indicado de outra forma.
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Divisão seria o inverso da multiplicação. Seria o processo para obter um dos fatores de

um determinado produto quando o outro fator fosse dado.

Na página 10, Aa=aA e a foi chamado de coeficiente por Peirce.

Da mesma maneira, termos que diferissem apenas em seus coeficientes, poderiam ser

adicionados adicionando seus coeficientes:

(a±b)A=aA±bA=Aa±Ab=A (a±b)

A simplicidade excessiva da concepção de uma equação envolveria a identidade das

equações A=B e B=A e a substituição de B por A em todas as expressões, para que

MA±C=MB±C ou os membros de uma equação poderiam ser transpostos mutuamente

ou aumentados ou diminuídos simultaneamente ou multiplicados ou divididos por expressões

iguais.

O Princípio distributivo da multiplicação foi enunciado como:
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(A±B)C=AC±BC

C(A±B)=CA±CB

O Princípio associativo da multiplicação foi enunciado como:

ABC=(AB)C=A(BC )

Na página 11, o Princípio comutativo da multiplicação foi enunciado como:

AB=BA que não é valido para a álgebra associativa.

Uma álgebra na qual toda expressão fosse redutível à forma de uma soma algébrica de

termos, cada uma das quais consistiria em uma única letra com um coeficiente quantitativo,

Peirce chamou de Álgebra Linear.

Peirce utilizou a álgebra dos quatérnios, caracterizando-a como álgebra cíclica onde:

i
2=�1 , ij=� ji=k e ijk=�1 . Essas unidades foram chamadas independentes.
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 Na  página  12,  para  quaisquer  combinações  ou  operações A ,B ,C poderiam

representar as unidades originais sob a forma de soma das letras i , j , k como:

(A+B)(C+C)=AC+BC+AD+BD que  se  tratava  da  completa  expressão  do

princípio distributivo.

Uma álgebra é associativa quando o princípio associativo se estende a todas as letras

do alfabeto e definiu: 

A=∑ (ai )=ai+a1 j+a2k+... B=∑(bi)=bi+b1 j+b2k+...

C=∑ (ci)=ci+c1 j+c2 k+... e definiu:

AB=∑ (ab1ij) , BC=∑ (bc1ij)

(AB)C=∑ (ab1c2 ijk)=A (BC)=ABC .
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APÊNDICE XX Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik (1844)

Nos  parágrafos  2  e  3,  páginas  2  e  3,  ele  iniciou  sua  teoria  introduzindo  uma

simbologia nova  a conexão sintética, entre os termos ou magnitudes a ,b , c . Tratava-se

de uma operação muito próxima à adição, pois:

similar a (a+b)+c=a+(b+c )=a+b+c .
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No parágrafo 5, páginas 5 e 6,  um símbolo novo   foi apresentado conectando os

termos. Grassmann chamou de conexão analítica. Seria análogo a uma subtração.

similar a a�(b�c )=a�b+c

Outro símbolo no parágrafo 7, página 8, foi apresentado por Grassmann, ele o chamou

de “indiferente” próximo ao que seria um zero, ou nulo, pois resultaria .
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No parágrafo 9, página 10, foi apresentado o símbolo , uma nova conexão sintética

entre os termos, poderia ser chamado de multiplicação.
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Página 11
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Página 12

No  parágrafo  10  e  11,  páginas  11  e  12,  Grassmann  mostrou  uma  distributiva,  o

elemento simétrico e a divisão.

Grassmann introduziu a divisão pela equação:

a∓b
c
=
a

c
∓
b

c
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a

c
=x se xc=a .

Grassmann explicou também que: Se
a

b
=c e a=0 então b não era determinado

unicamente.

Página 29

No parágrafo 19, Grassmann apresentou a soma de deslocamentos onde são dados dois

deslocamentos  de  um  mesmo  sistema p1 e p2 e  ambos  são  exibidos  como  somas  de

deslocamentos:

p1=a1+b1+c1+… e p2=a2+b2+c2+…

p1+ p2=(a1+a2)+(b1+b2)+.. . e se  α 1 ,α 2 ,β 1 ,β 2.. . forem partes correspondentes

dos deslocamentos a1 , a2 , b1 , b2 então a soma seria (α 1+α 2)+(β 1+β 2)+.. . .
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Página 31

No parágrafo 20, que trata da independência de um sistema de alta ordem, Grassmann

afirmou  que  um  sistema  de m -ésima  ordem  era  gerável  por  qualquer m métodos  de

evolução pertencentes a ele que eram mutuamente independentes.

Ele  supôs  que  se p pertencesse  a  um sistema  de m -ésima  ordem,  poderia  ser

escrito como uma soma dos deslocamentos pertencentes ao método original de evolução.

p=a+b+c+.. . se a ,b , c pertencessem ao método original de evolução.
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Página 32

Grassmann afirmou que todo deslocamento de um sistema de m -ésima ordem pode

ser representado como uma soma de m deslocamentos pertencentes a  m dados métodos

independentes de evolução, do sistema, sendo a soma única para cada conjunto.
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Página 64

No parágrafo 39, Grassmann estudou a multiplicação de termos, similar ao produto

vetorial  atual.  Neste  exemplo  verifica-se  a  expressão  da  área  de  um paralelogramo ab

.Área: a .b=absen (ab) e b .a=b asen (ba) consequentemente a .b=�b.a .
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O parágrafo 92 tratou da transformação de coordenadas em geometria, na página 128,

foram  dadas  três  medidas  fundamentais  e  três  medidas  fundamentais  mutualmente

independentes dadas como soma de múltiplos de medidas originais fundamentais. Nesse item,
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a ,b , c eram três quantidades ou medidas fundamentais e e1, e2, e3 três novas quantidades

ou medidas independentes fundamentais, onde:

e1=α 1a+β 1b+γ 1c e2=α 2a+β 2b+γ 2c e3=α 3a+β 3b+γ 3 c

E o elemento p e q podiam ser escritos:

p=u1 e1+u2e2+...unen

q=v1e1+v2e2+...vn en

No parágrafo 107, página 149, foram dados α ,β ,γ .. . n elementos mutualmente

independentes  e  se ρ e δ são dependentes,  então sua diferença  podia ser  representada

como múltiplo da soma desses n  elementos, ou seja, ρ�σ=a .α +b .β +c .γ +.. . .
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No parágrafo 110, página 155, Grassmann tratou da multiplicação, divisão e projeção

de magnitudes elementares, ele apresentou um elemento ρ que seria representado de única

forma  pela  somatória  dos n elementos  independentes α ,β ,γ ... onde a ,b , c .. . eram

coeficientes positivos, ou seja, ρ=aα +bβ +cγ + ... .
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APÊNDICE XXI Elements of vectors analisys (1881)

Na  página  1,  Gibbs  definiu  vetor  como  algo  tivesse  magnitude  e  direção,  esta

magnitude e direção juntas constituiriam o que seria chamado de vetor.

Distintas de vetores  as  quantidades  reais  (positiva ou negativa)  da álgebra comum

foram chamadas de escalares.
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Na página  2,  Gibbs  usou  letras  gregas  para  denotar  vetores  e  letras  para  denotar

escalares. As letras i , j , k foram uma exceção. Vetores seriam iguais se tiverem a mesma

magnitude e direção.

Vetores foram ditos iguais se tiverem as mesmas direção e magnitude.

A ideia mais simples de um vetor seria uma linha reta direcionada, por exemplo, de

A para B . Gibbs utilizou a notação AB para denotar a linha como um vetor. Os pontos

A e B seriam  a  origem  e  o  término  do  vetor.  Magnitude  seria  representada  por

comprimento e um vetor seria representado por uma linha direcionada.

O sinal negativo inverteria a direção do vetor.

Um vetor poderia ser multiplicado ou dividido por um escalar quando a magnitude

fosse multiplicada ou dividida pelo valor numérico do escalar e a direção seria inalterada ou

invertida de acordo com o escalar ser positivo ou negativo.
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Um vetor unidade seria um vetor cuja magnitude fosse a unidade.

Na página 3, Gibbs definiu soma e subtração de vetores:

A  soma  dos  vetores α ,β .. . (escrita α +β +.. . )  seria  o  vetor  encontrado  pelo

seguinte processo indicado por Gibbs:

Assumindo  qualquer  ponto  A,  foram  determinados  sucessivamente  os  pontos

B ,C ,.. . ,  de  modo que AB=α , BC=β ,  etc.  O vetor  traçado  de A até  o  último

ponto  assim  determinado  seria  a  soma  necessária.  Chamada  de  soma  geométrica,  para

distingui-la de uma soma algébrica ou de uma soma aritmética.  Também foi  chamada de

resultante,  e α , β ,. . foram  chamados  de  componentes.  Quando  os  vetores  a  serem

adicionados forem todos paralelos à mesma linha reta,  a adição geométrica se reduziria  à

algébrica;  quando eles  tiverem a mesma direção,  a adição geométrica,  como algébrica,  se

reduziriam à aritmética. O valor da soma não seria afetado pela alteração da ordem de dois
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termos  consecutivos  e,  portanto,  não  seria  afetado  por  nenhuma alteração  na  ordem dos

termos. Novamente, seria evidente a partir da definição que o valor de uma soma não fosse

alterado associando qualquer um de seus termos entre parênteses, como α+[ β+γ ]+ ... .

Em outras palavras,  os princípios comutativos e associativos da aritmética e adição

algébrica valeriam para adição geométrica.

Em outra definição, um vetor seria subtraído quando fosse adicionado após a inversão

de direção. Isso é indicado pelo uso do sinal - em vez de + .
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Na página  4,  Gibbs deu  uma relação  linear  de  quatro vetores  ou  coordenadas:  se

α ,β ,γ fossem vetores  não  paralelos  a  um mesmo plano,  então  outro  vetor  podia  ser

expresso como: ρ=aα +bβ +bγ com α ,β γ vetores  unidades e a ,b ,c escalares.  Se

ρ=OP (segmento OP )  e α ,β γ fossem vetores  unidades,  então a ,b , c eram  as

coordenadas cartesianas do ponto P em relação aos eixos. 

Um vetor era caracterizado em termos de três vetores. 
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Para Gibbs, as letras i , j , k eram apropriadas para designação do sistema normal de

vetores  unitários,  isto  é,  os  três  vetores  unitários,  cada  um deles  perpendicularmente  aos

outros dois e determinado na direção por eles de uma maneira perfeitamente definida.

Supondo que k está no plano ij em uma rotação de i para j , através de um

ângulo  reto,  apareceria  no  sentido  anti-horário.  Em  outras  palavras,  as  direções i , j , k

seriam determinadas se fossem transformadas, permanecendo rigidamente conectadas entre si,

de modo que se i apontasse para leste, j para norte e k apontaria para cima.

Quando  eixos  retangulares, X ,Y ,Z fossem  empregados,  as  direções  eram

confirmadas com uma condição similar, e i , j , k , quando não fosse indicado o contrário,

seria supostamente paralelo a esses eixos respectivamente.
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Na página 5, Gibbs definiu produto “direto” α .β como sendo o produto de suas

magnitudes (atualmente módulos) pelo cosseno do ângulo entre as direções, que atualmente é

conhecido como produto escalar. Também definiu produto “oblíquo”, conhecido por produto
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vetorial α x β que seria uma função vetorial de α e β , cuja magnitude seria o produto

das magnitudes de α e β  pelo seno do ângulo entre elas.

As operações com as unidades da base i , j , k seriam:

i . i= j . j=k .k=1

i . j= j . i=k . i= j .k=k . j=0

ixi=0 ixj=k ixk=� j

jxj=0 jxk=i jxi=�k

kxk=0 kxi= j kxj=�i

A  partir  dessas  operações  Gibbs  definiu: α .β=β .α e α x β=�β xα e  a

propriedade  distributiva  dos  dois  produtos: α .[β +γ ]=α .β +α .γ

α x [β +γ ]=α x β +α xγ .
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No capítulo II, página 14, Gibbs apresentou a definição de diferencial de vetores, que

seria a diferença geométrica de dois valores daquele vetor que diferem infinitamente e suas

propriedades.

Em relação aos eixos fixos, os componentes da diferencial de um vetor eram iguais às

diferenciais dos componentes do vetor, considerando α ,β γ unidades vetoriais.

Então se: ρ=xα + y β +zγ d ρ=dxα+dy β +dzγ .
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APÊNDICE XXII Sur La composition des forces em statique (1875)

Na página 283, Darboux assumiu dois pressupostos ou axiomas:

Dadas n linhas todas começando no mesmo ponto O , a lei da composição seria

tal que:

I. A resultante total única e determinada, permaneceria invariável e independente da

ordem das resultantes parciais.

II.  A resultante  seria  independente  da  orientação  do sistema  no  espaço,  isto  é,  se

moveria formando com as  linhas  um sistema invariável  quando fossem impressos  alguns

deslocamentos ao redor do ponto O . Ou ainda, a resultante total seria inalterada por uma

rotação dos segmentos sobre O .



251

Na  página  285,  dadas  três  linhas P ,Q , R  que  tinham  origem  em O em  a

resultante fosse nula.

Na página 286, Darboux apresentou OA=Φ(P) , OB=Φ(Q) , OC=Φ(R) que

seriam as direções dos segmentos OA ,OB ,OC .

OP , seria em direção, a diagonal do paralelogramo construído sobre OB , OC ,

OR a diagonal do paralelogramo construído sobre OB e OA .



252

Nas páginas 286 e 287, Darboux enunciou o terceiro axioma, vide figura em Apêndice

XXII:

III. A lei da composição das linhas se reduziria a adição algébrica das linhas de mesma

direção.

Ele considerou duas linhas quaisquer P e Q de mesma direção e sentido e outras

quaisquer linhas S e T .  O polígono de linhas resultante da composição apareceu com

dois lados paralelos Φ(P) e Φ(Q) . Mas se a composição P ,Q em outra linha P+Q ,

os  dois  lados Φ(P) e Φ(Q) seriam  substituídos  por  um  único ϕ (P+Q) que  seria

paralelo. Como a resultante total não deveria ser alterada, então:

ϕ (P+Q)=ϕ (P)+ϕ (Q) .

Ainda  na  página  287,  Darboux  então,  supôs Φ(P) uma função  contínua  tal  que

Φ(P)=aP .

Se Φ(x ) fosse estritamente positiva então: Φ(P+Q)�Φ(P)=Φ(Q) .
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Uma consequência seria: Φ(
p

q
)=

p

q
Φ(I )

A função Φ(x )=ax seria válida para todos os valores comensuráveis de x .

Com o aumento da função, a mesma fórmula também serviria obviamente, sem que

fosse necessário supor que fosse contínua, para os incomensuráveis valores de x .

Se x fosse  um  incomensurável,  entre
p

q
e

p+ I
q

tem-se

Φ(
p

q
)<Φ(x)<q (

p+ I
q
) ou a

p

q
<Φ(x)<a (

p+ I
q
) e Φ(x ) estaria entre duas grandezas de

limite ax .

De acordo com a observação acima, pode-se dividir por a e pegando Φ(x )=x , o

que levaria a lei do paralelogramo.

Página 287

Página 288

Nas páginas 287 e 288, Darboux no quarto axioma apresentou que :

ϕ (P) e ϕ (Q) deveriam ser positivas e ter o mesmo sinal;

ϕ (P) deveria ser uma função contínua;

ϕ (P) se tivesse o mesmo sinal, a resultante das forças P ,Q seria sempre 

direcionada a seu ângulo;

ϕ (P) se fosse contínua, a direção da magnitude resultante seria função contínua 

das duas forças.
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APÊNDICE XXIII Eletrical Papers Vol 2 (1894)

Na  página  4,  Heaviside  definiu  escalares  e  vetores  e  afirmou  que  numa  equação

escalar todo termo seria escalar ou uma quantidade algébrica ou magnitude e que + ou –
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teriam um significado comum ou trivial. Numa equação vetorial todo termo representaria um

vetor  ou  magnitude  ordenada  e  os  sinais + ou – deveriam  ser  entendidos  como

composição de forças e velocidades. 

Heaviside considerou vetores numa forma geral:

A+B+C+...=0 com A ,B ,C .. . vetores e se n fosse o número de vetores, essa 

soma seria zero porque representaria os n lados de um polígono. 

Dados A1 , A2, A3 três componentes escalares comuns de A referidos a um 

conjunto de três eixos retangulares, e similarmente para outros vetores. Então as equações 

escalares seriam:

A1+B1+C 1+...=0

A2+B2+C2+...=0

A3+B3+C3+...=0

O sinal negativo antes de um vetor inverteria sua direção e seria negativa nas três 

componentes.

Na mesma página Heaviside considerou i , j , k como vetores retangulares de 

comprimento unitário e assim:

A=iA1+ jA2+kA3 onde A1 , A2 , A3 seriam os componentes de A em relação ao 

eixo i , j , k , ou seja, A seria a soma dos três vetores iA1 , jA2 , kA3 de comprimentos

A1 , A2, A3 .

Para o produto escalar, Heaviside definiu AB=A1B1+A2B2+.. . onde

A=iA1+ jA2+kA3 e B=iB1+ jB2+kB3 pois:

i
2= j2=k2=1 e ij= jk=ki=0
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Na página 5, Heaviside definiu o produto vetorial como:

VAB=i(A2B3�A3B2)+ j (A3B1�A1B3)+K (A1B2�A2B1) que significava produto 

vetorial de A por B . Sua magnitude seria de A x Bx seno do ângulo entre A e B e 
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sua direção deveria ser perpendicular a A e B com a relação convencional entre direções 

positivas de translação e rotação. Para tal: Vij=k , Vjk=i , Vki= j . 

Heaviside notou que VAB=�VBA , em que a direção inversa, inverteria a ordem das

letras.

Heaviside ainda utilizou o operador ∇ de Hamilton como:

∇=i
d

dx
+ j

d

dy
+k

d

dz
.

O operador ∇ poderia,  desde que as  diferenciações  fossem escalares,  ser  tratado

como um vetor. O produto vetorial seria:

V ∇ A=i (
dA3

dy
�
dA2

dz
)+J (

dA1

dz
�
dA3

dx
)+k (

dA2

dx
�
dA1

dy
) .
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APÊNDICE XXIV Intégration par series dês équations différentielles linéaires (1888)

No  item 1)  Na  página  450,  o  objetivo  do  artigo  de  Peano  era  provar  o  seguinte

teorema:

Dadas n equações  diferenciais  lineares  homogêneas  com n funções x1 , x2 ... xn

na variável  real t ,  onde r ij os  coeficientes  eram funções  de t ,  contínuas  em  um

intervalo fechado e limitado ( p ,q)  expressas como:

dx1

dt
=r11 x1+r12 x2+ ...+r1n xn

dx2

dt
=r21 x1+r22 x2+...+r2n xn

⋮

dxn

dt
=r n1 x1+rn2 x2+ ...+rnn xn
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Substituindo n constantes  arbitrárias a1 , a2 , a3...an no  lugar  de x1 , x2 ... xn do

lado  direito  das  equações  e  integrando  de t 0 a t com t , t 0∈(p ,q) foram  obtidas n

funções de t , denotadas por a '1 , a '2,. ..a ' n .

Procedendo a substituição de a '1 , a '2,. ..a ' n no lado direito das equações dadas,  no

lugar  de x1 , x2 ... xn e  integrando  de t 0 a t foram  obtidas n novas  funções  de t

a ''1,a ''2, ...a ''n .

Repetindo o processo:

x1=a1+a '1+a ''1+.. .

x2=a2+a ' 2+a ''2+.. .

⋮

xn=an+a' n+a ''n+.. .

Essas n séries convergeriam no intervalo ( p ,q) . Suas somas foram indicadas por

x1 , x2... xn que são funções de t . .Para t=t0 foi assumido o valor de a1 , a2 , a3...an .

2) Peano desenvolveu uma série de números chamados "complexos" de ordem n , a

série de números reais x=[ x1, x2 ....xn ] . Peano definiu para estes complexos a relação de

igualdade, a soma e o produto escalar, comprovando as propriedades associativas, comutati-

vas e distributivas.
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Na página 451, Peano apresentou igualdade entre dois "complexos", soma e subtração,

além de  considerar i1 , i2 ... in de ordem n ,  onde: i1=[1,0,0,0...0] i2=[0,1,0,0 , ...0]

in=[0,0,0,0. ..1] e cada "complexo" de ordem n  , x=[ x1, x2.... xn] poderia ser escrito

na forma : x=x1i1+ x2 i2+... xnin .

Somou dois "complexos": x=x1i1+ x2 i2+... xnin e y= y1 i1+ y2 i2+... ynin

x+ y=[ x1+ y1 , x2 y2 ,... xn+ yn ] .

Multiplicou por k um número real: k [ x1 , x2.... xn] = [kx1 , kx2....kxn ] .

Peano chamou de substituição de números complexos de ordem n uma operação que

dado um número complexo x=[ x1, x2 ....xn ] , outro número complexo seria correspondido:

[r 11x1+r12 x2+... r1n x1+... rn1 x1+...+rnn xn] .
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Na página 452, Peano mostrou definições e propriedades dos funcionais lineares:

Utilizando a matriz : {r11 ... r1n

rn1 ...r nn}={r ij}

Peano chamou a substituição de R  e o complexo de x , Rx  representaria um

outro complexo na substituição R correspondente a x .

As propriedades válidas:

(R=S) então Rx=Sx igualdade de substituições.

(R+S)x=Rx+Sx substituição da soma.

RSx=R (Sx ) produto de R por S .
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Na página 453, ele afirmou algumas noções básicas de análise no espaço dos "comple-

xos", definições de limite, derivadas e integrais:

d (R+S)=dR+dS

d .RS=dR .S+R .dS

dR
�1=�R�1.

dR . R
�1

Nessa mesma página, Peano definiu o módulo de um "complexo" x .

mod x=√ x1

2+x2

2+...+xn
2 .
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APÊNDICE XXV Calcolo geométrico (1888)

Nesse último capítulo, capítulo IX, página 141, Peano definiu sistema de "entes" com

as seguintes definições: 

1. Igualdade: Se a , b e c  são "entes" do sistema então:

(a=b)=(b=a) e se (a=b)∩(b=c)<(a=c) b=c então a=c .

Verifica-se  que  o  sinal < significava  implica ⇒ e  o  sinal  ∩  intersecção  foi

interpretado como o sinal lógico  ∧  .
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2. Soma:

Se a=b<(a+c=b+c ) .

(a+b)=(b+a) .

a+(b+c)=(a+b)+c .

3. Dado m e n positivos e inteiros:

Se a=b<ma=mb então (ma=mb) .

m(a+b)=ma+mb .

(m+n)a=ma+na .

m(na)=(mn)a .

1a=a .
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Na página 142, Peano continuou com as propriedades:

4. "Ente" nulo 0 " tal que: 0a=0 .

À escrita a�b foi atribuída o significado a+(�1)b ou a�b=a+(�1)b .

E deduzido a�a=0 e a+0=a .

Um sistema de "entes" para os quais são dadas as definições 1,2,3,4, para atender as

condições impostas, diga-se sistema linear. 

Se a ,b , c são "entes" de um mesmo sistema linear, m ,n , p números reais,  uma

função  linear  homogênea  da  forma ma+nb+ pc+ ... representa  um  "ente"  desse  mesmo

sistema.
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Na definição seguinte, página 142, Peano considerou os "entes" de um sistema linear

dependentes a1 , a2 ,...an se determinados os n números m1,m2 ,...mn ,  não fossem todos

nulos quando substituídos na equação: m1a1+m2a2+...mnan=0 . Se o coeficiente de algum

"ente" fosse não nulo, ele poderia ser expresso numa função linear homogênea dos demais.
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Na  página  143, a1 , a2 ,...an seriam independentes entre  eles, se  na  equação

m1a1+m2a2+...mnan=0 , m1 ,m2 ,...mn todos fossem nulos. m1=m2=...mn=0 .

O número da dimensão do sistema seria o maior número de "entes" independentes do

sistema.
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Ainda na página 143, Peano enunciou o teorema: Dado um sistema linear de dimensão

n com n "entes"  independentes a1 , a2 ,...an e  dado  um  novo a ,  deveria  ser

determinado de forma única:

Peano  supôs a=x1a1+x2a2+ ...an xn e  por  absurdo,  supôs  que a pudesse  ser

determinado com outros coeficientes utilizando os mesmos "entes" independentes:

a=x1a1+x2a2+ ...xn xn=x1 ' a1+x2 ' a2+... x ' nan o que seria deduzido que:

x1=x '1 , x2=x ' 2 ⋯ xn=x ' n

Ele ainda afirmou que se a fosse adicionado a dimensão n , o número de "entes"

tornaria n+1 que  resultaria  num  coeficiente  de a diferente  de  zero,  contrariando  a

hipótese. 
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Na página 144, Peano, na definição 3, definiu a soma de "entes".

(x1a1+x2a2+...xnan)+( y1a1+ y2a2+... ynan)=(x1+ y1)a1+(x2+ y2)a2+...(xn+ yn)an

Na definição 4, Peano definiu agora a multiplicação por escalar:

m(x1a1+x2a2+...anxn)=mx1+mx 2+ ...mx n .



270

Peano considerou um outro "grupo": b1 , b2 ,...bn e que cada a1 , a2 ,...an poderia ser

escrita  nesse  outro  "grupo".  Aqui  verifica-se  que  Peano  usou  a  palavra  "grupo"

correspondendo à atual palavra base. E segue:

a=(m11 x1+...+mn1 xn)b1+ ...+(m1n x1+...+mnn xn)bn .

Na  página  145,  Peano  apresentou  uma  operação R aplicada  num "ente"  de  um

sistema linear A , atualmente são chamados funcionais lineares e seguem as propriedades

da soma e multiplicação por escalar.

R(a+a ')=Ra+Ra' .

 R(ma)=m (Ra) onde  a e a’ eram quaisquer  "entes"  do sistema A e m

um número real qualquer.

 



271

APÊNDICE XXVI Sur les déterminant Wronskien (1889)

Na página 75, ele enunciou a seguinte proposição:

Se um determinante formado por n funções da mesma variável e suas derivadas de

ordem 1  até n�1 fosse identicamente nulo, existiria entre essas funções uma relação li-

near homogênea com coeficientes constantes.

Peano exemplificou com duas funções: x=t2[1+ϕ (t )] e y=t 2[1�ϕ (t)] onde :



272

ϕ (t )=�1 t<0 .

ϕ (t )=0 t=0 .

ϕ (t )=1 t>0 .

Na  página  76,  Peano  calculou  as  derivadas  das  funções:  x=t 2[1+ϕ (t )] e

y=t 2[1�ϕ (t)] .Suas  derivadas  eram  contínuas  e  seriam:  x '=2 t [1+ϕ (t)]

y '=2 t [1�ϕ (t )] respectivamente  e  o  determinante  nulo  para  todos  valores  de t :

| x y

x ' y '|=0 .

Segundo Peano a proposição seria verdadeira se não existisse um valor que cancelasse

todos os elementos de uma linha do determinante.
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APÊNDICE XXVII Sur les Wronskiens (1889)

Na página 93, Peano enunciou uma proposição que se um determinante fosse formado

por  n funções,  de mesma variável t  x1( t ), x2(t ) ,... xn(t) e  suas derivadas de ordem

1...(n�1) fossem nulas para todos os valores de t , existiria uma relação linear homogê-

nea,  com  coeficientes  constantes,  em  outras  palavras,  eram  determinadas n constantes,

C1 ,C2 , ..Cn  nem todas nulas para todos os valores de t na relação linear:

C1 x1+C2x2+...+C nxn=0 .

Se uma dessas funções x1 fosse identicamente nula, essas funções estariam ligadas

pela relação linear x1+0 x2+0 x3+...0 xn=0  .
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Na página 94, Peano citou um contra-exemplo em que considerou duas variáveis x

e y na variável t , o determinante de xy ’�x ’ y era identicamente nulo, mas não existi-

ria relação linear.

Ele citou o exemplo: X=t2 e Y=t modt que satisfazia a condição: xy ’�x ’ y se

cancelaria apenas em t=0 , mas entre as duas funções não existia relação linear homogê-

nea.
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APÊNDICE XXVIII Sul determinante wronskiano (1897)

Na página 282, Peano verificou que dadas  funções em t , x1( t ), x2(t ) ,... xn(t) e

C1 x1+C 2x2+...+C nxn=0 onde nem todos coeficientes eram nulos, então o determinante no

formato x , Dx , D
2x
,...D

n�1 x era identicamente nulo.

A proposição inversa, ao contrário de uma opinião generalizada, teria algumas restri-

ções. 
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Se as funções x e y  satisfizessem a equação: xdy� ydx=0 e a relação de x  e

y fosse constante, se fosse dividida por xy e depois  integrada;  não se deveria assumir

que as funções x e y eram nulas. Se dividida por y
2 ou por x

2+ y2 e houvesse uma

proporção, as funções não poderiam ser canceladas ao mesmo tempo.

Que o inverso da proposição citada não existia não havia dúvida:

No exemplo, x=t 2 y=t modt , o determinante era sempre nulo, mas x / y
teria valores de +1 ou �1 se t fosse positivo ou negativo.
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APÊNDICE XXIX A  nalisi della teoria dei vettori   (1898)

Ele conceituou duas ideias primitivas: 

Ponto seria abreviado como pnt e a relação de quatro pontos:

a�b=c�d .
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Na  página  514,  ele  mostrou  o  paralelogramo abcd  e  suas  propriedades,

a ,b , c ,d , e , f , eram pontos  e os segmentos ab  e cd tinham o mesmo comprimento,

mesma direção e mesmo sentido. Com uma translação ab coincidiria com cd .

O símbolo lógico que conecta as sentenças de igualdade nas proposições 1 e 2, pode

ser entendido como "então".

Peano admitiu como proposições primitivas:

P1 a�b=a�b .

P2 a�b=c�d então c�d=a�b .

P3 a�b=c�d e c�d=e�f então a�b=e�f .

P4 a�b=c�d então a�c=b�d .
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Na página 515, Peano diz que a�b=c�d como a distância de a a b igual à dis-

tância de c a d , ab seria paralela à reta cd .

Peano  denominou de “equidiferença” geométrica a proposição P4: a�b=c�d en-

tão a�c=b�d que significaria também que a distância ab seria igual a distância cd e

a reta ab e seria paralela à reta cd .



280

Peano, na página 516, definiu vetor como a diferença b�a entre dois pontos sua

abreviatura como vtt.

vtt=x∈[∃(a , b)∈(a , b∈pnt . x=b�a)] .

Ele fez algumas definições, na página 520, incluindo produto de um número inteiro

por vetor. 

Item 30: Multiplicação por 0 . Se u∈vtt então 0.u=0 .

Item  31:  Propriedade  Distributiva.  Se u∈vtt , a∈n então (a+1)u=au+u  e

1.u=u .
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A notação de Peano para o item 32 u∈vtt , a∈n então au∈vtt  a inteiro, ou

seja, se u era vetor, então au também era vetor com a∈N .

Item 32’: u∈vtt , a∈n então ua=au .

Item 33: u∈vtt , a ,b∈n então (a+b)u=au+bu  propriedade distributiva.
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Na página 523, Peano apresentou a propriedade:

Se a∈N u, v∈vtt au=ar então u=r .

Atualmente conhecida como propriedade do “cancelamento”.

Na página 530, Peano fez a definição de módulo:

u∈vtt então mod u=√u2 .
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Na página 531, Peano apresentou a atualmente chamada Desigualdade  de Cauchy-

Schwarz :

(modu)2(mod v )2≥(u∣v)2 .
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Afirmou, na página 533, que se i fosse um vetor não nulo, então qi era um vetor

paralelo a i .

Se j um vetor não paralelo a i , qi+qj  representaria um sistema de vetores na

forma xi+ jy .

qi+qj representaria um vetor coplanar com i e j

Dado um vetor i não nulo, e um vetor j não paralelo a i , existiria um vetor não

coplanar  com i e j ,  se o  vetor k satisfizesse, então o vetor qi+qj+qk  representaria

um vetor na forma xi+ yj+ zk quaisquer reais x , y , z .

Ou: vtt=qi+qj+qk .


