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RESUMO

A presente investigacao teve como objetivo conceber uma cronologia historica das primeiras nogoes
de independéncia linear e de base de um espaco vetorial. Um recorte historico com dezesseis
autores, entre matematicos e fisicos, foi delineado. Dois artigos foram motivadores dessa pesquisa:
The History of the Concept of a Finite-Dimensional Vector de Jeremy Gray (1980), que questionava
o conceito e origem do espago vetorial, estimulando um estudo mais aprofundado sobre o tema e
The Axiomatization of Linear Algebra de Gregory Moore (1995) num trabalho sobre a
axiomatizacdo da Algebra Linear entre 1875 a 1940. Foi elaborada extensa pesquisa em obras
originais dos principais matematicos do século XVII até o século XIX, considerando o
relacionamento entre eles, troca de cartas e a conformidade de estudos. Essa busca foi efetuada nas
principais bibliotecas digitais como Gallica, E rara, além sites especializados como Euler Archive, a
procura de artigos e livros onde se apresentasse elementos que direcionassem para ideias de
conjuntos linearmente independente e de base. De Leibniz a Peano, obras originais desses dezesseis
matematicos e fisicos foram analisadas, trazendo essas ideias de conjuntos linearmente
independentes e de base em diferentes contextos de areas da Matematica e da Fisica. Iniciando com
Leibniz, que percebeu a necessidade de um ente que representasse magnitude, direcdo e sentido,
essa cronologia passou por Euler e Lagrange com a resolucdo de equagdes diferenciais,
compreendeu Wessel, com a representacdo vetorial dos nimeros complexos, o wronskiano, os
quatérnios de Hamilton, a desigualdade de Cauchy, o célculo do baricentro de Mobius, o diagrama
de Argand, a algebra linear associativa de Peirce, a teoria da extensao de Grassmann, os sistemas
normais vetoriais nos estudos dos fisicos Gibbs e Heaviside, a axiomatizagdo de espaco vetorial
com Peano.

Palavras-chave: Independéncia Linear. Base. Algebra Linear.



ABSTRACT

The present investigation aimed to conceive a historical chronology of the first notions of linear and
basic independence of a vector space. A historical section with sixteen authors, between
mathematicians and physicists, was designed. Two articles motivated this research: The History of
the Concept of a Finite-Dimensional Vector by Jeremy Gray (1980), which questioned the concept
and origin of the vector space, stimulating a deeper study on the theme and The Axiomatization of
Linear Algebra by Gregory Moore (1995) in a work on the axiomatization of Linear Algebra
between 1875 and 1940. Extensive research was carried out on original works by leading
mathematicians from the 17th to the 19th century, considering the relationship between them,
exchange of letters and the conformity of studies . This search was carried out in the main digital
libraries such as Gallica, E rara, in addition to specialized sites such as Euler Archive, looking for
articles and books where elements were presented that would lead to ideas of linearly independent
and basic sets. From Leibniz to Peano, original works of these sixteen mathematicians and
physicists were analyzed, bringing these ideas from linearly independent and basic sets in different
contexts in the areas of Mathematics and Physics. Starting with Leibniz, who realized the need for
an entity that represented magnitude, direction and sense, this chronology went through Euler and
Lagrange with the resolution of differential equations, Wessel understood, with the vector
representation of complex numbers, the Wronskian, the quaternions of Hamilton, Cauchy's
inequality, the calculation of Mdbius's barycenter, Argand's diagram, Peirce's associative linear
algebra, Grassmann's extension theory, normal vector systems in the studies of physicists Gibbs and
Heaviside, the axiomatization of vector space with Peano.

Keywords: Linear Independence. Base. Linear Algebra.
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1.INTRODUCAO

Este trabalho buscou uma cronologia, um recorte histérico, das primeiras no¢des de
conjuntos linearmente independentes e de base até a axiomatiza¢do de espago vetorial com
Peano.

Algumas questdes foram estimuladoras e instigadoras para esse estudo, o contexto
matematico, quando e como apareceram as primeiras ideias de independéncia linear e bases
até¢ suas atuais definicdes em espago vetorial. Uma cronologia histérica de como esses
conceitos ou ideias foram se delineando com o tempo nas diversas areas da Matematica,
responderia a essas questoes.

Houve uma procura em vao por literaturas a respeito desse tema, comprovando que
ndo haviam bibliografias ou estudos que pudessem responder as indagagdes quanto ao
surgimento das primeiras no¢des de base e nem como esse conceito teria se desenvolvido
matematicamente ao longo dos tempos, que corrobora com o aspecto inédito desse trabalho.

Dois artigos, que estdo disponibilizados na internet e foram encontrados em site de

busca, foram motivadores desse trabalho: The History of the Concept of a Finite-Dimensional

Vector (1980) de Jeremy Gray', que questionava a origem e conceito de espago vetorial e The

Axiomatization of Linear Algebra (1995) de Gregory Moore®, que procurou responder ao

questionamento de Jeremy Gray quanto as origens e axiomatizagdo da Algebra Linear.

Em The History of the Concept of a Finite-Dimensional Vector (1980), Jeremy Gray

advertiu sobre um aspecto ndo explorado da Histéria da Matematica. Ele questionou as
origens do conceito de espaco vetorial, sua axiomatizagdo e seu reconhecimento como tema
importante na Matematica. O autor fez uma sugestdo sobre um aspecto possivelmente
negligenciado de um problema que deveria ser explorado, a apresentagdo das origens do

conceito de espaco vetorial e sua averiguagdo como um topico central em matematica. O

'Jeremy John Gray (nascido em 1947) ¢ um matematico inglés que se interessa principalmente pela historia da
matematica. Gray estudou matematica na Universidade de Oxford de 1966 a 1969, e depois na Warwick Univer-
sity, obtendo seu Ph.D. em 1980, sob a supervisdo de lan Stewart e David Fowler. Ele trabalha na Open Univer-
sity desde 1974 e tornou-se professor em 1978.

’Gregory Winthrop Moore (nascido em 1961) é um fisico tedrico americano especializado em fisica matematica
e teoria das cordas. Moore € professor do Departamento de Fisica e Astronomia da Rutgers University e membro
do grupo de High Energy Theory da Universidade. Em 2012 ele se tornou membro da American Mathematical

Society.
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artigo inquiriu qual seria 0 momento em que o conceito de espago vetorial teria emergido com
suas estruturas e aceitacdo no meio matematico. Ele citou uma possivel existéncia de uma
base finita ja em Euler em 1743. Em 1888, Peano teria apresentado uma defini¢cdo axiomatica
no estudo de espagos vetoriais de dimensdo n sobre os nimeros reais. O artigo de Gray cita
exemplos de nogdes de base que ja teriam aparecido em alguns trabalhos, no entanto ndo ha
aprofundamento ou demonstragdo de tais afirmagoes.

Em The Axiomatization of Linear Algebra (1995), Gregory Moore apresentou uma

cronologia sobre a axiomatizacdo da Algebra Linear entre 1875 e 1940, citando alguns
autores matematicos e suas realizagcdes, no entanto, ndo houve estudo anterior a 1875 e nem
investigacao mais detalhada das obras e da matematica envolvida. Segundo Gregory Moore
(1995) a Algebra Linear moderna é baseada em espagos vetoriais e a nogéo abstrata de espago
vetorial foi isolada pela primeira vez por Peano (1888) em geometria e antes de Peano, uma
noc¢do mais limitada de vetores o espaco sobre o real ja havia sido axiomatizada por Darboux
(1875).

As afirmacdes de Gray e Moore foram estudadas e avaliadas de forma mais detalhada
nesse trabalho.

Esta tese buscou ndao somente a verificacdo e constatagdo das nocdes de base e
conjuntos linearmente independentes em trabalhos citados nesses dois artigos, como também
houve uma procura, uma garimpagem nas bibliotecas digitais e em sites de busca de autores e
suas obras que tivessem alguma referéncia ao tema dessa investigacao.

Este estudo foi disposto em autores e suas contribuigdes condizentes a esse tema, em
ordem cronologica de seus nascimentos. Em cada obra foram destacados e analisados trechos
que apresentavam nogdes de base e conjuntos linearmente independentes de um espago
vetorial. Os autores foram distribuidos em capitulos, iniciados com uma breve biografia. As
obras de cada autor, quando houver mais de uma obra estudada, foram disponibilizadas em
ordem cronoldgica, possibilitando a verificagdo da construcdo do conhecimento referente ao
tema por aquele autor. No Capitulo 3, uma cronologia foi elaborada com todas as obras em
ordem cronologica, possibilitando um recorte historico.

O primeiro autor estudado foi Leibniz, com a anélise de uma carta a Huygens datada
de 1679 que discutia a possibilidade e necessidade de se criar um sistema que expressasse

posicdo e magnitude, surgindo dai as primeiras ideias de vetores.
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O proximo autor foi Euler, pois segundo Gray (1980) os primodrdios desse tema, as

nocdes de base teriam aparecido num artigo de Euler De Integratione Aequationum

Differentialium Altiorum Graduum (1743), que tratava de resolucao de equagdes diferenciais.

No entanto, essa pesquisa constatou que essas ideias ndo estavam completas no artigo.

Em De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum (1743) e posteriormente

em, [nstitutionum Calculi Integralis Volume II (1769), Euler teria incluido condig¢des

necessarias e indispensaveis sobre as solucdes das equagdes diferenciais lineares e

homogéneas de ordem n , se aproximando das ideias atuais de que o conjunto solucdo de

uma equagdo diferencial linear e homogénea de ordem n ¢ um espaco vetorial de dimensao
n 3, formando uma base com n elementos.

Nesta tese também foi investigado se haviam ou ndo estudos anteriores a Euler (1743)
com nocdes de base. Optou-se pela busca em autores que teriam estudado equagdes
diferenciais, ja& que Euler em 1743 teria percebido essas ideias no contexto do estudo de
equagoOes diferenciais. A procura se deu em trabalhos de Leibniz, Riccati e dos irmaos
Bernoulli, Jakob e Johann, no entanto, sem resultados objetivos. Todavia, esses matematicos
contemporaneos a Euler contribuiram para que ele observasse e compreendesse essas ideias.

Leibniz se correspondia com os irmaos Bernoulli, Jakob e Johann, que contribuiram
significativamente para o desenvolvimento de métodos para resolugdo de equacgdes
diferenciais e suas aplica¢des. Euler foi aluno de Johann Bernoulli, essa produtiva troca de
conhecimentos entre esses matematicos conduziu essa investigacdo no sentido de
compreender e entender como as ideias de base apareceram. Os caminhos e meios necessarios
para a resolucao de equagdes diferenciais delinearam o entendimento e surgimento das
primeiras nogdes de base. Os métodos de separacao de variaveis e fator integrante de Leibniz,
o método de reducao de ordem de Riccati e o atualmente conhecido Método de D’ Alembert,
todas essas técnicas de resolucdo de equagoes diferenciais permitiram que Euler deduzisse as
primeiras ideias de base.

Apos Euler, outros matematicos e fisicos também recorreram ao uso das ideias de
conjuntos linearmente independentes e de base de um espago vetorial em diversas areas da
matematica e da fisica. Foram estudados trabalhos de Lagrange em que era necessdria a
resolucdo de equagdes diferenciais; Wessel que foi o pioneiro na representacdo dos niumeros

complexos; o determinante wronskiano, que determina se duas fung¢des ou vetores sdo

3E provado que se V' for um espago vetorial e dimV =n , ou a dimensdo do espago vetorial for n
qualquer conjunto de N vetores linearmente independentes forma uma base de V'
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linearmente independentes; a desigualdade de Cauchy, que na sua concepg¢do utilizou ideias
de conjuntos linearmente independentes; os quatérnios de Hamilton formando o que
atualmente entendemos como uma base ortonormal; o calculo do baricentro de Mdbius que
analisou segmentos de retas orientados, num prenuncio dos vetores; o diagrama de Argand,
com a famosa interpretagdo geométrica dos nimeros complexos; a algebra linear associativa
de Peirce, que utilizou os quatérnios; a teoria da extensdo de Grassmann, representando uma
quantidade extensiva sendo expressa como soma de unidades independentes; a utilizacao dos
complexos e sistemas normais de vetores unidade ou de comprimento unitario nos estudos de
Gibbs e Heaviside e a axiomatizagdo de espago vetorial com Peano.

Nos Apéndices estdo dispostas todas as obras estudadas, trazendo recortes originais,
facilitando a leitura desses trechos de artigos e livros. Os Apéndices III e IV dizem respeito a
Johann Bernoulli e Jacopo Riccati que influenciaram Euler com seus métodos para resolucdo
de equagdes diferenciais.

Os Apéndices V e VI que tratam das obras de Euler foram analisados de acordo com
as técnicas matematicas existentes na época, no entanto, usando a notagdo atual para melhor

entendimento e demonstracdes matematicas. No Apéndice V, o artigo De Integratione

Aequationum__Differentialium Altiorum Graduum (1743), os paragrafos estudados nao

continham demonstragdes, entdo provaveis interpretacdes e demonstracdes matematicas,

baseadas em conceitos € métodos conhecidos por Euler foram desenvolvidas.

1.1 RELEVANCIA E JUSTIFICATIVA DO TEMA

A Algebra Linear envolve diversas areas da Matematica, Analise, Estatistica, em
diversas carreiras, Ciéncias, Engenharia ¢ Economia e a disciplina Algebra Linear aparece na
universidade na grade curricular no primeiro ano contendo quatro ou duas horas-aulas.

Os modelos matematicos lineares assumiram um importante papel junto ao
desenvolvimento da informdtica e sua importancia vai desde as ci€ncias sociais as ciéncias

exatas, permitindo seu uso diario em economia, aviacao, exploracao petrolifera e circuitos
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eletronicos. Na computagdo grafica, por exemplo, a manipulagdo de imagens, rotacao,
redimensionamento, alteragao de cores sao operagdes lineares.

O tema, Independéncia Linear e Base, apresentado nessa tese ¢ de grande importancia
em Algebra Linear e também na disciplina de Equagdes Diferenciais Ordinarias.

Esse trabalho propde uma cronologia, um estudo histérico de um tema matematico,
portanto € também de interesse e relevancia para a Historia da Matematica.

A Historia da Matematica pode satisfazer o desejo de saber como € que os conceitos
matematicos apareceram e se desenvolveram, além de nos oferecer grande satisfagcdo ao estu-
dar os autores cldssicos. Ajuda a compreender nossa heranga cultural e as interfaces com as
outras ciéncias, arte e filosofias.

O uso didatico da Historia da Matematica ¢ essencial, de extrema valia, como um meio
de facilitacdo do processo ensino-aprendizagem que proporciona, ao ensino um carater dina-
mico, onde ha uma redescoberta de conteidos através da investigagdo, promovendo a visdo da
matematica como uma atividade humana e cultural.

Como disse Jean Dieudonné*: “Creio que ndo é possivel compreender a matemdtica

de hoje se ndo se tiver pelo menos uma ideia sumaria de sua historia”.

1.2 METODOLOGIA

Este trabalho foi disposto em autores e suas obras, valorizando o trabalho de cada
matematico ou fisico, mostrando o ser humano por trds de sua producdo. A ideia de cada
contribui¢do ser iniciada com uma biografia também pode aproximar o leitor do contexto
historico do matematico e sua obra. Para os autores com mais de uma obra, artigo ou livro,
seus estudos foram listados em ordem temporal, evidenciando como esses autores
desenvolveram o tema.

Foram analisadas obras de notaveis matematicos e fisicos entre os séculos XVII e
XIX. A Biblioteca Nacional Francesa digital Gallica®, foi um acervo investigado por autor,

por obra, a procura de nogdes de base, tema desse trabalho. Também foi alvo dessa pesquisa,

* Jean Dieudonné (1906-1992) foi um matematico francés, historiador matematico, membro do grupo Bourbaki.
*https://gallica.bnf. fr/
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a E-Rara’, uma biblioteca digital sui¢a de livros raros, além do Google Books’ € o site Euler
Archive®.

Para investigacao de estudos anteriores a Euler (1743) com nog¢des de base a busca se
deu em autores que teriam estudado equagdes diferenciais, trabalhos de Leibniz, Riccati e
Johann Bernoulli com estudos sobre métodos de resolucdes de equacgdes diferenciais. Nao foi
encontrado nenhum artigo ou livro que se referisse a ideia de conjuntos linearmente
independentes e de base.

O site Euler Archive contém todas as obras conhecidas de Euler e estd disposto em
assuntos estudados pelo matematico, onde um dos temas ¢ equacdes diferenciais. Foram
buscados em todos os artigos que tinham como tema equagdes diferenciais, que era objeto de

seu artigo De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum (1743), ideias ou

nog¢des de conjuntos linearmente independentes e de base a procura de algum estudo antes de
1743. No entanto, ndo foi encontrado nenhum artigo de Euler antes de 1743 que tinha como
tema equacdes diferenciais, mas posterior em Institutionum Calculi Integralis Volume 11
(1769).

No site Gallica, autores que estudaram o tema equagdes diferenciais tiveram seus

artigos investigados a procura de nogdes de base e conjuntos linearmente independentes.
Foram eles: Lagrange, Laplace, Cauchy e Fourier. Todas as obras de Laplace que constam no
site da Biblioteca Nacional Francesa Gallica, foram analisadas, em busca de estudos de
Laplace que aparecessem ideias de base ou conjuntos linearmente independentes, nao
alcangando resultado favoravel.

Por outro lado, houve a procura, também sem resultados, de estudos acerca de
segmentos orientados, antes dos estudos de Wessel em 1797, com a representagao dos
complexos.

Os outros autores estudados foram em parte indicados nos dois artigos citados como
motivadores e também em sites de busca pelo tema desse trabalho.

Com a tradugao desses textos, artigos e livros, do latim, do francés, do italiano, alemao
e inglés, observou-se a diferenga de linguagem e simbologia matematica através dos tempos.
Em alguns momentos com a intencdo de compreensdo e entendimento, houve a necessidade

de pesquisa com proposito comparativo em trabalhos atuais.

Shttps://www.e-rara.ch/
"https://books.google.com.br/
8http://eulerarchive.maa.org/
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Alguns textos em latim tinham tradu¢des em inglés ou alemdo, no entanto, os textos
em latim foram priorizados nas suas traduc¢des, numa tentativa de precisdo e fidelidade aos
textos originais. Com a tradugdo desses textos, o acesso a um publico maior tornou-se mais

facilitado.
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2. AUTORES E SUAS CONTRIBUICOES

Nesse capitulo foram estudadas obras de dezesseis autores que contribuiram para as
nogdes de conjuntos linearmente independentes e de base. Para a selecdo desses autores,
foram utilizados varios instrumentos de busca, site Gallica, com a listagem de artigos de
autores, analisados um a um, a indicacdo de nomes de autores nos artigos de The History of

the Concept of a Finite-Dimensional Vector de Jeremy Gray (1980) e The Axiomatization of

Linear Algebra (1995) de Gregory Moore e busca em sites de procura pelo tema estudado.

Trechos de artigos e livros onde aparecem ideias de base num espaco vetorial e
conjuntos linearmente independentes foram retratados.

Os autores estdo dispostos em ordem cronoldgica, de forma temporal considerando o
ano de seus nascimentos a partir de Leibniz até o século XIX, concluido com os trabalhos de
Peano, um marco para a axiomatizacao de espago vetorial.

As biografias foram pesquisadas, em sua grande maioria, no site Mac Tutor History of
Mathematics Archive’, que concentra biografias dos mais notaveis matematicos de todos os

tempos.

’http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/ Acesso em 25 maio 2020
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2.1 GOTTIFRIED WILHELM LEIBNIZ

Figura 1: Leibniz

Fonte: Wikipédia"

Nascido em 01 de julho de 1646 em Leipzig, Alemanha

Morto em 14 de novembro de 1716, Hannover, Alemanha

Leibniz era um trabalhador incansdvel, um escritor de cartas universal (ele tinha mais
de 600 correspondentes), um grande cientista ¢ um dos mais poderosos espiritos da
civilizagdo ocidental.

Em Nova methodus pro maximus et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas

nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus (1684), vide

Apéndice I, formalizou o calculo diferencial antecipando-se em cerca de trés anos a

publicagdo dos Principia Mathematica de Newton.

Nessa obra, utilizando os infinitésimos, introduziu, sob a notacdo dx , a nogdo de

diferencial para designar uma quantidade infinitamente pequena, associada a uma variavel

x . Os diferenciais foram tratados como segmentos e os quocientes diferenciais d_y .0
X

diferencial e o quociente diferencial de Leibniz correspondiam, respectivamente, a0 momento
e a fluxdo de Newton.

Ainda em Nova methodus apareceram as formulas de derivada do produto e do

quociente d(xy)=ydx+xdy e d(§>:(ydxy——2xdy)

negligenciados por serem infinitesimais, ndo interferindo no resultado final.

onde 0s termos dxdy foram

Em De geometria recondita et analysi indivisibilium atque infinitorum (1686), vide

Apéndice II, Leibniz sistematizou o calculo integral, estabelecendo a notacao basica definitiva

®Disponivel em:https://pt.wikipedia.org/wiki/Gottfried Wilhelm_Leibniz . Acesso em 25 maio 2020
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para 0 mesmo, como a notagao fx , depois modificada para fxdx para a integracao

usual.

Leibniz também inventou uma maquina de calcular que lidava com adigdo, subtracao,
multiplicacao, divisao e extragdo de raizes. Ele foi o pioneiro na utilizagdo da base binaria em
suas primeiras maquinas calculadoras, ja nascia com Leibniz o pensamento de que através de
uma quantidade finita de ntimeros seria possivel expressar qualquer outro numero. Esse
conjunto finito geraria todo o universo dos numeros naturais que Leibniz precisava
representar.

Ele também escreveu e estudou filosofia, a doutrina das monadas (a ideologia de que
o universo seria constituido de unidades espirituais e materiais indivisiveis e incomunicaveis
entre si), a doutrina da harmonia preestabelecida (Deus teria preestabelecido o caminho das
monadas de modo a concorrerem independentemente para um mesmo fendmeno) e o otimis-
mo (Deus teria criado o melhor dos mundos possiveis). Entretanto, a filosofia das monadas ja
existia entre os gregos antes de Cristo, sendo aprofundada por Leibniz.

As moénadas seriam as unidades que eram pontuais, indivisiveis € que unidas constitui-
riam a matéria extensa e divisivel que se conhece nos corpos.

O pensamento da dualidade matéria e espirito, estatico e movimento dominaram as
reflexdes de Leibniz.

Leibniz mudou essa Fisica estatica e geométrica; apresentando uma ideia nova de
alguma coisa ativa. O movimento visivel ndo era simples movimento local observado, ele
deveria ser o resultado de uma forga; produzido por uma forga viva, que estaria na monada. O
movimento ndo era criado por uma energia cinética, mas conservado como parte da monada.
A ideia de uma natureza estatica e inerte era substituida por uma ideia dindmica. Ao criticar a
formulagdo cartesiana das leis do movimento, conhecida como Mecanica, Leibniz tornou-se,
em 1676, o fundador de uma nova formulagdo, conhecida como Dinamica, que substituiu a
energia cinética pela conservagao do movimento.

Provavelmente, baseado em suas reflexdes e pensamentos sobre as monadas, entes
materiais e espirituais, tenha conduzido Leibniz a constatacdo da necessidade de entes que

pudessem expressar magnitude e movimento.



22

2.1.1 Correspondéncias entre Leibniz e Huygens''

Leibniz certificou a imprescindibilidade de entes que seriam os primérdios de vetores
em sua correspondéncia com Huygens.

Nessa correspondéncia, Leibniz demonstrou a necessidade do aparecimento de um
sistema que comportasse simultaneamente, o ente algébrico € o ente geométrico e
desenvolveu através de equivaléncias um sistema de pontos retas e planos que importavam
direcdo e movimento.

Leibniz discutiu a possibilidade da criagdo de um sistema que serviria como um
método de analise espacial. As principais ideias de Leibniz apareceram em uma carta datada
de 08/09/1679, escrita a Christian Huygens:

“Eu ndo estou satisfeito com a Algebra, porque ndo me trouxe métodos de construcdo
mais bonitos em geometria. Isto porque eu acredito que nos precisamos de outra analise,
distinta de geometria que expresse situa¢do como a algebra expressa magnitude. E eu
acredito que encontrarei um meio de expressar figuras e mdquinas e movimentos, como a
dlgebra representa numeros e magnitude”.

“FEu descobri certos elementos com uma nova caracteristica que sdao diferentes da
dlgebra e que tem grandes vantagens na representa¢cdo na minha mente, num caminho mais
natural, sem figuras, onde tudo depende do senso de percep¢do. Algebra tem a caracteristica
de numeros indeterminados ou magnitudes somente, mas ndo expressa a situagdo, angulos ou
movimentos diretamente. Consequentemente é dificil analisar as propriedades da figura no
calculo e ainda mais dificil encontrar demonstragoes geométricas e construgoes, até quando
o calculo algébrico é completo. Mas uma nova caracteristica que segue das figuras visuais
ndo pode deixar de dar a solug¢do, a constru¢do e a demonstragdo geométrica ao mesmo
tempo e num caminho natural”.

“Mas seu principal valor reside no raciocinio que pode ser feito e nas conclusoes que
podem ser tiradas pelas operagdes com seus caracteres, que poderiam ser expressos em figu-

ras e ainda em modelos sem confundi-los com muitos pontos e linhas. Esse método nos guia-

' Christian Huygens (1629-1695)foi um matematico, fisico e astrobnomo holandés. Descobriu a polarizagdo da

luz (1678) e formulou a teoria ondulatoria da propagacdo da luz em Traité de la lumiére (1690) elaborando o

célebre principio de Huygens, no qual exp0s sua concepgdo da luz como onda de energia que se propaga no

espaco.
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ra certamente e sem esfor¢o. Eu acredito que por esse método a mecanica possa ser tratada
quase como a geometria e pode-se até testar as qualidades dos materiais, porque ele depende
de suas figuras e de suas partes sensiveis. Eu ndo tenho nenhuma esperanga de que possamos
ir muito longe na fisica até que tenhamos descoberto algum método de abreviagcdo para alivi-
ar o fardo da imaginagdo”

A 1ideia de Leibniz era desenvolver uma caracterizacao para analise de problemas que
descrevesse a construgdo da solu¢do em termos totalmente geométricos. Hoje, vé-se que a re-
solug¢do de um problema geométrico passa por duas etapas: a modelagem do problema em ter-
mos algébricos e a solucdo algébrica desse modelo, que passa por uma interpretacdo geo-
métrica. Leibniz queria uma caracterizacdo que acabasse com essas duas versdes sucessivas:
geométrico/algébrica e algébrico/geométrica.

Leibniz desenvolveu um sistema que j4 mostrava uma tentativa de andlise vetorial e
concentrava na ideia de congruéncia de conjunto de pontos. Ele usou A,B para representar
pontos fixos e X,Y para representar pontos desconhecidos. O simbolo 8 foi usado para
representar congruéncia. AB 8 AY significava que Y seria o ponto da esfera com centro em A
e raio AB. A relacio AX 8 BX determinava um plano, cujos pontos X equidistavam de A e B
e arelacio ABC 8 ABY determinava um circulo. Na relacdo: AY 8 BY 8 CY ele concluiu que
Y ¢ uma linha reta. Leibniz também demostrou que a relagdo AY 8 BY 8 CY 8 DY
determinava um ponto. A intersec¢ao de dois planos seria uma linha reta. A relacio AY 8 BY
determinava um plano e a relagdo AY 8 CY determinava outro plano, logo a combinagao seria
uma linha reta.

A constatacdo da indispensabilidade desses entes verificada por Leibniz nessa carta a
Huygens em 1679, revelou o pensamento de Leibniz num sistema que expressasse magnitude
como algebra e que denotasse a situagcdo, movimentos e angulos.

Em outra carta escrita a Huygens em 1691, Leibniz resolveu a equagao:

dx_

f(x).g(y) por separagio de variaveis'? resultando: dx__dy g(y)

2 A separagdo de variaveis desenvolvida primeiramente por Leibniz e aprofundada por Johann Bernoulli, foi

amplamente utilizada por Euler em seus trabalhos condizentes a resolugdo de equagdes diferenciais.
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Em 1694, Leibniz utilizando o método do fator integrante resolveu uma equagio

dp

linear mdx+nydx+dy=0 com m,n fungdes de x , considerando —~=ndx e

substituindo na equacdo linear ele obteve pmdx+ ydp+ pdy =0
Integrando e tomando d(py)=ydp+pdy conseguiu f pmdx+ py=0

A influéncia de Leibniz nos trabalhos de Euler se verificou através de suas técnicas de

resolucao de equagdes diferenciais, utilizagdo de fator integrante e a separagao de variaveis.

2.2 LEONHARD EULER

Figura 2: Euler

Fonte: Wikipédia'*

Nascido em 15 de abril de 1707 na Basiléia, Suiga

Morto em 18 de setembro de 1783 em Sao Petersburgo, Russia

O pai de Leonhard Euler era Paul Euler. Paul Euler estudara teologia na Universidade

de Basel e assistira as palestras de Jakob Bernoulli.

0 método do fator integrante foi desenvolvido por Leibniz para resolugdo de equagdes diferenciais lineares de
1* ordem e utilizado por Euler nos estudos sobre resolucdo de equacdes diferenciais que despontaram ideias

sobre conjuntos linearmente independentes de base.

14Disponivel em:https://pt.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler Acesso em 25 maio 2020
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Na verdade, Paul Euler e Johann Bernoulli haviam morado na casa de Jakob Bernoulli
enquanto estavam na Basiléia. A ligacao entre Euler e os irmaos Bernoulli iniciou-se com seu
pai.

Johann Bernoulli logo descobriu o grande potencial de Euler para a matematica em
aulas particulares que o proprio Euler ministrava.

Em 1723, Euler completou seu mestrado em filosofia. Ele comegou seus estudos de
teologia no outono de 1723, mas obteve o consentimento de seu pai para mudar para a
matematica depois que Johann Bernoulli usou de sua persuasdo. O fato de o pai de Euler ter
sido amigo de Johann Bernoulli em seus dias de graduacdo, tornava a tarefa de persuasao
muito mais facil.

Euler ndo alcangou esse notavel nivel de producao sem ajuda, principalmente apos
ficar quase ou totalmente cego, ele foi ajudado por seus filhos, Johann Albrecht Euler, que foi
nomeado para a cadeira de Fisica na Academia de Sao Petersburgo em 1766, tornando-se seu
secretario em 1769 e Christoph Euler, que teve uma carreira militar. Euler também foi
ajudado por dois outros membros da Academia, W.L. Krafft e A.J. Lexell e o jovem
matematico N. Fuss que foi convidado para a Academia da Suica em 1772. Fuss era neto de
Euler e tornou-se seu assistente em 1776.

Os cientistas que assistiam Euler ndo eram meros secretarios; ele discutia o esquema
geral das obras com eles, e eles desenvolveram suas ideias calculando tabelas e, as vezes,
compilando exemplos. Euler creditou Albrecht, Krafft e Lexell por sua ajuda com seu
trabalho de 775 paginas sobre o movimento da lua, publicado em 1772.

Fuss ajudou Euler a preparar mais de 250 artigos para publicacao durante um periodo
de cerca de sete anos em que atuou como seu assistente.

Trabalhou com Teoria do Numeros, Combinatoria, Probabilidade, Equacdes
Diferenciais, Integragdo, Teoria das equacdes, Séries Infinitas, Calculo das Variagdes,
Geometria, Astronomia, Fisica, Mecanica.

Problemas em fisica-matematica levaram Euler a um amplo estudo de equagdes
diferenciais.

Em 1748, em Introductio in analysin infinitorum, Euler fez as ideias de Johann

Bernoulli mais precisas na definicdo de uma funcao e afirmou que a analise matematica era o
estudo das fungdes. Nesse artigo Euler deduziu a formula e"=cosx+isenx que foi

necessaria para uma das demonstragdes dessa tese.



26

Euler apresentou um desenvolvimento analitico para o0 Método da Variacao das

Constantes ou dos Parametros, com um artigo em 1748, em Recherches sur la question des

inégalités du mouvement de Saturne et de Jupiter, em que estudava as Orbitas de Saturno e

Jupiter.

Em 1755, Euler publicou Institutionum calculi differentialis, que comegou com um

estudo do célculo das diferencas finitas. O trabalho fez uma investigacdo completa de como a

diferenciacdo se comporta utilizando substituicdes. Em [nstitutionum calculi integralis (1768-

70), o objetivo de Euler foi o estudo do célculo integral, mas também foram apresentadas
descobertas sobre equagdes diferenciais.
Para entendimento do pensamento e descobertas de Euler, no que diz respeito as

primeiras ideias de conjuntos linearmente independentes e de base, o artigo De Integratione

Aequationum Differentialium Altiorum Graduum de 1743 e o livro Institutionum Calculi

Integralis Volume II, Se¢do I e Il de 1769 foram estudados numa tentativa de construgdo do
pensamento de Euler, entender quais os conhecimentos matematicos necessarios para que ele
pudesse ter atingido a condic¢ao de percepcao do tema desse trabalho.

Nesse trabalho somente serdo citados os trabalhos de Euler que o levaram as ideias de

base.

2.2.1 De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum (1743)

Esse artigo foi apresentado a Academia Berlim em 06/09/1742.

Publicado em Miscellanea Berolinensia 7, 1743, pp. 193-242.

Nesse artigo, Euler teria vislumbrado suas primeiras tentativas para dedugdes sobre
base, num estudo sobre integracdo de equagdes diferenciais.

O artigo possui 50 paragrafos, porém nesse estudo foi considerado até o 17° paragrafo,
por se tratar do objeto desta tese.

Convém ratificar aqui, que para a época a palavra “grau” tinha o significado atual de
“ordem”. A traducao abaixo considerara o entendimento como “ordem” da equacao

diferencial.
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Muitos métodos, até entdo, haviam sido concebidos para resolu¢do de equagdes
diferenciais de primeira ordem, no entanto, ndo havia método especifico, naquela época, para
resolucao de equagdes diferenciais de ordem diferente de 1

A solu¢do das equagdes diferenciais de ordem superiores era entdo obtida através da
reducdo de ordem, fazendo substituicdes adequadas.

O método que Euler tratou nesse artigo ajudou a resolver equacgdes de ordem

superiores, sem redugdo prévia, eram integradas e reduzidas a ordens menores imediatamente.

Ele considerou:

0=Ay

3 4 5
+de+Cdciy+Dd3y+Ed4y+Fd Y +etc

dx  dx dx dx dx’

De ordem n ,onde A,B,C...N eram constantes, x a variavel, dx constante e
a outra variavel y teria seus diferenciais dy,ddy,d’y

Para Euler, a equacdo integral completa, exceto as quantidades constantes contidas na
equagao diferencial, deveria incluir novas constantes arbitrarias, de mesma ordem da equacao
diferencial apresentada.

Se a equagdo diferencial era de ordem n , entdo o Ultimo termo deveria ser:

dy
dx"

A equacdo acima ap6s uma integragdo seria reduzida a ordem n—1

N

Se duas integragdes fossem realizadas a ordem da equagdo seria reduzida a n—2 e
assim por diante, a cada integragdo uma constante era obtida. Apds n integragdes, se
conseguiria uma equacao com termos finitos expressos.

A equagdo integral teria um nimero de constantes arbitrarias exatamente igual ao grau
a sua ordem.

Se somente algumas constantes eram determinadas, mas ndo todas, uma solucdo
particular era obtida para a equagdo diferencial.

Euler forneceu um critério para solucio de equacdes diferencias de ordem diferente de

Para que uma dada solugdo pudesse satisfazer a equacao acima, a solucao deveria ser
substituida, fazendo a verificagdo, atentando para que a solugdo ou a equagdo integral tivesse
o nimero de constantes arbitrarias exatamente igual a sua ordem. Caso ndo fosse verificado o

numero de constantes, a solucao ndo seria completa e sim particular.
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No Apéndice V deste trabalho seguem as possiveis formas de resolucdo destas
equagoes diferenciais de acordo com as técnicas e métodos desenvolvidos naquela época e
conhecidos por Euler.

No paragrafo VI, Euler apresentou a equagdo conhecida atualmente como equagao de
Riccati, que foi quem a propos, para mostrar a diferenca entre equacgdes integrais completas e
incompletas.

Foi dada a equagdo diferencial: a.ady+y.ydx=(a.a+x.x)dx

Euler afirmou que y=x era uma equagdo integral”®, o que ndo significava que fosse
a integral completa, pois nem a constante a estava incluida, nem outra constante exigida
pela equacao diferencial de ordem 1 aparecia na solucdo, portanto era uma integral
particular.

Euler nos forneceu a equagao completa como:
— XX

aabe “

y=x+ =
aa+b f e “dx

E observou que se b=0 , a equagdo integral particular seria y=x

Nesse paragrafo, uma unica constante arbitraria b foi considerada, a equagdo
conhecida atualmente como de Riccati (equacdo diferencial de 1* ordem nao linear) que Euler
constatou que na integral completa apareceu uma tnica constante arbitraria.

No paragrafo VII, Euler apresentou uma equagao diferencial da diferencial ou como

chamamos atualmente equagdo diferencial de 2* ordem, y:X.Z_i_'_CD;Lij
X

, € a equacao
finita y=x seria suficiente, mas estava longe de ser a integral completa, porque a equagao
completa deveria conter, exceto a constante a , duas constantes arbitrarias.
Euler afirmou que a equacdo y=nx com a constante n também satisfazia, mas
ainda se tratava de uma equagao particular.
—x
a

~ . . e “ dx .
Entdo a equagdo integral completa seria y:nx+bxf —— e teria duas constantes

X
arbitrarias b,n , além da constante a
Euler notou duas constantes arbitrarias na solugdo: b e n , ou seja, como tratava-se

de equacao de 2% ordem, o esperado ¢ que a solugdo deveria conter duas constantes.

1% Isto quer dizer que € uma solugdo (termo atual).
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Ja no paragrafo VIII ao considerar a equagao diferencial

3 4 5
+de+Cdciy+Dd y+Ed4y+Fd y

0=A
YT dx dx dx® dx dx’

+etc , ele afirmou que todas as equagdes

integrais particulares deveriam estar contidas na integral completa e que uma equagao integral
seria completa quando todas as equacdes integrais particulares fossem consideradas.
No paragrafo IX, Euler verificou que se p fosse um valor conveniente para y ,

dessa forma y=p , y=ap também seria, pois se o valor p no lugarde y substituido

retornasse 0= Ay+

3 4 5
de+Cdciy+Dd y+Ed4y+Fd Y tyetc ,entdo o valor ap no lugar

dx  dx dx’ dx dx®
de y substituido tornaria a expressdao evanescente, dessa forma uma constante arbitraria
a poderia ser introduzida na equagdo integral particular y=p
Se a equagdo y=q satisfizesse o proposito, da mesma maneira y=/q satisfaria.
Euler juntou esses dois valores particulares y=ap e y=/q , num mais amplo ou
abrangente y=ap+/fq
de+Cdciy+Dd33y+Ed‘:y +Fd5y

Dai se a expressao Ay+
P YT dx dx dx dx dx’

+etc fosse igual a zero,

para ap quanto fFq no lugar de y , a mesma expressdo se tornaria zero se em vez de
y fosse colocado ap+/fq
Nesse paragrafo, entende-se que Euler tenha afirmado que dadas duas solugdes
particulares da equagdo diferencial acima, uma combinagdo linear, em termos modernos,
dessas duas solugdes também seria uma solucao, o que pode ser verificado facilmente.

Euler observou no paragrafo X que se p,q,r,s,... fossem fungdes de x e que se

+etc a  fizessem

3 4 5
substituidos na  expressdo Ay+ Bdy + Cdciy + Dd 3y + Ed 4y + Fd'y
X

dx dx dx dx®

desaparecer, entdo o valor de ap+fq+yr+os+... se substituido na mesma expressao

também a retornaria zero. Dados p,q,r,s valores particulares de y para a equacdo

proposta  conveniente, juntados, tornaria um  valor muito mais amplo
ap+pfq+yr+os+... e satisfaria a equacdo proposta. Esse valor seria completo se o total

de constantes arbitrarias «,f,y.. fosseigual a ordem dessa equacdo diferencial.
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No paragrafo XI, para encontrar a equagdo integral completa de

de Cddy Ddy Edy Fd’y
dx dx* dx’ dx*  dx’

0=Ay+ +etc , os valores particulares deveriam

satisfazer a equacao.
Euler nos esclareceu que o niumero de equagdes particulares e constantes arbitrarias
deveria ser o maior expoente n , que se tratava da ordem da equacdo diferencial.

No pardgrafo XII, para reduzir o grau, a ordem, de uma equacdo diferencial dada:

de Cddy Ddy Edy Fd’y
dx dx* dx’ dx*  dx°

0=Ay+ +etc , onde A,B,C,D eram constantes e

sua ordem seria n , Euler derivou sucessivamente a equacdo de 1* ordem reduzida

y:efpdx
d x
e
ddy dp f pdx+ 2 f pdx _ _fpdx dp
pe (p*+=5)
dx? dx’ dx
dddy _ _[pdx dp ddp
—=e +2
7 (p42p g+ 7)

f pdx

Logo, Euler percebeu que dividindo por y=e reduziria a ordem da equagdo
diferencial para grau n—1
No paragrafo XIII, o autor tomou p=constante ¢ dp,ddp,dddp muito pequenos
com A,B,C,... constantes e a equagdo algébrica seria 0=A+Bp+Cp +Dp’+...+Np" '°.
Para algum valor de p , se y=e™ for uma equagdo integral particular,
satisfazendo a equacdo diferencial proposta;, y=ae” , também satisfaria a equagdo
diferencial se pconstante fosse raiz da equagio algébrica A+ Bp+Cp°+Dp’+...=0

Analogamente, no paradgrafo XIV, para encontrar valores particulares de p Euler

verificou que era necessario resolver a equagdo algébrica de n dimensodes

3 g I . . r
0=A+Bz+Cz’+Dz’+...+Nz" utilizando as raizes ou divisores no mesmo namero de

'Em 1739 Euler apresentou a Johann Bernoulli um método de integragdo de equagdes diferenciais ordinarias e
lineares de alto grau utilizando uma equagdo algébrica correspondente. A interpretacdo das correspondéncias

trocadas se encontram nas paginas 447 ¢ 448 em The History of Mathematics: A Reader , de John Fauvel e

Jeremy Gray, publicado em 1987.
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valores particulares de y . Se pz—q for um divisor'” dessa equagdo, a partir do qual

ax
z=< tornando y=ae? , valor particular com a constante arbitraria « Como a
p
equagdo algébrica tem n dimensdes, deveria conter n raizes ou divisores, havendo,
portanto, também n valores particulares para y , ou seja, juntos, seria obtido o valor geral
para y ;e também o valor completo porque conteria n constantes arbitrarias tornando-se
o critério de uma equacao integral completa.

No pardgrafo XVI, dada a mesma equagdo diferencial, atualmente chamada

homogénea:
3 4 5
O:Ay+de+Cdciy+Dd3y+Ed4y+Fd5y+etc
dx  dx dx dx dx
A equagdo algébrica correspondente seria:
0=A+Bz+Cz’+Dz’+...+ Nz"
Se for considerado: z° no lugar de y , z no lugar de % e generalizando

k

z" para dy

dx"
Dados os divisores da equacdo algébrica: pz—q,q—pz e a equagdo diferencial
pdy v

—PY -0 aintegral ¢ y=are”
dx amtegral€ y=ae

No paragrafo XVII, foi dada a equacdo algébrica p+qz+rzz e a originaria equagao

diferencial py+ qdy +@

q 0 =0 . Se a equacdo de uma curva algébrica tiver dois ou mais
X X

fatores iguais, por exemplo, se (p—qz)’ for um divisor de uma equacio algébrica,

2 pqdy , qqddy
dx dx2

proveniente da equacao diferencial ppy— =0 , Euler concluiu que

7 Euler aplicou o entendimento de que se Z= q for raiz da equagio 0=A+Bz+ CZ’+Dz’+..+Nz"

entdo Z—i ¢ divisorde A+Bz+Cz’+Dz>+...+Nz"
p
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px Ly
y=e%u " e considerando ddu=0 , u=a+pBx , ou seja, y=e?! (a+px) ,

que significava que haviam duas constantes arbitrarias «,f .

Mais adiante nesse mesmo artigo, Euler estudou equagdes com fatores repetidos de
ordem superior, bem como aqueles com raizes complexas.

Nesse artigo, Euler apresentou os primérdios que levariam as ideias de base, tal como
atualmente ¢ entendido, na resolu¢do de equacdes diferenciais. Ele percebeu que a cada
integragdo uma nova constante arbitraria era obtida e que o nimero de constantes arbitrarias
era exatamente o numero da ordem ou grau como era chamado, isso tanto nas equagdes
diferenciais chamadas hoje lineares como também na equagdo de Riccati, de 1° grau ordem e
ndo linear.

Ainda afirmou que se uma equagao diferencial de ordem 2 tiver duas solucdes, ou
duas equagdes integrais particulares, a combinagdo linear, termo moderno, dessas solugcdes
também seria uma solucdo. No entanto, nesse artigo Euler ndo concluiu que as solugdes
deveriam ser linearmente independentes, termo utilizado atualmente, ou seja, ndo concluiu
nada sobre a natureza das solucdes. Euler somente analisou o nimero das constantes
arbitrarias, Euler ndo avaliou nesse artigo nenhuma condi¢do referente as integrais

particulares ou solugdes.

8Euler utilizou, o que atualmente é conhecido como Método de D’ Alembert.

Jean D’ Alembert (1717-1783), matematico francés, contemporaneo de Euler, que da nome a esse método que
permite transformar uma equacgao diferencial linear homogénea de ordem n , termo atual, em uma outra
equagdo linear homogénea de ordem n—1 a partir de uma solugdo particular. No caso de uma equagdo
diferencial linear homogénea de 2% ordem, dada uma solugdo particular , determina-se a segunda solugéo
linearmente independente da primeira.
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2.2.2 Institutionum Calculi Integralis (1768-1770)

Essa obra foi composta por trés volumes que foram analisados e estudados no intuito
de seguir os passos de Euler até o surgimento das primeiras no¢des de base e conjuntos
linearmente independentes na resolucao de equagdes diferenciais.

Institutionum Calculi Integralis foi originalmente publicado com o titulo completo:

Institutionum__calculi_integralis volumen primum_in _quo methodus integrandi a primis

principiis usque _ad_integrationem_aequationum_differentialium primi_gradus pertractatur.

acad. Petrop Parisin e Londin. Petropoli impensis academiae imperialis scientiarum em 1768.

O segundo volume foi publicado com o titulo completo [nstitutionum calculi

integralis volumen secundum_in quo methodus inveniendi functiones unius variabilis ex data

ralatione differentialium_secundi_altiorisve gradus pertractatur. Auctore Leonhardo Euler

acad. scient. Borussiae directore vicennali et socio acad. Petrop. Parisin. et Londin. Petropli

impensis academiae imperialis scientiarum em 1769 e o terceiro volume [nstitutionum calculi

integralis volumen_tertium, in_quo methodus inveniendi functiones duarum et plurium

variabilium, ex data relatione differentialium cujusvis gradus pertractatur. Una cum

appendice de calculo variationum et supplemento, evolutionem casuum prorsus singularium

circa_integrationem aequationum_ differentialium continente. Auctore Leonhardo FEulero

acad. scient. Borussiae directore vicennali et socio acad. Petrop. Parisin. et Londin. Petropoli,

impensis academiae imperialis scientiarum em 1770.

Esses livros foram utilizados por Euler em salas de aula, dai o aspecto didatico que
compreende boa parte de seus estudos sobre calculo integral. Diferente de seus artigos, nesses
livros ha demonstragdes, favorecendo e facilitando a leitura.

Euler apresentou nessa obra as constantes arbitrarias, estudou as equagdes Riccatianas,
a utilizacdo da separagdo das variaveis por partes, utilizou o fator integrante para que as
equagoes pudessem se tornar exatas e de facil resolu¢dao e por fim, a solugdo, a integracao
completa.

Na Introducao, na defini¢do 6, Euler definiu integral completa e particular:

A integral completa seria obtida quando a fun¢do procurada fosse representada com
toda extensdao e com constante arbitraria, mas quando a constante fosse determinada a integral

seria chamada de particular. Para melhor entendimento e visualizacdo, se a equacao integral
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completa for y=ap+fq+yr+... uma das equagdes integrais particulares poderia ser
y=ap com as constantes arbitrarias f=y=...0

No Corolario 2 dessa definicao, Euler concluiu que a integral completa abrangeria
todas as integrais particulares dentro dela propria e que poderia ser formada facilmente.

No Volume I, Euler observou que a integragdo de uma equacdo diferencial ordinaria
de 1* ordem produz uma constante arbitraria.

No Volume I, Secao I, Capitulo I, Euler definiu que a férmula de um diferencial seria
racional, quando o diferencial dx da variavel x cuja fungdo seria procurada, fosse
multiplicada por uma funcdo racional de x , onde X designaria essa fungdo racional de

x eentdo a formula Xdx do diferencial seria racional.

Corolario 1:

Por isso, neste capitulo, ele buscou uma fungdode x , X ,tal que Z—iz X

Corolario 2:

Euler obteve uma fung@o de x cuja diferenca seria igual a Xdx , portanto a integral
f Xdx forneceria a fungdo procurada.

Corolério 3:

Se P fosse uma fung¢do de x , de modo que o diferencial dy=Xdx , e como a
quantidade P+C seria o mesmo diferencial. Logo, a integral completa Xdx seria P+C
com C uma constante arbitraria.

Nessa Secdo Euler verificou que apo6s a integracdo, uma equacdo diferencial de
primeira ordem teria uma constante arbitraria.

No Volume I, Se¢ao II, Capitulo I, item 397, Euler afirmou que uma equacao diferen-
cial deveria ser tratada pela separagdo de variaveis quando pudesse ser separada em duas par-
tes de modo que em cada, apenas uma variavel estivesse presente.

O Volume II, Se¢do I, trata somente de resolucdes de equacdes diferenciais de 2°
ordem.

No Volume II, Secao I, Capitulo I, verifica-se no item 719, a importancia que Euler
deu para o aparecimento de duas constantes que tornam a integra¢do completa, provenientes
de dupla integracao.

Ele considerou dy=pdx e dp=qdx e q funcdo de p para procurar a relacdo

entre as varidveis a relagdo entre as variaveis x e y



35

Considerando q=P com P funcdo de p , entdo ng—i e dp=Pdx

consequentemente dx= d?p e dy=pdx= % . Integrando Euler obteve: x=a+f d?p e

d . . .
y=b+f p_Pp duas constantes a e b s3o obtidas. Ele observou que as duas variaveis

poderiam ser obtidas com a mesma variavel p . Entdo a integral seria completa.

No item 724, Euler afirmou que dada uma equacgdo diferencial da diferencial, ou em
termos modernos, uma equagdo diferencial de 2* ordem necessitaria de duas integracdes e
duas constantes arbitrarias deveriam ser introduzidas para a obtengdo da integral completa.

Assim na equagdo ddy=fdx’ considerando dx constante, a equacio da integral

. 1 .
completa seria yZE x’f+Cx+D e envolveria duas novas constantes C ¢ D

Nesse capitulo, Euler observou que a cada integracao, havia o aparecimento de uma
constante arbitraria.
No item 725, Euler buscou a integral completa da equagdo diferencial de 2* ordem:
addy=dxdy ,com dx constante.
Considerando dy=pdx ¢ dp=qdx entdo ddy=dpdx e consequentemente fazen-
do as substitui¢des devidas obtém-se aq=p

Uma primeira integragao para obtencao de x

X:J. d?p+C:J.d?pa+C:C+alnp € y:fadp:D+ap Consequentemente p:%

Entao:

(y-D)

x=C+aln com duas constantes arbitrarias.

No Volume II, Secao I, Capitulo IV, Euler apresentou duas integrais particulares, ou
solucdes, onde a razdo entre as duas integrais particulares ndo era constante ¢ que formariam a
integral completa da equacao diferencial de 2* ordem.

Euler enunciou um Teorema no item 837:

Ao assumir dx constante, se y=M e y=N fossem integrais particulares da
equagdo diferencial da diferencial, ddy+Pdxdy+Qydx’=0 entio M:N ndo seria

constante e a equacao integral completa seria y=aM+f N
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Demonstracao:
Desde que os valores y=M e y=M satisfizessem a equagao, entao:
ddM +PdxdM +QMdx*=0 e ddN +PdxdN +QNdx’=0
entdio y=a M+ N satisfaria a equagdo, pois:
o (ddM +PdxdM + QMdx’ )+ f3 (ddN + PdxdN +QNdx*)=0
Como a integral abrangeria as duas constantes « e f essa integral seria completa,
ao menos que N fosse multiplode M
No Corolario 838, ele concluiu que a integral completa seria formada de duas integrais
particulares, se essas duas integrais fossem “diferentes” uma da outra.

Diferentemente do artigo De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum

Graduum (1743), onde Euler considerava que uma integral era completa quando o numero de
constantes arbitrarias fosse o0 mesmo que o grau (ordem) da equagao diferencial, agora em

Institutionum Calculi Integralis Volume II, no teorema do item 837, ele analisou também a

natureza das duas solugdes da equacdo diferencial de 2* ordem e nesse caso o conjunto
solugdo ¢ um espaco vetorial de dimensdo 2, como ¢ entendido atualmente, uma base de
dimensao 2.

Convém observar que dada uma equagao diferencial de 3* ordem ou ordem superior,
considerando ordem 3 e trés integrais particulares, ou solucdes, caso essas integrais
particulares sejam nao multiplas entre si, por exemplo, y=M , y=N , y=M+N ,ndo
se estabelecera um espaco vetorial de dimensao 3, pois embora a razao entre as integrais
particulares ndo seja constante, a terceira integral seria uma combinagdo linear das outras
duas, ou seja, seriam linearmente dependentes no entendimento atual.

No Corolario 838, Euler ratificou que duas solugdes integrais particulares
completariam a solugdo geral, se elas fossem diversas ou diferentes, ou seja, se elas nao

fossem multiplas uma da outra.

No Corolario 839, se dados y=el"* ou %Zu seria  produzida
du+uudx +Pudx+Qdx=0 se os valores de uzd—M e uzd—N satisfizessem a equacao
Mdx Ndx quacao,

adM+ fdN
(a M+ N)dx

entdo u= também satisfaria a mesma.
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Nesse  Corolario, uma  integral  particular da  equagdo  diferencial

ddy + Pdxdy+Qydx*=0 seria y=e'"* que substituida na equacgio diferencial reduz sua

ordem para a equacdo diferencial em u de 1* ordem du+uudx+Pudx+Qdx=0

Se y=el"*  a derivada %:u com u solucdo da equagdo diferencial
du+uudx+Pudx+Qdx=0 . Euler também considerou M e¢ N solugdes, ou,
u:% e u:% .Se y=aM+ N for substituido em %:u seria obtido

_ adM+pdN

“TlaM+pN)dx

No Corolario 840 foi dada a mesma equagdo: du+uudx+Pudx+Qdx=0 e duas

integrais  particulares u=R e u=S , mas dTy:u entio M=el ™ ¢ N=e/ ™ a
ydx
. . aefRde+/5edeXS
integral completa seria u=
f Rdx _[de
ae’ +fle

f Rdx dx

Euler substituiu 0s valores de M=e e N= ef ** na equagao

ael * R+ pgelSts

Rd. Sd
ael x+/)’ef i

U= adM+pdN
" (aM+pN)dx

do Corolario acima e obteve u=

No item 842 foi dada a equagdo diferencial ddy+Adydx+Bydx’=0 e dx constante,
Euler considerou mais uma vez uma solucdo particular y=e’“* e substituiu na equacio
diferencial acima, que isolando o termo constante dx e consequentemente ddx=0 obteve

= —du
uu+ Au+B

) du -
Como Euler considerou u constante, consequentemente d—:O que substituido em
X

dx:—u resultou em uu+Au+B=0
uu+Au+B

Resolvendo a equagao uu+Au+B=0 ,entdo u:—%Ai\/%AA—B
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Para encontrar y , Euler substituiu o valor de u encontrado em y=e " |

1,
obtendo assim: y=e > (ae™+pBe ™) considerando n:1/%AA—B>O

Nesse momento, Euler utilizou a ideia de que a combinacdo linear de duas integrais
particulares, ndo multiplas, era a integral completa da equagdo diferencial de 2* ordem em
u

Euler entdo analisou os possiveis valores para n

: e Il ., .
Considerou as raizes imaginarias, caso n= (ZAA_B><O pois ja eram conhecidas

dele a relacdo que hoje é chamada de relagdo de Euler”, e"“=cosw+isenw € nesse
coroldrio, ele considerou que n=+v—1m no caso de raizes imagindrias. Substituindo em:

1
__AX _
y=e > (ae™+pe ™) as duas solugdes encontradas foram:

_La

y,=e * .(cosmx+isenmx)

T
y,=e > .(cosmx—isenmx)

Novamente usando a ideia de que a combinagdo linear de duas solucdes da equacdo

diferencial homogénea era solucdo da equagdo diferencial homogénea, entdo:

1
—Ax
y=e * .(acosmx+fsenmx) também é solugio.

Se n= (%AZ—B):O , h4 duas raizes iguais da equagdo uu+Au+B=0

1
-2 Ax
Um valor encontrado ¢ y=e °> . Para encontrar o outro valor, Euler sabia que ndo

poderia ser um valor multiplo. Utilizando a ideia do atual Método de D’Alembert, Euler

1
encontrou y=e ° (a+pfx)

No corolario do item 843, Euler ratificou a ideia de substitui¢do de y,dy,ddy por
uw,u',u’ em ddy+Adydx+Bydx’=0 resultando u’+Au+B+0 onde duas raizes desta

equagao resultariam a integral completa.
No item 851, assumindo dx constante, P,Q,eX fungdes de x , para reduzir a

integracio da equacdo diferencial de 2* ordem ddy+ Pdydx+Qydx°=Xdx> para equagdo

"E chamada relagio de Euler, mas ja era de conhecimento de Abraham de Moivre ¢ Newton por volta de 1676.
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diferencial de 1* ordem, FEuler substituiu y=uv em ddy+Pdydx+Qydx’=Xdx" ,
considerando v solugdo da equagdo homogénea ddv+Pdvdx+Qvdx°=0 e obteve
2 dudv+vddu+Pvdxdu = Xdx’

Considerando du=sdx e substituindo em 2dudv+vddu+Pvdxdu=Xdx> Euler

encontrou a equacao diferencial de 1* ordem vds+2sdv+ Psvdx= Xdx

f Pdx

Utilizando o fator integrante ve

f dx
vvsefdeZIeIpdvadx ou 5= fedeXdex u= fe dxf el " Xvdx

Nesse item, Euler adotou um método para encontrar a solu¢do de uma equagdao nao
homogénea, utilizando um pardmetro ou constante de integracdo como variavel, tratando-se
de um caso particular do atual chamado Método da Variagdo dos Parametros ou das
Constantes™.

No item 860, Euler aplicou o atualmente chamado Teorema da solucao geral da
equacdo diferencial ndo homogénea®'.

Euler forneceu uma equagao diferencial:

ddy + Adydx+Bydx’= Xdx* e sabendo que uma integral particular era y=t entio
ddt+ Adtdx + Btdx*= Xdx’
Se y=t+z fosse a integral completa, substituindo em ddy+ Adydx+Bydx = Xdx’
obteve ddz+Adzdx+Bzdx°=0 que se tratava de equacio diferencial homogénea, ou seja,
z ¢ solugdo.
Dadas duas solucdes da equagdo diferencial homogéneaem z , t,=—f e t,=—g
—(f+g) e B=fg onde A ,é o simétrico da soma das raizes da equagdo de 2° grau e
B o produto.
A solucio da equagdo diferencial homogénea: z=ce "+ pfe

Substituiu em y=t+z eobteve y=t+ae "+fe %

O método é usado para encontrar uma solugio particular de uma equagio diferencial ndo homogénea. Consiste
em supor que as constantes (pardmetros) presentes na solucdo geral da equacdo homogénea associada sdo
funcdes da variavel independente e impde que essa nova funcdo seja uma solugdo particular da equagdo
diferencial ordinaria.

*' Em termos atuais, se Y p for uma solugdo particular qualquer da equagéo diferencial linear ndo homogénea
de 2* ordem: y''+p(X)y'+q(x)y=f(x) e y, e ¥, forem duas solugdes particulares linearmente

independentes da equagdo linear homogénea correspondente Yy ' '+p( X)y'+q(x)y=0 entio qualquer solugio
da equagdo ndo homogénea pode ser expressa na forma  y=y ,+C, y,+C, Y,
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Para Euler, dada uma equacdo diferencial ndo homogénea, a solu¢do era obtida
resolvendo-se a equagdo diferencial homogénea, somando-se com uma solugdo particular da
equacao diferencial ndo homogénea previamente obtida.

Nesse livro, Euler iniciou no Volume I estudos que mostraram que a cada integracdo
uma nova constante arbitraria aparecia.

No Volume II, Secao I, Euler enunciou um teorema que demonstraria que dadas duas
equagoes integrais particulares, ou solugdes da equacdo diferencial de 2* ordem, nao multiplas
entre si, a equagdo integral completa seria uma combinagdo linear dessas duas equagdes
integrais  particulares, ou seja, dados y=M e y=N com «a e f constantes

y=aM+f N . Ele também resolveu equagdes diferenciais homogéneas utilizando a
equagdo algébrica correspondente e equagdes diferenciais ndo homogéneas. Recorreu ao
Método de Variacdo dos Parametros ou das Constantes, utilizado para encontrar uma solugao
particular da equagdo diferencial ndo homogénea, mas que se baseava na solu¢do da equagao
homogénea correspondente, portanto trazia a ideia de que duas integrais particulares ndo
multiplas, no caso de uma equagdo diferencial de 2* ordem, formariam a integral completa.
Fez também uso do Método de D’Alembert que possibilitava encontrar uma segunda solugdo
independente, nesse caso ndo multipla, para a equagdo diferencial homogénea de 2* ordem
dada uma solugao particular.

No Volume II, Secao II, Euler resolveu equagdes de 3* ordem ou superiores.

No Volume II, Secao II, Capitulo II, item 1117, para encontrar a integral completa de

3
+dey +C;lciy +Ddd 3y =0 , Euler assumiu dx constante ¢ A,B,C,D... constantes,
X X X

Ay

. ~ A . . ~ . .
e verificou que a equagdo y=e"" satisfazia a equacdo diferencial.

Entao:
dy Ax ddy 2 Ax d3y 3 Ax
—~=Je —=A"e —2 =1
dx ©odx T dx ¢
Dividindo por e** torna-se:
A+AB+A°C+2’D=0 e considerando trés valores encontrados para A , a , f e

X

y ,entdo: y=e“* , y=e”* e y=e”" deveriam satisfazer a equacgdo diferencial.
Logo: y=Xe" +Ye’*+Ze”* com X,Y,Z constantes arbitrarias que formariam a

integral completa.
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Verifica-se que as integrais particulares ou solucdes sdo linearmente independentes,
pois tem natureza exponencial ndo havendo possibilidade de uma integral particular ser
gerada por uma combinacao linear das outras duas. Pode-se dizer que o conjunto solucao da
equacdo diferencial de 3* ordem ¢ um espago vetorial de dimensdo 3, ou formado por uma
base com 3 elementos.

No item 1125, foi dada uma equagao diferencial

3 4
+de+Cdciy+Dd3y+Ed4y
dx  dx dx dx

X

Ay +.=0 de qualquer grau, ou ordem, e que y=e’

satisfaria a equacao.

Consequentemente:
dy Ax ddy 2 Ax d3y 3 Ax dny n _Ax .
—<—=Je"" |, —<L=A%e" , —L=A%" ... =Ae ue resultaria em:
dx dx dx dx a
A+AB+A*C+A’D+A*E+..=0
Entdo se considerados valoresde A , «,f,... seriam as integrais particulares
y=Xe"  , y=Ye’* e y=Ze’* ... seria evidente que a somatéria também deveria

satisfazer a equagdo diferencial. Logo: y=Xe“*+Ye’*+Ze’*+.. com X,Y,Z... as
constantes arbitrarias que formariam a integral completa.

Generalizando para uma equacao diferencial de ordem n as integrais particulares ou
solucdes sdo linearmente independentes, por sua natureza exponencial. Nao ¢ possivel, nesse
caso, a geragdo de uma integral particular por uma combinagdo linear das outras integrais
particulares. No entendimento atual, pode-se dizer que o conjunto solu¢do da equagdo
diferencial de ordem n ¢ um espaco vetorial de dimensao n , ou formado por uma base

com n elementos.
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2.3 JOSEPH LOUIS LAGRANGE

Figura 3: Lagrange

Fonte: Wikipédia®

Nasceu em 25 de janeiro de 1736 em Turin, atualmente Italia.

Morto em 10 de abril de 1813 em Paris, Franca

Lagrange ¢ considerado um matemadtico francés, embora tenha nascido em Turim e foi
batizado em nome de Giuseppe Lodovico Lagrangia.

Lagrange também se inspirou em Euler ratificando e aperfeicoando ideias no sentido
de conjuntos independentes e base. Trocou correspondéncias e experiéncias com Euler que
também foi seu grande incentivador. Fizeram vdarios trabalhos juntos. Em uma das
correspondéncias, Lagrange enviou a Euler seus resultados sobre a tautdcrona contendo seu
método de maximos e minimos. Sua carta foi escrita em 12 de agosto de 1755 e Euler
respondeu em 6 de setembro dizendo como ficou impressionado com as novas ideias de
Lagrange.

Em 1756, Lagrange enviou resultados de Euler que ele obteve ao aplicar o célculo das
variacoes da mecanica. Esses resultados generalizaram os resultados obtidos por Euler.

Lagrange estudou a integragdo de equacdes diferenciais e fez varias aplicagdes em
topicos como mecanica dos fluidos

Lagrange sucedeu Euler como Diretor de Matematica na Academia de Berlim em 6 de

novembro de 1766.

22Disponivel em:https://pt.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis Lagrange Acesso em 25 maio de 2020
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Ele compartilhou o prémio de 1772 sobre o problema dos trés corpos o Sol, a Terra e a
Lua com Euler, ganhou o prémio de 1774, outro sobre o movimento da lua, e ganhou o
prémio de 1780 sobre as perturbagdes das orbitas dos cometas pelos planetas.

Mécanique analytique foi publicado em 1788 e resumiu todo o trabalho realizado no

campo da mecanica desde o tempo de Newton e notavel pelo uso da teoria das equagdes

diferenciais.

2.3.1 Solution de différens problemes du calcul integral (1766)

Lagrange sup0s uma equacdo diferencial com coeficientes constantes L,M,N

dy dzy .
Ly+M——+N =T
YT e de’®

Supds dois valores particulares de y quando T=0 , y, e Yy, .Ap6s multiplicar

a equagdo diferencial dada por zdt , z uma variavel indeterminada, ele encontrou duas
constantes arbitrarias A e B , funcdes cada uma de um valor particular da equagdo

diferencial quando T=0 .

dN dy,, dz
M——— N—)—==Ny=A

dN dy,, dz
M- N—2)—=2Ny.=B

Lagrange, assim como Euler, considerou que para uma equacdo diferencial de 2°
ordem duas constantes arbitrarias eram necessarias.

Kyt

. y k.t . .
Nesse artigo, Lagrange também afirmou que y =e™' e y, =e*' satisfaziam a

equagdo diferencial quando T=0 e que k, e k, foram obtidos como raizes da equacdo
L+Mk+Nk’=0 e que:

k1+k2:—% kl.kZ:%

Lagrange utilizou a ideia de duas raizes para a equacgdo algébrica que atualmente

chamamos de equacdo caracteristica de 2° grau, o que implicaria em dois valores particulares



44

para equagdo diferencial de 2* ordem linear homogeénea, esses valores particulares  y 1:3"“

e yzzekzt sdo linearmente independentes, pois sdo exponenciais sendo impossivel um valor

particular ser multiplo do outro.
O conjunto solu¢do da equagdo diferencial linear homogénea correspondente ¢ um

espacgo vetorial de dimensao 2.

2.3.2 Sur L’intégration d’une équation différentielle a différences finies qui contient la

theorie des suites récurrents (1769)

Nesse artigo, Lagrange utilizou o Método de Variagdo dos Parametros e das
Constantes de uma forma mais simplificada, ele resolveu a equacdo diferencial
dy+yXdx=7Zdx |, onde X ¢ Z ecram fungdes de x . Tomou y=uz e
consequentemente udz+ zdu+uzXdx=Zdx

Considerou valores convenientes de u e z obtendo zdu+uzXdx=0 . Dividiu por

z conseguindo du+uXdx=0

f Xdx

Integrando: u=e e como acima Lagrange considerou udz=Zdx ele encontrou

J' ef X 7 dx

Z:_fefXdXde eenfim y= T

Ele considerou u solu¢do da equacdo diferencial homogénea, termo atual, que
satisfazia du+uXdx=0 e induziu que uma solugdo y da equagdo diferencial nao
homogénea fosse y=uz , definindo o Método de Variagdo dos Parametros e das Constantes.
Féz as substituicdes e encontrou a solu¢do particular y da equagdo diferencial nao
homogénea.

Na resolug¢do da equacdo diferencial ndo homogénea para obtencdo de um valor
particular ou solu¢do pelo Método de Variagdo dos Parametros e das Constantes foi
considerado u como solu¢do da equagdo diferencial homogénea correspondente, ¢ z uma
constante arbitraria, funcdo da variavel independente e uma condi¢do particular foi imposta:

zdu+uzXdx=0 . Como tratava-se de uma equacao diferencial ndo homogénea de 1* ordem,
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o conjunto solu¢do da equagdo diferencial homogénea de 1* ordem ¢ um espaco vetorial de

dimensdo 1.

2.3.3 Recherches sur lés suites recurrentes dont lés termes varient de plusieurs manieres

différentes ou sur l’intégration dés équations linéaires aux différences finies partielles (1775)

Nesse artigo, Lagrange ja desenvolvia o método de forma mais proxima do que

atualmente ¢ conhecido o Método de Variagdo dos Pardmetros ou das Constantes.

Lagrange considerou uma equagao linear de ordem n
dy . d’y d"y _ . .
Py+Q—+R—5+..V—-=X com P,Q,R..V , funcdes de x e a integral completa
dx  dx dx
da equagdo quando X=0 teria necessariamente a forma: y=ap+bq+cr+... , com

a,b,c.. constantes arbitrarias numtotalde n e p,q,r... fungdes de x
Considerou as arbitrarias a,b,c.. como variaveis indeterminadas e sup6s nulos os
valores de dy,d”’,d’y..d" 'y

Assim obteve:
dy=adp+bdq+cdr+...
0=pda+qdb+rdc+...
d’y=ad’ p+bd*q+cd’r+..
0=dpda+dqdb+dcdr+...

d" 'y=ad" ' p+bd" 'g+cd" 'r+..

0=d"* pda+d" > qdb+d" *rdc+..

d"y=ad"p+bd"q+cd"r+...d" ' pda+d" ' qdb+d" 'rdc+...
Um sistema com n—1 condigdes foram obtidas:

0= pda+qdb+cdr+...

0=dpda+dqdb+dcdr+...

0=d"*pda+d" > qdb+d" *rdc+..
A tultima equacao foi obtida substituindo os valores y,dy,d2 y,..d"y na equacdo

diferencial ndo homogénea:
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dy . d’y d"y
Py+Q—~—+R—+...V——=X
4 QdX dx’ dx"

Resultando:

%dx":d“ pda+d™ ' qdb+d" ‘rdc +..

Um sistema formado por n—1 condigdes obtidas envolvendo as derivadas das
constantes a,b,c... que foram substituidas por fungdes da variavel independente x
somando-se com a equagdo obtida acima, totalizando um sistema com n equagdes € n
incognitas, um sistema possivel e determinado.

Lagrange seguiu os passos de Euler considerando o total de constantes arbitrarias a
ordem da equacao diferencial.

O Método de Variagao dos Pardmetros e das Constantes considera a integral completa
da equacdo diferencial linear homogénea correspondente, os valores particulares ou solugdes
sao linearmente independentes, de forma que o conjunto solucdo da equacgdo diferencial de
ordem n ¢ um espaco vetorial de dimensdo n

Lagrange entdo desenvolveu e aperfeicoou o método em uma série de artigos sobre

variagdes dos movimentos dos planetas:

Théorie des variations séculaires des élémens des Planetes. Premiere partie (1781);

Théorie des variations séculaires des élémens des Planetes. Seconde partie (1782); Théorie

des variations périodiques des mouvemens des Planetes. Premiere partie (1783).

Durante 1808—-1810, Lagrange deu ao M¢étodo de Variacdo dos Parametros ou das

Constantes sua forma final em uma série de artigos como: Sur la théorie des variations des

¢lements des planétes et en particulier des variations des grands axes de leurs orbites (1808).

Sur la théorie générale de la variation des constantes arbitraires dans tous les problemes de

la méchanique (1809). Second mémoire sur la théorie générale de la variation des constantes

arbitraires dans tous les problemes de la méchanique (1810).
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2.4 CASPAR WESSEL

Figura 4: Wessel

Fonte: History of Algebra/Ali D'Antona®

Nascido em 8 de junho de 1745, Vestby, Noruega

Morto em 25 de margo de 1818), Copenhague, Dinamarca

Caspar entrou na Universidade de Copenhague em 1761 em Direito.

Caspar era agrimensor na Real Academia Dinamarquesa de Ciéncias por motivos
financeiros. Wessel comegou a desenhar mapas, para que sua renda pudesse ser suficiente
para permitir que ele sobrevivesse.

Em maio de 1782, Wessel foi liberado de seu trabalho na Academia Real
Dinamarquesa para realizar uma pesquisa trigonométrica do ducado de Oldenburg. Wessel
trabalhou no levantamento de Oldenburg até¢ o verdo de 1785, quando retornou ao seu
trabalho na Royal Danish Academy. Ele vinha desenvolvendo métodos matematicos cada vez
mais sofisticados de levantamento e escreveu um relatorio em 1787. Esse relatorio ja continha
uma brilhante inovagdo matematica de Wessel, ou seja, a interpretagdo geométrica de
nimeros complexos.

Em 1796, Wessel usou os dados para produzir o primeiro mapa realmente preciso da
Dinamarca. A fama de Wessel como matematico repousa unicamente num artigo, publicado
em 1797, dando, pela primeira vez, uma interpretagdo geométrica de nimeros complexos.
Atualmente essa interpretacdo geométrica ¢ chamada de diagrama de Argand, mas o trabalho

de Wessel veio primeiro.

23’Dispom’vel em:https://media.timetoast.com/timelines/history-of-algebra-ali-d-antona Acesso em 25 maio 2020
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A representacdo grafica de numeros complexos ¢ um componente chave da
computacao grafica contemporanea.

Wessel adicionou segmentos em um espago tridimensional, percebeu que vetores nao
paralelos podiam ser somados colocando o terminal de uma linha no inicio de um segundo e,
em seguida, somando-os desenhando uma linha desde o inicio do primeiro segmento até o fi-

nal do segundo.

2.4.1 Essai sur La Représentation Analytique de La Direction (1797)

Escrito em 1797 em Copenhague. Traduzido para o francés em 1897.

Um primeiro passo foi dado por Wessel para a representacdo vetorial.

Para Wessel, os segmentos eram representados ndo somente por sua magnitude, mas
pela sua posi¢ao.

No paragrafo 2, Wessel adicionou segmentos orientados. Num quadrilatero abcd , o
segmento: ad=ab+bc+cd

No pardgrafo 5, ele designou +1 como uma unidade positiva retilinea e direcao

0° e +& como uma unidade perpendicular positiva com mesma origem e direcdo 90°
e as regras do produto considerando soma de angulos.

No paragrafo 6, o cosseno de um arco de circulo seria o segmento do raio +1 que
comegaria no centro e terminaria na proje¢ao ortogonal da outra extremidade do arco. O seno
do mesmo arco seria conduzido perpendicularmente da extremidade do cosseno a extremidade
do arco. O seno do angulo reto seria igual a e=v—-1

No paragrafo 7, Wessel verificou que o raio que comecava no centro e se desviavade
um angulo v da unidade positiva ou absoluta e deveria ser igual a cosv+esenv . Nesse
mesmo paragrafo, ele apresentou a multiplicacdo de dois segmentos orientados resultando a
soma dos angulos, ou seja, multiplicagdo de cosu+e&senu por cosv+esenv que obtiveram
dire¢do igual a u+v . Os angulos determinavam o posicionamento dos segmentos

orientados.
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No paragrafo 8, Wessel apresentou as conhecidas relagdes trigonométricas de cosseno
da soma e seno da soma de angulos, onde cos(u+v)=coucosv—senusenv e
sen (u+v)=senucosv+senvcosu através do produto de (cosu+ e senu)(cosv+e senv)
(cosv+ e senv ) (cosu+ e senu)= cosvcosu—senusenv +¢ ( cosvsenu+ cosusenv )
(cosv+e senv)(cosu+ e senu)=cos(v+u)+esen(u+v)

No paragrafo 9, o autor se refere ao segmento rcosv+réesenv , que era representado
por um raio de um circulo cujo comprimento era igual a 1 e cujo desvio de cos0° era
igual ao angulo v . O segmento teria comprimento igual a r e v seria o angulo de
direcao.

No paragrafo 10, Wessel fez a demonstracdo da multiplicagdo dos segmentos e a soma
dos angulos obtida para o segmento resultante. Chamou de quantidades ou segmentos diretos,
positivos ou negativos ¢ de quantidades ou segmentos indiretas, a+&b e c+ed , por
exemplo.

Considerou A como comprimento do segmento a+eb e v graus, seu desvio da
unidade absoluta e ainda C como comprimento do segmento c+ed e u como seu desvio.

Entdo:

ateb=A.cosv+Aesenv e c+ed=A.cosu+A ¢senu

Consequentemente:

a=Acosv , b=Asenv , c=Ccosu , d=Csenu

Multiplicou dois segmentos orientados e utilizando as relagdes trigonométricas de
soma de angulos, concluiu que:

(a+eb)(c+ed)=A(cosv+esenv)C(cosu+esenu)=A.C(cos(u+v)+esen(u+v))

No paragrafo 11, Wessel mostrou a divisdao de segmentos com a subtracdo dos

angulos, onde A(cosv+esenv) , B(cosu+esenu) e %:(COS(V—U)+€SGH(V—U))

No paragrafo 13, Wessel apresentou a raiz m -ésima de uma quantidade indireta, ou

complexo. O angulo resultante da radiciagdo ¢ dividido por m

1
(cosv+esenv)"=(cos~—+e sen—)
m m

No paragrafo 14, o autor enunciou que se dois angulos que tém o mesmo seno ou

mesmo cosseno, sua diferenca ¢ zero ou *+4 dngulosretos



50

Nesse artigo, Wessel interpretou geometricamente os numeros complexos
considerando angulo e comprimento, adicionou seus segmentos orientados, multiplicou,

dividiu e extraiu araiz m -ésima.

2.5 JEAN ROBERT ARGAND

Figura 5: Argand

Fonte: Blog Matematica Renatas™

Nascido em 18 de Julho de 1768 em Geneva, Suiga.

Morto em13 de Agosto de 1822 em Paris, Franga.

Era contador em Paris e um matematico amador.

Argand ficou famoso por sua interpretagdo geométrica dos nimeros complexos, onde

[ foi interpretado como uma rotacdo de 90° . O conceito do moédulo de um numero
complexo também foi devido a Argand, no entanto Cauchy usou o termo mais tarde, ¢
geralmente creditado como o criador desse conceito.

O primeiro a publicar essa interpretacdo geométrica de numeros complexos foi Caspar
Wessel. A ideia apareceu no trabalho de Wessel em 1787, mas nao foi publicada até que
Wessel apresentou um documento para uma reunido da Academia Dinamarquesa de Ciéncias
Real em 10 de margo de 1797. O artigo foi publicado em 1799, mas ndo notado pela
comunidade matematica.

A maneira como o trabalho de Argand se tornou conhecido ¢ bastante atipica. Legen-

dre recebeu uma copia da obra e enviou-a a Francois Frangais, embora nenhum dos dois co-

24Disponivel em: https://matprofrenatas.blogspot.com/2012 05_13_archive.html Acesso em 25 maio 2020
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nhecesse a identidade do autor. Apos a morte de Francois Francais em 1810, seu irmao Jac-
ques Frangais trabalhou em seus documentos e descobriu o livrinho de Argand entre eles. Em
setembro de 1813, Jacques Francais publicou um trabalho no qual ele deu uma representagao
geométrica de numeros complexos, com aplicagdes interessantes, baseadas nas ideias de Ar-
gand. Ele terminou seu artigo dizendo que a ideia se baseava no trabalho de um matematico
desconhecido e pediu que o matematico se desse a conhecer para poder receber o crédito por
suas ideias.

O artigo de Jacques Francais apareceu no jornal Annales de mathématiques de Ger-

gonne e Argand respondeu ao pedido de Jacques Frangais ao reconhecer que ele era o autor e
submetendo uma versao ligeiramente modificada de seu trabalho original com algumas novas

aplicacoes aos Annales de mathématiques.

2.5.1 Essai Sur Une Maniere Une de Représenter Les Quantités Imaginaires (1806)

Na pagina 1, Argand iniciou seu ensaio refletindo sobre uma grandeza a escolhida a
vontade, se essa grandeza fosse adicionada a uma segunda, expressaria 2a e assim se
adicionado novamente 3a e assim por diante obtendo uma série a,2a,3a,...

Argand considerou, na pagina 2, a série agora em ordem decrescente....

...4a,3a,2a,a e verificou uma operacdo inversa daquela formada na primeira série
concluindo uma notavel diferenga entre as duas séries; a primeira poderia ser estendida
indefinidamente e a segunda ndo. Apos o termo a ¢ encontrado o termo 0 mas para ir
além, a natureza da grandeza deveria ser tal, que fosse operada em relagdo a 0 como foi
feito em relagdo aos termos ...4a,3a,2a,a . Isso nem sempre seria possivel.

Se a , por exemplo, designasse o peso de um material, como o grama, a série das
quantidades ...4a,3a,2a,a ndo poderia ser continuada além do 0 , porque ndo poderia
ser removido nenhum grama de O . Portanto, os termos a seguir s6 poderiam existir na
imaginagao, e seriam chamados imaginarios.

Nas paginas 2 e 3, Argand imaginou uma balanga com duas bacias, dois pratos, A e

B onde os movimentos dos bracos dessa balanga fossem proporcionais aos pesos somados



52

ou subtraidos. Adicionado o peso n no prato A corresponderia a uma variagdo n’ na
extremidade do brago, as variagdes seriam 2n’,3n’,4n’,... .Se o prato A tiver os pesos

n,2n,3n.. , obtendo n’,2n’,3n’... e a partir de 3n’ fossem tirados os pesos,a
sequéncia 2n’,n’,0 seria obtida. Mas essas variagdes seriam conseguidas nao soO
removendo pesos do prato A , mas adicionando em B indefinidamente, assim formarao
novos pesos expressos por —n,—2n,—3n e esses termos chamados negativos
expressariam quantidades tdo reais como os positivos. Portanto entende-se que se dois termos
de sinais diferentes, tem o mesmo coeficiente, como 3n e —3n , eles expressariam dois
estados da alavanca que a extremidade que marca os pesos, em ambos, igualmente afastada do
ponto 0 . Argand considerou esse afastamento abstraindo o sentido que ocorre dando o
nome de absoluto.

Nas paginas 4 e 5, Argand faz duas observacdes sobre as quantidades negativas, a
primeira ¢ que de acordo com a espécie de grandeza , a quantidade negativa poderia ser real
ou imaginaria, a segunda, ¢ que se duas quantidades de uma espécie suscetivel fornecerem
valores negativos se comparadas, a ideia seria complexa. Inclui 1°) a ideia de relagdo
numérica dependente das grandezas respectivas consideradas absolutas; 2°) a ideia da relacao
de diregoes ou sentidos aos quais pertenceriam, a relagdo seria sua identidade ou oposicao.

Argand apresentou duas relagdes de proporgado entre essas grandezas direcionadas:

+1:+1::—1:—1 ,
+1:—1::—-1:+1
Onde : significa “estd para” e :: significa “assim como”.

Sabendo que a média proporcional geométrica entre duas quantidades de sinais
diferentes, isto, ¢ a quantidade x que satisfaria a propor¢ao: +1:+x::+x:—1

Argand sugeriu ainda a possibilidade de encontrar uma grandeza que poderia
combinar a ideia de dire¢do, de maneira que sendo adotadas duas dire¢cdes opostas, uma para
valores positivo e outra para valores negativos.

Na pagina 6, ele considerou uma figura, vide Apéndice XVIII, onde um ponto K
seria fixo e adotou uma unidade positiva, a linha KA considerada como tendo a diregdo de

K para A , designada como KA , para distinguir essa quantidade da linha KA em

que apenas considera-se a grandeza absoluta, a unidade negativa seria KI . A linha KE
seria perpendicular as precedentes e teria diregdo de K para E |, que se expressa KE . A

direcdo de KA esta para a dire¢do de KE assim como esta esta para a diregdo de KI . A
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mesma condi¢do seria cumprida para KN que para KE , essas duas ultimas quantidades
estdo entre elas como +1 e —1 como deveria ser. Eles, portanto sdo expressos por
+V/-1 e —J-1 .

Na pagina 12, Argand apresentou os numeros imaginarios e sua formagdo por parte
real e imaginaria. +a+bvV—1 .

Na pagina 13, definiu os segmentos para seu diagrama:

Na pagina 13, Argand definiu os segmentos para o diagrama :

Ele observou que existiam um numero infinito de espécies de linhas derivadas da
unidade primitiva KA , KB , KC , KD . KA seria a unidade primitiva ou positiva
sendo KC unidade negativae KB e¢ KD unidades médias.

Na pagina 14, vide figura Apéndice XI, a ordem primaria ¢ composta pela espécie
primitiva KA e a negativa KC , a ordem mediana contém as espécies médias KB e

KD

Na pagina 15, Argand sugeriu modificar a expressdo das chamadas quantidades

imaginarias, para se tornar mais simples. Ao escrever +a V=1 ou —avV-1 por V-1

V=1 seria um fator que multiplica a , assim como +1 em +a ¢ —1 em —a .0
sinal que precede o a que tipo de espécie de unidade expressa esse numero. Argand
empregou simbolos para designar quantidades imaginarias.

Sdo chamadas quantidade primaria, quantidade mediana, quantidade de ordem
mediana, quantidade de ordem priméaria e ordem mediana.

Nas paginas 19 e 20, vide figura Apéndice XI, Argand mostrou a decomposicao da
linha KP em duas partes, uma na ordem KA e outra na ordem de KB , desenhando em
, PN paralelo a BK obtendo KP=KN+NP ou também se PM for paralelo a
obtém-se KP=KM+MP

S

Esse livro, escrito por Argand foi o primeiro trabalho em interpretacao geométrica de
nimeros complexos, representados por +a=by—1 e também responsavel pelo conhecido

diagrama de Argand.
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2.6 JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS

Figura 6: Gauss

Fonte: Wikipédia®
Nascido em, 30 de abril de 1777, Braunschweig, Alemanha

Morto em 23 de fevereiro de 1855, Gottingen, Alemanha

De familia humilde, mas com o incentivo de sua mae obteve brilhantismo em sua car-
reira.

Gauss se tornou o primeiro a construir um poligono regular de dezessete lados somen-
te com o auxilio de régua e compasso. Gauss doutorou-se em 1798, na Universidade de

Helmstadt e sua tese foi a demonstragdo do Teorema fundamental da Algebra, provando que

toda equagdo polinomial f(x)=0 tinha pelo menos uma raiz real ou imaginéria e para isso
baseou-se em considera¢des geométricas.

Deve-se a Gauss a representacao grafica dos nimeros complexos pensando nas partes
real e imaginaria como coordenadas de um plano.

Em sua tese de 1799 Gauss fez uma demonstragao do chamado teorema fundamental
da algebra. Considerou um polindmio P(x+iy) da variavel complexa, ele separou a parte
real Q(x,y) da parte imaginaria R(x,y) , P(x+iy)=Q(x,y)+iR(x,y) e procurou as
raizes do polindomio. Este raciocinio foi claramente relacionado a correspondéncia entre os

numeros complexos e os pontos € as curvas do plano.

25Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Carl Friedrich Gauss Acesso em 25 maio 2020
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2.6.1_Theoria residuorum biquadraticum Commentatio segunda (1831)

O artigo de Gauss inaugurou uma nova perspectiva ao propor a sua representacao
geométrica envolvendo os complexos.

No texto de Gauss sobre os residuos biquadraticos: Theoria residuorum

biguadraticum Commentatio segunda, editado pela revista Anzeigen, de Goéttingen, em 1831,

se enderegava a um publico mais amplo do que a comunidade matematica.

Nesse texto, Gauss demonstrou a necessidade dos nimeros complexos, em sua relacdo
com solucgdes de equacdes de residuos biquadraticos.

Esse artigo visava demonstrar o teorema da reciprocidade biquadratica. Isso levou
Gauss a elaborar uma extensao do dominio dos nlimeros inteiros ao dos numeros imaginarios
inteiros. O passo decisivo residiu na consideragdo que um ntimero primo da forma 2p+1
seria soma de dois quadrados; e assim surgiu uma fatoracdo do nimero primo como produto
de dois numeros imaginrios: (2p+1)=a’+b’=(a+bi)(a—bi) . Gauss observou que a
aritmética dos numeros imaginarios possuia as mesmas propriedades dos niumeros inteiros.

Na pagina 8, item 30, Gauss iniciou seus estudos com numeros complexos, onde

a,b sdo nimeros reais e o nimero complexo foi definido como: a+bi

Nessa pagina 9, Gauss mostrou um numero complexo e considerou a e b
numeros reais ¢ i a abreviagio de V—1 . os complexos poderiam ser reais ou imaginérios.

As grandezas complexas ndo excluiam as reais, mas compreendiam entre si aquelas

enquanto caso especial, para b=0 , os reais e se a=0 , os imaginarios. Ele considerou

quatro unidades: +1 , —1 , +i , —i
, . C e a+bi
Na pagina 11, ele apresentou a divisdo de complexos: T di
a+bi c—di__,. c¢—di _ac+bd+(bc—ad)i _ac+bd bc—ad .
. -_+b1'2 27 2. 12 ) 2+2 2 L
c+di c—di c+d c +d c+d”  c+d

A radiciagio +a+bi e a transformagdo do complexo a+bi em r(cos@+iseng)
que facilitaria os célculos.
Na mesma pagina 11, Gauss enunciou a fatoragdo de um niimero primo.
2=(1+i)(1—i) ; 5=(1+2i)(1-2i) ; 13=(3+21)(3-21) ;
17=(1+4i)(1—41i)
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Chamou de composto a um numero complexo inteiro, se for o produto de dois fatores
inteiros diferentes das unidades; um nimero complexo que ndo admitia tal decomposicao foi
chamado numero complexo primo. Assim ¢ primo o numero real 3, considerado também
como numero complexo primo, enquanto 5 como nimero complexo ¢ composto e igual a

(1+2i)(1-21i)

Nesse artigo, Gauss apresentou sua representacdo geométrica envolvendo numeros

complexos, considerou operagdes de multiplicacdo, divisdo e extraiu raiz quadrada, estudou a

decomposi¢do de um niimero inteiro como produto de nimeros complexos.

2.7 JOZEF MARIA HOENE WRONSKI

Figura 7: Wronski

Fonte: Wikipédia®

Nasceu em 23 de agosto de 1778 em Wolsztyn, Polonia

Morto em 8 de agosto de 1853 em Neuilly-sur-Seine (perto de Paris), Franga

Em 1803, cle elaborou varios trabalhos cientificos em Marselha, uma teoria do
universo e suas origens.

Seu primeiro livro sobre os fundamentos da matematica foi publicado em 1810, mas,
depois de receber criticas de Lacroix e Lagrange, Wronski rompeu relagcdes com o Instituto
em Paris.

Sua publicagdo Résolution générale des équations de tous degrés 1812, mostrava que

todas as equagdes tinham uma solugdo algébrica. Isso contradisse os resultados de Ruffini que

*Disponivel em:https://pt.wikipedia.org/wiki/Josef Ho%C3%ABn%C3%A9-Wronski
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j& haviam sido publicados. Esse trabalho de Wronski, embora errado, ainda teve aplicacdes
importantes e continha novas ideias interessantes.

Em 1803, cle elaborou varios trabalhos cientificos em Marselha, uma teoria do
universo e suas origens.

Seu primeiro livro sobre os fundamentos da matematica foi publicado em 1810, mas,
depois de receber criticas de Lacroix e Lagrange, Wronski rompeu relagdes com o Instituto

em Paris. Sua publicacdo Résolution générale des équations de tous degres de 1812, mostrava

que todas as equacdes tinham uma solu¢do algébrica. Isso contradisse os resultados de
Ruffini que j& haviam sido publicados. Esse trabalho de Wronski, embora errado, ainda teve
aplicacdes importantes e continha novas ideias interessantes.

Em Réfutation de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange publicado em

1812, ele criticou o uso de séries infinitas de Lagrange e introduziu suas proprias ideias para
expansdes em série de uma funcdo. Os coeficientes nesta série sdo determinantes conhecidos
como wronskianos. O conhecido wronskiano, trata-se de um determinante de ordem n em
que os elementos da primeira linha ou coluna sao fungdes e os demais sao derivacdes da linha
ou coluna anterior. Observa-se e prova-se que caso o wronskiano seja diferente de zero em
algum ponto do intervalo dado, as fungdes sdo linearmente independentes. Peano estudou
esses determinantes em varios artigos que serao apresentados nesse trabalho.

Seu livro A4 course of mathematics, Introduction determining the general state of

mathematics foi publicado em Londres em 1821.
Wronski trabalhou essencialmente com andlise matematica e algebra. Em andlise

estudou expansao de fungdes em série de poténcia e equagdes diferenciais.

2.7.1_Réfutation de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange (1812)

Nesse artigo, Wronski calculou os coeficientes de uma série de fungdes analiticas, ou

seja, que podem ser expandidas em séries de Taylor.
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Analisando, Réfutation de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange nota-se

que Wronski usou somatoria de combinagdes, ou ainda, numa linguagem mais atual, determi-

nantes, que Thomas Muir’’ em 1882, chamou de determinantes de Wronski ou wronskianos.

2
Na pagina 13, foi dada uma forma geral das séries: Fx=A +A, ®Px+A,dx"+... e
suponha que ®x seja uma fun¢do qualquerde x e & um aumento arbitrario.

Nessa pagina 14, foi fornecida a lei de formagdo dos coeficientes A,,A,,.. . Foram

dadas as fungdes X,,X,,X; . de Unica variavel, Wronski apresentou essa soma combinato-

ria como W[A“X,.A"X, A°X;.A"X, APX,] , que seria a somatoria dos produtos das dife-
rencas dessas fungdes, compostas com os expoentes a,b,c... das diferencas em questdo,
com todas as permutagdes possiveis.

As diferencas consecutivas que compoe 0 produto seriam

AX.AX, AX;.AX,..AX,

Wronski deu a esses produtos separadamente, sinal positivo quando o numero de
variagdes dos expoentes a,b,c,... estiver em ordem alfabética e o sinal negativo quando
esse numero de variagdes for impar.

Por exemplo:

W[A“X,]=A"X,
WA X, A" X,]=AX,. A" X,— A" X, . A" X,
Na péagina 15, Wronski afirmou que a formagdo dessa soma combinatoria seria

utilizada para obtencdo dos coeficientes A,,A,, A, . a serem determinados da fungdo
Fx=A,+A, ®x+A, ®*“+.... e seriam obtidos por:

A WA DX A DK A DX
A DX A DX A D X

onde u variade 1 a

Atualmente, W[AX,.A"X,]=AX,.A"X,—A"X,.A"X, ¢ interpretado como:

a AX, A°X :
W[AX,.A°X,]= St U considerando a=0 e b=1
A°X, AbX,

Z"Thomas Muir (1844-1934), matematico escocés.
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Esse determinante ¢ aplicado para verificagdo se as fungdes sdo linearmente indepen-
dentes, caso W[A°X,.A"X,]#0 em algum ponto, as fun¢des sdo linearmente independen-

tes e foi bastante estudado por Peano.

2.8 AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY

Figura 8: Cauchy

Fonte: Sapaviva®®

Nascido em 21 de agosto de 1789, Paris, Franca

Morto em 23 de maio de 1857, Paris, Franga

Laplace e Lagrange eram visitantes na casa da familia Cauchy e Lagrange em
particular se interessou pela educagdo matematica do jovem Cauchy. Em 1807 ele se formou
na Ecole Polytechnique e ingressou na escola de engenharia Ecole des Ponts et Chaussées.

Cauchy foi o primeiro a fazer um rigoroso estudo das condigdes de convergéncia de

séries infinitas, além de sua rigorosa definicao de integral. Seu texto Cours d'analyse, em

1821, foi criado para os estudantes da Ecole Polytechnique e preocupava-se em desenvolver
os teoremas bdasicos do calculo o mais rigorosamente possivel.

Sua produtividade foi tdo prodigiosa que fundou uma espécie de jornal, o Exercices de
Mathématiques (1826-1830) seguido de um outro, Exercices d’Analyse Mathématique et de
Physique, para publicagdo de sua producgdo de trabalhos em matematica pura e aplicada.

Numerosos estudos em matematica levam o nome de Cauchy: - o teorema da integral
de Cauchy, na teoria das fungdes complexas, o teorema da existéncia de Cauchy-

Kovalevskaya para a solugdo de equagdes diferenciais parciais, as equagdes de Cauchy-

28Disponivel em:https://www.sapaviva.com/augustin-louis-cauchy-2/
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Riemann , as seqiiéncias de Cauchy, a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a sucessdo de
Cauchy, a distribuicao de Cauchy, o tensor de Cauchy, o produto de Cauchy,o horizonte de

Cauchy. Ele produziu 789 trabalhos de matematica.

2.8.1 Cours D’Analyse de Ecole Rovale Polytechnique (1821)

A desigualdade de Cauchy ou como conhecida atualmente de Cauchy-Schwarz,
porque foi redescoberta por Hermann Amandus Schwarz® em 1888:
lu.v|<|u|.]v|] para qualquer u e v u,veER" é considerada uma das mais
importantes desigualdades matematicas. Essa desigualdade aparece em varios contextos
diferentes da Matematica, em analise, séries infinitas, integracdo de produtos e na teoria de
probabilidades aplicando as variancias e covariancias.

Em seu livro Cours D’Analyse de Ecole Rovale Polytechnigue, em 1821, Cauchy

desenvolveu essa desigualdade em notas sobre analise algébrica, sobre formulas que resultam
do uso de desigualdades < ou >

No teorema 14 da pagina 452 de Cours D Analyse de Ecole Royale Polytechnique,

Cauchy iniciou o teorema com uma ideia de mddulo de um sistema.

Considere os médulos de (a,a’,a",..) e (b,b',b",...)

Va'+d '+a’"... e Vb +b '+b*" ...
N . .oa_a' _a" ~
Se as fragdes forem iguais —=-—=—, entdo:
b b b
2 2 2
a_a' _a" a+a'+a” : -
—=——=_—= \/% demonstrado algebricamente, considerando
b b b" \(p+b*+b")

(a,a',a",..)=A(b,b',b") com A escalar e fazendo as substitui¢des pertinentes.
Considerando o 14° teorema, se fracdes equivalentes forem:
2 2 2
a_a' _a"_ vla+a'+a"
g == ( — 2> e (a,a',a",..)=Ala,a’,a"...) , A escalar
a o (a +a |+a n)

verifica-se que:

»Hermann Amandus Schwarz(1843-1921)- matematico alemdo
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(aa+a'a'+a"a"+..)=V(a*+a*'+a’"+...) (e +a’ +a*"+...) pois substituindo

! " (A2 21g 20
4_-4 (a+a ' +a”) a igualdade ¢

equa(}ﬁo a:?—an \/(a2+a2'+azu)

a=Aa e a'=Aa’' na

constatada.
No 15° teorema, Cauchy fez a demonstragao de que:
(a+a'+a"+...)< (a*+a®'+a*") ele usou uma combinagio de todas as maneiras
possiveis com dois a dois membros (a+a'+a " +(a—a')+(a—a")...=n(a’+a"+..))
Entdo: (a+a'+a"+...) <n.(a’+a’'+a’") pois todos os outros termos sdo positivos
(a’+a*'+a*")

por serem quadrados. Consequentemente: (a+a'+a"+...)<
No Corolario da pagina 454 que diz respeito ao 15° teorema, Cauchy utilizou o
dividiu os dois lados da  desigualdade

resultado desse teorema €

r " / 2 2y 2n

(a+a'+a"+...)<@.\/m por n , obtendo: ata ;a +"'>< la +flf+a )
n

No 16° teorema, pagina 455, Cauchy fez a demonstracdo de que se:

1
nao sao fracdes iguais ou equivalentes, entao:

a a'
a’a’a"
(aa+a'a '+a"a"+...)<\/(a2+a2'+a2"+...).\/(a2+a2'+a

A ideia da somatéria: aa+a'a'+a"a"+... remete a produto interno, como

y g e

aV
,a'

2yl

atualmente ¢ chamado.
Cauchy novamente combinou diferengas ao quadrado com dois a dois membros,

considerando todas as maneiras possiveis:
(aa+a'a'+a"a"+.)V+(aa'—a' a)+(aa"—a"a)+.=(a*+a”+a"+..).(a*+a "+a"+..)

Considerando termos positivos, entao:
b
2 2 2
(aa+a'a'+a"a"+..V<(a*+a?+a"+.) (¢’ +a " +a"+..)

Extraiu a raiz quadrada e obteve:
T r n m 2 27 2" 2 27 2"
(aa+a'a'+a"a"+..)<y(a+d* ' +a*"+..) V(P +a* +a

+...)
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Nesse 16° teorema, as fragcdes ndo eram iguais, ou seja, ndo haviaum A escalar que
fizesse (a,a’,a",..)=Ala,a',a"...) entdo (a,a’,a",..) ¢ (a,a',a"..) sdo

linearmente independentes, termo atual, verificando a desigualdade:

gl

(aa+a'a '+a"a"+...)<\/(a2+a2'+a2"+...).\/(a2+a2'+a
Compilando as conclusdes do 14° teorema e do 16° teorema, obtém-se a desigualdade

de Cauchy:

“"+..) que pode ser

(aa+a'a '+a"0:"+...)$x/(a2+a2 '+a2"+...).\/(a2+a2'+a
escrita também como: |a.a|<|d]. 1
Nesse artigo, Cauchy utilizou ideias do que atualmente entende-se como conjuntos
linearmente independentes para demonstrar parte de sua desigualdade.

Se (a,a',a",..) e (a,a',a"..) linearmente independentes, entdo:

2"

(aa+a'a'+a"a"+..)<\(a*+d +a*"+..) P+ + "+ ...)

2.9 AUGUST FERDINAND MOBIUS

Figura 9: Mobius

Fonte: Universidade de Coimbra™®

Nascido em 17 de novembro de 1790, Schulpforta, Saxénia, Alemanha

Morto em 26 de setembro de 1868 Leipzig, Alemanha

30Dispon1’vel em: https://www.uc.pt/fctuc/dmat/departamento/bibliomat/servicos/matematicos/Mobius-A
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Mobius trabalhou na esséncia do que se tornariam os vetores, um prentincio do sistema

vetorial, os segmentos de reta.

Mobius era também astronomo e em 1813 se mudou para Gottingen para estudar as-

tronomia com Gauss, se doutorou em 1815 com a dissertacao De computandis occultationi-

bus fixarum sobre planetas com o mesmo orientador de Gauss.

Seu pds-doutorado foi sobre equagdes trigonométricas. Escreveu varias obras sobre as-
tronomia. Outras grandes obras e artigos, como: Der Barycentrische Calkiil (1827); Uber

Eine Besondere Art Von der Umkehrung Reihen (1831); Lehrbuch der Statik (1837).

Em Der Barycentrische Calkiil, Mobius introduziu diretamente segmentos de reta que

eram denotados por letras do alfabeto, vetores na esséncia, mas ndo no nome. No seu estudo
de centros de gravidade e geometria projetiva, Mdbius desenvolveu uma aritmética destes
segmentos de reta; adicionou-os € mostrou como multiplica-los por um niimero real.

Seu trabalho mais conhecido ¢ provavelmente a faixa de Mdbius, um objeto obtido

pela colagem das duas extremidades de uma faixa, apos dar meia volta numa delas.

2.9.1 Der Barycentrische Calkul (1827)

Em seu primeiro capitulo, pagina 3, Mdbius definiu os pontos A e B de uma mes-
ma linha reta. Defini¢do de segmento que saia de um ponto A até um ponto B como
AB . Consequentemente, um segmento que fosse de B para A como BA ou como
—AB , pois teria sentido oposto a AB , assim AB+BA=0 onde 0 também era um
ponto da mesma linharetaque A e B
Na pégina 4, um ponto C na mesma linha reta, entre A e B ou fora do lado de
A ou do lado de B foi determinada a expressio BC+CA+AB=0 e consequentemente
CB—CA=AB
Se BC+CA+AB=0 entdo AB=—-BC—-CA pois:
BC—BC+CA—-CA+AB=0—-BC—-CA
0+0+AB=0—BC—-CA
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como CB=-BC entdio AB=CB-CA
Mobius utilizou a ideia de um paralelogramo e somou segmentos colineares. No para-

lelogramo ABCD , ele utilizou o paralelismo dos lados desse quadrilatero verificando que:

AB=DC , BC=AD , AB+CD=0

Verificou ainda que dados os pontos A e B , foram tragadas duas linhas paralelas
AA’ e BB’ taisque a.AA’+b.BB’=0 e dadosos nimeros a e b relacionados en-
tre si, cuja soma era diferente de zero. Qualquer linha reta através de um ponto definido P

satisfaz essa condig¢ao

E encontrado o ponto P , o centro de gravidade dos pontos A ¢ B , com pesos

a e b eestaentre a e b forem ambos positivos.

Nessa pagina, Mobius mostrou dois segmentos de reta paralelos e que existiriam dois
nimeros a € b positivos que mantinham uma relagdo entre eles satisfazendo a equagdo
a.AA’+b.BB’=0 , a ideia de que os segmentos eram paralelos, eles seriam linearmente

dependentes, termo atual, havendo uma relagao linear entre eles.

Na pagina 9 e 10, num teorema, Mdbius declarou que dado um niimero v de pontos
A,B,C,...N com coeficientes a,b,c,..n , onde a soma dos coeficientes nao era igual a
zero, era sempre encontrado um ponto S , com a propriedade de que se forem desenhadas
linhas paralelas em qualquer direcdo por pontos dados e o ponto S e se essas linhas inter-

ceptarem algum plano nos pontos A',B',C'...N',S" entdo:
a AA'+bBB'+cCC'+...+nNN'=(a+b+c+...+n)SS"’
S seria o centro de gravidade do sistema A,B...N com os pesos a,b,c...n

Um conjunto definido de coeficientes a,b,c...n ou pesos determina um ponto defi-

nido de centro de gravidade.
E se o plano passasse por S entdo:
a AA'+bBB'+cCC'+...+nNN '=0

Mobius tratou de pontos ponderados, com pesos, ou coeficientes numéricos positivos

ou negativos que foram adicionados como massas pontuais no centro de gravidade de um cor-

po.
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Na pégina 21, dados trés pontos B,C,D em linha reta e um ponto A fora dela en-

tdo: CD+DB+BC=0 ¢ ACD+ADB+ABC=0
Mobius adicionou triangulos: ACD +ADB+ABC=0

Na pagina 24, C,D,E sao trés pontos em linha reta e um quarto ponto B fora

dela e um quinto ponto A ndo passapor B,C,D,E entdio ABDE+ABEC+ABCD=0

Mobius adicionou piramides: ABDE +ABEC+ABCD=0

Nesse artigo, Mobius estudou centro de gravidade usando o conceito geométrico, utili-
zando segmentos orientados, adicionando e multiplicando-os por um numero real para obten-
¢ao do centro de gravidade. Esses segmentos de reta orientados podem ser considerados veto-

res na sua esséncia.

2.10 WILLIAN STIRLING HAMILTON

Figura 10: Hamilton

Fonte: Instituto de Estudos Avancados da Universidade de Sdo Paulo®

Nascido em 04 de agosto de 1805, Dublin, Irlanda

Morto em 02 de setembro de 1865, Dublin, Irlanda

Em 1833 apresentou a Academia Irlandesa um artigo em que a algebra dos nimeros
complexos era definida como uma 4lgebra de pares ordenados de niimeros reais, defini¢ao

que usamos até hoje. Hamilton em suas pesquisas considerou quadruplos ordenados

Disponivel em:http://www.iea.usp.br/noticias/conferencia-resgata-a-pesquisa-de-william-rowan-hamil-

ton .Acesso em 25 maio de 2020
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(a,b,c,d) de numeros reais, tendo imersos neles tanto os niimeros reais como os nimeros
complexos. Chamou esses elementos de quatérnios. Hamilton definiu a adi¢do e a multiplica-
¢do dos quatérnios, podendo verificar as propriedades associativas e comutativa da adicdo, a
multiplicagdo era associativa e distributiva em relacdo a adi¢cdo, mas ndo valeria a lei comuta-
tiva da multiplicacdo. Este foi historicamente, o primeiro exemplo de uma algebra ndo-comu-
tativa.

Assim, a algebra dos quatérnios, a primeira algebra ndo-comutativa, subitamente nas-

ceu e abriu as portas da algebra abstrata.

Sua obra Lectures on Quaternions foi publicada em 1853, e depois disso dedicou-se a

preparagdo da obra ampliada, Elements of Quaternions., que nao estava terminada quando ele

morreu em 1865 mas foi editada e publicada por seu filho no ano seguinte. Hamilton definiu

conceitos hoje muito utilizados como versor, gradiente, divergéncia.

2.10.1Theory of Conjugate Functions, or Algebraic Couples; with a Preliminary and

Elementary Essay on Algebra as the Science of pure Time (1837)

Nesse artigo, Hamilton percebe operagdes de pares ordenados (a,b) com a,beR
Na pagina 95, Hamilton apresentou as operagdes de soma, subtracdo, multiplicagdo e
divisdo entre esses nimeros, considerados pares ordenados.
(b,,b,)*(a,,a,)=(b,+a,,b,+a,) (b,,b,)—(a,,a,)=(b,—a,,b,—a,)
b.,b,)(a,,a,)=(b,,b,)x(a,,a,)=(b,a,—b,a,,b,a,+b,a,)

(
(bl’bZ
(apaz

bl (11+b202 b2 al_b1a2

)
)

2 2 2 2
a’+a, a;+a,
Segue a ideia de operagdes de soma, subtragdo, multiplicagdo e divisdo de numeros

complexos.
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2.10.2 On Quaternions or on a New System of Imaginaires in Algebra (1844)

Escrito em 1844 e publicado na Philosophical Magazine.

Hamilton relatou em On Quaternions or on_a New System of Imaginaires in Algebra,

pagina 26, sobre a separagdo da parte real e imaginaria dos quatérnios, chamando a parte real
de escalar, denominando de Scal ou S e a parte imaginaria que seria geometricamente
construida por uma reta ou um raio vetor, determinando uma direcdo no espago que se
chamaria parte vetor, denominando Vect ou V.A . A palavra vetor e a palavra escalar
apareceram pela primeira vez.

Na pagina 27, Hamilton considerou que o quatérnio era formado por uma parte por
escalar e outra parte por vetor e foi descrito como:

Q=Scal.Q+Vect.Q=SQ+VQ . Operagdes possiveis com vetores foram mostradas,
como: S.S=S ; V.v=V : V.85=0 ; 1=S8+V ; 1-S=V ; 1-V=S e a formula
do que Hamilton denominou de tensor ou médulo: (TQ)’=(SQ)*—(VQ)* .0 médulo ou
tensor seria sempre um numero real e positivo ou nimero absoluto.

Na pagina 30, Hamilton aplicou a multiplicagdo de dois quatérnios. Sdo dados dois
quatérnios: a=ix+jy+kz ¢ a'=ix'+jy'+kz' , entdo: Sa.a ’:—(xx'+yy’+zz’) que
significava a parte escalar da multiplicagdo ou produto dos dois quatérnios. Consequentemen-
te, a parte vetor da multiplicagdo ou produto desses mesmos dois quatérnios seria

V.a.a'=i(yz'—zy')+j(zx'—xz')+k(xy'—yx') . A multiplicagdo desses quatérnios for-
necendo a parte escalar e a parte vetor, somente era obtida se fosse considerado:
i'=j’=k’=—1 , ij=—ji=k , jk=—kj=i , ki=—ik=j

Salienta-se nesse artigo, as operagdes de soma e multiplicagdo entre os quatérnios, ve-

rificando ser uma algebra ndo-comutativa: Va.a'#Va'.«a
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2.10.3 Lectures on Quaternions (1853)

No Capitulo VII, Hamilton iniciou com a expressdo da forma de um quatérnio:
q=w+ix+jy+kz , onde a parte escalar seria Sqg=w e a parte vetor seria
Vg=ix+jy+kz .

Na pagina 448, Hamilton garantiu a propriedade associativa na soma e subtragcdo de

dois quatérnios:
q=w+ix+jy+kz e q'=w'+ix'+jy'+kz' que resultou em:
q’+q=w’ +w+i(x +x)+j(y +y)+k(z’+z)
q’—q=w’—w+i(x’=x)+j(y = y)+k(z’~z)

Dado um quatérnio q=w+ix+jy+kz ¢ q=0 se w=x=y=z=0 .

Na pagina 449, dados os quatérnios r,q,a , Hamilton apresentou o principio da

distributiva (r+q)a=ra+qa e propriedade da multiplicacdo entre quatérnios
rq.a=r.qa .
Observa-se que Hamilton j4 havia desenvolvido as propriedades de soma, subtragdo e

multiplicacdo entre quatérnios, neste caso mantendo a ordem dos fatores.
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2.11 BENJAMIN PEIRCE

Figura 11: Peirce

Fonte: Wikipédia *

Nascido em 4 de abril de 1809, Salem, Massachusetts, EUA —

Morto em 6 de outubro de 1880, Cambridge, Massachusetts, EUA

Peirce se formou na Universidade de Harvard em 1829 e aceitou um cargo de
professor com George Bancroft em sua Round Hill School em Northampton, Massachusetts.

Ele escreveu uma série de livros e monografias lidando com trigonometria, algebra,
geometria, astronomia € navegacdao, bem como um tratado elementar sobre o som (1836).
Ajudou a determinar a 6rbita do recém-descoberto planeta Netuno e calculou as perturbagdes
produzidas entre sua propria orbita, as de Urano e outros planetas. Peirce, que foi um defensor
influente das ideias de William Hamilton.

Seu livro 4 System of Analytical Mechanics (1855) ¢ considerado um dos mais impor-

tantes livros matematicos produzidos nos Estados Unidos até aquela data. Seu trabalho, Line-

ar Associative Algebra (1870) foi um estudo de possiveis sistemas de algebras multiplas, re-

sultou de seu interesse em quatérnios.

32Disponivel em: https:/pt.wikipedia.org/wiki/Benjamin_Peirce Acesso em 25 maio 2020
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2.11.1 Linear Associative Algebra (1870)

Peirce iniciou seu livro com 72 defini¢des, mas somente algumas, aquelas pertinentes
e necessarias a esse trabalho serdo apresentadas. Essas defini¢des estdo numeradas de acordo
com a obra de Peirce.

1) Matematica: A matematica ¢ a ciéncia que tira conclusdes necessarias. Essa
defini¢do de matematica ¢ mais ampla do que a que era normalmente dada e pelo seu alcance
¢ limitada a pesquisa quantitativa.

Para Peirce, a Matematica ndo seria a descobridora de leis, pois ndo seria indugdo;
nem seria a criadora de teorias, pois ndo seria hipdtese; mas seria a juiza de ambos, e a arbitro
que cada uma deveria remeter suas reivindicagdes; nem a lei poderia governar nem a teoria
explicar sem a san¢do da Matematica. A matematica deduziria de uma lei todas as suas
consequéncias e as desenvolveria na forma adequada para comparacdo com a observacao e,
assim, mediria a for¢a do argumento da observacdo em favor de uma lei proposta ou de uma
forma proposta de aplicacdo de uma lei.

2) Algebra: Para Peirce, os ramos da matematica eram tdo variados quanto as ciéncias
as quais pertenciam, e cada sujeito da investigacao fisica teria sua matematica apropriada. Em
toda forma de manifestagdo material, existiria uma forma correspondente de pensamento
humano, de modo que a mente humana seria tdo ampla em seu alcance de pensamento quanto
o universo fisico. Os dois eram maravilhosamente combinados. Mas onde haveria uma
grande diversidade de aparéncia fisica, muitas vezes haveria uma grande semelhanca nos
processos de deducdo. Deveriam ser adotados simbolos que pudessem servir para a
incorporagdo de formas de argumentagdo. As palavras da linguagem comum s3o geralmente
improprias para esse fim, de modo que outros simbolos deveriam ser adotados, e a
Matematica tratada por esses simbolos é chamada de Algebra.

3)Todas as relagdes seriam qualitativas ou quantitativas. As relagdes qualitativas
poderiam ser consideradas por si mesmas, sem levar em conta a quantidade. A Algebra de tais
pesquisas seria chamada de Algebra Logica, da qual um bom exemplo seria dado por Boole.

4) Os simbolos de uma algebra, com as leis da combinagdo, constituiriam sua
linguagem; o método de usar os simbolos no desenho de inferéncias sua arte; e sua

interpretagdo, sua aplicagdo cientifica.
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5) A linguagem da 4algebra teria seu alfabeto, vocabulario e gramatica.

6) Os simbolos da algebra seriam de dois tipos: uma classe representaria suas
concepcoes fundamentais e seria chamada de letras, e a outra representaria as relagdes ou
modos de combinagao das letras chamados de sinais.

7) O alfabeto de uma algebra consistiria em suas letras; o vocabulario definiria seus
signos e as combinagdes elementares de suas letras; e a gramatica forneceria as regras de
composi¢cdo pelas quais as letras e os sinais seriam unidos em um sistema completo e
consistente.

8) As éalgebras poderiam ser distintas entre si pelo niimero de suas concepgdes
fundamentais independentes ou pelas letras de seu alfabeto. Assim, uma algebra que possuisse
apenas uma letra em seu alfabeto seria uma unica algebra; uma que tem duas letras, uma
algebra dupla; uma das trés letras uma algebra tripla; uma das quatro letras, uma algebra
quadrupla e assim por diante. Cada concepc¢do fundamental poderia ser chamada de unidade;
e assim cada unidade teria sua letra correspondente, ¢ as duas palavras, unidade e letra,
poderiam ser usadas indiscriminadamente no lugar uma da outra, quando ndo causarem
confusao.

9) Para Peirce, sua Algebra geralmente niio se estenderia além da algebra séxtupla,
limitando a demanda da algebra na maioria das vezes a seis letras; e as seis letras,

i,j,k,l,m,e seriam restritas a esse uso, exceto em casos especiais.

10) Para qualquer letra dada, outra poderia ser substituida, desde que uma nova letra
representasse uma combinacdo das letras originais das quais a letra substituida seria um
componente necessario. Por exemplo, qualquer combinagdo de duas letras, que dependesse
inteiramente de seu valor de ambos os componentes, como soma, diferenca ou produto,
poderia ser substituida por qualquer uma delas.

11) Ao realizar a substituicdo de letras, a letra original seria preservada com a
distingdo de um numero subscrito. Assim, para a letra i , seriam sucessivamente
substituidos, 1i,i,,I; , etc.

Peirce introduziu vérios simbolos:

17) O sinal = , chamado de igualdade, seria usado no sentido comum para denotar
que as duas expressdes que fossem separadas seriam o mesmo todo, embora representassem

combinagdes diferentes de partes.
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18) Os sinais >,< que sdo os da desigualdade, e denotam "mais que" ou "menos
que" em quantidade, seriam usados para denotar as relacdes de um todo com sua parte, de
modo que o simbolo que denota a parte estaria no vértice do angulo e aquilo que denota o
todo em sua abertura. Isso envolveria a proposicdo de que a menor das quantidades fosse
incluida na classe expressa pela maior. Entdo: B<A ou A<B . B<A denotaria que

A ¢éotodoe B ¢aparte.

20) O sinal + ¢ chamado mais na algebra comum e indica adi¢do. A soma também

ndo seria afetada pela composi¢ao dos elementos.
A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C

21) O sinal - ¢ chamado de menos na dlgebra comum e denota subtragdo. Mantendo
0 mesmo nome, 0 processo seria considerado como o reverso da adi¢do; de modo que, se uma
expressao fosse adicionada e subtraida primeiro, ou o inverso, ela desapareceria do resultado;
ou seria cancelada.

A+B—B=A—-B+B=A ¢ B—B=0

22) O sinal x foi adotado a partir de algebra comum com o nome do sinal de
multiplicacdo, mas sem referéncia ao significado do processo. O resultado da multiplicacao
deveria ser chamado de produto. Os termos combinados pelo sinal de multiplicagdao foram
chamados de fatores; o fator que precedesse o sinal como o multiplicador € o que se seguisse
como multiplicando.

23) Quando uma expressao usada como fator em certas combinagdes produzisse um
produto que desapareceu, seria chamada nessas combinagdes de "nilfator".

24) Quando uma expressao usada como fator em certas combinagdes sobre poténcias e
ela propria fosse o produto, seria chamada de"idemfator".

25) Quando uma expressao elevada ao quadrado ou a qualquer poténcia superior
desaparecesse, poderia ser chamada "nilpotente"; mas quando, elevado a uma poténcia
quadrada ou superior, se apresentasse como resultado, poderia ser chamado de "idempotente"

As equacdes que definissem expressdes nilpotentes e idempotentes foram
respectivamente A"=0 e A"=A ; mas com referéncia a expressdes idempotentes, sempre

. . . 2 . .
seria assumido que elas teriam a forma A°=A , a menos que fosse indicado de outra forma.
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Divisao seria o inverso da multiplicacdo. Seria o processo para obter um dos fatores de
um determinado produto quando o outro fator fosse dado.

29) Aa=daA , a seria chamado de coeficiente por Peirce.

Da mesma maneira, termos que diferissem apenas em seus coeficientes, poderiam ser
adicionados adicionando seus coeficientes:

(axb)A=aA+bA=Aa+ Ab=A(a+b)
30) A simplicidade excessiva da concep¢do de uma equagdo envolveria a identidade
das equacdes A=B e B=A e asubstituicdio de B por A em todas as expressoes, para
que MA+*C=MB=*=C ou os membros de uma equacdo poderiam ser transpostos
mutuamente ou aumentados ou diminuidos simultaneamente ou multiplicados ou divididos
por expressdes iguais.
31) Principio distributivo da multiplicagdo:
(A£B)C=AC+BC
C(A+=B)=CA*CB

32) Principio associativo da multiplicagao:
ABC=(AB)C=A(BC)

33) Principio comutativo da multiplicacao:

AB=BA . Esse principio ndo foi adotado na investigagao de Peirce.

34) Uma algebra na qual toda expressao fosse redutivel a forma de uma soma
algébrica de termos, cada uma das quais consistiria em uma unica letra com um coeficiente
quantitativo, Peirce chamou de Algebra Linear.

36) Para Peirce, uma algebra na qual pudesse existir um intercdmbio completo de suas
unidades independentes, sem alterar as formulas de combinagdo, seria uma algebra
completamente simétrica; e aquela em que houvesse um intercambio parcial de suas unidades
seria parcialmente simétrico. Mas o termo simétrico ndo deveria ser aplicado, a menos que o
intercambio fosse mais extenso do que o envolvido nos principios distributivos e comutativos.
Uma 4algebra na qual o intercAmbio fosse efetuado em uma determinada ordem e que
retornasse a si mesma seria uma algebra ciclica. Assim, os quatérnios eram uma algebra
ciclica, porque em qualquer uma de suas equagdes fundamentais poderia haver um
intercAmbio de letras na ordem 1i,j,k,i ,cada letra seria alterada para a que se segue:

i’=—1 ij=—ji=k ijk=—1
A algebra dupla em que:
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i’=i j’=j ij=i ji=j seria ciclica porque as letras seriam
intercambidveis na ordem i, j,i .Mas nenhuma dessas algebras seria comutativa.
Algebra Linear Associativa:
Todas as expressdes dessa uma algebra seriam distributivas, sempre que o principio
distributivo se estendesse a todas as letras do alfabeto. Entao:
(i+j)(k+1)=ik+ jk+il+jI e cada letra poderia ser multiplicada por um inteiro:
(ai+bj)(ck+dl)=acik +bcjk +adil+bdjl  a,b,c,d inteiros
Para quaisquer combinagdes ou operagdes A,B,C poderiam representar as
unidades originais sob a forma de soma das letras i,j,k como:
(A+B)(C+C)=AC+BC+AD+BD que se tratava da completa expressio do
principio distributivo.
39) Uma algebra ¢ associativa quando o principio associativo se estendia a todas as
letras do alfabeto e definiu:
A=) (ai)=ai+a, j+a,k+.. B=) (bi)=bi+b, j+b,k+..
C=)_(ci)=ci+c,j+c,k+...

AB=), (ab,ij) , BC=Y, (be,ij)
(AB)C=) (ab,c,ijk)= A(BC)=ABC
Para Peirce, as algebras poderiam ser distintas entre si pelo nimero de suas
concepgdes fundamentais independentes ou pelas letras de seu alfabeto, indicando ja uma
nocao de base e da sua dimensao, termos conhecidos atualmente.
As chamadas unidades originais A,B,C seriam representadas pela letras do alfabeto
I,j,k ,uma forma representativa de que todo elemento poderia ser expresso através dessas
letras.
As operagdes como soma, multiplicagao e propriedade distributiva foram descritas, no

entanto, numa algebra nao-comutativa.
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2.12 HERMANN GUNTHER GRASSMANN

Figura 12: Grassmann

Fonte: Wikipédia®

Nascido em 15 de abril de 1809, Estetino, Polonia

Morto em 26 de setembro de 1877, Polonia.

Hermann estudou teologia, linguas classicas, filosofia e literatura, aparentemente nao
frequentou aulas de matematica ou fisica, foi autor de varios livros de Fisica e Matematica.

Entre os muitos temas que Grassmann abordou esta seu ensaio sobre a teoria das

marés, que elaborou em 1840 tomando como base a teoria da Méchanique analytique de

Lagrange e da Méchanique Celeste de Laplace, mas expondo estas teorias por métodos

"vetoriais", termo utilizado a partir dos estudos de Hamilton, nos quais trabalhava desde 1832.

Em 1844, Grassmann publica sua obra-prima, Die Lineale Ausdehnungslehre, ein

neuer Zweig der Mathematik mais conhecido como Ausdehnungslehre . Depois de propor em

Ausdehnungslehre novas bases para toda a matematica, o trabalho comecgou com defini¢des de

natureza filosofica.

2.12.1 Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik (1844)

Em 1844, Grassmann publicou um tratado contendo um calculo vetorial muito geral,

num namero de n dimensdes, ele considerou n -uplas ordenadas de nimeros reais. Nesta

33'Disponivel em:https://pt.wikipedia.org/wiki/Hermann_Grassmann Acesso em 25 maio 2020
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obra podia-se encontrar também, o desenvolvimento das ideias de multiplicagdo nao-
comutativa.

Grassmann antecipou os grandes conceitos do calculo vetorial, com uma notagdo nova
e um livro de dificil leitura para época, pois segundo historiadores esse livro foi encaminhado
para Mobius para andlise e consideragdes e este se disse ndo capaz de fazer essa avaliacdo.

Esse livro foi escrito em duas Partes, a Parte I tem 5 capitulos e a Parte Il tem 4
capitulos, além de uma introducao.

Para entendimento deste livro foi necessaria avaliagdo do livro original em alemao de
1844 e uma tradugdo para o inglés feita por Lloyd Kannenberg em 1995, sendo a prioridade
dada ao original. Uma das dificuldades com a traducao foi justamente a palavra “strecke ou
strecken” poderia ser entendida como "vetor" e que traduzido para o portugués significa
“rota” ou “itinerario”. O tradutor para o inglés preferiu usar a palavra “displacement”, que
traduzida para o portugués seria deslocamento. “Verkniipfung” que aparece no livro diversas
vezes, foi traduzido por conexao ou conjungao.

Na introdugdo, Grassmann implementou uma fundagao filoséfica de seu sistema.

Considerando os numeros negativos em geometria, Grassmann relatou que estava
acostumado a considerar os deslocamentos AB e BA como magnitudes opostas.

Consequentemente se A,B,C fossem pontos de uma linha reta, entdo

AB+BC=AC seria sempre verdadeiro, se AB e BC fossem dirigidos de maneira
semelhante ou oposta, mesmo que C estivesse entre A e B
AB e BC nao foram interpretados apenas como comprimentos, suas direcdes
também foram mantidas simultaneamente, de acordo com as quais eles foram precisamente
orientados de maneira oposta.

Foi feita a distingdo entre a soma dos comprimentos ¢ a soma desses deslocamentos
onde as dire¢des foram levadas em consideragao.

O conceito de magnitude foi substituido pelo de numero em aritmética; linguagem
assim diferencia muito bem "adicionar" e '"subtrair" quanto ao numero "aumentar'e
"diminuir" para magnitude.

Ele especificou quatro conceitos: o discreto, o continuo, o igual e o diferente. Da
combinacao do continuo e diferente, surgiria por exemplo, a nog¢ao de diferenca, dimensao de
espacos diferentes, cujos elementos, os pontos, variariam continuamente produzindo as retas,

ou linhas.
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Na teoria do espago, o ponto apareceu como o elemento, 0 movimento como sua evo-
lucdo continua e as varias posigoes do ponto no espago como seus diferentes estados. Grass-
mann chamou de sistema ou dominio.

Grassmann ainda explicou que para duas leis diferentes de evolugdo, a colecdo de
elementos gerados por essas duas leis seria um sistema de segunda ordem. As leis de evolugdo
pela qual os elementos desse sistema eram produzidos dependiam apenas dessas duas leis; se
fosse adicionado uma terceira ordem independente, um novo sistema de terceira ordem era
conseguido.

O plano seria um sistema de segunda ordem; onde haveria um conjunto infinito de
dire¢des dependentes das duas dire¢des originais. Se uma terceira direcdo independente era
adicionada, entdo por meio dessa direcdo, um sistema de terceira ordem era produzida. Para
ele, ndo iria além de trés dire¢des independentes, leis evolutivas; mas na teoria da extensdo
pura o seu numero poderia ser infinitamente aumentado. Essa ideia conferiu uma nog¢ao
bastante filoséfica sobre base numa tentativa de construcao de seu sistema.

Novos sistemas eram criados, tomando um elemento de um sistema e permitindo que
ele sofresse uma variagcdo. Exemplos:

1.Um ponto podia ser movido em uma direcdo produzindo uma reta, originando um
sistema de primeira ordem.

2.Uma reta variando numa direcdo perpendicular, produziria um plano .

Em “Pesquisa da Teoria Geral de Formas”, anterior ao Capitulo I, do paradgrafo 1 ao
pardgrafo 12, Grassmann, no paragrafo 2 definiu "conjun¢@o" como sendo duas magnitudes
ou formas que se combinadas, seriam chamadas de fatores da conjun¢do e a forma que fosse
produzida pela conjuncdo dos dois fatores seria chamada de produto da conjuncao. Ele
apresentou as conjungdes: sintética e analitica. Eram operagdes entre as magnitudes, formas
ou ainda termos.

Grassmann, nos paragrafos 2 e 3, iniciou sua teoria introduzindo uma simbologia nova

, a conexao sintética, entre os termos ou magnitudes a,b,c . Tratava-se de uma operagao
muito proéxima a adi¢ao, pois:
(a—~b) ~c=a~b~c)=a~b~c
era similar a:

(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c
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No paragrafo 5, um simbolo novo ~ foi apresentado conectando os termos.
Grassmann chamou de conexdo analitica. Seria andlogo a uma subtracao.

era similar a:

a—(b—c)=a—b+c

Outro simbolo foi apresentado por Grassmann, no paragrafo 7, ele o chamou de
“indiferente” préximo ao que seria um zero, ou nulo, pois resultaria (— b).

No paragrafo 9, foi apresentado o simbolo =, uma nova conexao sintética entre os
termos, poderia ser chamado de multiplicagao.

No paragrafo 10 e 11 Grassmann mostrou uma distributiva, o elemento simétrico ¢ a
divisdo.

Grassmann também introduziu a divisdo pela equacao:

a¥b a_b a N
——=—F— .Ese —=x entdo xc=a
c c C c

Ele explicou ainda que: Se %ZC e a=0 entdo b ndo era determinado

unicamente.

Na Parte I, Capitulo I tratou de adig¢do, subtracdo de extensdes elementares de 1*
ordem, ou deslocamentos.

No paragrafo 13, Grassmann definiu estrutura extensiva de primeira ordem como uma
colecdo de elementos no qual um elemento gerador seria transformado por uma evolugao
continua.

No paragrafo 19, Grassmann apresentou a soma de deslocamentos onde sdo dados dois

deslocamentos de um mesmo sistema p, e p, e ambos sdo exibidos como somas de
deslocamentos:

p,=a,+b,+c,+... e p,=a,tb,tc,+...

pi+p,=(a,+a,)+(b,+b,)+... ese «,,a,,,,, . forem partes correspondentes
dos deslocamentos a,,a,,b,,b, entdo asomaseria (a,+a,)+(f,+B,)+... .

No paragrafo 20, que trata da independéncia de um sistema de alta ordem, Grassmann
afirmou que um sistema de m -ésima ordem era geravel por qualquer m métodos de
evolugdo pertencentes a ele que eram mutuamente independentes.

Ele sup0s que se p pertencesse a um sistema de m -ésima ordem, poderia ser

escrito como uma soma dos deslocamentos pertencentes ao método original de evolugao.
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p=a+b+c+... se a,b,c pertencessem ao método original de evolugao.

Na pégina 32, Grassmann afirmou que todo deslocamento de um sistema de m -

¢sima ordem pode ser representado como uma soma de m deslocamentos pertencentes a
m dados métodos independentes de evolucdo, do sistema, sendo a soma Unica para cada
conjunto.

O Capitulo II tratava de multiplicagdo externa de deslocamentos.

No paragrafo 39, Grassmann estudou a multiplicagao de termos, similar ao produto
vetorial atual. Neste exemplo verifica-se a expressao da area de um paralelogramo ab e que

a.b=absen(ab) e b.a=hasen(ba) consequentemente a.b=—b.a

O Capitulo V tratava de equagdes e projecdes.

O paragrafo 92 tratou da transformagdo de coordenadas em geometria, na pagina 128,
em a,b,c eram trés quantidades ou medidas independentes fundamentais e e ,e,,e, trés
novas quantidades ou medidas independentes fundamentais :

e,=a,a+f b+y,c , e,=a,a+p,b+y,c , e;=a,a+pf,b+y,c
Eoelemento p e g podiam ser escritos:

p=u,e,tu,e,+..u.e,

q=v,e+tv,e,+...v e,

A Parte II, Capitulo II tratava de multiplicagdo externa, divisdo e projecao de
magnitudes.

Na Parte II, Capitulo II, paragrafo 107, Grassmann definiu sistema extensivo baseado
no conceito de dependéncia. Uma magnitude elementar de primeira ordem dependente era
representada como soma multipla de magnitudes elementares de primeira ordem
independentes. As magnitudes independentes nao podiam ser representadas como multiplo ou
soma do restante das magnitudes independentes.

Um sistema elementar de ordem n foi definido como uma colecdo de n elementos
dependentes onde esses n elementos deveriam ser mutualmente independentes.

Foram dados «,f,y... n elementos mutualmente independentes ese o e &
eram dependentes, entdo sua diferenca podia ser representada como multiplo da soma desses

n elementos, ouseja, p—o=a.a+b.f+c.y+...
No parédgrafo 110, pagina 155, Grassmann tratou da multiplicagdo, divisdo e projecao

de magnitudes elementares, ele apresentou um elemento o que seria representado de
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maneira Unica forma pela somatoéria dos n elementos independentes «,f,y... onde
a,b,c... eram valores numéricos.
p=aa+bpf+cy+..

Grassmann construiu um sistema extensivo no espago n dimensional, com
propriedades de soma e multiplicagao.

Afirmou que um sistema de m -ésima ordem era geravel por qualquer m métodos
de evolucdo pertencentes a ele que eram mutuamente independentes, indicando a ideia de
base com elementos independentes € com uma dimensao determinada.

Todo deslocamento de um sistema de m-¢sima ordem deveria ser representado como
uma soma de deslocamentos pertencentes a dados m métodos independentes de evolugao,
do sistema, sendo a soma unica para cada conjunto, ou seja, representou de forma inica um
elemento como somatoria, ou uma combinagdo linear, de elementos independentes.

Definiu o conceito de dependéncia, onde uma magnitude elementar de primeira ordem
dependente era representada como soma multipla de magnitudes elementares de primeira
ordem independentes e essas magnitudes independentes ndo podiam ser representadas como

multiplo ou soma do restante das magnitudes independentes.
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2.13 JOSIAH WILLARD GIBBS

Figura 13: Gibbs

Fonte: World of Chemicals**
Nascido em 11 de fevereiro de 1839, New Haven, EUA.

Morto em 28 de abril de 1903, New Haven, EUA

Foi um cientista americano que realizou importantes contribuicdes tedricas na fisica,
quimica e matemadtica. Gibbs também trabalhou nas aplicacdes das equacdes de Maxwell,
termodinamica, problemas em Optica. Como matematico, ele inventou o moderno célculo
vetorial independentemente de Oliver Heaviside, que realizou um trabalho similar durante o
mesmo periodo.

O trabalho de Gibbs na andlise de vetores também foi de grande importancia para
matematica pura. Ele primeiro produziu notas impressas para o uso de seus proprios alunos
entre1881 e 1884 ¢ em 1901 que uma versao adequadamente publicada apareceu preparada
para publicacdo por um de seus alunos. Usando idéias de Grassmann, Gibbs produziu um
sistema muito mais facilmente aplicado a fisica do que o de Hamilton.

Ele aplicou seus métodos vetoriais para conseguir um método de encontrar a orbita de
de um cometa em 1880.

Uma série de cinco artigos de Gibbs sobre a teoria eletromagnética da luz foi
publicada entre 1882 e 1889. Seu trabalho sobre mecanica estatistica também foi importante,

fornecendo uma estrutura matematica para a teoria quantica e as teorias de Maxwell.

34Disponivel em: https://www.worldofchemicals.com/159/chemistry-articles/josiah-willard-gibbs-deduced-

phase-rule.html Acesso em 25 maio 2020
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Gibbs prestou servigos de exceléncia para a mecanica estatistica, calculo vetorial e

teoria eletromagnética da luz. Seus Scientific Papers (1906) e Collected Works (1928) foram

recolhidos e publicados apds sua morte.

2.13.1 Elements of Vector Analysis (1881)

Segundo Gibbs, os principios fundamentais da analise desse livro seriam familiares de
uma forma ligeiramente diferente para os estudantes dos quatérnios. A maneira pela qual o
assunto foi desenvolvido ¢ um pouco diferente do seguido nos tratados sobre quatérnios, ja
que o objetivo do escritor ndo requereu nenhum uso da concep¢do de quatérnios, sendo
simplesmente fornecer uma notagao adequada para as relagdes entre vetores ou entre vetores €
escalares, que parecem mais importantes, € que se prestam mais prontamente a
transformagdes analiticas e explicagdo de algumas dessas transformacdes.

No capitulo I de Elements of Vector Analisys, ha as defini¢des de vetor e escalar, além

dos vetores i,j,k formando um sistema normal de vetores unidades.

Na pagina 1, Gibbs definiu vetor como algo tivesse magnitude e dire¢do, esta
magnitude e diregdo juntas constituiriam o que seria chamado de vetor.

Distintas de vetores as quantidades reais (positiva ou negativa) da algebra comum sao
chamadas de escalares.

Na pagina 2, Gibbs usou letras gregas para denotar vetores e letras para denotar
escalares. As letras I,j,k foram uma excecdo. Vetores seriam iguais se tiverem a mesma
magnitude e diregdo.

A ideia mais simples de um vetor seria uma linha reta direcionada, por exemplo, de

A para B . Gibbs utilizou a notagdo AB para denotar a linha como um vetor. Os pontos
A e B seriam a origem e o término do vetor. Magnitude seria representada por
comprimento e um vetor seria representado por uma linha direcionada.

O sinal negativo inverteria a dire¢ao do vetor.
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Um vetor poderia ser multiplicado ou dividido por um escalar quando a magnitude
fosse multiplicada ou dividida pelo valor numérico do escalar e a dire¢do seria inalterada ou
invertida de acordo com o escalar ser positivo ou negativo.

Um vetor unidade seria um vetor cuja magnitude fosse a unidade.

Na pagina 3, Gibbs definiu soma e subtracdo de vetores:

A soma dos vetores «,f... (escrita a+f+... ) seria o vetor encontrado pelo
seguinte processo indicado por Gibbs:

Assumindo qualquer ponto A, foram determinados sucessivamente o0s pontos

B,C,... , de modo que AB=a , BC=f , etc. O vetor tragado de A até o ultimo
ponto assim determinado seria a soma necessdria. Chamada de soma geométrica, para
distingui-la de uma soma algébrica ou de uma soma aritmética. Também foi chamada de
resultante, ¢ «,f,.. foram chamados de componentes. Quando os vetores a serem
adicionados forem todos paralelos a mesma linha reta, a adi¢do geométrica se reduziria a
algébrica; quando eles tiverem a mesma dire¢do, a adicdo geométrica, como algébrica, se
reduziriam a aritmética. O valor da soma ndo seria afetado pela alteracdo da ordem de dois
termos consecutivos e, portanto, ndo seria afetado por nenhuma alteracdo na ordem dos
termos. Novamente, seria evidente a partir da definicdo que o valor de uma soma nao fosse
alterado associando qualquer um de seus termos entre parénteses, como a+[f+y]+...

Em outras palavras, os principios comutativos e associativos da aritmética e adigao
algébrica valeriam para adi¢cao geométrica.

Em outra defini¢cdo, um vetor seria subtraido quando fosse adicionado apods a inversao
de diregdo. Isso ¢ indicado pelo uso do sinal - emvezde +

Na pagina 4, Gibbs mostrou uma relacao linear de quatro vetores ou coordenadas: se

a,f,y fossem vetores ndo paralelos a um mesmo plano, entdo outro vetor podia ser
expresso como: p=aa+bf+by com «,fy vetores unidades ¢ a,b,c escalares. Se

©0=0P (segmento OP ) e «,fy fossem vetores unidades, entdo a,b,c eram as
coordenadas cartesianas do ponto P em relagdo aos eixos.

Um vetor era caracterizado em termos de trés vetores.

Para Gibbs, as letras i, j,k eram apropriadas para designagdo do sistema normal de
vetores unitarios, isto €, os trés vetores unitarios, cada um deles perpendicularmente aos

outros dois e determinado na dire¢@o por eles de uma maneira perfeitamente definida.
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Supondo que k estd no plano ij em uma rotacdo de i para j , através de um
angulo reto, apareceria no sentido anti-horario. Em outras palavras, as dire¢des i, j,k
seriam determinadas se fossem transformadas, permanecendo rigidamente conectadas entre si,
de modo que se i apontasse para leste, j paranorte e k apontaria para cima.

Quando eixos retangulares, X,Y,Z fossem empregados, as diregdes eram
confirmadas com uma condi¢@o similar, ¢ i,j,k , quando ndo fosse indicado o contrario,
seria supostamente paralelo a esses eixos respectivamente.

Na pagina 5, Gibbs definiu produto “direto” «.f como sendo o produto de suas
magnitudes pelo cosseno do angulo entre as direcdes, que atualmente ¢ conhecido como
produto escalar. Também definiu produto “obliquo”, conhecido por produto vetorial « x
que seria uma funcdo vetorial de o e [ , cuja magnitude seria o produto das magnitudes
de o e S peloseno do angulo entre elas.

As operagdes com as unidades i, j,k seriam:

i.i=j.j=k.k=1

i.j=j.i=k.i=j.k=k.j=0
ixi=0 ixj=k ixk=—j
jxji=0  jxk=i jxi=—k

kxk=0 kxi=j kxj=—i

A partir dessas operacoes Gibbs definiuv: a.f=f.a ¢ axf=—pfxa ¢ a

propriedade distributiva dos dois produtos:

a.pryl=a.Bra.y e ax[B+yl=axpBraxy

No capitulo II, pagina 14, Gibbs apresentou a defini¢do de diferencial de vetores, que
seria a diferenca geométrica de dois valores daquele vetor que diferem infinitamente e suas
propriedades.

Em relagdo aos eixos fixos, os componentes da diferencial de um vetor seriam iguais
as diferenciais dos componentes do vetor, considerando «, ) unidades vetoriais.

Entdose: p=xa+ypf+zy entio dp=dxa+dyf+dzy

Nesse livro, Gibbs definiu vetor como algo que tivesse magnitude e diregao.

Mostrou uma relacdo linear onde um vetor o poderia ser expresso em termos de ve-

tores unidade «,fy eescalares a,b,c ,ouseja, p=aa+bf+by
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Apresentou um sistema normal de vetores unidade i,j,k , perpendiculares dois a

dois e com magnitude unitaria.

Definiu também produto direto e produto obliquo, respectivamente, produto interno e

produto vetorial.

2.14 GASTON DARBOUX

Figura 14: Darboux

Fonte: MacTutor History™
Nascido em 14 de Agosto de 1842 , Franga

Morto em 23 de Fevereiro de 1917, Paris, Franca

Estudou na Ecole Normale Supérieure, ¢ ainda estudante, publicou seu primeiro

trabalho sobre superficies ortogonais.

Concluiu seu doutorado em 1866 com a tese, Sur les surfaces orthogonales, um

trabalho sobre sistemas ortogonais de superficies.

Ele ficou mais conhecido pela integral de Darboux, que leva o nome dele. Esta integral
foi introduzida em um artigo sobre equagdes diferenciais de segunda ordem, que ele escreveu
em 1870.

Em 1873, Darboux escreveu um artigo sobre ciclideos e, entre 1887 ¢ em 1896,
produziu quatro volumes sobre geometria infinitesimal, que incluiu a maior parte de seu

trabalho anterior, intitulado Lecons sur la théorie général des surfaces et les applications

geometria du calcul infinitesimal.

35Disponivel em: http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/PictDisplay/Darboux.html Acesso em 25 maio 2020
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Em 1875, ele estudou a integral de Riemann, definindo somas superiores e inferiores e
definiu que uma fungdo para ser integravel a diferenca entre as somas superior e inferior
deveria tender a zero.

Também em 1875, publicou Sur La composition des forces em statiqgue , onde houve

uma tentativa de axiomatizagdo de espago vetorial sobre os reais.

2.14.1 Sur La composition des forces em statique (1875)

Em 1875, Gaston Darboux publicou em Bulletin dés sciences mathématiques et astro-

nomiques, uma revista sobre Matematica e Astronomia, o artigo Sur La composition des for-

ces em statique sobre composi¢ao de forcas num sistema tridimensional, analisando vérias

provas da composi¢ao de forcas na estatica , a lei do paralelogramo. Tratava-se de uma de-
monstracdo geométrica da composi¢cdo das forcas e uma abordagem sobre axiomatizagdo de
vetores.

Na pagina 283, Darboux assumiu dois pressupostos ou axiomas:

Dadas n linhas todas comegando no mesmo ponto O , a lei da composigdo seria
tal que:

I. A resultante total Gnica e determinada, permaneceria invariavel e independente da
ordem das resultantes parciais.

I. A resultante seria independente da orientacdo do sistema no espago, isto €, se
moveria formando com as linhas um sistema invaridvel quando fossem impressos alguns
deslocamentos ao redor do ponto O . Ou ainda, a resultante total seria inalterada por uma
rotacdo dos segmentos sobre O

Na pagina 285, as trés linhas P,Q,R que tinham origem em O em que a
resultante seja nula, vide figura em Apéndice XXII.

Na pagina 286, Darboux apresentou OA=®(P) , OB=®(Q) , OC=®(R) que
seriam as direcdes dos segmentos OA,0B,O0C

OP , seria em direcdo, a diagonal do paralelogramo construido sobre OB , OC

OR adiagonal do paralelogramo construido sobre OB e OA
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Nas paginas 286 e 287, Darboux enunciou o terceiro axioma, vide figura em Apéndice
XXII:

III. A lei da composigao das linhas se reduziria a adi¢ao algébrica das linhas de mesma
diregao.

Ele considerou duas linhas quaisquer P e Q de mesma direcdo e sentido e outras
quaisquer linhas S e T . O poligono de linhas resultantes da composi¢ao apareceu com
dois lados paralelos ®(P) e ®(Q) .Mas se acomposigio P,Q em outralinha P+Q
os dois lados ®(P) e ®(Q) seriam substituidos por um unico ¢(P+Q) que seria
paralelo. Como a resultante total ndo deveria ser alterada, entao:

#(P+Q)=¢(P)+¢(Q)

Ainda na pdgina 287, Darboux entdo, supds @®(P) uma fungio continua tal que

Se ®(x) fosse estritamente positiva entio: ®(P+Q)—P(P)=P(Q)

Uma consequéncia seria: ®(£) 25 d(1)

A fungdo ®(x)=ax seria valida para todos os valores comensuréaveis de x
Com o aumento da fun¢do, a mesma formula também serviria obviamente, sem que
fosse necessario supor que fosse continua, para os incomensuraveis valores de x

. , +1
Se x fosse um incomensuravel, ente £ ¢ X5 tem-se
q q

CD(§)<<D(X)<q(%) ou a§<<D(x)<a(pT+I) e ®(x) estaria entre duas grandezas de

limite ax
De acordo com a observagdo acima, pode-se dividir por a e pegando ®(x)=x , o
que levaria a lei do paralelogramo.
Nas paginas 287 e 288, Darboux no quarto axioma apresentou que :
#(P) e ¢(Q) deveriam ser positivas e ter o mesmo sinal;
¢(P) deveria ser uma fungio continua;
#(P) se tivesse 0 mesmo sinal, a resultante das forgas P,Q seria sempre
direcionada a seu angulo;
¢(P) se fosse continua, a dire¢io da magnitude resultante seria fun¢io continua

das duas forcas.
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A soma das resultantes era Unica considerando a permutacdo da ordem das resultantes
parciais; a resultante inalterada por uma rotacdo de segmentos em torno de um ponto O ; a
lei de composi¢ao que reduziu a uma adi¢cdo algébrica de segmentos de mesma diregdo e a
direcdo e magnitude da resultante eram fungdes continuas dos segmentos formaram os 4
axiomas de Darboux.

Nesse artigo, Darboux utilizou a lei do paralelogramo, para composi¢ao de forgas
estaticas, o que significou uma tentativa de caracterizar vetores tridimensionais, onde valeria

#(P+Q)=¢(P)+¢(Q) e ®(x)=ax para todos valores comensurdveis, numa tentativa de

axiomatizac¢ao de espaco vetorial sobre os reais.

2.15 OLIVER HEAVISIDE

Figura 15: Heaviside

Fonte: Educalingo®®

Nascido em18 de maio de 1850, Londres, Inglaterra

Morto em 3 de fevereiro de 1925, Torquay, Inglaterra.

Estudou eletricidade, chegando a publicar alguns artigos inspirados pelo Tratado de
Eletricidade e Magnetismo de Maxwell. Apesar dos varios contributos para o

eletromagnetismo, mais conhecido pelo estudo da analise vetorial.

36Disponivel em:https://educalingo.com/pt/dic-de/heaviside Acesso em 25 maio 2020
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Introduziu o célculo para resolver equagdes diferenciais dos circuitos, tornando-as
equagoes algébricas facilmente resolviveis. Suas resolugcdes usavam métodos cuja
demonstracao rigorosa iriam manter ocupadas futuras geragdes de matematicos.

No entanto, o seu trabalho foi alvo de fortes criticas por falta de rigor matematico;
Heaviside achava que n3o se devia perder tempo em demonstracdes de algo que

intuitivamente parecia estar certo.

2.15.1 _Eletrical Papers Vol 2 (1894)

Na pagina 4, Heaviside definiu escalares e vetores e afirmou que numa equacao
escalar todo termo seria escalar ou uma quantidade algébrica ou magnitude e que + ou -
teriam um significado comum ou trivial. Numa equagdo vetorial todo termo representaria um
vetor ou magnitude ordenada e os sinais + ou — deveriam ser entendidos como
composi¢ao de forcas e velocidades.

Heaviside considerou vetores numa forma geral:

A+B+C+...=0 com A,B,C... vetoresese n fosse onumero de vetores, essa
soma seria zero porque representaria os n lados de um poligono.

Dados A,,A,, A, trés componentes escalares comuns de A referidos a um
conjunto de trés eixos retangulares, e similarmente para outros vetores. Entdo as equacdes
escalares seriam:

A, +B+C,+...=0
A,+B,+C,+...=0
A;+B,+C,+...=0

O sinal negativo antes de um vetor inverteria sua dire¢ao e seria negativa nas trés
componentes.

Na mesma pagina Heaviside considerou i, j,k como vetores retangulares de

comprimento unitario e assim:
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A=IA +jA,+kA, onde A ,A,, A, seriam os componentes de A em relagdo ao
eixo 1,j,k ,ouseja, A seriaasoma dos trés vetores iA,, jA,,kA, de comprimentos
ALA,A,
Para o produto escalar, Heaviside definiu AB=A,B,;+A,B,+... onde
A=IiA+jA,+kA, e B=iB+ jB,+kB, pois:
i’=j’=k’=1 e ij=jk=ki=0
Na pagina 5, Heaviside definiu o produto vetorial como:
VAB=i(A,B;—A;B,)+j(A;B,—A,B;)+K(A,B,— A,B,) que significava produto
vetorialde A por B . Sua magnitude seriade A xBxseno doanguloentre A e B e
sua dire¢do deveria ser perpendiculara A e B com a relagdo convencional entre dire¢des
positivas de translacdo e rotagdo. Para tal: Vij=k , Vjk=i , Vki=j
Heaviside notou que  VAB=—VBA , em que a dire¢do inversa, inverteria a ordem das
letras.

Heaviside ainda utilizou o operador V de Hamilton como:

O operador V poderia, desde que as diferenciagdes fossem escalares, ser tratado

como um vetor. O produto vetorial seria:
dAZ dAl

dA, dA, dA, dA,
- - k
451 k(G-

VV A=i
( dy dz dz dx
Nesse artigo, Heaviside definiu vetores e escalares utilizando vetores retangulares de

comprimento unitario 1i,j,k , definiu também produto escalar e produto vetorial, além do

tratar operador hamiltoniano V=i dix +j j—y+k % como vetor quando as diferenciacdes

eram escalares.
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2.16 GIUSEPPE PEANO

Figura 16: Peano

Fonte: Wikipédia®’

Nascido em 27 de agosto de 1858 ,Turim, Italia.

Morto em 20 de abril de 1932, Turim, Italia

Frequentou o Liceo Classico Cavour em Turim e se matriculou na Universidade de
Turim em 1876, se graduando em 1880 com mérito.

Seu primeiro grande trabalho, um livro sobre célculo, foi publicado em 1884 e
creditado a Genocchi*®.

Em 1886 Peano provou que se f(x,y) era continua entdo a equagdo diferencial de

primeira ordem %: f(x,y) tinha uma solugio.

Em 1888, Peano publicou o livro Calcolo geometrico, que foi iniciado com um capitu-

lo sobre ldgica matematica. Este foi seu primeiro trabalho sobre o tema que desempenharia
um papel importante em sua pesquisa nos proximos anos e foi baseado no trabalho de Schro-
der, Boole e Charles Peirce. Uma caracteristica mais significativa do livro ¢ que nele Peano
expoe com grande clareza as idéias de Grassmann que certamente foram apresentadas de ma-
neira bastante obscura pelo proprio Grassmann. Este livro contém a primeira defini¢do de um
espaco vetorial com notagdo e estilo notavelmente modernos e, embora ndo tenha sido apreci-
ado por muitos na época.

Em 1890, Peano fundou a revista Rivista di Matematica, publicou sua primeira edi¢ao

em janeiro de 1891. Em 1891, ele comecou o Projeto Formulario, uma Enciclopédia de

*"Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano Acesso em 25 maio 2020

*Matematico italiano (1817-1889) especializado em teoria dos nimeros que trabalhou com Peano.
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Matematica, contendo todas as formulas e teoremas conhecidos da ciéncia matematica usando
uma notac¢do padrao inventada por ele.

Em 1901, ele estava no topo da sua carreira matematica e tinha feito avangos na area
de andlise, fundamentos e logica, dado muitas contribui¢cdes para o ensino de calculo e
também contribuido para os campos de equacdes diferenciais e andlise de vetores.
Desempenhou um papel fundamental na axiomatizagdo da matematica e foi pioneiro de
lideranga no desenvolvimento da logica matematica.

Peano introduziu os elementos basicos de calculo geométrico.

Ele produziu uma defini¢cdo axiomatica do sistema de niimero natural e mostrou como
o sistema de numero real pode ser derivado destes postulados.

Em 1908, ele publicou a quinta e ultima edicdo do Projeto Formulario, intitulada For-

mulario Mathematico. Continha 4200 formulas e teoremas, a maioria deles provada.

2.16.1_Intégration par series dés équations différentielles linéaires (1888)

Esse artigo faz parte de Matematische Annalen Vol.32.

Na pégina 450, o objetivo do artigo de Peano era provar o seguinte teorema:

Item 1) Dadas n equacdes diferenciais lineares homogéneas com n fungdes
X, Xy X, na variavel real t ,que r; eram os coeficientes das fungdes em t ,

continuas em um intervalo fechado e limitado (p,q) expressos como:

dx,

et X+ X T X,
dx,

e X HT Xyt Hly X,
dx

n__
dr SropgXtr, Xt x,
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Substituindo n constantes arbitrarias a,,d,,d,...a, no lugar de x,,x,..x, do

lado direito das equagdes e integrando de t, a t com t,t,€(p,q) foram obtidas n

T
n

fungdes de t , denotadas por a';,a’, a

I
n

Procedendo a substituicdo de a';,a’;,...a’, no lado direito das equagdes dadas, no

lugar de Xx;,X,..x, ¢ integrando de ¢, a t foram obtidas n novas fungdes de t

n
n

a",a",,..a
Repetindo o processo :
f— r n
x,=a,+a'\+a" +...

J— r n
x,=a,+a',+a",+...

—_— r n
x,=a,+a' +a" +...
Essas n séries convergeriam no intervalo (p,q) . Suas somas foram indicadas por

X, X,...X, e¢eram fungdes de t. .Para t=t, foiassumido o valorde a,,qa,,a,...q,

n

Para provar esse teorema, Peano introduziu a notagdo vetorial e matriz e usou também
a teoria de complexos e transformacgdes, desenvolvida Grassmann, Hamilton, Cayley e Syl-
vester.

Num item 2, Peano desenvolveu uma série de nimeros chamados "complexos", de or-
dem n , a série de niimeros reais designados com a notagdo x=[x,,X,....x,] . Considerou
a relacdo de igualdade, a soma e o produto escalar, comprovando as propriedades associati-
vas, comutativas e distributivas.

Na pagina 451, Peano apresentou igualdade entre dois "complexos", soma e subtragao,
além de considerar i,,i,...i, de ordem n , onde: i,=[1,0,0,0..0] i,=[0,1,0,0,...0]

n
in:[0,0,0,0...l] e cada "complexo" de ordem n , x=[x,,X,....x,] poderia ser escrito
na forma : x=Xx,i;+x,I,+...x,I, . Chamou de substitui¢do de nimeros complexos de ordem
n uma operagdo que dado um numero complexo Xx=[X;X,...x,] , outro nimero
complexo era correspondido:
[F X 4, X P X Fon P X 4T, X
Somou dois "complexos": x=x,i;+X,I,+...x,i, ¢ y=y,ij+y,L+..y,i,
X+Y=[X+ Y1, X, Y50 X+ Y, ]

Multiplicou por k um nimero real: k[x,,x,....x,] = [kx;,kx,....kx, ]
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Na pagina 452, Peano mostrou defini¢des e propriedades dos funcionais lineares:

. ) r. ..r
Utilizando a matriz : [ 1 In
r

; ]Z{rij} , chamou a substituicdo de R ¢ o
nl e+l nn
complexode x , Rx representava um outro complexo na substituicdo R correspondente
a X
Identificou propriedades validas:
(R=S) entdo Rx=Sx que significava igualdade de substituigdes.
(R+S)x=Rx+Sx a substitui¢io da soma.
RSx=R(Sx) oprodutode R por S
Na pagina 453, ele afirmou algumas nogdes basicas de andlise no espaco dos
"complexos", defini¢des de limite, derivadas e integrais:

d(R+S)=dR+dS , d.RS=dR.S+R.dS , dR '=—R “dR.R"'
Nessa mesma pagina, Peano definiu modulo de um "complexo" x como:
modx:\/xlz+x§+...+xi
Nesse artigo, Peano desenvolveu os chamados nimeros "complexos" de ordem n
que eram uma série de niimeros reais da forma x=[x; x,....x,] ou x=x,i;+Xx,0,+..x,I,
considerando 1i,,i,...i, e que i,=[1,0,0,0...0] , i,=[0,1,0,0,...0] ... i,=[0,0,0,0...1]
proximo ao entendimento atual de uma base de ordem n . Somou, multiplicou esses "com-

plexos" e calculou seu modulo.

2.16.2_Calcolo geométrico secundo 1’Ausdeshungslehre di H. Grassmann, precedutto dalle

operazione della logica dedutiva (1888)

Calcolo geometrico(1888) foi um ponto de virada na carreira cientifica de Peano

porque, com este livro, ele iniciou seus trabalhos em ldgica. As teorias de Grassmann tiveram
um papel significativo na concepgao desse livro. Trata-se de um trabalho sobre célculo
aplicado a geometria, baseado nas formulagdes estabelecidas por Grassmann, que por sua vez

se baseou em Barvcentric Calculus de Mdbius. O livro consiste em grande parte de calculos

com pontos, linhas, planos e figuras solidas.
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Em seu Prefacio, Peano diz que calculo geométrico consistiria em um sistema de
operacdes aplicaveis aos seres geométricos, analogos a aqueles que a algebra efetua sobre os
numeros e estudou operacdes sobre logica dedutiva. No Capitulo I, hd as nogdes de
linha(reta), superficie e volume.

Nos Capitulos II, III e IV, Peano discorreu sobre a formagdo de primeira, segunda e
terceiras espécies e operagdes incluindo soma e produto. As espécies seriam pontos,
segmentos e superficies.

No Capitulo II, pagina 37, Peano define que uma formacdo de primeira espécie da
forma B—A que seria chamada de vetor e que os pontos A e B seriam a origem e
término do vetor respectivamente.

No Capitulo V, Peano tratou da formagdo de uma reta utilizando duas formagdes de
primeira espécie (pontos).

No Capitulo VI, ele estudou a formagao de um plano. No Capitulo VII, a formagdo de
um espaco e no Capitulo VII, as derivadas e limites.

No Capitulo IX Peano apresentou a definicdo de um Sistema linear, sendo a primeira
defini¢do axiomatica mais proxima do que chamamos atualmente de espaco vetorial. No
décimo e ultimo capitulo Peano apresentou definigdes que sdo muito proximas das defini¢des
axiomaticas atuais. Peano se refere ao que atualmente ¢ chamado de vetor como "ente".

Ele estudou independéncia linear, "grupo" (base), dimensdo e transformagao de
coordenadas.

No capitulo, IX, pagina 141, Peano apresentou um sistema com as seguintes
definicoes:

1. Igualdade: Se a , b e ¢ sd30 "entes" do sistema entdo:

(a=b)=(b=a) e se (a=b)n(b=c)<(a=c) .(1&-se: se a=b e b=c , entdo
a=c ).

Verifica-se que o sinal < significava implica = ou entdo e o sinal N
intersec¢do interpretado como o sinal légico A

2. Soma

Se a=b entio (a+c)=(b+c)

(a+b)=(b+a)
a+(b+c)=(a+b)+c

E o valor comum da ultima igualdade ¢ a+(b+c)=(a+b)+c
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2. Soma:
Se a=b<(a+c=b+c)
(a+b)=(b+a)
a+(b+c)=(a+b)+c
3.Dado m e n positivos e inteiros:
Se a=b<ma=mb entio (ma=mb)
m(a+b)=ma+mb
(m+n)a=ma+na
m(na)=(mn)a
la=a

Na pagina 142, Peano continuou com as propriedades:

4."Ente"nulo 0 talque: 0a=0

A escrita a—b foi atribuida o significado a+(—1)b ou a—b=a+(—1)b

E deduzido a—a=0 e a+0=a

Um sistema de "entes" para os quais sdo dadas as defini¢cdes 1,2,3,4, para atender as
condigdes impostas, diga-se sistema linear.

Se a,b,c sdo "entes" de um mesmo sistema linear, m,n, p numeros reais, uma
fungdo linear homogénea da forma ma+nb+pc+... representa um "ente" desse mesmo
sistema.

Na definicao seguinte, pagina 142, Peano considerou os "entes" de um sistema linear
dependentes a,,a,,...a

se determinados os n numeros m,,m,,...m, , ndo fossem todos

n n

nulos quando substituidos na equagdo: m,a,+m,a,+...m,a,=0 . Se o coeficiente de algum

"ente" fosse ndo nulo, ele poderia ser expresso numa funcao linear homogénea dos demais.

Na pagina 143, a,,a,,..a, seriam independentes entre eles, se na equacdo

m,a,+m,a,+..m,a,=0 , m,,m,,..m, todos fossem nulos. m,=m,=...m,=0

n

O numero da dimensao do sistema seria o maior numero de "entes" independentes do
sistema.
Ainda na pagina 143, Peano enunciou o teorema: Dado um sistema linear de dimensao

n com n "entes" independentes a,,d,,..a, ¢ dado um novo a , deveria ser

n

determinado de forma tinica. De forma nao declarada ou através de uma definigao de "grupo",

Peano concluiu que se a dimensdo do sistema linear fosse n qualquer conjunto de n



97

"entes" linearmente independentes formaria um "grupo" ou base, termo atual, desse sistema
linear.

Peano sup6s a=x;a,+x,a,+...a,x, e por absurdo, supds que a pudesse ser
determinado com outros coeficientes utilizando os mesmos entes independentes:

a=x,a,+x,a,+...x,X,=x,'a,+x,'a,+...x" a, o que seria deduzido que:
X, =X';y , X,=x', - X,=x',

Ele ainda afirmou que se a fosse adicionado a dimensao n , o numero de "entes"
tornaria n+1 que resultaria num coeficiente de a diferente de zero, contrariando a
hipotese.

Na pagina 144, Peano, na defini¢do 3, apresentou a soma de "entes":

(X104 X, Q¥ .. X, 0, )+ (Y1 @1+ Y, Go+.. Y, 0,) = (X 4y ) a+ (x0 yo) @+ (x4 ) a,

Na defini¢do 4, Peano apresentou agora a multiplicagdo por escalar:

m(x,a,+X,a+...a,X, ) =Mx; +mx,+...mx,,

Peano entdo considerou um outro "grupo": b,,b,,..b, e que cada a,,a,,..q,

n
poderia ser escrita nesse outro "grupo". Aqui verifica-se que Peano usou a palavra "grupo"
correspondendo a palavra base, atualmente utilizada. E segue:

a=(my x;+...+my, X, ) b+ ...+ (my, X, +...+m,, x,) b,

Na pagina 145, Peano apresentou uma operagdo R aplicada num "ente" de um
sistema linear A , atualmente sdo chamados funcionais lineares e seguem as propriedades
da soma e multiplicagdo por escalar.

R(a+a')=Ra+Ra’
R(ma)=m(Ra) onde a e a’ sdo quaisquer "entes" do sistema A e m um
numero real qualquer.

Nesse livro, Peano utilizou a palavra "ente" para o que entendemos atualmente como
vetor e a palavra "grupo" para base. Definiu sistema linear e suas propriedades e a relagdo
entre os "entes" de um sistema linear. As relagdes entre os "entes” foram definidas por Peano
como dependéncia e independéncia e sdo as mesmas empregadas até hoje considerando
conjuntos de vetores em espacos vetoriais. De forma ndo clara, porque nao houve uma
defini¢do de "grupo", Peano concluiu que se dimensdo do sistema linear fosse n qualquer
conjunto de n "entes" linearmente independentes formaria um "grupo" ou base desse

sistema linear ¢ também que um "ente" seria escrito de forma unica num determinado

"grupo".
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Peano verificou também que se for adicionado um novo "ente" num sistema linear de
dimensao n esse novo "ente" nao seria independente dos outros, ou seja, poderia ser escrito
como combinacgdo linear, termo atual, dos "entes" que faziam parte do "grupo" de dimensdo

n

Peano deu uma definicdo axiomatica de espaco vetorial sobre os nlimeros reais.

2.16.3_Sur les déterminant Wronskien (1889)

Esse artigo faz parte de Mathesis Recueil Mathématique a l'usage des écoles spéciales
publicado por P.Mansion e J.Neuberg.

Peano estudou o chamado wronskiano, ou o determinante de Wronski.

Na pagina 75, ele enunciou a seguinte proposi¢ao:

Se um determinante formado por n fung¢des da mesma variavel e suas derivadas de
ordem 1 até n—1 fosse identicamente nulo, existiria entre essas fungdes uma relacao li-
near homogénea com coeficientes constantes.

Peano exemplificou com duas fungdes: x=t’[1+¢(t)] e y=t’[1—¢(t)] onde:

p(t)=—1 <0
$(t)=0 =0
p(t)=1 >0

Na péagina 76, Peano calculou as derivadas das fungdes: x=t’[1+¢(t)] e

y=t’[1—¢(t)] . Suas derivadas eram continuas e seriam x'=2t[1+¢(t)]

y'=2t[1—¢(t)] respectivamente e o determinante nulo para todos valores de t

Segundo Peano a proposicdo seria verdadeira se ndo existisse um valor que cancelasse
todos os elementos de uma linha do determinante.
Peano encontrou um contra-exemplo em que as fungdes eram linearmente independen-

tes, mas o determinante era nulo para todo os valores de ¢
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2.16.4_Sur les Wronskiens (1889)

Esse artigo faz parte de Opere Scelte Vol I que trata de Analise Matematica e Célculo
Numérico.

Nas paginas 93 e 94, Peano enunciou uma proposi¢cdo que se um determinante fosse
formado por n fungdes, de mesma varidvel ¢ , x,(t),x,(t),...x,(t) e suas derivadas de
ordem 1...(n—1) fossem nulas para todos os valores de ¢ , existiria uma relagdo linear ho-
mogénea, com coeficientes constantes, em outras palavras, eram determinadas n constantes,

C,,C,,..C, nem todas nulas para todos os valores de t na relagdo linear:
C,x,+C,x,+..+C _x, =0

Se uma dessas fungdes x, fosse identicamente nula, essas func¢des estariam ligadas
pela relagdo linear x,+0x,+0x;+..0x,=0 . Concluiu que a proposi¢do em questdo ndo se-
ria modificada.

Em contraposicao, Peano citou um exemplo em que considerou duas variaveis x e

y navaridvel t , o determinante de Xxy’—x’y era identicamente nulo, mas ndo existiria
relacdo linear. Nenhuma das fungdes era identicamente nula, x>0 se t>0 e y>0 se
t<0

Ele citou o exemplo X=t" e Y=tmodt que satisfaziam a condigdo: xy’—x’y
se cancelando apenas em t=0 e que entre as duas fun¢des ndo existiria uma relagdo linear
homogénea.

Nesse artigo, Peano verificou que se o Wronskiano fosse identicamente nulo nado
implicaria que as fungdes tivessem uma relagao linear e deu contra-exemplo com as fungdes
linearmente independentes X=t e Y=tmodt que se cancelaria apenas em t=0 e com

determinante nulo.
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2.16.5_Sul determinante wronskiano (1897)

Esse artigo faz parte de Opere Scelte Vol. IlI que trata de Geometria e Fundamentos de
Mecanica.

Na pagina 282, Peano verificou que dadas fungdes em t , x,(t),x,(t),...x,(t) e
C,x,+C,x,+..+C x,=0 onde nem todos coeficientes eram nulos, entdo o determinante no

formato x, Dx,D**,..D"—1x era identicamente nulo.

A proposicdo inversa, ao contrario de uma opinido generalizada, teria algumas restri-
¢oes.

Se as fungdes x e y satisfizessem a equagdo: xdy—ydx=0 earelaciode x e

y fosse constante, se fosse dividida por xy e depois integrada; ndo se deveria assumir

que as fungdes x e y eram nulas. Se dividida por y° ou por x’+y” e houvesse uma
proporgao, as fungdes ndo poderiam ser canceladas ao mesmo tempo.

Que o inverso da proposicao citada ndo existia ndo havia divida:

No exemplo, x=t> y=tmodt ,o determinante era sempre nulo, mas x/y teria
valoresde +1 ou —1 se t fosse positivo ou negativo.

Peano, provou agora que se dadas fung¢des linearmente dependentes, entdo o determinante era
nulo para todos os valores de t . A inversa da proposicao ndo era verdadeira.

2.16.6_Analisi della teoria dei vettori (1898)

Esse artigo faz parte de Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino Volume
Trentatreesimo.

Peano prop0s nesse artigo, pagina 513, examinar quais ideias deveriam ser reunidas na
teoria dos vetores e classificd-las em primitivas, se somente eram obtidas através da
observagdo do espago fisico e derivadas que eram deduzidas através de processos logicos,
sem recorrer & intuicdo. Ele conceituou duas ideias primitivas de ponto e relacdo de quatro
pontos:

a—b=c—d
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Na pagina 514, ele mostrou o paralelogramo abcd e suas propriedades,
a,b,c,d,e,f, eram pontos ¢ os segmentos ab e cd tinham o mesmo comprimento,

mesma dire¢do e mesmo sentido. Com uma translagdo ab coincidiria com cd

Peano admitiu como proposi¢des primitivas:

Pl a—-b=a-b

P2 a—b=c—d entdio c—d=a—b

P3 a—b=c—d e c—d=e—f entdio a—b=e—f .

P4 a—b=c—d entio a—c=b—d

Na pagina 515, Peano dizque a—b=c—d como a distdinciade a a b igual a dis-
tinciade ¢ a d , ab seriaparalelaareta cd

Peano denominou de “equidiferenga” geométrica a proposi¢do P4: a—b=c—d en-
tdo a—c=b—d que significaria também que a distancia ab seria igual a distdncia cd e
areta ab seria paralela areta cd

Na pagina 516, definiu vetor como a diferenca b—a entre dois pontos e sua abrevia-

tura como vtt.

vit=x€[3(a,b)€(a,bepnt.x=b—a)]
Ele fez algumas defini¢des, na pagina 520, incluindo produto de um nimero inteiro
por vetor.
Item 30: Multiplicagdo por 0 .Se u€vtt entdo 0.u=0
Item 31: Propriedade Distributiva. Se u€vit , a€n entio (a+l)u=au+u e
l.u=u
A notacdo de Peano para o item 32 u€vtt , a€n entdo auevtt a inteiro, ou
seja, se u era vetor, entdo au também era vetor com a€N
Item 32’: uevtt , a€n entio ua=au
Item 33: u€vtt , a,ben entdo (a+b)u=au+bu propriedade distributiva.
Outra propriedade foi apresentada na pagina 523:
Se aeN , u,vevtt e au=ar entdo u=r
Atualmente conhecida como propriedade do “cancelamento™.
Na pégina 530, Peano fez a defini¢ao de mddulo:
uevtt entio modu=yu’ .
Na pégina 531, ele apresentou a atualmente conhecida por Desigualdade de Cauchy-

Schwarz :
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(modu)*(modv)*=(ulv) .
Afirmou, na pagina 533, que se i era um vetor ndo nulo, entdo gi era um vetor pa-
raleloa i
Se j um vetor ndo paralelo a i , gi+qj representaria um sistema de vetores na
forma Xxi+ jy
qgi+qgj representaria um vetor coplanarcom i e j
Dado um vetor i ndo nulo, e um vetor j nao paraleloa i , existiria um vetor ndo
coplanarcom i e j ,sevetor k satisfizesse, entdo o vetor qi+qj+qk representaria um
vetor na forma xi+ yj+zk quaisquer reais Xx,y,z
Ou: vtt=qi+qj+qk
Nesse artigo, Peano definiu vetor e suas propriedades: multiplicagdo por 0 , a comu-
tativa da multiplicagdo, distributiva, a atual propriedade do cancelamento. Também definiu de
modulo de um vetor e a apresentagao com a desigualdade de Cauchy- Schwarz. Paralelismo e

coplanaridade de vetores foram analisados.
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3. AS PRIMEIRAS NOCOES DE BASE ATE AXIOMATIZACAO DA
ALGEBRA LINEAR COM PEANO

Este capitulo estd disposto em ordem cronoldgica dos artigos e livros apresentados de
cada autor estudado, trata-se de uma génese dos textos apresentados sobre independéncia

linear, base e axiomatizacao de espago vetorial.

3.1. Uma cronologia sobre Vetor, Espaco Vetorial, Base e Axiomatizagao

A no¢do mais antiga do que hoje chamamos de vetor vem da Fisica, que significava
uma quantidade tendo magnitude e dire¢ao (por exemplo, velocidade ou forca).

A 1ideia do paralelogramo de velocidades ja foi encontrada em varios autores gregos
antigos e o conceito de paralelogramo de forgas era comum no século XVI e XVII.

Aristoteles (384-322 AC), e o autor de um tratado apdcrifo “Problemas da
Mecanica”(tradugdo do grego antigo) iniciaram a Historia da Mecanica. Aristoteles, entre
outros estudos, se preocupou com a composi¢cao dos movimentos:

"Deixe um corpo em movimento ser simultaneamente acionado por dois movimentos
tais que as distancias percorridas no mesmo tempo estdo em uma constante proporcional,
entdo ele se moverd ao longo da diagonal de um paralelogramo que tem como lados duas
linhas cujos comprimentos estdo nessa relagdo constante”. Por outro lado, se a razdo entre
as duas distancias componentes percorridas pelo corpo em movimento no mesmo tempo
varia de um instante para o outro, o corpo ndo pode ter um movimento retilineo” >

O principio acima ¢ também chamado de paralelogramo de forcas ¢ enunciado
atualmente como:

Dado um paralelogramo ABDC : Se um corpo for acionado por duas forcas cujas
dire¢des coincidem com as linhas AB e AC , e cujas magnitudes sdo proporcionais 0s
comprimentos AB e AC estas duas forcas produzem o mesmo efeito que uma simples
forca que age na direcdo da diagonal AD do paralelogramo ABDC e ¢ proporcional a

diagonal. AB e AC sdo chamadas forgas componentes ¢ AD ¢ a forga resultante.

¥Do livro A History of Mechanics de René Dugas. Dover (2011).
René Dugas foi engenheiro e historiador francés(1897-1957).
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Inversamente, uma unica forca ¢ substituivel por duas ou mais outras for¢as. Conforme a

figura abaixo:

Figura 17: Paralelogramo de forgas

A B

C [

Fonte: Livro The Science of Mechanics (1919) de Ernst Mach.

Como vimos anteriormente, a proposta de Leibniz no século XVII, foi sobre a
possibilidade da criacdo de um sistema que serviria como um método de andlise espacial. As
principais ideias de Leibniz apareceram em uma carta datada de 08/09/1679, escrita a
Christian Huygen, que havia a necessidade e a imposicdo de um ente que representasse
grandezas e movimento nas diversas areas da ciéncia. Para Leibniz: “Algebra tem a
caracteristica de numeros indeterminados ou magnitudes somente, mas ndo expressa a
situagdo, angulos ou movimentos diretamente”.

Como havia uma referéncia no artigo de Jeremy Gray(1980) em relacdo a uma
possivel base em Euler (1743), que se tratava de um artigo sobre resolucdo de equacgdes
diferenciais, este estudo a principio, analisou além desse artigo, outros artigos e livros de
Euler, como também outros autores que estudaram resolucdo de equagdes diferenciais antes e
depois de Euler (1743). Leibniz, os irmdos Bernoulli, Jakob e Johann e Riccati teriam
influenciado Euler em métodos que se reportassem a resolugcdo de equagdes diferenciais.
Leibniz também foi conhecido por seus trabalhos com Calculo Diferencial onde estudou
métodos de resolucdo de equagdes diferenciais, desenvolvendo o método de separagdo de
variaveis e fator integrante. Os irmaos Bernoulli eram correspondentes de Leibniz e entre eles
havia um produtivo intercAmbio de conhecimentos. Johann Bernoulli foi professor de Euler,
além disso Euler tinha amizade e parentesco com membros da familia Bernoulli.

No campo de resolu¢do de equagdes diferenciais, um artigo publicado em 1724,

Animadversiones in aequationes differentiales secundi gradus, por Jacopo Riccati teria

influenciado Euler para o estudo de resolu¢ao de equagdes diferenciais de 2° grau, atual 2?
ordem. Nesse artigo, Riccati reduz uma equagao diferencial de 2* ordem em uma equagdo de
1* ordem ndo linear, posteriormente chamada de equag¢do de Riccati, como ¢ conhecida

atualmente, utilizando um método de substitui¢des, onde algumas varidveis adequadas foram
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consideradas constantes. Em Constructio aequationis differentialis (1733), Euler comentou

essa solugao de Riccati.

No artigo De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum (1743),

citado por Jeremy Gray(1980), Euler ratificou as ideias de Riccati em Animadversiones in

aequationes_differentiales secundi gradus em relacdo as constantes arbitrarias conseguidas

através da reducdo de ordem. Euler verificou em seu artigo, que a equacgdo integral teria
numero de constantes arbitrarias exatamente igual ao seu grau ou ordem, no entendimento
atual.

No paragrafo VIII, o autor afirmou que todas as equagdes integrais particulares
deveriam estar contidas na integral completa e que uma equagao integral so seria completa se
todas as equagdes integrais particulares fossem consideradas.

No paragrafo IX, Euler afirmou que dadas duas equagdes integrais particulares de uma
equacao diferencial, atualmente chamada homogénea, de ordem n , a jun¢do, ou num termo
atual, a combinacao linear, dos dois valores ou das duas solu¢des também seria solucao. Nota-
se, no entanto, que ele ndo esclareceu se essas integrais particulares, ou solugdes, eram no
entendimento atual, linearmente independentes. Nada sobre a relagdo ou condi¢do entre as
integrais particulares foi avaliado por Euler.

No pardgrafo X, Euler observou que dados valores particulares para a equagdo
diferencial de ordem n , atualmente chamada homogénea, a combinacao linear de n
equagdes integrais particulares também seria solu¢do. Para Euler, esse valor seria completo se
estivessem presentes n constantes arbitrarias. Novamente, nada foi dito sobre alguma
condicdo que envolvesse esses valores particulares. Para um valor completo Euler so
observou o numero de constantes arbitrarias.

No paragrafo XI, ele nos esclareceu que o nimero de constantes arbitrarias deveria ser
no maximo n para uma equagdo diferencial de ordem n , ou seja, era necessario um
numero at¢ n (maximo) de equagdes integrais particulares para a equagdo completa.

No paragrafo X1I, foi dada a equagao diferencial

0=Ay

3 4
+de+Cddy+Dd3y+Ed4y+Fd

5
5 5y+etc com A,B,C,... coeficientes
dx  dx dx

dx dx

f pdx

constantes e uma equacao integral particular foi encontrada, y=e . Ele observou que se

substituida a integral particular a ordem da equacao diferencial era reduzida.



106

No  pardgrafo X111, Euler apresentou  uma  equagdo algébrica
0=(A+Bp+Cp°+Dp’+..+Np") , considerando p constante e os coeficientes
A,B,C..N constantes entdo uma equacdo integral particular ou uma solucdo particular

seria y=e™ para a equagdo diferencial correspondente. Resumindo, os valores de p
seriam obtidos através das raizes da equagdo caracteristica correspondente.

Em [Institutionum Calculi Integralis Volume II (1769), num teorema, item 837,

apareceu uma noc¢do de base para o conjunto solugdo de uma equacdo diferencial da
diferencial, atualmente chamada de equacao diferencial homogénea de 2* ordem, onde foram
dadas duas equagoes integrais particulares e a razao entre elas ndo era constante, ou também
pode-se entender que as solu¢des eram linearmente independentes, a equacdo integral
completa seria a combinagdo linear, termo moderno, das duas integrais particulares. Deve-se

atentar que para uma equagdo diferencial de 2* ordem, as integrais particulares ndo serem

L M . .
multiplas, ou F?&k , k constante, tem o mesmo significado que serem linearmente

independentes. Nesse caso especifico, de uma equagao diferencial de 2* ordem entende-se que
um conjunto solu¢do da equacao diferencial homogénea ¢ um espago vetorial de dimensao 2,
uma base com 2 elementos. Como visto anteriormente, nao seria valido para equacdes
diferenciais de ordens diferentes de 2. Verifica-se que, por exemplo, numa equagao
diferencial de 3" ordem, dadas trés integrais particulares ndo multiplas entre si, a combinagdo
linear de duas integrais particulares poderia ser uma solu¢do da equacgdo diferencial, mas o
conjunto fundamental da solucdo da equagdo diferencial ndo teria dimensdo 3, pois uma das
integrais particulares seria combinagdo linear das outras duas, obtendo um conjunto
linearmente dependente.

Em [nstitutionum Calculi Integralis Volume II (1769), Se¢ao I, item 851, nota-se a

utilizagdo do Método de Variagdo dos Parametros ou das Constantes, nome conhecido
atualmente, na obten¢do de uma solugdo particular da equacao diferencial linear de 2* ordem
ndo homogénea, considerando as solugdes da equagdo diferencial homogénea. Euler ja havia

empregado esse método em Recherches sur la question des inégalités du mouvement de

Saturne et de Jupiter (1748) no estudo das orbitas de Saturno e Jupiter. O Método de

D’Alembert, que permitia transformar uma equagdo diferencial linear (atual homogénea) de
ordem n em uma outra equacdo linear homogénea de ordem n—1 a partir de uma solucao

particular também foi utilizado por Euler no Volume II desse livro. O Teorema da solugdo
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geral da equagdo diferencial ndo homogénea foi aplicado no item 860 em busca da solucao
geral para uma equagao diferencial nao homogénea.

Ainda no Volume II, Se¢ao II, item 1117, Euler resolveu a equagao diferencial de 3°

Bdy , Cddy , Dd’y
2

p P =0 considerando A,B,C constantes e
X X

grau, 3* ordem, Ay+

y=e’* obtendo trés valores para A como solugio da equacdo algébrica
A+AB+A°C+2°D=0 .nesse caso entende-se, em termos atuais, que o conjunto solugdo é

um espago vetorial de dimensdo 3, pois as integrais particulares formam um conjunto

X

linearmente independente, com a forma exponencial y=e¢** . Da mesma forma, no item

1125, Euler resolveu uma equagao diferencial de ordem n

3 4
+de+Cdciy+Dd3y+Ed4y
dx  dx dx dx

Ay +..=0 e obteve n valores que satisfaziam a equacdo

algébrica A+AB+A°C+A’°D+A*E+..=0 formando a equagdo integral completa, o que
pode-se deduzir que o conjunto solucdo da equacao diferencial seria um espago vetorial de
dimensdo n

Considerando o artigo De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum

Graduum (1743) que citava somente a ideia que uma integral seria completa se tivesse o
numero de constantes arbitrarias fosse igual a ordem da equagdo diferencial dada, nao
havendo referéncia a alguma relagdo entre as integrais particulares, houve um avango em

Institutionum Calculi Integralis Volume II (1769), pois finalmente pode ser concluida, no

item 837, fundamentando-se na defini¢do atual®*, a no¢do de base considerando que o
conjunto solu¢do de uma equagdo diferencial linear homogénea de ordem 2 ¢é um espago
vetorial de dimensdo 2. No item 1125, Euler buscava a integral completa de uma equacao
diferencial de ordem n , conclui-se que o conjunto solu¢do ¢ um espago vetorial de ordem

n , pois as integrais particulares tinham a forma exponencial y=e** |, eram linearmente

independentes.

*“Definigdo atual de base de um espago vetorial: Dado um conjunto { V,V,...V,} de V um espago
vetorial serd base se { V;,V,...v,} for linearmente independente e [Vl,VZ...Vn]ZV ,gerar V

Pode-se provar, considerando a definigdo acima, que se V  for um espago vetorial e dimV =n qualquer

conjunto de N vetores linearmente independentes forma uma base de V. Algebra Linear (1980) de J.

Boldrini.
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Euler analisou dois fatos determinantes e necessarios para que a no¢do de base se
apresentasse: o numero de constantes arbitrarias deveria ser igual a ordem da equacao
diferencial e a necessidade de que as integrais particulares fossem linearmente independentes,
uma integral particular ndo poderia ser gerada a partir das outras restantes.

Lagrange foi contemporaneo de Euler e entre eles houve troca de correspondéncias,
trabalhos feitos juntos, além de que Lagrange sucedeu Euler como diretor na Academia de
Berlim. Lagrange em muitos estudos, se dedicou a resolu¢do de equagdes diferenciais.

Em Solution de différens problemes du calcul integral (1766), Lagrange solucionou

uma equacdo diferencial, atual homogénea, de 2* ordem utilizando solugdes da equacao
algébrica correspondente, o que implicaria em dois valores particulares para equagdo

diferencial de 2* ordem linear homogénea, esses valores particulares y 1:3"“ e yZ:e"zt

sao linearmente independentes, pois sdo exponenciais sendo impossivel um valor particular
ser multiplo do outro. Assim como Euler, para Lagrange o numero de constantes arbitrarias
deveria ser o mesmo que o grau ou ordem da equagdo diferencial.

O conjunto solu¢do da equacdo diferencial linear homogénea correspondente ¢ um
espaco vetorial de dimensao 2.

Em Sur L’intégration d’une équation différentielle a différences finies (1769),

Lagrange também resolveu as equacdes diferenciais lineares com coeficientes constantes com
as equacdes algébricas ou caracteristicas, termo atual, correspondentes. Nesse artigo ele
utilizou o Método de Variacao dos Parametros ou das Constantes para resolver uma equagao
ndo homogénea dada a solugdo da equacdo homogénea, termo moderno. O Método de
Variacdo dos Parametros ou das Constantes ndo estava totalmente completo. Lagrange
resolveu uma equacgao diferencial ndo homogénea de 1* ordem entdo o conjunto solu¢do da
equagdo diferencial homogénea de 1* ordem correspondente ¢ um espago vetorial de
dimensao 1.

Em Recherches sur lés suites recurrentes dont lés termes varient de plusieurs

manieres _différentes _ou sur ['intégration dés équations linéaires aux différences_finies

partielles (1775), o Método de Variacdo dos Parametros ou das Constantes ja estava mais
completo e proximo do atual. Na utilizacdo desse método, Lagrange levou em conta a integral
completa da equacdo diferencial linear homogénea de ordem n correspondente e

considerando que os valores particulares ou solucdes eram linearmente independentes,
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conclui-se que o conjunto solugdo da equacdo diferencial de ordem n ¢ um espago vetorial
de dimensdo n

Enquanto alguns matematicos, entre eles, Euler e Lagrange, exploravam a nog¢ao de
base na resolu¢do de equagdes diferenciais, a representagdo de niimeros complexos era
estudada por Wessel. Os numeros complexos teriam surgido no século XVI, em meio a
disputa entre Cardano*' e Tartaglia*’, pela resolugdo da equacdo de 3° grau, que apresentava
raiz negativa onde foi percebido que os numeros reais ndo eram suficientes para a resolugao
dessas equagdes. Anos mais tarde, coube a Bombelli*’ iniciar as operagdes com 0s numeros
complexos.

Wessel desenhava mapas, era cartografo e trabalhou no levantamento de Oldenburg,
ele desenvolveu métodos matematicos sofisticados de levantamento e escreveu um relatorio
em 1787. Esse relatorio ja continha uma brilhante inovacdo matematica de Wessel, ou seja, a
interpretagdo geométrica de nimeros complexos.

Em 1797, Wessel publicou seu Essai sur La Représentation Analytique de La

Directione , onde ha a representacao grafica de numeros complexos, aqui aparece o uso mais
precoce de segmentos orientados. Nesse artigo, Wessel interpretou geometricamente o0s
nimeros complexos considerando angulo e comprimento, adicionou seus segmentos
orientados, multiplicou, dividiu e extraiu araiz m -ésima.

O trabalho de Argand sobre a interpretacdo geométrica dos nimeros complexos, o
diagrama de Argand, se tornou conhecido de forma atipica. Seu trabalho ficou esquecido por
anos até que em 1813 Jacques Frangais** publicou um trabalho no qual ele deu uma
representacao geométrica de nimeros complexos baseadas nas ideias de Argand. Ele terminou
seu artigo dizendo que a ideia se baseava no trabalho de um matemaético desconhecido e pediu
que o matematico se desse a conhecer para poder receber o crédito por suas ideias.

Em Essai Sur Une Maniere Une de Représenter Les Quantités Imaginaires_(1806)

Argand publicou seu ensaio com sua interpretagdo geométrica dos numeros complexos,
representados por +a+by—1 e também responsavel pelo conhecido diagrama de Argand. e
seu famoso diagrama apareceram nesse artigo.

Wronski trabalhou com andlise matematica e algebra. Em analise estudou expansao de

fungdes em série de poténcia e equagdes diferenciais. Na publicacdo de seu primeiro livro

“Girolamo Cardano(1501-1576) astrdlogo, médico, fildsofo e matematico italiano.
“Niccolo Fontana Tartaglia (1499-1557) matematico italiano.

“Rafael Bombelli( 1526-1572) algebrista e engenheiro hidraulico italiano.
*Jacques Frangais(1775-1833) matematico francés.
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sobre os fundamentos da matematica em 1810, recebeu criticas de Lacroix e Lagrange e

rompeu relagdes com o Instituto em Paris. Em Réfutation de la théorie des fonctions

analytiqgues de Lagrange publicado em 1812, Wronski criticou o uso de séries de fungdes

analiticas de Lagrange e introduziu suas proprias ideias para expansdes em série de uma
funcgao.

Em Réfutation de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange (1812) ,Wronski,

2
o) & r
deu uma forma geral para a séric Fx=A,+A , Px+A,Px“+... e no calculo de seus

coeficientes, ele desenvolveu o importante determinante, chamado de wronskiano por Thomas
Muir. Mais tarde, Peano estudou esse determinante para verificacdo de fungdes linearmente
independentes.

Laplace e Lagrange eram visitantes na casa da familia Cauchy e Lagrange em

particular se interessou pela educagdo matematica do jovem Cauchy. Em 1807 ele se formou

na Ecole Polytechnique . Seu texto Cours d'analyse, em 1821, foi criado para os estudantes da
Ecole Polytechnique e preocupava-se em desenvolver os teoremas bésicos do célculo o mais
rigorosamente possivel.

Em Cours D Analyse de Ecole Rovale Polytechnique (1821) provou a desigualdade de

Cauchy, atualmente conhecida também como desigualdade de Cauchy-Schwarz, utilizando
ideias para conjuntos linearmente independentes, termo atual, para demonstrar parte de sua
desigualdade. Considerando:

(a,a',a",..) e (a,a',a"...) linearmente independentes, entio:

ac+a'a'ta"a"+...)<Jla+a +a "+ ) N aTra o+
\/ 2, 2 2 \/ 2 2 2

Se (a,a',a",..)=Ala,a',a"..) com A escalar, entdo:
(aa+a'a'+a"a"+..)=\(a*+d* +a*"+..) . (a*+&* +a*"+...)

Portanto para quaisquer conjuntos :
(aa+a'a'+a"a"+..)<\(a*+a* +a*"+..) (e’ +a" +...)

Moébius era astronomo e matematico e estudou astronomia com Gauss em 1813, se

doutorou em 1815 com a dissertacdo De computandis occultationibus fixarum sobre planetas

com o mesmo orientador de Gauss. Gauss estudou a representacdo dos nimeros complexos,

tanto que o diagrama de Argand também ¢ conhecido como diagrama de Argand-Gauss.
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Em 1827, Mdbius em seu Der Barycentrische Calkul , apresentou a ideia de um

“vetor”, ndo nome, mas no sentido da palavra. No seu estudo sobre centros de gravidade e
geometria projetiva, usando o conceito geométrico, Mobius desenvolveu uma aritmética de
segmentos de reta orientados; adicionou-os € mostrou como multiplicad-los por um nimero
real.

Deve-se a Gauss a representacao grafica dos nimeros complexos pensando nas partes
real e imaginaria como coordenadas de um plano. Em sua tese de 1799, Gauss fez uma de-
monstragdo do chamado teorema fundamental da &lgebra. Considerou um polindmio

P(x+iy) da variavel complexa, ele separou a parte real Q(x,y) da parte imaginéria
R(x,y) . P(x+iy)=Q(x,y)+iR(x,y)

Em 1831, Gauss em Theoria residuorum biquadraticum Commentatio segunda,

apresentou sua representacdo geométrica envolvendo numeros complexos, considerou
operagdes de multiplicagdo, divisdo e extraiu raiz quadrada, estudou a decomposi¢cdo de um
namero inteiro como produto de nimeros complexos.

Utilizando nameros complexos como pares ordenados, Hamilton em Theory of

Conjugate Functions or Algebraic Couples (1837), apresentou operacdes de soma, subtracao,

multiplicagdo e divisdo.
Hamilton entdo, vislumbrou a possibilidade de um sistema de quadruplos ordenados
(a,b,c,d) de numeros reais, tendo imersos neles tanto os niimeros reais como os nimeros
complexos. Chamou esses elementos de quatérnios. Hamilton definiu a adi¢dao e a multiplica-
¢do dos quatérnios, podendo verificar as propriedades associativas e comutativa da adicdo, a
multiplicagdo era associativa e distributiva em relacdo a adi¢cdo, mas ndo valeria a lei comuta-
tiva da multiplicacdo. Este foi historicamente, o primeiro exemplo de uma algebra nao-comu-
tativa.

Em On Quaternions or on a New System of Imaginaires in Algebra (1844) de Hamil-

ton, a palavra “vetor” e a palavra “escalar” apareceram pela primeira vez. O quatérnio era for-
mado por uma parte por escalar e outra parte por vetor. As operagdes de soma e multiplicagao
entre quatérnios foram desenvolvidas nesse livro.

Grassmann trabalhou com um ensaio sobre a teoria das marés, que elaborou em 1840

tomando como base a teoria da Méchanique analytique de Lagrange e da Méchanique Celeste
de Laplace, expondo estas teorias por métodos "vetoriais", termo utilizado a partir dos estudos

de Hamilton, nos quais trabalhava desde 1832.
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Em 1844, Grassmann publica sua obra-prima, Die Lineale Ausdehnungslehre, ein

neuer Zweig der Mathematik mais conhecido como Ausdehnungslehre , aprofundando essas

1deias.

Com seu Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik, Grassmann

construiu um sistema extensivo no espago n dimensional, com propriedades de soma e mul-
tiplicagdo. Afirmou que um sistema de m -ésima ordem era geravel por qualquer m méto-
dos de evolucao pertencentes a ele que eram mutuamente independentes, indicando a ideia de
base com elementos independentes e com uma dimensao determinada. Todo deslocamento de
um sistema de m-ésima ordem deveria ser representado como uma soma de deslocamentos
pertencentes a dados m métodos independentes de evolugdo, do sistema, sendo a soma Uni-
ca para cada conjunto, ou seja, representou de forma tinica um elemento como somatoria, ou
uma combinagdo linear, de elementos independentes. Definiu o conceito de dependéncia,
onde uma magnitude elementar de primeira ordem dependente era representada como soma
multipla de magnitudes elementares de primeira ordem independentes e essas magnitudes in-
dependentes ndo podiam ser representadas como multiplo ou soma do restante das magnitudes
independentes.

Em Lectures on Quaternions (1853), Hamilton se aprofundou nos estudos dos

quatérnios e apresentou as propriedades associativa da soma e subtracdo e distributiva dos
quatérnios, neste caso mantendo a ordem dos fatores.
Peirce foi um defensor influente das ideias de William Hamilton. Seu trabalho, Linear

Associative Algebra (1870) foi um estudo de possiveis sistemas de algebras multiplas,

resultou de seu interesse em quatérnios.

Em Linear Associative Algebra (1870), Peirce, apresentou uma algebra associativa,

ndo comutativa, tal que o principio associativo se estendia a todas as letras do alfabeto e
definiu:
A=) (ai)=ai+a, j+a,k+.. B= (bi)=bi+b, j+b,k+..
C=)_(ci)=ci+c,j+c,k+...
AB=)(ab,ij) , BC=Y (bc,ij)
(AB)C=) (ab,c,ijk)=A(BC)=ABC
Para Peirce, as algebras poderiam ser distintas entre si pelo nimero de suas

concepgdes fundamentais independentes ou pelas letras de seu alfabeto, indicando ja uma

noc¢ao de base e da sua dimensdo, termos conhecidos atualmente. As chamadas unidades
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originais A,B,C seriam representadas pela letras do alfabeto i,j,k , uma forma
representativa de que todo elemento poderia ser expresso através dessas letras.

Darboux foi sobretudo um gedmetra e a sua maneira geométrica de pensar levou-o a
fazer descobertas andlise, também trabalhou com sistemas ortogonais de superficies.

Darboux em 1875, em Sur La composition des forces em statique, analisou a composi-

cao de forgas, ou seja, a lei do paralelogramo. Ele encontrou 4 axiomas: a soma das resultan-
tes era unica considerando a permutagao da ordem das resultantes parciais; a resultante inalte-
rada por uma rotagdo de segmentos em torno de um ponto O ; a lei de composi¢do que re-
duziu a uma adicao algébrica de segmentos de mesma dire¢do e a dire¢do e magnitude da re-
sultante eram fungdes continuas dos segmentos. Esse artigo significou uma tentativa de carac-
terizagio de vetores tridimensionais, onde valeria ¢(P+Q)=¢(P)+¢(Q) e @(x)=ax
para todos valores comensuraveis, numa tentativa de axiomatiza¢do de espago vetorial sobre
oS reais.

A Algebra Linear teria surgido por ser um sistema unificado que abrange partes
diferentes das ciéncias, da matematica de equagdes diferenciais a teoria dos anéis e na fisica,
principalmente com as Teorias sobre Eletricidade de Eletromagnetismo. Neste contexto, as
nogdes abstratas de espago vetorial e modulo tiveram papéis fundamentais.

Gibbs foi um fisico e matematico cujo trabalho foi baseado nas ideias de Grassmann
em analise de vetores, foi de grande importancia para matemadtica pura. Ele inventou o
moderno célculo vetorial independentemente de Oliver Heaviside, que realizou um trabalho
similar durante o mesmo periodo. Gibbs produziu um sistema muito mais facilmente aplicado
a fisica do que o de Hamilton.

Gibbs em Elements of Vector Analisys (1881-1884), no capitulo I, Concerning

Algebra of Vectors , Gibbs definiu vetor como algo que tivesse magnitude e dire¢do. Mostrou

uma relagdo linear onde um vetor p poderia ser expresso em termos de vetores unidade

a,fy eescalares a,b,c ,ouseja, p=aa+bf+by . Apresentou um sistema normal

de vetores unidade 1i,j,k , perpendiculares dois a dois ¢ com magnitude unitaria. Definiu

também produto direto e produto obliquo, respectivamente, produto interno e produto
vetorial. Considerou operagdes entre vetores, soma e os produtos “direto” e “obliquo”.

Peano estudou andlise, fundamentos e l6gica e deu muitas contribui¢des para o ensino

de célculo, equagdes diferenciais e analise de vetores. Desempenhou um papel fundamental

na axiomatiza¢do da matematica e foi pioneiro em ldgica matematica.
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Peano, em Intégration par series dés équations différentielles linéaires (1888), definiu

o chamado “numero complexo” de ordem n , ou seja, se x=[Xx,X,...x,] . Apresentou
para esses “complexos” a relagdo de igualdade, a soma e o produto escalar, comprovando as
propriedades associativas, comutativas e distributivas. Escreveu a combinacgdo linear, termo
atual, x=x,i,+X,i,+...x,i  considerando i,i,...i, de ordem n , que i,=[1,0,0,0...0]

i,=[0,1,0,0,..0] ... i,=[0,0,0,0...1] para espagos dimensionais finitos. Peano deu
uma prova da existéncia de uma solugdo para n equagdes diferenciais lineares homogéneas
em n variaveis, e introduziu os “complexos” numéricos de ordem n

Em 1888, Peano publicou o livro Calcolo geometrico. Uma caracteristica mais signi-

ficativa do livro ¢ que nele Peano expde com grande clareza as idéias de Grassmann que cer-
tamente foram apresentadas de maneira bastante obscura pelo proprio Grassmann. Este livro
contém a primeira defini¢do de um espago vetorial com notagao e estilo notavelmente moder-
nos, embora ndo tenha sido apreciado por muitos na época.

O conceito geral de espaco vetorial foi formulado pela primeira vez por Peano em um
contexto geométrico em 1888 e manteve-se quase desconhecido na época.

Em Calcolo geometrico (1888), Peano utilizou a palavra "ente" para o que entendemos

atualmente como vetor e a palavra "grupo" para base. Definiu sistema linear e suas proprieda-
des e a relag@o entre os "entes" de um sistema linear. As relagdes entre os "entes” foram defi-
nidas por Peano como dependéncia e independéncia e sdo as mesmas empregadas até hoje
considerando conjuntos de vetores em espagos vetoriais. De forma nao clara, porque ndo hou-
ve uma definicdo de "grupo", Peano concluiu que se dimensao do sistema linear fosse n
qualquer conjunto de n "enfes" linearmente independentes formaria um "grupo" ou base
desse sistema linear. Um "ente" seria escrito de forma tnica num determinado "grupo" , ou
seja, dado um sistema linear de dimensdo n com n “entes” independentes a,,a,,...qa,
entdo, a=x,a,+x,a,*+...x,a, . Peano verificou também que se for adicionado um novo
"ente" num sistema linear de dimensao n esse novo "ente" ndo seria independente dos ou-
tros, ou seja, poderia ser escrito como combinacao linear, termo atual, dos "entes" que faziam
parte do "grupo" de dimensao n

Peano deu uma definicdo axiomatica de espago vetorial sobre os nimeros reais.

Peano estudou o determinante conhecido como wronskiano, com propdsito de analisar

se fungdes eram linearmente independentes.
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Em Sur les déterminant Wronskien (1889), Peano enunciou que se um determinante

(wronskiano) formado por n func¢des da mesma variavel e suas derivadas de ordem 1 até

n—1 for identicamente nulo, entre essas funcdes existiria uma relacdo linecar com
coeficientes constantes. Segundo Peano a proposi¢do seria verdadeira se ndo existisse um
valor que cancelasse todos os elementos de uma linha do determinante, para tal conclusao,
Peano encontrou um contra-exemplo em que as fungdes eram linearmente independentes, mas
o determinante era nulo para todo os valores de t

Em Sur les Wronskiens, de 1889, Peano enunciou uma proposi¢do que se um

determinante fosse formado por n fungdes, de mesma varidvel t , x,(t),x,(t),..x,(t) e
suas derivadas de ordem 1...(n—1) fossem nulas para todos os valores de ¢ , existiria uma
relagdo linear homogénea, com coeficientes constantes, em outras palavras, eram
determinadas n constantes, C,,C,,..C, nem todas nulas para todos os valores de t na
relagdo linear. Nesse artigo, Peano verificou que se o Wronskiano fosse identicamente nulo
ndo implicaria que as funcdes tivessem uma relagdo linear e deu contra-exemplo com as
fungdes linearmente independentes X=¢t> e Y=tmodt que se cancelaria apenas em
t=0 e com determinante nulo.

Heaviside estudou eletricidade, chegando a publicar alguns artigos inspirados pelo
Tratado de Eletricidade e Magnetismo de Maxwell. Apesar dos varios contributos para o
eletromagnetismo, ele ficou mais conhecido pelo estudo da andlise vetorial.

Heaviside em Eletrical Papers Vol 2(1894), definiu vetores e escalares utilizando

vetores retangulares de comprimento unitario i,j,k , definiu também produto escalar e

produto vetorial, além do tratar operador hamiltoniano VZid—Ci+ jj—y+k% como vetor

quando as diferenciagdes eram escalares.

Em 1897, Peano em Sul determinante wronskiano, verificou que dadas as funcdes em

t , x,(t),x,(t),...x,(t) e C,x,+#C,x,+..+C x,=0 com nem todos coeficientes nulos,

~ . 2 . .
entdo o determinante no formato x,Dx,D",...D"—1x era identicamente nulo. Peano,
provou agora que se dadas fungdes linearmente dependentes, entdo o determinante era nulo
para todos os valores de ¢ . A inversa da proposi¢ao ndo era verdadeira.

Em 1898 em Analisi della teoria del vettori, Peano estabeleceu axiomas que requeriam

relacdo de eqiiidiferenca, ou seja, se a—b=c—d
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Peano definiu vetor como a diferenca b—a entre dois pontos e sua abreviatura como

vit: vtt=x€[3(a,b)€(a,bepnt.x=b—a)] . As propriedades de vetor também foram estu-
dadas por Peano: a multiplicagdo por 0 , a comutativa da multiplicagdo, distributiva, a atual
propriedade do cancelamento. Também definiu de modulo de um vetor e a apresentagdo com
a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Paralelismo e coplanaridade de vetores também foram
analisados por Peano.

Peano nos presenteou com a primeira axiomatizagdo geométrica de espago vetorial,
um marco divisor para o estudo da Algebra Linear e para o tema deste trabalho sobre conjun-
tos linearmente independentes e base que justamente tem término com os estudos de Peano.

Das nog¢des mais antigas de paralelogramo de forcas com os estudos de Aristoteles a
axiomatiza¢do de espaco vetorial com Peano, percorrendo vérias areas da Matematica e da
Fisica, e alguns séculos, a necessidade desses entes que caracterizam magnitude € movimento
e suas propriedades teve e tém relevancia efetiva na construgdo das Ciéncias, tal como
Leibniz previu em 1679.

Uma cronologia histdrica, uma parte da historia foi construida baseada em textos,
artigos e livros de 16 autores, entre eles, matematicos e fisicos, em diversas areas da
Matematica ou da Fisica, que apresentassem ideias ou nogdes sobre conjuntos linearmente

independentes e base.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como principal objetivo encontrar as primeiras ideias de
independéncia linear e de base até os trabalhos de Peano, com os primeiros processos de
axiomatiza¢ao de espago vetorial. Foi disposto em ordem cronoldgica dos nascimentos dos
matematicos e fisicos. Essas ideias encontravam-se subentendidas na resolucdo das equagdes
diferenciais lineares de Euler, nos primoérdios da axiomatizagdo da Algebra Linear com
Grassmann com constru¢do de um espaco n dimensional, mas principalmente com os
trabalhos de Peano que teria se apoiado nos estudos de Grassmann, que por sua vez se teria se
baseado em Mobius.

As equagdes diferenciais foram concebidas principalmente por Newton e Leibniz e
trabalhadas pelos irmaos Bernoulli, além de outros matematicos como Jacopo Riccati. No
entanto, Euler teve o beneficio dos trabalhos anteriores, generalizou métodos existentes e
criou novas técnicas. Ele estudou fung¢des, suas propriedades e defini¢des, que seriam a chave
para entender equagdes diferenciais e desenvolver métodos para suas resolugdes.

Em um de seus trabalhos, De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum

Graduum (1743), a unica condi¢cdo para uma integral ser considerada completa era que o
numero de constantes arbitrarias fosse igual a ordem da equacao diferencial.

Ja em seu livro Institutionum calculi integralis Volume II (1769), Secao I, Euler anali-

sou dois fatos determinantes e necessarios para que a no¢ao de base se apresentasse: o nimero
de constantes arbitrarias deveria ser igual a ordem da equacao diferencial e a necessidade de
que as integrais particulares fossem linearmente independentes, para obtengdo da integral
completa.

Do artigo De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum (1743) a

Institutionum calculi integralis Volume II (1769) houve uma evolugdo na analise de Euler, a
partir desse ultimo, pode-se concluir que o conjunto solucao de uma equagao diferencial line-
ar homogénea de ordem n ¢ um espago vetorial de dimensdao n , uma base com n ele-
mentos.

O artigo The History of the Concept of a Finite-Dimensional Vector (1980) de Jeremy

Gray citou De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum (1743) como

possivel base, no entanto, a analise de que o nimero de constantes arbitrarias fosse igual a or-
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dem da equagdo diferencial ¢ insuficiente para formagao do conjunto solu¢do de uma equagao
diferencial, falta a observacao sobre a independéncia linear das integrais particulares.
Os principios das ideias de base, considerando a defini¢do atual, iniciaram com os

trabalhos de Euler De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum (1743) e

se consolidaram com [Institutionum Calculi Integralis Volume II (1769), portanto antes da

primeira axiomatizagdo de espago vetorial em 1888 com Peano.

Outros matematicos também utilizaram essa nogao de base na resolugdo de equagdes
diferenciais ndo homogéneas, como Lagrange, que trabalhou no aperfeicoamento do Método
de Variacao dos Parametros ou das Constantes. Esse método embora tenha sido desenvolvido
por Euler, foi utilizado por Lagrange e ¢ baseado na resolucdo da equacdo diferencial
homogénea para obtencdo de uma solucdo particular da equagdo diferencial ndao homogénea.
A ideia de que para uma equacao diferencial de ordem n fossem necessarias n constantes
arbitrarias e consequentemente n integrais particulares, permanecia.

Por outro lado, a nogao matematica de “vetor” originada da representagdo geométrica
de niimeros complexos foi introduzida independentemente por varios autores no final do sé-
culo XVIII ¢ inicio do século XIX. Comecou com Wessel em 1797 e culminou com Gauss em
1831. A representagdo dos nimeros complexos nessas obras foi totalmente geométrica, como
pontos ou como segmentos de linha direcionados no plano. Em 1837, Hamilton definiu os nu-
meros complexos algebricamente como pares ordenados de reais, com as operagdes habituais
adi¢do e multiplicacdo, bem como a multiplicacdo por numeros reais. Um desenvolvimento
importante foi a extensdo das ideias vetoriais para o desenvolvimento tridimensional.

Hamilton construiu uma algebra de vetores dentro de seu sistema de quatérnios, que
foram representados na forma ai+bj+ck ,onde a,b,c eram numeros reais ¢ i,j,k as
unidades de quatérnios precursoras de uma base para o espaco euclidiano tridimensional. Ha-
milton introduziu o termo “vetor” para esses objetos ou entes.

Grassmann em seu Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik,

(1844) construiu um sistema no espaco n dimensional, com propriedades de soma e multi-
plicagdo entre os chamados deslocamentos. Definiu sistema extensivo, baseado no conceito de
dependéncia. Representou de forma unica um elemento como somatoria, ou uma combinacao
linear, de elementos independentes.

Peano fez um resumo de algumas das ideias de Grassmann em seu Calcolo Geometri-

co (1888). No ultimo capitulo deste trabalho, intitulado Transformazioni di sistemi lineari,
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Peano deu uma defini¢cdo axiomatica de um espago vetorial sobre os reais. Ele chamou isso de
"Sistema linear". Ele postulou as operagdes de fechamento, associatividade, distributividade e
existéncia de um elemento zero. Peano também definiu outros conceitos de Algebra Linear,
incluindo dimensao e transformagao linear, e provou vérios teoremas. Por exemplo, definiu a
dimensdo de um espago vetorial como o nimero maximo de elementos linearmente indepen-
dentes e mostrou que qualquer conjunto de n elementos linearmente independentes em um
vetor n -dimensional constituiria um grupo ou uma base.

Posteriormente a Peano, outros matematicos contribuiram para que a axiomatizagao de
espaco vetorial e definicdes de conjuntos linearmente independentes e de base tivesse o for-
mato atual. Hamel (1905), Weyl (1918), Banach (1920) foram os principais responsaveis pela
axiomatiza¢ao de espago vetorial. Em Banach (1932), destacou-se a primeira defini¢ao de
base.

14

Hamel® em Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Losungen der Funktionalglei-

chung: f(x+y)=f(x)+f(y) (1905), definiu sua base como um conjunto maximo de nime-
ros linearmente independentes, “a base para todos os nimeros”, uma base para o espaco veto-
rial dos numeros reais sobre o campo dos nimeros racionais. Esse artigo deu uma solucio
descontinua para f(x+y)=f(x)+f(y) e foi publicada por Hilbert, seu orientador de douto-
rado, no Mathematische Annalen .

Weyl*, em 1918, em Space- Time-Matter , axiomatizou espagos vetoriais reais em seu

livro, Raum, Zeit, Materie (1918), baseado em palestras sobre a relatividade geral que ele ti-

nha dado no ano anterior em Zurique. No livro de Weyl, os vetores faziam parte dos funda-
mentos da geometria. Ele concebeu de um vetor intuitivamente como um deslocamento no es-
paco. As propriedades da adi¢do, multiplicacao e elemento neutro também foram desenvolvi-
das.

Os axiomas de Weyl eram divididos em duas partes: A primeira parte, que axiomati-
zou vetores, ¢ essencialmente o primeiro conjunto de axiomas de Peano (1888).

O ultimo dos axiomas de Weyl foi seu Axioma da Dimensao ou da Dimensionalidade:
Existem n vetores linearmente independentes, entdo todos os vetores n+l sdo

linearmente dependentes.

“Georg Hamel(1877-1954), matematico alemdo.
*Hermann Weyl(1885-1955), matematico alemdo.
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Banach*’ em sua disserta¢do de doutorado, Sur Iés opérations dans lés ensembles ab-

straits et leur application aux equations integrals (1920) introduziu a no¢ao de espago de Ba-

nach com seus 13 axiomas. Essa abordagem axiomatica foi influenciada pela teoria dos con-
juntos.

Os 13 axiomas sdo enunciados por Banach como:

Seja E uma classe composta pelo menos por dois elementos, arbitrarios, designados
por X,Y,Z,.. ¢ a,b,c... sdonimeros reais quaisquer, sdo definidas para E duas oper-
acoes a seguir:

1) Adicao de elementos de E

X+Y X+7,...

2) Multiplicagao de um elemento de E por um numero real:

aX,byY...

Propriedades:

I, X+Y ¢ um elemento bem determinado da classe
, X+Y=Y+X
X+(Y+Z)=(X+Y)+Z

w

I
I
I, X+Y=X+Z entio Y=Z7
I, Existe um elemento da classe E determinado 0 tal que X+0=X
I, a.X ¢éum elemento bem determinado da classe E

,  a.X=0 equivalea aX=0 ou a=0

g a#0 e a.X=a.Y entdo X=Y

s X#0 e a.X=b.X entdo a=b

I

I

I

I, a.X+Y)=a.X+a.Y
I, (a+b).X=a.X+b.X
I, 1.X=X

I; a.(b.X)=(a.b)X

Em 1932, Banach, em Théorie des opérationes linéaires, ja se percebe um nimero me-

nor de axiomas de espacos vetoriais e suas propriedades, mais proximo da axiomatizacao atu-

al. Banach enunciou seus 7 axiomas e propriedades elementares:

“'Stefan Banach (1892-1945), matematico polonés.
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Dado um conjunto ndo vazio E , admite-se que qualquer par ordenado x,y de ele-
mentos de E , venha corresponder um elemento x+y de E (que ¢ a soma de x e
y ) e que para um numero t e para xCE um elemento tx de E o produto de um
nimero ¢ por um elemento x ), que sdo definidas para essas operacdes, nomeadamente
adi¢do dos elementos e multiplicagdo de numeros por elementos preenchidas as seguintes
condi¢des ( x,y,z designados elementos arbitrarios e a,b os nimeros):

1) x+y=y+x

2) x+(y+z)=(x+y)+z

3) x+y=x+z entdo y=z

4) a(x+y)=ax+ay

5) (a+b)x=ax+bx

6) a(bx)=(ab)x

7) l.x=x

Nesse livro, Banach estudou também funcional linear em um espago vetorial e suas
propriedades e espacos normados e suas métricas.

O conceito da base de um espago vetorial sobre os nimeros reais em termos de inde-
pendéncia linear s6 foi dada numa formulagdo geral por Banach para espacos tipo (B), os es-
pacos normados.

Base de um espago tipo B:

Uma série { x;} de elementos de E ¢ chamada base quando existe para todo

X< E exatamente uma série de nimeros { 77,} tal que:
00
X=2. 1.,

i=0
Quanto as questdes que fundamentaram essa tese, as ideias de conjuntos linearmente
independentes e de base teriam inicialmente aparecido na resolucdo de equagdes diferenciais,
com Euler e posteriormente Lagrange. A ideia de vetores impulsionada por Leibniz, a génese
de segmentos orientados com Wessel, o diagrama de Argand, os quatérnios de Hamilton, a
algebra extensiva de Grassmann, Darboux com sua tentativa de axiomatizagdo de vetores
tridimensionais ¢ Peano com a axiomatizagdo de espago vetorial, propiciaram um panorama
de como esse tema se delineou por esses dois séculos. As questdes de como e quando
apareceram as primeiras ideias de independéncia linear e de base até as atuais definigdes de

espaco vetorial foram atendidas com a produgdo desse trabalho.
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Como esse trabalho propds uma cronologia histérica matematica, fica claramente
facilitado seu uso didatico, uma sintese temporal em forma de tabela com os dados pertinentes
dos autores e suas contribui¢cdes poderia ser elaborada. A forma cronologica e matematica
trazendo uma constru¢do possivel de como e quando apareceram as ideias linearmente
independentes e base num espaco vetorial, quem foram os autores cldssicos que trabalharam
essas ideias, as relagdes entre eles que ensejaram conhecimentos trocados, tornara o
aprendizado desse tema com mais significado.

Esta tese verificou ideias de conjuntos linearmente independentes e de base num
conjunto restrito aos principais matematicos e fisicos do século XVII até o século XIX com
Peano. Nao se trata de uma Histoéria completa sobre as ideias de base e conjuntos linearmente
independentes através desses séculos, mas de um “recorte” muito provavel numa cronologia

das obras estudadas.
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ALGUNS AUTORES QUE INFLUENCIARAM EULER NA
RESOLUCAO DE EQUACOES

As aplicagdes de equagdes diferenciais no século XVIII eram motivadas de problemas
em astronomia e ciéncias fisicas. Jakob Bernoulli estudou equagdes diferenciais para o
movimento planetario, usando os principios desenvolvidos por Newton. O trabalho de Jakob
Bernoulli incluiu o desenvolvimento da catenédria e o uso de coordenadas polares. Nesta
época, as equagdes diferenciais estavam interagindo com outros tipos de matematica e
ciéncias para resolver problemas aplicados significativos. O irmdo de Jakob, Johann
Bernoulli, foi provavelmente o primeiro matematico a entender o calculo de Leibniz e os
principios de mecanica para modelar matematicamente fenomenos fisicos usando equacdes
diferenciais e a encontrar suas solugdes, ele também foi professor de Euler. As ideias de
Leibniz também se fizeram presentes nos trabalhos de Euler, como a utilizacdo de fator
integrante e o uso de separagdo por variaveis para solucionar equagdes diferenciais lineares.

Riccatti elaborou trabalhos sobre reducdo de ordem de equagdes diferenciais e

provavelmente influenciou Euler com seu Animadversiones in_aequationes differentiales

secundi gradus, onde solucionou a equacgdo diferencial por reducdo de ordem, transformando

uma equagdo de segunda ordem em uma equacao de primeira ordem conhecida atualmente
como equagdo de Riccati, fazendo analise das infinitas solugdes obtidas através das constantes
arbitrarias conseguidas com a integragao.

Os Bernoullis, Jakob, Johann e Daniel, filho de Johann, estudaram os casos da
equagcdo de Riccati e dada a proximidade e amizade entre Johann Bernoulli e Euler,
provavelmente este ultimo estava conectado com os trabalhos de Johann Bernoulli. Taylor
usou séries para resolver equagdes diferenciais. No inicio do século XVIII, muitos
matematicos tinham acumularam técnicas para analisar e resolver equagdes diferenciais.

Euler teve o beneficio dos trabalhos anteriores, mas se baseou no estudo das fungoes e
generalizou métodos existentes além de criar novas técnicas. Nos trechos analisados do artigo

De Integratione Aequationum _Differentialium Altiorum Graduum(1743) e no livro

Institutionum Calculi Integralis (1768-1770) foram empregados o Método de D’ Alembert, o

M¢étodo da Variacao dos Parametros ou das Constantes, a Rela¢do de Euler e o atual Teorema

da solucdo geral da equacdo diferencial ndo homogénea. Euler teria iniciado o
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desenvolvimento do Método de Variacdo de Parametros ou das Constantes ¢ Lagrange o teria

completado.
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APENDICE I Nova methodus pro maximus et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas

nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus (1684)
MENSIS OCTOBRIS A.M DC LXXXIV. 467

NOVA METHODUS PRO MAXIMIS ET ML
imess, flemgue tangewsibus, gue nec fraias; yee irnationales
: guansitates moratur, & fingulare pre il calculi

. MN G; 'Gi In P :

Teaxis AX, & cutva plures, ot VV, W W, YY, Z 7, quaristn erdj. TABXIL

ata, ad axem normales, VX, WX, Y&, ZX, quz i*jc:ntur r:i‘ ii

&Hve, b, Wiv, 13 &1Pﬁ AX ahﬁjﬂ‘i &b axe, vocetu X, Tﬂﬂg’:n tes Eﬂt .
VB, W:C, YD, Z Eaxi becutrentés refpédiive in punétis B, C, D, E,
Jam re@aaliqua proarbitrio aflumta vocetar d%; & rects qua it ad
dx,uts (velw,vely, velz)eftad VB (vel W C,vel YD, vel 2 E) vo-
‘cetor d v veld w, veldy vel dz) five diffrentia ipfarum » (el ipfa.
‘Fum w,ant y.:ui‘_. 2) His pbﬁli:: caleuli reguleerunt cales: - P
" ' Sit a quantitag data conftans, eric da zqualis oy & & ax erit 2qur
@ dx:fifit y 2qup(feu ordinata quaviscurve Y Y, zqualis cu?:im
Minatz relpondenticurve VV ) erit dyzqu.dp . Jam dddisio & Sub. -
trudlip} [ifitz ey oow o 2qu.p,enit d 2=y w pux feu d v, zqu”
dzd ¥ ojed W ofod X, Marktiplicatity d x v xdu. i d rufrdy, feu pofite
y#qu.xe, hetd’yzquxdrijpdx. I arbierio enim eft vel formulai,
ut x»; vel compendio pro ea literam, ut y, adhibere. Notandam & &
8c d x eodentinodoinhoc calculo tractati, ut y & dy; velaliam literam
indetetminatam cum fua differéntiali, Notandum etiam non dat
femper regrefluma diffetentiali Equatione, nificum quadam cautio-

ne, de quo alibi, Pm..n;yff, a2 vel (pdﬁmlx_zqmij dz zqui

hrdy Fyds s Y .

I K = _ =
Quoad Signa hoc probe notindum, cum in calculo pro fitera
fubffituicut impliciter ejus differentialis, lervari quidem eadem
& prov 2 feribi o 2, pro a=z feribi e d 7; urex additione & fibtra.
-ione panlo amte polira appdret; fed quando ad exegefin valarurh
venitar, feu cum confideratur ipfius z relatio ad x, tunc apparere, an
valor ipfiusdz fit uantitas affitmativa, an nihilo minor feu negativa:
;i“?d pofteriuscam fir, tunc tangtns Z Educitura pun&to Z non ver-
“fus A, fed in partes contrarias feu infra ¥id eff rine ciien inle Ardinars
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APENDICE 11 De geometria recondita et analysi indivisibilium atque infinitorum (1686)

vam fumitur, circumferentia autem per verticem tranfit, fedtionem
conicam in vertice ofculatur, adeog; allumto arcu, quantum fads gff
Fan.lg,a'u ea non differtad fenfum, Qua caufa eft, eur focus fpeculi
coneavi circularis abfit a fpeculo quarta parte diametri, quia focus
parabola a vertice abelt quarta parte parametri, & focus parabolz at
que circuli ofculantis coincidunt. ' Eadem in omni alio linearum 8¢
utilinm proprictatum genere, pro renata locum habent. Quz guaw-
tum conferant ad fubtilitates Geometricas in afiw vite traniferendes,
nemo taliumineelligens non videt. MNobis vero aditum aperuiffe,
ne forte periret hac medicatio , nunc quidem fatis fuit.  Nec inju-
cundum erit confiderare,quomodo ita tagdem controverfiaGeome-
trarum de Angule contatus , qua plerisque inanis vifaeft, in verie
tates defierit folidas & F-Dfu.luni',

G. G. L. DE GEOMETRIA RECONDITA ET
Analyfi Indivifibilium atque infinitorum , Addends
bis quedicta funt in Allis 81084, Magi p. 343; Ndeb,
P 364; Decemb.p. 586,

CL]m intelligam nonnulla,quz inhis Actis ad Geometriz profe-

&um publicavi, non mediocriter a viris quibusdam dodbs pro-
bari, quin & paulatim inufum transferri, quedamtamen, five feri-
bentis vitio, five aliam ob caufam ab aliquibus non fads fuille per-
ceptajdeo pretiom operz putavi hoc loco adjicere, qua illuftrare
priorapoflint.  Accepinimirum trgétatum Dw. Cragpsd de dimenfi-
ene figurarom,Londini anno fuperiore editum,ex quo {ane apparet,
autorem non contemnesdos in Geometria interiore progreflus fe.
cille. [squidem valde approbat diftinctionem a me aliquoticsin-
culcatam, incer dimenffomes figurarum gemerales & [peciales, quam
pag-1 aitoptime nuper a Geometrisfuille obfervatam, & neglectionj
hujus diftinctionis paralogismos complures tetragonismi impofibi-
litaitem probare conantium, recte tribuit. Mecam etiam figuras,
quas vulgo € Geometria rejiciunt,agnoftit elfle Tranfiendenres pag.
z26; Methodum quoquoe Tangenrinm a me in Aﬂisﬂ&ﬂbmdsi Fublf.
catam, pro humanitace fua plurimum laudat pag. 27 & 19, tanquam
praftantiffimam & cujus ope Methodus dimenfionum valde jue
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APENDICE III JOHANN BERNOULLI

Figura 18: Johann Bernoulli

Fonte: Wikipédia*®

Nascido a 07 de agosto de 1667 na Basiléia, Suica

Morto a 03 de janeiro de 1748 na Basiléia, Suica

Foram os Bernoullis que usaram pela primeira vez a palavra integral (1669) e, pouco
depois, Leibniz concordaria que Cdlculus Integralis seria um nome melhor que Cdlculus
Sommatorius. A familia Bernoulli teve sua origem na Holanda, na cidade da Antuérpia, fugin-
do para a Suicga, por serem protestantes. Johann escreveu uma tese de doutoramento em medi-
cina sobre fermentacdo, com apenas 23 anos de idade.

Johann Bernoulli foi um dos grandes matematicos pertencente a familia Bernoulli.
Johann e seu irmdo mais velho Jakob mantinham correspondéncias, além de forte amizade
com Leibniz, os irmaos absorveram grande parte do trabalho deste matematico em suas
proprias descobertas e estudos.

Os primeiros contatos dos irmaos Bernoulli com o trabalho de Leibniz ocorreram em
1685, apo6s Leibniz publicar seu primeiro artigo sobre Célculo escrito em 1684. Os irmaos
comegaram a estudar os trabalhos de Leibniz e a trocar correspondéncias com ele.

A partir de 1691, Johann tornou-se um apaixonado pela teoria do calculo diferencial e
integral, escreveu dois livros sobre calculo. Em 1692, Johann encontrava-se em Paris e, para

ganhar a vida, tornou-se professor particular de um jovem, Guilherme Francois L'Hopital,

48Disponivel em:https://pt.wikipedia.org/wiki/Johann_Bernoulli Acesso em 25 maio 2020
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Marqués de St Mesme. O resultado deste acordo foi que uma das mais importantes contribui-
¢oes de Johann Bernoulli, datada de 1694, para resolucao de limites indeterminados, passou a

ser conhecida mundialmente como regra de L'Hopital, Analysis des Infinites Petits publicado

em Paris em 1699. A publicacdo ¢ tida como primeiro livro de calculo diferencial e integral
editado no mundo, cuja importancia foi enorme para a divulga¢do do calculo entre os estudio-
sos do século XVIII. No prefacio, L'Hopital agradece de maneira especial a Johann Bernoulli
e a Leibniz.

Ainda em 1694, Johann resolveu equagdes diferenciais homogéneas utilizando o
método de separagdo de varidveis de um modo mais completo do que Leibniz ja havia
sugerido e feito em 1691.

Em 1694, casa-se com Marie Euler, sobrinha de Euler, com a qual teve trés filhos, to-
dos génios: Nicolau I, Daniel I e Johann II.

Em 1695 Bernoulli foi convidado a ser professor da Universidade de Groningen onde
permaneceu até 1705 e teve como discipulo o grande Euler.

Em 1742, Johann Bernoulli utilizou o método do fator integrante para solu¢dao de
equacao diferencial, segundo Victor Katz (2008) e teria procedido da seguinte forma:

Dada a equacgao diferencial:

2ydx—xdy=0 a equacdo integral seria conseguida multiplicando-se pelo fator

2
: X :
integrante — . Que resultaria em i(X—):O :

2 X y
Havia uma ligacdo estreita com Euler. Eram parentes, amigos e Johann foi professor
de Euler em Groningen. Johann deve ter influenciado Euler nos métodos de resolucdo das

equagoes diferenciais.
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APENDICE IV JACOPO FRANCESCO RICCATI

Figura 19: Riccati

Fonte: Wikipédia®

Nascido em 28 de maio de 1676 em Veneza, Italia

Morto em 15 de abril de 1754 em Treviso, Italia

Jacopo Riccati foi um dos matematicos italianos mais conhecidos de seu tempo.
Pertencia a uma familia nobre e rica de Castelfranco Veneto.

Também efetuou trabalhos sobre hidraulica que foram muito importantes para a cidade
de Veneza. Ele proprio ajudou a projetar os diques ao longo de varios canais. E conhecido
principalmente pela Equagdo de Riccati da qual fez um elaborado estudo e deu solugdes em
alguns casos especiais.

Riccati usufruiu de uma extraordinaria rede de relacionamentos valiosos para
atualizacdo e progresso dos estudos matemdticos na Italia. Ele se correspondeu com
renomados estudiosos italianos e estrangeiros, entre os quais Bernardino Zendrini, John
Poleni, Antonio Vallisnieri, Gabriele Manfredi, Giulio Carlo Fagnano, Jacob Hermann,
Johann, Daniel, Nicolaus I e Nicolau II Bernoulli, Giuseppe Suzzi, Lodovico Riva, Ramiro
Rampinelli e Maria Gaetana Agnesi.

Ele influenciou Euler para integracdo de equagdes diferenciais lineares de qualquer
ordem, percebe-se a importancia de Riccati para que Euler compreendesse as primeiras
nocgdes de base na integracao de equagoes diferenciais.

Riccati trabalhou principalmente com resolugao de equagdes diferenciais com métodos

para reduzir a ordem e separar varidveis para a resolucao de equagdes diferenciais.

“Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Jacopo_Francesco_Riccati Acesso em 25 maio 2020
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Seu filho Giordano Riccati publicou Opere, em 1765, apds a morte do pai. Opere foi
publicado em Lucca por G. Rocchi e tem 04 volumes.

Entre Riccati e Johann Bernoulli existia um intercAmbio de ideias e conhecimentos,
onde os Bernoulli’s sdo citados em varios trechos de seu livro Opere, com solugdes de
equacdes diferenciais.

Em Opere, Riccati apresentou métodos inventados por varios autores para separar as
equagdes diferenciais de primeira ordem, também foi estudada a equagdo: Xx=at"
“equazione ingannatrice”.

Riccati publicou em Acta Eruditorum Lipsiae em 1724, Animadversiones in aequatio-

nes differentiales secundi gradus, ¢ considerado o primeiro documento oficial sobre a Equa-

cdo de Riccati, apesar de que em 1723, ja ter sido publicado no Apéndice do mesmo jornal.
Esse artigo teria influenciado Euler na resolucao de equacdes de segunda ordem. Riccati utili-
zou algumas transformagdes e substituicdes que teriam motivado Euler em seus estudos. Ele
transformou ou reduziu uma equagdo diferencial de 2* ordem na conhecida Equagdo de Ricca-
ti, uma equacao diferencial ndo linear de 1* ordem e constatou a necessidade de uma constante

que significaria uma infinitude de solugdes a cada reducdo de ordem. Em Constructio aequa-

tionis differentialis (1733), Euler comentou essa solucao de Riccati.

Em Animadversiones in aequationes differentiales secundi gradus , Riccati manipulou

aequacio x"ddx=ddy+dy’ fazendo substitui¢des, considerando dx:q=dp , dy=udp e
dp constante. Reduziu a ordem da equacdo diferencial de 2* ordem x"ddx=ddy+dy’
para a equa¢do x"dqg=du+uudx:q de primeira ordem, atualmente conhecida por Equacio

de Riccati.

Constatou que se g=x" a questdo seria conseguir encontrar valores de expoente n
para que a separacao de variaveis fosse possivel. Riccati apresentou também outros exemplos
onde ndo era possivel a redu¢do de ordem, pois havia dificuldade na separacdo de variaveis.

Em 1742, Euler encontrou a mesma solu¢do de Riccati integrando séries aplicando na

equacdo: dy+ayydx=bx"dx em De Resolutione aequationis dy+ayydx=>b x" dx
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APENDICE V De Integratione Aequationum Differentialium Altiorum Graduum (1743)

Os paragrafos ou itens desse artigo foram resolvidos considerando o conhecimento

matematico existente na época, mas trazendo esses dados para uma andlise atual.

Paragrafo VI

§ VI

Quo discrimen inter xquationes integrales completas
& incompletas clarius intelligatur, juvabic rem exemplo il-
luftraffe. ~ Sic igitur propufia hxe xquatio differentialis
aady =~ vydx = (sa—-xz)dx; cui fatisfacere patet hunc
valorem y — x, quippe qui fubfticutus producic zquatio-
nem identicam. Eft igitur y = » ®quatio integralis, ar mi-
nime completa, cum ea neque conftantem «, qux in aqua-

tione differentiali ineft, neque praterea aliam conftantem ar-
bicra-

ek 17 Wk
bitrariam contineat, guemadmodum zquatio differentialis pri-
mi gradus poftulac. Vehementer igitur falleretur, qui hane
@quationem ¥ — x pro integrali completa hujus 2ady -
yydx = laa =~ xx)dx venditare veller: zquatio enim in-
tegralis complera eft

- Xx

y = anbe _“”_” : quz faciendo conftantem
aa—t-bfe s dx
arbitariam » — o utique reddit integralem particularem

y=a

Nesse paragrafo, Euler resolveu a equagdo conhecida atualmente como equacdo de

Riccati, pois foi este ultimo quem a propos.
Foi dada a equagao:
a.ady+y.ydx=(a.a+x.x)dx
E claro que y=x era uma equagdo integral, mas nio era uma integral completa,
pois nem a constante a estava incluida nessa solucdo, nem outra constante exigida pela
equagao diferencial de ordem 1 aparecia na solugdo, portanto era uma integral particular.

E Euler nos apresentou a equagdo integral completa como:

aabe “

y:x+ XX
aa+bfe @ dx
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Uma possivel solucdo foi analisada neste momento, levando em conta as estruturas e
conhecimento de Euler. Uma andlise de boa parte de sua obra foi verificada para poder
entender quais os caminhos matematicos conhecidos até entao por ele.

O método do fator integrante j& era conhecido por Euler, pois foi primeiramente

utilizado por Leibniz em 1694. Euler em Nova methodus innumerabiles aequationes

differentiales secundi gradus reducendi ad aequationes differentiales primi gradus (1732),

em De Integratione Aequationum Differentialium (1755), e na parte I do Capitulo VII de

Institutionum calculi differentialis Volume 1 (1755) utilizou esse método.

Riccati publicou o artigo Animadversiones in_aequationes differentiales secundi gra-

dus em Acta e Euler teria se baseado nesse artigo para resolugdo das equagdes diferenciais de

2* ordem, usando as transformagdes e substitui¢des de Riccati que o inspiraram.

Euler, em seu artigo Constructio aequationis differentialis ax"dx=dy+y’dx , que

foi publicado em 1738, utilizou um método para resolu¢do da equagdo diferencial proposta
primeiramente por Riccati e resolvida, por Euler, para todos os valores de n . Ele utilizou
séries e as integragdes sdao consideradas somas dessas séries.

Mais tarde, em 1755, em seu artigo De Integratione Aequationum Differentialium,

problema 9, péagina 32, Euler chamou a aten¢do para o fato de que dada uma solucgdo
particular v para a equagdo Riccatiana a solugdo geral poderia ser obtida:

Numa possibilidade para a resolucao da equacao diferencial de Riccati desse artigo de
Euler, houve a comparagao com interpretagdes atuais:

Euler considerou uma solucao do tipo:

1 . . T ~
y=v+—= que transformaria a equacdo de Riccati ndo linear numa equagdo
z

diferencial linear.
Retomando a equacao do paragrafo IV:
a.ady+y.ydx=(a.a+x.x)dx
Considerando agora, uma equagao analoga, nos termos:
y’=p(x)+q(x) y+r(x)y’

Entao:

Considerando uma solugdo particular y, e uma solugdo geral dada por:
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E substituindo:

d 1 1 1,

E(y”;) =p(x)+q (X)(yp+;)+r(yp+;)
Obtém-se:

dv

a+q(x)+2r(x)yp.v:—r(x) .
Para resolugdo dessa equacdo diferencial de 1* ordem linear, Euler deve ter utilizado o
método do fator integrante que ao considerar uma equacgao do tipo:
y*+p(x)y=q(x)
u(x) seria o fator integrante tal que:

L (u(x)y)=ulx).(y +p(x). y)=u(x).q(x)

E integrando:

qu(x)q(x)dx+ ¢ (Equagdo I)
x) u(x)
Considerando p(x)#constante

L {u(x)y)=ulx). y +ulx).pl(x). y=u'y+uy’

dx
u'.y=u.p(x).y
—=fp(x)dx
:fp(x)dx+C1

u(x) =el PO oG
_ fp(x)dx ~
u(x)=e .C, (Equagio II)

Considerando a Equagao I

f u x ) dx+ c e substituindo em I em I:
u(X)
_jp f IP dX+C e _[p(x)dx
Voltando a equagdo a.ady+y.ydx=(a.a+x.x)dx de Riccati do Paragrafo VI:
dv
a+(q(x)+2r(x)yp).v:—r(x)

Resolvendo pelo método do fator integrante:
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v'+(q(x)+2r(x)y,).v=—r(x) .

Agora o fator integrante para essa equagao sera:

u(x)=el @ IE 6 B quaco TIT)
1 Cs
v(x):m. f u(x)(—r(x)dx+m)

1 u(x)

v(X) " [ (u(x)(=r(x)dx)+Cs)

Substituindo I1I em IV e depois em :

(Equacgao 1V)

Obtém-se finalmente:

CJQ(X)"Zr(X)ym)dx
Cs‘l‘f l"(x) . eJ‘Q(x)+2r(x)ym,‘dx dx

Voltando ao artigo de Euler e resolvendo a equagdo de Riccati:

y(x)=y 0~ (Equagdo V)

_(d+x) ¥
2 2
a a

Colocando na forma:
y'=p(x)+q(x)y+r(x)y* entio:

plx)=122)

Considera-se: y,,)=x pois x ¢ solugdo da equacdo, Euler em seu artigo ja
considerava uma solugdo particular.

a.ady+y.ydx=(a.a+x.x)dx

Substituindo na Equagdo V, y,,=x , r(x)=— , q(x)=0 , obtém-se:

2

y(x)=x- s

C6+f —%e_? dx

X
2
a
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2
por ba” numerador e

Multiplicando a  fracdo 1 __ :
v(x) 1 =
Corf—Le “ax
a

. . 1 . .
denominador e considerando b :—C— , a integral completa apresentada por Euler seria:
6

— XX

aabe “

y:X+ XX
aa+bfe @ dx

Observa-se que se b=0 obtém-se a solucdo particular.

Euler observou que uma constante arbitrdria aparecia na solucdo da equacdo

diferencial de 1° grau (1* ordem).

Paragrafo VII
§ VII

Simili modo videmus huic =quationi differentio - diffe.

T d S : .
rentiali 3 — x':‘,—_‘:-ji e ';’f Y. fatisfacere hanc zquationem

finitam y — »; procul aurem abeft, quominus fic incegra-
lis complera, omnemque vim wxquationis differentio- differen-
tialis exhauriat, quoniam wquatio integralis completa prater
conftantem « duas quanticaces arbicrarias continere debet.
Videmus vero etiam hanc mquationem y — » + facisfacere,
qua: aurem, quia unicam conftantem » continet, tantum mo-
do eft. parricularis. /Equatio autem integralis completa eft
- X

= i
y=nx =+ bx [ L‘:?;':" , qQua prater conftantem « duas

continet conftantes arbitrarias & & »; uti natura rei poftu-
lac.

Nesse paragrafo, Euler resolveu uma equacdo diferencial da diferencial (equagdo

diferencial de 2* ordem):

_ . dy , axddy
y—x.dx+—dx2

A equagdo finita y=x nao era a integral completa.

A equagdo integral completa precisaria duas constantes arbitrarias.
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Euler percebeu y=nx também satisfazia a equagdo, mas que se tratava de uma
equagao particular.
Ele resolveu e obteve:

—X

a

e ) o .
y:nx+bxf que teria duas constantes arbitrarias b,n , além da constante

2
X

Provavelmente Euler utilizou o método para redugao de ordem, atualmente conhecido

como Método d’Alembert, pois j& o conhecia.

Considerando C(x) uma fungdo de x , y,(x) uma solugdo particular, obtém-se

uma outra solugdo y,(x) , com:
y,(x)=C(x).y,(x) e derivando:

y,'=C'y,+Cy," derivando novamente
y,"=C"y,+C"y,"+C'"y,"+Cy,"
y,"=C"y,+2C"y,"+Cy,"
Considerando que uma equagdo de 2% ordem ¢ do tipo:
y2"+p(x)y,'+q(x) y,=0
Substituindo tem-se:
Cly,"+py, " +qy))+C" y,+C'(2y," +py,)=0
Como:
y,"+py,'+qy,=0 , implica em:

cr_ 2y
C’ Y1

-p

Integrando ambos os lados:
In(C')=-In(y,) f p(x)dx+In(A)
cr="e it 4

Y1

Integrando:

C=B+A f %eff P gy (Bquagdo V1)
Y1

Voltando ao Pardgrafo VII em questao,

dy +ax—= ddy

y=x dx dX2
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Colocando na forma:
y=xy '+axy"

Deixando na forma:
y:"+p(x)y, +q(x)y,=0

Obtém-se:

A
+2-— 2L =0
Y a ax

Com y,=x e p(x)Z%
Substituindo na Equa¢ao VI, obtém-se:
1,
C=B+A [ Se “dx
X
Como y,=C.x entdo:
_ 1 %
yZ—Bx+Axf—2e dx
X

Ainda considerando: A=b e B=n

A equagdo integral completa seria:

e “dx
2

y:nx+bxf
X

Euler notou que haviam duas constantes arbitrarias na solugdo b e n , ou seja,

como tratava-se de equagao de 2% ordem, o esperado ¢ que deveria conter duas constantes.
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Paragrafo VIII

§ VIIL

Cum autem omnes xquationes integrales particulares
in completa contineantur, pater ex pluribus integralibus
particularibus completam conftare ; atque adeo ex integra-
libus particularibus integrale completum conflabitur.  Sape
numero quidem mque difficile et ex cognitis aliquot inte-
gralibus particularibus integrale completum vel faltem in-
tegrale latios patens, stque idem ex ipfa aquatione diffe.
rentiali per integrationem colligere. At vero wquatio quam
traltare {uscepimus

&y . Cat »
o= Ayt 4 o2 4 Dy By g

dx? drt
ita et comparata, ut cognicis valoribus parcicularibus ipfius
y duobus pluribusve, ex iis facile valor latius patens illos
nempe valores in fe completens ipfius y formari quear
Hocque pafto ex fufficienti numero valerum particularium
pro y inventorum valor complerus, feu wxquatio integralis
completa concinnari poreric.

Euler afirmou nesse paradgrafo que todas as equagdes integrais particulares estavam

contidas na integral completa e a integral se tornaria completa quando todas as equacdes

integrais particulares fossem consideradas.

Paragrafo IX

§ 1X
Primo autem perfpicicur i p fuerit valor conveniens ipfius
y, i ut fic y = p, tum etiam fore y = m;:, namque fi

valor p loco ¥ fubfticuecus reddic A » + = C:: f 4
-+ &c. = o, wm valor «p loco l"ublhrums eandem

expreflionem evanescentem efficier: hocque moedo una con-
ftans arbicraria & in zquationem incegralem particularem
— 7



R o0 R

y — p introduci poteft. Sin autem przterea hzc ®quatio
y — g fadsfaciatr_propofitz, tum pari modo quoque farisfa-
ciet y—=/ ¢: ex his autem duobus valoribus particularibus
3 = ap & y = F ¢, colligetur hic latius patens y — ap
~+ Bg. Si cnim expreflio Ay - %? + C::j' + L;::J

&c. nihilo xqualis redditur, pofito tam ap quam £ ¢ locoy,
manifeftum eft, eandem expreffiorem nihilo zqualem fieri

debgre , fi loco y ponatur 2 p - By
Dada a equagdo:
de Cddy _
Ay+—= =0
dx  dx’
Considerando as solugdes: y=p e y=q
de Cddp _ —0
dx dx
Bdq,, Cddq _,
dx dx

Ap+——

Aqg+

Serdo também solugdes y=ap e y=fq ,pois:

Bdp . Cddp _
24P —= 0
dx

qu +pCddq Cddq

aAp+a +a

B Aq+ [ ——

Sera solugdo: y=ap+[q porque:

Alap+pq 0 7

jwpdlap*tpa), -ddlap+fa)_,

144
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Paragrafo X
o S

Simili modo fi p, ¢, r, s, &c. fuerint ejusmodi funéti-

onis ipfius x, ut fingulx: feorfim loco y fubfticutz exprefii-
onem Ay —+ i? -+ %‘? —&c. evanescentem efficiane,
tum etiam hic valor ap - B¢ —- yr -+ & 4 &ec. lo-
co y fubftitatus eandem exprellionem nihilo mqualem pro-
ducer. Quare i p, ¢, r, 5, &c. fuerine valores particulares
ipfius ¥, qui ipfi ex @quatione propofita conveniunt, tum ex
iis colligitur ifte valor lunge latius patens y — ap -+ B¢
4 yr -+ &r 4 &c. aquationi propoficz pariter fatisfa-
ciens.  Hicque valor adeo eric completus, fi tot affuerine
conftantzs arbitrariz e, B, ¥, d, &c. quoti fuerit gradus =qua-
tio differentialis propofica. Facilem igitur naéti fumus mo-
dum, ex pluribus valoribus particularibus ipfius », ejus-va-
lorem completum affignandi, qui omnes omnino valores
ipfius ¥ xquationi facisfaciences in (e completatur : ficque
habebi-

Euler observou que dados valores particulares p,q,r,s... para a equagao diferencial
dada, a solugdo y=ap+pfq+yr+os+... também seria solucdo. Esse valor sé seria

completo o nimero de constantes arbitrarias fosse igual a ordem da equacao diferencial dada.
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Paragrafo XI

§ XL :
Totum ergo negotivin pro inveniendo integrali com-
pleto ®quationis pruparm

U'-.—ﬁ ,"{_BJJ o J.l" + I:fjj+-q-+ E:—*

hue reducitur, ut valores particulares inveftigemus, qui pro
» fubftituti zquationem identicam reddanc.  Tot auctem
ejusmodi valoribus particularibus erie opus, quoad-iis pre-
fcripto modo colligendis tot conftances arbicraviz affuerine,
quot expenens maximus # continer unitates. Quare fi fin.
gula xquationes particulares unam fecum gerant conftan-
tem arbitrariam, ejusmodi @quationes numero » requirun-
tur, ad mquationem integralem compleram conftiruendam.
Sin autem quadam harum mquationum particularium plu-
res una conftantes arbitrarias implicent, tam eo paucioribus
opus erit xquationibus pardicularibus ad compleam ex iis
colligendam.

Nesse item, Euler nos esclareceu que o numero de constantes arbitrarias deveria ser no

maximo n , ou seja, a ordem da equagdo diferencial.

Paréagrafo XII
§ XIL

Denotent jam omnes liccerz A, B, C, D, &c. quantiea.
tes conftances, ita ut integrari debeat hac zquatio differen-
tialis gradus »

B q D
=Ay+—2 {HJA--—J

Naﬁiy
+ —3 A e

Cdae
Quoniam y cum fuis differentialibus ubique unicam dimen-

fionem complet, fecundumm methodum meam in Tomo 1L
Com-
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PR o1 G
Comment. Academiaz: Petropol. tradicam hwe xquatio diffe-

rencialis uno gradu deprimecur, fi poramus y — . s

unde fingula d:ﬁércnu.alm ipfius y erunt

n’y [
je = ¢ @
dly d’p
I = ¥ g
i .f' .1prf,a ddp
o = =g ™" @
e i Sppdp . 4pddp 3t . d3p
s = % (P‘"*"JF'F_JF“FJ: Bl
&c.
qui valores fi in propofica fubfticuancur,ca dividi poterit per
[pd
¢, atque remanebic xquatio differentialis gradus w—r.
Na equagdo:
O=Ay+de Cdciy Dd3y Ed' Y, Fd’ y+etc
dx  dx dx dx*  dx’
Foi dada uma solucdo ou integral particular y:ef P entdo:
d_y_ _[pdx
I P-e
ddy dp f pdx 2 f pdx fpdx 2 dp
+ +
dx>  dx’ pe p dx)

ddy _ [ pix; 3 dp , ddp
uey _ 2 p £ 5
dx’ el de+dx2)

Logo dividindo por y:eI " reduziria a ordem da equagao diferencial para n—1
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Paragrafo XIII

§ XIIL

Hic autem primum pater, (i capiatur p conftans, ira ut
ejus differentialia 4p, didp, 47p,&e. evanescant, cum ob A, B,
C, D, &c. conftantes, variabilem + prorfus cx wquatione
efie excellfuram; atque in hac hypocheli orietur fequens =
quatio algebraica:
o=A-4Bp—+ Cp* 4+Dp* 4+ Ep*..... ~=Np=:
ex qua fi valor aliquis pro p eruatur,fimul habebitur ®zqua-
tio integralis particularis y = ¢ " , aquationi differentiali
Propofice facisfaciens; fatisfacier ergo etiam uti vidimus hxe

Dd wqua-

Bk 20:  WEW

pe : y
®quatio y — ar , -quoties p fuerit quantitas conflans ac

radix hujus aquationis algebraicx 0 — A -+ Bp—+Cp*
+Dpi—4. ... 4 Np=,

Dada uma equacao diferencial, hoje homogénea, de ordem n :

3 4 5
+de+Cddzy+Dd3y+Ed4y+Fd y

+etc
dx  dx dx dx dx’

0=Ay

Considerando p=constante , portanto dp,ddp,dddp muito pequenos ¢ y=e"™
uma integral particular, ou solugdo, obtém-se a equacao algébrica de acordo com paragrafo
anterior: 0=A+Bp+Cp’+Dp*+..+Np" .

y=ae”™ também seria solucdo, bastaria substituir e fazer a verificagdo.

Euler demonstrou que a solucdo dessa equacao seria dada por valores de p que eram

raizes da equagdo algébrica:

0=(A+Bp+Cp’+Dp*+...+ Np")
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Paragrafo XIV

§ XIV.
Perduximus ergo inventionem valorum particularium
pro variabili y, ad refolutionem mquationis algebraicz = di-
menfionum, pro qua fumamus hanc
0o— A4 B: 4 Cz* 4+ D=z? - ..... -+ Naz»=
hujusque =wquarionis fingule radices feu divifores dabune
totidem wvalores particulares ipfius ». Si enim fuerit pz—g¢

divilor iftius ®quationis, ex quo oritur z = -;— Sty =

= . . - -
@¢ ~, ; qui valor parricularis unam continet conftantem ar-

bitrariam @ Cum autem illa ®quatio algebraica » dimenfi-
onum concineat » radices feu divifores, hinc quoque orien-
tur # valores particulares pro y; qui jun&im f{umd dabunt
valorem univerfalem pro y; hicque fimul erit valor comple-
tus, co quod » comtineat conftantes arbitrarias; quod eft
criterium zquationis integralis complerz.

Analogamente dada uma equagao algébrica:

0=A+Bz+CZ’+Dz’+..+Nz" e pz—q um divisor, ou seja,

-

p

Entao:

ax

Se z=4 entio y=e? seria solucao da equacao diferencial

3 4 5 gx.
+ Bdy + Cdciy + Dd 3y + Ed 4y + Fd 5y +etc com essas constantes e y=ae”’
X d dx dx dx

0=Ay

também seria solugao.

A equagdo integral completa deveria ter n constantes arbitrarias.
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Paragrafo XVI

§ XVL
Utrique incommodo medelam afferemus, fi. nexum in-
ter ®quationem differentialem propofitam

- Bdy , Cddy Dd?y N d=
oAy~ B L e e
atque inter zquationem algebraicam - formatam
o— A+ Bz 4+ Csz®* 4—Dz? 4 ..... - Ngn

atcentius contemplemur.  Quemadmodum enim ex hac illa

E d -
oritur, fi loco :® ponatur y, loco = vero ﬁ , & generalicer

loco =k feribatur ﬁ—:f + ita fimilimodo ex faftoribus fin-

gulis mquationis algebraice formabuneur =quaciones dif-
ferentiales , quz neceifario in mquatione differenciali pro-
polita continebuntur, atque ex quibus proinde valores
particulares pro y reperientur.  Sic fi pz—g vel g—p=
fueric divilor zquationis algebraice, ex hoc per legem ne-

Dd 2 xus
ek 204 HER
; g - My
xus oritur hac zquatio differentialis gy — == = o qua

integrata dat y = & ¢ ‘? » quz eft ea ipfa, quam ex codem

faltore pz —g elicuimus.
Nesse paragrafo, considerando os divisores: pz—q e q—pz daequagdo algébrica:
0=A+Bz+Cz’+Dz’+...+ Nz"

zz% e y=z" obtém-se qy—p—dyZO ou y7:

dx que

Como =4 , 4
p p

qx
integrando y=ae? ¢ solugdo.
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Paragrafo XVII

§ XVIL

Hinc incelligicur i habeatur divifor guicunque zqua-
tionis illius algebraice pura, p —- ¢ 2 4 r£2 tum zquatio-
nem ex hoc divifore oriundam py —Q-f;}frz -+ i::if =8
dare valorem pro y, qui etiam facisfacic xquationi differen-
tiali propofita. Ex hoc ergo illam difficuleacem tollere po-
terimus, quz locum haber, (i ®quatio algebraica habeat du-
os pluresve faltores mquales.  Sic igitur (p—g2)® divifor
zquationis algebraicz, ex hocque evoluto reflulwabic hazec
gddy
da?

xzquatio differentio- differentialis ppy — zii_‘ff i B

=0 Paminusy:r‘f— v, fafla que fubftitutione habebi-

mus J<s —o, hincque ¥ — & - Br. Quare ex faltore
quadrato (p—gz)* oritur fequens valor y —e "‘:{u—}-ﬁ.r},

qui duas conftantes arbitrarias comple€litur.

px
Se (pz—q)’ ¢é um fator da equacfio algébrica, entio Euler considerou y=e u

pX
onde y=e? ¢é uma solugdo conhecida e u uma fun¢do desconhecida, do tipo

u=a+fx ,ouseja, ddu=0 .
Nesse paragrafo Euler utilizou ideias do atualmente conhecido Método de

D’Alembert.

Dada a equagio algébrica: p+qz+rz° | 22% e y=z" entio:
qdy , ddy _
+—=+r——=0
Pyt o T e

Se (pz—q)’ for divisor dessa equagdo algébrica, uma equagdo de 2° grau e
consequentemente uma equacao diferencial de 2* ordem correspondente seria:

dy

P'y=2pq2+q o
X

dx’
px
Considerando solugdo: y=e ?u e ddu=0 , pois du=constante entdo u tem a
forma u=a+fx .
px
Obtém-se y=e ¢ (a+px)

Euler percebeu duas constantes arbitrarias o, f3 .
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APENDICE VI Institutionum Calculi Integralis (1768-1770)

Volume I; Se¢ao I; Capitulo I
Nesta Secdo, a defini¢do de constantes arbitrarias que foram fundamentais para a

percepcao de Euler para as ideias de base.

DEFINITIO

40. Formula differentialis rationalis est, guando variabilis x, cuius functio
quaeritur, differentiale dx multiplicatur in functionem rationalem ipsius x, seu si
X designet functionem rationalem ipsius x, haec formula differentialis Xdx dicitur
rationalis.

COROLLARIUM 1

. X L . : dy
41. In hoc ergo capite etusmodi functio 1psius x quaeritur, quae si ponatur y, ut -~
X

T : e e . dy
aequetur functioni rationali ipsius x, seu posita tali functione = X ut sit d—}r =X

COROLLARIUM 2
42. Hinc quaeritur eiusmodi functio 1psius x, cuius differentiale sit = Xdx; huius ergo

integrale, quod ita indicari solet J-Xa’x, praebebit functionem quaesitam.

COROLLARIUM 3
43. Quodsi P fuerit eiusmodi functio ipsius x, ut eius differentiale dPsit = Xdx, quoniam.
quantitatis P + C idem est differentiale, formulae propositae Xdx integrale completum est
T o i 8

Definigao:
A férmula de um diferencial seria racional, quando o diferencial dx da variavel x
cuja funcdo seria procurada, fosse multiplicada por uma fungdo racional de x , ou seja,
X designaria essa fungdo racional de x ,aformula Xdx do diferencial seria racional.

Corolario 1:

Por isso, neste capitulo, buscou-se uma funcdode x , X |, tal que: Z—yz X
X

Corolario 2:

Euler obteve uma fungdo de x cuja diferenga seria igual a Xdx , portanto a integral

f Xdx forneceria a fungdo procurada.
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Corolério 3:
Se P fosse uma fun¢do de x , de modo que o diferencial dy=Xdx , e como a
quantidade P+C seria o mesmo diferencial. Logo, a integral completa Xdx seria
P+C com C wuma constante arbitraria.
Volume I; Se¢ao II; Capitulo I
Nesta Se¢do, Euler apresentou seus estudos com constantes arbitrarias, separagdo por
variaveis e quando isto ndo era possivel, utilizou um fator integrante que possibilitasse essa

separagdo por varidveis. A solucdo da equagdo de Riccati apareceu também nessa Secao.

PROBLEMA 49
402. Aeguationem differentialem, in qua variabiles sunt separatae, integrare seu
aequationem inter ipsas variabiles invenire.

SOLUTIO
Aequatio separationem variabilium admittens semper ad hanc formam
Ydy = Xdx reducitur, ubi Xdx tanquam differentiale functionis cuiusdam ipsius x et Ydy
tanquam differentiale functionis cuiusdam ipsius y spectari potest. Cum igitur
differentialia sint aequalia, eorum integralia quoque aequalia esse vel quantitate constante
differre necesse est. Integrentur ergo per praecepta superioris sectionis seorsim ambae

formulae seu quaerantur integralia J-}'dy et IXdr, quibus inventis erit utique

J-]r'dy = IX.ir + Const. | qua aequatione relatio finita inter quantitates x et y exprimitur.

Para integracdo de uma equacgdo com variaveis separadas: f Ydy=f Xdx+C

Apareceu uma constante arbitraria C

PROBLEMA 50
406. Aequationem differentialem Pdx = Ody, in qua P et O sint functiones homogeneae
eiusdem dimensionum numeri ipsarum x et y, ad separationem variabilium reducere
eiusque integrale invenire.

SOLUTIO
Cum P et  sint functiones homogeneae ipsarum x et y eiusdem dimensionum

numeri, erit E,—*'; functio homogenea nullius dimensionis, quae ergo posito y = ux abit in

functionem 1psius u. Ponatur igitur y = ux abeatque [,—1; in UV functionem 1psius u, ita ut sit

dy = Udx. Sed ob y = ux fit dy = udx+ xdu qua substitutione nostra aequatio induet hanc
formam wdlx + xdu = Udx inter binas variabiles x et u, quae manifesto sunt separabiles.
Nam dispositis terminis dx continentibus ad unam partem habetur

xdu = [U -u ) dx ideoque

dx dit

x  U-u
i

quae integrata dat Ix= I s

ita ut iam ex variabili i determinetur x,unde porro

cognoscitur y =ux.



Nesse problema, dada a equacdo Pdx=Qdy onde P e Q eram

homogéneas de x e y de mesmas dimensoes.

y=ux seriafuncdode u .

Se P que mudou para a funcdo U de u e se tornou:

Q
dy=Udx

Se y=ux entdo dy=udx+xdu e substituindo dy=Udx

Obtém-se:
Udx=udx+xdu
xdu=(U—u)dx
dx_ _du
x (U-u)

ln(x)z(l{fil>

E como y=ux

In(y)=In(u)+In(x)

ln(y):1n(u)+f (Udilu)

ln(y):f%J’ (Udilu)

Inly)=f o

Volume I; Se¢ao II ; Capitulo 11
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fungdes

Euler definiu seu novo método, a procura de um multiplicador adequado que

permitisse que uma equagdo diferencial se tornasse uma diferencial exata e pudesse ser

integrada.
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PROBLEMA 58
443. Propositam aequationem differentialem examinare, utrum per se sit integrabilis
necne.

SOLUTIO
Dispositis omnibus aequationis terminis ad eandem partem signi aequalitatis, ut
huiusmodi habeatur forma Pdx + Qdy =0, aequatio per se erit integrabilis, si formula
Pex + Qdy fuent verum differentiale functionis cuiuspiam binarum variabilium x et y.
Hoc autem evenit, uti in Calculo Differentiali ostendimus, si differentiale ipsius P sumta
sola y variabili ad dy eandem habeat rationem ac differentiale ipsius @ sumta sola x
variabili ad dx, seu adhibito signandi modo, quo in Caleulo Differentiali sumus usi, si
fuerit

dQ

(£)=(%£)
LS et

Nam si Z sit ea functio, cuius differentiale est Pdx + Qdy, erit hoe signandi modo

hine ergo sequitur

P=(£) et =(%£);
(%)=(4%) e (2)=(4%)

()-8,

hine ergo sequitur

At est

unde colligitur
ap\_(dQ
(%)=(%)
A funcdo Z ¢étal que dZ=Pdx+Qdy

o

sciamus esse dF = Pdv+ Qdy, haud difficulter pra-eslahitur. Nam quia sumta tantum x

variabili et altera y ut constante spectata est 47 = Pdy, habemus hic formulam
differentialem simplicem unicam variabilem x involventem, quae per praecepta superioris

sectionis integrata dabit 7 = j. Py + Const., ubi autem notandum est in hac constante

quantitatem hic pro constanti habitam y utcunque inesse posse,
unde eius loco scribatur ¥ ut sit

z=jﬁﬁ+r_

Deinde simili modo x pro constante habeatur spectata sola y ut variabili, et cum sit
dZ = Qdy, erit quoque Z= j;_]dy + Const., quae constans autem quantitatem x involvet,
ita ut sit functio ipsius x, qua posita X erit

z=|Qdy+x.
Euler procurou Z constante tal que dZ=Pdx+Qdy e considerou primeiramente
y constante obtendo: dZ=Pdx logo Z :f Pdx+C no entanto, essa constante envolvia
algum y consequentemente Y : Z :f Pdx+Y
Analogamente fazendo x constante: Z=f Qdy+X

Finalizando: f Pdx —f Qdy=X-Y
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THEOREMA
459. Pro omni aequatione, quae per se non est integrabilis, semper datur quantitas, per
gquam eaq multiplicata redditur integrabilis.

DEMONSTRATIO

Sit Pdy + Ody = () aequatio differentialis et concipiamus eius integrale completum, quod

erit aequatio quaedam inter x et ¥, In quam constans quantitas arbitraria ingrediatur. Ex
hac aequatione eruatur haec ipsa constans arbitrania, ut prodeat huiusmodi aequatio

Const. = functioni cuidam ipsarum x et v,
quae differentiata pracbeat

0 = Max + Nady ;
quae aequatio iam a constante illa arbitraria per integrationem ingressa est libera ideoque
necesse est, ut haec aequatio differentialis conveniat cum proposita, alioquin integrale
suppositum non esset verum. Oportet ergo, ut relatio inter dx et dy utrinque prodeat
eadem, unde erit

=
il

-
i~

-
==

ideoque
M=LP e N=LQ.

Sed quia My + Ndy est verum differentiale ex differentiatione cuiuspiam functionis
ipsarum x et y ortum, est (H"-jl-f-] = Hﬁ-]l Quare pro aequatione P+ Qdy =0

dabitur certo quidam multiplicator L, ut sit

Euler considerou agora, uma equacdo diferencial ndo exata, que precisava ser integra-
da. Euler procurava um fator multiplicador para que a tornasse integravel: 0=Pdx+Qdy
Euler queria uma constante arbitraria que fosse uma funcdo de x e y tal que dife-

renciando chegasse a:
0= Mdx+ Ndy
Com isso: BZ%
M=LP ¢ N=LQ
Como
0=Mdx+Ndy exata
daM _ dQ
dx dy
dLP _dLQ
dx dy
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Volume II; Secao I ; Capitulo I
Ele considerou dy=pdx e dp=qdx e q funcdo de p para procurar a relacdo

entre as variaveis a relagcdo entre as varidveis x e y

PROBLEMA 92
T19. FPosito dy = pdx el dp = gdx si g aequetur functioni cuicungue ipsius p, invenire

relationem inter ipsas variabiles x et y.

SOLUTIO
Sitergo g = P denotante P functionem quamcungue 1psius p; quoniam 1gitur est g = gﬂ’é .

erit dp = Pdx hincque dx = 9}’ et dy=pdi= -E'PE Ex quo consequimur integrando
x=a+ E:;,E et y=h+ p—dP&,

ita ut tam x quam y per eandem novam variabilem p determinetur. Atque cum duae novae
constantes a et b per duplicem integrationem sint introductae, hoc integrale pro completo
erit habendum.

Considerando q=P com P funcdo de p , entdo ng—i e dp=Pdx

dp

consequentemente dx= 7 © dy=pdx= %

. Integrando Euler obteve: x=a+f d?p e

d ~ . .
y=b+f p_Pp duas constantes a e b s3o obtidas. Ele observou que as duas variaveis

poderiam ser obtidas com a mesma variavel p . Entdo a integral seria completa.

SCHOLION
724. Cum scilicet aequatio differentio—differentialis duplici integratione indigeat, si
utraque omni extensione instituatur, duae novae constantes arbitrariae introducuntur; in
quo criterium, num huiusmodi integrale sit completum, consistit. Quemadmodum enim
aequationum differentialium primi gradus integratio completa unam constantem
arbitrariam implicat, ita, si aequatio differentialis fuerit secundi gradus, binae constantes
novae in integrale completum ingredientur, ternae autem ac plures, si aequatio
differentialis fuerit terti altiorisve gradus. Problemata autem, quorum resolutio ad
huiusmodi aequationes differentiales altiorum graduum deducunt, natura sua ita sunt
comparata, ut solutionis determinatio totidem constantes requirat. Ita in aequatione

g = f seu sumto dx constante ddy = f.irz aequatio integralis completa
y= %,&x + Cx + D duas constantes novas C et D involvit, quod etiam in subiunctis
exemplis patebit.

Se q=f e considerando dx constante:
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Na equagdo:

ddy=fdx’ dx constante e utilizando p=d—y e q :Z—I;

dx
Na primeira integragdo apareceu C e na segunda integracdo D e a integracdo

completa:

1 o
y= 5 x’f+Cx+D onde CeD eram constantes arbitrarias.

EXEMPLUM 1
125. Aequationis differentio—differentialis addy = dxdy , in gua elementum dx
constans est sumtum, integrale completum invenire.

Posito dv= pdx et dp=gdx erit dd_];=qu: hincque ag=p et P=£.

Quocirca integratio praebet

— |2 _ - -
.I'—J- - =C+ alp et _1—J-adp—D+ap.

Cum igitur sit p= % erit

y=0
a

quae est aequatio integralis completa binas constantes C et D involvens.

x=C+al

Na equagdo diferencial: addy=dxdy sao dados: dy=pdx , dp=qdx e dx
constante.

Entdo ddy=dpdx e adpdx=dxdy que dividindo por dx que era constante:
—D
=|adp=D+ ==
y=Jadp=D+ap e p="—
Como addy = dxdy=aqdx’

addy=dxpdx=aqdx’ portanto p=aq
Logo:

x:f d?p+C=f d?pa+C:C+alnp

Ou ainda:

(y—D)

x=C+aln

com duas constantes arbitrarias.
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SCHOLION
799. Operae 1gitur pretium erit eos casus perpendere, quibus aequatio
vdu = pdp — udp integrationem admittit; quamobrem examinemus, qualis functio v debeat
esse Ipsarum p et u, ut hoc eveniat. Primum autem patet hoc fier1, s1 v fuerit functio
homogenea unius dimensionis ipsarum p et u, quoniam tum ipsa haec aequatio fit
homogenea ac per regulas supra expositas ad integrationem perduci potest. Deinde etiam
integratio succedit, s1 fuerit v functio quaecunque 1psius p, quoniam tum altera variabilis

u unam dimensionem non superat et aequationis du + lff‘-' = E‘E integrale est
(£ L
EI Yu= J-el ! EIE
Tertio integrationem absolvere licebit, s1 v fuerit functio quaecunque guantitatis
p—u. Posito enim p—u=s, utsitv functio ipsius 5, ob p =5+ u nostra aequatio erit
vdu = sds + sdu ideoque du=-%_ et u :I bt

(v-5) (v-s)°
simplices est referenda. Quarto manente s = p—u s1 P, O, R denotent functiones

quae integratio adeo ad formulas

quascungue 1psius s, aequatio nostra vdu = sds + sdu tractari poterit, s1 fuert
Ps__ .
O+ Ru" *

v=s5s+ tum emm fit Pdu = Quds + Ru"ds . Quinto etiam patet, si denotantibus V’

et U functiones quascunque ipsius u fuerit v=s+ Vss +Us", integrationem quoque fore in

potestate; fit enim aequatio nostra Fsdu + Us" du = ds . Atque in genere s1 aequatio
differentialis ds = Zdu fuerit integrabilis existente Z functione binarum variabilium

s et U, cum nostra aequatio sit sds =(v—s)du, habebimus v=s+Zs pro omnibus
casibus integrationem admittentibus.

Nesse item apareceu o fator integrante para a equacao diferencial de primeira ordem
que foi reduzida a partir de uma equacao de segunda ordem.
A equagdo ¢é:
vdu = pdp—udp

Que rearrajando tornou-se:

d
IS

du+ udp _ pdp cujo fator integrante ¢ e .

\% \%
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Volume II Secao I Cap IV

Neste Volume, duas solu¢des (ndo multiplas entre si) formariam a integral completa.

THEOREMA

837. Sumto elemento dx constante si aequationi differentio—differentiali
ddy + Pdxdy + Qvdx® =0
satisfaciant integralia particularia y =M et y = N, ita ut ratio M: N non sit constans,

erit eius integrale completum y =aM + N .

DEMONSTRATIO
Cum valores y =M ety = N satisfaciant aequationi propositae, erit

ddM + PdxdM + Qﬂ{dxl =0 et ddN + PdxdN + Qﬂ.-ﬂirz =0,

unde patet ponendo y = aM + SN aequationi quoque satisfieri, cum fiat
a (da’M + PdxdM +QMdx” )+ i (duw + PdxdN + QNdx” ) =0,

Quoniam vero hoc integrale y =aM + AN duas constantes & et f complectitur,
quas pro lubitu definire licet, 1d completum sit necesse est, nisi forte N sit multiplum

ipsius M.

Dadas duas integrais particulares onde a razdo entre elas ndo era constante, ou seja,
ndo eram multiplas, Euler obteve a equagdo integral completa.

As duas integrais particulares ndo eram maultiplas, ou seja, eram linearmente
independentes no entendimento atual, entdo a integral completa seria a combinagdo linear
dessas duas integrais particulares ou solu¢des. No caso de duas integrais particulares ou
solugdes, a razdo entre elas ndo ser uma constante, equivale a dizer que ndo sdo multiplas, ou

ainda que sao linearmente independentes.

COROLLARIUM 2
. \ — e _ dy
839. Cum posito y =™ seuu= = prodeat
du +uudx + Pudx + Qdx =0,
si huic aequationi satisfaciant valores u =-2L et y =2~ eidem quoque

Mux Nax ?
o dM + BdN
satisfaciet valor y = -2dMEpaN
(aN-+5M )dx
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Nesse  Corolario, uma  integral particular da  equacdo  diferencial

ddy + Pdxdy+Qydx*=0 seria y=e'"* que substituida na equacgio diferencial reduz sua
ordem para a equacdo diferencial em u de 1* ordem du+uudx+Pudx+Qdx=0

Agora Euler, substituiiu y=aM+SN na derivada de y=e'"®* | ou seja,

adM+ fdN
a M+ B N)dx

d—yzu o que resultou em u= (

ydx

COROLLARIUM 3
840. 51 ergo aequationis du + wudx + Pudx + (Odx = 0 habeantur duo integralia particularia

u=R et u=5, ob M =" et N=e"** integrale completum erit

| Ry S 4 | St S5-R
ae “Hefe™8 o P4 e (5-R)

= LA
rze_-fdn_'_ﬁel.'m’r ae!.ﬁ'..u +ﬁ£,|.hfr

f Rdx

.. Sdx ~ o] .
Euler substituiu M=e e N :ef na expressao do corolario anterior

U= adM+ fdN
“(aM+pN)dx

PROBLEMA 102

842, Sumio elemento dx constante invenire integrale completum huius aequationis
differentio- differentialis

ddy + Adydx + Bydx” =10.

SOLUTIO

fudt brodit haec aequatio

Posito y=¢

it + udy + Auwdy + Bdx =10
sIve

_ —dlit
de = s+ Au+ 8 °

cui satisfit tribuendo ipsi 1 elusmodi valorem constantem, ut evadat
utt + Au+ B =10, qui sunt

u=-Ltaz f(144-B)

Esse problema possibilitou a resolu¢ao da equacdo algébrica correspondente.
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Hinc ergo cum habeantur bina integralia particularia v = P posito

‘IIH Ad- 3]- = n erit integrale completum

—=Ax —ix |
y=e° {rre'“+,e?e '”j,

ac si sit 7 numerus imaginarius, puta n = m+—1 , ent
L1 : ' Lax '
y=¢ " (acos.mx+ fsinmx)=Ce =" sin(mx+y).

Sin autem sit n = 0, prodibit
y=e (a+px).

COROLLARIUM 1
843, Ad integrale ergo aequationis propositae inveniendum resolvi oportet asquationem

algebraicam
v+ Au+ B =10,

quae oritur ex proposita ddy + Advdx + E_}'t'.f‘fl =0, si loco v, dv, ddy scribatur

o 1 2 R - - - J— -
w .u,u" etelementum dx reiiciatur; tum enim binae radices illius aequationis dabunt

integrale completum.
No item 842, dada a equagao:
ddy + Adydx+ Bydx"=0
Que se tornou du+u’dx+ Audx+Bdx=0 pela substituicio de y=e/"* ¢
considerando ddx=0

Que rearranjando tornou-se:

du . . .
dx=——————— observando o denominador ¢ verificando que u seria

(u’+ Au+B)

du ~
constante, portanto, I =0 entio u’+Au+B=0
X

Euler resolveu como equacao de 2° grau e obteve:
]_ ]_ . . _ fudx
e u:—EAi ZAA_B substituindo em y=e

Ele utilizou a ideia de que a combinagdo linear de duas integrais particulares, ndo

multiplas, era integral completa da equagado diferencial de 2* ordem em u

_%AX nx —nx 1
y=e * (ae™+pBe ™) fazendo n= 2 AA-B

L ax

Se n=0 entio y=e > (a+fx)

. , . . . 1 >
Nesse caso, haviam duas raizes iguais, ou seja, o valor n= (Z A —B) =0
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Ax

N |—=

Um dos valores entdo encontrado seria: y=e

Para encontrar o outro valor, Euler sabia que ndo poderia ser um valor multiplo.

1

Considerando ylzei2 e utilizando o Método de D'Alembert a outra solugdo seria

y,=ky, ,onde k uma fun¢do da varidvel independente x

1 ax

Considerando ylzei2 utilizando o Método de D'Alembert e chamando a outra
solugdo de y,=ky, , ele substituiu na equagdo diferencial homogénea

ddy + Adydx+Bydx’=0 e obteve:
k"y, =0 entdo k"=0 e consequentemente:

1
=~ Ax
k=c,x+c, ecomo y,=ky, entio y=e > (a+Sx)

Euler também considerou as raizes imagindrias, caso n= (ZAA—B)<O pois ja

eram conhecidas dele a relagdo que hoje é chamada de relacdo de Euler e™=cosw+isenw

e neste corolario n=+v—1m
L _
y,=e > .(cosmx+isenmx)
L .
y,=e > .(cosmx—isenmx)

Como ja era entendido por Euler, combinagdo linear de duas solu¢des da equagao

diferencial homogénea ¢ também solugdo da equacao diferencial.

Ax
.(a cosmx+ ffsenmx) era solugio.

N |—=

y=e
No corolario do item 843, Euler ratificou a ideia de tratar ddy+ Adydx+Bydx =0

substituindo y,dy,ddy por u’,u',u’ resultando u’+Au+B=0
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PROBLEMA 104
851. Sumto elemento dx constante si P, O et X denotent functiones quascunque
ipsius x, integrationem huius aequationis differentio-differentialis

ddy + Pdvdx + Qydx” = Xdx"

ad aequationem differentialem primi ordinis reducere.

SOLUTIO

Para reducdo de ordem de uma equagdo diferencial de 2* ordem, Euler procedeu da
seguinte forma:

Considerou v uma integral particular da equagado diferencial de 2* ordem homogénea
e y=uv a solugdo da -equagdo diferencial de 2* ordem n3o homogénea

ddy + Pdydx+Qydx*=Xdx" onde u édependentede x ,ouseja, du=sdx

Substituindo y=uv em ddy+Pdydx+Qydx’=Xdx’ e considerando v solucio da

equacdo homogénea:
ddv+ Pdvdx+Qvdx*=0 e 2dudv+vddu+ Pvdxdu=Xdx" , substituindo ainda

du=sdx em 2dudv+vddu+Pvdxdu=Xdx" chega-se a equacdo diferencial de 1*

f Pdx

ordem: vds+2sdv+Psvdx=Xdx e utilizando o fator integrante ve obtém-se

7J'de 7J'de
sze—f edeXdex e u:f e’ dx f ef PaX xvdx
vV vV
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SCHOLION
860. In genere autem si huiusmodi aequationis

ddy + Advdx + Bydx® = Xdx*

constet integrale particulare seu valor ipsi satisfaciens y =¢, integrale completum
facile reperitur ponendo y =¢+ z. Cum enim per hypothesin sit

ddt + Adtdx + Btdx® = Xdx*
facta hac substitutione onetur

dd= + Adzdx + Bzdx* =0,

X

unde, s1 4= f+get B= fz, colligitur z = ae  + pe & sicque integrale
completum erit
y=t+ ae * + Pe &

quemadmodum etiam in exemplo allato invenimus.

Dada uma equagao diferencial:
ddy + Adydx+Bydx’= Xdx" e sabendo que uma integral particular era y=t entio
ddt + Adtdx+ Btdx’= Xdx’
Se y=t+z fosse a integral completa, substituindo em ddy + Adydx+ Bydx’ = Xdx’
obteve ddz+Adzdx+Bzdx’=0 que se tratava de equagdo diferencial homogénea, ou seja,
z ¢ solucgao.

Dadas duas solugdes da equagdo diferencial homogéneaem z , t,=—f e t,=—g
A=—(f+g) e B=fg onde A ,¢é o simétrico da soma das raizes da equagdo de 2° grau e
B o produto.

A solugdo da equagio diferencial: z=ae "+ pe *

Substituindo em y=t+z , Euler obteve: y=t+ae "+pe *
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Volume II Secao II Cap 11

PROBLEMA 144
1117. Aequationis differentialis tertii gradus

Ay +——ff£i" +Cday  Ddy

dxt de

sumto elemento dx constante integrale completum invenire.

SOLUTIO
Cum 4, B, C, D sint quantitates constantes, levi attentione adhibita patet 1sti aequationi

huiusmodi formam y = e satisfacere: cum enim hine sit

: . 2 o oo - "
iﬁhz‘j‘gdr‘l :hh. =.-l_€;'", o 1 ZAJE‘AIJ
X dx” dy

his substitutis et aequatione per e** divisa fit

A+AB+2Cc+a1’D=0,

unde exponens i determinatur; qui cum tres valores sortiatur, qui sint a, 5, »,
habebimus tres formulas satisfacientes

X .
X =€_J‘xJ

y=e , ¥ e

y=e

Verum ex natura aequationis propositae perspicuum est, si ei satisfaciant valores
y=P, y=0. y=R, etiam his utcunque coniungendis satisfacturum
y=AP+BO+CR. Quare ex ternis formulis inventis nanciscimur hanc
latissime patentem aeque satisfacientem

Euler resolve uma equag¢do diferencial homogénea de 3* ordem

3
+de+ Cddy+ Ddy
dx dx* dx’

Ay =0 com dx constante ¢ A,B,C,D... constantes utilizando

~ ;. . ~ . A .
equacdo caracteristica. Considerou uma solugdo do tipo y=e”* , verificando que

satisfazia a equacao diferencial fazendo as substituigoes.

dy Ax ddy 2 _Ax d3y 3 Ax

=L =) —Z =} - =

"¢ T © Tk A
Dividindo por e’ torna-se:

A+AB+A°C+2’D=0 e considerando trés valores encontrados para A , a ,

p e

X B x

y , entdo: y=e“" , y=e"" e y=e’"

deveriam satisfazer a equacdo
diferencial.
Logo: y=Xe“ +Ye’* +Ze’* com X,Y,Z constantes arbitrarias que formariam a

integral completa.
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PROBLEMA 145

1125. Aequationis differentialis cuiuscungue gradus

Bdy | Cddy A Dd
Ay =1 oLt

3 4

) Ed )
dg} - dr*} +etc. =10
X

sumto elemento dx constante integrale completum invenire.

SOLUTIO

Et huic aequationi evidens est satisfacere formulam y = e™

: cum enim hine sit

i 3 . ] 3 3 = L 3 o o
A _ pet*, My _ j2AY 40 _ 234 et in genere L2 = 1" facta substitutione
dx = dx’ dx"

pervenietur ad hanc aequationem, postquam scilicet per ei ™" diviserimus,

A+BA+CA*+DA* + EA%+ etc. =0,

ex qua valorem ipsius A definiri oportet. Hinc littera 2 totidem valores obtinebit,
quoti fuerit ordinis aequatio differentialis proposita, quorum singuli aequationi aeque
satisfacient. Qui valores s1 sint e, 8, ».d etc., integralia quidem particularla erunt

y=Ae", y=1e’*, y=€” etc

Verum ex ipsa aequationis natura perspicuum est aggregata quotcunque horum valorum
ideoque etiam omnium perinde satisfacere. Cum igitur aggregatum omnium

y =A™ + BeP™ + Ce’™ + D’ + ete. .

tot complectatur constantes arbitrarias 2, B, €, © etc., quoti ordinis differentialis
est aequatio proposita, quin haec forma eius sit integrale completum, dubitari nequit.

Dada uma equacao diferencial de qualquer grau, ordem,

. A . . ~
..=0 evidentemente y=e"" satisfaria a equacdo e

3 4
+de+Cdczy+Dd y+Ed4y+

A
YT ix dx dx’ dx
consequentemente :
3 n
d—yz/le“ Mz/lze“ d—y:/13e“ d—y:/l"e“ que resultaria em:

dx T odx " dx dx
A+AB+A'C+A°D+A"E+..=0
Entdo se considerados valoresde A , «,f,... seriam as integrais particulares
y=Xe“* , y=Ye”* e y=Ze¢”* ... seria evidente que a somatdria também deveria
satisfazer a equagdo diferencial. Logo: y=Xe“ +Ye’*+Ze’*+.. com X,Y,Z... as

constantes arbitrarias que formariam a integral completa.
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APENDICE VII Solution de Différents Problémes (1766)

1. Soit I'équation
f dy dy

+NEL =

I"}I_'_Mdf d‘" ’

pour laquelle on connait deux valeurs pdrtlcuimre% de y dans le cas
de T=o.
On aura d’abord I'équation en z (3)

dN dy dz
s[( -—M)_rﬁ-hl-ﬁ — Ny_consl.

donc, supposant que y, et ¥, soient les deux valeurs de y qui satisfont &
I’équation '

: dy kst il
Ly +M—=- +Na?.r

dN dy, e ] Ul
[(u-G) e “?J—m“f’—*'

dN
L)+

A et B étant deux constantes arbitraires.

0N aura

Go.



576 SOLUTION DE DIFFERENTS PROBLEMES

On tire de ces deux équations

L Adjrr.—ur.ﬂ:;_
N (g~ nE)
Soit d abord A = o, on aura
;=——B AL =
L] . . ¥
Yol :".ﬂ
soil ensuile B == o, on sura
BB
.E_-H Eﬂ ﬂ'_:l-- &5
Yar — N

Avant deux valeurs de 3, savoir z, et z,, on les substituern successive-
ment dans I'équation {C), et 'on anrs

¥ I:H:.—‘“!Ef*} + %‘J}:E:. =f'n. d,

_;r'[;]l'l!-:—d—:';:] +%N:., =f"|.'=,nl'i:

"o Pon e
. g | Tedt — 5 [ Tt
(Fi _,.a=—-£_ - J‘E;. o
M {¥| :I'.IT B 3:-?!—

*est lo valeur générale et complete de v qui satisfait & 'égquation pro-
pasée.
&i I'on ne eonnaissait que la valenr y,, on aurait simplement I"équa-

Lion :
-t &N dr,] ds .
;||111— jy.-#—t'l-'t-d!]—l—:,;hr.:.li.

o
lagquelle élant intégrie donnerait

. .y — (M _dN
E:EI(#-%*%)#[*!WM.—.{J‘E J.{?i Dalr rl.,u.]""'d:J

M

169
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k78 . SOLUTION DE DIFFERENTS PROBLEMES
Ov, &, et &, élant les racines de I'équation L +- Mk + NA&® = o, on aura

o+ = — %!;
done
| .
IJF‘|+N:'_!!‘2 el M—F-zhﬁ.‘.-..““&‘.-—ﬁ‘;};

v les valeurs de s, et de =, seront les

e i B
done, en faisant C= — g o

mémes que ci-dessus. i
Ces valeurs pourraient encore se trouver d'une maniére plus simple

par Ia remarque du n® 10. Car I'équation [B) sera, dans le cas présent,
dz diz
Lz — film +NW —=0;

d'ou I'on tire
i z=Feh'=3 et z=Q0Ge'=3z,,

F, G étant deux constantes arbitraires, et &,, &, les racines de I'équation
L. —MAh + NA* = 0; de sorte qu'on aura

h=—1I e h=-—.
Lagrange supds uma equagdo diferencial com coeficientes constantes L,M,N

dy d2y
Ly+M—~—+N—~=T
YIRS T e

Ele multiplicou a equacdo diferencial por zdt , z uma varidvel indeterminada e

encontrou duas constantes arbitrarias A ¢ B , onde cada constante arbitraria seria fungao
de um dos dois valores particulares y, ou Yy, que satisfaziam a equacdo diferencial

quando T=0 , ou que satisfaziam a equagdo diferencial homogénea.

Supos dois valores particulares de y quando T=0

Ele afirmou que y I:e"lt e yZ:e"zt satisfaziam a equagdo diferencial homogénea e

que k, € k, ¢ que foram obtidos como raizes da equacdo [ +Mk+ Nk’=0

Lagrange verificou a necessidade de duas constantes arbitrarias e obteve dois valores

particulares y 1:3"” e yZ:e"zt , nao multiplos, linearmente independentes na solugdao da

equagdo diferencial homogénea correspondente.
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APENDICE VIII Sur L’intégration d’une équation différentielle a différences finies qui

contient la théorie des suites récurrents (1769)

SUR L'INTEGRATION

¥EEE

ROUATION DIFFERENTIELLE

A DIFFERENCES FINIES,

T CHNTIENT Ls THEDGIE DES SITES RECURKESTES,

l“a':ﬂ'l.lnm Treridennia, 0. 1, a75.)

1. Soil propasée I'dquation diffirentielle

iy -+ pildr = falr,

oil X et Z expriment des fonetiong quelcosgues de Is variable =; Pon sait

que pour intégrer cette équation il suffil de fuire

F=
e qui donne
wils + e o+ uz Lor = Tadr,

oit I"on peut Faive dvanonir deux termes par une valeur convenable de u

ou de z. Supposons done
rilel 4 aeXdy = o,

el divisani par =, on aura
du 4 ady =a.

Hpﬂruunj:qumi
J—r::q—:l:.ﬂ'I et ru=.--f'.{.:'.r.

HaviOir
u= ,r-l-_ﬂ': J"'.
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2h SUR L'INTEGRATION

oi1 e est le nombre dont le logarithme hyperbolique est 1. Par cette sup-
position la proposée deviendra

uds = fdx,

ce qui donne

e’!’z—_éﬁi z .—_'fﬂﬂrx = f«f”"zdx,
N [

at enfin

ed lrf.rz&x

e Y ¢ T

Lagrange resolveu a equacdo diferencial dy+yXdx=Zdx , onde X e Z eram
funcbes de x . Tomou y=uz e substituiu em dy+yXdx=Zdx que retornou
udz+ zdu+uzXdx=Zdx

Considerou valores convenientes de u e z obtendo zdu+uzXdx=0 . Dividiu por

z conseguindo du+uXdx=0

—| Xd . .
Integrando: u=e % ¢ como acima Lagrange considerou udz=Zdx ele encontrou

J' ef X 7 dx

Z:fefXdXde eenfim y= NET

Ele considerou u solu¢do da equacdao diferencial homogénea, termo atual, que
satisfazia du+uXdx=0 e induziu que uma solugdo y da equagdo diferencial ndo

homogénea fosse y=uz , definindo o Método de Variagdo dos Parametros e das Constantes.
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APENDICE IX Recherches Sur 1és suites recurrentes dont lés termes varient de plusieurs

manieres difféerentes ou sur lintégration dés équations linéaires aux différences finies

partielles (1775)

190 Nouoveavx Hiunmss o tAcipisiz Rovare

Mémoires de Turin. M. le Marquis de Condorcer & M. de 1a Place avoicnt
déja remarqué que ce théoreme fur les équarions aux différences infiniment
petites toit aulfi applicable aux cas des différences finies; & ce dernieren a
donné une démonltration générale & ingénicule, mais un pen compliquée
{voyezle Tome IV, des Mémoiresde Turin, & les Meémoires préfentés 4 [ca-
démie des Sciences de Parisen 1773); c'eft ce qui m'a engagé 3 craiter ici
cetie matiere par une méthode nouvelle & aulhi fimple qu'on puiffe ke défirer.
REMARGOGUE '

5. Les principes de 1a méchode précédente pewvent s'appliquer anff
aux équations différentielles ordinaires, & font en général d'un trés grand
ulage dans rour le calcul intégral.  Quoique ce ne four pas ici ke heu de
oous accuper de cetre maricre, je vais néanmoins en traiter en pen de mots,
me rélervant de le faire ailleurs avec phs d'étendue.

Ex d'abord, 6 l'nn a unc Equannn linéaire de I'nrdﬂ: n telle que
Py+Q2 + RS t & + ¥ = x
o P, Q, R &c F, & ..-"II' fm:nt des fondions dnun&m de x, &
qu'on conpole Tintégrale complette de cette équation daos It cas de
X — o, laguelle fora nécellzirement de la forme
y = ap+ by + er 4 &c
a, b, ¢ &c. érant des conftantes nhuwreuunmnhrcdm. ﬂrp,.gr,r &e
desfhu&mnsdn x, ol les conftantes a, 4, ¢ &c. n'enens pas, & qui
fome sutant de valeurs particulieres de y dans Uhypothele de X —
on en pourra déduire siffment lintégrale complette de la propofée. . Car
en regardant les arbicraires a, &, ¢ &c. comme des variables indétermi-
ntes, & fuppolent nulles dans les valeurs de dy, d'y, Fy &e &'y
les parties qui dépendent de la variabilicé de ces quanticés 4, &, ¢ &c. on aura

dy — adp + bdg 4 cdr 4 &ec.
o — pda 4 gdé 4 rde - &e
dy = ad'p 4 bd'g 4 cd'r 4 &
o0 = dpda 4 dgdb - drdc 4 &¢.

L
L

Lagrange considerou uma equagdo linear de ordem n com P,Q,R..V , fungdes
de x e a integral completa da equacdo quando X=0 tem necessariamente a forma:
y=ap+bq+cr+... , com a,b,c.. constantes arbitrarias num total de n e p,q,r... ,

funcdes de x . Considerou as arbitrarias a,b,c.. como variaveis indeterminadas e supos

nulos os valores de dy,d*”,d’y..d" 'y .
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adlp 4 bdg 4- cd'r 4= &ec.
d'pda 4 d*¢gdé - d'rdec 4 &ec.

dy

T o

&

5 i

e 6 |

g dd!—rtp_r_ﬁdll—u? +"fdl-—-:r+ &c,
‘& =tpdaf & —gdbt d ~rdc - &e

=]

L

eoluite .~ _ N
d'y = adlp 4 bdy 4 cd'r -} &e. _

4 &—"pda d**gdé - d*'rdec 4 &c.
De certe maniere on voit que les expreffions de y, dy, d'y &c d:'_'j'
ont la méme forme que i a, b, ¢ &e. éroient conltantes, & que celle
de d"y n2 differe de ce gu'elle feroit dans ce cas que par les

termes d" 'pde - d"7'gdé == 4" 'rde 4 &c. qui y fonr djoid-

tis; or comme duns le cas de a, §, ¢ &c. conflaores, les valeurs de ¥,
dy, &'y &e. d'y facisfore par hypothefe 4 Péquation propole lorfqu'on
y luppole X' — o, quelles que foient d'silleurs ks valeors de ces conftan-
tes, il eft aifé de conclure que fi on fubftitue dans cetre équation les valeurs
ci-deffus de ¥, dy, d'y &ec. d"y, tous les termes s'y dérnarone, A Fex-
ception des rermes de la valeor de d°y qui dépendent de la varation des
quantités a, & ¢ &e, & durerme X, qui aveic éé fuppolé aupare-
vace nul.  De forte qu'on aura, en divilane par }7, I'équation .

—'pda+ &~'gdb + & 'rdc 4 &e. = Kdx;
& cerre équation £rant combinée avec les n -~ 1 équations de condition
pda 4 gdbé 4 rdc 4 &c. '
dpda 4 dgdd 4 drdc 4 &c.
. - ) )
d""pda ﬂ"_’ir dé —F— d"irdc + &e. = o,
en en tirera par les regles ordingires de Félimination les valeurs des n diffé<
rentielles da, db, de &c.; & de 13 on aura par lintégrasion celles de

— o g

Oy

Assim ele obteve:
dy=adp+bdq+cdr+...
0= pda+qdb+rdc+...
d’y=ad’ p+bd*q+cd’r+..
0=dpda+dqdb+dcdr+...

d"'y=ad" ' p+bd" 'q+cd" 'r+..
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0=d"*pda+d"*qdb+d" *rdc+..

d"y=ad"p+bd"q+cd"r+..d" ' pda+d" ' qdb+d" 'rdc+...
Um sistema com n—1 condi¢des foram obtidas:

0= pda+qdb+rdc+...

0=dpda+dqdb+dcdr+...

0=d"*pda+d" > qdb+d" *rdc+..

A tltima equagdo foi obtida substituindo os valores y dy,d’y,..d"y na equagdo

diferencial:
dy _d’y d"y
Py+Q—+R—+...V—=X
y+Q dx dx’ dx"
Resultando:

%dx”:d”_l pda+d" 'qdb+d" 'rdc+..

Um sistema formado por n—1 condigdes obtidas envolvendo as derivadas das
constantes a,b,c... que foram substituidas por fung¢des da variavel independente x
somando-se com a equagdo obtida acima, totalizou um sistema com n equagdes € n

incognitas, um sistema possivel e determinado, como ¢ chamado nos dias atuais.
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APENDICE X Essai sur La Représentation Analytique de La Direction (1797)
§ 2

Pour ajouter plus de deux segments, on suit la méme régle: on les
combine de fagon que l'extrémité du promier colncide avee lo premier point du
second, l'extrémité do celui-ci avec lo premier point du troisiéme, etc.; puis on
joint par un segment le point ol lo premier segment commence au point oi
lo dernier se termine, et on appelle co dernier segment la somme do tous les
segments donnés,

Pen importe quel segment on prend pour le premier, quel pour le
socond, le troisitme, ete. Car si un point décrit un segment de droite, ce
regment gura le méme effet sur les distances du point i trois plans perpendi-
culnires entre oux, quelle que soit sa situation par rapport aux plans; par
conséquent, lorsqu'on ajouts plusieurs sogments, la contribution de l'un d'eux i
Ia détermination de la position de l'extrémité de la somme veste In méme, que
co segrnent soit lo premier, qu'il soit le dernier, ou qu'il occupe un autre rang
queleonque, Par conséquent, dans I'addition des segments, I'ordre des termes ost
arbitraire, of la somme reste toujours Ia méme, parce que, supposé donné son
premier point, le dernier aura toujours la méme position.

Pour cette raison on peut aussi dans ce cas représenter la somme en
unissant par le signe 4 les segments ajoutés, Par oxemple, lorsquon a tivé
dans un quadrilative lo promier cdté do ¢ & b, le second de b 4 ¢, lo troisitme
de ¢ i d, mais le quatritme do « & d, on aurn ad == ab 4 be 4 ed.

No paragrafo 2, Wessel adicionou segmentos. Num quadrilatero abcd , o segmento:
ad=ab+bc+cd .

Ele designou +1 como uma unidade positiva retilinea e dire¢do 0° e +& como

uma unidade perpendicular positiva com mesma origem e direcdo 90° e as regras do

produto considerando soma de angulos.
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1w

& 0,

Lo cosinus d'un are de cercle ayant pour origine loxtrémitd de won
rayan +1 est lo segment de ce rayon on du rayon dismétralement opposé qui
commonce au centre of se termine & lu projection orthogonsle de l'autre bout
de Psre. Lo sinus du méme wre e mené perpendiculairement de lextrémits
du cosines & lextrémité de 'are.

~ Dapris 1o § 5, o sinus d'on anglo droit ost donc égal & V1. Posons
V—1 = ¢; déeignons par v un angle quelconque et par sine un segmont do
o méme longueur que le sinus do Fangle, mais positil lorsque V'are qui mesure
Tangle s+ termine sur ln promiire demi-virconfironcs, négatif lorsqu'il ao tormine
sur Jn demniire demi-cireonference. Alors d'apris les §§ 4 et B, ¢sine cxprimern
lo winus de l'angle v en direction ot en grandeur.
g7

Conformément oux &8 1 ot 6, bo rayon qui commencs su centre of dévie
de Tangle ¢ de Tunité pesitive ou absolue gst égal & coav 4 esine. Or, d'apris
lo §4, lo produit de deux facteurs dont I'un falt avec Tunité Yangle s, of V'autre
I'angle w, fera avec la mime unité I'sngle e, Done, lorsgu'on multiplie le
sogment de droite eose - esine par lo segment cosw - gsinw, lo produit sern |
un segment de droite dont Pangle de direction ot fgal & ¢} Par conséquent
on peut, dapris les 8516t 6, désigner lo produit par cos (v %) + esin(e-+ u).

§ B
On pent encore axprimer d'une sutre maniive co produit
(e0s v+ e 5ins) (cosu-L gsine) on cos i+ o) L esin(utn)
on formant la somme des produits partiels obtenus on multipliant chacun des
segments dont Ia somme constitne 'un des factewrs par chacun des segments
dont la somme constitue Vautroe fackour. On sura ainsi
(como |- esing) (Co8m 4 eainn) = cosw 008H — sino sinw - ¢ {cososin gL eoswainr),
e qui osk uno consbquence des deux formules bien connues de la trigonemétrio
eof (P4 u) = CoBY COBN — Bin v Einu,
gin{r4 %) = cosesine + coswsine.
On peat, rigonrensoment of sans aueuno diffiealté, démontrer cos formule dans
tous les cos, que Jes denx angles ou sculement I'un deux solent positifz ou

No paragrafo 6, o cosseno de um arco de circulo seria o segmento do raio +1 que
comecaria no centro e terminaria na projecao ortogonal da outra extremidade do arco. O seno
do mesmo arco seria conduzido perpendicularmente da extremidade do cosseno a extremidade
do arco. O seno do angulo reto seria iguala e=+v—1 .

No paragrafo 7, Wessel verificou que o raio que comegava no centro e se desviavade

um angulo v da unidade positiva ou absoluta e deveria ser igual a cosv+e&senv . Nesse
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mesmo paragrafo, ele apresentou a multiplicacdo de dois segmentos orientados resultando a
soma dos angulos, ou seja, multiplicagdo de cosu+¢&senu por cosv+éesenv que obtiveram

dire¢do igual a u+v . Os angulos determinavam o posicionamento dos segmentos

orientados.
No paragrafo 8, Wessel apresentou as conhecidas relagdes trigonométricas de cosseno
da soma e seno da soma de argumentos, onde cos(u+v)=coucosv—senusenv e
se(u+v)=senucosv +senvcosu através do produto de (cosu+ e senu)(cosv+esenv) .
(cosv+ & senv ) (cosu+ & senu)= cosvcosu—senusenv +& ( cosvsenu+ cosusenv )
(cosv+esenv)(cosu+ e senu)=cos(v+u)+esen(u+v) .
g9

Le segpent do droite repréwonté par coss 4 esine est, d'apris le § 7,
un rayon de cerclo dont la longuour est gale i 1 of dont o déviation par rapport
& e020° est Ggale & Tanglo oo 1) s'ensuit que r.cose 4 r.esine désigne un
sogment de droite dont la longueur est Ggale & r ot dont Vangle de direction
est »; car si Yon rend les citée de I'angle droit d'un triangle rectangle » fois
plus grands, Ihypoténuse devient en méme temps » fois plus grande et les
angles restent inaltérés. Or, la somme des cotés de angle droit est, dapris
le §1, tgale & Vhypoténuse; par constGquent on & r.cosv 4 r.gcosv = ricosy
+eslng).  Voild done l'expression générale d'un segment de drolte yucleontgue,
qui est situé dans le plan de cos0' et de £sin90°, qui dévie de v degréy par
rapport i cos 0° et dont lu longueur est ».

& 10.

51 nous disignons par &, b, ¢, d des segments de droite directs d'une
longueur queleonqgue, positifs ou nbgatifs, et que les deux segments indirects a--¢b
et c-1-¢d 88 trouvent dans le méme plan que I'unité absolue, on pourra trouver leur
produit, méme dans le cas ol leurs déviations par rapport & I'unité absoluo est
inconnue*). 11 suffit en effet de multiplior chacun des segments qui constituent
l'une des sommes par chacon de eeax qui constituent I'autre somme; alors la
somma de ces produits représentera le produit cherché en longueur et en direc-
tion, de sorte que (at-eb)(e-ted) = ac—bd e (ad-L be).

Démonstration. Solent A la longueur dn segment a4-¢b of » degris sa
déviation par rapport & I'unité absolue; soient € la longueur du segmoent &L gd
of # sa déviation; alors, d'apris ls 89, on aura

44 el = A.cose 4 A-gsine, e-ed = C.cosn 4 Coesinn,
¢l par conséquent

== A.c080, b= Ad-sing, ¢ = Cicotn, d = C:sinn {5 3).

No paragrafo 9, o autor se refere ao segmento rcosv+réesenv , que era representado

por um raio de um circulo cujo comprimento era igual a 1 e cujo desvio de cos0° era
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igual ao angulo v . O segmento teria comprimento igual a r e v seria o angulo de
direcao.

No paragrafo 10, Wessel fez a demonstragao da multiplicagao dos segmentos ¢ a soma
dos angulos obtida para o segmento resultante. Chamou de quantidades ou segmentos diretos,
positivos ou negativos e de quantidades ou segmentos indiretas, a+&b e c+ed , por
exemplo.

Considerou A como comprimento do segmento a+&b e v graus, seu desvio da
unidade absoluta e ainda C como comprimento do segmento c+ed e u como seu desvio.

Entao:

ateb=A.cosv+Aesenv e c+ed=A.cosu+A ¢senu
Consequentemente:
a=Acosv , b=Asenv , c=Ccosu , d=Csenu

Multiplicou dois segmentos orientados e utilizando as relagdes trigonométricas de
soma de angulos: cos(v+u)=cosvcosu—senvsenu e sen(v+u)=cosvsenu+cosusenv

concluiu que:

(a+eb)(c+ed)=A(cosv+esenv)C(cosu+esenu)=A.C(cos(u+v)+esen(u+v))
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Or, dupris la 34, on aura
(18- wb) e {-eel) = A Cfoono-|-w) - esn (e w))
= A Cofeoapcos w —sinesing <+ g (cos e sing -+ cosnsing)
(§H).  Done, en vomplawant A+ con e vos par ue ob 4.C.gln e uinw par b,
ote,, on obikndra le résuitat qu'il fallait démontrer.
I gensuit gue los cas mlwes ol los segments & njouter ne sont pas

bous directs ne font peint exeeption i In rigle bisn connuo qui est la bese soit
de lu telorie des équalbone soit de ls théorle des fomctions entibres et do lours
divisores simplices, & savolr que, pour multiplier dewx sommes Pupe par l'autrs,
Il fuut multiphier ebnque terme de I'une dos sommes par chaque terme do
Vautre. Done, & une équation entre des segments o droite udmet une racine
de In forme o e, coble racine reprisenters wn segpment indireet, Mais si Von
avalk & wultiplier des sogments de droite qui ne se trouvent pas tous les deux
dans un plan pessant pur Uunité absolue, en ne pourrait appliquor I régle
prieidante. C'est pour cetto ralson que je no m'occupe pas de la multiplication

de tols segments. Une nubre manibre de repréventer ln variation de loars direc-
tions so trouve plus loin sux 8 24—85,

g1l
Lo quotient meltipllé par Jo diviseur doit reproduire lo dividende, 1)
wesh done pas nécessaire de démentrer que les brois segments doivent s
trouver duns an plaw pessant par I'onité obeolod, cor cela résulte immédinte-
ment de la difinition donnde an § 4. De mime on voit aistment qua lo

ynotient doit faire Vangle o —w avee Punité absolus, o I dividondo faik ungle
v o e diviseer Tangle w aves cotle méme unité.

&l par mumph on & i diviser A{cose-+esine) par Bleosw 4 gsinn),
le qiluliant BETa F[m:{u—-:] Lgsinfe—nu)], paren gu'on & d'apris le § 7
[ms{n—uj-l—nm{u—n].] Bfcoss -+ gsinw) = A{coss L gainy);

au bien, vomme i[m{ﬂ—ui—l—uin{n— )] multiplié par lo divissur Bieosu
+-evins) est bgnl ma dividendo A (cose - gsine), o quotiont cherché sors

o leod {0 —u) - esin 0 —w)}.
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No paragrafo 11, Wessel mostrou a divisdao de segmentos com a subtracdo dos

angulos, onde A(cosv+esenv) B(cosu+esenu) e é(cos(v—u)+gsen(v—u)) .

A
B

(cosv+esenv) A (cosv+esenv) (cosu—esenu) A(
(cosu+esenu) B (cosu+esenu) (cosu—esenu) B

cos(v—u)+esen(v—u))
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14

5 18,
w otk un nombre entier, on oblient, en multiplinnt l'mx pression
? ., .0
vos o= - edin— an Tols pae ello-mime, 1 puissance coss - eslne (§7); done
T — d

{cose - ¢ sinv) m“-.:du;~

Mais, dupris To § 11,
A ] |
i (.._..’_-..) -'_—I‘lhl(—“ ;) B e

ﬁuui-ﬁ-rlhi

L TR I T P
(cos v + ¢ sins)™
par consiquent on o toujours, que w soit positil on ndgatis,
v a
Wl;-[-'lﬂﬂ% = (voBw L gaine) ™ ;
done on nera toujours
EMHJ.—ﬂiM}": = m—z v i guin ir.
we ok w étant des nombres entiers gueleonques.
On frouve de cebte manidre la valear des expreasions felles que

ﬁ+ci7’::_f ou F’rﬂ-i- F’ﬁ]’ﬁﬁ: on peui par exemple représentar

h}'ﬁ+4]ﬂff par un segment de droits dent lo longuowr est fgule 4 2 of
donk Fangle svee Iunité pesitive s pour mesurs 107,

§ 14.

Donx angles qui ont Jo méme sinus of lo méme cosinus ont wne diffé-
rence qui eak Ggale soit i 0, solt & -4 angles droits, sot & un multiple do
-+ 4 angles droite; et réciproquement, si ls différence de deux angles ast Cgule
Boit & 0, #0it i -4 angles droits, priz wne ou plusiears feis, alors lowrs sinus,
singl que lears cosinus, sont égnox respectivemant,

No paragrafo 13 temos a raiz m -ésima de uma quantidade indireta, ou complexo,
como atualmente chamamos. O angulo resultante da radiciagdo ¢ dividido por m .

Como:
m

(cosZ+¢sen—)(cos—+esen—)....(cos— +& sen—) =(cos —+e sen— )
m m m m m m m m
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(cos~+¢& sen—)(cos —+¢ sen—~—).....(cos—+ ¢ sen—) =(cosm —+ & senm—)
m m m m m m m m

m

v v
(cos—+¢&sen—) =cosv+e senv
m m

1
n % %
(cosv+esenv)"=(cos—+& sen—)
m m
No paragrafo 14, o autor enunciou que se dois angulos que tém o mesmo seno ou

mesmo cosseno, sua diferenca é zero ou *+4 dngulosretos
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APENDICE XI Essai Sur Une Maniere Une de Représenter Les Quantités Imaginaires

(1806)

1. Soit @ une grandeur prise & volonté. Si & cette gran-
deur on en ajoute unc seconde qui lui soit ¢gale, pour
ne former quun seul tout, on aura une nouvelle gran-
deur, qui sera exprimée par 2. Faisant sur cette dernicre
grandeur une pareille opération, le résultat sera exprime
piar 3«, et ainsi de suite. On obtiendra ainsi une suite de

crandenrs
Mg Sl Ao,

dont chaque terme nait du précédent, par une opération
qui est la méme pour tous les termes, et qui peut éire
répétée indéfiniment,

Considérons cette méme suite a reboars, savorr ;

r’
R ey ilfi*, 34”? ?_,1!4'.‘ [

On peut encore concevoir, dans cectte nouvelle suite,
chaque terme comme deduit du precedent, par une ope-

Na pagina 1, Argand iniciou seu ensaio refletindo sobre uma grandeza a escolhida a

vontade se essa grandeza fosse adicionada a uma segunda, expressaria 2a e assim se

adicionado novamente 3a e assim por diante obtendo uma série a,2a,3a,...
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vation inverse de eelle qui sevt & la formation de la pre-
midre suile; mais il existe une différence notable entre
les dlenx snites @ la premidre peut étre poussée aussi loin
qu'en voudra ; il w'en est pas de méme de la seconde.

Apres le terme @, on trouvera le Wrme o) npais, [:lﬂl:l"

aller plus loin, il fnt que ko natoee de I grandeur @ soit
telle, qulon puisse opérer & U'égard de o comme on I'a fait
i rl."g:u':] des tevmes .. ., .‘iﬂ'. Ja, na, a, O &'cst oo 1|I.Li
west pas toujours possible,

Si e, par exemple, désigne un poids matériel, comme
le gramme, la suite des quantités .. ., fa, 3a, 24, &, 0
ne peat élre continude au dela de o) car on dte Dien
1 gramme de 3, de 2 ou de 1 gramme, mms on ne sn-
rait I'dter de o, Ainsi les termes qui devesicnt suivee o
ne peuvent avoir d'existence que dans Fimagination; ils
peuavent, par celn méme, éve appeles imaginaires,

Mais, an lien Tune swite de poids matériels,, considi-
rons les divers degrés de pesantenr qui agissent sur le
bagsin A d'une balance gui contient des puwids dans ses
dewx bassins, et supposons, pour donner plus dappui i
nos wdees, gqoe les monvements des bras de cette balance
seort |Jnr|mrlim11|,:—!|.5 anx I!ltl'iilh‘ .'|j|:ul,|;'!.-g (0] r-:l.l.l'nni.'lulﬁ,
ellet qui aurait liew, par exemple, au moyen 'un ressort
adapee i Paxe, Si laddition du poids # dans le bassin A
fait vavier de la gquantité &' lextromite do beas A, Maddi-
tion des poids 2w, 3, fa,... occasionnera, sur celte
e E.'{ln}[[tih", des varmtions 2x', 3r', .-i.l.r’,. . e, B Ces
viriations pourront ére prises pour mesure de la pesin-
teur agissant sur le bassin A : cette pesantenr est o pour
le cas :i.;illi[é entre les deox bassins, On [rrarra, £n
ajontant dans le bassin A des poids », 28, 34,. .., ob-
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teir les pesantenrs /%, 247, 3n', ..., ou, en partant de

Ia pesantear 3x', obtenir, en retranchant des poids, Los

pesanteurs 2x°, o', o, Mais ces divers degrds peavent
éire produits non=sculement. en enlevant des poids an
bussm A, mais auzs en cn :|_i-;||r.:r:L an Dassin I (i

Faddition de poids sur le bassin B peat étre rej
indéliniment; ainsi, en Lo continnant, on formers Je non-
veaux degres de pesanteur exprimés jar — &', a
— a3 ... Bt ces rines, .|E|:'--.'||"1. .r.'.':_;'rr'i_n".

¢ -:"'-.|J|'i|:'|-:-r:-:|:
des quantites anssi reelles gue les ermes positils. On voit
done anss e, si denx termes, de siznes dillérents, oni
le méme nombre powr coeflicient, comme 3u', — 347,
ils l.'?il:ll'][!l{'ll:lh[ denx ctats du levier tels, e Pextremite:
qui mwargue les degres de pesanteur sera, dins Tun ol
dans Pautre, egalement cloiznee du point 0. On peut con-
sidérer cet Sloignement en Lazant abstraction du sews dans
lequel il a hen, et luy donner alors le nom o absolu,

Considérons cneore dans une aulre cspéce de gran-
deurs la géndration des quantités négatives. Si, pour conpe
ter une somme «'argent, on adopte pour unité le frawe
materiel, on pourra opérer des diminutions sucecssives
sur cette somme, et la redure i zero par la soustrad i i
d'un cortamm nombre de franes. Arvive &t ce terme, on
voit que la soustraction cesse d'étre praticable, ot que,
par consequent, — i frane, — 2 lrones,. .. sonl des
fuantites imaginaires.

Prenons mambenant le frane de comple ponr unité, o
dessein 'évaluer la fortone d'un individo, Legeelle <
cumpose de valeurs actives et de valeurs passives, Ce qin
nous appelons diminetion dans celle fortune poer avon

lieu soit par le retranchement d’un nombre de franes &
Nas paginas 2 e 3, Argand imaginou uma balan¢a com duas bacias, dois pratos, A e
B onde os movimentos dos bracos dessa balanca fossem proporcionais aos pesos somados
ou subtraidos. Adicionado o peso n no prato A corresponderia a uma variagdo n’ na
extremidade do brago, as variagdes seriam 2n’,3n’,4n’,... . Se oprato A tiver os pesos
n,2n,3n.. , obtendo n’,2n’,3n’... e se a partir de 3n’ fossem tirados os pesos,a
sequéncia 2n’,n’,0 seria obtida. Mas essas variagdes seriam conseguidas nao so

removendo pesos do prato A , mas adicionando em B indefinidamente, assim formardo
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novos pesos expressos por —n,—2n,—3n e esses termos chamados negativos
expressariam quantidades tdo reais como os positivos. Portanto entende-se que se dois termos
de sinais diferentes, tem o mesmo coeficiente, como 3n e —3n , eles expressariam dois
estados da alavanca que a extremidade que marca os pesos, em ambos, igualmente afastada do
ponto 0 . Argand considerou esse afastamento abstraindo o sentido que ocorre dando o

nome de absoluto.

Sy

actif, soit par I"addition d’'un nombre de franes au passif,
el, en poussant & un certain terme cette diminution par
I'un e cos deux woyens, on parviendra & une fortunc
negiative, lelle que — oo franes, — 200 franes, . . .. Ces
expressions signtficront que le nombre de francs des va-
leurs passives, considéré abstraitement, est plus grand
de 100, de 200,... qne cclui des valeurs actives. Ainsi
— 100 francs, — 200 [rancs, . . ., qui n'exprimaient dans
le premier cas que des quanlités imaginaires, repre-
sentent ici des quantités avssi réelles que celles que de-
signent les expressions positives.

9. Ces notions sont  trés-élementaires; néanmaoins il
nest pas si aisé qu'il pourrait le paraitre d'abord de les
dtablir 'une manicre bien luminewse, et d'y donner cette
geénéralité que demande leur application aux caleuls. On
ne peut d'alleurs douter de la dificulté da sujet, si l'on
veflechit que les sciences exactes avaient ébé cultivées pen-
dant un grand nombre de sideles, et qu'elles avaient fait
de trés-zrands progrés avant qu'on ¢t acguis les veri-
tables notions des quantités negatives, et qu'on edt concu
la manicre générale de les employer.

\u reste, on ne s'est nullement propose de donner ici
des principes plus rigoureux ou plus évidents que ceux
qu'on trouve dans les Quvrages qui traitent ee sujet; on
a eu simplement pour but de faire deux remarques sur
les quantités negalives. La premiére est que, sclon es-
péce de grandeurs 4 laquelle on applique la numération,
la quantitc négative est réelle on imaginaire (*); la se-
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—_— i

conde est que, denx quantits d'une espéce suscoptible
de fournir des valeurs négatives élant compardes entre
elles, idée de leur rapport est complexe. Elle comprend
10 Pidée du papport nomdérique dépendant de lears grean-
deurs respectives considévées alsolument; 2° Iidie du
rapport des directions ow sepsanxquels clles apparticnnent,

raaprort qui en est Uidentité on l'-‘l|||1- st

3. Maintenant, =1, [aisant abstraction do rapport des
grandears absolues, on considére les diffirents cas gue
peut présenter le rapport des directions, on trouvera
qu'ils se rédoisent & ceux qu'offrent les deux proportions

snivintes :

L'inspection de ces proportions et de celles qu'on for-
merut par ¢ renversewment des termes wontre que les
termes moyens sont de signes semblables on diflérents
suivant que les extrémes sont cox-mémes de signes sem-
blables on differents.

Qlk‘:ll. SC e rpose actucllement de déterminer ln ms Yenne

[ -[1:|L't'1um||-'i|r' :.’:1.'III'IIt'.'|!l'i.I:'|‘:JI' entre deux (] nantitésde ni:_' s
Nas paginas 4 ¢ 5, Argand faz duas observagdes sobre as quantidades negativas, a
primeira ¢ que de acordo com a espécie de grandeza , a quantidade negativa poderia ser real
ou imaginaria, a segunda, ¢ que se duas quantidades de uma espécie suscetivel fornecerem
valores negativos se comparadas, a ideia seria complexa. Inclui 1°) a ideia de relagdo
numérica dependente das grandezas respectivas consideradas absolutamente; 2°) a ideia da
relacdo de diregoes ou sentidos aos quais pertenceriam, a relagdo seria sua identidade ou
0posi¢ao.
Argand apresentou duas relagdes de proporgdo entre essas grandezas direcionadas:
+1:+1::-1:—1
+1:—1::—1:+1

b

Onde : significa “estd para” e :: significa “assim como”.
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ety B
différents, ¢'est-a-dire la quantité x qui satisfait & la pro-
partion

=f. =F il =T =1

Ou est arrétd ici comme on % é1¢ en voulant continuer’
au dela de o la progression arithmdtique décroissante,
car on ne peat egaler = 4 avcun nombre positif ou ne-
gatif; mais, puisquon a wouveé plus haot que Ly quantite
negative, imaginaire lorsque la numération éuit appli-
quée i de certaines cspéecs de grandeors, devenait reéelle
lorsque 'on combinait d'une certaine maniére Videe de
grandenr absolue avee 'idée de direction, ne serait-il pas
possible d'obtenir le méme suecés velativement i la quan-
tité dont il s'agit, quantité réputée imaginaive par in-
possibilité oi P'on est de loi assigner une place duns
lochelle des quantites positives oo négatives?

En v réflechissant, il a para gu'on parviendrait & ce
but si 'on pouvait tronver un genre de grandeurs an-
quel pat s'allier Pidee de direction, de maniére que, étant
adoptées deux divections opposées, I'ane ponr les valeurs
positives, "aatre pour les valears negatives, 1l en existit
nne trosieme telle, (ue la divectien |1w.-ﬁt.'|".1‘: fit & eclle
dont il sagit comme celle-ei est & la direction négative.

. Or, si 'on prend un point fixe K { fg. 1) ct qu'on
adopte poar unité positive la ligne kA considérée comme
avant sa direction de K en A, ce qu’on pourra désigner

par KA, pour rJi.*jl,in*L;lmr oelle 1'[11:|||1il.ri. de |a Iiz';nr. RaA
duns laguelle on ne considére ici que la grandeur absolue,
Punité negative sera KI, le trait supéricar avant la inéme

destination que celoi qui est placé sur KA, et la condi-

Na pagina 6, sabendo que a média proporcional geométrica entre duas quantidades de
sinais diferentes, isto, ¢ a quantidade x que satisfaria a propor¢do: +1:+x::+x:—1

Argand sugeriu ainda a possibilidade de encontrar uma grandeza que poderia
combinar a ideia de dire¢do, de maneira que sendo adotadas duas dire¢des opostas, uma para

valores positivo e outra para valores negativos.
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7. En rapporviant aux dénominations Jd'usage les (i-
verses espéces de lignes en direction qui s’engendrent
d'une nnité primitive KA, on voit que toule ligne pa-
ralléle & la direction I]-I'iLLIiIi'l"I:! (A E.‘-‘.jrl'imi‘E [rar un
nombre réel, que celles gui lui sont perpendicolaires sont
exprimées par des nombres imaginaires on de ke forme

==ay— 1, et, enflin, que celles qui somt tracées dans wne
direction autre que les deax précédentes appartiennent

ala forme = 2= b y—11, qui se compose d'une partic
rielle et d'une partie imaginaire.

Mais ces lignes sont des quantités tout aussi réelles que
Punité primitive; elles en dérivent par la combinaison de
Idée de la direction avee idée de la grandenr, el clles
sonk, i cot égard, ce qu'est la lizne négative, qui w'est
nullement regardce comme imaginaire. Les noms de réel
ct d'imaginaire ne saccordent done pas avee les notions
qui vicnnent d'étre exposées. Il est superflu d'observer
que ceux d'impossible et d'abserde, qu'on reneontre quel-
quefois, ¥ sont encore plus contraires, On peut d'aillears
setonner de voir ces termes employcés dans les sciences
exactes autrement que pour qualifier ce qui est contraire
A la vérité (7).

Na pagina 12, Argand apresentou os nimeros imaginarios e sua formacao por parte

real e imaginaria. +a+bvV—1
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Observons que, quoigquil existe une infimite d'espéce:
ailforentes de hrnes derveées de D anite L IMItIve, om
mene, dans Ly pratique du ealenl, et par les movens dont
NOWS NOUS OCCUCrnns Lientat, toutes les limnes en di-
reckiofit mix l.-.|:l.":'|'.-. A, R, K. KIN KA est Doniks
primitive ou positive ; kG est I'anite négative; KL et KD
sont les unités moyenncs ( iz, 4 ).

e ]a|||:-'~ il convient d'embrasser sous un méme nom
s L'~i:f'-"“l'.h oppostes, positives ot négatives réciprogues.

La reanion e denx espéees ainsi relatives formera an
Na pagina 13, Argand definiu os segmentos para o diagrama :
Ele observou que existiam um numero infinito de espécies de linhas derivadas da

unidade primitiva KA , KB , KC , KD . KA seria a unidade primitiva ou positiva

sendo KC unidade negativae KB e KD unidades médias.
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— 14 —
ardre. Xous appellerons ordve prime eelui que composent

l'cspuice primitive kA et sa négative kG, et ordre nd-

Fig. 4. |
4 | -"'..
i N '.
O — —
"La J
\
—— ] - -
i)

diatvie celui apui contient les espéces moyennes KB et KD.
Nous dwons ausst quaneité prime, gquantité wmédiane,
ar quantite de Uordre prime, de Uordre mddiane. Ces
dénominations sont hirdes de la generation de ces quan-
tites et de la maniére dont nous en concevons 'existence.
On pourra donner le nom géadral d'imtermiddianes
toutes les autres, qu'il n'est pas nécessaire de diésigner
particuliérement ().

Na pagina 14 a ordem primaria ¢ composta pela espécie primitiva KA e a negativa
KC , a ordem mediana contém as espécies médias KB e KD
Sdo chamadas quantidade primaria, quantidade mediana, quantidade de ordem

mediana, quantidade de ordem primaria e ordem mediana.
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- 14 —

8. On Elrlurl';u't aAWs& l.]lil[ll'1l.':r les wdees I!ll..i J'u--_:._ celent,
mendilier Pexpression des quantités dites émaginaires, de
numicre a4 donner 1'.||115 de :ii=.'|'li||:.\.4.|.-_: A celte i'li-.l'l.il' de la

nbalion,

Lorsquen ecrit +ay—1 0w —ay —1, on indique
explicitement la génération de la quanlite y —1, ce qui
peut étre bon dans certains casy mes, pour Pordinaive,

an [t absteaction de cette -r;':'-n(,"r':zriml, ety —1 1'est
autre chose que I'Es:|;|:-|:n P'I_I'I_i{'lllil_"n',' donitd & Lu“-.,-l_.,-
n';||:-p|];||u: le nombre o, I n'est done s essenticllement
neeessaire de ruppeler aux yeax cette gencration. IVail-
leurs expression a \'— 1 présente o/ — 1 comme un G-

tenr qui multiplie a; mais, au fond,  — 1, dans ay 1,

]I‘(":"-l !HI."'- |'l]|.l:‘\ LLLl ril':‘ll.'!l]l' I:l'lll.' == dons - ({3 L1 H] I
dans — 2. Or on n'écrit pas + 1.4, —- 1.7, mais sim-
plement -, — a, et le signe qui précide a indique Ini-
miéme guelle espéee dunite exprime ot aombre. On peut
done employer un moyen semblable relativement aux
quantités imaginaires, en derivant, par exemple, - o
et — a, au len de -+ -|r'. I, —a h- L, les SINEE ~

et — ftant positifls ot noganfs réciproques,

Pour La l'|'|'.Ll:i[:n]ic:L:i-ll. e ces .‘;i‘_';lll:'-n. on observer Ljue
|n|:|ti|}|'||:.-. par cux-memes, s donpent — | et que, pr
conscauent, mulliplids Mun par Miotre, ils donnent
On peuat, dailleurs, étalliv une récle unigue powar toms les
5]:_;:11_-_-1, :illi s'etened O un nombre i’jlil'l('-iili(l'.]l: de Tctenrs.

Qu'on aflfecte la valcur 2 & chacun des traits droits,
501t ]J(!L‘[l(tl]liil'll!.lil'("."~, soit horizontaux , I]l..i cntrent dans
los signes b ||||L|'F|||i|-1',1:l Lo walenr 1 o chacun des traits

courbes £ on aura, jrour los quirtre siernes . les valears soi-

Na pagina 15, Argand sugeriu modificar a expressdo das chamadas quantidades
imaginarias, para se tornar mais simples. Ao escrever +av—1 ou —av—1 por vV—1
V=1 seria um fator que multiplica a , assim como +1 em +a e —1 em —a .0
sinal que precede o a que tipo de espécie de unidade expressa esse numero. Argand
empregou simbolos para designar quantidades imaginarias.
Sdo chamadas quantidade primaria, quantidade mediana, quantidade de ordem

mediana, quantidade de ordem primaria e ordem mediana.
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Pégina 19

1{). Toute ligne en direction peut ainst étre décom-
‘:-n:-'f--: d'une inlinité de manidros.

Veut-on, par exemnple, decompaser Ia ligne [T [ i [I'.-

1.1_"'.. P |

K N A
en deux parties, Pune de Pordre KA, Pautre de Por-

dre KB : on tirera, sur KA, PN paralléle & Bl et o

Pégina 20

— oy —
I
KP= KX =+ NP.
On aunrait pu dgalement tiver PM paralléle & KA, et nn
aurait on
REP: KM -+ MP;

Nas paginas 19 e 20, vide figura Apéndice XVIII, Argand mostrou a decomposi¢ao da

linha KP em duas partes, uma na ordem KA e outra na ordem de KB , desenhando em

KA , PN paralelo a BK obtendo KP=KN+NP ou também se PM for paralelo a
KA obtém-se KP=KM+MP
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APENDICE XII Theoria residuorum biquadraticum Commentatio segunda (1831)

Na pagina 8, item 30, Gauss iniciou seus estudos com nuimeros complexos, onde

a,b sdo numeros reais inteiros e o niimero complexo foi definido como: a+bi

Nessa pagina 9, Gauss mostrou um numero complexo e considerou a e b
numeros reais ¢ i a abreviagio de V—1 . os complexos poderiam ser reais ou imaginarios.

As grandezas complexas ndo excluiam as reais, mas compreendiam entre si aquelas
enquanto caso especial, para b=0 , os reais e se a=0 , os imaginarios. Ele considerou

quatro unidades: +1 , —1 | +i , —i
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a+bi
c+di
a+bi c—di_ .. c—di=ac+bd+(bc—ad)i:ac+bd+bc—adl.
c+di c—di T+ d? c*+d? cc+d® O+d

Na pagina 11, ele apresentou a divisdo de complexos:

A radiciagio +va+bi e a transformagdo do complexo a+bi em r(cosg+iseng)

que facilitaria os calculos.

Na mesma pagina 11, Gauss enunciou a fatoragdo de um nimero primo.
2=(1+i)(1—i) ; 5=(1+2i)(1-2i) ; 13=(3+21)(3-21) ;
17=(1+4i)(1-4i) .
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Chamou de composto a um numero complexo inteiro, se for o produto de dois fatores
inteiros diferentes das unidades; um niumero complexo que ndo admitia tal decomposicao foi
chamado numero complexo primo. Assim ¢ primo o numero real 3, considerado também
como numero complexo primo, enquanto 5 como nimero complexo ¢ composto e igual a

(1+2i)(1-21i)
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APENDICE XIII Réfutation de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange (1812)

Réfutation de la Théorie des Fonctions analytiques
de Lagrange.

Nﬁcmﬂl 4 donner cette réfutation, I'auteur doit, avant tout, fixér
des limites i I'intention qu’on pourrait lui supposer. — Plein d'ad-
miration pour l'illustre géométre qu’il est forcé de combattre, il se
plait & rappeler ici 'opinion qu'il a manifestée ailleurs (*) 4 son égard;
et il déclare que ses intentions portent exclusivement sur la Tafonre
pes FONCTONS ANALYTIQUES, qui, en quelque sorte, est une production
philosophique. — Venons au fait.
La forme générale des séries est . . . (1) =

Fr=d, 4 4,. ¢z + J,.p.t*” +,.n‘s.4=.1.-3|E + ete.,

ainsi que nous I'avons montré dans notre Philosophie des Mathé-
matiques, sous la marque (vinr), en supposant que px soit une
fonction quelconque de x, prise pour la mesure algorithmique de
la fonction Fz dont la série donne la valeur ou le développement,
et } un accroissement arbitraire pour former les facultés progressives

pr 4 @2 | @M . e (™.

. Dans I'ouvrage que nous venons de nommer, cette forme générale

2
Na pagina 13, foi dada uma forma geral das séries: Fx=A +A, ®x+A,Px" +...

suponha que ®x seja uma fungdo qualquerde x e & um aumento arbitrario.
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14 PREMIER MEMOIRE.

des séries se trouve déduite de la maniére la plus rigourense; et il
ne nous reste qu'i donner la loi de la détermination des coefficiens
A, A, A, elc.

Soient X,, X,, X, etc., plusieurs fonctions d'une quantité variable.
Nommons somme combinatoire, et désignons par la lettre hébraique
#in, de la maniére que voici,

wian.atn . oxn.. .81 .

la somme des produits des différences de ces fonctions, composés de
" la maniére suivante : Formes, avec los exposans a, b, ¢, ... p des
différences dont il est question, toutes les permutations possibles ;
donnez ces exposans, dans chaque ordre de leurs permutations, aux

différences conséculives qui composent le produit
ﬂL.dI.iﬁ-n PR ﬁ.l",;

donnez de plus, aux produits sépards, formés de cefte maniére, le
signe positif lorsque le nombre de variations des exposans a, &, ¢, ete.,
considérés dans leur ordre alphabétique, est nul ou pair, et le signe
négatif lorsque ce nombre de variations est impair; enfin, prenez
la somme de tous ces produits séparés. — Vous aurer ainsi, par
exerpple,

¥ [a"N] = 4" X5,

* plax.atE) =T abn— 4t ety
AT AT A NP AN TS S A AL E
o+ AN AT A% — AR A AT 4 4K AE A Xy

— 21, .40 n. a0,
e, , et

- Dn voit que la formation de ces sommes combinatoires, est analogue

Nessa pagina 14, foi fornecida a lei de formagdo dos coeficientes A,,A,,.. . Foram

dadas as fungdes X,,X,,X; . de Unica variavel, Wronski apresentou essa soma combinato-

ria como W[A“X,.A"X, A°X;.A"X, APX,] , que seria a somatoria dos produtos das dife-
rencas dessas fungdes, compostas com os expoentes a,b,c... das diferencas em questdo,

com todas as permutagdes possiveis.
As diferencas consecutivas que compoe 0 produto seriam
AX . AX,AX;.AX, AX,
Wronski deu a esses produtos separadamente, sinal positivo quando o numero de
variagdes dos expoentes a,b,c,... estiver em ordem alfabética e o sinal negativo quando

esse numero de variagdes for impar.
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Por exemplo:
WA X,]=AX,
WA X, A" X, ]=AX,. A" X,— A" X, . A" X,

- PREMIER MEMOIRE, Y

a celle des valeurs des inconnues données par les équations linéaires
on du premier degré. On voit également que ces sommes combina-
toires peuvent étre exprimées de différentes maniéres; entre audres,
suivant les procédes indiqués gar Laplace dans sori Mémoire sur le
Calcul intégral et sur le Systéme du monde, inséré parmi ceux de
I'Académie de Paris de I'année 1773, deuxiéme partie, '

Or, si Fx est la fonction qu'il s'agit de développer en série, oz la
fonction arbitraire qu'on prend, dans la série, pour la mesure algo-
rithmigue de la fonction proposés Fi, c'est-k-dire, pour la fonctien
génératrice (*) du développement ; et si, de plus, on considére les
séries dans leur plus grande genéralité, d'aprés la forme donnée plus
haut (1), savoir, : . :

Fr=dot 4, .95+ 4. 02 4 3 218 o ire,

qui procede suivant les facultés progressives sx, px’lf, px'lf | ete.
- de lafonction génératrice px, laccroissement § étant arbitraire , on
aura, pour la détermination des coefficiens 4, , A,, 4, ete., expri-
més généralement par A4, , » étant un in.d_it:e quelconque depuis un

jusqu'a l'infind, laloi. . . (a) ' B
% _w[afer.abes W afe Nl L L Alpea=0E | mpy
=

a%px. 8t pelfatpadl | || AlpalB=rlE | g nlE "

en observant de faire égal 4 § I'aceroissement dont dépendent les dif-
férences 5, et en donnant, aux exposans a, &, ¢, etc. de ces diffé-
rences, les valeurs

a=1, b=a, e=3}, d=4, et ... I=p—z, m=gu,

et 4 la variable x, une valeur telle que px =.a_. Quant la quantité o,,

(™) 11 fant observer que ce ne sont pas ici les Fonctions gemératrices de Luplace ( Mém.
de l'Acad. de Paris, de lannée 1799). s

Na pagina 15, Wronski afirmou que a formacdao dessa soma combinatéria seria

utilizada para obtencdo dos coeficientes A,,A,,A, . a serem determinados da fungdo
Fx:A0+A1~<I)x+A2~CI)2|g+.... e seriam obtidos por:

a b 2/le 4 c 3e ...
A‘u:W[A Cx.ADxX A DX onde u variade 1 a

Aaq)x.Abq)XZ/g.Acq)xyam
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APENDICE X1V - Cours D Analyse de Ecole Royale Polytechnique (1821)
452 KOTE IL
1II.-""Iir::‘], Vie'*), (a"'), &e....

représentant précisément les valeurs numeériques des quan-
“tite's tlonnées '

¥ n
a, a, a ...,

il suit de la formule {24) qu'on obtiendra une moyenne
entre ces valeurs, si 'on divise par /n ['expression trés-
simple

Vit -at - a" L)

Cette expression , qui surpasse la plus grande des valeurs
numeriques dont il sagit, est ce quon pourrait appeler
le module du systéme des quantités a, &', a” ... Le
module du systéme de deux quantités a et b ne semit
alors autre chose que le module méme de ['expression
imaginaire @ -+ b /= [voyez le chapitre VII, §. 2]
Quoi quil en soit, les expressions réelles de la forme
Via* —+a* +a" ....)
jouissent de propriétes trés-remarquables. Dans la géomé-
trie , elles servent a détermimer les longueurs mesurees en
ligne droite, et les aires de surfaces planes, par le moyen
de leurs projections orthogonales. En algibre, elles four-
nissent le sujet de plusieurs théorémes importans, parmi
lesquels je me contenterai d'énoncer ceux qui suivent.
14." ToeoReEME. 87 les fractions

[ 3 a a”

.Tl '&Tlg Fp &.E-l--lil
soni egales, la valeur numerique de chacune J’aﬂft
sera erprimee par le rapport
Vie' et
g T T S I

No teorema 14 da péagina 452 de Cours D Analyse de Ecole Rovale Polytechnique.

Cauchy, iniciou o teorema com uma ideia de modulo de um sistema.
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NOTE II. 453

en sorle qu'on aura

f’(ﬂ-‘-l-ﬂ-\"-l-ﬂ-"... }
",l' (‘l_kérl_'_a# a } L)

a o a”
2 —— ——
(25) ; N = l—
le signe —+ ou le signe — devant élre adopte suivant
que les frm:f:'ons proposces sont positives ou negatives.

DEMONSTRATION. En effet, dans 'hypothése admise
les fractions ‘

3 & &2
a a’ a”

Fr T e . .

seront ¢gales, et l'on aura en conséquence

3 i T M
a a « a'-+a'4a"t, ..

= = =& = e

En extrayant les racines carrées on retrouvera la formule

(25).
Considere os médulos de (a,a’,a",..) ¢ (b,b',b",...)
Va+a '+a*"... e Vb +b*'+b*"...

Se as fragdes forem iguais, entdo:
a_a' _a'_ila*+a+a’)
b b’ b" \/(b2+b2'+b2")

(a,a',a",..)=A(b,b',b") com A escalare fazendo as substitui¢des pertinentes.

demonstrado algebricamente, considerando

Considerando o 14° teorema, se fracdes equivalentes forem:

a a"_ J(a*+a*'+d®")
ﬁ_?_?_\/(aﬁazwaz")

(a,a’,a",..)=Ala,a',a"...) com A escalar e verifica-se que:

€

2"

(aa+a'a'+a"a"+..)=\(d+d* '+a*"+..) .\ (a*+a* +a*"+...) ,pois substituindo

~ a_a . .
a=Aa e a'=Aa’' na equagdo HF=—=—7= a igualdade ¢
a

constatada.
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15. THEOREME. Soient a, o, o ... des quaniéitcs
quelconques, en nombre n. Si ces quaniités ne sont
pas toutes égales entre elles, la valenr numerigue de
la somme

a+a +a ...
sera inférieure au produit
Vn./(a 4-a*+a" ..));
en sorte qu'on aura
(26) val.num.(a+a'—+a"...)</n.\/(a* +a'*+a"..).
DEMONSTRATION, En effet, si au carré de }a somme
a+a +a' ...,

on ajoute les carrés des différences entre les quantitcs
@, a, a" ... combinées deux i deux de toutes les ma-

4 54 NOYE 1L
nieres possibles, savoir,
(a—a')*, (& —a"), ... (@ —a")', &e...,

on trouvera
{-7) {

et I'on en conclura

(a0’ +a"...) - (a—a") (g —a”) (e’ —a") 4+ ic...
=nla+atat..):
(a+a'+a"...)* < n(a*+a*~4a""...).

En extrayant les racines carrées positives des deux
membres de cette derniére formule, on obtiendra préci-
sément la formule (26).

No 15° teorema, Cauchy fez a demonstragdo de que:
' n \/7 2 2, 2n . ~ .
(a+a'+a"+...)<Vn.y(a*+a*'+a’") ele usou uma combinagdo de todas as maneiras
L. ) ) 2 2 2 2 2
possiveis com dois a dois membros (a+a'+a " *+(a—a')+(a—a")...=n(a’+a"’+...)
~ . ] n 2 2 2, 2y . ~ ..
Entdo: (a+a'+a"+..)’<n.(a’+a’'+a"") pois todos os outros termos sdo positivos

2 2 2
por serem quadrados. Consequentemente: (a+a'+a"+...)<vVn.y(a’+a’'+a’") .
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CoroLLAIRE. Si l'on divise par n les deux membres
de |a formule (26), oh trouvera
a—+a'+a"... & y"I:IE"-I-a"—-I-"'.”J :
n ¥n
Ainsi la valeur namérique de la moyenne arithmetique
entre plusieurs quantités @, a', a” ... . est infénieure au
rapport

{28) wal. num.

Via*+a*4am . )
¥n ¥

qui représente, comme on I'a remarqué plus haut, une
moyenne entre les valeurs numériques de ces mémes
quantités.
No Corolario da pagina 454 que diz respeito ao 15° teorema, Cauchy utilizou o

resultado  desse teorema e dividiu os dois lados da  desigualdade

(a+a'+a"+..) V(a*+a’'+a’")
<
- 7

(a+a'+a"+..)<Vn.J(a’+a’'+a’") por n , obtendo:



NOTE 11, 453
{4+ &) + (@ —a’)" =2 (a" 4+ a"),

(29) | (aratra+{a—a ) Hu—aPHa —a")* = j(a"+aa"),

16." THEOREME. Soient o, o, o ..., «, ', & ...
deuz suites de quantilés, et supposons que chacune
de ces suites renferme un nombre n de termes. Si les

ra ppﬂﬂ:

.
a 3 a

a' ‘TI ar

; -E_m.“.

ne sont pas (ous egaus enire euxr, lo somme
gz +aa +a"e" ...
sera inféricure au produit
Vet ata™ ) (et ™ L
en sorie qu'on aura

(30) {

val num. (g@ - &' @' -=a"a” ...}

< (e At e L)y (2 et e L)
DeEmonsTraTiON. En effet, si au carré de la somme

ga == a'a -+ a'a" ...

on sjoute les numeérateurs des fractions qui représentent

les carrés des difféerences entre les rapports

a a' a” .
T T T o

combinés entre eux de toutes les maniéres possibles,

SAYOIT ,
(aa'—a'a}’, (aa’=—a"a)’, .. (a'a"—a"a)’, &c...,

gn Lrouvera

204
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458 NOTE IIL
{ ;I (w4 &'a’4-a"a”, | o (e’ —n'a) 4 (g2 —a"@) 4. ..
i
) o a—a"a' ) H8c... = (0t patt L et a pat ) ;
et 'on en conclura

(sa—+a a'+a"a”...)' < (@*+a +a"...) (a’+a'"+a"...).

En extrayant les racines carrées des deux membres de
cette derni¢re formule , on obtiendra précisément la for-
mule (30).

No 16° teorema, pagina 455, Cauchy fez a demonstracao de que se:

a' N Y . . . o
,— > —,.. 1o sdo fragdes iguais ou equivalentes, entdo:
o

a a'
a all

gl

(aa+a'a'+a"a"+...)<\/(a2+a2'+a2"+...).\/(a2+a2’+a

A ideia da somatoria: aa+a'a'+a"a"+... remete a produto interno, como
atualmente ¢ chamado.

Cauchy novamente combinou diferengas ao quadrado com dois a dois membros,

considerando todas as maneiras possiveis:

(aa+a'a'+a"a"+.V+(aa'—a' a)+(aa"—a"a)+.=(a*+a”+a"+..).(a*+a "+a"+..)
Considerando termos positivos, entao:
(aa+a'a'+a"a"+..V<(a*+a?+a"+.) (¢’ +a "+a"+..)

Extraiu a raiz quadrada e obteve:

2yl

(aa+a'a'+a"a"+..)<y(a+d* ' +a*"+..) V(P +a* +a
Nesse 16° teorema, as fragcdes ndo eram iguais, ou seja, ndo haviaum A escalar que
fizesse (a,a’,a",..)=Ala,a',a"...) entdo (a,a’,a",..) ¢ (a,a',a"..) sdo

linearmente independentes, termo atual, verificando a desigualdade:

2"

(aa+a'a'+a"a"+..)<\(a*+d +a"+..) NP+ + P+ ..)
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APENDICE XV Der Barycentrische Calkul (1827)

Erstes Capitel

Vom Schwerpunlte.

8. 1 Vnrtri nnerung. Die Bezeichnung cines Theils
emer geraden Linie durch Nebeneinanderstellung der zwei
Buchstaben, womit man die Grenzpunkte desselben be-
nannt hat, soll hier nicht allein- als Ausdruck fiir den
thsoluten Werth des Theils gebraucht werden, sondern
wgleich durch die verschiedene Stellung der Buchstaben
ingeben , ob dieser Werth, nach der cinmal festgesetzten
positiven Richtung der Linie, als positiv oder negaliv zu
iﬂh‘a:hten ist.

Ein Punkt kann sich nimlich in ciner geraden Linie
ach zwei verschiedenen Richtungen bewegen, von denen
die eine der andern entgegengesctzt ist. Die eine dieser
Richtungen heisse die positive, die andere die negative.
Sind nun A und B belicbige zwei Punkte einer geraden
Linie, so verstehe man unier dem Ausdrucke 4B den
Werth des zwischen o und B cnthalienen Theils der Lis
mie, pusitiv oder megativ genommen , je nachdem ein in
der Linie fortgehender Punkt, am von dem, in dem
Ausdrucke zuerst gesetzten, Punkte o zu dem nachfol-
genden B zu gelangen, sich in der positiven oder nega-
tiven Richtung bewegen muss.

Hiernach ist also immer: 4B 4 B4 = o; und wenn
'ctinm dritten Punkt derselben Geraden bedeutet, mag

Em seu primeiro capitulo, pagina 3, Mobius definiu os pontos A e¢ B de uma mes-
ma linha reta. Um segmento que saia de um ponto A até um ponto B como AB . Con-
sequentemente, um segmento que fosse de B para A como BA que poderia também ser
definido como —AB , pois teria sentido oposto a AB , assim AB+BA=0 onde 0 tam-

bém era um ponto da mesma linharetaque A e B .
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dieser dritte Punkt zwischen o und B, oder ausserhalb,
auf der Scite von 4 oder der Seite von B liegen: '

I. BC4+CA4+AB=o,

Il. CB — CAd=—AB, u. 5. w-

Bei zwei verschiedenen geraden Linien 15t die positiv
Richtung der cinen von der der andern im Allgemeine
ganz unabhingigz. Sind sich aber die Linien parallel, s
wollen wir, nach Festsetzung der positiven Richtung de
einen, die der andern so bestimmen , dass, wenn die an-

¢+ dere parallel mit sich fortbewegt wird, bis sie mit der er-
stern Linie zusammenfiillt, sie dann beide auch hinsichi-
lich der positiven Richtung identisch sind.

Sind daher A, B, C, D die vier auf einander folgen-
den Spitzen eines Parallelogramms, so hat man 4B =D(
und BC=AD, dagegen AB4+CD=0 und BC4+DAd=0.-
Ist ferner P (Fig. 1.) der Durchschnitt der zwei Geraden
AR und A8, und laufen 44 und BB’ einander paral-
lel, so verhiilt sich immer AP : BP =44 : BB, mign
die zwei Parallelen A4 und BB auf einerlri oder ver
schiedenen Seiten des Punktes P liegen, nur dass im er-

_ stern Falle die E:punmttn der beiden Verhiltnisse pos|
tiv, im ltt:!.eru negativ sind, |'

§. 2. Aufgabe. Durch zwei gegebene Punkie o und
B (Fig. 1.) sind zwei Parallellinien 44" und BB+ g
zogen. Bezeichnen ferner & und & zwei Zahlen, die inl
einem gegebenen Verhiltnisse zu einander stehen, derﬂi
Summe aber nicht Null ist. Es wird verlangt, die zwd

Parallelen durch eine dritte Gerade so zu schneiden,
wenn 4 und B die resp. Durchschnittspunkte lin:j

a.44'+b. BB =o

Na pégina 4, um ponto C na mesma linha reta, entre A e B ou fora do lado de
A ou do lado de B foi determinada a expressio BC+CA+AB=0 e consequentemente
CB—CA=AB .

Se BC+CA+AB=0 entdo AB=—-BC-CA pois:
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BC—-BC+CA—-CA+AB=0-BC—-CA
0+0+AB=0—BC—-CA
como CB=—BC entio AB=CB—-CA
Mobius utilizou a ideia de um paralelogramo e somou segmentos colineares. No para-
lelogramo ABCD , ele utilizou o paralelismo dos lados desse quadrilatero verificando que:

AB=DC , BC=AD , AB+CD=0 .

2

Verificou ainda que dados os pontos A e B , foram tragadas duas linhas paralelas
AA’ e BB’ taisque a.AA’+b.BB’=0 e dadosos nimeros a e b relacionados en-
tre si, cuja soma era diferente de zero. Qualquer linha reta através de um ponto definido P

satisfaz essa condigao

E encontrado o ponto P , o centro de gravidade dos pontos A e B , com pesos

a ¢ b eestaentre a e b forem ambos positivos.
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9

Schneide ferner eine andere nicht durch @ gehende
Ebene die vorigen Parallelen in 4%, Bv, v, Dw, P,
und eine noch durch @ gerogene in Y, s0 ist wegen
1)t e dd* 4 b, BB =(a 4 5. PPY, und wegen
a): (a48). PP 4. COV4d. DDW == (ad bt ot d). QO
folglich a. 444 & . BB 4 ¢, CO* 4 d , DD
= (a4 bt etd) Q@ also nicht <o,

§ 7. Zusats. Heisse der so gefandene Punkt Q.
aus demselben Grunde wie bei den vorigen Aufgaben,
der Schwerpunkt der Punkte 4, B, C, D mit den
resp. Coefficienten a, &, ¢, . Er ist eben so wenig, wie
dort, von der Lage der Parallelen und von der Folge,
in welcher man die vier Punkte nach und nach in Be-
trachtung zicht, abhingig.

§. B Sowiein den bisherigen Aufgaben von zwei e
drei und vou drei zu vier gegebenen Punkten ubergegan-
gen wurde, lisst sich Sun weiter von vier zu finf Punk-
ten u. s. w. fortgehen, und somit im Allgemeinen folgen-
der Satz erweisen.

Ist eine beliebige Anzahl = » von Punk-
ten 4, B, C...N mit resp. Coéfflicienten g 5,
¢...n gegeben, deren Summe nicht =o 1st,
s0 kann immer ein Punkt 8 und nur einer, —
der Schwerpunkt — von der Beschaffenheit
gefunden werden, dass, wenn man durch die
gegebenen Punkte und den Punkt & mnach
ciner beliebigen Richtung Parallelen sicht,
und diese mit einer willkithrlich gelegten
Ebene schneidet, welches resp. in 8, 0. . IV,
5 geschehe, dass dann immer

a. A4, B e O ... a. NN
=(atbted...4+5) 5%,

Na pagina 9 e 10, num teorema, Mobius declarou que dado um numero v de pontos
A,B,C,...N com coeficientes a,b,c,..n , onde a soma dos coeficientes nao era igual a

zero, era sempre encontrado um ponto S , com a propriedade de que se forem desenhadas
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linhas paralelas em qualquer direcdo por pontos dados e o ponto S e se essas linhas inter-

ceptarem algum plano nos pontos A',B',C'...N',S" entdo:
a AA'+bBB'+cCC'+...+nNN'=(a+b+c+...+n)SS"’
S seria o centro de gravidade do sistema A,B...N com os pesos a,b,c...n

Um conjunto definido de coeficientes a,b,c...n ou pesos determina um ponto defi-

nido de centro de gravidade.
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0

und {folglich, wenn die Ebene dureh $selbst
gebe,

a. 4440 BB 4. 00...4+n. NN'=oa 13t

Um diesen Satz sogleich in seiner Allgemeinheit dar-
zuthun ; suche man nach §. 3. von belichigen zweien d«
gegebenen Punkte, 2. B. von A und F mit ihred Coil
ficienten @ und & den Schwerpunkt. Heisse dieser P, und
eine durch ihn gezogene Parallele schneide die ]:reﬁebigi
gelegte Ebene in 7, so ist a.dd'4 b, BB =(a4b) . PP,
und folglich

a.dA'45. BB 4e.CO' 4o g n. NNV
: =(at-b). PP 00 4...4 n. NN
Auf diese Weise ist das gegebene System von » Ponk-
" ten mit thren Coéfficienten auf ein anderes von »—:

Punkten P, €, ... N mit den Coifficienten a4, ¢, .. .0
zuriickgebracht, bei welchem die Summe der Coéfficien-
ten (a4-8)+et...+n und die Bumme der Produck
aus den Coéfficienten in die Abschmitte der Parallelen,
der Summe der Coéflicienten und der Summe der Pro-
ducte im ersten Systeme gleich sind. Eben so lisst sich
dieses zweite System von » — 1 Punkten in ein drit-
tes vom ¥ — 3 Punkten omwandeln, und so ferner, bu
man endlich nach » — 1 solchen Umwandlungen aul
einen einzigen Punkt § kommt, bei dem der Coiéfficies
und das Product aus diesem Coéfficienten in den dem §
sugehirigen Abschmitt 85, der Summe der Colllicientes
und der Symme der Producte in dem urspriinglich gege-
benen Systeme gleich sind.

Dass es iibrigens nur Einen Punkt dicser Art geben
kann, und folglich immer derselbe Punkt gefunden wer-
den muss, in welcher Folge man aoch die gegebener
Punkte verbindet, erhellet schon daraus, weil, wenn

E se o plano passasse por S entdo:

a AA'+bBB'+cCC'+....+nNN '=0
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Pégina 21

21

sic herabsehend denkt, die positive; die andere von der
Rechten nach der Linken, die negative. Ist nun das
Dreieck, wie gewbhnlich, dorch irgend cine Zusammen-
stellung der drei an die Spitzen gesetzten Buchstaben
ausgdrﬂckt, so bezeichne dieser Ausdruck den positiven
oder negativen ‘Werth der Fliche des Dreiecks, je nach-
dem die Bewegung eines Punkies, durch den man sich-
den Perimeter des Dreiecks so beschrieben denkt, dass
er die Spitzen in der durch den Ausdruck gegebenen
Folge trifft, nach der vorhin gemachten Bestimmung
positiv oder negativ ist, Wir zichen hieraus nachste-
hende Folgerupgen.

§. 18. a. Bezeichnen 4, B, € die drei Spilzen eines
Dreiecks, so haben die Ausdriicke fiilr den Flicheninhalt:
‘ABC, BCA, CAB einerlei Werth, den entgegengesetz-
ten aber von CBA, BAC, ACB.

b. Seyen B, €, D drei Punkte in gerader Linie und
‘A ein vicrter ausscrhalb derselben. So wie nun nach
§ 1. CO+DB+BC=o0 war, chen so ist mit Vor-
setzung von A die Summe der Dreiecke:

 ACD+ADB+ ABC=o0,

Na pagina 21, dados trés pontos B,C,D em linha reta e um ponto A fora dela en-

tdo: CD+DB+BC=0 ¢ ACD+ADB+ABC=0 .

Mobius adicionou triangulos: ACD+ADB+ABC=0
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ABDE +ABEC+ABCD=0 .Mobius adicionou piramides: ABDE+ABEC+ABCD=0

Pégina 24

Msn habs z. B. BADC und DEAC. Aus 4+ BADC wird
1) F DABC uwed 2) + DBAC.,

Seyen mu vergleichen ABCD und BCDA. Ans & ABCD wird
1) + BACD, 3) 4 BCAD und 3) F BCDA

b. Sind G D, E drei Punkte ciner geraden I..iniql

"B ein vierter Punkt ausserhalb derselben, und o e

fiinfier Punkt ausserhalb der durch B, C, D, E gehen |
den Ebene, so war (§.18. b)) BDE4 BEC4 BCD =,
und aof gleiche Weise ist mit Vorsetzung des Buchsi-
ben A, dic Summe der Pyramiden:
' ABDE 4 ABEC 4 ABCD=o;

auch verhilt sich:

AHBDE : ABEC : ABCD=FDE : BEC : BCD

e= ADE ; AEC 1 4CD.= DE : EC : CI\.

¢. Sind B, C, D, E irgend vier Punkte einer Ebent,
und .4 ein flinfter Punkt ausserhalb derselben, so wir
(§ 18. ¢) CDE—DER4 ERC—BCD=n, und eben s |
ist mit Vorsetzung von A die Summe der Pyramiden:

ACDE e ADEBR 4 AEBC = ABCD =0,

und es verhilt sich:
ACDE: ADER: AEBC: ABCD =— CDEDER: EBC: BCD.

d. Seyen A, B, C, D, E irgend fiinf Ponkte im Ras- |
me iiberhaupt, von denen keine vier in einer Eben
liegen. Schneide die Gerade DE die Ebene ABC
Punkte Z (Denn immer wird wenigstens eine von dm
durch E und einen der vier Punkte 4, B, C I
gelegten, Geraden die durch diedrei iibrigen Punkte g
hende Ebene schneiden. Diese eine sey hier DE) Dn
hiernach erslens die Punkte D, E, Z in einer Geraden
liegen, so hat man:

BCEZ+ BCZD 4 BCDE=0o

213

Na pagina 24, C,D,E sao trés pontos em linha reta ¢ um quarto ponto B fora

€

um

quinto ponto A que nao passa por B,C,D,E entdo
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APENDICE XVI:Theory of Conjugate Functions, or Algebraic Couples; with a Preliminary

and Elementary Essay on Algebra as the Science of pure Time (1837)

On the Addition, Subtraction, Multiplication, and Division, of Number-Couples, as

combined with each other.

6. Proceeding to operations upon number-couples, considered in combination with each
other, it is easy now to see the reasomableness of the following definitions, and even their

necessity, if we would preserve in the simplest way, the analogy of the theory of couples to
the theory of singles:
(by,ba) + (a1,a2) = (b + ai, ba + az); (52.)
(by.bo) = (@y.a2) = (by — ay, by — as); (53.)
[_!i.il_.!iizj(ﬂl_.ﬂ.z} = [hl.hﬂ] X |:ﬂ1. !12_] = I:ll.ilﬂl !132!12. bzﬂ-l { blﬂ’z]‘l {5-1.]
(bl.bz} blﬂl t bzﬂz bgl‘]l bll‘]-g EE
= 3 o8 - &3 )" (09.)
(a;,as) ay + a; aj +a;

Nesse artigo, Hamilton percebeu operagdes de pares ordenados (a,b) com
a,beR
Na pagina 95, ele apresentou as operagdes de soma, subtracdao, multiplicacdo e divisdo

entre esses numeros, considerados pares ordenados.
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APENDICE XVII On Quaternions or on a New System of Imaginaires in Algebra (1844)

VI. On Quaternions; or on a New System of Imaginaries in
Algebra, By Sir Winttam Rowas Hamivrow, LL.D.,
V.P.R.IA, F.It.A.8., Corvesponding Member of the Insti-
tute of France, Member of several other Scientific Sociefies in
these and in Foreign Countries, Andrews’ Professor of Astro-
:'}omy in the University of Dublin, and Royal Astronomer of

reland.,

[Continued from vol. xxvi. p. 224.]

18. '"_["HE separation of the real and imaginary parts of a

quaternion is an operation of such frequent oceur-
rence, and may be regarded as being so fundamental in this
theory, that it is convenient to introduce symbols which shall
denote concisely the two separate results of this operation.
The algebraically real part may receive, according to the
question in which it occuors, all values contained on the one
scale of progression of number from negative to positive infi-
nity ; we shall call it therefore the scalar part, or simply the
scalar of the quaternion, and shall form its symbel by prefix-
ing, to the symbol of the quaternion, the characteristic Secal.,
or simply 8., where no confusion seems likel{l to arise from
using this last abbreviation. On the other hand, the alge-
braically fmaginary part, being geometrically constructed by
a straight line, or radius vector, which has, in general, for
each determined quaternion, a determined length and deter-
mined direction in space, may be called the wvecfor part, or

Hamilton relatou sobre a separagao da parte real e imaginaria dos quatérnios,
chamando a parte real de escalar, denominando de Scal ou S ¢ a parte imaginaria que

seria geometricamente construida por uma reta ou um raio vetor, determinando uma direcdo

no espaco e se chamaria parte vetor, denominando Vect ou V.A .
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simply the secfor of the quaternion; and may be denoted by
prefixing the characterisue Vect, or V. We may therefore
say Lhat & quaternion iz in general the sum of ifs own sealar
atid vecior pards, and may write

Q= Seal.Q + Veet. Q@ = 8.Q + V.Q,

or simply
Q=58Q+VaQ.
Elly detaching the characteristics of operation from the signs
of the operands, we may establish, for this notation, the ge-
neral formuls
l=8+V; 1=8=V; 1=V=25;
88=8; 5V=0; V.85=0; V.V=V;
and may write
(S+Virml,

if 7 be any positive whole number. The sealar or vector of
a sum or diﬂ'cmncc of quaternions is the sum or difference of
the scalars or vectors of those quaternions, which we may ex-
press by writing the formule ;

EE=E8; SA=A8; VE=EV; VA=AV.

19, Another general decompesition of a quaternion, into
factors instend n%emmmands, may be obtai in the follow-
ing way:—8Since the square of a scalar is always positive,
while the square of a veelor is always negative, the algebraical
excess of the former over the latter square is always a posi-
tive nomber ; if then we make

(TQF =(3Q) = (VQJ

and if we soppose T Q) to be always a real and itive or
abgolute number, which we may call the fenzor of the quater-
nion G, we shall not thereby diminish the generality of that
qllml.t:n:liun. This tensor is what was called in former articles
the modulus *; but there seem to be some convenisnces in not

* The writer believes that what origiually led him to vse the termes
“ modnbus " and “ amplitude,” was & recollectbon of M. Cavchy’s nomen-
cluture respecticg the wsunl imaginaries of algebra. [t was the wse made
by his frigml, John T, Graves, _ af the word * ponstituents," in con.
nexion with the ordinary imaginary expressions of the furm s+ " —1g,
which led S5r William Hamnlton to employ the same term in connexion
with hiz own imaginarigs, And if ke had not come to pr:ﬁ:r to the waord
“ meduliog,” i this theery, the name * tenaor,” which so the cha-
racteristic T, he would have borrawed the symbal M, with the sxme signi-
fiention, from the waluable paper by Mre Cayley, " On Certsin Results re-
:parl.'iq Qunternions,” which nppenred in the Number of this Magazine
or February 1845, It will be pmpum:l by the present wrtter, in a future
article, to call the I-Ea.rinirnﬁr pestules the * mensor™ of & quaternion, and
o dencde it by the foregoing characteristic M; so a5 to have

MO =log. Ty, M OQ'=MG+ ML,
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Na pagina 27, Hamilton considerou que o quatérnio era formado por uma parte por

escalar e outra parte por vetor.

Q=Scal.Q+Vect.Q=SQ+VQ . Operagdes possiveis com vetores foram mostradas,

; V.v=V : V.85=0 ; 1=S+V ; 1-S=V ; 1-V=S e a formula

como S.S=S
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do que Hamilton denominou de tensor ou médulo: (TQ)’=(SQ)*—(VQ)* . O médulo ou

tensor seria sempre um numero real e positivo ou nimero absoluto.

50 Sir W, Rowan Hamilton on Quadernions.

gl a=a—n=0; ZVia=a4a="2a;

28. 00" s aou' + a'a; 2V.ad = aa —a'a;

25.##':“':.::#"1" —_ u.".:rﬂ:; ﬂ?_lf#": .p:u"d."" — Il.r’ﬂ-"#;
e, B,

of which the law is evident.
21. The fundaniental rules of multiplication in this calenlus
ivey in tho recent notation, for the sealar and vector parts of
the product of any two vectors, the expressions,

Szt =— (zd + gy + 2575

Viaza' =iy —zyf) 4 jlzd = 2d) + k(zy —y7);
if we make

a=mir4jy-+ ks o'=id 450 4+ kS,
ryyh s and 1Y, o, 2! being real and rectamgular co-ordinates,
while £,4, & are the original imaginary units of this theory.
The geometvical meanings of the symbaols 8. 24!, V.24, are
theretore fully known. The former of these two symbels
will be found to have an Intimate connexion with the theory
of reciprocal polars; as may be expected, if it be observed
that the equation
3. .n',g' = — at
expresses that with reference to the sphere of which the equation
i
A= = g,

that s, with reference to the sphere of which the centre is at
the origin of vectors, and of which the radius has its length
denoted by a, the vector o' ferminafes in the Fﬂiﬂ%ﬂﬂﬂf af the
point which is the termination of the vector &, The latter of
the same two symbols, namely V. z &', denotes, or may be
constructed by o straight line, which is in direction perpen-
dicular to both the lines denoted by & and &', being alzo such
that the rotation round it from & 1o 2’ is pesitive; and bear-
ing, in length, to the unit of length, the same ratio which the
area of the parallelogram under the two factor lines bears to
the unit of aren. The volume of the parallelrpipedon under
any three coinitial lines, or the sextuple volume of the fetra-
hedron of which those lines are conterminous edges, may
ensily be shown, on the same principles, to be equal o the
sealar of the product of the three vectors corresponding; this
sealar 5, 2a'a’, which is -r.*r:!Tu:-Ll to 8{V.aa', a¥], being positive
or negative necording as 2" makes an obtuse or an acute angle
with V. 24, that is, nccording as the rotation round =" from
& towards & is positive or negative. T'o express that two
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Na pagina 30, Hamilton aplicou a multiplicagdo de dois quatérnios. Sdo dados dois
quatérnios: a=ix+jy+kz e a'=ix'+jy'+kz' , entdo: Sa.a'=—(xx'+yy'+zz') que
significava a parte escalar da multiplicagdo ou produto dos dois quatérnios.

Consequentemente, a parte vetor da multiplicagdo ou produto desses mesmos dois
quatérnios seria: V.a.a'=i(yz'—zy')+j(zx'—xz')+k (xy'—yx') . A multiplicagdo desses
quatérnios fornecendo a parte escalar e a parte vetor, somente foi obtida se fosse considerado

i2:.i2:k2:_1 R 1]:—Jl:k R ]k:—kal R kl:—lk:]
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APENDICE XVIII Lectures on Quaternions (1853)

450. I shall take this occasion to remark that a guaternion,
generally, may now be seen, more clearly perhaps than at any
former stage of the present Course, to admit of being expressed by
the QUADRINOMIAL FORM,

g =+ ix+ jy+ kz;

where the sum of the three terms ix, jy, kz composes (compare
407) the vector part, while the remaining term w denotes the
sealar part of the guaternion: so that we may write, in con-
nexion with the recent form,

Sq=w; Vg=inijy+kz

Indeed this quadrinomial form for a quaternion, which may
(compare 111} be regarded as an expansion of the shorter form
w+p, where p denotes a vector, was communicated by me, so
long ago as 1843, to the Royal Irish Academy, along with the
values above assigned (in arts, 304, &e.) for the squares and pro-
ducts of i, j, k ; and it has been referred to by anticipation, in
this Course, so early as at the close (art. T8) of the Second Lee-

No Capitulo VII, Hamilton iniciou com a expressio da forma de um quatérnio:
q=w+ix+jy+kz , onde a parte escalar seria Sg=w e a parte vetor seria

Vg=ix+jy+kz .
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448 OH QUATERKHIONS.

ture. But the signification of this quadrinomial form may be now
more fully understood, in consequence of the recent remarks on
sums of several summands, We may now see, for instance, by the
associative property (447) of such summation, that although we
niay interpret this quadrinomial form as simply equivalent to the
binowial forth w+ p, or NUMBER PLUS LINE, to whichin an earlier
part of the present Leecture a quaternion was proved to be redu-
cible ; and may with that view write the expression for 4 as fol-
lows:
q=w+ (ixsjy + k)

yet we may also otheruise combine the four terms, w, iz, jy, kz,
into parfial groups, writing, for example,

g =(w+ix)+(jy+kz),
where the partial sum &+ ix is itself'a certain guafernion, which
is to be added, according to the general rule of arts, 446, 447, to
the line jy+ kz. Again, if we write, as the analogous quadrino-
mial expression for another quaternion,
g =w +ix'+jy + k2,
we shall have no difficulty now in establishing the following ex-
pressions for the sum and difference of these fwo quaternions :
gro=w+w+i(F+ 2+ + )+ E(2+ 2);
F-q=w-wi(f—2)+j(y-y)+k(Z-2).
The rounr scaLans, &, x, y, =, are called (T8) the rour coxsti-
TrENTs of the quaternion w . dxjy+ kz; and a geafernion g
cannot vanish, ‘'or become equal to zero, without Excu of these
Jour constituents separately vanishing : that is, in symbols,
if gm0, then w=0, x=0, y=0, z=10.
Hamilton garantiu a propriedade associativa na soma e subtracao de dois quatérnios:
q=w+ix+jy+kz ¢ q'=w'+ix'+jy'+kz' que resultou em:
q’+q=w’+w+i(x +x)+j(y +y)+k(z ’+z)
q’—q=w’—w+i(x’—x)+j(y’—y)+k(z’—z) e se o quatérnio g=0 entdo:

w=x=y=z=0 .
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An EQUATION BETWEEN TWO QUATERNIONS i8 therefore equiva-
lent to a sSYSTEM OF FOUR EQUATIONS BETWEEN BCALARS; Orin
other worlls, two quaternions cannot be equal, unless each consti-
tuent of the one be equal to the corresponding constituent of the
other. The importance therefore of the number Four in this
whole theory, from which indeed (compare 91, 106, 107, 120)
the present CaLcuLus derives its name, exhibits itself here again,

451. The distributive principle, or property, of the multipli-
cation of quaternions, has (in the present Lecture) been in part
already established by definition, and has been used as the chief
element (446) in the general interpretation of a sum: just as
the associative property of multiplication of quaternions had
been previously established, in these Lectures, to some extent,
by definition, for the sake of interpreting a product (compare
309, 310). We bave lately defined that

(r+g)a=ra+qa,
as we had at an earlier stage defined that
rg.a="r.qa,
Na pagina 449, dados os quatérnios r,q,a , Hamilton apresentou o principio da
distributiva (r+q)a=ra+qa e propriedade da multiplicagdo entre quatérnios

rq.a=r.qa .
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APENDICE XIX Linear Associative Algebra ( 1870)

20. The sign + iz called plus in common algebr and denotes eddition. Tt
may be retuined with the same name, and the process which it indicates may be
called addition. In the simplest cases it expresses a mere mixture, in which

PrircE: Livear Associative Algebrea, T

the elements preserve their motual independence. If the elaments cannot be
mixed without mutual action and a consequent change of constitution, the mere
union is still expressed by the sign of addition, although some other symbol is
required fo express the character of the mixture as a peeuliar compound having
properties different from its elements. It is obviows from the simplicity of the
union recognized in this sign, that the order of the admixture of the elements
cannot afleet it; so that it may be assumed that

A+ BE=84 4
(A+B)+C=d+ (B+C)=4d+ B+ 0.

and

21. The sign — ie called minns in common algebra, and denotes subtroction.
Retaining the same name, the process is fo be regarded ae the reverse of
addition ; so that if an expression is first added and then subtracted, or the
reverse, it disnppears from the result; or, in algebraic phrase, it is concled. This
gives the equations

AgB=B=Ad—B4+H=A
and
BB =0,

The sign minus ie called the negative sign in ordinary algebra, and any term
preceded by it may be onited with it, ond the combination may be called a
negative ferm. This use will be adopted into all the alpebras, with the provision
that the derivation of the word negative must not transmit its interpretation,

22, The sign » may be adopted from ordinary algebra with the name of
the sign of multiplication, but without reference to the meaning of the process,
The result of multiplication is to be ealled the product. The terms which are
combingd by the sign of multiplieation may be called fuefors ; the factor which
precedes the sign being digtinguished as the multiplicr, and that which follows it
heing the multiplicand. The words multiplier, multiplicand, and produet, may
also e conveniently replaced by the terms adopted by Hamilton, of fasient,
Jagiend, and factum,  Thus the equation of the product is

multiplier % muoltiplieand = product; or facient » faciend = factum.
Nas paginas 6 e 7, Peirce relacionou algumas definigdes:
O sinal + ¢ chamado mais na 4lgebra comum e indica adi¢do. A soma também nao
seria afetada pela composicao dos elementos.
A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C
O sinal - ¢ chamado de menos na algebra comum e denota subtragdo. Mantendo o
mesmo nome, o processo foi considerado como o reverso da adi¢ao; de modo que, se uma
expressdo fosse adicionada e subtraida primeiro, ou o inverso, ela desapareceria do resultado;

ou seria cancelada.
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A+B—B=A—-B+B=A ¢ B—B=0
O sinal x foi adotado a partir de algebra comum com o nome do sinal de
multiplicacdo, mas sem referéncia ao significado do processo. O resultado da multiplicacao
deveria ser chamado de produto. Os termos combinados pelo sinal de multiplicagdo foram
chamados de fatores; o fator que precedesse o sinal como o multiplicador e o que se seguiria

como multiplicando.
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8 PriRcE : Fimear desociative Algebra,

28. When an expression uged as a factor in certain combinations gives a
product which vanishes, it may be called in those combinations a nilfactor.
Where ns the multiplier it produces vanishing products it is nilfacient, but where
it is the multiplicand of such a product it is wilfasiend.

94, When an expression used as a factor in certain ecombinations over
powers the other factors and is itself the produet, it may be called an idemficfor,
When in the production of such o resuli it iz the multiplier, it is idemfocient,
but when it is the multiplicand it is fdemfociend. '

25. When an expression raised to the square or any higher power vanishes,
it may be called sifpotent ; but when, raised to u sguare or higher power, it gives
itself as the result, it may be called idempotent.

The defining 4] uation of :'ji:|r|,'|rlé1||. sl 'illl_'lLL].'liiltﬁliL 'E.'i].ll'EESIi'CI]'IS re respec-
tively A"=10, and A%= A; but with refarence to idempotent expressions, it
will always be assumed that they are of the form

A= 4,
unless it be etherwise distinetly stated,

26, Division ie the reverse of multiplication, by which its results are verified,
It is the process for obtaining one of the faciors of a given product when the .
other factor is given. It is important fo distinguish the position of the given
factor, whether it is facient or faciend, This can ba readily indieated by com-
bining the sipgn of multiplication, and placing it before or after the given
factor just as it stands in the product. Thus when the multiplier iz the given
factor, the correct equation of division is
. dividemd
divisor %

guotient =

and the equation of verification is
divieor ¥ guotient = dividend.
But when the multiplicand is the given factor, the equation of division is

dividend
w divisnr

fuotient =

and the egquation of verification is

quotient » divisor = dividend.

Na pagina 8, Peirce continuou com as defini¢des:

Quando uma expressao usada como fator em certas combinagdes produzisse um
produto que desapareceu, seria chamada nessas combinagdes de "nilfator".

Quando uma expressao usada como fator em certas combinagdes sobre poténcias e ela
propria fosse o produto, seria chamada de "idemfator".

Quando uma expressao elevada ao quadrado ou a qualquer poténcia superior
desaparecesse, poderia ser chamada "nilpotente"; mas quando, elevado a uma poténcia
quadrada ou superior, se apresentasse como resultado, poderia ser chamada de "idempotente"

As equacdes que definissem expressdes nilpotentes e idempotentes foram

respectivamente A"=0 e A"=A ; mas com referéncia a expressdes idempotentes, sempre

. . . 2 . .
seria assumido que elas teriam a forma A°=A , a menos que fosse indicado de outra forma.
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Divisdo seria o inverso da multiplicacdo. Seria o processo para obter um dos fatores de

um determinado produto quando o outro fator fosse dado.

same influence whather it be facient or faciend, so that with the notation of
£14, thers s the t{llluli.l.'rll
Ada—=a4d,
and in such a product, the quantity & may be called the cogffisiend,
In like manner, terms which only differ in their poefficients, may be added
by adding their coefficients ; thus,

o xtd=ad £ bd = da = Al = Afa £ ).

0. The exceeding simplicity of the conception of an equation involves the
identity of the equations

A=08 and BE= A4
and the substilution of B for 4 in every expression, so that

M+ 0= MBx O,

or that, the members of o sgnafion may e muteally feansposed or simulfanconsiy
inereased or decreossd o 1':I‘i'|'Jl'."."l.'.-l'.-'.-u"uF or divided "l".'fl" -"|'I|'-'|'I'I'Ir |':'|‘_||u'4"!£|'|:.l.rM.

31. How far the principle of §16 limits the extent within which the
ordinary s;_}-mhnls may be nsed, cannot easily be decided. But it suppests limi-
tations which may be adopted during the present discussion, and leave an ample
field for eurious investigation.

The disteilidive principle of muliiplication may be adopted; namely, the
principle that the prodoct of an algebrale sum of factors into or by a common
factor, is equal to the corresponding algebraic sum of the individual products of
the various factors into or by the common factor; and it i& expressed by the
aquationg
: (4d+ B)0= zl.ﬁ{glz Ba.
(A B=04 + OB8.

32, The ussociative prineiple of multiplication may be adopted ; namely, that
the product of successive multiplications iz not affected by the order in which the
multiplications are performed, provided there is no change in the relative position
of the factors; and it ie expressed by the equations

ABC = (AB)C = A(BO).

This is quite an important limitation, and the algebras which are subject to it
will he called nssoctafive

Na pagina 10, Aa=dA e a foi chamado de coeficiente por Peirce.

Da mesma maneira, termos que diferissem apenas em seus coeficientes, poderiam ser
adicionados adicionando seus coeficientes:

(a=b)A=aA+bA=Aa+ Ab=A(axb)

A simplicidade excessiva da concep¢do de uma equagdo envolveria a identidade das

equagdoes A=B e B=A e asubstituicdio de B por A em todas as expressoes, para que
MA+=C=MB=C ou os membros de uma equacao poderiam ser transpostos mutuamente

ou aumentados ou diminuidos simultaneamente ou multiplicados ou divididos por expressdes
iguais.

O Principio distributivo da multiplicacao foi enunciado como:
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(A+B)C=AC+BC
C(A+B)=CA+CB
O Principio associativo da multiplica¢do foi enunciado como:

ABC=(AB)C=A(BC)

PrIncE : Famear Assoniodive Algpedsree. 11

33. The principle that the value of o product is not affected by the relative
position of the factors is called e commautative principle, and is expressed by the

equation
AB=E4.

This principle is ot adopted in the present investigation.

34, An algebra in which every expression ie reducible o the form of an
algebraic sum of terms, each of which consists of a single letter with o quanti-
tative coeflicient, is called @ finear alyebra,* Buch are all the algebras of the
present investigation.

35, Wherever there is a limited number of independent conceptions, a
linear algebra may he l'|ﬂ1.'ljit.l3d For a combination which was not reducibld to
such an algebraic sum as those of linear algebra, would be to that extent
independent of the original conceptions, and would be an independent coneeption
additional to those which were assumed to constitute the elemenis of the
algebra,

86. An algebra in which there ean be complete interchange of its indepen-
dent units, without changing the fomulae of combination, is o compledely
symmetrical algebre ; and one in which there may be a partial interchange of ils
unite is particlly symmefrical.  But the term symmetrical should not be appliad,
unless the interchange is more extensive than that involved in the distributive
ond commutative principles.  An algebes in which the interchange is effected in
i oertain order which returns into itself is n cpelic algabr,

Thus, quaternions iz a cyelic algebr, besause in any of its fundamental
equitions, such as

f=—1
J=—jiz=k
ifk=—1

there can be an interchange of the letiers in the order i, J. &, i, each leiter
being changed into that which follows it. The double algebra in which

1]

= =

F=j Ji=j
Na pagina 11, o Principio comutativo da multiplicagdo foi enunciado como:
AB=BA que ndo ¢ valido para a algebra associativa.
Uma algebra na qual toda expressao fosse redutivel a forma de uma soma algébrica de
termos, cada uma das quais consistiria em uma unica letra com um coeficiente quantitativo,
Peirce chamou de Algebra Linear.

Peirce utilizou a algebra dos quatérnios, caracterizando-a como algebra ciclica onde:

i’=—1 , ij=—ji=k e ijk=—1 .Essas unidades foram chamadas independentes.
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12 P davenr  slaasdoafive .'l&,lﬁhﬂl.

i evelie beoanse e letters are interchangeable in the order ¥, 5, i But neither
ol ;,||l"sl." algebrag is commuiative.

47, When an slgebea ean be reduced to a form in which all the letlers are
pxprossed as powers of st one of thew, it may b onlled o pofentiond alpedra.
If the powers ane all squares, it muy be oalled quadintic ; if they are cubes, it
may b ealled crbie ; and :ii.'l'l'li.l.'l.'l'!:l" in other cases,

Linear Assoctafive dfpelion,

A8, AR the copuwssiong of o algelira mre distributive, whesever the distribative
ll|.,r;'..-:lm._iv-.".- et o all the letters L:.I" the l::ll'}llilllh'h ¢

Por it s obwvious that in the l.‘|'|I11ﬂﬁ'|Il1

(P4 D=k k00 4+ 51
each letter can be multiplied by an infeger, which gives the furm
{ord 4 ri'”"lli'nﬂ- + o} = aeik 4= beyk + aail 4+ balfi |

it which a, b, ¢ and o are integers.  The integers can have the ratios of any
four resl numbors, so that by sinple division they can be reduced o such veal
wimbers,  Other similar ;‘;ILL:|1]LL1|5 vl also be formed by writing for o and &, a,
and By, or for e and o, o and oy, or by making both these substitutions simulta-
neously, 17 then the tee st of these wew equations are multiplied by 2 and
the last by — 13 the son of the four equations will be the sune as that which
would be olisined by substituting for o, b, cand d, a4+ Jay, d4 Iy, o+ Jo
andd + 3, Heneew, b, ¢ and f may be any numbers, real ar imagivary, and in
goneral  whatever wixtures 4, B, © and D mny represent of the original
it under the form of an algelenie sum of the letters 4, J. &, &e, we shall

have

(A4 B O+ D)= A0+ BC+ AD+ BD,

which is the complete expression of the distributive prineiple.
A An algehee i aassctafine seheterer Be associafine prf.'ﬂ"-l“ll'# codenils to all the
Ietters of st ol

Far il A = X (af) = of 4 uyl 4 agl + &
B = X(b) =W+ by + bk + &e
Na pagina 12, para quaisquer combinagdes ou operacdes A,B,C poderiam
representar as unidades originais sob a forma de soma das letras i, j,k como:
(A+B)(C+C)=AC+BC+AD+BD que se tratava da completa expressdo do
principio distributivo.
Uma algebra ¢ associativa quando o principio associativo se estende a todas as letras
do alfabeto e definiu:
A=) (ai)=ai+a, j+a,k+.. B=Y (bi)=bi+b, j+b,k+...
C=). (ci)=ci+c,j+c,k+... e definiu:
AB=) (ab,ij) , BC=} (bc,ij)
(AB)C=) (ab,c,ijk)=A(BC)=ABC
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APENDICE XX Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik (1844)

§3 Gleichheit — Verkniipfung. 3

kniipft werden, uad so gelangt man zu einer Yerknipfung wehrerer
Glieder, welche aber zundichst immer nur als eine Verkniipfung je
zweier erscheint. Der Bequemlichkeit wegen bedienen wir uns der
dblichen abgekirzten Klammerbezeichnung, indem wir nimlich die
zusammengehorigen Zeichen einer Klammer weglassen, wenn deren
Oefnungszeichen [(] entweder am Anfang des ganzen Ausdrucks
steht, oder nach einem andern Oeflnungszeichen folgen wurde
z. B. statt {{aah} ¢) schreiben wir a~b-c.

§ 3. Die besondere Art der Verkniipfung wird nun dadurch
bestimmt, was bei derselben als Ergebniss fesigehalten, d. h. unter
welchen Umstinden und in welcher Ausdehnung das Ergebniss als
sich gleich bleibend gesetzt wird. Die einzigen Verinderungen,
welche man; obne die einzelnen verkniplien Formen selbst zu &n-
dern, vornehmen kann, ist Aenderung der Klammern und Umeord-
nung der Glieder. Nehmen wir zuerst die Verknipfung so an,
dass bei drei Gliedern das Setzen der Klammern keinen realen
Unterschied, d. h. keinen Unterschied des Ergebnisses begriindet,
also dass a~(b~c)==a~b~c ist, so folgl zundchst, dass man auch
in jeder mehrgliedrigen Verkniplung dieser Art, ohne ibr Ergeb-
niss zu éndern, die Klammern weglassen kann, Denn jede Klam-
mer schliesst vermige der dariber festgeselzien Bestimmung zu-
nichst einen zweigliedrigen Ausdruck ein, und dieser Ausdruck
muss wieder als Glied verbunden sein mit einer andern Form,
kurz es tritt eine Verbindung von drei Formen hervor, fir welche
wir vorausselzten, dass man die Klammer weglassen kénne, ohne
das Ergebniss ihrer Verkndpfung zu indern; alse wird auch, da
man statt jeder Form die ihr gleiche setzen darf, das Gesammt-
ergebniss durch daz Weglassen jener Klammer nichit geindert.

Nos paragrafos 2 e 3, paginas 2 e 3, ele iniciou sua teoria introduzindo uma

simbologia nova a conexao sintética, entre os termos ou magnitudes a,b,c . Tratava-se
de uma operacao muito proxima a adi¢ao, pois:

(a—~b) ~c=a~b~c)=a~b~c

similara (a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c



§. 5. Das analytische Verfahren besteht darin, dass man zu
dem Ergebniss der Verkniipfung und dem einen Gliede derselben
das andere sucht. Es gehiren daher zu einer Verknipfung zwei
analytische Verfahrungsarten, je nachdem nimlich deren Vorder-
glied “oder Hinterglied gesucht wird; und beide Verfahrungsarien
liefern nur dann ein gleiches Ergebniss, wenn die beiden Glieder
der urspriinglichen Verkniipfung vertauschbar sind. Da auch dies
.analytische Verfahren als Verknipfung kann aufgefasst werden, so
unterscheiden wir die urspriingliche oder synthetische Verknipfung

und die auflosende oder analytische Verkniipfung. Im Folgenden

werden wir nun zunachst die synthetische Verkndpfung in dem
Sinne des vorigen Paragraphen als eine einfache voraussetzen und
als Zeichen derselben das Zeichen ~ beibehalten, fir die enl-
sprechende analytische Verkniipfung, da hier die beiden Arten der-
selben zusammenfallen, hingegen das umgekehrte Zeichen -~ wihlen,
und zwar so, dass wir das Ergebniss der synthetischen Verkniipfung,
was bei der analytischen gegeben ist, hier zum Vordergliede
machen. Sonach bezeichnet hier a-b diejenige Form, welche mit
b synthetisch verkniiplt a giebt, so dass also alle mal a~b~b=a
ist. Hierin liegt sogleich eingeschlossen, dass a<b.c diejenige
Form bedeutet, welche mit ¢ und dann mit b synthetisch verkniiph
a giebt, d. h. also auch nach § 4 diejenige Form, welche mit den-
selben Werthen in umgekehrter Folge, oder anch mit b ~c synthe-
tisch verkndiplt a giebt, d. h.

=ﬂ.u{h“¢};

und da dieselbe Schlussfolge fiir beliebig viele Glieder gilt, so

folgt, dass auch die Ordnung der Glieder, welche analytische Vor-

zeichen haben, gleichgiltig ist, und man diese Glieder in eine

Klammer schliessen darf, wenn man nur die in die Klammer

riickenden Vorzeichen umkehrt. Hieraus nun folgt weiter, dass
au(bec)=a-b~c

6 Allgemeine Formenlehre. §6

sei. In der That hat man aus der Definition der analytischen Ver-
kniipfung
H-—ﬂ{hu'ﬁ) =_a--(hvl:)-'cﬁc;
dieser Ausdruck ist wieder vermige des so eben erwiesenen Ge-
selzes
=n-.:(|.}—f'l.‘.|"‘ I:}"‘C-r
und dies letztere ist endlich vermige der Definition der analytischen
Verkniipfung
=a~b~e,

229
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No pardgrafo 5, paginas 5 e 6, um simbolo novo ~ foi apresentado conectando os

termos. Grassmann chamou de conexao analitica. Seria andlogo a uma subtracao.

a—(b-c)=a—-—b~c

similara a—(b—c)=a—b+c

8 Allgemeine Formenlehre. §7

§ 7. Durch das analytische Verfahren gelangt man zur in-
differenten und zur analylischen Foym. Die erstere erhilt man
durch die apalytische Verknipfung zweier gleicher Formen, also
a2 stellt die indifferente-Form dar, und zwar isi dieselbe unab-
hingig von dem Werthe a. In der That ist aca=Db.b; denn
b.b stellt die Form dar, welche mit b synthetisch verknipft b
giebt, eine solche Form ist a~a, da b~(ava)=b~a.a=D ist.
In dem Umfange nun, in welchem zugleich das Ergebniss der ana-
Iytischen Verkniipfung eindeutig ist, muss daher auch a-a gleich
b.b gesetst werden. Da somit die indifferente Form unter der
gemachten Yoraussetzung immer nur Einen Werth darstellt, so er-
giebt sich daraus die Nothwendigkeit, sie durch ein eigenes Zeichen
zu fixiren. Wir wahlen dazu [ir den Augenblick das Zeichen «
und bezeichnen die Form ( » ~a) mit (~a), und nennen (-a) die
rein analytische Form, und zwar wenn die synthetische Verknipfung
die Addition war, die negative Form. Dass (a~ «) und (av »)
gleich a, dass ferner ~(-a) gleich -a, und «(-a) gleich ~a ist,
ergiebt sich direkt, indem man nur die so eben dargestellten voll-
stindigen Ausdricke diesen Formen zu substituiren hat, um so-
gleich die Richtigkeit dieser Gleichungen zu wbersehen™) Die
analytische Form zur Addition nannten wir ins Besondere die nega-
tive Form, und die indifferente in Bezug aufl die Addition und
Subtraktion nennen wir Null.

Outro simbolo no paragrafo 7, pagina 8, foi apresentado por Grassmann, ele o chamou

de “indiferente” préximo ao que seria um zero, ou nulo, pois (»— b)resultaria (— b).
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. 9. Wir haben bisher nur Eine synthetische Verkniipfungs-
art fiir sich und in ihrem Verhaltnizze zur entsprechenden analyti-
schen betrachtet. Es kommt jetzt daranfl an, die Beziehung zweier
verachiedener synthetischer Verknidplungsarten darzulegen. Zu dem
Ende muss die eine durch die andere ibrem Begriffe nach bestimmt
sein. Diese Begriffshestimmung hingt von der Art ab, wie ein
Ausdruck , welcher beida Verkniiplungsweisen enthilt, obne Aende-
rung des Gesammiergebnisses umgestaltet werden kann. Die ein-
fachste Art, wie in einem Avadrucke heide Verknfipfungen vorkom-
men kinnen, ist die, dass das Ergebniss der einen Verkniipfung
der gweiten unterworfen wird, also wenn ~ und = die Zeichen der
beiden Yerkmipfungen sind, so hangt das Verhiltniss beider von
den Umgestaltungen ab, welche mil dem Ausdruck (a~b)=¢c vor-
genommen werden dirfen. Wenn sich die zweite Verkndpfung anl
heide Glieder der ersten gleichméassig beziehen soll, so bietet sich
als die einfachste Umgestaltung die dar, dass man jedes Glied der
ersten Verknliplung der zweiten unterwerfen, und dann diese ein-
zelnen Ergebnisse als Glieder der ersten Verkniipfungsweige selzen
kdnne. Wenn diese Umgestallung olne Aenderung des Gesammi-
ergebnisses vorgenommen werden kann, d. h. also (a~b)=c=
(a=e)~(b=¢) ist, s0 nennen wir die zweile Verkniplung die jener
ersten entsprechende Verkndpfung nichst héherer Stufe. Sind
ins besondere bei dieser zweilen Verknfipfung beide Glieder anf
gleiche Weise abhiingig von der ersten, so dass also jene Bestim-
mung sowohl fir das Hinterglied der newen Yerbindung gilt, wie
fir deren Yorderglied, und ist ferner die erstere Verkniplung eine
einfache, und ikre entsprechende analytische eine eindeutige, so
nennen wir die letztere Muoltiplikation, wihrend wir fir die erstere
schon oben den Namen der Addition fesigesetzi haiten. Es isi
diez dberhaupt die Art, wie von vorne herein, d. h. wenn noch
keine Verknfipfungsarl gegeben ist, eige solche nebst der sich dar-
an anschliessenden héheren bestimmt werden kann. Daber he-
trachten wir auch die Addition als die Verkniiplung erster Stafe,

No paragrafo 9, pagina 10, foi apresentado o simbolo =, uma nova conexao sintética

entre os termos, poderia ser chamado de multiplicagao.



Pégina 11

§ 10 Yerkn. hdherer Stufen — Muluplikation. .I.'[

die Multiplikation also als die Verknfipfung rweiter Stufe*). Wir
wihlen von nun an stait der allgemeinen Verkniipfungszeichen die
hestimmten fir diese Verkniipfungsarten dblichen, und zwar wih-
len wir fiir die Multiplikation das blosse Aneinandersehreiben.
§ 10. Die Bezichung der Multiplikation zur Addition haben
wir dahin bestimmt, dass’
{a4-b)e ==ac4-be
c{a4-b)=ca+4ch
ist; und dadurch war uns der Begrill der Multiplikation festgestellt,
Durch wiederholte Anwendung dieses Grundgesetzes gelangt man
sogleich zu dem allgemeineren Satze, dass man, wenn beide Fakio-
ren zerstickt sind, jedes Stick des einen mit jedem Stack des
andern multipliciren und die Produkte addiren kann. Hieraus er-
giebt sich fiir die Bezichung der Multiplikation zur Subtraktion ein
entsprechendes Gesetz, nfimlich zundchst, dass
(a—b)c ==ac—bc
ist. Namlich selzt man, um den zweilen Ausdruck aufl den ersten
zuriickzufiihren, in demselben statt a das ihm Gleiche (a-—h)4-b,
so hat man _ :
ac—he = {I:ﬂ — h}+1-}n—h¢;
der zweite Ausdruck ist nach dem so eben aufgestellien Geselze
= (a—h)c4be—be,
und dieser Ausdruck nach § 8
= {a—h)e,
also der ersle Ausdruck dem letzten gleich. Aufl gleiche Weige
folgt, wenn der zweite Faktor eine Differenz ist, das entsprechende
Gesetz. Durch wiederholte Anwendung dieser Geselze gelangl man
zn dem allgemeineren Salze:
~Wenn die Faktoren eines Produktes durch Addition wnd
Subtraktion gegliedert sind, so kann man ohne Aenderung des
Gesammiergebnisses, jedes Glied des einen mit jedem Gliede
des andern multipliciren, und die so erhalienen Produkte

232
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Pégina 12
12 Allgemeine Formenlehre. § 11

dureh vorgesetzte Additions- oder Subtraktionszeichen ver-
kniipfen, je nachdem die Vorzeichen ihrer Faktoren gleich
oder ungleich waren.*

§ 11. Fir die Division gilt ganz allgemein, mag nun ihr Re-
sultal eindeutig oder vieldeutig sein, das Gesetz der Zerstiickung
des Dividend, nimlich

afh __a —b

—
b i

e e e
wobei wir aber noch zn merken haben, dass, da fir die Multipli-
kation im Allgemeinen nicht Verlanschbarkeit der Faktoren ange-
nominen wurde, auch im Allgemeinen zwei Arten der Division
unterschieden werden missen, je nachdem nimlich das Vorder-

- glied oder das Hinterglied der multiplikativen Verkniipfung gesucht
wird. Da indessen beide Faktoren eine gleiche Beziebung zur
Addition und Subtraktion haben, so wird dies aoch von beiden
Arten der Division gelten; und wenn das obige Gesetz fir cine
Art erwiesen ist, s0 wird es aus denselben Grinden auch fir die
andere erwiesen sein. Wir wollen annehmen, o2 sei das Vorder-
glied gesncht; also wenn z. B. '

L}

a . .
—=x ist*), so sei X =a.

Es bedentet %‘l hiernach diejenige Form, die als Yorderglied mit
¢ multiplicirt a4b giebt. Ich kann zuerst jede Form in zwei

Sticke sondern, deren eins willk@hrlich angenommen werden kann.

Es sei daher die gesuchie mit % gleichgesetzte an==%+;_

Diese nun als Yorderglied mit ¢ multiplicirt, giebt nach dem vorigen §

a<exc; sia soll aber bei dieser Multiplikation a4-b geben, folglich ist
adxc=a+b, d. h. xe=h, I=£|_-,

also die gesuchte Form, da sie gleich %-I-l g;uai:l war, gleich

%+—: Aul dieselbe Weise ergieht &it:‘h das Gesetz fir die Dil-

ferene.

No paragrafo 10 e 11, paginas 11 e 12, Grassmann mostrou uma distributiva, o
elemento simétrico e a divisdo.
Grassmann introduziu a divisao pela equagao:

a¥b _a_b
=—4—
c c ¢
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a
—=X S€ XC=a
C

. . a ~ ~ .
Grassmann explicou também que: Se B:C e a=0 entdo b ndo era determinado

unicamente.
Pagina 29

§ 19.  Wir haben bisher den Begrifl der Swmme der Strecken
abhingigz gemacht von der hesonderen Erzeugungsweise des ganzen
Systems, indem, wenn Anfangs - und Endelement der Summe durch
stetiges Aneinanderschliessen der Strecken gegeben war, nun die
swischien beiden liegende Strecke, als Theil eines Systemes erster
Stufe, durch die m urspringlichen Aenderungsweisen des ganzen
Systemes konstruirt wurde.  Diese Abhiingigkeit haben wir moch
schliesslich aufzubeben.  Wir haben schon oben (§ 18) gezeigt,
dass, wenn mehrere Strecken anl entsprechende Weize erzeugt sini,
dann nieht pur jedem Element und jedem Theil der einen ein
Element und ein Theil in jeder der andern entspricht, sondern
auch die Summe anf dieselbe Weise entsprechend erzeugt ist,
niamlich so, dass die Summe der entsprechenden Theile jedesmal
diesen Theilen entsprichi.  Hat man non zwei beliebige Strecken
des Systemes, nimlich p, und p,, und es sind beide als Summen
von Strecken dargestellt, welche den wegpringlichen Aenderungs-
arten des ganzen Systemes angehdren, namlich

p,=a,+b, 4...
Ps=ay+by4..0s
so dass man hat
Py FpPa=(a, +a,)+ b, +b)4...,
und sind ferner @ |, €4, By, fa - - . . entsprechende Theile der Strecken
Ay, 84, b, by...., also auch (e, 4w,), (5,4H.)... iIn demsel-
ben Sinne entsprechende Theile von (a,4-a,), (b, 4b,), =0 wird
nach dem vorigen § jeder Theil der Summe (p,4-p,), als Summe
der entsprechenden Theile gewonnen, d. h. also ein solcher ist
Jedesmal gleich
(eeyta,)+(3,+0)+ ...
do b == (o By a) (g Bt o)

No paragrafo 19, Grassmann apresentou a soma de deslocamentos onde sdo dados dois
deslocamentos de um mesmo sistema p, e p, e ambos sdo exibidos como somas de
deslocamentos:

p,=a,+b,+c+... e p,=a,tb,tc,+...
pi+p,=(a,+a,)+(b,+b,)+... ese «,,a,,,,5, . forem partes correspondentes

dos deslocamentos a,,a,,b,,b, entdo asomaseria (a,+a,)+(B,+B,)+... .
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Pégina 31

§ 20. Durch die im vorigen § gefilirte Entwickelung st die
selbstindige Darstelling der Systeme hiherer Stafen vorbereitet,
Nimlich es waren diese lnsher als abhingig von gewissen zu Grunide
gelegten Aenderungsweisen dargestellt, durch welche sie eben er-
zengt wurden. Diese Abhiingigheit kinnen wir in so fern anfheben,
als wir zeigen kinmen, dass dasselbe System m-ter Stule durch je
m Aenderungsweisen erzeughar sei, welche demselben angeliiren,
und welche von einander vnabhingig sind (in dem Sinne von § 16),
d. h. von Keinem Sysiem niederer Sinfe (als der m-ten) nmfasst
werden. Teh will zuerst zeigen, dass, wenn das System durch
irgend welche m Aenderungsweizen erzeugbar ist, iech dann stati
jeder beliehigen derselben eine nene von den (m— 1) iibrigen un-
abhimgige demselben System m-ter Stufe angehorige Aenderungs
weise (p) einfithren, und durch diese in Verbindung mit den (m—1)
ibrigen das gegehene System erzengen kann.  Da mach der Yor

augsetzung p dem gegebenen Svsteme m-ter Stufe angehiort. =o

b 20 selbstindighent der Systeme. 3

wird es sich (§ 18) darstellen lassen als Summe von Strecken, die
den urspringlichen Aenderungsweisen angehéren, d. b.

p=a+b4ec+....
peselzt werden kinnen, wenn a, b, ¢, ... den wrspranglichen Aende-
rungsweisen angehdren, Wenn nun a die Aenderungsweise dar-

No paragrafo 20, que trata da independéncia de um sistema de alta ordem, Grassmann
afirmou que um sistema de m -ésima ordem era geravel por qualquer m métodos de
evolucdo pertencentes a ele que eram mutuamente independentes.

Ele sup0s que se p pertencesse a um sistema de m -ésima ordem, poderia ser
escrito como uma soma dos deslocamentos pertencentes ao método original de evolugdo.

p=a+b+c+... se a,b,c pertencessem ao método original de evolugao.
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Pégina 32

e Addiion u. Subtr. der Strecken. & N

nene einfithren kann, sobald sie nur dem gegebenen Systeme an-
gehirt, und von den dbrigen (beibehaltenen) unabhingig ist.  Unpl
da man dies Verfahren lorisetzen kann, so folgt, dass man dasselbe
System durch je m unabhingige Aenderungsweisen desselben er-
zengen kann oder

Sdede Strecke eimes Systems m-ter Stufe kann als Summe

von m Strecken, welche m gegebenen unabhingigen Aende-

rungsweisen des Systems angehdren, dargestelll werden, aber

anch jedesmal mur anl eine Art.*
Es ist somit das System unabhingig gemacht von der Auswahl der
m wnabhiingigen Aenderumgsweisen, wir haben es noch vom Ap-
fangselemente unabhiingig zu machen.  Es sei das ursprimglich
ANgenOmmene Anlangselement ¢, man mache siatl deszen ein an-
derez Element des Systems {5' zum Anfangselement.  Ist nun y
irgend ein drittes Element, so hat man

(871 =1[6e] + [e]

Sinil nun h’i’.pr] il [rz}"] durch die angenommenen Aenderungs
weisen darstellbar, so wird es anch |8y] als ihre Summe sein,
d. h. jedes Elemeni, was durch die angenommenen Aenderungs-
weisen ans e erzeughar ist, st auch durch dieselben ans jedem
andern Elemente erzeugbar; also:

Hdedes System m-ter Stufe kaon erzeugt gedacht werden

durch je m unabhangige Aenderungsweizen desselben aus jedem

beliebigen Element desselben, d. h. aus Einem solchen Ele-

mente konnen alle dbrigen durch jene Aenderungsweisen er

iengt werden.*

Grassmann afirmou que todo deslocamento de um sistema de m -ésima ordem pode
ser representado como uma soma de m deslocamentos pertencentes a m dados métodos

independentes de evolugado, do sistema, sendo a soma unica para cada conjunto.
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Pégina 64

64 Aeussere Multiplikation der Strecken. § 39

der Faktoren eines dusseren Produktes nicht fest genug einprigen
kann, indem es den gewdhnlichen Vorstellungen zu widersireiten
scheint, so will ich noch auf eine Analogie hindeuten, welche aber
hier nur als Abschweilung aufgefasst sein will. Nimlich den Fli-
cheninhalt eines Spathecks a.b kann man, wenn der von a und b
eingeschlossene Winkel mit (ab) und die Lingen der Strecken a
und b mil ® und b bezeichnét werden, ausdricken durch die
Formel:

a A2 b gin (ab), und

b b 2 sin (ba),

wo das Produkt der Lingen das gewdhnliche, also 8 b—1Db a jst.
Da nun die Winkel (ab) und (ba) entgegengesetzt sind, und die
Sinusse entgegengesetzter Winkel gleichfalls entgegengesetzt sind,
&0 ist

b
0

b
—

sin (ab) = — sin (ba),
und also auch hiernach
a.h = — b.a.

_ § 39. Mit der hier gegebenen Entwickelung steht nun die
Darstellung des Rechtecks durch das Produkt seiner Seitenlingen
nicht im Widerspruch, sobald man nur die blossen Seitenlingen,
in irgend einem gemeinschaftlichen Mass gemessen, als Fakioren
dieses Produktes festhilt, und nor meint, dass der absolute {vom
Zeichen unabhingige) Flichenraum des Rechtecks so oft das Qua-
drat dieses Masses enthalten solle, als das Produki jemer Zahlen
betrigt. Will man aber damit noch mehr ausdriicken, und nament-
lich behaupten, dass der Flichenraum jenes Recktecks an sich,
d. h. auch seinem Zeichen nach, dem Produkte jener Seiten gleich-
gesetzt werden kdnne, so steht dies, wenn man eben fir das Pro-
dukt noch die Eigenthimlichkeit des algebraischen Produktes fest-
halten will (wie bisher immer geschehen ist), mit den so eben er-
wiesenen Wahrheiten in offenbarem Widerspruch. Es erscheint
vielmehr das Parallelogramm (also auch das Rechteck) nothwendi-
ger Weise als ein solches Produkt seiner Seiten, in ‘welchem die
_"arartaus-uhlmg seiner Faktoren nur mit Zeichenwechsel statt finden

No paragrafo 39, Grassmann estudou a multiplicacdo de termos, similar ao produto
vetorial atual. Neste exemplo verifica-se a expressdo da area de um paralelogramo ab

Area: a.b=gbsen(ab) e b.a=basen(ba) consequentemente a.b=—b.a .
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128 ' Gleichungen. — Projektion. § 92

einem Punkte der Kurve oder Oberfliche gezogen ist, eine Glei-
chung aufgestellt wird. Es sei p=sxa+4 yb+4ze diese Strecke, nnd
fF(x,y,2) =10

die Gleichomg, welche eine Oberfliche bestimmi; sucht man non
die Gleichung derselben Oberfliche zuniichst [ir denzelben An-
fangspunkt der Koordinaten, aber in Bezug aul nene Richtaxen und
auf die ihnen zugehdrigen Hichtmasse, &, ¢,, ;. 50 hal man, wenn
p==u,e, 4 u_ e, 4nze, ist, dic Gleichung

p-]:ri:-:l_ tahp)_{h

¢ a.b
eine Gleichung, nel{'he, wenn man staft p seinen Werth substilnirt,
ale Gleichung zwischen den neuen Yariabeln u,, u,, u, erscheint.
Will man auch den Anfangspunkt der Koordinaten etwa um die

Strecke e verlegen, so hat man nun, wenn g die Strecke ist, von
dem meuen Anfangspunkl nach demselben Punkie der Oberflache,

nach welchem der entsprechende Werth von p gerichtet, und

q == V&, +"":E:| +F.I'E:I
ist, pur in der obigen Gleichung statt p seinen Werth q<4-e einzu-
fithren, um die verlangte Gleichung zu erhallen, oder ist e =
wa == b + ye, so hat man, wie sich sogleich ergiebt,

q.b.c a.q.e a.h.q ”
ir(?:-h.ur: llll:-l_ﬁaht-l-? 0

als die verlangte- Gleichung zwischen den newen Variabeln v ; v,

vy-  Will man diese Gleichung als blosse Zahlengleichung darstel-
len, so0 hat man pur die neven Grondmasse anfl bestimmie Weise

als Vielfachensummen der wrspringlichen darzustellen wund in die
Gleichung einzufihren. Es sei
e, =t,a+ b4 ye
ey ==tyd 4 F,b 4 o0
e, =g, 4 ;b 4 7,¢,
so zeigt sich onmittelhar, wie sich die verlangte Gleichimg dar-
stelll in der Formn
O paragrafo 92 tratou da transformagdo de coordenadas em geometria, na pagina 128,

foram dadas trés medidas fundamentais e trés medidas fundamentais mutualmente

independentes dadas como soma de multiplos de medidas originais fundamentais. Nesse item,
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a,b,c eram trés quantidades ou medidas fundamentais e e, e,,e, trés novas quantidades
ou medidas independentes fundamentais, onde:
e,=a,a+p b+y,c e,=a,a+p,b+y,c e;=aja+p,b+y,c
Eoelemento p e g podiam ser escritos:
p=u,e,tu,e,+..u.e,

q=v,e +v,e,+..v e,

§ 107. Ehe wir nun zu dem vollstindigen Begriffe des &us-
seren Produktes der Elementargréssen iibergehen, wollen wir den
Begriff der Elementarsysteme feststellen. Dieser Begriff grindet
sich wie der der Ausdehnungssysteme (§ 16) auf den Begriff der
Abhingigkeit. Wir nennen eine Elementargrosse erster St. ab-
hangig von andern Elementargrassen, wenn sie sich als Vielfachen-
summe derselben darstellen lasst, hingegen nennen’ wir melrere
Elementargrissen erster St. unabhingig, wenn zwischen ihnen
keine Abhangigkeit in dem angegebenen Sinne statt findet, d. h.
keine von ihnen sich als Vielfachensumme der ibrigen darstellen
lasst. Nun verstehen wir unter einem Elementarsysteme n-ter
Stufe die Gesammtheit der Elemente, welche von n Elementen ab-
hingig sind, wibrend diese n Elemente von einander unabhéngig
sind. Sind nun e, &, ¥.... die n von einander unabhéngigen Ele-
mente, und ich betrachte zwei von ihmen abhingige Elemente,
o und o, so wird auch ihre Differenz sich als Vielfachensumme
jener n Elemente darstellen lassen; diese Differenz, welche die ge-
genseitige Abweichung beider Elemente darstellt, hat zum Gewichte
null, und man erhilt daher ¢ — o in der Form dargestellt:

p—o==qa+b08+cr+..... "

wo zugleich

[ . - i

No pardgrafo 107, pagina 149, foram dados «,f,y... n elementos mutualmente
independentes e se o e o sao dependentes, entdo sua diferenca podia ser representada

como multiplo da soma desses n elementos, ouseja, p—o=a.a+b.f+c.y+...
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§ 110 Zwischenelemente. 153

oder, indem man die Gesetze der dusseren Multiplikation anwendet,
wenn b . ef gleich bezeichnet ist mit ae, d. h. b gleich bezeichnet
ist mit @: d. h., da ihre Summe eins, also positiv ist, wenn beide
Koellicienten oder Gewichte positiv sind.  Ist einer derselben null,
§0 ist das Element ein Grinzelement. Durch Foriselzung dessel-
ben Verfahrens konnen wir nun beweisen, dass ein Element g dann
und nur dann zwischen einer Reihe von Elementen e, 8, y...,
welche von einander unabhingig sind, liege, wenn es sich in der
Form
e=aa+ b+ +....

mit lauter positiven Koefficienten darstellen lasse. Wir saglen, dass
ein Element ¢ dann und nur dann zwischen einer Reihe von Ele-
menten liege, wenn es gwischen dem ersten Elemente dieser Reihe
und einem zwischen den folgenden beflindlichen Elemente liege.
Soll ¢ daher zwischen &, 9, 7..... licgen, so muss es ewischen e
und einem zwischen &, ... liegenden Elemente sich befinden, es
muss also p sich als Viellachensumme von e und einem zwischen
A, 7 .... licgenden Elemente, deren Koeflicienten beide positiv
sind, darstellen lassen; also muss zuerst der Koefficient von e po-
sitiv sein, demnichst aber auch der Koefficient des zwischen [,
% ... hegenden Elementes, dies Element muss sich aber aus dem-
selben Grunde als Vielfachensumme von § und einem zwischen den
folgenden Elementen y ... befindlichen Elemente mit positiven Ko-
efficienten darstellen lassen: in dem Ausdrucke fiir ¢ war aber dies
zwischen &, y... liegende Element mit einem positiven Koeflicien-
ten multiplicirt; also werden wir, indem wir den fir dies Element
gefundenen Ausdruck in den Auvsdruck fiir g einfihren, und die
Klammer anflisen, p als Viellachensumme von den Elementen e, g8
und einem zwischen den folgenden Elementen y ... befindlichen
Elemente mit positiven Koefficienten dargestellt haben, und da wir
dies Verfahren bis zum letzten Elemente hin fortsetzen kiénnen, so
folgt, dass jedes zwischen e, 8, y... liegende Element sich als
Vielfachensumme von e, £, y... mit positiven Koeflicienten dar-
stellen lasse. Es ist nun noch zu zeigen, dass auch jedes Element,
was sich in dieser Form darstellen lasse, Zwischenelement sei. st
ein Element o in der obigen Form dargestellt

o=+ 68+ +-....

No paréagrafo 110, pagina 155, Grassmann tratou da multiplicagdo, divisdo e projecao
de magnitudes elementares, ele apresentou um elemento o que seria representado de Unica
forma pela somatoria dos n elementos independentes «,f,y... onde a,b,c... eram

coeficientes positivos, ou seja, p=aa+bpf+cy+...
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APENDICE XXI Elements of vectors analisys (1881)

ELEMENTS OF VECTOR ANALYSIS.

‘J'.. -
By J. WIiLLARD (GIBBS.

El

—_———————

ngghﬁ fundamental principles of the following analysis are snch as are familiar
under & slightly different form to stndents of quaternions. The manner in which
the aubjert ia developed iz scmewhat different from that followed in treatises on
guaternions, since the ohject of the wriler does not require any use of the con-
caption of the gquaternion. being simply lo give a suitabls notation for those rela-
tions between wvectors, or between vectors and scalars, which secm most import-
aut. and which lend themeselves most readily to apalytical transformations, and
to explain some of these transformations. As & precedent for such a departure
from quaternionic usage, Clifford's Kitematic may be cited. In this connection,
the name of (rassmann may also he mentioned, to whose system the following
methed aitaches itaelf in some reapects more closely than to that of Hamilton.]

CHAFPTER 1.

CONMCERNING THE ALGEBHA OF VECTORS.

Fundamental Notiona.

% 1. Definition.—If anything has magnitude and direection,
its magnitude and direction taken together constitute what is
Healled a vector.
®© The numerical deseription of a veector requires three num-
Mpers, but nothing prevents us from using a single letter for its
-symbolical designation. An algebra or analytical method in
Zwhich a single letter or other expression is used to specify a
‘vector ma called a vector algebra or vector analysis,
= Defi—As distinguished from vectors the real (positive or
“negati?a‘j quantities of ordinary algebra are called scalars.®
O, As it is convenient that the form of the letter should indicate
> Whether a vector or a sealar is denoted, we shall use the small

Na pégina 1, Gibbs definiu vetor como algo tivesse magnitude e direcdo, esta
magnitude e diregdo juntas constituiriam o que seria chamado de vetor.
Distintas de vetores as quantidades reais (positiva ou negativa) da algebra comum

foram chamadas de escalares.
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2 VECTOR ANALYALS,

(ireek letters to denote vectors, and the amall English letters to
denote sealars,  (The three letters, 4, 4, &, will make an excep-
tiom, to be mentioned more particularly hereafter, Moreover
7 will be used in its unal sealar gense, to denote the ratio of
the eirewmference of a cirele to its diameter,)

8. Dgf.—Vectors are said to be epuel when they are the
aame both in direction and in magnitude. Thie equality i
denoted by the ordinary sign, a8 a=F The reader will ob-
serve that this vector eguation is the equivalent of three sealar
equations.

A vector ie said to be equal to zero, when its magnitude ie
gern.  Such vectors may be set equal to one another, irrespée-
tively of any considerations relating to direstion.

4. Perhape the most simple example of a vector is afforded
by a directed atraight line, as the line drawn from A to B.
We may use the notation AR to denote this line as a vector,
i e, to denote its length and direction without regard to its
position in other respects. The points A and B may be dis
tinguished as the erigin and the termenus of the vector. Sinee
any magnitude may be re uted by a length, any vector
may he represented by a directed line; and it will often be
eonvenient to uss ]u:igu:.]ga relating to vectors, which refers to
them aa thus represented,

Reversal of Dirveotion, Sealar Multiplioation and Division.

4. The negative sign (=) reverses the direction of a vector,
Bometimes the eign + may be wsed to call attention to the
et that the vector has not the negative i :
Def—A vector is eaid to be multiplied or divided by a
sealar when ite magnitude is multiphed or divided hy the
numerical value of the scalar and its direction is either un-
changed or reversed according as the sealar is positive or nega-
tive, These operations are represented by the same methods
as multiplication and division in algebra, and are to be regarded [
a8 substantially identical with them. The terme scoler muli- [
plication and scalar division are used to denota multiplication |
and division by ecalars, whether the quantity muoltiplied or
divided is a scalur or & vector,
5, Def'—A unit veetor is a vector of which the magnitnde
i mnity.
Any vector may he od as the product of a positive
gealar (the magnitude of the vector) and a nnit veetor.
The notation @, may be nsed to denote the magnitude of
the vector

Na pagina 2, Gibbs usou letras gregas para denotar vetores e letras para denotar
escalares. As letras 1i,j,k foram uma excegdo. Vetores seriam iguais se tiverem a mesma
magnitude e diregdo.

Vetores foram ditos iguais se tiverem as mesmas direcdo e magnitude.

A ideia mais simples de um vetor seria uma linha reta direcionada, por exemplo, de

A para B . Gibbs utilizou a notagdo AB para denotar a linha como um vetor. Os pontos
A e B seriam a origem e o término do vetor. Magnitude seria representada por
comprimento e um vetor seria representado por uma linha direcionada.

O sinal negativo inverteria a direcao do vetor.

Um vetor poderia ser multiplicado ou dividido por um escalar quando a magnitude
fosse multiplicada ou dividida pelo valor numérico do escalar e a dire¢@o seria inalterada ou

invertida de acordo com o escalar ser positivo ou negativo.
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Um vetor unidade seria um vetor cuja magnitude fosse a unidade.

I VECTOR ANALYEIS. &

Addition and Subtraction of Veotors.

#. fef—The sum of the vectors a, §, &e. (written e+ 7+
dre) ia the vector found by the following process.  Assuiming
any point A, we determine snecessively EEE pointe B, C, &e., s
that AB=a, BC=3, &e. The vector drawn from A to the
Inst point thns determined is the snm required. This is some-
times culled the geomietrical sum, to distinguish it from an
ilgelrade sum or an arithmetical sum, It i also called the
resultant, and a, 3, &e., are ealled the components,  When the
vectors to be added are all parallel to the same straight line,
X metrical addition redoces to algebraic: when they have all

same direction, peometrical addition like wlgebraie reduces
to arithmetical.

It may easily he shown that the waloe of a som 8 not
!Eecmdﬁi_v changing the order of two consecutive terma, and
therefore that it i not affected by any change in the order of
the terms  Again, it is evident from the definition that the

« value of o pum is not altered by uniting any of its terms
in brackets, as a+[f+7]+d&e, which e in effect to substi-
tute the sum of the terme enclosed for the terms themealves
among the vectors to be added. In other words, the commu-
tative and associative principles of arithmetical and algebraic
addition hold true of geometrical addition.

T. flsf—A weetor 8 aaid to be subtracted when it ia added
after reversal of direetion. This is indicated by the use of the
sign — instead of +.

A, Tt i easilv shown that the distributive principle of arith-
metical and algebraie multiplication applies to the multiplics-
tion of sume of veetors by scalars or sums of scalars i —1i, .,

PR

PR

(w4 m 4 &e) [ord @4 ko J=ma + noe 4 fe, -
+mf4ng+ deo,
+ e,

9. Veetor Eyuations.—If we have equations between sums
and differences of vectors, we may transpose terms in them,
multiply or divide by any ecalar, and add or subtract the equa-
tione, precisely as in the ease of the equations of ordinary
algebra, Hence, if we have several such equations containin,
known and unknown vectors, the processes of elimination an
rednetion by which the unknown veetors may be expressed in
terma of the known are precisely the same, and sabject to the
pame limitations, as if the letters representing vectors 1
eented sealare.  This will be evident if we coneider that in the
multiP]it.:ltiﬁl].a ineident to elimination in the supposed scalar
equations the multiplicrs are the coefficients of the unknown
quantities, or funetions of these coefficients, and that such

Na pégina 3, Gibbs definiu soma e subtracao de vetores:
A soma dos vetores «,f... (escrita a+pf+... ) seria o vetor encontrado pelo
seguinte processo indicado por Gibbs:
Assumindo qualquer ponto A, foram determinados sucessivamente o0s pontos
B,C,... , de modo que AB=a , BC= , etc. O vetor tragado de A até o ultimo
ponto assim determinado seria a soma necessaria. Chamada de soma geométrica, para
distingui-la de uma soma algébrica ou de uma soma aritmética. Também foi chamada de
resultante, ¢ a,f,.. foram chamados de componentes. Quando os vetores a serem
adicionados forem todos paralelos a mesma linha reta, a adicdo geométrica se reduziria a
algébrica; quando eles tiverem a mesma dire¢do, a adi¢do geométrica, como algébrica, se

reduziriam a aritmética. O valor da soma nao seria afetado pela alteracdo da ordem de dois
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termos consecutivos e, portanto, ndo seria afetado por nenhuma alteracdo na ordem dos
termos. Novamente, seria evidente a partir da definicdo que o valor de uma soma nao fosse
alterado associando qualquer um de seus termos entre parénteses, como a+[f+y]+...

Em outras palavras, os principios comutativos e associativos da aritmética e adigao
algébrica valeriam para adigdo geométrica.

Em outra defini¢do, um vetor seria subtraido quando fosse adicionado apds a inversao

de direcdo. Isso ¢ indicado pelo uso do sinal - emvezde +
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10. Linear rvelation of four vectors, Codrdinates—If a, f,
and y are any given vectors not parallel to the same plane, any
other vector p may be expressed in the form

p=aa+ b+ ep.

If @ 8, and y are unit vectors, a, , and ¢ are the ordinary
scalar components of p parallel to a« 5, and y. If p=0PF,
(e, 8, r being unit vectors,) a, b, and ¢ are the cartesian eoirdi-
nates of the point P referred to axee through O parallel to
a, A, and 7. hen the values of these scalars are given, p is
eaid to be given in terms of @, & and . It is generally in this
way that the value of a vector is specified, viz., in terma of
three known veetors. For such purposes of reference, a sys-
tem of three mutoally perpendicular vectors have certain evi-
dent advan

11. & syatems of unit vectors.—The letters 4, 7, k are
appropriated to the designation of a nermal system of unit
vectors, 1. e., three unit vectors, each of which ie at right u.nglu
to the other two and determined in direction hjnﬁmam n a
perfectly definite manner. We shall always suppose that k is
on the eide of the ¢j plane on which a rotation from ¢ to j
(through one right ll:l.g]é appears counter-clock-wise. In other
words, the directions of 4, j, and k are to be so determined
that if they be turned (remaining rigidly connected with each
other) so that ¢ points to the east, and j to the north, & will
point upward. en rectangular axes of X, Y, and Z are
employed, their directions will be eonformed to a similar con-
dition, and ¢, 7, & (when the contrary is not stated) will be
supposed pa.mflal to these axes respectively. We may have
oceasion to use more than one soch system of unit vectors,
just as we may use more than one system of coirdinate axes.

such cases, the different systems may be distingunished by
accents or otherwise.

12, Numerical computaiion of o geometrical sum,—If

p=aa+bf 4 ey,
g=aa+b ity
&e.,

then

pto+de=(ata +&e)a+ (b+8 +&e)f+ e+ +&e)y.
Na pagina 4, Gibbs deu uma rela¢ao linear de quatro vetores ou coordenadas: se
a,p,y fossem vetores nido paralelos a um mesmo plano, entdo outro vetor podia ser
expresso como: p=aa+bpf+by com «a,fy vetores unidades ¢ a,b,c escalares. Se
p=0P (segmento OP ) e «,fy fossem vetores unidades, entdo a,b,c eram as
coordenadas cartesianas do ponto P em relagdo aos eixos.

Um vetor era caracterizado em termos de trés vetores.
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Para Gibbs, as letras i, j,k eram apropriadas para designa¢do do sistema normal de
vetores unitarios, isto €, os trés vetores unitarios, cada um deles perpendicularmente aos
outros dois e determinado na direcdo por eles de uma maneira perfeitamente definida.

Supondo que k esta no plano ij em uma rotagdo de i para j , através de um
angulo reto, apareceria no sentido anti-horario. Em outras palavras, as dire¢des i, j,k
seriam determinadas se fossem transformadas, permanecendo rigidamente conectadas entre si,
de modo que se i apontasse para leste, j paranortee k apontaria para cima.

Quando eixos retangulares, X,Y,Z fossem empregados, as direcdes eram

confirmadas com uma condi¢do similar, e i,j,k , quando ndo fosse indicado o contrario,

seria supostamente paralelo a esses eixos respectivamente.



VECTOR ANATLYHIS, 7]

Direct and Skew Products of Feotors.

18, Ihf —The direct product of a and § (written a.j) is the
pealar quantity obtained by multiplying the produect of their
magnitades, by the cosine of the angle made by tl:mu' direec-
tione.

14. .qu—Thusinu}.rmdm ﬁfaa.udﬁ' i8 &
n.ga 18 u-htm

vector funetion of a and §.
mn]t.lplpngtha product of ﬂm tndaﬂ of a and § by the
mne: of the angle made by their directions. Ita dlrm't.ian i at
right angles to @ and 3, and on that side of the plane contain-
ing a anﬁ # (mpposed drawn from & common origin), on which
a rokation from a to # throngh an are of less than 180° appears
eounter-clock-wise,
The direstion of axF may also be defined as that in which
an ord serew advances aa it turns o as to earry a toward
Apuin, if & be directed toward the east, and § lie in the
sume horicontal plane and on the north side of & axd will be
directed npward.
15. It ie evident from the preceding definitions that

o.f=Ha, and axf=—fxa.
16. Moreover,

[na).f=a.[nf]=n[x 8],
and [mex] ¢ = [nf]=n[ax G].

The brackets may therefore be omitted in sueh expressions.
17. From the definitions of No. 11 it appears
Li=i=hkik=1,
ij=li=ik=kisjit=ki=0,
ixi=0, Jxj=0, Ekxk=0,
ixj=k, Jxk=i, Exi=j,
Jri=—k, kxj=—i, ixk=—j

18, If we resolve f into two components & and 37, of which
the firet is parallel and the second perpendicular tuﬁlﬂ': we ahall
have

r, .ﬁ:ﬂ'.ﬁ and o % = 3
19, a[f+y]=off+oy and ax[f+¥]=ax f+ax
To prove this, let e=g+y, and resolve each of the vee-

tors §, v, @ into two components, one parallel and the other

perpendicular to . Let these be &, 8", ¢, 1", ¢, ¢”. Then
the equations to be proved will reduce by the last section to
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Na pagina 5, Gibbs definiu produto “direto” «.f como sendo o produto de suas

magnitudes (atualmente mddulos) pelo cosseno do angulo entre as diregdes, que atualmente ¢é

conhecido como produto escalar. Também definiu produto “obliquo”

, conhecido por produto
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vetorial a x 8 que seria uma fungdo vetorialde a e f , cuja magnitude seria o produto
das magnitudesde a e S pelo seno do angulo entre elas.
As operagdes com as unidades da base i,j,k seriam:
i.i=j.j=k.k=1
i.j=j.i=k.i=j.k=k.j=0
ixi=0 ixj=k ixk=—j
jxji=0  jxk=i jxi=-—k

kxk=0 kxi=j kxj=—i

A partir dessas operagdes Gibbs definiuv: a.f=f.a e axpf=—fFfxa e a

propriedade distributiva dos dois produtos: «a.[f+yl=a.B+a.y

ax|B+yl=axp+raxy .



CHAFPTER II.

CONCERNING THE DIFFERENTIAL AND INTEGEAL CALCULUS
OF VECT{HS,

48, INfferentials of vectors.—The differential of a vector is
the geometrical difference of two valoes of that vector which
differ infinitely little. It is iteelf & veetor, and make any
angle with the vector differentiated. It is expressed by the same
sign (d) as the differentisls of ordinary analysis.

ith reference to any fixed axes, the components of the
differential of a vector are manifestly equal to differentinls
of the components of the vector, i. e, if a, §, and 7 are fixed
unit vectors; and
p=zadyh4ay, .
do=dea+dyf+dzy.

48, INfferential of a function of several variables—The
differential of a vector or sealar fonetion of any number of
veotor or scalar varables ig uvidenﬂ:' the sum (geometrical or
algebraic, according as the funetion 18 veetor or sealar,) of the
i tiale of the funetion due to the separate variation of
the several varahles. '

44, ﬂi,'gﬁ*rrﬂﬁai af a product,—The differential of a not
of any kind due to the variation of a single factor is obtained
by prefixing the sign of differentiation to that factor in the

et his is evidently true of differentials, since it will
ﬁn-]d_ true even of finite diﬂ‘irﬁnm

45, From these principles we obtain the following identical

e d(a+ ) =da+df, (1)
d(na)=dn a+nda, (2)

d{ @ f)=dm. 8 4 a.df, (8}

il er 3 f)=ler 3¢ A+ o 3 A A, (4)

d{o i y)=da 2y + o df Xy + o i dy, (5}

(e )y |=lda By + (o d )y +(a.F)dy. (8)

46, Differential and writh eat to a soalar.—The

quotient obtained by dividing the differential of a vector due
to the variation of any sealar of which it is a funetion by the
differential of that scalar is called the differential coeficient of
the wector with reapect to the scalar, and is indicated in the
sume manner a8 the differential coefficients of ordinary analysis,
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No capitulo II, pagina 14, Gibbs apresentou a definicao de diferencial de vetores, que

seria a diferenca geométrica de dois valores daquele vetor que diferem infinitamente e suas

propriedades.

Em relagdo aos eixos fixos, os componentes da diferencial de um vetor eram iguais as

diferenciais dos componentes do vetor, considerando «, 8y unidades vetoriais.

Entdo se: p=xa+ypf+zy dp=dxa+dypf+dzy .
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APENDICE XXII Sur La composition des forces em statique (1875)

Etant données n lignes OA,, OA,, ..., OA,, ayant leur origine
en un point O, déterminer pour ces lignes une loi de composition
d’aprés les conditions snivantes :

I. La résultante totale, unique et déterminée, demeurera inva-
l'iﬂ]JlE ql.'l:ln{,l? -':'I.I {lt]lﬁ].f,luﬁf»-unl_‘ﬁ (‘i“ s Iig“l‘.'ﬁ... 01l Elll}htitl]lﬁrﬂ ll‘ul'
résultante particlle. Elle sera indépendante de l'ordre dans le-
quel auront été faites les compositions partielles.

II. Elle sera aussi indépendante de Vorientation du systéme dans
I'espace, ¢’est-a-dire qu'elle se déplacera en formant avec les lignes
un systéme invariable quand on leur imprimera un déplacement
quelconque autour du point O.

Dans cette maniére de poser la question, il est nécessaire de bien
prouver les points qui paraitraient le plus évidents §'il s’agissait
['éﬂllﬂlﬂl!‘]’lt l].ﬁ [‘l_}l'l,,:l,:sa lﬂ l.‘ﬂll{'.]l,lﬁiﬂ'll AT lll-ﬂul.ﬂllt ]._i]ll:i l‘l[! \il]l;_"'l:ll,'
qu'on aura moins admis de conditions pour I'obtenir.

Etant données n lignes OA,, OA,, ..., OA,, ayant leur origine
en un point O, délerminer pour ces lignes une loi de composition
d’aprés les conditions snivantes :

I. La résultante totale, unique et déterminée, demeurera inva-
1‘iH]JlG {luan{,l? J-":I (lulﬁ].f,luﬁ!-}-unl_‘ﬁ (‘ii!‘ s Iig“l‘.'ﬁ.l., o1 Elllﬁhtitlllirﬂ ll‘ul'
résultante partielle. Elle sera indépendante de 'ordre dans le-
quel auront été faites les compositions partielles.

II. Elle sera aussi indépendante de 'orientation du systéme dans
I'espace, ¢’est-a-dire qu’elle se déplacera en formant avec les lignes
un systéme invariable quand on leur imprimera un déplacement
gquelcongue antour du point O.

Dans cette maniére de poser la question, il est nécessaire de bien
prouver les points qui paraitraient le plus évidents s'il s'agissait
t'él;"llﬂlﬂl!‘]’lt l].'ﬁ [‘l_}l'l,;l,:s:’ lﬂ l.‘ﬂll{,’.]uﬁiﬂ“ AN lll-ﬂul.ﬂ nt }_i]ll:i l-|.[! 'Hi.l]l;_"'l:l r
qu'on aura moins admis de conditions pour I'obtenir.

Na pagina 283, Darboux assumiu dois pressupostos ou axiomas:

Dadas n linhas todas comegando no mesmo ponto O , a lei da composi¢ao seria
tal que:

I. A resultante total unica e determinada, permaneceria invariavel e independente da
ordem das resultantes parciais.

I. A resultante seria independente da orientacdo do sistema no espago, isto €, se
moveria formando com as linhas um sistema invaridvel quando fossem impressos alguns
deslocamentos ao redor do ponto O . Ou ainda, a resultante total seria inalterada por uma

rotacdo dos segmentos sobre O
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Soient, en effet, P, O, R trois lignes dont la résultante soit nulle.

B

|
P
|
T
E

Na pagina 285, dadas trés linhas P,Q,R que tinham origem em O em a

resultante fosse nula.

280 BULLETIN DES SCIENCES

Prenons

A ::I:ll:lljl, DB::{Q[{}), UG:EP[R:I,

OP sera, en direction, la diagonale du parallélogramme construit sur
0B, OC; OR la diagonale du parallélogramme construit sur OA,
OB. On a donc

Comme R est la grandeur de la résultante des deux lignes P, (),
on voit que la diagonale du parallélogramme construit sur g P},
%(€)) a pour grandeur ¢(R), comme nous I'avions annoncé! De
tout ce qui précede résulle la loi de composition suivante

Etant données n lignes Py, P,,..., P,, laloi de composition la plus
géndrale satisfaisant aux conditions I, I sera la suivante. On choi-
sira une fonction :PI:.T']-{.*'L V'on portera des longucurs égales a o Py},
%(Ps),..., ¢(P,) respectivement sur Py, Py, ..., P,, dans un sens dé-
terminé par le signe de chacune de ces fonctions. On composera
toutes ces lignes d’aprés les régles du polygone des forces, cest-
d-dire en les portant suceessivement les unes 4 la suite des autres ;
le coté qui fermera ce polygone donnera la direction de la résul-
tante R, et il sera égal en grandeur i g(R).

Na pagina 286, Darboux apresentou OA=®(P) , OB=®(Q) , OC=®(R) que
seriam as dire¢des dos segmentos OA,OB,OC
OP , seria em direcdo, a diagonal do paralelogramo construido sobre OB , OC

OR adiagonal do paralelogramo construido sobre OB e OA
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IIL. Laloidelacom position des lignes doit se réduire a celle de
I’addition algébrique pour des lignes de méme direction.

Voyons les conséquences de cette hypothese sur la forme de la
fonction ¢ (P).

Considérons deux lignes quelconques P, (Q, d¢ méme direction et
de méme sens, et d’autres lignes quelconques 5, T,.... Dans le po-
lygone des lignes résultant de la composition figurent deux cotés
paralléles, ¢(P) et 9(Q). Mais, si I'on compose P, Q en une autre
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Nas paginas 286 e 287, Darboux enunciou o terceiro axioma, vide figura em Apéndice

III. A lei da composigao das linhas se reduziria a adigao algébrica das linhas de mesma

direcao.

Ele considerou duas linhas quaisquer P e Q de mesma direcdo e sentido e outras

quaisquer linhas S e T . O poligono de linhas resultante da composi¢do apareceu com

dois lados paralelos ®(P) e ®(Q) .Mas se acomposigio P,Q em outralinha P+Q

os dois lados ®(P) e ®(Q) seriam substituidos por um unico ¢(P+Q) que seria

paralelo. Como a resultante total ndo deveria ser alterada, entao:

$(P+Q)=4(P)+4(Q)
On sait résoudre I'éguation précédente en supposant ".fr{Pl;I con -
tinue. La fonction qu'on obtient alors est

|:;;-|: [‘] = al.

Mais nous allons montrer que, en supposant ¢(P) simplement po-
sitif, on arrive au méme résultat.
En effet, de I'équation

(P -+ Q) —g(P)=29(Q)

on déduit que la fonetion ofx), si elle est positive, est toujours
_{ LY q ]

erodssante, 1V ailleurs ¢'est une cullséqul?m'qr bien connue de ]‘ﬁ(_-[ua.
tion fonctionnelle, que I'on a

P\ _P .
all)] =%ol1),
(q) gﬁ"\J

c'est-i-dire 9(x) == ax, pour toutes les valeurs commensurables

de .

Ainda na pagina 287, Darboux entdo, supds @(P) uma fungdo continua tal que

Se ®(x) fosse estritamente positiva entio: ®(P+Q)—®(P)=d(Q)
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Uma consequéncia seria: ®(£) zg (1)

A fungio ®(x)=ax seria valida para todos os valores comensuréaveis de x
Com o aumento da fun¢do, a mesma formula também serviria obviamente, sem que

fosse necessario supor que fosse continua, para os incomensuraveis valores de x

. , +1
Se x fosse um incomensuravel, entre P e pro tem-se

q’(§)<<b(><)<q(%) ou a§<®(x)<a(%) e ®(x) estaria entre duas grandezas de

limite ax
De acordo com a observagdo acima, pode-se dividir por a e pegando ®(x)=x , 0
que levaria a lei do paralelogramo.
Péagina 287
1v. 9(P) est toujours positif, ¢’est-i-dire ¢(P) et ¢{Q) sont de

méme signe,

Péagina 288

288 BULLETIN DES SCIENCES

(V.. 2(P) est une fonction continue.

Examinons la signification mécanique de ees deux hypotheé:

IV. Sig(P) est toujours de méme signe, la résultante des
forces P,  sera toujours dirigée dans leur angle.

]1;“_ Si @{P} e5L mntiuuc, la direction de la résultante
grandeur seront des fonctions continues des denx forces.

Nas paginas 287 e 288, Darboux no quarto axioma apresentou que :
#(P) e ¢(Q) deveriam ser positivas e ter 0 mesmo sinal;
¢(P) deveria ser uma fungdo continua;
#(P) se tivesse 0 mesmo sinal, a resultante das forgas P,Q seria sempre
direcionada a seu angulo;
¢(P) se fosse continua, a dire¢do da magnitude resultante seria fungdo continua

das duas forgas.



254

APENDICE XXIII Eletrical Papers Vol 2 (1894)

Na pagina 4, Heaviside definiu escalares e vetores e afirmou que numa equacdo

escalar todo termo seria escalar ou uma quantidade algébrica ou magnitude e que + ou -
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teriam um significado comum ou trivial. Numa equagdo vetorial todo termo representaria um
vetor ou magnitude ordenada e os sinais + ou — deveriam ser entendidos como
composi¢ao de forcas e velocidades.

Heaviside considerou vetores numa forma geral:

A+B+C+...=0 com A,B,C... vetoresese n fosse onumero de vetores, essa
soma seria zero porque representaria os n lados de um poligono.

Dados A,,A,, A, trés componentes escalares comuns de A referidos a um
conjunto de trés eixos retangulares, e similarmente para outros vetores. Entdo as equacdes
escalares seriam:

A+B+C,+..=0
A,+B,+C,+...=0
A;+B,+C,+...=0

O sinal negativo antes de um vetor inverteria sua direcdo e seria negativa nas trés
componentes.

Na mesma pagina Heaviside considerou i, j,k como vetores retangulares de
comprimento unitario e assim:

A=IiA +jA,+kA, onde A,,A,, A, seriam os componentes de A em relagdo ao
eixo 1,j,k ,ouseja, A seriaasoma dos trés vetores iA,, jA,,kA, de comprimentos
A LA, A,
Para o produto escalar, Heaviside definiu AB=A B,+A,B,+... onde
A=iA+jA,+kA, ¢ B=iB,+jB,+kB, pois:

i’=j’=k’=1 e ij=jk=ki=0
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Na pagina 5, Heaviside definiu o produto vetorial como:

VAB=i(A,B,—A;B,)+j(A;B,—A,B;)+K(A,B,— A,B,) que significava produto

vetorialde A por B . Suamagnitude seriade AxBxseno doanguloentre A ¢ B e
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sua direcdo deveria ser perpendiculara A e B com a relagdo convencional entre dire¢des
positivas de translagdo e rota¢do. Para tal: Vij=k , Vjk=i , Vki=j .

Heaviside notou que VAB=—VBA , em que a direc¢ao inversa, inverteria a ordem das
letras.

Heaviside ainda utilizou o operador V de Hamilton como:

_d,d, d
V_ldx+]dy+kdz '

O operador V poderia, desde que as diferenciagdes fossem escalares, ser tratado
como um vetor. O produto vetorial seria:
dA, dA dA, dA dA
-y (Tr- Sk (-)

VVAZI(dy dz dz dx dx dy
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APENDICE XXIV Intégration par series dés équations différentielles linéaires (1888)

G. Peawo 4 Turn.

1. L'objet principal de cette Note est la démonstration du théoréme
suivant:
povient- données les équations différentielles linéaires homogenes

dz
Gt =% e

tdr
d_;' = Fui1d + . + Tanln

o les »; sont des fonctions réelles de la variable ¢, confinues dans
Vintervalle (p, ¢}, anquel appartiennent toutes les valeurs £, que nous
allons considérer. Que l'on substitue dans les seconds membres des
équations proposées, & la place de z, ...z, n constantes arbitraires
@ ...a,, et que l'on intégre entre £, et #; on obtiendra n fonetions
ci:,’ ...a, de . Que lon substitne de méme dans les seconds membres
des équations proposées, i la place de =z, ... #, les fonctions a,’ ... a.,
et que lon intégre de #, & #; on obtiendra # nouvelles fonections
a,” ... as. En opérant sur a,"...a,” comme on a fait sur @ ...as,
on obtiendra les fonections a,” ... a. , et ainsi de suite. Les n séries

s=ata'ta +y oy Ba=atoan o -
seront convergentes pour toutes les valeurs de £ dans l'intervalle (p, q);
leurs sommes sont des fonctions de £ qui satisfont aux éguations
données, et qui, pour ¢={,, prennent les valeurs g, ... a@s"

Pour démontrer cette proposition, et en général pour l'étude des
équations différentielles linéairves, il est trés-utile d'introduire la con-

No item 1) Na pagina 450, o objetivo do artigo de Peano era provar o seguinte
teorema:

Dadas n equagdes diferenciais lineares homogéneas com n fungdes xi,X,... X,

na varidvel real t , onde r; os coeficientes eram fungdes de t , continuas em um

intervalo fechado e limitado (p,q) expressas como:

dx,
e =r X Hrp Xt X,
dx,
e =Ty X Hrp Xy F T, X,
dx

n_
—dt =rg X tr,x,t o+ X,
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Substituindo n constantes arbitrarias a,,a,,d,...a, no lugar de x,,x,..x, do
lado direito das equagdes e integrando de t, a t com t,t,€(p,q) foram obtidas n
fungdes de t , denotadas por a';,a’, a’',

Procedendo a substituicdo de a';,a’, a', no lado direito das equagdes dadas, no

lugar de Xx;,X,..x, ¢ integrando de ¢, a t foram obtidas n novas fungdes de t

Repetindo o processo:
f— r n
x,=a,+a'\+a" +...

J— r n
x,=a,+a',+a",+...

x,=a,ta' +a" +..
Essas n séries convergeriam no intervalo (p,q) . Suas somas foram indicadas por
X, X,...X, que sdo funcdes de t. .Para t=t, foiassumido o valorde a,,a,,q;...q,
2) Peano desenvolveu uma série de nimeros chamados "complexos" de ordem n , a
série de nimeros reais x=[Xx; X,....x,] . Peano definiu para estes complexos a relagdo de
igualdade, a soma e o produto escalar, comprovando as propriedades associativas, comutati-

vas e distributivas.



Intégeation des dquationn diffirentielles. 451

différentz points de wue, par Grassmann, Ha'n;iitnn, Cayley,
Sylvester, ete. Pour notre but il faut énoncer les définitions princi-
pales, et les propriétés qui en déeoulent immédiatement,*)

2. On appelle wombre complere, ou complere, dordre n, la suite
de n nombres réels =, ...%., et on le désigne par la notation [=,,....2]-
L#s nombres &, ..., se nomment les éléments du nombre complexe
donné. Nous indiqueroms aussi un nombre compleze par une seule

lettre X =, ... 2], F=1[8..-8a], &bt
Définition de I'égalité x — y:
(X o= ¥) o (1, = )) (3 = 1) » » = [Fa = ¥a). ™)
Déf, de la somme:

X4+F=[5+% &+ ¥ Tt
Diéf, do produit kx, oi k est un nombre réel:
2y« o @a] =[R2y, - - - kta].
Déf. de la difference:
X—¥y=x+(=1y
Déf, dn nmombee complexe 0:
0w (0,0, -+ 0L

On dédnit que si X, ¥, ... sont des complexes dordre n, &, F, ...
des nombres réels, kx 4 Ky + - - - répresente toujours un complexe.
Laddition des nombres complexes est commutative et associative; son
module est O; le produit kX est distributif par rapport aux denx
factenra,

8i I'on pose :
iy =[L,0,0---0], fyem[0,1,0,---0] -+5, L= [0, 00,1}
tout nombre somplexe X == [z, - - -,] pourra se réduire & la forme

X w2y 4 2y 4 -+ Zale
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Na pagina 451, Peano apresentou igualdade entre dois "complexos", soma e subtragdo,

além de considerar i,,i,...i, de ordem n , onde: i,=[1,0,0,0...0]

i,=[0,0,0,0...1] e cada "complexo" de ordem n

na forma: x=x,i;+X,0,+...X,I,

i,=[0,1,0,0,...0]

, X=[X,X,....x,] poderia ser escrito

. N e ; . . ; .
Somou dois "complexos":  x=x,i,+X,i,*..x, i, e y=y i +y,L+..y,i,

x+y=[x+y, X, Y5, X+ ¥, 1

Multiplicou por k um ntimero real: k[x,,x,...x,] = [kx;,kx,...kx,] .

3. On appelle substitution des nombres compleses d'ordre n une
opération par laquelle 3 tont nombre complexe X = [z, - - - ¥,) €orTE-

spond un antre complexe

[Py« -+ Pradns ++ s Ta1®y F v ot Tandal

Peano chamou de substitui¢do de nimeros complexos de ordem n uma operagdo que

dado um nimero complexo x=[x, x,....x,] , outro niimero complexo seria correspondido:

[r X Xyt P X b T X o4 X
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452 G, Peaxo.
dont les éldments sont des fonctions lindaires ot homogines des déments
du complexe dennéd. Nous désignerons une substitution par la matrice

. ]1-:- Ei‘ﬁh

Fui*" " ¥an

formée avec les n' coefficients de la substitution; nous indiguerons
anssl une suhstitnfion par une seole lettre K, ﬂ-, ces. o1 X agtoun
nombre complexe, B one sobstitotion, Bx reprézents le complexe gui
dans la substitution B correspond & x.
Diéfinition de Végalité de deux substitotions:
(B = 8 == (pour tout complexe X om o Bx = 8x).
Déf. de Pégalité dune sobstitution et dun nombre réel
(R = k) = (pour tout complex: X on a2 Bx = &x).

Déf. * (BR4+8x=ERx+{ Sx.
L'operation B - 8 est une sobstitution gqu'on appelle somme de
E et 8.
Dt BSx - R{5x).
Lioperation B8 est une substitution qu'on nomme produdt de
E et 8.
On déduit:
(R == 8} = (les coefficients de R et 8 zont respectivement éganx).
20
1::_ BeeOf
00..-k

!’H}+ lﬁ.‘_{j = {ir'.'lla ol su—f:;'-]—&j.
{"H} . :Su} b {fu]. ol dyy = sy riesy s 0 = Ry

Na pagina 452, Peano mostrou defini¢cdes e propriedades dos funcionais lineares:

]:{rij}

. ) ry ..r
Utilizando a matriz : [ 1 In
r

nl T
Peano chamou a substituicio de R e o complexo de x , Rx representaria um
outro complexo na substitui¢do R correspondente a  x.
As propriedades validas:
(R=S) entdo Rx=Sx igualdade de substitui¢des.
(R+S)x=Rx+Sx substitui¢io da soma.

RSx=R(Sx) produtode R por S
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constante A, si les éléments de x, on les coefficients de B, ont pour
limites les éléments de &, ou les coefficients de A. On prouve tout
de snite les théorbmes sur les limites des sommes, des produits, ete.’
On définit la convergence des séries dont les termes sont des nombres
complexes, on des substitotions, comme pour les séries & termes réels
ou imaginaires. La convergence d'une sfrie dont les termes sont des
nombres eomplexes, on des substitotions, emporte la convergence des
n seéries formées avee les dléments des termes complexes, on des w?
séries formées avee les coefficients des suobstitutions.

8i le complexs, ou la substitntion, % () est fonetion de la variable
numerique §, on pose

X(8) = lim 1 [x(t + B} — X(f)), pour A== 0.
On déduit les définitions des dérivées suceessives, dos différentielles,
des intégrales définies et indéfinies, ete. On o les formules
iB+8) =dR4+4d8, d-BS—dR-8+R.d8,
d B=Idk-B+4+RB.4dB, d B '=—B".4dR. B, ete.

6, Pour simplifier les recherches sur les limites, nous introduoirons
lee mindules des complexes et des substitutions.

Déf. mod. R =§z+ o+ -+ +dp'y med x>0

On déduit:

(lim X == a) = (lim(X — &) = 0

Une série & termes complexes est convergents =i la sdrie formde
avec les modules des termes est convergente.

De Iidentité
(@ e 2 A ) — (3 e Zat)?

= > @y — 2y
on déduit

Na pagina 453, ele afirmou algumas nog¢des basicas de analise no espaco dos "comple-
xos", defini¢des de limite, derivadas e integrais:
d(R+S)=dR+dS
d.RS=dR.S+R.dS
dR"'=—R "dR.R"'
Nessa mesma pagina, Peano definiu o modulo de um "complexo" x

2 2 2
mod><=\/x1+x2+...+x,1
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APENDICE XXV Calcolo geométrico (1888)

Trasformazioni di sistemi lineari.

72. Esistono dei sistemi di enti sui guoali sono date le seguenti
definizioni:

{. E definita l'eguaglianza 40 due enti a ¢ b del sistema, ciod
& definita una proposizione, indicata con a="h, la quale esprime
una condizione fra due enti del sistema, soddisfatta da curte coppie
di enti, @ non da altre, & la gquale s»ddisfa alle equazioni logiche:

(a==b)=(b=an), a=Db.~n b==9) < (a =2

2, E definita la somana di due enti a e b, vale a dire ¢ definito
un ente, indicalo con a +b, che appartiene pure al sistema dato,
¢ che soddisfa alle condiziond:

(a=h)}< [ate=b+e), a b_bila a L{ble =atb)te

¢ il valor ecomune dei due membri dell'nllima eguaglianza si indi-
cherd con a -+ b e

3. Fszendu a un ente del sistema, ed s un numerp inlero e po-
sitivo, colla serittura #ma intenderemo la somma di # enti eguali
ad a. K facile riconoscere, essendo a, b, ... enti del sistema, #m, #, ...
numeri interi e positivi, che

(a=h) <" {ma—=mb); mia “b —=ma-rmb; (m-|nja=nta +na;
mnal-=mnia; la=a.

Nesse ultimo capitulo, capitulo IX, pagina 141, Peano definiu sistema de "entes" com
as seguintes defini¢des:
1. Igualdade: Se a , b e ¢ sdo "entes" do sistema entdo:
(a=b)=(b=a) ese (a=b)n(b=c)<(a=c) b=c entdio a=c .
Verifica-se que o sinal < significava implica = e o sinal N intersec¢do foi

interpretado como o sinal loégico A



2. Soma:
Se a=b<(a+c=b+c) .
(a+b)=(b+a) .

a+(b+c)=(a+b)+c .

3.Dado m e n positivos e inteiros:

Se a=b<ma=mb entio (ma=mb) .

m(a+b)=ma+mb .
(m+n)a=ma+na .
m(na)=(mn)a .

la=a .
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— 148 —

Noi supporremo che sia attribuito un significato alla scrittura m a,
mualunque sia il numero reale sm, ruisa che siano ancora sod-
lisfafte le equazioni precedenti, L'ente ma si dird prodofio del
numero (reale) s per 'ente a.

4. Infine supporremo che esista un ente del sistema, che diremo
enle nudlo, ¢ che indicheremo con 0, tale c¢he, qualungue sia I'ente a,
il prodotto del numero (0 per I'ente a dia sempre l'ente 0, ossia

Oa = 0.

3o alla serittura a -—— b si atiriboisee il significato a 4+ (— 1] b, &l
dednoe:

a-—a—I(, E.-{—I;'I-:a.

Dy, T sisfenid 4 enlf pey cud sono dafe fo defindzioni f, 2, 3, 4,
i guisa da goddigfore alle condizioni dmpogle, diconsi sislemi
lineari.

5i deduee che se a, b, ¢, .. 23000 enli d'uno sbesso sistena linealre,
M, 1, {1, ... numeri reali, ooni funzione lineare omorenen della forma
mia-Lnb o pe -+ .. rappresenta un ente dello stesso sisluma.

Costitniscono sistomi lineari i numeri reall, & le formazioni della
stessa specie nello spazio.

Coslilniscono pure sistemi lineari le lormazioni di prima specle
gn d'una retta, o nel plano, I vetlori nel piano o nello spazio, e
cosl via.'Ma i punti dello spazio non costituiscono un sistema lineare,
perché le loro somme, secondo le definizioni date, non sono pin
punti, ma formazioni qualunque di prima specie..

Na pagina 142, Peano continuou com as propriedades:

4. "Ente"nulo 0 "talque: 0a=0

A escrita a—b foi atribuida o significado a+(—1)b ou a—b=a+(—1)b

E deduzido a—a=0 e a+0=a

Um sistema de "entes" para os quais sdo dadas as defini¢coes 1,2,3,4, para atender as
condi¢des impostas, diga-se sistema linear.

Se a,b,c sdo "entes" de um mesmo sistema linear, m,n, p nimeros reais, uma
fungdo lincar homogénea da forma ma+nb+pc+... representa um "ente" desse mesmo

sistema.
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78. DEF. Piu enli a a, ... a, d'un sistema lincare diconsi fra loro
dipendenti, se si possono delerminare n numeri m, M, ... m, Ron
tulli nulli, in guwisa che risulti

m,a, + M8, + ...+ m, 8, = 0.

In questo easo uno qualungue degli enti, il cui coefliciente non
sia nullo, si pud esprimere qual funzione lineare omogenea dei ri-
manenti.

Na definicao seguinte, pagina 142, Peano considerou os "entes" de um sistema linear

dependentes a,,a,,...a, se determinados os n numeros m,,m,,...m, , ndo fossem todos

n n

nulos quando substituidos na equacdo: m,a,+m,a,+...m,a,=0 . Se o coeficiente de algum

"ente" fosse ndo nulo, ele poderia ser expresso numa funcao linear homogénea dos demais.
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Se gli enti a,...a, sono fra loro indipendenti, e se fra essi passa
una relazione m,a,+-..+m,a,=0, si deduce m,=0,..m =0,

Essendo AB .. formazioni di prima specie nello spazio, le equa-
zioni AB=0, ABC=10, ABCD =10 esprimono la dipendenza fra
20 3 o 4 formazioni. 5 formazioni di prima specie nello spazio sono
sempre ra lore dipendenti

DEF. Numero delle ditnension? d'un siglemna neare & mas-
&m0 nuimero di endi fra loro indipendents che i possono prendere
nel siglema.

Ad esempio lo formazioni di prima specie su d'una retta, o nel
piano, o nello spazio, formano sistemi lineari rispettivamente a
2, 3 e 4 dimensioni; i vettori nel piano o nello spazio formano
sistemi a 2 ¢ 5 dimensioni; le formazioni di seconda specic nello
spazio formano un sistema a 6 dimensioni. T numeri reali formano
un sislema lineare ad una diwensione; i numert immaginarii o
complessi ordinarii formane un sislema a due dimensioni. Un sistema
lineare pud anche avers infinite dimensioni.
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Na pagina 143, a,,a,,...a, seriam independentes entre eles, se na equacdo

m,a,+m,a,+..m.a,=0 , m;,m,,..m

O namero da dimensdo do sistema seria 0 maior numero de "entes"

sistema.

n

todos fossem nulos. m;=m,=...m,=0

independentes do



Teor. Se i siglemna A . ol 0 dfimensiond, presi nel sislema n
fndi fedipendendi a, ..oa,, ¢ dalo un nuore enle a, $ pOsSSono
sgmpere delgraumngre 1o numes? o Lo, @ gieden ofe sl

i1} a=ua,a, +..}+a,8,.
Inollre ersi gona delermdnali undvocomendie, ossia
(2) (z,a, 4. .+xa,=rx8 L. Fx/s)=(r,=0) 0. lo,=5)

Infatti, poiché il sisteina a ¢ ad n dimensioni, fa gli n+1 enti
a, 8, .. 8, passera una relazione della forma della definizione 1+
in questa relaziona il coefficiente Jdi a non e nullo, perché altri-
menti passerebbe una rolazione fra a, ... a,, cosa contraria all'ipotesi;
risolta quindi questa relazione rispetto ad a s ha la formuola a
dimostrarsi.

Se poi fosse oya, .. =z 'a,4-.., si deduce (@, —«/'ja, +...=0
e quindi, poiché a, ... sono indipendenti, &, = x/, &, =&/, ...
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Ainda na pagina 143, Peano enunciou o teorema: Dado um sistema linear de dimensao

n com n "entes" independentes a,,a,,...a

e dado um novo a ,

n

determinado de forma unica:

deveria

S€r

Peano supds a=x,a,+x,a,+..a,x, e por absurdo, supds que a pudesse ser

determinado com outros coeficientes utilizando os mesmos "enfes" independentes:

Ele ainda afirmou que se

tornaria

hipotese.

a=x,a,+x,a,+..x,x,=x,'a,+x,'a,+...x',a, o que seria deduzido que:

J— r — r — T
X=X, X=X, Xp=X p

a fosse adicionado a dimensdo n , o numero de "entes"

n+1l que resultaria num coeficiente de a diferente de zero, contrariando a



DEy. Essends a,,..a, n enll sulipendent! d'un sistema ad n
dimensiond, { numeri @, ...x, che soddigfano alle relazione (1)
dicomsi e coordinate df a rispetio aglf enti di riferimento a, ... a8,

Le formule

(3) (@ +fma,)+Hiva, A va)=lr, 4y e+ Fa -y a,,
(4) m(xa,+..+aa8 )—mza +..4msa,

dinno le coordinate della somma di due enti, e del prodotio d'un
numero 7 per un ente in funzione delle coordinate di questi endi.
Le coordinate dell’'ente 0 zono tutte nulle.

La definizione precedente coincide colle definizioni date ai N. 34,
38, 46, 50, 60 per le formazioni di prima specie su d'una retta, pei
vettori nel piano, per le formazioni di prima e seconda specie nel

piano, ace.
Se @, ... &, s0no le coordinate di a rlspetto agli entl di riferimento

B, .. 8, 08514
a— ‘ri ay + EnE + a"n a2,

e s conoseono le coordinate di a, .. a, rispetto ad un altro gruppo
di enti di riferimento b ... b, ossla

g, =m, b, . i by e, =M, 8, . A,
gnetituendo 51 deduce:

B = (M, A o Wyyitig) by e - (& e ) B

8i hanno in tal modo ealeolate le coordinate di a rispetto a b, ... h;
case sono fanzioni lineari ed omogenee delle coordinate di a rispetto
al &, ..a,; i coefficienti di queste Jfunzioni sono le coordinate di
a,..a, rgpetto a b, ... b

Na pagina 144, Peano, na defini¢do 3, definiu a soma de "entes".
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(Xlal"'xzaz"'---xnan)"'(}’lal"‘}’202+---ynan):(Xl"'}’l)al"'(xz"'YZ) a2+"'(xn+yn)an

Na defini¢do 4, Peano definiu agora a multiplica¢do por escalar:

m(x,a,+x,a+...a, X, )=mx, +mx,+ ...mx,, .
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Peano considerou um outro "grupo": b,,b,,...b, e quecada a,,a,,...a, poderia ser
escrita nesse outro "grupo". Aqui verifica-se que Peano usou a palavra "grupo"

correspondendo a atual palavra base. E segue:

a=(my, x,+...+m,, X, ) by+...+(m,, X, +...+m,, x,) b,

75. DEF. Un'operazione R, a esequirst su ogni enle a d'un gi-
stema lineare A, dicesi distributiva, se # risultato dell’operasione R
sull'ente a, che éndicheremo con Ra, & pure un enle d'un Falgma
fneare, ¢ sono verificate le klentild

R(a-+a')=Ea-+ Ra', R (ma) = m (Ra),

ove & ¢ a' sono enli guatingue del gistema A, ed mowin aumern
reale quaiungies.

L'ente Ra, ciot il risultato dell' operazione distributiva R sul-
l'ente a, dicesi funzione distributive di a. n'operazions  distribu-
tiva si chiamera anche frasformaszions lineare, o trasforamarione
senz’altro. Se l'ente Ra appartiene allo stesso sistemna lineare A
cui appartengono gli enti a, I'operazione R si dird una sosfétusione.
L'ente Ra dicesi anche prodotto della trasformazione B per l'ente a.

FPraxp, Tplopls Feomerireca, '

Na pagina 145, Peano apresentou uma operacdo R aplicada num "ente" de um
sistema linear A , atualmente sdo chamados funcionais lineares e seguem as propriedades
da soma e multiplicacao por escalar.

R(a+a')=Ra+Ra’
R(ma)=m(Ra) onde a e a’ eram quaisquer "entes" do sistema A € m

um numero real qualquer.
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APENDICE XXVI Sur les déterminant Wronskien (1889)

Na pagina 75, ele enunciou a seguinte proposi¢ao:

Se um determinante formado por n fungdes da mesma variavel e suas derivadas de
ordem 1 at¢é n—1 fosse identicamente nulo, existiria entre essas fungdes uma relacdo li-
near homogénea com coeficientes constantes.

Peano exemplificou com duas fungdes: x=t’[1+¢(t)] e y=t’[1—¢(t)] onde:
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Na pagina 76, Peano calculou as derivadas das fungdes: x=t’[1+¢(t)] e

y=t’[1—¢(t)] .Suas derivadas eram continuas e seriam:  x'=2t[1+¢(t)]

y'=2t[1—¢(t)] respectivamente e o determinante nulo para todos valores de t :

Segundo Peano a proposicao seria verdadeira se ndo existisse um valor que cancelasse

todos os elementos de uma linha do determinante.
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APENDICE XXVII Sur les Wronskiens (1889)
(17). SUR LES WRONBKIENS

[Mallesis, Tome LXK, 4. 1886, pp. 118-113)

Bolla questions dei Wronskissi, (. PEawo & ritornate nel lavers n. 92
(del 1847}, Loy o

La note ajoutée & la fin de mon petit article sur lea Wronskiens
{Mathesis, p. 75-76) si elle contribue & la clarté, n'ajoute rien & la
rigneur de la proposition contestée; et je dois revenir sur ce sujet.

I. La proposition que je conleste est I snivante: 8i le dé
terminant formé avec n fonctions x, ..., 2, d'une méme variable t,
el leurs divivdes des ovdres 1,...,(n — 1) exf nul powr foutes les va-
leurs de t, il y a entre ces fonctions wne relation linfaire homogéne &
coefficients constants ; autrement dit, on pewt déterminer n constantes,
Oy yoeny Ouy non toutes nulles & la fois, telles gue Oy, + ... F Coxy =10
pour fouder les volewrs de f.

8i une des fonctions, par exemple #,, est identiquement nulle,
ees fonetions sont liées par la relation linésire x, 4 Ox, 4 ... 4 lz,=0.
Done 16 concluslon de la propoesition en question n'est point modifide
8i lon ajoute les mota: ow Dien Pune der fonctions exl identiquement
nutle, i
Cette proposition peut emcore s'dnoneer ainsi: &i le Wronskien
des fonotions o, ,...,& est didentiguement nul, le déterminmnt formd
aver les valeurs des fonctions, lovegue Mon donne & la varialle n valewrs
queleongues, et donlement nul.

Un eas particulier do théortme génfral est le suivant: 8i le
déterminant formé avee les dérivdes dew ordres 1, 2,3 dex fonctions
®, 4,8 d'une mbwe variable ¢ est identiquentcnt wul, la courbe décrite
par le point de eoordonndes @,y , & esl plane.

IL Tour démontrer que ces propositions ne sont pas toujours
vraies; jlai indiqné dans ma note précédente, un exemple, oil je ne
consideére que deux fonetions = et 3 de la variable ¢ ; le déterminant
gy — z'y esl identiquement nul; mais entre elles n'existe aucune

Na pagina 93, Peano enunciou uma proposi¢ao que se um determinante fosse formado
por n fungdes, de mesma variavel t  x,(t),x,(t),...x,(t) € suas derivadas de ordem
1...(n—1) fossem nulas para todos os valores de t , existiria uma relagio linear homogé-
nea, com coeficientes constantes, em outras palavras, eram determinadas n constantes,
C,,C,,..C, nem todas nulas para todos os valores de t na relacdo linear:
C,x,+C,x,+...+C _x =0
Se uma dessas fungdes x; fosse identicamente nula, essas func¢des estariam ligadas

pela relagdo linear x,+0x,+0x,+...0x,=0
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relation linéaire, Ni Pune ni I'antre des deux fonctions n'est identi-
guement nulle, car @ est => 0 81 ¢ >0, et y est >0 81 1 <70,

Mais ces denx fonctions présentent cette particularité gque, pour
toutes les valeurs de £, 'une ou l'autre est nulle. Pour faire dispa-
raitre cette particularité, posons .

X=¢8, Y=tmolt.

Ces deux fonctions de ¢ satisfont & la eondition X ¥ — XY = 0;
elles s'annulent seulement pour ¢ = 0, et entre elles n'existe pas de
relation linéaire homogine. La somme et la diflférence de ces fone-
tions sont les fonctions de mon premier exemple; le point de coor-
données (A, ¥) décrit maintenant les deux demi-bissectrices des axes.

Na pégina 94, Peano citou um contra-exemplo em que considerou duas variaveis x
e y navariavel t ,odeterminante de xy’—x’y eraidenticamente nulo, mas nao existi-
ria relacdo linear.

Ele citou o exemplo: X=¢" e Y=tmodt que satisfazia a condi¢io: xy’—x’y se
cancelaria apenas em t=0 , mas entre as duas fungdes ndo existia relagdao linear homogé-

nea.
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APENDICE XXVIII Sul determinante wronskiano (1897)

(02). SUL DETERMINANTE WRONSKIANO

{Rendiconti della B, Acesdemin del Livesd, Sorie 6%, Vol ¥I, i¥ San., A 1807, pp. 413418)

Complements al levors o, 1T del 1R89. . .

Siano £ 3. £ nzioni reali d'ons variabile reale £ Se fra
egge passa ke relazione

O F 4 Gl T T =0,

OVE ¢ 03 v 0 8000 costanti non tntte nolle, & noto the il Wronskiano,
ciod il determinante formato colle =, Dz, Dz, .. D"iz & identica-
mente nulle.

La proposizione inveraa, contravismente ad un'opinione diffosa,
richiede qualche restrizione. Invero, se le funzioni sono semplice
mente due, & ed y, per dedurre dall’egquazione

rdy —yde =0

che il rapporto di o ad y & costante, i auol dividere per xy, e pol
integrare ; i dovrd percid supporre mai nulle le fonzioni » ed y.
Si potrebbe dividere per % o per 2* 4 3%, e si dimosira la propo-
gizione, aupposta mai oulla la fonzione y, oveers rigpetfivamente
che non esista aleun valore della varizbile che annulli ad un tempo
xoed y.

Che I'inversa della proposizione eitats non sussigts senz'altro,
rigsults dall’esempio {1

ou=* y=tmodt,

ove il determinante Wronzkiano & sempre nullo, mentre il rapporto
zfy vale 4= 1 o0 =1 secondochs ¢ & pozitive o negativo,

") Dlodl guestesempio nel Mathesis, s. 1889, pag. 110.

Na pagina 282, Peano verificou que dadas fungdes em t , x,(t),x,(t),...x,(t) e
C,x,+C,x,+...+C x,=0 onde nem todos coeficientes eram nulos, entdo o determinante no
formato x, Dx,D’*,...D"—1x era identicamente nulo.

A proposicdo inversa, ao contrario de uma opinido generalizada, teria algumas restri-

¢oes.
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Se as fungdes x e y satisfizessem a equagdo: xdy—ydx=0 earelaciode x e

y fosse constante, se fosse dividida por xy e depois integrada; ndo se deveria assumir

R c 2 2, 2
que as funcdes x e y eram nulas. Se dividida por y° ou por x“+y° e houvesse uma

proporgao, as fungdes ndo poderiam ser canceladas ao mesmo tempo.

Que o inverso da proposigéo citada ndo existia ndo havia duavida:

No exemplo, x=t’ y=tmodt , o determinante era sempre nulo, mas x/y
teria valores de +1 ou —1 se t fosse positivo ou negativo.
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APENDICE XXIX Analisi della teoria dei vettori (1898)

Aunalizsi della teorin dei vettori;
Nota del Socio GIUSEPPE PEANO.

Per esporre la teoria dei vettori, e il caleolo geometrico, si
sogliono presupporre cognizioni di Geometria pii o meno vaste.

Mi propongo in questo lavoro di esaminare gquali idee si
incontrano nella teoria di vettori, e di classificarle in primitive,
che si ottengono dall’osservazione dello spazio fisico, e in deri-
vate di em =1 dia la definizioneg; e di esaminare quali sono le
proposizioni che si devono assumere come primifive, ¢ quali se
ne deducono in conseguenza, con puri processi logici, senza oltre
ricorrere all'intuizione, :

Cosi la teoria dei vettori risulta sviluppatas senza presup-
porreé alcuno studio geometrico precedente. E poichg con questa
teoria si pud trattare l'intera (Geometria, ne deriva la possibi-
lith teorica di sostituire alla Geometria elementare stessa, la
teoria dei vettori.

In studii di questo genere & strumento pressochié indispen-
aabile 1a logica matematica. Fard quindi uso dei segni logici
€., n,=,~,H,1, nel preciso significato che hanno nel For-
mulaire de Mathéwmatiques, t. 11, § 1, indicato eon Fy§1 (¥).

Idee primitive.

Assumeremo due idee primitive. L'una & quella di * punto ,,
termine che abbreviamo in “ put ,.

La seconda idea primitiva & la relazione fra quattro punti
a, b, e, d, che indichiamo colla serittura

g—b=c—d,

e che si pud interpretare. col lingnaggio comune, come segue:

Ele conceituou duas ideias primitivas:

Ponto seria abreviado como pnt e a relagdo de quatro pontos:

a—b=c—-d .
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“ I segmenti ad ¢ ed hanno la stessa lunghezza, la stessa
direzione e lo stesso verso ,;
ovvero * La figura abde & un parallelogrammo ,,
ovvero * Con un moto di traslazione, si pud portare ab a coin-
cidere con od ,.

Assumendo come primitiva la relazione indicata, non ci
tocea analizzare le espressioni corrispondenti del linguaggio
ordinario; ma c¢i basta assumere, quali proposizioni primitive,
quelle proprietia della relazione considerata, da cui dipendono
tutte le altre.

Ammettiamo come proposizioni primitive, ¢ le indichiamo
con Pp, le seguenti:

a,b,ed e fepnt.n.
i a—b=a—1b Pp
a—b=c—d.).c—d=a—b Pp

L

. a—b=¢—d.e—d=e—f.p.a—b=e—f Pp

Na pagina 514, ele mostrou o paralelogramo abcd e suas propriedades,
a,b,c,d,e,f, eram pontos e os segmentos ab ¢ cd tinham o mesmo comprimento,

mesma dire¢do e mesmo sentido. Com uma translagdo ab coincidiria com cd

O simbolo légico que conecta as sentengas de igualdade nas proposi¢des 1 e 2, pode
ser entendido como "entao".

Peano admitiu como proposigdes primitivas:

Pl a—-b=a-b

P2 a—b=c—d entdio c—d=a-b

P3 a—-b=c—d ¢ c—d=e—f entdio a—b=e—f .

P4 a—b=c—d entdo a—c=b—d
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4. g—b=c¢c—d.p).o—c=b—d Pp

@ che a causa della sua identita formale con una proposizione
d'aritmetica si enuncia: * in una equidifferenza geometrica si
possono alternare 1 medn ..

Che la P4 non sia conseguenza delle precedenti risolta dal
fatto, che se con @ — b = ¢ — d intendiame “ la distanza da
a a b & eguale alla distanza da ¢ a d ,, *la retta ob & paral-
lela alla cd ., ece. Sono verificate le 1,2,3 e non Ia 4.

Dalle P2, 3, 4 si deduce:

o ¢ —b=¢—d.=.a—c=b—d
=.b—a=d—e¢
= b—d=ag—c¢
=.¢e—a=d— b
=.c—d=a—1b
—=.d—b=¢c—n

= d—=¢g=b—zc

cioé ogni equidifferenza geometrica si pud mettere sotto 8 forme
equivalenti. Per dimostrare ad es. la 2* proposizione, da

a—b=c—id
alternando (P4) si ha:

Hg—c=b—d,

Na pagina 515, Peano diz que a—b=c—d como a distainciade a a b igual a dis-
tanciade ¢ a d , ab seriaparalelaareta cd

Peano denominou de “equidiferenga” geométrica a proposi¢do P4: a—b=c—d en-
tdo a—c=b—d que significaria também que a distancia ab seria igual a distancia cd e

areta ab e seria paralela areta cd
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Vettori.

La differenza & — « di due punti dicesi “ vettore ., abbre-
viato in ¥ vit ..

10. vit = . € [5f(a,B) € (&, b€ pnt. . £ = b — a)]. def.

Peano, na pagina 516, definiu vetor como a diferenca b—a entre dois pontos sua

abreviatura como vtt.

vit=x€[3(a,b)€(a,bepnt.x=b—a)]
Prodotto d'un vettore per un numero.

Dovendo occuparci di numeri interi, e fratti, positivi e
negativi, bisogna supporne nota la teoria (F; §2), ed i simboli
relativi, che sono:

N = (numero intero positivo)
n = (numero intero)
r = (numero razionalc),
@ in seguito
) = (numero reale positivo)

q = (numero reale),

e 1 segni di operazioni sui numeri 4, —, X, /.
Per definire 1l prodetto d'un intero a per un vettore w,
basta porre queste eguaghanze: :

30, wevit.0.0u =10 def.

1. wevtt.aen.n. (e 4 1)w =av 4 . def,

Ele fez algumas defini¢des, na pagina 520, incluindo produto de um namero inteiro

por vetor.
Item 30: Multiplicagdo por 0 .Se u€vitt entdo 0.u=0

Item 31: Propriedade Distributiva. Se u€vit , a€n entio (a+1)u=au+u e

l.u=u



281

A notacdo de Peano para o item 32 u€vit , a€n entdo auevtt a inteiro, ou
seja, se u eravetor, entdo au também era vetor com a€N
Item 32°: u€vtt , a€n entdo ua=au

Item 33: u€vit , a,ben entio (a+b)u=au+bu propriedade distributiva.
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Na pagina 523, Peano apresentou a propriedade:
Se aeN u,vevtt au=ar entdio u=r

Atualmente conhecida como propriedade do “cancelamento”.

Na pagina 530, Peano fez a definicdo de modulo:

uevtt entdo modu= \/F
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Na pagina 531, Peano apresentou a atualmente chamada Desigualdade de Cauchy-

Schwarz :

(modu)’(modv )’=(ulv)’ .
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A¥ALIS1 DELLA TEORIA BRI VETTORI 533

sistono tutte se al posto di * pnt , leggiamo “ v ., attribuendo
ai segni d'operazione il significato che hanno in aritmetica; e
non @ verificata quest'ultima.

Sussistono in conseguenza tutte le identith coincidenti for-
malmente con identiti algebriche, e che sono interpretabili colle
convenzioni geometriche finorn fatte.

Essendo i un vettore non nullo, qi significa * vettore pa-
rallelo ad i ,. Fra essi & compreso il vettore 0; poiché basta
moltiplicare ¢ per 0,

Ma esistono vettori non paralleli ad &

G7. fevtt ~ 10, ). of vit ~(qi). Pp.

Sia j un vit non parallelo ad #; qi - qj rappresenta il si-
stema dei vettorn della forma wi < yj, ove & ed y sono dei q.
Quindi

qi + qj = * vettore complanare con i ed j ..

Ma questi non formano ancora l'insieme dei vettori; cioé
8. ievtt ~10.jevtb~(qi). 0.0 vit ~{qi 4 qj). Pp.

“ Dato un vettore i non nulle, ed un vettore j non paral-
lelo ad i esistono vettori non complanari con i ed § .. Detto &
un vettore siffatto, qi 4 qj + gk rappresenta tutti i vettori
della forma xi - yj -+ =&, qualongue siano i numeri reali «, g, =.
Ora tuttl 1 vettori sone di tale forma, cioi:
B4, fevit~10 . jevit~(qi) . kbevit~(qidyi ..
vit=qi - qi 4 qk Pp.
Afirmou, na pagina 533, que se [ fosse um vetor ndo nulo, entdo qi era um vetor
paraleloa i
Se j um vetor ndo paralelo a i , gi+qj representaria um sistema de vetores na
forma xi+ jy
qi+qj representaria um vetor coplanar com [ e j
Dado um vetor i ndo nulo, e um vetor j nao paraleloa i , existiria um vetor ndo
coplanar com i e j , se o vetor k satisfizesse, entdo o vetor qi+qj+qgk representaria

um vetor na forma xi+ yj+zk quaisquer reais X,y,z

Ou: vtt=qi+qj+qk



