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RESUMO

Este trabalho esta dividido em duas partes. Na primeira, iremos introduzir a no-
menclatura de Fillipov e os conceitos basicos e em seguida iremos estudar a classificagao
de centros em sistemas lineares por partes em duas zonas no plano. Para tal fim, iremos
encontrar uma mudanca de variaveis que nos permita reduzir o nimero de parametros
de doze para cinco. Na segunda parte deste trabalho iremos estudar o surgimento de
ciclos limites para esta classe de campo de vetores descontinuos através das aplicacoes
de Poincaré em cada zona. Neste trabalho nos restringiremos ao caso em que nao ha
regioes de sliding no conjunto de descontinuidade.

Palavras-chave: Fillipov, Problema do Centro-Foco, Aplicacoes de Poincaré, Regioes de
Costura



ABSTRACT

This work is divided into two parts. At first part we introduce the nomenclature
of Fillipov and the basics concepts and then we will study the classification of centers
in piecewise linear systems in the plan. To this end we find a change of variables that
allows us to reduce the initial twelve parameters to five. In the second part of this work
we study the emergence of limit cycles for this class of systems through the Poincaré
applications in each region of the plan. In this work we will consider only the case where
the set of discontinuity has no sliding regions.

Key-words: Fillipov, Center Problem-Focus, Applications Poincaré Regions Sewing
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INTRODUCAO

O surgimento de ciclos limites na teoria cléssica de Sistemas Dinamicos Continuos
¢ um dos problemas mais intrigantes e que até hoje nao se tem uma resposta completa.
Ao migrarmos para o estudo de Sistemas Dinamicos Descontinuos, é natural que certos
problemas da teoria classica sejam migrados também, e o surgimento de ciclos limites
nao foge a regra.

No estudo de Sistemas Dinamicos Descontinuo, buscamos, sempre que possivel,
estender os resultados da teoria classica do caso continuo. Entretanto em varios proble-
mas estas ferramentas nao se aplicam ou necessitam de novas reformulacoes e estratégias
para serem utilizadas. Além disso, no caso descontinuo, muitas vezes surgem resultados
inesperados que fogem a nossa intuicao. Por exemplo, o surgimento de ciclos limites em
sistemas lineares por partes.

Sistemas lineares por partes constituem uma classe de sistemas diferenciais que sao
amplamente utilizados para modelar muitos problemas reais em diferentes ambientes e
sao, muitas vezes motivados por problemas da engenharia e biomatematica [3]. Apds
o trabalho pioneiro de Filippov [7], deve-se destacar nesta area os trabalhos de Coll,
Gasull e Prohens [2], Giannakopoulos e Pliete [8], Huan e Yang [12], Kuznetsov , Rinaldi
e Gragnani [17], Llibre, Ponce e Torres [13], Shui, Zhang e Li [16] e o trabalho minucioso
de Guardia, Seara e Teixeira [9].

O caso dos sistemas lineares por partes em duas zonas no plano é a mais simples
configuragao possivel em sistemas suaves por partes e tal familia de sistemas, no caso
continuo, foi completamente estudado em [6], no qual , em particular, foi estabelecida a
existéncia de no maximo um ciclo limite. No entanto, este resultado esta longe de ser um
resultado geral, pois como mencionado em [12], o estudo dos sistemas lineares por partes
no plano, além de ser uma tarefa trabalhosa, apresenta um alto grau de dificuldade,
devido a falta de uma forma candnica que possa lidar com uma classe suficientemente
ampla de sistemas. Por isso, os resultado apresentados até entao sao referentes a casos
particulares, como os apresentado na segunda parte deste nosso trabalho. Mais precisa-
mente, estudamos sistemas da forma



u

X*(u,v):/ﬁ( )—i—BJr se u>0

(1;):2(%”): X(u,v):A<Z)+B se u<0 .

onde A* = aj;tj sao matrizes constantes 2 x 2 e BT sdo vetores constantes de R?, permi-
tindo apenas regioes de costura. Neste caso, mostramos que o sistema acima apresenta
no maximo um ciclo limite (veja a Segao 3.4 do Capitulo 3 ).

Ainda para sistemas lineares por partes em duas zonas no plano, um dos problemas
mais cldssicos foi o Problema do Centro-Foco, que consiste em determinar condigoes ne-
cessarias e suficientes que nos permita classificar quando uma singularidade monodromica
é centro ou foco. Para resolvermos tal problema podemos calcular a solugao explicita
do campo e encontrarmos as constantes de Lyapunov através da Aplicacao de Poincaré.
Em [11] é apresentada uma outra ferramenta que nos permite também resolver o Pro-
blema do Centro-Foco. No nosso trabalho resolvemos o problema em questao através de
treze casos, nos quais em oito casos mostramos a existéncia de centros e nos demais a
existéncia de focos. Estes casos estao detalhados no Capitulo 2.



CapiTULO 1

Preliminares

1.1 Sistemas Lineares por Partes em Duas Zonas no
Plano

Seja ¥ = f71(0), onde f : R? — R é a fungao f(z,y) = y. Entao, ¥ divide o plano
em dois semiplanos X7 = {(z,y) e R? : y > 0} e ¥~ = {(z,y) € R? : y < 0}. O campo
de vetores descontinuo Z, denotado pelo par Z = (X,Y") é definido por

_J X(q) se f(q) >0
Z2la) = { Y(g) se fa) <0,

onde X,Y sao campos de vetores no plano. Note que Z pode ser bi-valuado nos pontos
de . Seguindo a terminologia de Filippov (veja [7]), vamos distinguir os seguintes arcos
em .

e Arco de costura (AC) caracterizado por Xf-Y f >0 (Figura 1.1 (a)).
e Arco de deslize (AD) caracterizado por Xf <0 e Y f >0 (Figura 1.1 (b)).

o Arco de escape (AE) caracterizado por Xf >0 eY f < 0 (Figura 1.1 (c)).

De forma usual, X f denotara a derivada da funcao f na direcao do vetor X, isto
é, Xf=<Vf X >.

Nos arcos AE e AD vamos definir o campo de vetores de Filippov F associado ao
campo Z = (X,Y) do seguinte modo. Se p € AD ou AE entao Fz(p) denota o vetor do
cone gerado por X (p) e Y(p) tangente a 3. Um ponto p € X é chamado de ponto reqular
de Zsepe AC ou F,(p) #0ep e AD U AE. Caso contrario p serd um ponto singular
de Z em 3.



P

c)

Figura 1.1:

Dado p € X7 UX™ dizemos que p é um ponto singular real (virtual) de Z = (X,Y)
se p é um ponto singular de X e p € £* ou é um ponto singular de Y ep € ¥~ ( p é um
ponto singular de X e p € ¥~ ou p é um ponto singular de Y e p € 7).

Uma curva fechada continua 7 consistindo de duas trajetérias, uma de X e outra
de Y, e dois pontos {p1,p2} = N~ é chamada de pseudo-drbita fechada de Z se {p1, p2}
sao pontos de costura e v intercepta X transversalmente em {p1, p2}.

Seja p € ¥ um ponto singular isolado do campo de vetores descontinuo Z. Dizemos
que p tem uma pseudo-orbita caracteristica de Z se ocorre um dos itens a seguir:

e Se v € uma trajetoria reqular de X (Y) com p = ~(ty), para algum ty € R, entao
peEyNEtpeynNX)(figura 1.2 a));

e Sey é uma trajetoria reqular de X (respectivamente Y ) com lilm v(to) = p, entdo
o

existe uma vizinhanga V' de p tal que y NV C V N 3T ( respectivamente y NV C
VNE~) (figura 1.2°b));

e Fxiste uma vizinhanga V de p tal que Xf-Yf <0 em VN (X —{p}) (figura 1.2

c)).

\VAEERN\N

a) b) c)

Figura 1.2:

Se p € ¥ é um ponto singular isolado de Z e p nao possui uma érbita caracteristica,
entao dizemos que p é um ponto singular monodromico de Z. Um ponto singular de Z
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em X é um centro se existe uma vizinhanca V' de p tal que para todo ¢ € V — {p} existe
uma pseudo-orbita fechada de Z passando por ¢. Um ponto singular p em > de Z é um
foco se p é um ponto monodromico mas nao é um centro.

Um ponto singular p € ¥ é um ponto de dobra de ordem n em X (Y)sen € N é
par, X'f(p) = 0, para 1 < i < n—1e¢ X"f(p) £ 0( Yf(p) = 0 ¢ Y"f(p) # 0). Note
que neste caso X (Y) tem contato de ordem n com ¥ em p. Considere um sistema de
equacoes diferenciais associado ao campo de vetores descontinuo Z da forma

’ (1.1)
onde

(P*(2,0). @*(5,9)se y > 0,

P e ={ (50 S 2o

e P* e Q7 polinomios de grau 1 nas variaveis = e y. Assim, podemos definir os seguintes
sistemas de equagoes diferenciais lineares

()-(em) -2 )Gy () oa
()-(5em)y=(2a) () (5) s

Iremos denominar de norte e sul os subsistemas (1.2) e (1.3) respectivamente do
sistema (1.1). De [7] sabemos que o fluxo de (1.1) denotado por ¢(t, (z,y)) pode ser
definido usando os fluxos ¢*(t, (z,y)) de (1.2) e (1.3). Por exemplo, para um ponto

(x0,y0) € ¥ satisfazendo X f - Yf|(w0,y0) > 0, isto é, QT (x,y)Q (z,y) > 0 definimos o
fluxo ¢(t, (xg,yo)) como segue

(¢~ (t, (x0,%0))) set <0, e ¢~ (¢t,(x,y)) € T~
o(t, (zo,%0)) = § (T0,%0) set =0
(@7 (¢, (xo,%0))) se t >0, e ¢*(t, (z,y)) € L7,

se QF(20,y0) > 0 e @ (z0,50) > 0; e
(0T (L, (x0,%0))) set <0, e ¢t (t, (z,y)) € LT

o(t, (z0,%0)) = § (To,%0) se t =0
(¢ (t, (0, 90))) se t >0, e ¢~ (L, (x,y)) € 7,



se QT (20, y0) <0 e Q (z0,90) <O0.

Uma vez que o estudo de sistemas diferenciais lineares é conhecido desde as obras
de Laplace em 1892, o tinico campo de pesquisa possivel em sistemas diferenciais lineares
por partes em duas zonas é sobre as érbitas que se movem em ambos os lados do segmento
y = 0. Estamos interessados na existéncia de pseudo-orbitas peridédicas em torno de um
ponto singular de Z em Y, em particular no problema Centro — Foco.

Se Z possui uma pseudo-6bita fechada, entao podemos definir a aplicagao de Poin-
caré a partir de y = 0. Vamos comecar definindo aplicagoes de transicao através do fluxo
da forma ¢ : [ — J com intervalos (limitados ou nao) I e J em X tal que ¥(I) = J.
Entao para ¢ € I temos ¢(t,q) € J onde o tempo ¢ pode ser diferente para cada ponto
do intervalo I. O conjunto das orbitas que vao do intervalo I ao intervalo J define o
que chamamos de fluxo de transicao. Assim, para termos orbitas fechadas em torno
de um ponto singular de Z em ¥ devemos ter um fluxo de transicao ¢+ : IT — JT e
@~ : I~ — J~ para cada subsistema, de modo que J*T NI~ # 0 e J NIT # (). Desse
modo, podemos definir a aplicacao de Poincaré 1)~ o9t e determinar a existéncia ou nao
de orbitas fechadas.

1.2 Pontos Singulares Monodromicos

Nesta secao daremos condigoes suficientes e necessarias para que um ponto singular
de Z em X seja monodromico.

Proposicao 1.2.1. Sejam X eY campos de vetores associados aos sistemas (1.2) e (1.3)
respectivamente. Se p é um ponto singular isolado de Z em ¥ e X f(p) = X2f(p) = 0,
entao p € um ponto singular de X. Analogamente, se p € um ponto singular isolado de
ZemXY eYf(p)=Y%f(p) =0, entdo p é um ponto singular de Y.

Demonstragao. Temos p = (x0,0), entao
X f(p) =< X(p),Vf(p) >=< (a"zo + ™, cTzo + 57),(0,1) >= cTao + 7.

Como p é ponto singular isolado de Z em X e X f(p) = 0, segue que ¢t # 0 e entdo
7o = —3* /", isto ¢, p = (=B+/c*,0). Note que X f(p) = Q*(p) e

X?f(p) =< X(p), V(X f)(p) >=< (P*(p),Q*(p)), (c*,d") >=c"P*(p) +d* Q" (p).

Como X f(p) = X2f(p) = 0, segue que p é ponto singular de X. De modo analogo,
provamos o resultado para o campo Y.

]

Corolario 1.2.1. Sejam X e Y campos de vetores associados aos sistemas (1.2) e (1.3)
respectivamente. Se p € um ponto de dobra de X ( respectivamente Y ), entdo X ( respec-
tivamente Y ) tem contato de ordem 2 com X..
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Demonstracdo. A demonstracao deste resultado segue diretamente da Proposicao 1.2.1.

]

Proposicao 1.2.2. Seja p um ponto singular de Z = (X,Y) em X. Se p é um ponto
singular monodromico, entao X f(p) =Y f(p) = 0 e existe uma vizinhan¢a V de p em %
com X f-Yf, >0 exceto em p.

Demonstracao. De fato, pois se a condigao necessaria enunciada na proposicao nao for
satisfeita, entao p tem uma Orbita caracteristca em > e assim p nao seria um ponto
singular monodromico de Z.

O

O teorema abaixo classifica os pontos singulares monodromicos de Z.

Teorema 1.2.1. Seja Z = (X,Y) um campo de vetores descontinuo. Suponhamos que
p € um ponto singular de Z em ¥ tal que X f(p) =Y f(p) =0 e XfY fi, >0 em uma
vizinhanga de p em 3 exceto em p. Com essas hipdteses, sequem os sequintes resultados.

i) Se X(p) # 0 e Y(p) # 0 entdo p € um ponto singular monodromico de Z se, e
somente se, p é uma dobra de ordem n de X com X" f(p) <0 e p € uma dobra de ordem
m deY com Y™ f(p) > 0.

ii) Se X(p) =0(Y(p) =0) eY(p) #0 (X(p) #0), entao p € um ponto singular
monodromico de Z se, e somente se p é um ponto singular monodrémico de X (Y) ep €

uma dobra de ordem n de'Y (X ) com Y"f(p) > 0(X"f(p) <0).

iii) Se X(p) = Y(p) = 0 entdo p € um ponto singular monodréomico de Z se, e
somente se p € um ponto monodromico de X eY .

Demonstragao. Como p é um ponto singular de Z tal que X f(p) =0=Y f(p) e X[ -
Y fi, > 0 em uma vizinhanga V' de p em ¥ exceto em p, segue que p ¢ um ponto singular
isolado de Z. Agora, p é um ponto singular monodromico de Z se, e somente se p é
isolado e Z nao possui oOrbitas caracteristicas em p. Portanto, as hipéteses e as condigoes
em cada caso sao necessarias e suficientes para a nao existéncia de orbitas caracteristicas.

]

1.3 Formas Normais
Nesta secao iremos estudar as formas normais de campos de vetores descontinuos
Z = (X,Y) onde X eY sao campos de vetores associados a (1.2) e (1.3) respectivamente.

Em sistemas suaves polinomiais, podemos fazer uma mudanca de coordenadas,
incluindo o rescalomento da variavel independente, que permita reduzir o niimero de
parametros. Em sistemas diferenciais por partes formados por duas regioes separados por
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um segmento, podemos fazer mais simplificagdes dos parametros, veja [1]. Assim, pode-
se fazer duas mudancas de variaveis, incluindo rescalonamento da variavel independente,
diferentes em cada subsistema que mantém as propriedades abaixo:

1. a mudanga de varidveis deve ser nao degenerada;

2. cada ponto (x,0) de ¥ deve ser transformado por as ambas mudanc¢as de varidveis
no mesmo ponto (z,0) de X;

3. 0s pontos singulares reais e virtuais devem permanecer na mesma regiao na qual
estavam anteriormente;

4. o rescalonamento da varidavel independente deve ter o mesmo sinal para os dois
subsistemas.

Vamos encontrar entao as mudangas de coordenadas que satisfaz as condigoes
acima. Primeiramente, vamos considerar o sistema geral

(0) =6 w ) (5) ()

Olhando para o item 2 devemos ter ETz+ It = E-z+1",0oquenos dd E* = E~
e IT = I~ que denotaremos por Et = E~ = Ae I™ = I~ = D. Por outro lado,
Gte+J"=0=Gx2+J oquenosdd G" =0=G e J" =0=J". Olhando o item
3 agora, temos, se y < 0 entao (u,v) deve estar em >~ isto é, H y < 0. Logo H~ > 0.
De modo andlogo, concluimos que H+ > 0. Para satisfazermos o item 1, devemos ter

+

det < 1(/_)1 [];i > # 0 o0 que nos d&d (AHT)(AH™) # 0, isto é, A # 0.

Denotando F'* = BT ¢ H* = C*, a mudanca de varidvel que mantém todas as
condigbes acimas é dada por (z,y,t) = (u,v,T) tal que

(0)=(6 &) ()+(7), a4

no qual, T'= K*t, KT K~ > 0 (condicao 4), A#0e C* >0, C~ > 0.

Como estamos interessados em resolver o problema do Centro — Foco para este
tipo de campo de vetores, vamos impor algumas condi¢oes. Primeiramente, vamos supor
que os sistemas (1.2) e (1.3) sdo ndo degenerados, isto é, ambos possuem um tnico
ponto singular. Além disso, vamos impor também que Z possui um ponto singular
monodromico p. Assim, pela Proposigao 1.2.2, temos X f(p) =Y f(p) =0e X f-Y fi, >0
em uma vizinhanca de p em X exceto em p. Note ainda que

Xf(,y) Y [, 9) =< X(2,0), Vf(2,0) >< V(,0), Vf(z,0) >=



=< (atz+aT,cte+57),(0,1) >< (az+a ,ccz+57),(0,1) >=

= (e + )z + ) =t + (B + e BN+ 767, (1.5)
ou seja, X f(z,y) - Y f(w,y) = ctema? + (cFB™ + 7 )a + 67
Portanto, X f(p) =Y f(p) = 0 implica p = (—f—j, 0) = (%,O) e entao

B~ —c pT=0. (1.6)

Assim, se (1.6) é satisfeita e ct¢™ > 0, como (1.5) é um polinémio quadratico, segue
que X f(x,y).Y f(z,y)|, possui uma tnica raiz quadrada em p e X f(z,y)-Y f(z,y)), > 0
em X exceto em p. Dai, temos o seguinte resultado.

Corolério 1.3.1. Sejam X e Y campos de vetores associados aos sistemas (1.2) e (1.3)
respectivamente. Se p € um ponto singular monodréomico de Z = (X,Y') entao ¢Tc¢™ > 0,
ctBT —c BT =0, ep é o tunico ponto singular monodrémico de Z.

Os pontos singulares monodromicos sao classificados pelo Teorema 1.2.1, no qual
temos trés casos considerados. No entanto, para simplificar o estudo vamos apenas
distinguir dois casos. No primeiro, p é uma dobra de X ou Y, que corresponde aos casos
() e (ii). De fato, sempre podemos supor p um ponto de dobra de X, caso contrério p
¢ um ponto de dobra de Y e basta fazer assim uma mudanca de variaveis da forma

u) (1 0 x
v ) \0 —1 y )’
e assim, consideremos o campo de vetores descontinuo Z = (Y, X). O segundo caso

corresponde ao caso (i), no qual p ndo é um ponto de dobra de X e nem de Y. Portanto,
pela Proposigao 1.1.1 temos X (p) = 0 = Y(p). Considere entao dois casos:

Casol:cte™>0,c"B~—c BT =0e X%2f(p) #0. Como

_gt
X2f(p) = X2F(T0) = ~(a* 8t — o), (17)
segue que a” T —cta™ > 0, pois caso contrario p teria uma dérbita caracteristica. Como
+3- .
ctB™ — ¢ Bt = 0, segue que, ST = % Assim, fazendo a mudanca de coordenadas
(1.4) com
+ +
A= ey BT = memean
O+ = 1 B = ctd—
(K2 (atfF—cFat)’ K¥c (atpr—crat)
- + o ﬁ+
C” = o c@p—ay D= mras—an

9



os sistemas (1.2) e (1.3) ficam na forma
T = trtKte —det™(KT)*y —1
y = x

o _ _ ct(a B~ —c a " )K~
tr-K~z —det™ (K~)%y — C,((a+g+_c+a+§K+

jo=a

respectivamente, onde tr* = a* 4+ d* e dett™ = aTd® — b*ct. Assumindo dett =

atd* — brc* # 0, podemos tomar K+ = \/\;T’ e entao conseguimos obter a seguinte
€

forma normal para este caso

T = ar+by—1
y =

Y

T = cr+dy+«

)

y = «
_ _ _ trt _ tr— _ C+(‘1757_070¢7)\/ |det |
onde b = +1,d = +1, a = @ c= ] a = @B —crarae| Note que

ACT >0, AC- >0,KTK- >0,C">0eC™ > 0.

De fato, fazendo T = ﬁt, temos j—:’; = %j—% = fl—fKi. Usando a mudanca de

coordenadas (1.4), temos

_ Bfv _
CtA D

ole

u=Ar+ BTy+ D L r=
v=Cthy =

<
|
3

Por outro lado, temos
w = (KT)(Az+ Bty+ D)
v = (KT)Cty.

Assim, substituindo & e y na equacao acima e expandindo em termos de u e v,

temos

. +ot + + Bt)2¢t +d+
= (K*)(u(a® + 255) + o(—a* 55 + 058 - B 4 Bl
(—a*D + Aat — BX<ID 4 p+ )

o= (KT (w(ECE) 4+ o(ZE{E + dt) — €2 4 o+,

10



CtctK+ 1

A
BfctK+ dt

E portanto, devemos ter =T
_C+cﬁADK+ +CTBYKT = 0

Com isso, concluimos que

ct = ﬁ?{Jr
Bt = AL++
A
D = 48
ou
A = CtctK*
Bt = Ctd*K* . (1.8)
D = CtBYK+

Note ainda que temos mais uma condicao a considerar, devemos ter

—a‘*‘D—i—Aoﬁ—%—i—B*‘ﬁ‘F:O.

Fazendo a substituicao de (1.8) nessa tltima condi¢ao obtemos os valores de CT,
BT, Ae D. Para obtermos os valores de B~ e C~ devemos utilizar a expressao do campo
Y e o procedimento ¢ anédlogo.

Caso 2 : ¢te™ > 0, ¢t —c T =0e X(p) = Y(p) = 0. Neste caso temos
X?2f(p) =Y?f(p) = 0. Note que

V2 () = Y2 F(0) = (B — o). (19)

Por (1.7) e (1.9) temos atf* —ctat =0=a" " —c a” ecomo ¢~ —c T =0,
segue que

++ -5+ -5+
+ _ a8 - _a$B - _ B
O{—C+,O[—C+75—C+.

Fazendo novamente a mudanga de coordenadas dada por (1.4) com A = (¢7)?c™ K™,
Bt = ctedtKt, B~ = (¢")2dK*, O~ = KL O — ¢tem e D = cte BYKT os
sistemas (1.2) e (1.3) tornam-se

i = tr'Kte —dett(KT)%y
y =

= tr- Kz —det (K )%
y =

11



1

\/|det=|’ ©

respectivamente. Assumindo det®™ = a*d* — b*ct # 0, podemos tomar K+ =

assim a forma normal para este caso se torna

T = ar+by

jgo=a
e

T = cr+dy

go=a

= = — - _tro + - -
onde+b—j:1,d—i1,a—\/mec—\/m. Note que ACT >0, AC™ >0,KTK~ >
0,CT>0e(C™ >0.

De fato, obtemos os termos B*, C* e D, tomando A = (¢*)?2¢” KT e procedendo
de modo analogo ao caso 1

Dos casos 1 e 2 vistos acima, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 1.3.1. Seja Z = (X,Y) um campo de vetores linear descontinuo com X eY
determinados pelos sistemas (1.2) e (1.3) respectivamente. Se X,Y sao nao degenerados,
p € um ponto singular de Z em 3 tal que X f(p) =Y f(p) =0 e XfY fi, >0 em uma
vizinhanca de p em X, exceto em p, isto é, ctc™ > 0, ¢~ — ¢ T = 0, entao, existe
uma mudanga de coordenadas (1.4) tal que os sistemas (1.2) e (1.3) tornam-se

T = ar+by+p,

J = = (1.10)
e

T = cx+dy+a, (1.11)

y = z, '
respectivamente, com b = +1, d = £1, no qual 3 = -1 e a > 0 se X2f(p) < 0 ¢

f=a=0seX(p)=0=Y(p).

Além disso, esta mudanca de coordenadas é um homeomorfismo que preserva os
pontos do conjunto de descontinuidade 2, aplicando os seus respectivos arcos de costura,
deslize, escape, pontos de dobra e singularidades dos campos de vetores X e¢ Y em
arcos e pontos do mesmo tipo. Mais ainda, a mudanca de coordenadas estabelece uma
equivaléncia topolégica entre os campos de vetores descontinuo determinado por (1.2)-
(1.3) e (1.10)-(1.11) para todas as érbitas que nao possuem pontos em comum com os
conjuntos de deslize e escape. De fato, pois dos sistemas (1.2)-(1.3) temos

X - f|(x’0) =ctz+ p7 .

12



Y - f‘(m’o) =cr++6".

Utilizando a forma normal (1.4) temos

_ + _u B¥v D
wo= AffB y+D v = G-45F 3
v = C*y y = &=
Logo,
1 _ or sev >0
f(u,v) {Ci_sev<0
e
@ = (a* +d5)u— (atd* — bt —1 = PE(u,v),
Vo= u = Q*(u,v).

Assim, temos X = (P*(u,v), Q" (u,v)) e Y = (P~ (u,v), Q" (u,v)). Dai,

_ 1
X fiwo = v = (a™ Bt —cta™)(Azx + D) = cte 4+ 5+

~ 1 (et B —ctat -
Y flwoy = gzu= el e )(Ar+ D) = S(ctw+ ).

Note que & > 0 pois C~ > 0. Logo, (X-ﬁ(w))(f/-f‘(u,o)) = MX " fi@0) Y fizo),
A > 0 e temos assim nossa afirmacao demonstrada.

13



CapriTULO 2

Problema do Centro-Foco em Duas
Z.onas

O problema do Centro-Foco para campos de vetores lineares por partes em duas
zonas (como no caso continuo) consiste em determinar condigoes necessarias e suficientes
que permitam distinguir quando uma singularidade monodromica é um centro ou um
foco e pode ser estudado usando as formas normais encontradas em (1.10)-(1.11). O caso
(i) estabelecido no Teorema 1.2.1 corresponde as formas normais com = —1 e a > 0.
O caso (ii) corresponde as formas normais com § = —1 ¢ & = 0 e no caso (iii) temos
B =0 = a. Além disso, de (1.10) e (1.11) e do Corolario 1.2.1 segue que a orgiem ¢é o
Unico ponto singular de Z em X..

Primeiramente, vamos estudar o Problema do Centro-Foco associados aos campos
X e Y nas formas normais (1.10) e (1.11) com f = —1 e @ > 0. Usaremos algumas das
técnicas do artigo [1].

A seguir iremos distinguir os seguintes casos.

2.1 Caso1l

Os autovalores das partes lineares de X e de Y sao reais com dois autovetores
linearmente independentes, isto é, a® +4b > 0 e ¢® + 4d > 0.

A 6rbita passando pelo ponto g = (r,0) do sistema (1.1) tendo como subsistemas
(1.10) e (1.11) com = —1 e a > 0 é dada por

+_ + +_ + +_ + +_ +
¢+<t q) _ 7'/\1 1 e)\l t 7')‘2 1 )\2 t l’)\l 1 e)\lt _ J:’)\Q 1 6)\2t + 1 (21)
’ Va2+4b Va2+4b 7 AT VaZ+4b A5 Va2+4b b !
- rALta ATt A ta AT A e ATt A ta At o«
= —_— 1 e S— 2 _ 1 —_—_— 2 pd
¢ (t’ q) ( \/02+4de \/02+4d6 ’ /\1_\/02—|-4d6 )\2_\/02—4—4(16 + b ) (22)
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+ __ a+Va2+4b + _ a—+Va?+4b — _ ctVc2+4d — _ c—Vc%+4d
onde, \f = SEVETED N+ _ ooVaTEID o _ chVEHH o )\ _ eoVeHAd

De fato, para provarmos esta afirmacao, observe que o sistema norte é dado por
lfl _ a b T + -1 ‘
To 1 0 ) 0

. . D b
Escrevendo o sistema acima na forma vetorial £ = Ax 4+ v, onde A = < ? 0 ) e

v = (—1,0)T, queremos resolvé-lo com a seguinte condicdo inicial z(0) = ( 6 ) .

Vamos fazer a seguinte mudanca de coordenadas y = x + A~'v. Observe que
esta mudanca de coordenadas translada o ponto singular para a origem. Assim, & = ¥
ey=12=Arx +v = Aly — A ) + v = Ay, ou seja, obtemos o sistema gy = Ay

com condicdo inicial y(0) = 6 + A7'b. Seja P a matriz cuja as colunas sao os
autovetores de A. Considere agora a seguinte mudanca de coordenadas u = P~ly.

Assim, @ = P~y = P"'Ay = P"'APu = Du, onde D = ( Aol AO ) e N,i =12
2

sao os autovalores da matriz A. Note agora que a condigao inicial u(0) é dada por
P—l(( g > + A7),

Resolvendo o sistema @ = Du com a condigao inicial «(0) dada temos

eMH(—=2rb — a + Va? + 4b)
2bv/a® + 4b

“= et (=2rb 4 a + Va2 + 4b)
N 2b\/a? + 4b

Fazendo agora y = Pu, encontramos

Va2 + dbertr + \/MeAltry— 2eMt 4 2etet _ photypg 4 phitpg
2v/a? + 4b
—2eMtrh — eMta + Va2 + dbeMt + 2eM2trb + eMta 4+ Va2 + 4ber?t — 2v/a? + 4b
2bv/a? + 4b

E por fim, susbtituindo o valor de y em z = y — A~'v, obtemos a férmula (2.1).
De maneira andloga obtemos a expressao (2.2).
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Vamos determinar o tempo t*, em funcio de r, necessdrio para ir do ponto (r,0)
para o ponto (r*,0) através do fluxo ¢*(¢, (r,0)) dos sistemas norte e sul, respectiva-
mente. Note que isso é possivel pois

4 (“f—*lex\ft I e S T ;) o= r(A —A3) —1
dt \ AT Va2+4b A Va2+4b b ) 1t=0— NZEEwT)

é diferente de zero para r suficientemente pequeno. Dai, pelo Teorema da Fungao
Implicita, é possivel determinar ¢t* como uma funcao de r resolvendo a equacao ob-
tida igualando a segunda componente de ¢T (¢, (r,0)) a zero. Analogamente, podemos
expressar t~ como funcgao de r.

Como nao é possivel isolar ¢ = t* resolvendo as equacdes obtidas igualando a
segunda componente de ¢*(¢, (r,0)) a zero, vamos expandir a segunda coordenada de
¢t (t, (r,0)) em série de Taylor na varidvel t. Em seguida, escrevendo a série de Taylor
de t(r), isto é, t = byr + bor? 4+ bgr3 + - - - | e substituindo esta expressdao na série anterior
obtemos a expansao da segunda coordenada de ¢*(t, (r,0)) em uma série de poténcias
de r. Agora, igualando esta série de poténcias de r a zero, podemos obter os valores dos
b;’s em funcao dos parametros a e b do sistema norte. De forma andloga, pode-se obter
uma expansao para t~ em poténcias de r.

Para exemplificar o método, vejamos explicitamente como fazer o calculo de b; e

bs.

Fazendo a expansao de Taylor na variavel t em ¢ = 0 da segunda coordenada de
¢t (t, (r,0)) até ordem 3 temos

bANT —AJ) + Va2 +40AT A r(A\ = At N (=T + (\))?r+ A5 — fr(>\2+)2)1t2Jr
bva? + 4b\T AT Vva?+4b 2v/a? + 4b

—(A)?H AP+ ()2 = r(Ag)°

+ +0(t") =
6+ a2 + 4b ()
1 1
=rt+ 5(—1 + ar)t2 + 6(—@ +a’r + br)t3 + O(t4) (2.3)

Substituindo ¢ = byr + byr? + b3r® + byr* em (2.3) temos
(b1 + bor? + byr® + byrt) + S(=1 4 ar)(bir + bor? + bgr® + byr*)*+

+5(—a+ a®r + br)(bir + byr? + byr® + byrt)? =

b2
= (b= )" +

—ab?
6

+ bQ + %(lebg))r?’ —|— O(’T‘4) (24)
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Expandindo a expressao acima em funcao de r, temos que o coeficiente de r é zero
2 2

b b
e o coeficiente de 12 é by — 51 Resolvendo b; — 51 = 0, temos b; = 0 ou b; = 2. Note que

b; = 0 nao nos interessa, pois caso contrario terfamos todos os b;s iguais a 0. Portanto,
iremos considerar b; = 2. Substituindo b; = 2 em (2.4), obtemos que o coeficiente de 3
é

—4a 1 L(da — 4by) + bs.

Resolvendo —43—“ + %(4a — 4by) + by = 0 encontramos by = %a Substituindo by = 23—“
em (2.4) encontramos que o termo que multiplica 7* que é dado por

3(—a? = b) + §(=8a% + 8(a® + 1) + (757 — dba) + by,

Resolvendo 2(—a®—b)+ (—8a*+8(a?+b)) + %((20;2) —4b3) +b3) = 0 encontramos
bs que ¢ dado por 2(2a* + 3b).

Continuando com o processo acima obtemos

t+ — 9 + 2—a’f’2 4 2(2@2 + 3b) 7’3 4&(11@2 + 276) 7'4
3 9 135 405

2(52a* + 108a%b + 8107
(52a” + 10807 + 81Y7) 5 9

De modo analogo encontramos ¢~ .

f_ 2 20, 2207 +3h) o da(lle’ +27b) , 2(52° +108a% + 81K) 2.6
a 3a? 93 135a 405a5

Agora, substituindo ¢ = t* na primeira componente de ¢* (¢, (r,0)) = (r*,0) e t =
t~ na primeira componente de ¢~ (—t, (r,0)) = (r~,0), obtemos r* = R*(r). Podemos
calcular agora a aplicacao de Poincaré R(r~) = RT((R7)"*(r7)) e calcular as solugoes
de R(r~) = r~ que nos dard drbitas peridédicas. Sendo assim, tendo como obejetivo a
simplificacao dos calculos, ao invés de considerarmos esta aplicacao, vamos considerar a
aplicacao de Poincaré dada por II(r) = R (r)— R~ (r) = r*—r~, cujos zeros determinam
exatamente o numero de érbitas periddicas. Os coeficientes V; de II na expansao de
Taylor, isto é,

(r) = Vo + Vir + Vor? + Var® + Vyrt + Vard + VerS + - -

sao chamados de coeficientes de Lyapunov. Note que Vi = 0, pois I1(0) = 0. Além disso,
Vi = 0 como veremos a seguir. Iremos calcular explicitamente apenas os dois primeiros
coeficientes, os demais se calculam de maneira semelhante.

Fazendo a expansao de Taylor na variavel ¢t em ¢ = 0 de ordem 4 da expressao
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A -1 /\{ft_r/\;_—l At

va2+4b va?+4b

temos
r+ (=1 +ar)t + 3(—a+ a*r + br)t? + §(—a® — b + a®r + 2abr)t3.

Sustituindo (2.5) nessa ultima expressao obtemos

r+ (=1+ar) (2r+ 2a3r2) : (2.7)

De modo analogo para

rA] +a At A, +a Ayt

Ve2+4d € Vc2+4d €

obtemos
2r  2cr® (4 +6d)r?
r+(—a—cr)| —— + . 2.8
( ) (a 3a? 9a3 (2:8)
Subtraindo da equagao (2.7) a equagao (2.8), obtemos
2(c+ 4 2_ 2.2
H(r) = — el 4 HEgeedy,
Continuando o raciocinio, obtemos os sete coeficientes de Lyapunov.
Vi =0,
o 2(ctaa)
Vo= ey
Ve — 4(c*—a“a®)
3 902 9
vV, = _2(9dc+22¢34+22a3 03 +9aa’b) (2.9)
‘/5 o 4(27c2d+26c4713(?34044727(120441;)
- 4 )
Vi — 2(100c5+274c?1§117603d+100a5a5+27aa5b2+176a3a5b)
6 — 94505 :

Note que V3 = Vi, lezaa) logo se Vo = 0 temos V3 = 0. Além disso, quando V, = 0,

3a
temos ¢ = —aa. Substituindo o valor de ¢ em Vj, V5 e Vi obtemos
‘/4 _ 2a(1d5—a(;2b)
_ 4a?(d—a?b)
‘/5 - 152
Vi — 2a(d—a?b)(27d+176a3 o +2702b)
6 = 94507 :
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Note que se Vo = 0 =V, entao V5 = 0 = V4. No entanto, gostariamos que todos os
V; fossem zeros, pois assim provariamos a existéncia de um centro. Entao, se Vo = 0 = V},
temos a seguinte relacao

Pelas formas normais (1.10) e (1.11), sabemos que b = £1 e d = £1. Portanto, das
condigbes acima, temos os seguintes casos: {a = 0=c,b=1=4d}, {c = —a,b=1=
dya=1}e{c=—a,b=—-1=d,a=1}.

No primeiro caso temos

tt = log(%)
t— = log(2=)
rt = —r
r = -r

0 que prova que a origem ¢ um centro.

Nos dois dltimos casos, ndo é possivel obter uma expressao explicita de t*, mas
é facil ver que P*(z,y) = —P (z,—y) e Q1 (z,y) = Q (z,—y) e temos assim, pela
simetria do sistema, um centro na origem.

2.2 Caso 2

Os autovalores da parte linear de X sao reais com autovetores linearmente independentes
e a parte linear de Y tem um autovalor duplo com um autoespaco de dimensao 1, isto
é,a>+4b>0e c*+4d =0 com ¢ # 0. Sabemos que a érbita passando pelo ponto (r,0)
do sistema (1.1) tendo os subsistemas (1.10) e (1.11) com 8 = —1 e a > 0, é constituida
por ¢t (t,(r,0)) dada em (2.1) e

¢~ (L, (r,0)) = ( LE22gedt 4 pedl, wi2agest _ dopest 4 da ) (2.10)

Analogamente ao caso 1, temos que os primeiros seis coeficientes de Lyapunov sao
dados por

Vi =0,
2
Vo, = — (c;—aa) :
Ve = 4(c?—a?a?)
3 - 2 )
_ 79c%+88a3a3+36aa b (2'11)
Vo= 1
4 4 2 .4
‘/'5 — 104 108a « b
Ve — —92c +1600a5a5+2816a3a5b+432aa b2
6 - 75605
Novamente, V5 = 0 implica em V3 = 0. Além disso, quando V5 = 0, isto é, ¢ = —aaq,

temos V, = w. Note agora que V; = 0 se, e somente se a = 0 ou a® +4b = 0. No

entanto, a = 0 implica ¢ = 0 (absurdo pois ¢ # 0) e a® + 4b > 0 por hipdtese. Portanto,
Vi # 0 e assim a origem sera um foco estavel se V; < 0 ou instavel se V; > 0.

19



2.3 Caso 3

Os autovalores da parte linear de X sao reais com dois autovetores linearmente indepen-
dentes e a parte linear de Y possui dois autovalores complexos. Temos assim, a®+4b > 0
e ¢ +4d < 0. Sabemos que a drbita passando pelo ponto ¢ = (r,0) do sistema (1.1)
tendo os subsistemas (1.10) e (1.11) com = —1 e a > 0 é constituida por ¢* (¢, (r,0))
dada em (2.1) e

¢~ (t,q) = ( reM cosvt + "2kt sin(vt), Leit cosvt + 2 Celtsin(vt) — &) (2.12)

onde p=gev= —”_(CQW. De modo analogo ao caso 1, os primeiros cinco coeficientes
de Lyapunov na origem sao dados por (2.9). Logo, obtemos as mesmas condigoes, isto é,
¢ = —aa e d—a?b = 0. Utilizando as formas normais (1.10) e (1.11), sabemos que b = +1,
d = +1ecomo a > 0, c2—4d < 0, temos novamente dois casos {a = 0 =c,b = 1,d = —1}
e{b=—-1=d,c=—a,a=1}. No primeiro caso, {a =0=1c¢,b=1,d = —1}, temos

tt = log(+)
t— = arctyg( QET_O;Q )
rt = —r
r- = —r
0 que nos garante que a origem é um centro. No segundo caso, {b = —1 = d,c =

—a,a = 1}, nao é possivel obter uma expressao explicita de t*, mas é facil ver que
Pt (z,y) = —P*(z,—y) e Q" (x,y) = Q (x,y), e daf pela simetria do sistema, a origem
¢ um centro.

2.4 Caso 4

A parte linear de X tem um autovalor duplo com um autoespaco de dimensao 1 e a parte
linear de Y possui dois autovalores reais com dois autovetores linearmente independentes.
Temos assim, a?+4b = 0 e ¢* +4d > 0. Sabemos que a drbita passando pelo ponto (r, 0)
do sistema (1.1) tendo os subsistemas (1.10) e (1.11) com = —1 e a > 0 é constituida
por ¢~ (t,(r,0)) dada por (2.2) e

¢ (t,(r,0)) = ( “2test +red!, 2fest 4 Ledl — 4 ). (2.13)

De modo andlogo ao caso 1, os primeiros seis coeficientes de Lyapunov na origem
sao dados por
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Vi =0,

- 2(c+aa)
Vo = 3q
Ve = 4(c?—a oc2)
ST (2.14)
V, = — 36dc+88c3+79a3a3 :
- 3
Vi — 1O4c4+108dc%—77a
5 = 4050
Ve — 432cd2+2816c5d+1600c5+923a5a5
6 = 756005
Note que se Vo = 0, entao V3 = 0 e ¢ = —aw. Além disso, temos também V, =
; 3 )

2 2 Ad ) ’ i
a(asga;r ) Agora, V; = 0 se, e somente se a = 0 ou a?a? + 4d = 0, mas isso nao é

possivel, pois pela hipdtese a # 0, caso contrario teriamos b = 0 (absurdo pois b = £1).
Portanto, V, # 0 e neste caso teremos um foco estavel se V; < 0 ou instavel se V; > 0.

2.5 Caso 5

As partes lineares de X e de Y possuem um autovalor duplo com um autoespacgo de
dimensao 1. Temos assim, a? +4b =0 e ¢ + 4d = 0 com ac # 0. Sabemos que a 6rbita
passando pelo ponto (r,0) do sistema (1.1) tendo os subsistemas (1.10) e (1.11) com
B =—1ea>0é constituida por (2.13) e (2.10).

De modo analogo ao caso 1, os primeiros seis coeficientes de Lyapunov sao dados

por
Vi =0,
__ 2(ctaq)
Y= 4(c? —%1%&2)
Vs = BT
V., = 79(c +a a?)
27907 5
_ 7(c*—ata
Y5 = 923?0%+923a5a5)
Vo = 756005 ’

Note que se V5 = 0, entao V3 =V, = V5 = V5 = 0. Queremos provar aqui que todos
os Vs sdo zeros, pois assim, teremos um centro. De V5 = 0, temos ¢ = —a«. Denotando
¢+<t’ (7”, 0)) = (gbi_(t? T)7 gb;_(t? T)) e¢ (tv (T, 0)) = (¢1_ (tv r>’ ¢y (t’ T))7 segue de ¢ = —aa e
(2.13) e (2.10) que ¢ (—t,r) = ¢ (at, 1) € ¢5 (—t,r) = —1¢F (at,r). Assim, T =at™ e
entao a origem é um centro.

2.6 Caso 6

A parte linear de X tem um autovalor duplo com autoespago de dimensao 1 e a parte
linear de Y possui um par de autovalores complexos, isto é, a> +4b =0 e ¢* + 4d < 0.
Sabemos que a orbita passando pelo ponto (r,0) do sistema (1.1) tendo os subsistemas
(1.10) e (1.11) com 8 = —1 e a > 0 é constituida por (2.13) e (2.12) respectivamente.
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De modo anélogo ao caso 1, os primeiros cinco coeficientes de Lyapunov na origem sao
dados por (2.14). Note que V; = 0 se, e somente se a = 0 ou a’a? + 4d = 0, mas isso nao
é possivel pois pela hipétese a # 0, pois caso contrario teriamos b = 0. Portanto, Vj # 0
e neste caso teremos um foco estavel se V; < 0 e instavel se V; > 0.

2.7 Caso 7

Os autovalores da parte linear de X sao complexos e a parte linear de Y possui dois
autovalores reais com dois autovetores linearmente independentes. Temos assim, a® +
4b < 0 e ¢® + 4d > 0. Sabemos que a 6rbita passando pelo ponto ¢ = (r,0) do sistema
(1.1) tendo os subsistemas (1.10) e (1.11) com § = —1 e @ > 0 é constituida por

¢ (t,q) = ( re' cosvt + “2et sin(vt), —tel cosvt + Eteeitsin(vt) + 1 ), (2.15)

a v/ —(a?+44b) _
s ¢ ¢

onde = § ev = (t,(r,0)) é dada por (2.2). De modo andlogo ao caso
1, os primeiros cinco coeficientes de Lyapunov na origem sao dados por (2.9). Logo,
obtemos as mesas condicoes, isto é, ¢ = —aa e d — o?b = 0. Utilizando as formas
normais (1.10) e (1.11), sabemos que b = +1, d = 1 e como a > 0, a* — 4b < 0, temos

novamente dois caos {a =0 =c,b=1,d= -1} e {b=—-1=d,c = —a,aa = 1}. No

primeiro caso, {a =0 =c¢,b=1,d = —1}, temos
2
tt = arctg(:%=),
t= = log(2th),
rt = —r,
rTo= -,
0 que nos garante que a origem é um centro. No segundo caso, {b = —1 = d,c =

—a,a = 1}, nao é possivel obter uma expressao explicita de t*, mas é facil ver que
Pt(z,y) = =P (z,—y) e Q" (z,y) = Q@ (z,y), e dai pela simetria do sistema, a origem
é um centro.

2.8 Caso 8

A parte linear de X possui um par de autovalores complexos e a parte linear de
Y possui um autovalor duplo com um autoespaco de dimensao 1, isto é, a®> +4b < 0 e
c? +4d = 0. Sabemos que a drbita passando pelo ponto (r,0) do sistema (1.1) tendo
os subsistemas (1.10) e (1.11) com 8 = —1 e a > 0 é constituida por (2.15) e (2.10)
respectivamente. De modo analogo ao caso 1, os primeiros cinco coeficientes de Lyapunov
na origem sao dados por (2.11). Note que V = 0 se, e somente se a = 0 ou a? + 4b = 0,
mas isso nao é possivel pois pela hipdtese ¢ # 0. Portanto, V; # 0 e neste caso teremos
um foco estavel se V; < 0 e instavel se V; > 0.
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2.9 Caso 9

A parte linear de X e de Y possui um par de autovalores complexos. Sabemos que
a drbita passando pelo ponto (r,0) do sistema (1.1) tendo os subsistemas (1.10) e (1.11)
com = —1e a> 0 ¢é constituida por (2.15) e (2.12). Note que

d, 1 2b 1
%(—Eet“ cos(tv) + ;nb—: L et sin ty + E) |i=0=
Tt =T

Dai, podemos usar o Teorema da Funcao Implicita e prosseguir como no caso 1. Os
primeiros cinco coeficientes de Lyapunov sao dados por (2.9) e assim, obtemos ¢ = —a«
e d—a?b = 0. Utilizando as formas normais (1.10) e (1.11), sabemos que b = 1, d = +1
e como o > 0, a®> +4b < 0 e ¢? 4+ 4d < 0, temos novamente dois casos {a = 0 = ¢,b =
—1=d}e{b=—-1=d,c=—a,a =1}. No primeiro caso, {a =0 =¢,b = -1 = d},
temos

tt = arcty( 13’;2 ),

t— = arcty( a§7“_°;2 ),

rt = —r,

r-o= -,
0 que nos garante que a origem é um centro. No segundo caso, {b = —1 = d,c =
—a,a = 1}, nao é possivel obter uma expressao explicita de t*, mas é facil ver que
Pt(z,y) = —P*(z,—y) e Q" (x,y) = Q (x,—y), e dal pela simetria do sistema, a

origem ¢ um centro.

Agora iremos estudar o Problema do Centro-Foco para os casos associados aos
sistemas X e Y nas formas normais (1.10) e (1.11) com f = —1 e @ = 0. Neste caso,
Y possui um ponto singular em 3, isto é, na origem. Além disso, pelo Teorema 1.2.1, o
ponto singular é monodromico, ou seja, a parte linear de Y possui um par de autovalores
complexos e assim ¢® + 4d < 0.

Vamos distinguir os seguintes casos.

2.10 Caso 10

A parte linear de X possui dois autovalores reais com dois autovetores linearmente
independentes, isto é, a® + 4b > 0. Sabemos que a érbita passando pelo ponto (r,0) do
sistema (1.1) tendo os subsistemas (1.10) e (1.11) com 8 = —1 e a = 0 é constituida por
¢t (t, (r,0)) dada em (2.1) e
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¢~ (t, (r,0)) = ( re* cosvt + et sin(vt), Letsinvt ), (2.16)

onde p = g ev = —V_(CQW. Utilizando a notagao dos casos anteriores, por (2.16) temos
cm
2 —
. — Portanto, R~ (r) = —re (¢ + 4d) ,eentdao II = RT(r)— R (r) =
Vv — (2 +4d)

CT

— 2 ~ 7’ e ~ 7 .
R*(r)4reV (€2 +4d)  Neste caso, nao é possivel obter a expressao explicita de R (r),
mas como nos casos anteriores, podemos calcular a série de Taylor de R™ (7). Os primeiros
seis coeficientes de Lyapunov na origem sao dados por

cm

‘/'1 = e\/*(c2+4d) — 1,

2
‘/2 = __aa
43 2
a
V3 = 9
v 2a(22a% + 9b) (2.17)
G =
13
. _4a2(26a§ + 27D)
o 405 ’
v 2a(100a* = 27b* = 176a°D)
6 = — :

945

Claramente Vi = Vo = V3 =V, = V5 = Vg = 0 se, e somente se a = ¢ = 0.
Queremos verificar que todos os Vs sao zeros, provando assim a existéncia de um centro.
Dai se a = ¢ = 0, pelas formas normais (1.10) e (1.11), sabemos que b = +1,d = £1 e
comoa=0,a>+4b>0ec®+4d <0temos {a=0=c,b=1,d = —1}. Assim,

tt = log(™9),
T = m,

rt = —r,
ro= -,

0 que prova que a origem é um centro.

2.11 Caso 11

A parte linear de X possui um autovalor duplo com um autoespacgo de dimensao 1, isto
é, a®> + 4b = 0. Sabemos que a 6rbita passando pelo ponto (7,0) do sistema (1.1) tendo
os subsistemas (1.10) e (1.11) com f = —1 e @ = 0 é constituida por (2.13) e (2.16)
respectivamente.

Analogamente ao caso 10, os primeiros seis coeficientes de Lyapunov sao dados por
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cm
‘/1 = ev—(62+4d) — 17

_ 2a
‘/2 - T 3
Vs = _4a?
— -,
Vv, — 794t (2.18)
- 270 °
Ve = _ T7a*
5 405 )
Ve — 9234
6 — 7560 °

Claramente V; = 0 se, e somente se ¢ = 0. Agora, Vo = V3=V, = V5 =V =0 se,
e somente se a = 0, mas isto nao é possivel por causa da hipdtese. Portanto, V5 # 0 e
neste caso teremos um foco estavel se V5 < 0 e instavel se V5 > 0.

2.12 Caso 12

A parte linear de X possui um par de autovalores complexos, isto é, a® + 4b < 0.
Sabemos que a 6rbita passando pelo ponto (r,0) do sistema (1.1) tendo os subsistemas
(1.10) e (1.11) com 8 = —1 e a = 0 é constituida por (2.15) e (2.16) respectivamente.
Analogamente ao caso (10), os coeficientes de Lyapunov sao dados por (2.17). Logo,
obtemos as mesmas condigoes, a = 0 = ¢. Pelas formas normais temos {a = 0 = ¢,b =
—1 =d}. Assim, temos

tt = arcty( 13’;2 ),
tm = m,

rto= —r,

r- o= -,

0 que comprova que a origem é um centro.

Vamos estudar agora o Problema do Centro-Foco com f = 0 = «. Temos o seguinte
caso.

2.13 Caso 13

As partes lineares de X e de Y possuem um par de autovalores complexos, isto é,
a’? +4b < 0 e ¢ + 4d < 0. Sabemos que a 6rbita passando pelo ponto (r,0) do sistema
(1.1) tendo os subsistemas (1.10) e (1.11) com = 0 = « ¢ constituida por

t(t, (r,0)) = ( retcosvt + Lettsin(vt), Zettsinvt ), 2.19
2v v
(a2 + 4b
onde p = g ev= % e ¢~ (t,(r,0)) é dada por (2.16). Das equagoes (2.19) e
2 2 __am
(2.16), temos t* = . B Portanto, R*(r) = —rev-(@?+)
—(a? + 4b) —(c? + 4d)
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CcT

aT
e R™(r) = —revV-(©2+) 4 reV-(+id ¢ dai

cm

[I(r) = RT(r) — R~ (r) = —rev=(+ib) 4 preV-(+id

Logo, a origem é um centro se, e somente se I1(r) = 0, isto é, ¢ = —a.
Apos estes trezes casos, podemos enunciar os seguintes teoremas. Nos préximos
+ —
. - . , _ cp
teoremas, até que seja dito o contrario, vamos considerar ctec™ > 0,57 = e
o

X?f(p) #0.

Teorema 2.13.1. Assuma que o sistema (1.1) possua uma singularidade monodrémica.
Se os subsistemas (1.2) e (1.3) possuem duas singularidades com dois autovalores reais
e dois autovetores linearmente independentes entdo o sistema possui um centro se, e
somente se

i)tr - =0=tr—, det™ >0 edet” >0 ou

ct(a B~ —c a~ 1/ |de
ii) trt = —tr—, dett >0, det™ >0 e (@b W] _ 1 oy

e (atBt—ctat)y/|det|

ct(a= B~ —c a~ ett
iif) tr+ = —tr—, dett <0, det~ < 0 ¢ =7 JWldetT]
c~ (a*ﬁ*—c*oﬁ)\/\det*\

Demonstracdo. A demonstracao deste resultado esta feito na caso 1 do Problema do
Centro-Foco O]

Teorema 2.13.2. Assuma que o sistema (1.1) possua uma singularidade monodréomica.
Se os subsistemas (1.2) e (1.3) possuem respectivamente duas singularidades com dois
autovalores reais e dois autovetores linearmente independentes e dois autovalores com-
plexos, entao o sistema possui um centro se, e somente se

i)tr-=0=tr", det™ >0 edet” <0 e ou

ct(a= B~ —c a™)4/|dett
ii) trt = —tr—, dett <0, det” <0 e o W]
c(atpt —c+a+)\/|det*|

Demonstracao. A demonstragao deste resultado esta feito na caso 3 do Problema do
Centro-Foco O]

Teorema 2.13.3. Assuma que o sistema (1.1) possua uma singularidade monodrémica.
Se os subsistemas (1.2) e (1.3) possuem duas singularidades com um autovalor du-
plo e um autovetor entdo o sistema possui um centro se, e somente se tr~ = atr™,

ct(a= B~ —c a™)4/|det ™| <0

¢ (atpt 7c+a+)\/|det_|

Demonstracao. A demonstracao deste resultado estd feito na caso 5 do Problema do
Centro-Foco [
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Teorema 2.13.4. Assuma que o sistema (1.1) possua uma singularidade monodréomica.
Se os subsistemas (1.2) e (1.3) possuem duas singularidades com dois autovalores com-
plexos e dois autovalores reais com dois autovetores linearmente independentes, respec-
tivamente, entao o sistema possui um centro se, e somente se

i) trf=0=tr", dett >0 edet” <0 ou

cta=B~—c a™ 4/ |de
ii) trt = —tr—, dett <0, det” <0 e (a”p )/ ldet ]
¢ (atpt —c+a+)\/|det*|

Demonstracao. A demonstracao deste resultado esta feito na caso 7 do Problema do
Centro-Foco n

Teorema 2.13.5. Assuma que o sistema (1.1) possua uma singularidade monodréomica.
Se os subsistemas (1.2) e (1.3) possuem duas singularidades com dois autovalores com-
plexos entao o sistema possui um centro se, e somente se

i) trt =0=tr, dett <0 edet” <0 ou

(g B- —c—a—)/Idett
i) trt = —tr—, det™ <0, det— <0 e i VAL
c( +ﬁ+—c+a+)\/|det—|

Demonstracao. A demonstragao deste resultado estd feito na caso 9 do Problema do
Centro-Foco O]

Teorema 2.13.6. Assuma que o sistema (1.1) possua uma singularidade monodréomica.
Se o subsistema (1.2) possui uma singularidade com dois autovalores reais e dois auto-
vetores linearmente independentes e o susbsistema (1.3) possui um par de autovalores
complexos entdo o sistema possui um centro se, e somente se tr™ =0=1tr—, dett >0 e
det™ < 0.

Demonstracao. A demonstracao deste resultado esta feito na caso 10 do Problema do
Centro-Foco m

Teorema 2.13.7. Assuma que o sistema (1.1) possua uma singularidade monodréomica.
Se os subsistemas (1.2) e (1.3) possuem duas singularidade com dois autovalores com-

ct(a= B~ —c a™)4/|detT|

plexos entao o sistema possui um centro se, e somente se = 0,

c~ (a+5+—c+a+)\/|det—|
trt =0=1tr", det™ <0 edet” <0.

Demonstracao. A demonstracao deste resultado esta feito na caso 12 do Problema do
Centro-Foco n

ctp

Vamos assumir agora cte™ > 0, 1 = , X(p) =0=Y(p), X%f(p) =0 =

Y2f(p), a™ BT —ctat=0=a" " —c a".

Teorema 2.13.8. Assuma que o sistema (1.1) possua uma singularidade monodréomica.
Se os subsistemas (1.2) e (1.3) possuem duas singularidade com dois autovalores com-

ct(a= B~ —c a™)y/|detT|

plexos entao o sistema possui um centro se, e somente se =0ce
c—(a+ﬁ+—c+o¢+)\/|det—\
trt = —tr—.
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Demonstracao. A demonstragao deste resultado estd feito na caso 13 do Problema do
Centro-Foco O]
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CapriTULO 3

Aplicacao de Poincaré e Ciclos
Limites

Neste capitulo, iremos estudar a aplicacao de Poincaré para campos de vetores
lineares por partes em duas zonas em que ambas as dinamicas sao do tipo foco. Este
estudo foi feito por Freire, Ponce e Torres em [5], onde os autores provam também a
existéncia de no maximo um ciclo limite permitindo apenas regices de costura.

Considere o sistema

X*(u,’u):AJF(Z)—i—l’i“r se u>0

<@>_Z(U7U>— X(u,v):A(u)+B se u<0 (3.1)

v

onde A = af; sdo matrizes constantes 2 x 2 e B¥ sdo vetores constantes de R?. Este sis-
tema depende inicialmente de doze parametros. Tal quantidade de parametros pode tor-
nar o estudo do sistema inviavel. Por este motivo iremos reduzir o niimero de parametros
de tal forma que simplifique o nosso estudo.

Proposigao 3.0.1. Assuma que ajyay, > 0 no sistema (3.1). O homeomorfismo (z,y) =
h(u,v) dado por

transforma o sistema (3.1) na forma candnica
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()5 D)) = e
()5 D)) = o

- b b h— %2pt 3= o G2+t At
no qual, = = ajpb; a22b1,b—air2b1 by, a —a1+2(a12b2 agby )

(3.2)

Demonstracao. Vamos determinar o campo X ~. Temos entao,

T =1u=a u+ ayv+ by,

€ como,

) ) a by
isto 6, u=xev=—22—-Ly— . Logo,

Analogamente,

d

y= a(aiu —apv —by) = apt —apd =
= ap(anu+apv+by) —ap(anu+anv+by) =
= (a11a3p — a0 )u + (a19a9 — A1aa5)v + (axnby —apby) =
=det(A")u+a" =D z+a .
Vamos determinar agora o campo X . Temos entdo,

a Q-
. W . ldyp, 4 + +
Q19 aq9

u) afh —aiz 0 T
v ) (P \ R B \y+b )

€ Ccomo




. a a a a 1 b
&= —F(anu+alu+b) = —E(af] (—12:5) +az (—22:v - —y- = ) +0f) =
1

2
biay.
(af} + ady)x — y + (=b7 + 16;12):tT’(A+)IE—y+b:T+m—y+b,

Analogamente,
-+ +
_ i (9l b= ) = aypQgy .
v=7 U —apv — by | = =0 —apt =
t (12 12

R
750
12022 4 + + — o+ + y
—=(aj u+ afyv +07) — app(agu + axnv + by ) =

4p)
-+ + + —
a150 a a 1 by
12+22 (afy < = 55) +afy (_221’ —Y—- _) + b+>
aq9 Ay a19 a1y Q19
+ + -
a a 1 by
-+ 12 + 22 +
_a12(a21 (_ '73) + Qg (_ r——Y— ) + b3 )
ay9 aq9 aq9 a1y

aqy
(aﬁa;g afzagl)x"‘a (a22bJr aEb;):
12

=det(A")x+at =D x+at.

Concluimos assim a demonstragao. Observe agora que o nosso sistema depende

apenas de cinco parametros.
O

Analogamente a obeservacao feita apos o enunciado do Teorema 1.3.1, a mudanca
de coordenadas acima é um homeomorfismo que preserva os pontos do conjunto de
descontinuidade X, aplicando os seus respectivos arcos de costura, deslize, escape, pontos
de dobra e singularidades dos campos de vetores Xt e X~ em arcos e pontos do mesmo
tipo. Mais ainda, a mudanca de coordenadas estabelece uma equivaléncia topoldgica
entre os campos de vetores descontinuos para todas as orbitas que nao possuem pontos
em comum com os conjuntos de deslize e escape.

Nosso objetivo agora é simplificar um pouco mais a forma candnica acima, no caso
em que ambas as dindmicas sdao do tipo foco nas duas zonas, isto é, (TF)? — 4D* < 0.
Portanto, os autovalores de AT sdo da forma A\* = o £+ 5%, com A+ > 0. Note que

T+ =20% e D* = (a®)? + (5*)%

Considere a mudanga de variavel
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x t B~ se x<0

(X,Y,T) — (my %) com f3(x) :{ B+ se x> 0.

Como t = f(x)T, temos e B(x). Dai,

dr
. dX dt d T .
< = G () 0 =
dy dt dy )
= L ar @t (z) = B(2)y.

Assim, usando a forma canonica dada por (3.2) temos o novo sistema

( YX:?J; ) B ( (a—)22i_(5—)2 _o1 ) ( % > - ( aO_ ) se x>0
< YX:Z@)E* ) N ( (a*)ff(ﬂﬂ? _01 ) ( y ) - < ;f ) se x<0.

Logo, (escrevendo X e Y como x e y) para x < 0 e z > 0, temos respectivamente

0s seguintes sistemas

T = 2;—_1:—;%
— ((a—)? —\2 x a
b= @2 (o) - o
ot
T = 26—+a:—y—|—b,

Denotand @ a istema fi f
enotando 'YR — = ,}/L - 5 ar = —— € aj, = ) O sistema I1Ca na 1rorma
B+ B Bt B

()-(2 (D)
()-( D) ()

Para (z,y) # 0, o sistema
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() =02 ) G)-()

possui solucoes da forma

(020) = (00" e )+ (G0 75) 09

onde (7,7) = (5=, 1%?—52 + o) é a singularidade do sistema.

Para facilitar os calculos, iremos recorrer a funcao auxiliar

@, (t) =1 — e (cos(t) — vsin(t)). (3.6)

Note que ¢_-(—t) = ¢,(t) e ¢_-(t) = p,(—t) para todo v,t € R.

3.1 A Aplicagao de Poincaré Py (y)

Para o sistema (3.3), a diregao do fluxo através da reta x = 0 assegura que a O6rbita
comega no ponto (0, ), com 3y > 0, permanece em Y~ até atingir ¥ no ponto (0, ),
com y; < 0 apds um tempo t~. Assim, definimos a aplicacao de Poincaré P;, como sendo
y1 = Pr(y), com Pr(0) = 0. Vamos determinar explicitamente a aplicagdo de Poincaré
PL-

Chamaremos de t~ o menor valor de t positivo que satisfaz z(t~) = 0. Por (3.5) a

solugao (x(t),y(t)) do sistema (3.3) com condigao inicial (z(0),y(0)) = (0,yo) satisfaz

o) — 2k _
L+ 1+

_ ar, B . . 2vrar
et cost™ 4+ ~vrsint”) —sint — .
(1+7§( 8t (yo 1+7%>)

Isolando yy na equagao acima temos

ar ar, _ . 2vrar
=————ce ! , cost™ +ypsint™) + —— =
o= T2 () (s O st
=YLt O, -
aj e yL(t7)
=7 5 — (3.7)
+ 71 sint

Como y(t~) = yi, substituindo yo em

2vrar, - ., —YL _ ., 2vrar,
— =t (1 +92)sint™ | ——=5 | + (cost™ — vz sint — ,
n 1+%% <( 'YL) (1 +7% ( YL )) Yo 1+%%
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temos

YLt~
ap € Py (t)

Yy =

1492 sint-
Dai,
ar e’YLti(p*'YL(t_)
P =— . 3.8
L) = T e (3:8)
Para calcularmos Pj (yo), usaremos as expressoes parametrizadas (3.7), (3.8) e a
dP, dPy, d
fun¢do auxiliar (3.6). Como ——— = —= ﬂ, temos
dyo  dt ' di
t -
Pﬁ(yo) _ 907( ) _ Y o2t (3.9)

@—w(t) - PL(yO)

P
A segunda derivada de Pj, em y, é dada por i d—L / % . Assim, de forma
dt \ dyo dt

andloga ao calculo de Pj(yo) temos

2a2  sinh(ypt™) — ypsint™
1+9% (Pr(yo))?

et

Pf(yo) =

Provaremos abaixo algumas propriedades referentes a aplicacao de Poincaré Py (y).

Proposicao 3.1.1. Assuma que a;, > 0 no sistema (3.3). Entdo, temos as sequintes
propriedades para a aplicacao de Poincaré Pp:

a) Se aryr, = 0 entao Pr(y) = —ye'™™ para todo y > 0

b) Se ap, > 0 entdo a aplicagio de Poincaré P dada em (3.8) é bem definida
para todo y > 0 com t € (0,7); Em particular, temos P(0) = 0 e as quatro primeiras
deriwadas no ponto y = 0 sao dadas por

Pi0) = -1
8L
P// O — _
0 = ot
POy = 3297 (3.10)
o 3a%
7992 — 9
PLIV(()) = _32,}/[/ 4;@3
L

c) Seay >0 e~y #0, entdo para todo y > 0, temos P} (y) <0, lim Pj(y) = —1,

y—0t

lim Py (y) = —e™" e sgn(P{(y)) = -sgn(yz).

Y—00
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Demonstragao. a) Se v, = 0 entao temos T = ar e y = 0. Dal, de (3.8) e (3.7),

—ar (1l —cost 1 —cost P
temos Pr(y) = ar( _ ) ey = M. Logo, L) = —1 o que implica
sint sint Y
Pr(y) = —y.
Se a;, = 0, temos o ponto de equilibrio pertencente a X, isto é, z = 0 = 7. Assim,
de (3.5) temos z(t) = —e ! sintyy e y(t) = €' costyy. Note que z(t) = 0 se, e somente

se t = . Logo, y(m) = —e'="y,.

b) Claramente a aplicagao estd bem definida para todo y > 0 e P(0) = 0. Vamos
determinar entdo as quatro primeiras derivadas de Pp(y) no ponto y = 0 através da
expansao em série de Pr em y = 0.

Procederemos de maneira semelhante ao caso 1 do capitulo 2. De (3.5) e substi-
tuindo gy por € temos

ar _ ar, B o . 2yrar,
t) = + et =+ t7) —sint™ (€ — =
x(t) T, e (1 7 (cos L sint™) — sin (e N 7%) >

ar, —ar (et cost — ettsint(—aryr + yie + €)
1+97

A expansao em série de x(t) em relagdo a t é dada por

1 1 1
—te + §t2(aL — 2vL€) + 6253(2@];7]; —3vie+e)+ ﬂt4(3a,ﬂ% —ap —4yie+ dype) + - -

Substituindo ¢ por bie + bye® + bge® + bye* + bse® na expressao acima temos

1
—(br€ + ba€® + bze® + bye + bse®)e + 5(616 + ba€? + bze® + bye + bse®)?(ar — 27yr€) +
1 1
6(516 + bo€? + bze® + bye + bse®)3(2aryL — 37 +€) + ﬁ(ble + bye? + by + byet +
bs€®)*(3aryi — ap — 4yie + dyre) =

—by + ayb? 1 1
(—1 5 L 1) € + (gaLb‘;”}/L +apbiby — biyp — by)e® + ﬂ(?’aLbLIIV% - aLbzll_}_

+24&Lb%b2’}/L —+ 24CLLb1b3 -+ 12@[})3 — 12b?"}/% + 4bil)’ — 41b1b2"}/L — 24[)3)64 + -

Dai, igualando a expressao acima a zero, isto é, anulando os coeficientes que mul-
tiplicam as poténcias de €, obtemos as expressoes para os b;s. Por exemplo, o coeficiente

—b b? 2
que multiplica €2 é %, o que implica b; = —. Substituindo o valor de by, obte-
ar,
4 4
i;, o que implica by = i; Continuando
3az, aj
2(=3+571) , _ 8u(=9+71)
9a3 T 27at

mos que o coeficiente que multiplica € é by —

com o processo encontramos by = . Assim,
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2¢ Ayt 20577 —3)ed 8y (T — 9)et
b16 + b2€2 + b3€3 + b4€4 I + 7[/2 ( ,}/L 5 ) + fYL( 7L I )
ar, 3at 9a; 27a7

Calculando a série de

2ar7r, 2arvrL . .
t) = + et — cost — vy sint) —ag sint
=T (<y“ Tyqg) (8t Tt m e

e substituindo t por

2¢ 4yt 2577 —3)ed 8y (T — 9)et
“ . 7L2 X (571 i ) . i ( 7L4 )
ar, 3at 9a; 27a7,

temos

_ 4y€? _ 1677¢€’ _ 4(23~F — 9y)e!
3ar, 9a? 27a3

Derivando a expressao acima e tomando ¢ = 0 encontramos (3.10).

c) Por defini¢do Pr(y) < 0 e y > 0, logo de (3.9) segue que P;(y) < 0. Para

provarmos que lim+ P; (y) = —1 note que quando y — 0 temos t — 0, logo
y—0
[ 1— et t— int
lim Pj(y) = lim _pult) = lim — e{cost = S ) .
y—0+ t=0t  @_, (t7) =0t 1 —e t(cost + vy sint)

1 — e (cost — vy sint)

Note quelim — ¢ uma indeterminagao, logo aplicando

t—0t 1 — e Lt(cost + v sint)

1+~7)e "t sint
a regra de L’Hospital temos lim (A +91) .
S0 (1 2 sint

minacao. Aplicando novamente L’Hospital

que é novamente uma indeter-

(1+~2)e™t(yy sint + cost)

t—0+ (1 +~%)e~t(yysint + cost)

Para provarmos que lim Pj(y) = —e”*™ basta notar que quando y — oo temos
Yy—00
t — 7, logo
t~ 1 — et (cost —ypsint
lim P! (y) = tim —2) gy, 2= esind)
Y00 twr o, (t7)  tom 1 —emt(cost + ysint)
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Por fim, vamos provar que sgnPy(y) = —sgn(vz). Note que como (Pr(y))* < 0,
devemos analisar o sinal de h(t) = sinh~y,t — 7y, sint. Vamos considerar v, > 0, para
v < 0 o raciocinio ¢ analogo.

Temos h'(t) = ~pcoshypt — ypcost, h'(t) = ~2sinhypt + ypsint e b (t) =
73 coshvyrt + 7 cost. Note que h(0) = A'(0) = A”"(0) = 0 e 1’(0) > 0 para todo
t € (0,%). Logo h"(t) é crescente em (0,%). Como A"(0) = 0 temos h"(t) > 0 todo
t € (0,%), logo I'(t) é crescente em (0, 7). Novamente como A'(0) = 0 temos h'(t) > 0
para todo t € (0, %), portanto h(t) é crescente em (0, 7).

Dado t € (5, 7), temos sinhyzt > 0 e —ypsint > 0 e ambas sao crescentes pois
vr > 0. Dai, h(t) > 0 é crescente em (5, 7). Logo h(t) > 0 é crescente em (0, 7). Note
que o sinal de h(t) depende do sinal de v;. Portanto sgnP} (y) = —sgn(vr).

]

3.2 A Aplicagao de Poincaré Py(y)

Vamos encontrar agora a forma explicita da aplicagao de Poincaré Pg. Chamaremos de
t* o menor valor de t positivo que satisfaz z(t*) = 0. Por (3.5) a solucao (x(t),y(t)) do
sistema (3.4) com condigao inicial (z(0),y(0)) = (0, z9) satisfaz

ap ar
z(th) — ==
) <1+%%> 1+ 9%

ap . . 2VRar
e Rt ([ costt +vpsintt) —sint™ <z — < + b> )) )

Isolando zy na equacao temos

AR ., o+ aRr 2vRag
Zoe — e VRt . costt +~ptt)+ S 4+ b=
T+ T+ (st ) W
ap e R Prnet)

bt (3.11)

1++%  sintt

Como y(t+) = z1, substituindo zy em

2
21 — ,}/Rag +b =
1+9%

. — . 2vRar
R (1 4 42) sin ¢+ TR + (costt — ypsint™ 20— | b+
(@ asinet (2% ) 4 (eostt —qmsint')) (= (b 3722

temos
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__an "o
1++%  sint*

leb

Portanto,

P ( ) -} QR e’YRtJrSO*’YR(H_) (3 12)
RYZ0TI62 T sintr '

De modo andlogo feito a aplicagao Pr (o), temos

—b

2a% sinh(ypt™) — ygsint™
1+ ”)/?3 (PR(Z()) — b)3

e3Rt"

Pr(2) =

Provaremos abaixo algumas propriedades referentes a aplicacao de Poincaré Pg(y).
Proposicao 3.2.1. Assuma que agp < 0 no sistema (3.4). Entao, temos as sequintes
propriedades para a aplicacdo de Poincaré Pg:

a) Se aryr = 0 entdo Pr(z) = —ze"5™ 4 (1 4 €'27)b para todo z < b.

b) Se ar < 0 entao a aplicagio de Poincaré Pr dada em (3.12) é bem definida
para todo z < b com t € (0,7); Em particular, temos Pr(b) = b e as quatro primeiras
derivadas no ponto z = b sao dados por

o) = -1

PhB) = 5

Py = -2 .
AR

I

c) Sear <0 evyg #0, entdo para todo z < b, temos Pp(z) < 0, hl? Pp(z) = —1,
zZ—0"
lim Pp(z) = —e"" e sgn(Pp(z)) = sgn(vr)
z——00
(1 —cost
a,(1 — cost) .

Demonstracao. a) Se vg = 0, de (3.12) e (3.11) temos Pgr(z) = b — 3
sin

a,(1 — cost) Pr(z) = b

z=b+ - . ,
sint z—>b

= —1 o que implica Pr(z) = 2b — z.
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Se a, = 0, entao temos o ponto de equilibrio pertencente a X, isto é, z =0 e y = b.
Assim, de (3.5) temos x(t) = —e "' sint(z0—b) e y(t) = —e " (cost—g sint)(zo—b). Note
que z(t) = 0 se, e somente se t = 7. Logo, y(7m) = b—e"5™(20+b) = —e"E" 25+ b(1 —€7E™).

b) Para demonstrarmos este item, basta trocarmos zo por b+ € e seguir 0s mesmos
passos da demonstracao do item (b) da proposi¢ao anterior.

c¢) Para provarmos que liI? Pp(z) = —1, note que quando z — b~ temos t — 0,
y—b~
logo
20— b tt 1 — e'R(cost — yrsint
lim Ph(z) = lime?"' = —lim _ () = lim — ( IR ) :
Z—b— t—0 Pr(z) —b =0 @_ . q+y =0 1—ert(cost + yrsint)

1 — e"’'(cost — ygsint)

Note quelim — ¢ uma indeterminacao, logo aplicando

t—b— 1 — e rRY(cost + ygsint)

1 2 —YRt &3 t
a regra de L’Hospital temos lim —( t 732)6 S.m
=0~ (1+7p)errtsint

minagao. Aplicando novamente L’Hospital

que é novamente uma indeter-

i (14 ~%)e"= (ygsint + cost)
1m — = —
t»0- (14 ~%)e " (ygsint + cost)

Para provarmos que lim Pp(z) = —e"®" basta notar que quando z — 0o temos
Z—r—00
t — 7, logo
tt 1 — e’ (cost — ypsint
lim Pp(z) = lim—%R—() = lim — ( IR ) = —e""T,
y—o0 t=r ., (tT)  t=—m 1 —e VR (cost + ypsint)

Por fim, vamos provar que sgnPp(z) = sgn(yr). Note que como Pp(y) > 0,
devemos analisar o sinal de g(t) = sinh~gt — ygsint. Vamos considerar vz > 0, para
vr < 0 o raciocinio é analogo.

Temos ¢'(t) = vrcoshypt — ygcost, ¢"(t) = v4sinhygt + ygsint e ¢"(t) =
v3 coshyrt + yrcost. Note que g(0) = ¢'(0) = ¢"(0) = 0 e ¢”(0) > 0 para todo
t € (0,%). Logo g"(t) é crescente em (0,%). Como g¢”(0) = 0 temos g”(t) > 0 todo
t € (0,%), logo ¢'(t) é crescente em (0, 5). Novamente como ¢'(0) = 0 temos g¢'(¢) > 0
para todo t € (0, 7), portanto g(t) é crescente em (0, 7).

Dado t € (§,m), temos sinhygt > 0 e —ygsint > 0 e ambas sao crescentes pois
vr > 0. Dai, g(t) > 0 ¢é crescente em (7, 7). Logo g(t) > 0 é crescente em (0, 7). Note
que o sinal de g(t) depende do sinal de yg. Portanto sgnPp(z) = sgn(vyr).

]
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3.3 A Aplicacao Geral de Poincaré

Definiremos agora a aplicacao geral de Poincaré P. E natural que tal funcao seja definida
como a composta das aplicagbes de Poincaré em cada campo, isto é, P(y) = Pr(Pr(y)).

Proposicao 3.3.1. Assumindo ar <0 < ay nos sistemas (3.3) e (3.4), seque que
a) A aplicagdo de Poincaré P € definida para todo y > 0.

b) Se ary, =0 = arygr, entao a aplicagio de Poincaré P € dada por
P(y) = yertR)™ 4 (1 + 77™)b,

¢) Para todo y > 0, a derivada da aplicagdo de Poincaré € dada por

y Prly)—b 2(vrtt -
P’ — (YRt +yLtT)
) Pu(y) Ply) —b°

e satisfaz lim P'(y) = eOrF1LT,
y—>00

d) Seb =0 ¢ear < 0 < ar, entdo as primeiras trés derivadas da aplicagio de
Poincaré na origem sao dadas por

P'0) = 1

oy — SL_ =

P (O> N 3 ar, apr (314)
/11 3 1 2

P(0) = SP'(0))*

Quando agyr, = aryr, entio P"(0) = P"(0) =0 e

32vr(vr — vL) (YR + 1)
p(4)(0) = — 3 72 .
rRYL

e) Sear <0 <ap ey, =—yr #0, entao
Pr [b—a—RPL(y)} :b_a—Ry-
ar,

Se ar = —ar, e b =0 entdo P(y) = y e temos assim um centro nao linear global
em torno da origem.

f) Sear <0 ear =0 entio sgnP"(y) = sgnyr. Além disso, se tivermos b = 0
entdo P'(0) = €.

g) Sear =0 e ar, > 0 entao sgnP"(y) = sgnvyy. Além disso, se tivermos b = 0
entdo P'(0) = e&™.
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Demonstragao. a) Como P(y) = Pr(PL(y)) ¢ facil ver que a aplicagao estéd definida para
todo y > 0.

b) Temos Pgr(y) = —e"""y + (1 + e"5™)b e Pr(y) = —e'=™y. Logo

P(y) = Pa(Po(y)) = Pa(—€"7y) = —€7 (—e7y) 4 (14¢M7)b = et mI7 4 (1 ¢707),

c) Note que

/ _ pr 27Rt+ PL(y) —b 627Lt7y _ PL(y) —b ) 2(yrtT+yrLt™
Ply) = Pr(PL )P y) = Pr(Pr(y) —b Pr(y)  Ply)—b PL(y)e .

Como P'(y) = PR(Pr(y)).P;(y), das Proposicoes 3.1.1 (c) e 3.2.1 (c) segue que
lim = —e "™ (—et™) = e(RTYL)T
Y—00

d) Como P'(y) = Pr(Pr(y))P;(y), das Proposigoes 3.1.1 (b) e 3.2.1 (b) temos

P'(0) = Ph(PL(0)P1,(0) = (~1)(~1) = 1.

Note que P"(y) = Pp(Pr(y))(P;(y))* + Pr(PrL(y)) Py (y). Logo, pelas Proposigoes
3.1.1 (b) e 3.2.1 (b) temos

8Yr 8L 87 R

P"(0) = PL(PL(0))(PL(0))? + Ph(PL(0)PL(0) = — R (—1)2 - L1y = (L _ IRy

(0) = PUPLOD(PLO)P + PhPL(0)PE0) = —F (12 = B2y = 3L I
/11 3 /! 2 : ,

Para provarmos que P"(0) = E(P (0))* vamos expandir Pr(y) e Pr(y) na férmula

de Taylor em torno de y = 0. Entao temos

18y, 13242 1 79v% — 9
PL(0) = - 13, g TR—9.
L0 === 530, T wtr

1 8yr 1327% 1 799% — 9
P 0 — 2 — 3 _3 YR Y4
e T TS T TE T g

Fazendo agora Pr(PL(0)) temos

P(0)

18y, , 13297 3 1 9% -9,

e 2R Y, WALl ot BT
( T 23a," B a23° T 47T 45al,

187r <_€ 18 2 1 32% &3

2 2
_ _32 Meﬁx +.) =
23ag 2! SaL 3! a?3 4! 45a%
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1 3272 18 1 3272 1 7972 — 9 3
TR (—e R TR —32’}/RL64 + ) —

3! 423 23ap 3l a%3 4 4543, )
1. T9%—9 187, 13292, 1. T9%—9
3oy (o SR O9R g9 [TVR T4
TR T3 23an" 323 A g T

Dai, os coeficientes que multiplicam e, €2, € e €* sao respectivamente

8 1 3242 1 64 1 32+2 3
<7L PYR) : 31 (_ YL - YLYR + = ’YR) _ —(P”(O))2

ar, aR

1, - ! —
"3 3!'3a2 2! 9arar 3! 3a% 2

32(a}yL (7992 — 9) — 240ar.a372 g + 24002 apyiys + alvr(9 — T97%))
45a3 a%,

Se tivermos yrar = ygay entao temos P”(0) =0 = P"(0) e

P gy = —320m = ) r(L + )
- Sawi '

a
) =0b— —Ry. Vamos tomar entao

ar,

a
e) Queremos mostrar que Pg (b— L P(y)
ar,

20="b— a—RPL(y). Dai, temos

ar
a a e’YLti - _
Zo—’b——R <_ L P—L(t )).

ar \ 1+~%  sint-
Substituindo v, = —vyg temos
a e_ﬁ/Rt_ _
20:b+ R2 (;0'13(1?)
14+795 sin ¢

Por (3.11), segue que t* = ¢~ e temos 27 (t7,29) = 0. Logo, para esse zg, temos
PR(Z()) = Z1, isto é,

ag ar € o) ar_ € "0y o)
P =Pr|b— —P, =b-— =b—
r(20) R ( ar L(y)) 1492 sint— 1+~3 sint—

Y

ou seja,
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A outra afirmacao é imediata.

f) Note que P"(y) = Pr(PL(y)(PL(y))* + Pr(PL(y))PL(y). Como por hipdtese
ar, = 0, temos P} (y) = 0. Logo, sgnP"(y) = sgnPpi(PL(y)) que pela Proposicao 3.2.1
(c) é igual ao sgn(yg).

Como af, = 0, temos Ppr(y) = —ye?*™. Por outro lado Pj(0) = —1. Logo P'(y) =
Pr(PL(0))PL(0) = e,

g) Note que P"(y) = Pi(Pr(y))(P;(y))* + Pr(Pr(y)) P/ (y). Como por hipdtese
ar = 0, temos Pp(y) = 0. Logo, sgnP"(y) = sgnP;(y)Pr(Pr(y)). Como Pp(y) < 0,
segue que sgnP”(y) = —sgnPj (y) que pela Proposigao 3.1.1 (c) é igual ao —sgn(vyz).
Portanto, sgnP”(y) = sgn(vyr)-

Como ar =0 e b =0, temos Pr(y) = —ye"=™. Por outro lado P;(0) = —1. Logo
P'(y) = Pr(PL(0))P(0) = ™,

]

3.4 Ciclos Limites

Provaremos a seguir uma condigao necessaria para a existéncia de ciclos limites.

Proposicao 3.4.1. Se o sistema

(1)-sten-(5 3)(2)~(2) » v
()5 (5 ) () () = oo

possuir uma orbita periddica I transversal a ¥ nos pontos (0,y) e (0,y+h), com h > 0,
entao

T 0o~ +T% ot +bh =0,

onde o € a drea da regido limitada por ¥ e pelo arco de drbita I't =T NXE,

Demonstracao. Considere os seguintes segmentos orientados

L~ ={(z,y):x=0,y=1—pyo+pyr+h), 0<pn <1}

Lt ={(z,y) :2=0, y=pyr + (1 — p)(yp + h), 0 < pu <1},
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Figura 3.1:

OF = int{T'* U L*} e o0& = 4drea(Q*). Pelo Teorema de Green (ver [10].) segue que
oy (ST Ydr = [ [, T do =T o

De modo analogo,
S (ST Hdr = [ [, TTdo =T ot

Observe que
b
[ (SF)dr = / < (XHET(t) >dt=0

pois (T£(¢)) = (S*)*. Logo,

yr+h yr+h

Joy (S7)dr = [, (S~ )-dr = / (-D 2 —a")de+ (T z—y)dy = / (=y)dy.
yL yL

Por outro lado,

yrL+h
Jorop (ST Hdr = [, (ST)tdr = / (D z—a)de+ (T "z —y+b)dy =

yL

yrL+h
/ (—y + b)dy.

yL

Assim,
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yrL+h yr+th
T o +Ttot = / (—y)dy + / (—y + b)dy = —bh

yL yL

Portanto, T-c~ +T% o™ + bh = 0.
L]

Usando as propriedades das aplicacoes de Poincaré e a proprosicao dadas acima,
temos condicoes de provar os seguintes resultados.

Proposicao 3.4.2. Conside os sistemas (3.3) e (3.4), assumindo b =0 e ar <0< ay,
temos:

a) A origem € assintoticamente estdvel para apygr < agyp € instavel para apyg >
ARrYL-

b) Se aryr = aryr entdo a origem € instdvel para yg + v > 0, assintoticamente
estavel para yg + v < 0 e um centro global para yr + v = 0.

Demonstragao. a) Vamos assumir que ar;yr < ag?yr. Note que neste caso nao podemos

ter a, = 0 = ag. Se agr < 0 < ar, temos L _ IR < 0. Da Proposigao 3.3.1 (d) temos

ar, aRr
P'(0) =1 e sgnP”(0) < 0. Agora, se tivermos agr < 0 e a;, = 0, como arVr < ar7yr,

devemos ter v, < 0 e assim pela Proposicao 3.3.1 (f) temos P'(0) = €™ < 1. Se
tivermos ar = 0 e ar, > 0, como ayvg < aryr, devemos ter yg < 0 e dai pela Proposigao
3.3.1 (g) temos P'(0) = """ < 1. Portanto, em todos os casos temos que a origem ¢é
estavel.

Vamos assumir que apyg > argyr- Note que neste caso nao podemos ter a; = 0 =

ag. Se ag < 0 < ay, temos 'L . Da Proposicao 3.3.1 (d) temos P'(0) =1 e

ar arp
sgnP”(0) > 0. Agora, se tivermos ag < 0 e a;, = 0, como apyg > ag7yr, devemos ter

vr > 0 e assim pela Proposigao 3.3.1 (f) temos P’(0) = €™ > 1. Se tivermos agr =0 e
ay, > 0, como apyg > agr7yr, devemos ter vz > 0 e dai pela Proposicao 3.3.1 (g) temos
P’(0) = """ > 1. Portanto, em todos os casos temos que a origem ¢ instavel.

b) Observacao: Note que se considerarmos ag < 0 < ar, do fato de aryg = agyL
temos Yryr < 0. Assim, temos yg(vr—7r) > 0. Como a%7? < 0, temos pela Proposigao
3.3.1 (d) que sgnP™(0) = sgn(vr + V1)

Considere agora apyg = aryr- Se aryr = 0 = agryr entao da proposicao 3.1.1
(b) temos P'(y) = "™ Se apyp = agyr # 0, da hipétese de ap < 0 < ay,
YrYL < 0 e da Proposicao 3.3.1 (d) temos P'(0) = 1, P"(0) = 0 = P"(0) e sgnP™(0) =
sgn(vr + 7L)-

Portanto, concluimos que a origem ¢é assintoticamente estavel para vz + v, < 0 e
instavel para vg + v > 0.

No caso em que Vg + 7, = 0, se 7 # 0 temos da igualdade arvg = agry, que
a
a; = RVL _ —ap. Assim, de (3.3) e (3.4) segue que
TR
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P*(z,y) =2vpr —y = —29r(—2x) —y = P~ (—x,y)

Q" (z,y) = 1 +7)r —ar=—((1 +7%) (=) + ar) = —Q(~z,y),
isto é, da simetria do sistema, concluimos a existéncia de um centro global.

Se vg = 0, temos v, = 0 e dai pela Proposic¢ao 3.3.1 (b) segue que P(y) =y o que
prova a existéncia de um centro global. Portanto, se vz + v, = 0 temos a existéncia de
um centro global.

]

Teorema 3.4.1. Considerando os sistemas (3.3) e (3.4), assumindo b=0 ear <0 <
ar, temos:

a) Se g + v = 0 entdo existe um centro global em torno da origem para aryr =
arYR € MO Caso agyr 7 aryr nao temos orbitas periddicas.

b) Se yr + 7L # 0 e yryr > 0 entdo nao hd drbitas periddicas.

c) Se yvr +vL #0 e yryL <0 entdo para (Yyr + vi)(aryr — aryL) < 0 existe uma
unica orbita periddica que € estdvel para (yg + vr) < 0 e instdavel para (yg + vr) > 0.
Quando (yg + vr)(aryr — aryr) > 0, ndo hd drbitas periddicas.

Demonstracao. Por hipdtese, b = 0 e temos assim P(0) = 0. Se o sistema formado
por (3.3) e (3.4) possuir uma 6rbita periédica, entao a aplicacao de Poincaré possui um
ponto fixo g com P(y) = y e assim pelo Teorema do Valor Médio existe £ € (0,7) tal
que P'(§) = 1.

a) Se considerarmos agy, = aryg = 0, pela Proposigao 3.3.1 (b) temos P(y) =y
para todo y > 0 e assim temos a existéncia de um centro global.

A seguir distinguiremos os seguintes casos.

i) Assuma ag < 0 < ar. Se aryr, = ar7vg, temos ag = —ay, e pela Proposicao
3.3.1 (e) temos P(y) = y. Agora se tivermos ar7y; # aryg, entao ag # —ay. Tomando

0<k=_2E # 1, como existe y tal que Pgr(PL(y)) = v, pela Proposigao 3.3.1 (e) temos
QR

Pr(kPL(y)) = ky o que implica
Pu(§) = S P\ (kg) = Pr (3
(y) = - Pr (k) = P (3),

pois Py (y) = PL(y).

Vamos introduzir a funcdo h(y) = Pg'(ky) — kPy'(y). Observe que h(0) = 0 =
h(7), logo existe & € (0,7) tal que W (&) = k[(PR') (k&) — (PR)(€)] = 0 o que é um
absurdo pois a fungdo (Pr') é monétona. De fato, pela Proposicio 3.2.1 (c) segue
que sgn(Pp(y)) = sgn(yr), isto é, P é mondtona. Portanto, nosso sistema nao possui
orbitas periddicas.
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ii) Suponha ap < 0 e ap, = 0. Entdo aryy # aryr. Das Proposigoes 3.3.1 (¢) e (f)
temos

—~

lim P'(y) =1, sgnP"(y) = sgn(ygr) e P'(0) = ™.

Yy—00

Assumindo vz < 0 e 7, > 0, pelas igualdades acima temos P’ decrescente e
P'(y) > 1 para todo y. Logo, nao existe £ tal que P'(§) = 1. Se considerarmos vz > 0
e v, < 0, teremos P’ crescente e P'(y) < 1 para todo y. Logo, nao existe £ tal que
P’(¢) = 1. Portanto, em ambos os casos nao temos érbitas periddicas.

~—~
<

Para o caso ar = 0 e ay, > 0, basta aplicar a Proposi¢ao 3.3.1 (c) e (g) e o raciocinio
¢é andlogo.

b) Os sistemas (3.3) e (3.4) sdo casos particulares do sistema (3.2) com T = 2y e
T~ = 27r. Uma condicao para termos érbitas periddicas é termos T~ o~ +T ot +bh = 0.
Como por hipétese temos TTT~ > 0, TT+T~ #0eb =0, segue que T~ o~ +T o +bh #
0. Portanto, nao temos orbitas periddicas.

c) Por hipdtese temos y,yg < 0. Vamos assumir vz + v, < 0, para os demais
casos, basta aplicarmos a tabela de simetria I1; dada abaixo.

—_

r — X
y— -y

—t
Ve —
Yd — —Vd
Ae — Qe
aqg — ag
b— —b

L4 —
2

Da Proposic¢ao 3.3.1 (¢) temos lim P'(y) < 1. Devemos analisar 3 casos.
Y—>00

i) Dado ar < 0 < ar, vamos assumir 7, < 0 e yg > 0. Pela Proposicao 3.3.1 (d)
temos P'(0) =1 e sgnP"(0) = sgn(aryr—agryr). Como lim P'(y) < 1, tem-se P(y) < y
Yy—00

para y suficientemente grande. Quando ar;yr = aryr, pela Proposicao 3.3.1 (d) temos
P"(0) = P"(0) = 0 e sgn(PW(0)) = sgn(yg + ) < 0. Quando aryr < agyr tem-se
P"(0) < 0. Assim, quando a;vg < aryr, o nimero de 6rbitas periddicas se houver é par
(veja figura 3.2), no entanto o Teorema 1.0.2 do Apéndice A nos garante que se houver
orbira periddica, ela é tinica, portanto, nao temos orbitas periddicas neste caso. Quando
aryr > ag7yL, temos o caso representado pela figura 3.3 e do Teorema 1.0.2 do Apéndice
A podemos concluir a existéncia de no maximo uma o6rbita periddica.

ii) Se a; = ar = 0 entdo ary, = aryr e pela Proposicao 3.3.1 (b) temos P(y) =
ye RTIL < g e nesse caso nao temos dOrbitas periddicas.
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Pﬂ

0 y
Figura 3.2:

Pﬂ

0 y
Figura 3.3:

iii)) Se ar < 0 e ar, = 0 entdo aryL # aryr e dai temos dois casos distintos a
considerar.

Se v > 0 entdo vg < 0 e da Proposigao 3.3.1 (f) temos P’'(0) > 1, P"(y) < 0 para

todo y > 0 e pelo item (c) da mesma proposicio segue que lim P'(y) = e"2 %)™ Togo,
y—00

P’ é decrescente de P'(0) > 1 & e(»™7)™ < 1. Daf, existe um tnico § com P(g) = 7.

Além disso, P'(y) < 1 e o sistema possui uma unica érbita periddica.

Se v, < 0 entdao yg > 0 e da Proposi¢ao 3.3.1 (f) temos P'(0) < 1e P'(y) > 0
para todo y > 0. Assim, P’ é crescente com P'(0) < P'(y) < e"r+7)7 < 1 e daf ndo
temos orbitas periddicas.

]
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CapriTUuLO 4

Conclusao

Tivemos a oportunidade de estudar no decorrer desta dissertacao de Mestrado,
dois dos problemas clédssicos da teoria de Sistemas Dinamicos para sistemas diferenciais
lineares por partes em duas zonas. Primeiramente, vimos que dado um sistema linear por
partes em duas zonas no plano, é possivel efetuar uma mudanca de variaveis que reduz
o numero de parametros de doze para cinco, o que facilita o estudo de sistemas dessa
gama. Em seguida, abordamos o Problema do Centro-Foco, sendo necessario a analise
de treze casos distintos. Nos quais determinamos as condig¢oes necessarias e suficientes
para que uma singularidade monodromica no conjunto de descontinuidade seja um foco
ou um centro. Por fim, estudamos o surgimento de clicos limites em sistemas lineares
por partes no plano. Para cada parte do plano, exibimos a respectiva aplicacao de
Poincaré e em seguida definimos a aplicagao geral de Poincaré. Essas ferramentas nos
ajudaram a concluir que ao nao permitirmos a regioes de escape ou deslize na regiao de
descontinuidade, temos no méximo um ciclo limite no caso em que o sistema possua um
foco ou um centro virtual.

Neste trabalho, consegui aprofundar meus conhecimentos referentes ao Problema
do Centro-Foco e ao surgimento de ciclos limite em sistemas de equagoes diferencias
por partes em duas zonas no plano. Acredito que isso me possibilitou ter uma base
forte no assunto e no futuro terei condicoes de me aprofundar em trabalhos referentes
ao surgimento de érbitas periddicas, uma vez que é um assunto que possui uma extensa
gama de problemas a serem estudados.
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APENDICE A

Unicidade do Ciclo Limite

Neste apéndice temos o intuito de provar a unicidade da érbita periddica do Teo-
rema 3.4.1 (c). Vamos considerar para = € [a,b], —0o < a < 0 < b < 00 a equagao
diferencial de Liénard

2" — f(x)r' + g(x) =0, (A.1)

onde

f(x):{fl(x) se x<0 g(x):{gl(x) se <0

fo(x) se >0 go(x) se x>0

com f; e gy diferencidveis em [a,0] e f2 e go sdo diferencidveis em [0,b]. Note que as
funcoes f e g nao estao definidas em x = 0 de modo que, se eventualmente definirmos
£(0) e g(0), teremos assim uma descontinuidade na origem.

Usando a forma cléssica do sistema de Liénard no plano, podemos obter o sistema
diferencial equivalente

= F

a’ (z) —y
y = g(x) (A2)

onde F(z) = [ f(s)ds com F(0) = 0 e considerando que g(0) ndo esté definido por
hora. Esse sistema possui o seguinte campo de vetores associados

Xi(x) se <0
X(x) = { Xo(x) se >0

onde X;(z) = ( Fe) =y )

(A.3)

gi(x)
Vamos assumir também as seguintes hipoteses:

H1) A funcdo g satisfaz xg(x) > 0 para x # 0. Esta hipdtese nos mostra que
ambas as dobras devem ser invisivéis.
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De fato. Como de costume, o conjunto de descontinuidade serd dado como a
imagem inversa do zero pela fungao k. Temos entao Xk =< (1,0), (F(z) —y, g(z)) >=
F(z) —y = —y no ponto (0,y). Temos também X2k =< (0,-1), (F(z) —y,g(x)) >=
—g(z). Como devemos ter xg(x) > 0, para x < 0 temos g;(z) < 0 o que implica X2k > 0
e para x > 0 temos go > 0 o que implica X2k < 0.

H2) A fungao f satisfaz zf(x) > 0 para = # 0. Sob as tltimas hipdteses teremos
que o divergente serd positivo para x > 0 e negativo para x < 0. De fato, pois

/ /

wx =2 Y _
divX = d$+dy f(x).

Sob as hipéteses de H2) e considerando a definicao de F' em A.2, vamos definir
a variavel p = p(x) = F(z). Como p'(x) = f(x), entdo p(z) > 0 para todo z e
sgn(p'(z)) = sgn(z) para todo x # 0. Deduzimos que a funcdo p(x) possui fungoes
inversas para x < 0 e x > 0, ou seja, a funcao nao positiva decrescente

1 : [0, F(a)] = [a,0] tal que F(21(p)) =p
e a funcao nao negativa crescente

zo 2 [0, F(b)] — [0,0] tal que F(x2(p)) =p

Portanto, para x # 0, ambos os sistemas (A.2), (A.3) sdo equivalentes as duas
equacoes diferenciais

dy(z:(p)) _  g(i(p)) 11 g(wp) (AA)
dp F(xz(p)) —y f(zi(p))  p—y flzi(p) '

onde 1 = 1,2 de acordo com x < 0 ou z > 0 respectivamente e ambas as equagoes so
estao definidas para p > 0. Considere agora as funcoes

ha(p) = L), (A5)

Com isso, as equagoes (A.4) podem ser escritas de uma forma mais simples

dy(zi(p)) hi(p)
o P (A.6)

H3) Assuma a existéncia dos dois limites

lim 9(@) = lim h(p) =1

z—0~ f(l’) z—0t
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lim 9(x) = lim hy(p) =y

z—0t f (I‘) z—0t

satisfazendo 0 < [y < [} < oo e se [y = [; entdo ho(p) < hi(p) para p suficientemente
pequeno e p > 0.

Lema 1.0.1. Assumindo as hipdteses Hy — Hs, se o sistema

v = F(x)—y
y = g

possui uma orbita periodica em a < x < b entao as equagoes

F<I1) B F(m), fixl) B ?(%)
(s

possuem pelo menos uma solu¢io (x1,xs) =
equivalentemente existe pelo menos uma soluca

hi(p) = ha(p).

Lema 1.0.2. Nas condi¢oes do Lema 1.0.1, assumindo que o sistema (A.7) possui exa-
tamente uma solugao (x1,z2) = (81,82) com a < s1 < 0 < s9 < b ou equivalentemente
existe exatamente uma solugao p € (0, F(a)) N (0, F(b)) para a equacdo hi(p) = ha(p).
Se o sistema possui uma orbita periodica e se a fun¢ao

S1,82) coma < s < 0 < s9 < b ou
p € (0,F(a))N(0,F(b) para a equagdo

é crescente para x € (a,0) ou a fun¢do positiva

hi(p)
b

¢ decrescente para p € (0, F(a)), entdo o sistema (A.2) possui no mdzimo uma Jrbita
periodica em a < x < b e além disso tal orbita é atratora.

A demonstracao destes dois lemas foram omitidos devido a sua extensao e comple-
xidade e por também fugir dos propdsitos principais desta dissertacao. A demonstracao
destes dois resultados se encontra em [3].

Teorema 1.0.2. Considere o sistema de Liénard abaizo

()= (i ot ) (5)+(0) waee (A3)
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= > .
()= (i o) () () sz r9
onde t; < 0,d; > 0,a; <0,t3 > 0,dy > 0,as > 0. Seque entao os sequintes resultados.

a2 3] - . .. A ;g C g
a) Se . < . entao uma condi¢cao necessaria para a existéncia de orbitas periodicas

2 1
. d2 dl

¢ > ol Se o sistema possui orbita periddica entao tal orbita € unica e estqvel.
2 1

a2 a1 . . ;. A ;- C g
b) Se . > — entao uma condi¢cao necessdaria para a existéncia de orbitas periodicas

2 h
 dy g : . o
€5 < ol Se o sistema possui orbita periddica entao tal orbita € unica e instdvel.
2 1

a a d d
c) Se t_2 = t_l entao o sistema nao possui orbita periddica quando t_22 #+ t_21 ou
2 1 2 1
dy dy

possui um centro quando g = E

Demonstracao. Primeiramente vamos checar as hipéteses H1, H2 e H3. E facil ver que
H1 e H2 sao satisfeitas e vamos usar a fungao h; para provarmos que H3 é satisfeita.

Note que z;(p) = tﬁ’ i=1,2.
1

Usando a fungao h; para analisar H3

g(zi(p))  diz(p) +ar  dip @ : ay
hi(p) = = = — 4+ — — lim hi(p) = —.
1( ) fl(flfl(p)) t1 t% t1 p—0+t 1< ) t1
92(x2(p))  dowa(p) +az  dop | an : a
ha(p) = = =—+— — lim hy(p) = —.
2( ) fg(xg(p)) to t% to p—07+ 2< ) to
. 4 . . a as aq
A hipotese H3 é satisfeita sempre que I, = — < [} = ‘Z—ll ou se PR quando
2 2 1
d d
=<
ty
a) Temos
a2

a
— < s = lQ < ll — hl(p) < ]’LQ([J)
12 11

di d

Como hy(p) = hao(p) & (t—; — t_22> p= % — %, segue que hi(p) = ha(p) tem uma
1 2 2 h

Unica solucao positiva quando
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d d
—21——22 %) s,

d
pois p > 0. Logo, segue do Lema 1.0.1 que t_% <

que ¢é decrescente. Logo, do Lema 1.0.2 segue que a érbita periddica é tnica e atratora.

b) para provarmos o item b), basta fazermos a mudanca de variavel (z,y,t) —
(—x,y — t) e a demonstracao é analoga ao item anterior.

a a
¢) Temos — = — & Iy =1y, isto é, lim hy(p) = lim hy(p) e como
t p—0t p—0t

) 1
dy ay do az
h = — - h = = el
1(p) ey 2(p) 2Pt
segue que
do dy
ha(p) —h —1(p) = (t—Q - t—g) p = ha(p) < ha(p)
2 1
dy dy < o o :
quando 2 < 2 Temos entao que a hipétese H3 esta satisfeita. Assim, tem-se que

2 1
hy(p) = ha(p) nao tem solugdo. Logo, do Lema 1.0.1 concluimos que nao existe 6rbita

periddica. Se
dy d
(5-%)-o
ty 1

segue que todo p é solucao e dai temos um centro na origem. O
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