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RESUMO

Aplicacbes recentes de satélites artificids, principamente aquelas com
finalidades geodinamicas e atimétricas, requerem Orbitas determinadas com
bastante precisdo. Em particular as marés terrestres alteram 0 geopotencial,
causando perturbacdes adicionais no movimento do satélite. Tais perturbaces,
apesar de peguenas, tém sido detectadas. O presente trabalho trata de
perturbacdes de orbitas de satélites artificiais devidas as marés terrestres. Enfase
€ dada aos termos seculares e de longo periodo. O potencial foi desenvolvido em
termos dos elementos orbitais e substituidos nas equacbes planetarias de
Lagrange. SolucOes analiticas estdo apresentadas para casos particulares
considerando os numeros de Love constantes. Um programa foi elaborado, e
colocado a disposicdo do usuério, permitindo calcular, para um dado satélite, a

amplitude e o periodo dos termos perturbadores mais significativos.

PALAVRAS- CHAVE: Marés terrestres, perturbacdes orbitais, satélites

artificiais.



SANTOSN. Orbit Perturbations due to Terrestrial Tides. 2002, 87f.
Dissertagcdo (Mestrado em Fisica) — Faculdade de Engenharia do Campus de
Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta.

ABSTRACT

Recent applications of artificial satellites, mainly those of geodynamics and
altimetric purposes, requires high precise orbit determination. Particularly, Earth
tides change the geopotencial causing additional perturbation in the satellite
orbital motion. Inspite of being very small such perturbations, has been detected.
The present work concerns about orbit perturbations of artificial satellites due do
terrestrial tides. Treatment of secular and long period terms is emphasized. The
potencial was developed in terms of the orbital elements and aubstituted in the
Lagrange equations. Analytical solutions are presented for particular cases
considering the Love's number as constant. A computer enabling to compute,
for a given satellite, the amplitude and period of the more significant disturbing

terms, was constructed and it is, at the disposal for users.

KEYWORDS. Earthtides, orbit perturbations, artificial satellites.



SUMARIO

LISTA DE FIGURAS
LISTA DE SIMBOLOS

1

11
12

2

21
22
2.3
24
241
242
243

31
3.2
3.3

41
4.2
4.3

51
52
5.3
54
5.5
5.6
5.7

INTRODUGAO E OBJIETIVO...ooiiereeeeeieseiesisessissessessssssssssissssssssssssssssssssssssssnsssns 18
INTRODUGAO........cooieeeeeeeeeeeeeseeesssesssassesssssssssssssssssssssesssssssssssssssessssssanssessnsssssssssssnsssnsens 18
(0] = =3 1 AV IO 21
CONSIDERACOES TEORICAS......ooceeeeeeeeeeeeeeesessesesesssssssssssesssssssnsssnsssssssnsssssessssenns 23
INTRODUGAQ........c.oiieeeeeeeeeeeeeseeesesesesssessssssssssesssssssassssssssnssasssassssssssnsssnsssnssnssessnssnssnssons 23
IMARES......cootctetet et tes s ses s st ss st et s s s st an sttt s s s s s st sttt ensansaneas 23
MECANISMO BASICO DO BOJO DEVIDO A MARE........ocomeeeeeeeeeeeseeesrsses s 24
DESCRICAO QUALITATIVA ....oeeeeeeeeeeeeeeeseesessessssiss s sssssssssssssssssssssssssssnssssssssnsssnsssnsens 33
(0751 1o =) OO 33
(OF=1S o J == | N [P 34
(OF=1 o 1 == | I I OSSO 35
POTENCIAL DEVIDO A MARE ...ttt sessssssssssssssssssssssssssesssssssssanes 37
200! 510 07-X 0 O 37
INTRODUGAO AO POTENCIAL ......oorveereereeeeseesessesesessssssssssssssssssssssssssssssnsssasssssssssnsssans 37
O POTENCIAL ...oovoeeeeeeeseseseeeseesessssssessasssssssssssssssssssssssssssasssssssssssssssssnssssnssssssssnsssnsssnns 38
EQUACOES DO MOVIMENTO.....oriereeeevessieissessssissessssssssssisssssesssssssssssssssssssssnsssnns 42
INTRODUGAQ..........oiereeeeeeeesieeseesseesesssesssss s ssss s sss s s ssss s ssss s ssssssssssnssssssssssnees 42
O POTENCIAL CONSIDERADO..........omverreeerensesiesissessssssssssessssssssssssssssssssssssssesssssssansens 42
EQUACOES DE LAGRANGE..........oooeeeeeieeeieeeeeeesessesssesssesssesssssssssssssssssssass s s snssansons 46
INTEGRACAO DASEQUAGCOES.........eeeeeeeeeeeeeeeeeeseeseesssssenssessssessssssssssssssessssnssas 47
INTRODUGAOQ........coooiieieeeieeeieeeeeeeessssessesssesssesssesssssssasssssssssssssssessssssnssssssssssssssnssnssnssons 47
INTEGRACAO DASEQUAGOES..........oooeeeeeeeeeeeeeseeesteesseessessssesass s sss s sessssnssessssnsans 47
(7370 1 OO 50
(7370 30O 52
(07370 1 TP 54
(7370 1O 54
RESSONANCIAS.......oooeieeieeeeeceesessesstessesssssssssssssesssssss s sss s sss s s s sanssssssssssssssassessassassassanes 55
RESULTADOS.......oomriieeeeeeeieseseesessessesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssssssnsssnssssssses 56



B INTRODUGAO .........oceoeeereeeeeseeseesssss s sssssssssss s sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssnssanes 56

6.2 O SATELITE CONSIDERADO.........ccoiueieieieiesessessesssssssssessssssssssssssssssssassasssssssssssssanes 56
6.3  ANALISE DOS CASOS.......ooomvieeeeeeieeeetissesiessessissssssssssssssssssssssssssassssssssssssssssssssassassassanes 57
6.3.1 CaracteristiCas das SOIUGDES...........oeururrririreriririeie et se s ss e eseseens 57
6.3.1.1 Elementos orbitais CONSIAEIAUOS...........covvceiieicieectectecte ettt ere s 58
LRI I 7= = s X SO 64
7 (070 N[O I U S @ =1 T 69
71 TRABALHOSFUTUROS.........coiosieieesetseessssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsens 70
7.1.1 ModelodeBalmino (Balmino, 1974).........cciiirinerneesesiee s 71
7.1.2  MOdelodEIERS (IERS, 1996)........comuiiereeieineesseseesssisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssenns 71
REFERENCIAS.......ooooeeeeeeeeeeieseesesstsssssssssssssss st st ssssesssssssss s ss s ssssssssssssssssssssssssssassassassassassassans 72

APENDICE



LISTA DE FIGURAS

FIGURA 2.1- Vetor deposicio R, = RR de uma particula P na superficie da Terra.........25

FIGURA 2.2- Diagrama da aceleracdo devido a maré na componente X..........cccveeevveeesnnnn. 30
FIGURA 2.3- Diagrama da aceleragdo devido a maré na componentey.........ccecveevveesveenne 31
FIGURA 2.4- Diagrama da aceleracéo devido a mare sob a agéo das componentes x e y....32
FIGURA 2.5- Diagrama da aceleracéo devido a maré de umaforam geral.........ccccccvveeeneen. 32

FIGURA 2.6- Figurareferente ao caso ldeal, tendo a velocidade angular exatamente igual a
velocidade do movimento meédio orbital do Satélite..........cccvevieeiiieciie i 34

FIGURA 2.7- Figura referente ao caso Redl |, tendo a velocidade angular maior que a
velocidade do movimento MEdio do SAEITE.........ccvveee e 35

FIGURA 2.8- Figura referente ao caso Real |1, tendo a velocidade angular menor que a
velocidade do movimento médio orbital do SAElIte.........occvevivieiiii e 36

FIGURA 3.1- Distancia geocéntrica r; da superficie da Terra até suas vizinhangas, o raio da

superficiedaTerraR, eadistanciaD do ponto P até o corpo perturbador............c.cccceeeee. 38
FIGURA 6.1- Representacéo davariacéo daexcentridade...........cccoevvevecievieenee e siee s 59
FIGURA 6.2- Representacéo da variacdo dainclinagdo, paraocaso 1 €2........cccceevveeeennen. 60

FIGURA 6.3- Representacéo davariagdo dainclinagdo parao Caso .........cccvvevevveeeeiiveeennnn. 61



FIGURA 6.4- Representacéo da variagdo dalongitude, paraoscasosle2........c.ccccceeenneen. 62
FIGURA 6.5- Representacdo da variagdo dalongitude para0o caso 3..........cccoeevveeeiiveeecnnen. 63
FIGURA 6.6- Representacdo da variagéo do argumento do perigeu paraos casos,1,2 3......64

FIGURA A.1- Representacdo do sistemade coordenadas, sendo L o argumento da latitude,

I éainclinagdo eWeé alongitude do Nodo ascendente...........ccvevveeiiieeesiieeesiiee e 76

FIGURA A.2- Distancia geocéntrica I da superficie da Terra até o corpo perturbador, disténcia

geocéntrica I dasuperficieda Terraaté o satélitee Y é o angulo geocéntrico entrel” e 1 ............ 78



‘mp

LISTA DE SIMBOLOS

Semi- eixo maior da Orbita do satélite ao redor da Terra

Semi- eixo maior da Lua do satélite ao redor da Terra

Semi- eilxo maior inicial da oOrbita do satélite ao redor da

Terra

Atragdo newtoniana
Aceleracéo damare
Aceleragéo inercial

Excentricidade da 6rbita do satélite ao redor da Terra

Excentricidade inicial da 6rbita do satélite ao redor da Terra

Excentricidade da orbita da Lua ao redor da Terra
Funcdes da inclinacdo

Aceleracdo de reacédo

Parametro gravitacional daLua(j =M) edo Sol (j =9S)
Constante gravitacional

Funcdes da excentricidade

Aceleracdo da gravidade

Inclinag&o da orbita do satélite ao redor da Terra
Inclinac&o da 6rbita da Lua ao redor da Terra
Inclinag&o inicial da Orbita do satélite ao redor da Terra
Coeficiente do achatamento

Inclinagéo lunar

NUmeros de Love

Anomaliamédia inicial dalLua

Anomaliamédiada Lua

Argumento da latitude



U Z S

_?Ul U

Massa da Lua

Massada Terra

Massa (planeta)

Massa (satélite)

Massa do corpo perturbador

Movimento meédio orbital do satélite

Longitude do nodo ascendente referente a ecliptica
Particula

Polindbmios de Legendre
Vetor posicao
Distancia geocéntrica do corpo perturbador

RaiodaTerra

DistanciadaLua ao centro da Terra

Vetor geocéntrico do satélite

Vetor geocéntrico da Lua

Distancia do centro da Terra ao satélite

Coordenadas esféricas do satélite

Coordenadas esféricas da Lua

Velocidade angular

Argumento do perigeu da Orbita do satélite ao redor da
Terra

Argumento do perigeu da ¢rbita da Luaao redor da Terra
Argumento do perigeu inicial da orbita do satélite ao redor
daTerra

Argumento do perigeu inicial da ¢rbita da Lua ao redor da
Terra

Longitude do nodo ascendente inicial da orbita da Lua ao

redor da Terra.



W Longitude do nodo ascendente da Orbita do satélite ao redor

daTerra

W L ongitude do nodo ascendente da orbita da Lua ao redor da
Terra

DU, Potencial perturbador

do Delta de Kronecker

Q Tempo sideral

€ Obliquidade da ecliptica

€ mpq (1) Defasagem

Y imis Fregiiéncia dos argumentos dos termos da funcéo
perturbadora referente a Terra

y' p— Fregiiéncia dos argumentos dos termos da funcéo
perturbadora referente aLua

Y Angulo geocéntrico entrer er’

f Latitude do Satélite

I Longitude do satélite

| Longitude da Lua



1 INTRODUCAO E OBJETIVO

1.1 INTRODUCAO

Antes do lancamento de satélites artificiais a influéncia das marés terrestres era
considerada apenas para planetas e satélites naturais. A necessidade de determinar Orbitas
de satélites artificiais, cada vez mais precisas levou os pesquisadores a aperfeicoarem os
modelos para as perturbacdes. A precisdo das observacoes de satélites artificiais tem
alcancado um estagio onde devem ser considerados os efeitos, ndo sO a perturbacdo
orbital causada pela maré terrestre como também ainfluéncia da deformagéo da maré na

Terra sobre a posi¢céo da estacdo de observacao.

Desde o comego da segunda metade do século passado os efeitos de perturbacbes
luni- solares sobre Orbitas de satélites artificiais tem sido considerados sendo um dos
trabalhos pioneiros o artigo de Kozai (1959a). Neste artigo Kozai desenvolve o
potencial em termos dos elementos orbitais de um satélite proximo da Terra e
desenvolve, através das equacbes de Lagrange, expressdes para as principais
perturbagbes seculares. A expressdo do potencial de Kozai para tal problema contém
apenas termos seculares e de longo periodo. Ressalte-se que na época ndo havia dados

observacionais para comprovar e nem sequer aplicar os resultados do trabalho de Kozai.

Tentando explicar algumas flutuagdes nas inclinagdes das Orbitas dos satélites
1959 Alphal, 1959 Eta e 1960 lota 2, Kozai suspeitou, pelo periodo, que tais flutuactes
poderiam ser provocadas pela maré. Entretanto, as amplitudes obtidas pela observacéo
eram muito grandes. Motivado por tal fato, em 1965, Kozai (1965), considerando os
numeros de Love, acrescenta ao seu trabalho anterior os efeitos da deformagédo da Terra
devida a maré e mostra que tal perturbacéo adicional poderia causar um acréscimo da
ordem de 10 por cento nas perturbacdes luni-solares. Mostrou também que, se néo
forem considerados termos de curto periodo, as marés ndo provocam perturbacdes no

semi-eixo e na excentricidade da orbita de satélites artificiais. Quanto as flutuacdes
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observadas nas inclinagbes, nada pode concluir em vista da constatacado posterior de

inconsi sténcia dos dados observacionais.

As suspeitas de Kozal levaram a publicagdo de um outro trabalho em 1967 (Kozal,
1967), sobre determinacdo dos NUmeros de L ove baseados nas observacdes dos saélites
1959 Alphal, 1959 Eta e 1960 lota 2. Kozai determinou o numero de Love como sendo

0.29£0.03 e 0 tempo de atraso como sendo 10+ 5 minutos.

Kaula (1969), ao estudar a dependéncia do atrito da maré com a laitude, introduz
na perturbacdo devido a maré terrestre, 0s numeros de Love e a defasagem, ambas
dependendo da latitude f e longitude | . Expressa também a latitude e longitude do
satélite em termos dos elementos K eplerianos e funcdes de poténcias da excentricidade

einclinagéo daorbita

Kaula (1969) deduziu uma expressdo para o potencia de maré na superficie da
Terra, independentemente da natureza da resposta da maré, sgja da crosta, do nucleo, da
parte solida, supondo que ndo haja termos devidos a maréinteragindo com outros termos
devido a maré. Observou ainda que tal desenvolvimento envolve produtos de harmonicos
tesserais sendo mais conveniente uma representacdo em termos de ndimeros complexos.

Supds que os nimeros de Love k, (f ,| ) e a defasagem € /moq (f,1 )variam lentamente

em funcdo da posicdo, e que sejam representaveis em harmonicos esféricos, o que é
certamente verdadeiro para a porcéo cujo efeito afeta orbitas de satélites. Aplicou os
resultados para o estudo da evolugdo do sistema Terra-Lua. Mostrou gue os numeros de

Love k, ndo sdo constantes, mas sim fung@es de |atitude e de longitude Kk, (f | ) porém

adependénciacom | devaser eliminada pelarotacdo da Terra

Musen e Estes (1972), de forma diferente de Kozai (1965b), desenvolveram um
método geral de perturbagdes utilizando elementos elipticos e vetoriais para estudar os
efeitos de marés sobre 0 movimento de satélites artificiais. Descartando expansdes
trigonomeétricas usuais para o potencial da maré sugeriram expansdes da perturbacéo

baseadas na teoria lunar de Hill-Brown. Os argumentos elipticos da 6rbita da Lua variam
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aproximadamente de forma linear com o tempo e com isso aintegragao das equagdes do
movimento ficam mais simples de serem realizadas. A expansdo do potencial da maré foi
feita como a soma de duas func¢bes harmanicas, uma dependendo da posicdo do satélite e
outra dependendo da posi¢do da Lua (Sol). Mostraram ainda que o achatamento produzira
um efeito de ressonancia na vizinhanga para alguns angulos criticos, como 46,4°, 56,1°,
63,4°, 69° e 73,1°. Ao oObservar estas ressonancias, ndo € possivel separélas das

ressonancias similares causadas pela atragdo direta da Lua

Balmino (1974), generaliza os resultados de Kaula e também admite que as
defasagens e sejam funcgdes da latitude, pois produzem perturbacdes de longo periodo no
movimento dos satélites, enquanto aguelas dependentes da longitude, produzem
perturbacdes de curto periodo ou mistos. Hatambém tentativas de tratar o problema pelo
método das respostas ndo harménicas, substituindo os nimeros de Love por funcdes

dependentes do tempo.

Mignard (1980), apresenta um modelo para a evolucdo das marés terrestres para
um sistema de dois corpos isolados, aonde foram incluidos a dissipacdo do planeta, do
satélite, a freqliéncia dependendo do modelo de atraso. As equactes diferenciais obtidas

sdo vélidas para grandes excentricidades, bem como para todas as inclinagoes.

Brosch e Sundermann (1982), mostram que adeformacéo devido a maré, tanto a
terrestre quanto a ocednica, provoca variagbes na forca gravitacional perturbando a
trgetoria de satélites artificiais. Mostram também que as marés, tanto diurnas como
semi- diurnas, produzem perturbacdes orbitais sobre um largo espectro de frequiéncia,
sendo as maiores as de longo periodo (por exemplo, as semi-diurnas provocam

perturbacdes com periodo de aproximadamente 14 dias).

Sant’ Anna e Afonso (2001), levando em consideracdo observaces pal eontdlogas
apresentam uma expressao para o atraso de resposta das marés da Terra. Um modelo
semi - empirico para a dindmica do sistema TerraLua € obtido, considerando que a

dissipacéo de energia e 0 atraso de resposta ndo séo constantes em relacéo ao tempo. Foi
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feita uma comparagd entre essa descricao e a que considera o atraso de resposta da
maré constante em relacdo ao tempo e mostrou-se que 0 modelo deste trabalho &

consistente com as modernas teorias sobre aformacéo do sistema Terra-Lua

Em todos esses trabalhos, ndo séo feitas aplicacbes numéricas, mostrando quer
para satélites reais ou hipotéticos, explicitamente, variacbes dos elementos orbitais de
satélites artificiais. Sendo assim, essa linha de trabalho apresenta se favoravel a pesquisa,
guando busca mostrar aplicacbes numéricas para a perturbacdo devido a maré e seus

casos aqui apresentados.

Uso de satélites artificiais como, por exemplo, aquelas com finalidades
geodinamicas, requerem gue as Orbitas sgjam determinadas com bastante precisdo. Com
isso, nos célculos de tais Orbitas devem ser consideradas diversas perturbacdes
simultaneamente, sendo ainda necessario, para uma andlise criteriosa dos resultados, que

os efeitos de cada perturbagéo considerada i soladamente sefam conhecidos com detal he.

E um fato bastante conhecido que érbitas de satélites artificiais sofrem entre

outras, as seguintes perturbacoes:

a) devidas aos harmonicos zonais e tesserai s, temos perturbacdes orbitais em todos
elementos Keplerianos. As principais perturbagdes seculares se ddo nas varidveis
angulares que também sofrem perturbacdes periddicas. As varidveis métricas sofrem

somente perturbacdes periddicas.

b) o arrasto atmosférico provoca perturbagdes seculares no semi-eixo maior e na
excentricidade, porém a inclinacéo, sO sofrera perturbacdo secular se for considerada
rotacdo da atmosfera. As varidveis angulares sofrem perturbacdes seculares devido ao
arrasto atmosférico, mas somente em segunda ordem (da ordem do quadrado da

perturbacdo considerada).
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C) a pressdo de radiacdo solar direta, considerando a sombra da Terra, também

perturba todos os elementos orbitais, inclusive secularmente nos el ementos angulares.

d) a atracdo luni-solar provoca perturbacfes periddicas em todos os elementos

orbitais.

SO6 para mencionar outras perturbacdes, citamos. pressdo de radiacdo solar
refletida, efeito Poynting-Robertson, efeito Lense-Thirring, marés terrestres e

oceanicas, etc.

Nos casos usuais um satélite é perturbado por mais de uma das perturbacdes ja
mencionadas, sendo muitas vezes dificil de desacopla-las. Em particular, a maré
terrestre est associada ao geopotencial, mas podera também estar, devido aos seus

efeitos, acoplada a outras perturbacoes.

1.2 OBJETIVO

O objetivo deste projeto € estudar os efeitos de uma destas perturbacdes orbitais, a
maré. Em particular marés terrestres alteram o geopotencial causando perturbacdes
adicionais no movimento de satélites artificiais, as quais tem sido detectada por diversos

Processos.

A metodologia para o calculo dos efeitos de maré inclui a introducdo de
parametros de el asticidade deduzidos por Love, que podem ser colocados em termos de
esféricos harmoénicos na expansdo do potencial, e a consideracdo de uma defasagem
entre a posicdo maxima de maré e a posi¢céo do corpo que a produz maré. Tal angulo de
defasagem também pode ser desenvolvido em termos de polindmios de Legendre.

Simplificagdes poderdo conduzir a solucdes analiticas.

Pela literatura pode ser observado que as variagoes de alguns elementos orbitais

pelos efeitos de maré tem sido estudadas através de diferentes model os e para diferentes



satélites, Musen e Estes (1972) e Koza (1965). Como um dos resultados desta
pesquisa para calculo de perturbacdes orbitais de satélites artificiais devidas a marés,

programas computacionais seréo elaborados.

No presente trabal ho, € adotada a sequiéncia descrita a seguir.

No Capitulo 2 sdo apresentados alguns conceitos bésicos e uma descricdo
qualitativa do efeito da maré, bem como suas caracteristicas. E feito um estudo quanto a
criacéo do bojo devido a maré na superficie da Terra. Consideramos aqui os efeitos da

Lua

No Capitulo 3 é apresentado o potencial devido a maré e conceitos sobre 0 mesmo,

além de apresentar alguns efeitos utilizados no problema da maré.

No Capitulo 4 descreve-se o problema a ser estudado e as equacdes do movimento

consideradas, além da expressdo do potencial adotado.

No Capitulo 5 o potencial devido a maré foi desenvolvido de um modo geral e

alguns casos foram especificados.

No Capitulo 6 estéo apresentadas os resultados dos casos considerados.

No Capitulo 7 estdo apresentados as conclusdes finais e as sugestbes para

trabalhos futuros.



2 CONSIDERACOESTEORICAS

2.1 INTRODUCAO

Neste Capitulo apresentamos alguns conceitos basicos da maré, bem como, 0
mecanismo bésico do bojo devido a maré terrestre. Primeiramente, é feita uma breve
explanagdo sobre o conceito da maré e em seguida, baseado nos trabalhos de Burns e
Matthews (1986) e Broucke (1987), mostramos uma idéia qualitativa sobre o fenémeno
da maré, como ela aparece, seus efeitos e os efeitos nos corpos perturbado e

perturbador.

2.2 MARES

Varias pessoas que olham o mar ja tiveram acuriosidade de saber o porque ocorre
0 vai-e-vem periodico das aguas na terra, além da ocorréncia de marés atas e baixas.
Observa-se também que quando ocorrem as marés atas e baixas elas ndo tém sempre a
mesma elevacdo. Assim, por exemplo, as marés vao crescendo e alcangam duas vezes no
més, em geral um dia depois da Lua cheia e da Lua nova, o nivel mais ato. Caso andlogo

ocorre com as marés baixas.

As marés sdo mais altas quando o Sol, a Lua e a Terra se acham aproximadamente
alinhados e mais baixas, se estiverem em quadratura. As marés sobem a maior altura
possivel, se no mesmo tempo a Lua ou 0 Sol ou ambos se acharem no perigeu, e as
marés baixam se 0s astros estiverem no apogeu. O Sol e a Lua produzem também marés

terrestres tanto quanto oceanicas, e seus efeitos sao perceptiveis por observacoes.

Devido as inclinagdes dos planos orbitais da Lua e do Sol, em relacéo ao plano do
Equador, as marés altas e baixas s80 minimas nas regibes polares, maiores nas
equatoriais e maximas nos lugares cujo zénite passa pelo plano da orbita da Lua. Se o

eixo de rotacdo da Terra ndo estivesse inclinado com relagéo ao plano da oOrbita, ndo
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existiria a desigualdade. Com a evolugéo do sistema Terra-Lua o seu estado fundamental

vem sendo modificado pela acéo do atrito das marés (Burns,1977).

Da mesma forma que a Lua, o Sol provoca maré. Apesar da sua massa ser muito
maior, mas por se encontrar muito mais distante, sua forca de maré é aproximadamente
um terco da Lua. Na secéo seguinte, baseada nos trabalhos de Burns e Matthews (1986) e
Broucke (1987), dar-se uma idéia qualitativa sobre o fenbmeno da maré, como ela

aparece quais sao seus efeitos mutuos nos corpos perturbados e perturbador.

2.3 MECANISMO BASICO DO BOJO DEVIDO A MARE

Sabe-se que as marés sao devidas a uma combinacdo dos seguintes fatores:

a) Forcade atracdo que 0 Sol eaLuaexercem sobrea Terrg;

b) O movimento de rotacéo da Terra;

¢) O movimento da Terra ao redor do centro de gravidade do sistema Terra—Lua
Sol.

Analisaremos agora os principios fundamentais na criacéo do bojo devido a maré na

superficie da Terra. Consideraremos aqui apenas os efeitos da L ua.

Sejam P uma particula na superficie da Terra e R e S dois vetores- unitarios que
estéo orientados positivamente, respectivamente, do centro O da TerraparaP e de P para

0 centro da Lua, como mostraa Figura 2.1 abaixo:
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Lua (Satélite)

Terra (Planeta)

Figura 2.1-Vetores de posicéo IiT = RRde uma particula P na superficie da

Terraevetor $=sS.

Considerase a Terra como ligeiramente plastica e a particula P que estéa na Terra

como ndo livre, ou sgja, ndo se move e nem pode escapar. No entanto ha uma forca de
reacdo da particula P. Logo, o oposto da aceleracdo de reacdo lfe € essencialmente a

aceleracdo de gravidade g, neste ponto P.

As duas forgas mais importantes, além da forca de reacdo, agindo na particula P

a) Forcagravitacional daTerra;
b) Forca de atracéo da L ua.

Logo aaceleracdo inercial total em P é a soma das trés acel eracdes mencionadas:

apz-(;'\z/' ﬁ+f£“§+|fe 2.1)
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Sendo M amassada Terraem amassada L ua.

Observemos que a aceleracdo provocada pela Lua sobre uma massa unitaria

colocada no centro da Terra € dada pela newtoniana:

(2.2)

sendo Uy 0 vetor unitario que aponta do centro de massa da Terra para o centro de

massa da Lua. Devido aformacao plastica da Terra surge um bojo no planeta.

Assumindo que depois da formacéo do pegueno bojo na superficie da Terra, todas
as particulas da Terra estejam em repouso, uma em relacdo as outras e em particular com

respeito centro da Terra, ndo possui uma aceleracéo diferencial entre O e P. Portanto,

ap = 8, . Conseqlientemente pode-se subtrair a equagdo (2.1) e (2.2):

0=-—— R+&-5-— 0 2+F

2 gsz r2 g °
ou (2.3)
0. =~ R+ Eoms- Og 0

R es r 1]

A partir de agora teremos uma nova expressao para a aceleracdo da gravidade em P.
O primeiro termo € devido a atracdo da Terra. Portanto a soma dos termos que estéo
entre parénteses corresponde a aceleragdo da maré a  devidaal ua Estadiferencaentre
os dois termos relativos a Lei do inverso do quadrado, da atracéo da L ua na superficie da

Terrae daatracdo da L uano centro da Terra, € dada por:

(2.4)
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-

O proximo passo € simplificar esta expressdo, considerando U, e €
aproximadamente paraelos, devida a distancia TerraLua, versus, distancia centro-

superficieda Terra.

DaFigura2.l tem-se:

|>?| = |51| ux| cosa =|§|| UX| cosa

91=19 u,| cos(90- a)=[s]a,|sena (29
Tambem,

S=u, cosa - U, sena (2.6)
Observando que naFigura 2.1 tem-se:

PQ=Rseng=ssena

sena = RS:”q 2.7)

r =scosa + Rcosq

cosa =1~ R¢osq (2.8)

S

Pode-se escrever:
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r - Rcos R
—qux-?seanjy (2.9

-~

$=0,cosa-0,sena=

g

O termo da aceleracdo da maré sera entéo:

5 _Gmeég - Rcosqlj Rsenq *you Gmaetr Rcosqu oY

m g2 ge; S X ﬂﬂ S XQH
é - Rco R o 1a- Rco al

a, =G 2 SqUX-—Bseany—-—z = < (2.10)
& s s g r?2é s @

_ ét - Rcosqo. 1 a# - Rcoxyy _ QU

an =G - — U, - c—=senq u, =,

" & & 5 176 s g* & ' a
ég -Rcosq 1.  Rsenq_ 0

a =Gma——— - N U, (2.11)

TS Ty e

Pode-se notar que na expressao acima ndo houve nenhuma expansao, porém iremos
fazer na proxima expressao:

s? =r? + R - 2r Rcosq (2.12)
1 16 _R R2u '

— =—4&-2—cosq+— (2.13)
3 I,3 gl r q+ 2 H

Como R/r <<1 e expandindo a expressao (2.13) em poténcias de R/r, tem-se, em
primeira ordem:
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1_1¢é¢ _R )
— =— al+3—cosqy, 2.14
s® r381 o @19

Logo substituindo (2.14) em (2.11) chegamos a seguinte expressdo da acel eracéo,

em primeiraordem, damare:

a. = GmR 2cosqu, -seany] (2.15)

m
rS

Verifica-se assim que embora a aceleracdo gravitaciona diminua com o inverso do
guadrado da disténcia, a aceleracdo devido a maré varia com 0 inverso da terceira

poténcia da distancia entre o satélite e o planeta. Interpretemos tal expressao:
aprimeira componente em xdada por:

a, = Z(ill/l Rcosq (2.16)

Mostra que a Terra esta sujeita a uma tenséo que pode ser representada conforme a

Figura2.2:
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Lua
Terra

Figura 2.2- Diagrama da aceleracéo devido a maré na componente X.

Por outro lado, na direcéo perpendicular do eixo TerraLua, a componente y, €

dada por:

(2.17)

Que pode ser interpretada como uma compressao, conforme mostra a Figura 2.3

dadaaseguir:
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Lua

Terra

Figura 2.3- Diagramada aceleracéo devido a maré na componentey.

O resultado da acdo de ambas as componentes em cada ponto da superficie pode

ser mostrado naFigura 2.4:
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e

=

Terra

Figura 2.4- Diagrama da acel eracéo devido a maré sob a agdo das componentes X

ey.

A Figura 2.5 mostra esquematicamente a forma geral na superficie da Terra sob o

efeito damaré.

Lua

Terra

Figura 2.5- Diagramada aceleracéo devido a maré de umaformageral.



Um outro caminho para determinar os efeitos devido a maré em ambas as

componentes, é colocar um ponto qualquer (X, y) na superficie da Terra e calcular as

componentes perpendiculares :

a x+ ayy:¥(30032q - 1) :2(?%?% (cosq) (2.18)

Sendo P, chamado de Polindmio de L egendre de segunda ordem.

Visualizando as equag0es e as figuras, podemos observar que poderemos compl etar
0 problema expandindo o potencial em termos dos Polinémios de Legendre, Broucke
(1987).

2.4 DESCRICAO QUALITATIVA

Agora, numa descri¢do qualitativa, considerar-se-a algumas caracteristicas basicas
da maré terrestre. Tomam-se dois corpos relativamente proximos, um orbitando ao redor
do outro. Chamando - os de satélite (Lua) ou Sol e planeta (Terra), suporemos que um
deles tem massa bem maior que o outro, ambos tem tamanhos consideravel, além de ndo

serem rigidos. Aqui sera considerado aLua.

2.4.1 Caso ideal

Primeiramente consideraremos o caso ideal, isto €, o satélite e 0 planeta movendo-
se numa orbita circular, com velocidade angular exatamente igual a velocidade do

movimento médio orbital do satélite como mostra a Figura 2.6 abaixo:
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Figura 2.6 - Figurareferente ao caso ideal, tendo a vel ocidade angular
exatamente igual a velocidade do movimento médio orbital do
satélite.

Devido ainteracéo do satélite sobre a forma néo rigida do planeta, surge entdo um
bojo no planeta. O bojo surge nos dois lados, ja que as partes do planeta mais proximas
do satélite sofrem maior aceleracéo gravitaciona do que aquelas do lado oposto, porém,

aaceleracdo centrifuga age dos dois lados.

Verificando mais a fundo veremos que a forca gravitacional do satélite distorce o
planeta internamente como um elipsdide com o eixo maior no plano do Equador na
direcéo do satélite. A distorcdo aumenta devida a atracdo gravitacional do satélite que é

maior na parte perto do planeta.

Porém temos também as forcas restauradoras que limitam a altura das marés.
Considerando materiais perfeitos, a resposta do planeta seria instantanea e nenhum
momento angular ou energia cinética seria transferida para a orbita do satélite, ja que a

deformacéo é simétricaem relacédo alinha dos centros.

2.4.2 Casoreal |

Assumiremos agora que a velocidade de rotacdo do planeta (w) é maior que a
vel ocidade do movimento médio orbital do satélite (n), como é o caso do sistema Terra

Lua, e que o planeta é plastico, comoindicado na Figura 2.7 aseguir:



w>n SATELITE

Figura2.7- Figurareferente ao caso red |, tendo avel ocidade angular maior que

avel ocidade do movimento médio orbital do satélite.

O bojo se forma um certo tempo apds 0 instante em que o0 planeta sofreu
perturbacdo, formando asssim um angulo. Sendo o angulo e uma medida do grau da néo
elasticidade do planeta que € denominado angulo de atraso ou defasagem. Em outras
palavras, o planeta ndo responde instantaneamente as mudancas da forga externa do
satélite. Logo, o planeta € freado e a energia cinética de rotacéo é dissipada, parte em
forma de calor e parte € passada a0 movimento orbital do satélite. Para que hga
conservacdo do momento angular total, o satélite ao ganhar energia € empurrado para

forade sua 6rbita e seu semi-eixo maior tende a crescer.

Esta situacéo ocorre também na rotacéo do corpo em relacdo ao movimento orbital
do planeta, com a diferenca que neste caso € mais rgpido. Isto explica o frequente

sincronismo existente em varios satélites dos planetas do sistema solar.

243 Casoreal Il

Tem-se agora 0 caso em que a velocidade de rotagdo do planeta € menor que a
velocidade do movimento médio orbital do satélite, portanto o bojo esta atrasado em
relacdo a posicdo do satélite, como indi cado na Figura 2.8 abaixo:



SATELITE

Figura2.8- Figurareferente ao caso Redl |1, tendo a vel ocidade angular menor

gue a velocidade do movimento médio orbital do satélite.

Logo o planeta ganha mais energia de rotagdo, consequentemente para que haja
conservagdo do momento angular, a Orbita do satélite se contrai, 0 semi-eixo diminui.
Este é o0 caso de Phobos, satélite de Marte, e de alguns satélites retrogrados, os quais
estdo decaindo e poderdo no futuro, colidir com o planeta. No caso de Marte a duragéo

do dia é de 24,62 horas enquanto o periodo sideral de Phobos € somente de 7,65 horas.



3POTENCIAL DEVIDO A MARE

3.1 INTRODUCAO

Neste Capitulo € apresentada uma breve introducdo ao potencial de maré. Também
s80 apresentados alguns acréscimos no potencial, como os Numeros de Love, o angulo

de atraso e o potencial perturbador de maré.

3.2 INTRODUCAO AO POTENCIAL

Para se determinar as perturbacbes no movimento de satélites artificiais devidas a
maré, deve-se ter presente o potencial de marés. Como a Terra ndo é perfeitamente
rigida, ela se deforma sob a acdo deste potencial, e com isso a propria distribuicéo de

massa da Terra é dterada.

Para modelar o efeito introduzido pela presenca de um terceiro corpo (Sol ou Lua)
no potencial da Terra, assume-se inicialmente que a massa do corpo perturbador esteja
concentrada no seu centro de massa, ou melhor dizendo, despreza-se o tamanho do corpo
perturbador, em face da distancia deste corpo até a Terra. Assim, o potencial gerado pelo
corpo perturbador de massa M; num ponto P, localizado na longitude | , latitude f e na
distancia geocéntrica  da superficie terrestre, nas vizinhangas da Terra, € dado por
Balmino (1974):

¥
U=—_L46—xP(cosY)=4 U, (3.1)
i =28l g ‘



Figura 3.1- Distancia geocéntricar; da superficie da Terra até suas vizinhancas, o raio

dasuperficiedaTerraR, eadistancia D do ponto P até o corpo perturbador.

em que P¢ € o polindmio de Legendre de ordem 7, G é aconstante gravitacional, D éa
distancia de P até o corpo perturbador, R é o raio da Terra, y € 0 angulo geocéntrico

entre P e M;.

A acao das marés distorce tanto o corpo plastico da Terra quanto a sua parte liquida,

produzindo um potencial externo adicional conhecido como potencid de maré.

3.3 O POTENCIAL

Sabendo-se que a Terra é plastica, isto é ndo € perfeitamente rigida e nem
completamente elastica, considerase que a distorcdo do potencial, causado pelo

potencial perturbador, consiste apenas de um parémetro k, naforma (Kugaet al., 2000):
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DU, =k,U,, (3.2)

Kk, é o coeficiente de elasticidade de grau /, os quais s&o denominados de N(mer os de

L ove, (Lambeck ,1980).

As deformacdes da Terra causadas por marés, devidas a atracéo do Sol e da Lua,
podem produzir perturbacOes observaveis na Orbita e satélites. A magnitude destas
perturbacdes depende de propriedades elasticas da Terra, representadas pelos nimeros
de Love, que ndo sdo constantes para toda a Terra, mas dependem de cada ponto. Na

superficiedaTerra(ri =R) o potencial é dado por

DU(R)=§ kU, (R) (3.3)
A

Considerando, como corpo perturbador a Lua (raciocinio andlogo pode ser feito
parao Sol ), de massam e orbitando aumadistanciar do centro da Terra, o potencial na

superficie da Terra, causado pela Lua, € dado por Balmino (1974):

' “ﬂ
DU(R)=SE™ 8 k, 829 b (cosY ) (3.4)
r er g

l

O potencia devido a Lua, num ponto externo a Terra, por exemplo, em um satélite
R

ey A o . . N 0
artificial situado auma distanciageocéntricar, € proporciona arazéo ¢—= tal quena
erg

superficie essarazéo é 1. Portanto, pelo teorema de Dirichlet, o potencial perturbador de
marés, no exterior da Terra, pode ser representado segundo a equacéo, Balmino (1974),

gue pode ser encontrada com clarezaem Pilchowski (1981):
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DU(F)= ﬁﬂazkpg——gg P,(cosY), (3.5)

er gelr g

em quer éadistanciado centro da Terraao satélite.

Observemos que, se, em um determinado instante, (r, f, | ) forem as coordenadas
esféricas do satélite e (r,f, | ) forem as coordenadas esféricas da Lua, entdo, pelo

teoremade adicéo de Legendre, tem-se

P,(cosY )= § (2 dm)%am(cosf )P,,(cosf Ycosm(l - 1)  (3.6)

sendo d,, o delta de Kronecker e P,,, 0s polindbmios associados de Legendre. As

coordenadas (f, 1 ) e (f , | ') sfo, respectivamente, as coordenadas do satélite e da L ua.

No tratamento do &ngulo de atraso da maré com relacdo a Terra ha uma
consideravel controvérsia entre a dissipacdo de energia das marés terrestres e das marés
oceanicas, pois a distribuicdo da temperatura interna e a sua estrutura sdo diferentes, a
amplitude e a perda de energia das marés oceanicas foram modificadas pela distribuicdo
continental e morfologia litorénea, porém com relagdo as marés terrestres suas
amplitudes sdo dadas de acordo com alguns modelos tedricos, de acordo com aguns
model os tedricos que tratam de influéncias referentes a dissipacdo de energia (Burns,
1977).

Formas de se obter o angulo de atraso podem ser encontradas em Munk e
MacDonald (1960) e McDonald (1964).

Levando em conta os fatores acima mencionados, efetuando-se expansoes em

termos de harmodnicos esféricos e substituindo-se (r, f, 1) e (r,f , 1) em termos dos
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elementos orbitais do satélite e do corpo perturbador, respectivamente, o potencial devido

amaré pode ser expresso na seguinte forma, (Balmino, 1974):

Y mpa =(0- 2pW +(0- 2p+gM" +mW
Y mis = (£~ 2j)w+ (0~ 2] +sM +mW

€mpg =~ (£ - 2p+q)M Dt +mQDt » mQ Dt

L Gm g aReaRE L (0- my ,
D)= Ak 8y em @ )

4
o

{ e : o .
a F(mp(l )a Gqu(e )a Fémj(l )a ngs(e)cos(y /mpg y /mjs + e(mpq )
p:O q ]:0 S

Em que o sobrescrito refere-se ao corpo pertubador (Sol ou Lua). Sendo que neste

seré considerada a Lua como corpo pertubador.
Nesta expressdo, a, €, i, w, W,e M sdo os elementos keplerianos da orbita do

satelite, Gpq sao funcdes da excentricidade e Fyy, s30 funcdes da inclinacdo, definidas

por Kaula (Kaula, 1969), (analogamente os assinalados com ‘, referem-se aos elementos

dadrbitadalLud), Q € otempo sideral e e fmpg € adefasagem damaré.



4 EQUACOESDO MOVIMENTO

4.1 INTRODUCAO

A funcdo perturbadora devida tanto a0 Sol quanto a Lua sdo similares, neste
presente trabalho sera desenvolvido apenas o potencial com relacdo a Lua. Efetuando
expansbes em harmonicos esféricos e em sistemas de coordenadas convenientes,

escrevem-se alguns termos do potencial devido a maré agindo sobre o satélite.

4.2 O POTENCIAL CONSIDERADO

Considerando a Lua como corpo perturbador, desconsiderando a defasagem e
restringindo-se aos termos seculares e de longo periodo, devidos apenas ao segundo
harmdnico, o potencial pode ser expresso conforme as equactes (4.1), (4.2) e (4.3),
apresentados neste capitulo. Observa-se que a expressao do potencial considerado,
deduzida por Kozal (1959), pode ser obtida, fazendo-se a restricdo mencionada, tanto a

partir da equacdo (3.5), quanto aforma apresentada no apéndice A.

, 5
U=-""n?(1+36 cos(l - w - W)) Z_k{(1- & )'3’2A+1_85e25}
a

(4.1)

em que,
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4e 2 ge 2 @

+%sen2i sen 2i cos(W- W)

+%sen2 i sen’i cosz(W- V\i) (4.2)

3 5. _§ 2.0 W
+§sen|§i 2s;en |écosz(l W)

+§sen2icos4|—cosz(l' - V\/)

8 2
- gsen 2i seni COSZIECOS(ZI' - W- V\/)
+§sen2i sen“lacosz(l' - 2W +M

+§sen2i seni senzlzcos(ZI' +W- 3V\/)



B:cos“l—cos“l—cosZ(I' - w- W)
2 2
+lsen2igi— Seen?i Qoos2w
2 e 2 a

+ %c:os“Lzsen2 i cos2(w+W- W)

4

+ sen Ecos“%cosZ(w- W+1)

+cos4L2%n4|ECOSZ(W+W+I' - 2W)

rsen®Leen*Lcos2(1" - 2W - w+w)
2 2

+g%n2i$n2i' cos2(l - W - w)

+gwn2i$n2i'c032(l' +w- W)

+senicoszliseni' coszlzcos(ZI' -W - 2w- W)

- %senicoszlzsen 2i cos(2w+W- W)

+%%n4lzsen2i' cos 2(w- W+W )

+%seni senzlzsenZi' cos(2w- W+W )

+ seni senzlaseni' coszIEcos(ZI' +2w- W- W)

- senicoszl—zseni' senZIEcos(ZI' +2w+W- 3W)

. . (4.3)
+senisen2|Eseni senzIEcos(Zl - 3W - 2w+ W)

Na equacdo (4. 3) acima, | é alongitude daLua, We W referem-se as longitudes
do nodo ascendente do satélite e da Lua respectivamente, e w, w S30 0S respectivos

argumentos do perigeu. Nas equacdes (4.2) e (4.3) devem considerar-se que a



inclinagdo da Lua varia continuamente devido ao geopotencial e a atracdo do Sol,

segundo a equacéo (Kozai, 1965):

sen®i =L gn? J(1+ cos®e)+ sen® ecos® J
2

1 1 (4.4)

+E$n 2esen 2Jcos N - EsenZJ sen? ecos 2N

Aqui, J e N sdo a inclinacdo lunar e a longitude do nodo ascendente,
respectivamente, referentes a ecliptica; e e € a obliquidade da ecliptica. Os valores J, N
e | podem ser encontrados no American Ephemeris (http://www.ellipticmotion.com).
A inclinacdo da Orbita da Lua pode ser considerada constante para periodos de

aproximadamente um ano.

Para integrar as equacgbes, em aguns casos, irA considerar-se, também, a
influéncia das variagdes seculares de W e w, devidas ao achatamento da Terra, da maré

terrestre. Tais variag0es seculares sdo dadas por Morando (1974):

(4.5)

W=-n JZEE&Q #Sezcosig

gag (1- e2)2 &2 g

em que J, é o segundo zonal, devido ao coeficiente do achatamento (J,= 1,08268

.10°) e n é 0 movimento médio do satélite.



4.3 EQUACOES DE LAGRANGE

A expansdo da funcdo perturbadora, como efetuada, fornece explicitamente a
dependéncia do potencial perturbador em relacdo aos elementos orbitais. A variagoes
orbitais, do corpo perturbado, serdo obtidas através das Equacdes Planetarias de
Lagrange. As equagdes de Lagrange, ja considerando os efeitos do achatamento na
maré sdo dadas por Kozai (1959b):

(4.6)

da_2 U
dt nafM
de_-4/1- € U L1-e8 U
dt na’e fw na’e M

ﬂ_ -1 Tu N cosi u
dt na?2y1- e? seni W npa?y1- €2 seni Tw
dw 1 W dw. dw

= + de+—di
dt nazﬂfl_ ezw']i ﬂ| de d|

dw_/1- € U cosi_ U, dw, . dw
dt naze ﬂe naz—,/l_ ezwi T“ de di
v _ - 2 fU 1-e* U

dt nafa na’ fe



5 INTEGRACAO DASEQUACOES

5.1 INTRODUGAO

Neste Capitulo, € feita uma analise dos efeitos da maré terrestre sobre orbitas de
satélites artificiais, com o modelo considerado, isto €, efetuando-se o céalculo da
variacdo dos elementos orbitais através das equactes de Lagrange. O potencia devido

amaréfoi desenvolvido de formageral e alguns casos foram especificados.

5.2 INTEGRACAO DAS EQUACOES

Considerando-se apenas termos seculares e de longo periodo, as equacdes a

serem integradas séo daforma:

esE 4 B = (aei,a,e,i) (aW+a W +bw+bw +g/)
aba bg (2P 9) cos
)
i=E a C  (aei,a,e, ) (aW+a W +bw+bw +g/)
apapg Brabeg Cos
em
W=E D(a,e,i,a',é,i')(a’e’i’a‘ 'e' ,i' )+Eab§1b‘g E(a,e,i,a',e',i')(a’e’i’al ’é ’i' )
E- n o 2)
(aW+a W +bw+bw +g /)
cos
w=E F(a’e’i,a"e.'i.)(a,e,i,a',e' i)+E & \G(a’e’i'a.’e.,i.)(a,e,i,a' e i)
aba bg
sen

(aW+a W +bw+b'w +g /)
cos
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O método a ser utilizado, € 0 método das aproximacdes sucessivas. Considerase

gue o movimento da Lua sgja conhecido, (incluindo apenas termos seculares devidos a

precessdo da longitude do nodo ascendente e do argumento do perigeu) isto &

Para dia Juliano = J2000,0

a =a, =384748 981 km

e =—e, =0,0548

i =i, =5117°

W =W, =125,033°
w =w, =8335°

¢ =r,=218183°

0 =n,t+lo
W =n,t+W,

W =n_t+w,
w

N, =13176° / dia
n, =00529°/ dia
n, =01114° / dia

(5.3)

Fazendo E =0 na equacéo (5.1), tem-se a seguinte solugdo para as variaves

aeei:

a=a,
e=e,

i =i,

(5.4)
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as quais, quando substituidas na parte secular das equacfes, que descrevem as

varidvels angulares, fornecem a equacéo abaixo:

W=ED(ay,6,,i0,a,€,i )t + W,
w =EF (a,,8,,i,,a,€,i )t +W,
(5.5)

as equactes (5.4) e (5.5) serdo substituidas na equacéo (5.1). A equacéo resultante

devera ser integrada em funcéo do tempo e a seguir repetiremos o processo.
V amos examinar alguns casos particul ares.

53CASO1

Supde-se a Lua estética (n,,=n, =n, =0) e a Terra com distribui¢cdo

/ua

uniforme de massa. Nestas condi¢fes, apds aintegracdo, tem-se:

° cos o Lo
e=E a B 1 (aW+a W +bw+b w ) +&,

apap @) Ny -

) o cos
i=E a C 1

N (aW+a W +bw+bw )+i,
(aba b)) Na b - Len

em qut aba b niciais e, dentro
dosarg .
W=ED t+W, +
(aba b)
oS o .
W=n +E § E 1 (aW+a W +bw+b'w )
aba b (2PAP) N, p - Sen (57)
W =n,
w=EF  t+W,+
(aba b)
1 cos

+E & G (aW+a W +bw+b w )

aba b (apa b) Na b~




50

a W =a W, = constante =0
bw =b'w, =constante=0

em que:

Ny :ED(ao'ao' 7901e0l ’i01iol )

. L (5.8)
n, =EF (&, €€ sigio )

emqueos N, ., sGo combinagdes daforma

an,+tbn,,
gue sdo os termos seculares naintegracao dos elementos orbitais.

No caso especifico, da funcdo perturbadora considerada, as expressdes anadliticas

para as precessdes de n,, e n,, sdo dadas por:

ny =G 9 Em, 0eRG | o & 3e oaé'9(sen i)?
ne = ~gag 2 /2624
8 [} Mera g€ 0 8(1 f (5.9)

. 820%en 12

4]

gue sdo os termos seculares da integracdo que fornecem, devido ao efeito da maré, a

precessdo da longitude e do argumento do perigeu do satélite.
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5.4 CASO 2

Supbe-se a Lua em movimento €liptico, ndo  precessionando,
(0 =n,,t+0,,W=W,,w =w,) e a Terra com distribuigio uniforme de massa.

Nestas condicdes, apds aintegracdo, tem-se:

0 1  cos o Lo
e=E a B., ... (awW+a W +bw+b w +g 7 )+¢€
aba b.g (a,b,a b ,g) Na,b,g' - sen 0
izE § C 1 o8 (aW+a W +bw+b w+g ¢ )+i,
i = C w w+(g I
aba,b.g (a,b,a b ,g) Na bg " sen 0
W=EDY,,, ) t+Wo+
+E 4 E 1 COS(aw+a'vv +bw+bw +g /)
aba b.g (a,b,a b ,g) Na,b,g' - N
w=E F(a,b,a' ,b',g')t+W0 +
+E 4 G 1 o8 (aW+a W +bw+bw +g ¢ )
oy — w+b w
aba b.,g (a,b,a b ,g) Na,b,g' - sen

(5.10)

em que os coeficientes B, C, D, E, Fe G dependem das condicOes iniciais e, dentro

dos argumentos devem substituir-se

W=n,t+W, (5.11)
w=n,t+W,
¢/ =n, t+/o

fua
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sendo n,, e n, dada pela equacéo (5.9) e os Na bg significam combinagdes da

forma

a n\N+bnw+gnIua

55CASO3

Neste caso, considerase a Lua em Orbita eliptica precessionando ao redor da

Terra, aultima é considerada esférica.

Com tais hipéteses:

0 =n,,t+1,
W =n,t+W, (5.12)

W =n .t+w,
w

As equacdes serdo analogas as do Caso 2, deverdo ser substituidosos N_ g Por

sendo os N combinagdes daforma

abgabp ’ ab,g,ab

an,+bn,+gn,+an, +bn,

5.6 CASO 4

Agora se considera a influéncia do achatamento da Terra na maré para 0s casos 1,
2 e 3, incluindo tal efeito, as equacdes de Lagrange gque fornecem as variagoes devidas

alongitude do nodo ascendente e o argumento do perigeu, (Kozai ,1959):
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dw 1 W dw, dw._.
= — + de+—_d|
dt  nay1- e®seni T de di
. | . .
dw:x/l-e - Cosli U +dee+d\_Ndi

dt naze ﬂe na24/1_ ez Sen| ﬂ| de dl

(5.13)
(5.13)

(5.13)

5.7 RESSONANCIAS

Nos casos acima mencionados, se fossem considerados os termos de curto

periodo, poderiam ocorrer combinacfes, de acordo com a equacédo (3.10), daforma:

y ompg y /mis + efmpq » 0.

(5.14)

Mastal caso ndo sera considerado neste trabal ho.



6 RESULTADOS

6.1 INTRODUCAO

Com a finalidade de verificar a ordem de grandeza das perturbagbes, nos
exemplos a seguir foram considerados apenas alguns termos da funcéo perturbadora,
sugeridos por Brosch e Sundermann (1982). Para a variagdo da longitude do nodo
ascendente e do argumento do perigeu foram considerados apenas 0s termos seculares
e de longo periodo. A influéncia da defasagem da maré terrestre ndo foi considerada e
0 numero de Love foi considerado constante. As derivadas e a integragdo foram

efetuadas analiticamente.

6.2 O SATELITE CONSIDERADO

Perturbacbes geopotenciais, embora teoricamente, se estendam até o infinito, elas
diminuem com a dtura do satélite. Também as perturbacBes devidas ao arrasto
atmosférico, diminuem com a atura. Assim, por exemplo, um satélite a uma atura de
200 km, o mesmo daria poucas revolucdes ao redor da Terra antes de cair, ap passo
gue a uma atura de 600 km, ele ficaria em Orbita, ainda por dezenas de ano. Acima de
700 km, a perturbacdo devido a pressdo de radiacdo solar direta € maior do que a
perturbacdo devido ao arrasto atmosférico. Para satélites altos, por exemplo,
geoestacionarios a perturbacdo luni-solar € da ordem das perturbacbes devido ao

geopotencial.

A escolha de uma orbita para se medir efeitos perturbadores devidos a maré, deve
ser tal que, ndo sgja muito baixa para que seu efeito ndo segja totalmente mascarado

pelo arrasto e nem muito ato paranéo ser mascarado pela atragao luni-solar.
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No desenvolvimento das equagbes foram feitos truncamentos nas poténcias da
excentricidade, o que implica que a o¢rbita ndo podera ser muito excéntrica. Além
disso, se a orbita for muito excéntrica, o efeito de maré s se fara sentir quando o

satélite estivesse proximo do perigeu.

Assim, para exemplificar a ordem dos efeitos devidos a perturbacdo da maré

terrestre, escolhe-se um satélite em uma 6rbita com as seguintes caracteristicas:

a= 7000 km;
e=0,01,;

i =30

W= 60°
w=30°

6.3 ANALISES DOS CASOS

Nas integragcOes das equagbes do movimento para os casos considerados, foi
desenvolvido um programa em linguagem de programacdo Mathematica. Este
programa gera um arquivo de saida, onde dadas as condig¢des iniciais do satélite
artificial, sdo obtidos as variacbes dos elementos orbitais considerados e para cada

caso apresentado.

6.3.1 Caracteristicas das solugdes

Analisando as equagdes do movimento, para os elementos orbitais considerados,
notase primeiramente que para a excentridade e para a inclinacdo, as perturbactes

devidas a maré terrestre ndo provocam variages secul ares, nesses elementos meétricos.
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Segundo 0 método das aproximagdes sucessivas, encontramos para a variacéo de
W e w, devido ao efeito da maré terrestre, dada pela equacéo (5.9), os seguintes

valores:

ny =- 840519 10 "rad/ dia
n, =6.06592 " 10 "rad/ dia

Vegamos a seguir algumas caracteristicas das solucdes encontradas (termos
periddicos).

6.3.1.1 Elementos orbitais considerados

Quanto a perturbacdo da maré terrestre, na excentridade, considerando os termos

de maior amplitude, para os casos 1, 2 e 3, que é dada por:

- ;'1 a?’méua O%QO £~5 20

€== - C—— k (ua ¢ &~
8n &My 562 0 e8 o

2 e )2 60
S(seni)?91- Mi (6.1)
¢ 8 2 T
¢ ﬂTcosZw
¢ 2(n,,) .
¢ -
& 5

Amplitude= 0,0524999
Periodo= 5,43938x10’ dias.

O resultado estd mostrado na Figura 6.1:
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- 0.053327

- 0.0533271
- 0.0533272

de

- 0.0533273

- 0.0533274

0 250 500 '%é'ml'mﬂ!l' WO 1250 1500 1750
t Mias
Figura 6.1- Representacdo da variacdo da excentridade.

No caso da inclinagdo, verificou-se que para os casos 1 e 2, o termo de maior

amplitude &
. & Ozem anRo
i = (; fua k nua
8 n+/1- e Senlﬂgmterraﬂea ! (6.2)
(1- e ) /28§9($n|) (senl )ZaeM (cos2W)
2( W) a

Amplitude: 0,02777565 rad.
Periodo: 2,14153 x 108 dias.

Logo, de acordo com este estudo, verificou-se que a inclinagdo apresenta uma
perturbacdo devido a maré significativa, no entanto com um periodo muito longo. Isto
significa, por exemplo, en um ano, uma alteracd da ordem de 10 grau. Pode

mostrar—se através da Figura 6.2:
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rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

- 0.023593
- 0.023594
- 0.023595
- 0.023596
- 0.023597
- 0.023598

di Bhd e

0 250 500 750I'EUUEO 1500 1750
t Mias

Figura 6.2- Representacdo da variacdo dainclinacdo, paraocaso 1 e 2.

Jano Caso 3, atitulo de exemplo, considerou-se que o termo de maior amplitude

€ dado por:

i :§ a’n/ua O@o

8 n+/1- e’ %I"Ilggmlerraﬂeag

aa’soa%sen2|)(ser12|)
el6ﬂg - ny) 3 (W W)

K, nfua(l e )3/2

(6.3)

Amplitude = 0,0000820848 rad.
Periodo= 6805,18 dias.

No caso 3, com a Lua em orbita eliptica precessionando ao redor da Terra, ocorre
uma amplitude menor que nos casos 1 e 2, porém o periodo no qual essa perturbacéo
ocorre é da ordem de 18 anos, claramente devido a Lua. A diferenca entre considerar
ou ndo a influéncia da maré, vai aparecer na 5 casa decimal da amplitude (ou na 4

decimal, sefosse em graus). Tais resultados estdo exibidos na Figura 6.3 abaixo:
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- 0.00084

- 0.00086

di Bd Hallem

- 0.00088}

- 0.0009

- 0.00092}

0 250 500 750 1250 1500 1750
t Mias

Figura 6.3- Representacéo da variagdo dainclinagdo para o caso 3.

Agora, andisando os resultados para a longitude do nodo ascendente e para o
argumento do perigeu, verificou-se que eles apresentam termos seculares devido a
precessdo, como foi mostrado na equagdo (5.9). Observando termos de maior

amplitude para alongitude, notou-se que tanto no caso 1 quanto no caso 2 € dado por:

x m O@QO -3/2
WZQ ua To— k nZua _ eZ

8 n4/1- senl ggrnerra ﬁga : (1 ) (6.4)
agéocom seni (sen i')2§ Mgcos (2w)
e8g Nw) @

sua amplitude e periodo sdo, respectivamente:

Amplitude = 0,135109 rad.
Periodo = 2,14153x108 dias.
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Estes resultados est&o mostrados nafigura 6.4:

-0.108419}
- 0.108419

- 0.108419

dwW Bhd e

- 0.108419

- 0.108419

0 250 500 750H1250 1500 1750
t HMias

Figura 6.4- Representacéo da variacao dalongitude, paraoscasos1 e 2.

Para 0 caso 3, o termo de maior amplitude é dado por:

0 _
W= ¢ Ozem,, aeRo K, N2, (1 e2) 32

8 n+/1- Seﬂl ggrQerra ﬁea

a8 {E0s 2i sen 2i' 0
&8k n, - n, B

(6.5)
sen (W- W )

Amplitude = 0.0000947834 rad.
Periodo = 6805,18 dias.

Como ocorre nos outros elementos orbitais, ao analisar o caso 3 e incluindo os
termos /' ,W ,W, a amplitude é da ordem de 10, porém o periodo que ocorre a
perturbacdo é da ordem de 18 anos. A observacdo feita para a equacéo (6.3), também é

vélida para esse caso. Este resultado € mostrado na Figura 6.5.
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0_.

- 0.00002¢

- 0.00004}

dw Thd e

- 0.00006}

- 0.00008;

0 250 500 750I;KUU!Il_250 1500 1750
t Mias

Figura 6.5- Representacdo da variagao dalongitude para o caso 3.

Agora andlisando o argumento do perigeu, obteve-se parao caso 1, 2e 0 3 0

seguinte resultado:

Wzanl Ozem, anEok 2 & 3e 0

¢ n-e HEMgn, ggag (uag(l_ 82)5/25

- 2 .-d

aseni)zgi- mg: (6.6)
g ﬂ%%nZW
C 4(nW) -
9 —
& @

Com amplitude de 4,21325 rad e um periodo de 5,43938 x 10’ dias.

Neste caso, seu periodo € da ordem de 100.000 anos, observou-se gque, esse termo
teve apenas a influéncia da maré e ndo dos termos lunares, isso para 0 caso de maior

amplitude. E o resultado pode ser mostrado através do Figura 6.6.
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0.0006

J 0.0005

- 0.0004
0.0003
0.0002
0.0001

ok . . . . . . ]
0 250 500 750|;EUU|1_250 1500 1750
t Mias

Figura 6.6- Representacéo da variacéo do argumento do perigeu paraoscasos 1, 2 e 3.

dw B

6.2.1.2 Caso 4

No caso 4 considerou-se a influéncia do achatamento da Terra na maré, para o

gual utiliza-se aequacdo (5.13) mostrada no Capitulo 5.

Feitas as integracdes e estudando-se os termos, notou-se que com a introducdo do
achatamento da Terra, diretamente nas equagbes do movimento, o efeito da maré foi
totalmente “mascarado”, pois esse efeito € muito maior que o outro, inclusive porque

no proprio calculo do valor de J, o efeito da maré pode esta sendo considerado.

Considerando que:
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dw

Ede— - 0,00413987 de rad/dia
dd—YV di =0,0597479 di rad/ dia
C:j—vgde 0,00657292 de rad/dia
OLI—VIle 0,258716 di rad/dia

(6.7)

e sendo

d e=(0,05249999) sen2w +(0,0129776) sen (W + 2w) + (0,000823051 )
sen2(W+w)
=(-

3,31305)sen W + (0,0277765 ) sen 2W + (0,0003155602 ) cos2 (W - w)

Ogem anRo 3/2
w=C. B e+ k,niLlLl- e
8 n+/1- Senlggmlerra ﬁeaﬂ ' a( )
‘Eéocom seni (seni )zée M—COS(ZV\/)+ (6.8)
é8g 2nw) o
(- 33105)(0, 0597479) Y
Nw @

Parao caso 1 e 2, amaior amplitude é 1,34935 x 10’ rad e um periodo de 4,28307 x 10°
dias, que é dada pelo termo fatorado por di .
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e ('j T .5
W=6- ! aem/ua 0aR0 K, N2, (1- ez) -

8 n+/1- e 2seni g mterraﬂeaﬂ
B30 28 sen (ZVV')é

cosi seni (seni ————~7Cc0S(2W) + (6.9)
%85 =i e o W
(0,0524999) (0,00657292 ) gei Qsen 2w

2(n,) g

Nesta equagdo, obtiveram-se uma amplitude de 2987,35 rad e um periodo de
5,43938 x 10’ dias, que é dada pelo termo fatorado por de.

Para o caso 3, a partir da equacéo (6.10):

Ozem OaERO 3/2
W= o fua K, N/, (1 e)
8 n+/1- sen [ ggmlerra ﬂeaﬂ " (6.10)
?ﬁ 0521 %N 210 - W)+ (- 33105) (0,0507479) E L Zeenw
nW nW ﬂ nwg

obtiveram-se os resultados das contribui¢des similares os casos 1 e 2.

Para 0 argumento do perigeu, obtiveram-se 0s seguintes resultados paraos casos 1, 2 e

3
o B Ozem, . 03559 ., , & 3¢ 9

8 n- : Merra H&2 D /ua 8(1- 62 )5/2 B

0

Clen i) 2?- ﬂo (6.12)
¢ el o
C —sen2w+( 3,3105)(0,0597479) g——=sen W
C 4(n,) + Nw g
g o
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Para o caso 1, 2 e 3, amaior amplitude é 1,34935 x 10’ rad e um perfodo de 4,28307 x
108 dias, que é dada pelo termo fatorado por di .

W_BQQ /1- e Ozem,, 03559 " gei'_?
8 n- R Mera g€ @ Zuag(l- 82)5/25

8? zgi 3( senl) o),
¢
C 2.sen 2w + (0,0524999) (0,00657292 g 2
c 4(n,) + w @
¢ -
e a
(6.12)

Para o termo fatorado por de, obtiveram-se uma amplitude de 2987,35 rad e um

periodo de 5,43938 x 10’ dias.
Koza (Kozai, 1965) apresenta a seguintes expressdes para perturbacdes orbitais
devidas a maré terrestre:

8
di=F§ A cosa,

j=1

d & 0 u
dW= FeB1 +achy - ALjaltam/a +sena | (j, (6.13)
j=1e (4] 0
$ 0 u
dw = Feth+a AZJCOS|+A31+5alsen|/a Tsena |
e J—1e 7} 0
K .5
F :—28559 (6.14)

Asexpressdespara A ;,A,; e A, sdotabeladas.

As expressdes analiticas que obtivemos para as perturbacfes, quando aplicadas
para 0s mesmos satélites 1959 Alpha 1, 1959 Eta e 1960 lota 2 utilizados no trabalho
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de Kozai levam a resultados compativeis. O motivo das “pequenas’ diferencas

encontradas deve-se adadosiniciais que ndo séo exatamente 0S mesmos.



7 CONCLUSOES

O estudo das perturbacBes devidas a maré terrestre, na excentricidade, na
inclinagdo, na longitude do nodo ascendente e no argumento do perigeu de um satélite

artificial, mostrou as seguintes caracteristicas:

ad Maré provoca perturbacdes seculares e de longo periodo na longitude do nodo

ascendente e no argumento do perigeu e naanomalia média.

Deve-se notar, entretanto, que as perturbaces sdo de periodos extremamente
longo (da ordem de 10° dias), isto faz com que tais efeitos aparecam como termos

seculares, quando estudados por um periodo de alguns anos.

b) A maré, em primeira ordem provoca perturbacfes de longo periodo em todos

0s elementos orbitais com excecdo do semi-eixo maior.

c) As perturbaces de longo periodo, devidas a mare, podem ser consideradas,

para periodos de alguns anos, como termos secul ares.

d O Caso 3 mostra que quando se estuda perturbacdo orbital de satélites
artificiais devidas a Lua, aparecem afetadas pela maré, podendo conforme a
dtura e a excentricidade da drbita do satélite considerado causar uma
influéncia de até 10% no calculo da perturbacdo na inclinagdo e na longitude

do nodo ascendente.

e) O Caso 4 verificamos que cerca de 10% do movimento de precessdo da
longitude do nodo ascendente da Orbita do satélite considerado, devido ao

achatamento, podera estar af etado pela perturbacéo devido a maré.
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f) Um programa foi construido permitindo com uma simples alteracéo de dados
iniciais, examinar outras Orbitas particulares e estd colocado a disposicdo do

usuario.

g) Os nossos resultados quando comparados com os resultados de Kozai
levaramn a mesma ordem de grandeza, sendo as diferencas devidas a

condigBesiniciais diferentes.

7.1 TRABALHOS FUTUROS

As combinagdes de freqiéncias que aparecem nos argumentos dos termos da

funcéo perturbadorado tipo

y /mpq y ‘mjs + efmpq (7.1)

envolvendo a defasagem, podem levar a pequenos divisores. A contribuicdo da

defasagem na ressonancia também deve ser investigada.

A influéncia das inclinagbes para varias excentricidades e semi-eixos, também

deve ser investigada para cada um dos casos considerados.

Varios modelos tém sido propostos para o estudo de perturbactes de oOrbitas de satélites
atificias pda maré terrestre. Com algumas simplificagdes tais modelos também podem
ser implementados e comparados entre s e com uma integracdo numeérica das

equacdes do movimento.

Comentemos alguns.
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7.1.1 Modelo de Balmino (Balmino, 1974)

Balmino sugere que hga um numero de Love e uma defasagem para cada
excitacdo expandindo tais parametros em series de harmonicos esféricos. A introducéo
dos nimeros de Love com tais caracteristicas pode ser introduzida no modelo adotado,
melhorando a solucdo obtida. A discussdo do modelo de Bamino esta dada no

Apéndice B.

7.1.2 Modelo do |ERS (IERS, 1996).

As mudangas induzidas pela maré terrestre no geopotencial podem ser
convenientemente modeladas como variagdes nos coeficientes Cnm e Snm do
geopotencial. No nosso trabalho ja verificamos a influéncia do J, na maré. Uma
comparacdo do nosso trabalho como o modelo do IERS podera esclarecer melhor a
caracteristica da influéncia dos outros coeficientes do geopotencial. A descricdo do
modelo do |ERS estd dada no Apéndice C.
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APENDICE A - A FUNCAO PERTURBADORA PARA OS PRIMEIROS
TERMOS DO POTENCIAL

Efetuando expansdes em termos de harménicos esféricos em sistemas de
coordenadas convenientes, vamos escrever alguns termos do potencial devido a maré.
Com as consideragdes acima o potencia devido a maré em um ponto externo a Terra é
dado por (Balmino,1974) :

-.¥ ../« el
pu(r)=EEM 0 | B BRO b (sy) (A1)

el @g-2 ergelg

Para colocarmos as coordenadas esféricas em termos dos elementos orbitais

Seguimos o0 processo descrito a seguir.

Adotando coordenadas geocéntricas, com 0 eixo X nadirecdo do equinécio e o

eixo z nadirecdo do polo norte temos, usando coordenadas esféricas convencionais:

X =r cosq cosf
y =r cosg senf (A.2)
Z=rsenq

Podemos representar os trés componentes de r em outro sistema de coordenadas,
onde o plano fundamental é o plano da orbita, efetuando-se trés rotagbes consecutivas

conformeilustrado naFiguraA.1:
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satélite

FiguraA.1- Representacdo do sistema de coordenadas, sendo L o argumento

dalatitude, i € ainclinacdo e W é alongitude do nodo ascendente.

Primeirarotacéo em torno do eixo z de um angulo W;
Segunda rotacéo em torno do novo eixo xde um anguloii;
Terceirarotagdo em torno do novo eixo zdeum angulo L .

No novo sistema, as coordenadas do ponto, serao:

(X,Y,Z)=(cosf,rsenf,0) (A.3)
Temos ent&o:
agosL - senL 09 a3 0 0 0
PlzgsenL cosL 0= , Pzzgo cosi - seni:

&0 0 1g S0 seni  cosiy
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8@03W -senW 06
P, =csenW  cosW 0- (A.4)
&0 0 14

A relacdo entre os dois sistemas é dada por:

&9 Xy
&5 o

Efetuando—se os cal cul os obtemos:

?chos(l_+\/\0 +23en2|§sen LsenW,

Y —sen(L+W)- Zsenzlzsen L cosW, (A.6)
]

Z =senisenL

]

sendo L =w+ f o argumento dalatitude.

Representando as coordenadas e os elementos orbitais da Lua com sobrescrito * ,

oangulo Y € expresso na seguinte formacomo mostraaFiguraA .2:
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satélite

=

N 24

=l

FiguraA.2- Distanciageocéntrica I da superficie da Terraaté o corpo perturbador,
distanciageocéntrica I da superficie da Terra até o satéliteeY € o angulo

geocéntricoentrer” e 1.

S=cosY =r.r'/rr' (A7)
temos assim,
+y +
gz XXFIWHZ (A8)

rr

sendo T e I raio vetor geocéntrico do satélite e da L ua.

Portanto:
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S=cos(L+W- L-W)

i 2sen2'§seanen(L'+w-vv)
- ZSenzlasen L'sen(L + W- W) + (A.9)

4sen? Lzsen2 IEsen L sen L'cos(W- W)

+ seni seni‘senLsenlL'

Com o valor obtido para cos (Y )em termos dos elementos orbitais, podemos

calcular os polinémios de Legendre P, (cosY ).

E conveniente também que transformemos L em termos da longitude

| =L+W, analogamente paravariaveis com sobrescrito * .

Observamos anda que Lesta em termos da anomalia verdadeira. Para
colocarmos em funcdo da anomalia média M, usamos as tabuas de Cayley, Cayley
(1861). Nessa tébua encontramos tabelados em séries nas poténcias da excentricidade

os coeficientes g(n, m, k) e s (n, m, k) dos desenvolvimentos:

¥
Y " cosmf = & g (n,m,k)coskM (A.10)
k=0
¥
Y"sennf = 4g(n,mk)senkm (A.11)
k=0

onde m éum valor positivo ou nulo e

..N
- &0

Y .
ere

(A.12)

sendo n um valor negativo, positivo ou nulo .



De (A.10) e (A.11), facilmente obtemos

¥
Y " cos(mf +j )= @ (9:(n, m k) cos(kM +] ) +g,(n,m k)cos(kM - j ))
k=0

(A.13)

Y"sen(mf +]j )zé(sl(n,m,k)sen(kM +j )+s,(n,mKk)sen(kM - | ))

k=0
(A.14)
com
o} =%(g+s)
(A.15)
1
d, =§(g+s)
e
1
81—5(9+s) (A.16)
1
S, =§(S - 0)

Efetuando-se as operagdes mencionadas, o potencial a ser utilizado, incluindo

os termos de curto periodo pode ser expresso na seguinte forma:

' , 5
U :mm n? (1+3e' cos(f')) R—Skz{(l— e2)‘3’2A+%eZB}:
erra a
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m 'R
n2

rnterra 2

+%sen2isen2i'cos(\lv- W) +
%senzi senzi'cosz(W- VV')+
+sen? i 3- 3 sen? igcosz([ +w')

8 e 2 o}

3 2. 4 i - - -
+§sen | COS Ecosz(e - W+ W +w )

- gsen 2i seni'coszlicos(%' - W- W +2\N')

+§sen2 i sen“lzcosz([ - W +W+W')

+gsen 2i seni'senziEcos(Zﬁ' FW- W +2w'))

& i i . . .
L cos Lcos Lcos2(4 - wHw' - W+ W)+
g ° §°%° 35 3
+lsen2i8‘i- 3 sen?i’ Scosow
2 e 2 o

+%cos“'§sen2 i cos2(w +W- W)

+sen4lzcos4|50032([ - W+W +w-w)+

cos“'zsen“%cosZ(z' +W+W +w +w)
+sen4lzsen4|50032(€' +W- W -w+w)

+:—;sen2isen2 i cos2(¢ -w+w)

+gsen2 isen?i cos2(/ +w-w))

5 .
—k{(1- ez)-3’28§8‘i- Esenzigg-i- Seen?i'
ede ge 2

8

2
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+senicoszL29eni'coszlgcos(2[ - W+W - 2w +2w)

- %seni coszl—zsenZi' cos(2w +W- W)
+%sen4|§sen2i'0052(w- W+ W)
+%senisen2|§sen2i'cos(2W-W+W')
+senisen2lzseni'coszlzcos(2€' - W+W +2w +2w))
- %nicosZIE%ni'%nZIEcos(%' -W-W +2w+2w)

+senisen2l23eni'sen2'acos(2€' +W-W - 2w+2w') )+

! 1 ' R5 - ﬂ 3 '6 3 2 "(lj
n? (3e cos(?)) —k,{(1- €*) ¥2C=Q1- =sen?i=¢l- —sen?i =
Meerra ( ) 3-3 ? é4§i 2 Q? 2 (4]

+%sen 2isen 2i cos(W- W) +
%senzi senzi'cosz(W- V\/')+

3 L. § 2.0 . .
+§sen |§i 2sen |b0032(€ +W)

+gsen2icos4|§cosz(€' - W+ W +w')

3 i . . .
- gsen2|sen| CoS Ecos(2£ - W- W +2w)
+gsen2 i sen“IEcosZ([ - W +W+w')

+gsen 2i seni'senz%cos(%' +W- W +2vv') )

82



APENDICE B —Modelo de Balmino (Balmino,1974)

O potencia perturbador T, devido a maré terrestre, supondo que haja um nimero

de Love k eumadefasagem e, .., paracadafrequéncia de excitacdo € dada por:

¢mpq

Gm* , &R 6 (¢- m) .
(Rf I) a* Zn?pqga*ﬂg(z dOm)m Zmp(I )Gqu( )
(B.1)
( eCosu

el +0)- &1

kfmpq(f ’I )Pf

em gue o sobrescrito * significa massa e elementos orbitaisrelativos a Lua.
Suponhamos também que 0s nimeros de Love e 0s termos tesserals possam ser

desenvolvidos em harmonicos esféricos, isto &,

h
(mpq(f 1) = a é k(mpqcosr(l - Zmpq)Pr(:nenf) (B.2)
h=0m=0
g on
€rmpg(f +1) = @ €/pgPa (sENT) (B.3)
n=0

Nestas equacdes apos vérios cal culos o potencia € dado por:

(+1

Gm* ¥ &R 6 & (2- dom )¢ - m)! ¢ F (|*)§(e*)'

4
¢ 5> a

T=
R e‘a:‘zea*ﬂ mo  (¢+m) p=0
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éé¥ h kh m /+h kL +¥
ANO O ‘mpgq T o o + 1%0 o) o
€a a a a QimiG—= Fie jmeni (1), &
e§1=0 mo 2 + k=|m+ Teaﬂ j=0 g=-¥
é
é (-mpar \k-|mi
%, )85‘1 0 é cos U m) pj”‘f
) kig e 8—m_ g_ 1)k |mEm+1 u ( m)l_mpar
é M @ mimpar Uk- [mzn
e ¥ k+n aR St g +¥
A o 0] o ]
S+ a €\ a Q —=+ aF Loa
@ n=0 £ mpd s mxn] |kns|,|minjgag j'=0 s{mzn g'=-¥
e
€ é(-mu(g m).par 6 ) sen us'|m1’”1 - (e-m)par
Gig@ ™ G ; ' W) y
g sig\Ie 4 g 1 COSLd s-|m+ (- m):
e e U(¢- m):impar - \f- mjmpar
(B.4)

Em que
e u
é 0
- y
€ U
ANt —m hm o m !
SN _(Vk,|min1,j,g Xm Y fmpq)+x m fmpq qmi ﬁh T Am mQ)H
&, _ —m,y hm q —m )l:l
S\N = (Vs,|min1,j',g X v gmpq)+x M g - (ME NG - X 3'mg (5.5
e - G
é glseosinal emg for+ u

m = X JURN u
A @ lparam3 m ?
e éé 1 ggeosmalemafor-Qu U
& & lparam<meé By A

v*gmpq € dado por:
V¥, og = (0= 20+ QM * +(2 - 2p)w * +mW (B.6)



- '
+Ee gcos ! cogt Ec:osZ(f -W+wW - W+W) +

+lsen2igi— 3 senzi Scosaw
2 e 2
+%cos4|§sen2i' cos2(w +W- W)
+sen4lzcos4|50052([ - W+W +w-w)+
4l

cos Esen“lzcosZ(E' +W+W +w +w)

reen® LeentLcos2(r + W- W - w +w)

2 2

+gsen2isen2i'0052(£' -W+w)
+gsen2isen2i'c032(€' +W - W)
+senicosszseni'coszlzcos(2€' - W+W - 2w +2w)
- %seni coszl—zsenZi' cos(2w +W- W)

+%sen4i§sen2i'c052(w- W+ W)
+%senisen2i53en2i'cos(2w—w+vv')
+senisen2lzseni'c052%cos(2£' - W+ W +2w +2w))
: senicoszizseni'senzgcos(%' - W- W +2w +2w )

+senisen2|§seni'sen2%cos(2€' +W-W - 2w+2w') )
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APENDICE C -Modelo do |ERS (IERS,1996)

A aproximacdo de segunda ordem para o potencial DV nasuperficieda Terraé:

2 2 GM]
DV =k,RZ 8 ——Py(coy ) (C.1)

j:S,M rJ

Por outro lado, na superficie da Terra o espaco livre DV torna-se:

R , GM,
DV =k, — & — Py (cos_/ j) (C.2)
I j=sm r

De acordo com tal modelo, as mudangas no segundo harmdnico do geopotencial

sa0 dadas pelas formulas:

5

DCao =k, (0) s Mip (senf )
== a Py (senf ));
© - N 2GEJ =SM rjs @ J
5
1-/3 . GM;, "
DCx- |D521———k (1) a P, (senf )e ! (C.3)
35 a GEJ sm 1 2 :
1412 . GM, .
DC22- IDSzz =———k,(2)—— a . e '
12 5 <l )aZGE j=sMr? :

sendo:

k,(0) = 0.299, nUmeros de Love de longo periodo de grau 2.

k,(1) = 0.3, nimeros de Love de diurna principal de grau 2.
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k>(2) = 0.302, nimeros de Love semi- diurna de grau 2.
GM; = parametro gravitaciona daLua (j=M) e do Sol (j=9),
r; = distanciageocéntricadal uaou do Sol,

f;l; = latitude e longitude geocéntricada L uaedo Sol .

As mudangcas dos coeficientes s&o:

) ) 1 __n+mimpar .
DCum- iDSm=A, & dK H.&i2 e (C.4)
S(n,m) €  Ghimpar
sendo
(- 1)m m=0
d :{%, o (C.5)

"R g,

gs= argumentos astronémicos, calculados por numeros Doodson .

dK. = K5(1) - K, (1), diferenca entre a frequiéncia atual dependendo do niimero de

Love e do primeiro nimero.
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