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Este trabalho tem como objetivo principal a anélise
do comportamento dinédmico de estruturas laminares de aco,
com carregamento contide no plano médio, através da
consideracdo da ndo-linearidade fisica do material.

Para a solucao de tal problema utiliza-se o Método
dos Elementos Finitos através da discretizacdo estrutural
feita com o elemento triangular CST (Constant Strain
Triangle). Na deducdo das matrizes de rigidez e de massas
do elemento CST utiliza-se a formulacdo com parametros
generalizados e com coordenadas homogéneas. J& para a
consideracdo do amortecimento utiliza-se o Método de
Rayleigh.

Com relacdo a ndo-linearidade fisica do material
utiliza-se plasticidade considerando-se encruamento
cinematico, com relacdo tensdo x deformacdo bilinear,
associada ao critério da Méaxima Energia de Distorcéo.

Para a implementacdo de tal modelo utiliza-se o Método de

Newmark para integracdo numérica no tempo, via processo

previsor / corretor.

Palavras-chave: Dinadmica estrutural; Comportamento néao-

linear; Estrutura de aco; Método dos elementos finitos.
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Dissertacdo (Mestrado) - Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira,

Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”.

This work analyzes the dynamic behavior of steel
laminate structures. The load 1is applied in the medium
plane, taking into account the material physical non-
linear behavior.

Finite Element Method is used to the solution of
such problem with the discretization done by the
triangular element CST (Constant Strain Triangle). The

stiffness and masses matrix of the element CST are used

with generalization parameters and with homogeneous

coordinates. The Rayleigh Method is used to consideration
in structural dumping.

The material physical non-linear effect is
considered by the cinematic hardening. The bilinear
relationship tension x deformation is associated to the
criterion of the Maximum Distortion Energy. For the
implementation of such model, the Newmark Method is used
to numeric integration in the time, through predictor /

corrector scheme.

Keywords: Structural dynamics; Non-linear ©behavior;

Structure of steel; Finite element method.
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Modelo cinematico aproximado para analise dinamica nao-linear fisica de chapas de ago

CAPITULO 1 - INTRODUCAO

1.1 - Tema e motivagao

Entre 0s principais objetivos almejados pelo
Engenheiro Civil que atue na area de estruturas esta a
preocupacac em analisar, de forma tao realista quant
possivel, 0 comportamento estdtico e dinédmico dos
sistemas estruturais.

Com a idealizacdo do Método dos Elementos Finitos,
MEF, gque ocorreu na década de cinglienta com os trabalhos
de Argyris e Kelsey, publicados em 1954, e de Turner etal.
publicado em 1956, o0s pesquisadores passaram a ter uma
ferramenta poderosa que permite a modelacdo matematica de
fenémenos envolvidos na andlise estrutural, tais como os
provenientes da alteracdo da geometria do sistema
estrutural (nao-linearidade geométrica) e da alteracao
das propriedades fisicas dos materiais que compdem o©
mesmo (nadao-linearidade fisica).

Na década de sessenta, com o trabalho de Clough,
publicado em 1960, inicia-se uma nova fase na Engenharia
de Estruturas, onde se procura empregar o MEF na anélise
estrutural com auxilio de computadores de grande porte,
através da sua implementacdo via linguagem FORTRAN. Ao
final da mesma década surgem alguns programas comerciais
que fazem este tipo de anédlise, tais como o “STARDINE”,
“NEST”, “NASTRAN”, “SAP”, “ANSYS” e outros, como mostra
BRASIL (1990), deflagrando, assim, uma corrida em busca
de melhores programas computacionals, sempre baseados em

modelos estruturais mais precisos e abrangentes.
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Modelo cinematico aproximado para analise dinamica nao-linear fisica de chapas de ago

Nas décadas de setenta e oitenta é publicado um
numero muito grande de trabalhos que tratam do assunto,
vide CORREA (1991) e CILONI (1993), em especial aqueles
que consideram a né&do-linearidade geométrica na anélise
estatica de edificios altos e a ndo-linearidade fisica
para materiais usuais, como 0 aco e O concreto armado.

Com a disseminacdo da informatica ocorrida no final
da década de itenta, e principalmente em funcdc do
aumento vertiginoso da capacidade de armazenamento,

gerenciamento e processamento de dados aduzido pelos

computadores de pequeno porte, o Engenheiro de Estruturas

passa a ter acesso a equipamentos e programas
computacionais que possibilitam uma analise estrutural
baseada em modelos mais refinados, proporcicnando um
aumento de seguranca e diminuicdo de custos dos projetos
e das construcdes.

Atualmente, em funcdo desse avanco cientifico e
tecnoldgico, a realizacdo de anédlises diné&micas né&o-
lineares se torna cada vez mals premente, tendo em vista
a necessidade de simular, da forma mais realista
possivel, o comportamento das edificacdes e equipamentos
exlistentes, tais como fundacbes de maquinas, pontes
rodoviarias e ferroviarias sujeitas a grandes
deslocamentos, edificios altos submetidos a acado do vento
e estruturas em geral sujeitas a vibracdes induzidas por
abalos sismicos.

Neste contexto, o autor deste trabalho de
dissertacéao sentiu-se motivado em analisar (o
comportamento dinamico de estruturas laminares planas de
aco, com carregamento contido no plano médio, através da
consideracdao da nao-linearidade fisica do material
utilizando modelos fisicos bilineares. Para esta

finalidade, foi desenvolvido um programa computacional,
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Modelo cinematico aproximado para analise dinamica nao-linear fisica de chapas de ago

em linguagem PASCAL, que contemple as diversas
prossibilidades de analise estrutural, permitindo, sempre
que possivel, realizar a comparacac entre o comportamento

estdtico e dindmico de tais sistemas estruturais.

1.2 - Objetivos

O presente trabalho de dissertacao

objetivos:

a implementacdao da nao-linearidade fisica para o
material aco na analise dindmica estrutural utilizando
modelos bilineares;

a elaboracao de um ©programa computacional que
contemple as diversas possibilidades de anéalise
estrutural, permitindo o seu acoplamento com outros
programas ja desenvolvidos;

a anadlise e a otimizacdao do comportamento estdtico e
dinédmico de chapas de aco, através da consideracado da

ndo-linearidade fisica do material.

1.3 - Apresentagao do trabalho

Faz-se neste item uma apresentacdo sucinta do
conteudo referente a cada capitulo. Os capitulos foram
organizados, o quanto possivel, de acordo com a ldégica de

concepcdo de uma analise estrutural; e de forma clara e

seqiiencial objetivando-se a compreensdo dos conceitos

abordados e do assunto a ser discutido.

Assim, no capitulo 2 apresenta-se um dos principios
basicos que regem o comportamento de estruturas em
repouso e em movimento. Através da utilizacdo do método

dos elementos finitos, com elementos escolhidos de forma
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Modelo cinematico aproximado para analise dinamica naco-linear fisica de chapas de ago

adequada a analise de chapas, apresenta-se a equacaéao
ral do movimento com a explicitacdo das matrizes de
rigidez, de massas e de amortecimento, tendo esta ultima

sido obtida com a utilizacdo do método de Rayleigh.

Jd& o capitulo 3 traz em seu conteudo os métodos

utilizados na integracdo numérica da equacdo geral do
movimento, bem como as equacdes de Newmark e o0s
algoritmos utilizados na resolucdo de sistemas né&o-
lineares. Com a escolha do método de Newmark para
integracdo numérica temporal, elabora-se o equacionamento
adequado.

No capitulo 4, a fim de tratar a ndoc-linearidade do
material estrutural aco, sao estudados o comportamento
uniaxial e os modelos elastoplasticos unidimensiocnais,
tais como: isotrépico, cinemadtico e independente, com
endurecimento linear para carregamentos ciclicos. Neste
capitulo, apresenta-se o modelo numérico aproximado para
andlise dinamica nao-linear fisica.

O capitulo 5 trata da abordagem matematica de um
modelo consistente que incorpore a nac-linearidade fisica
do material, derivada a partir da linearizacdo do
algoritmo implicito de integracado das tensodes.

O capitulo 6 traz alguns exemplos relativos a
andlise estatica e dindmica nao-linear fisica de chapas
de aco, onde sao avaliados quantitativamente &
qualitativamente os resultados encontrados através do
modelo aproximado, validando a sua implementacéo.

Para finalizar, o capitulo 7 apresenta as conclusdes
finais dos estudos desenvolvidos e propde sugestdes para
0 prosseguimento dos trabalhos nessa mesma linha de

pesquisa.
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Modeloc cinematico aproximado para analise dinamica nac-linear fisica de chapas de ago

CAPITULO 2 - ANALISE DINAMICA VIA METODO

DOS ELEMENTOS FINITOS

2.1 - Generalidades

Alguns fatores inerentes as acdes dinamicas como a
variacao temporal da magnitude, direcdo e sentido, ou
ainda da posicdo do ponto de aplicacac de forcas, tornam
a anédlise estrutural relativamente mais complexa do gque
problemas que envolvam apenas acoes estaticas.
Consegiientemente, a resposta estrutural a acao dinémica
dada pela magnitude dos esforcos internos, das
velocidades, das aceleracdes e dos deslocamentos, também
varia com o tempo.

Com relacdo ao tipo de anédlise gue pode ser feita
destacam-se a analise linear e a nédo-linear, sendo a
linear proveniente da manutencdo da geometria inicial
como referéncia para a verificacdo do equilibrio e da
manutencdaoc das propriedades fisicas especificas do
material da estrutura. Ja a nao-linear pode ser
proveniente da alteracao da geometria e/ou das
propriedades fisicas do material estrutural.

A caracteristica principal da andlise dinédmica néao-
linear, tendo em vista as possiveis alteracdes ja
mencionadas, €& dada pela grande variabilidade de opcdes
que podem ser adotadas na sua elaboracdo. A seguir,
destacam-se os varios niveis de decisdo que estéo

envolvidos em tal analise, dados por:

- discretizacdo do sistema estrutural continuo;
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Modelo cinematico aproximado para analise dinamica nao-linear fisica de chapas de ago

b - definicdo das forcas atuantes no sistema estrutural;
c - escolha de um principio para elaborar a equacéo de
equilibrio do sistema estrutural;

d - esccoclha do método de 1integracao da equacao gue
descreve o movimento do sistema estrutural;

e - escolha do algoritmo para resolucao do sistema de
equacoes;

f - escolha do sistema de coordenadas;

g - definicdo do modelo elemental;

h - formalismo adotado na decomposicaoc das matrizes
rigidez;

i - definicdo da relacao entre tensao x carregamento e

deformacao x deslocamento.

Assim é evidente que um problema dindmico n&o pode
ter uma solucao simples como possul um problema estéatico.
Tal procedimento deverd fornecer uma ampla gama de
resultados numéricos, compativeis com a histéria temporal
do carregamento aplicado, cuja avaliacao de forma
qualitativa viabilizard a sua utilizacdo na elaboracdo do
projeto estrutural do sistema analisado.

Uma distinc&o mais fundamental entre problemas
estdticos e dinamicos reside no fato de que no primeiro

caso os esforcos internos e as deformacdes dependem

diretamente de como e onde o carregamento estd aplicado,

utilizando-se 0 . principio estabelecido através do
equilibrio de forcas. J& no caso de problemas dindmicos
os esforcos internos e as deformacdes dependem, nao sbé6 do
equilibrio das forcas externas, mas também das forcas de
inércia resultantes da aplicacdo do carregamento e das
forcas amortecedoras. Forcas de inércia, conforme sera

visto adiante, sao forcas que se opdem a aceleracao de
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Modelo cinematico aproximade para analise dinamica nac-linear fisica de chapas de ago

uma estrutura quando a mesma estd sujeita a acdao de um
carregamento dinamico.

Dentro deste contexto deve-se entdo buscar métodos
que fornecam os requeridos histdéricos de deslocamento
para analise dinédmica. Em muitos casos, uma anéalise
aproximada envolvendo apenas um numero limitado de graus
de liberdade fornece uma resposta suficiente precisa e
assim, o problema pode ser reduzido a determinacd&o de um
histérico temporal dessas componentes escolhidas do
deslocamento. As expressdes matematicas que definem os
deslocamentos dinadmicos sao chamadas de equacdes do
movimento das estruturas e a solucdo dessas equacdes
fornecerd os exigidos histdéricos de deslocamento.

Em um procedimento de analise dinédmica estrutural a
formulacdao das equacdes de movimento é talvez a fase mais
importante e também a mais dificil. Desse modo, varios
métodos diferentes sao aplicados para a formulacac dessas
equacdes, e neste trabalho, conforme sera visto a seguir,
tal equacionamento serd feito através do Principio dos

Trabalhos Virtuais (P.T.V.).

2.2 - Relacdes basicas

A 1idéia béasica do Método dos Elementos Finitos
consiste em utilizar como parametros as variaveis nodais
de um numero finito de pontos previamente escolhidos,

denominados de nés.

Efetuando-se tal procedimento, os deslocamentos “g”

de um elemento finito podem ser escritos em funcdo dos

deslocamentos nodais %“47” através da utilizacdo de

funcdes de forma apropriadas. Essa relacdo matricial &

definida por:
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u=¢d

onde “¢ ” é a matriz que contém as funcdes de forma e

relaciona os deslocamentos gque ocorrem ao cngo do
elemento com os deslocamentos nodais do mesmo.
Sendo assim, pode-se derivar tal equacao em relacéo

ao tempo obtendo-se as seguintes relacdes basicas:

i=d¢d

Outra relacdo Dbéasica importante é dada ©pela

associacdo entre a deformacdo longitudinal “g” e os

deslocamentos axiais e transversais que ocorrem no

elemento finito:

g=Lu

— ——

onde ML é a matriz gue contém os operadores

diferencialis.
Substituindo-se a equacdo (2.1) na equacao (2.4),

obtém-se, também:

e=Lgd
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de Hooke vem:

o=£F¢g

i

onde “E” é a matriz que contém os coeficientes elédsticos

do material estrutural.

Dessa forma, substituindo-se (2.6) em (2.8)

oc=FEBd

—~ — —

2.3 - Equagao geral do movimento

A equacao do equilibrio que governa a resposta
dinadmica de um sistema estrutural discreto pode ser
obtida utilizando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais
(P.T.V.) para estruturas em movimento.

Este principio estabelece que se um sistema em
equilibrio sob a acdo de um conjunto de forcas for
submetido a um deslocamento virtual, o trabalho realizado
pelas forcas é igual a zero. Assim, uma vez identificadas
todas as forcas atuantes no sistema, as equacdes de

equilibrio podem  ser obtidas pela introducéo de

F
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Vi
2 3 4 5 6 4 unespwl 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Modelo cinematico aproximado para analise dinamica nac-linear fisica de chapas de ago

deslocamentos virtuais correspondendo a cada grau de

liberdade e equacionando o trabalho realizado como zero.

AL "

Desse modo, um sistema estrutural submetido a n

esforcos externos “F” estard em equilibrio se:

E:fg =()
J

Introduzindo-se um deslocamento virtual “6u”, sendo
este infinitesimal, cinematicamente compativel com o
sistema estrutural e na direcdo dos esforcos, pode-se
calcular o trabalho wvirtual realizado pelo sistema

através de:

n
W =2 Fjou,

J

Pelo P.T.V. tem-se:

ow =0

n
W = S Fyu; =0
J

Em concorddncia com o Principio de D'Alembert, pode-

Se escrever:

n n
oW =2 Fibu; =3 mii;u;
) J

AVAVEY
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Em outras palavras, tem-se a 1gualdade entre

o

trabalho dos esforcos internos e externos da estrutura,

isto é:

Wy =Wg

Aplicando-se, entéo, um deslocamento virtual

e

lembrando-se gque tal sistema esté& submetide & esforcos

volumétricos, superficiais e concentrados, além
tensdes restauradoras provocadas pela eformacao
sistema, obtém-se a equacdo de equilibrio para

elemento genérico do sistema, dada por:

5 nc 55
[su" ppdVe+ [su” pg, dSe+> su’ pe, =
E i Ty s

Ve i Se =

J'58T odVe + j'é'ur piidVe+ J‘5u7‘,uz,}dVe

Ve Ve Ve

p : €& o vetor dos esforcos volumétricos;

~Te

p : €& o vetor dos esforcos superficiais;
~ Se

p ¢ é o vetor dos esforcos concentrados;
~r {‘

ou: €& o vetor dos deslocamentos virtuais;

das

do

um

S é o) vetor das deformacdes virtuais

correspondentes a “oyu”;

o: €& o vetor das tensdes restauradoras;

AV
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Su, : é ) vetor de deslocamentos virtuais

correspondentes aos pontos onde os esforcos do vetor

“p.," sdo aplicados;

nc: é o numero de pontos nodais do elemento.

A equacdo (2.15) fornece na primeira parte da
igualdade o trabalho dos esforcos externos, dado pelo
produto dos esforcos atuantes no elemento com o©s
respectivos deslocamentos virtuais. Ja a segunda parte
fornece o trabalho total interno, dado pelo produto entre
as deformacdes virtuais e as tensdes restauradoras, e
pelo produto das forcas inerciais e dissipativas com os
respectivos deslocamentos virtuais.

Para a obtencdo da equacado geral do movimento de um
sistema estrutural discreto, substituem-se as equacdes
(2.1)y, (2.2), (2.3), (2.6) e (2.9) na equacao (2.15),

resultando:

[sd" ¢" py,ave+ [5d" ¢" pg.dSe+

—~

Ve Se =

nc

S 5d
e

[6d" ¢" ppdave+ [s5d" ¢" updadve

"pe,=[6d" B EBddVe+

—~ Ve

—

Ve Ve

(2.1%86)

Colocando-se o0s deslocamentos nodais wvirtuais em

evidéncia e rearrumando-se a equacao (2.16), obtém-se:

AVAVEY
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Hc

f¢ Py. dVe+ J-¢' psedSe+Zp( i

Ve~ o Se~ =

jB EBdVed- [po' paved- j,uqﬁ gwed 0

— —

e e\ =~ = Ve -~

(2 .17

Para que o produto dado na equacao anterior seja
nulo, tendo em vista que os deslocamentos nodais virtuais
sdao arbitrarios, ou seja, ndo nulos simultaneamente, é

necessario que seja mantida a seguinte igualdade:

Hc

[¢" predve+ [4' psedS€+Zp( j

Ve~ - Se~ =

[B Edeed+jp¢ qﬁdlxed+j,u¢ ¢dl/ed

o

Ve~ Ve ~
(2.18)

A expressao (2.18) fornece a equacdo do movimento
para um elemento finito genérico, que escrita de forma

simplificada resulta:

mg'i'Cd'l'kd :.f]-:(t)

onde “t” é a variavel tempo e:

m= [pg’ pdve

- Ve -~

e= jyé ¢df/e

e Vit

k=[B" EBdVe

Ve~

A'A‘A‘
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it s nc
Je)= M! Pr.dVe+ I¢" PSedS‘?“LZP(‘:

Ve = S i

Para todo o sistema estrutural discreto utiliza-se o
processo de exXpansao e acumulacao, obtendo-se,
finalmente, a equacd&o geral do movimento dada pelo

sistema de equacdes:

M D+C D+K D = Fy(t)

Cabe ressaltar que na equacdc anterior os esforcos

externos “Fy” e a matriz de rigidez “K"” variam com O

tempo. J& a matriz de massas “M” e a matriz de

amortecimento “C” permanecerdo constantes durante o

procedimento de integracao.
2.4. - Elementc CST

Para realizar a discretizacdo de chapas em elementos
finitos podem ser usadas diversas formas de poligonos,
entre as quais a triangular apresenta 1interesse em
primeiro lugar pelo fato de apresentar melhor aproximacao
em quaisquer contornos de chapas, inclusive onde existam
trechos de contorno em forma curva.

E possivel usar tanto a <chamada formulacéo
generalizada quanto a formulacaéao em coordenadas
homogéneas. Em se considerando a futura integracdoc na
area do elemento, a formulacdo generalizada apresenta

alguns inconvenientes, pois faz uso de funcodes

AV
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aproximadoras dependentes das dimensdes do elemento, o
que dificulta a referida integracédo. Ja a formulacdo em
coordenadas homogéneas permite exprimir polindmios

aproximadores em funcdo de coordenadas adimensionais,

deixando assim o integrando “B' EB” formado apenas por

matrizes com elementos sem dimensao.
Posto 1isso, a formulacdo a seguir apresentada ¢

preferivel em relacdo a generalizada.

2.4.1 - Formulacdo em coordenadas homogéneas

O elemento finito CST (Constant Strain Triangle) é o
mais simples para se efetuar a discretizacao de chapas.
Apresenta trés ndés de vértice onde serdao adotados os

valores de “u” e “w” como parémetros nodais, conforme

mostra a figura 2.1.

Figura 2.1 - Elemento Finitec Triangular de l2ordem.

Primeiramente definem-se as coordenadas homogéneas

para ©0 dominio triangular do elemento finito conforme

descricao dada pela figura 2.2.

AVA
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Figura 2.2 - Sistemas de coordenadas.

Sendo esse triadngulo referido ao sistema cartesiano

“y”, adota-se um sistema de coordenadas obliquas

(&,,&3)+ que contenha dois lados do elemento, com origem

W

no vértice 1 e um eixo auxiliar “x” também com origem no

A% 7

vértice 1 e paralelo a “x

Considerando-se um ponto “P” qualquer, a posicéo

deste em relacdo ao vértice 1 serd dado por Eu,,EH“

w o

A soma das projecdbes dessas coordenadas sobre x

resultara:

xp =£&,p €8O, +&5p COSO;

Definam-se as seguintes coordenadas adimensionais:

AVA
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com “h,"” e “h3"” 1iguais aos comprimentos dos lados “12” e
“13"” respectivamente.

Para o ponto “P” tem-se:

AL}

Introduzindo-se na expressao de “xp

Xp = 52})[12 COSQZ +§3P[13 00383

xp = §2p(xz _x1)+ §3P(x3 “xl)

Uma vez que “P” & um ponto genérico, pode-se dizer

que para qualquer ponto:
x=x+&(x) —x)+ & (x5 —x;)

Além do sistema obligquc j& usado, com vértice no nd
1, poderia ser usado um outro sistema alternativo com

vértice no né 2, como mostra a figura 2.3.

Figura 2.3 - Sistemas de coordenadas obliquas.

Definam-se as coordenadas adimensionais:

F
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Pode-se escrever com base na geometria, segundo a

figura 2.3:

1=8, +¢& +§1i¢53 Ccos /3 +]23 3 €OS /3,

12 12

1=¢ +& +§3’—(113 cos ) + I3 cos 3,)

12

1=61+6> +63

Substituindo (2.25) na expressao de “x”:

x=x(& +& +&)+ & (x, —xp)+&3(x;3 ~ %)

X=X16] + X387 + X383

De modo andlogo pode-se mostrar que:

Y =161 + 267 + ¥383

Agrupando-se 0s resultados obtidos

matricial tem-se:
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gue invertendo:

Assim, tem-se:

Sl | X2Y3 —X3Y2 Y2 —JYV3 X3—Xp

G2 Soal Y - K 0

<3 X1 Y2 =X2Y1 N~ Va2 Xo—=X ||V

onde “A” é a 4rea do triadngulo que pode ser calculada

por:

Det? = (X3 + X391 + X172 — Xo) — X1 V3 — X312) =24

Chamando-se,

AVA
AVAVEY
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com os indices variando ciclicamente, ou seja:
Pli=1l—> j=2,k=3
Pli=2~> j=3,k=1
Pli=3— j=1,k=2

chega-se a relacao geral:

1
g = ﬂ(ai +m;x+ ”;‘J’)

2.4.2 - Fungdes de Forma

Devido a presenca de apenas dois nés por lado,
adota-se uma variacdo linear para “u” e “v” em funcdo de
W "

x” e “y” e por conseqiéncia em relacao a “&H” e

por exemplo. Desse modo, a funcdo interpoladora sera:

H(§2=§3 ) =ay + a6, + A8

W(&5.83) = Bo + Bi&y + Pads

Particularizando-se a deducdo para a componente *“

dos deslocamentos nos nodés, tem-se como condicdes de

contorno:
né1— u(0,0)=u, = —a
no2— u(l,O) =Uy =U) +O

no3—->u0)=u; =u; +a,

Qo = U
) =Uy; — U

a3z = U3z — U

AV
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Substituindo-se os resultados obtidos em (2.29):

u(Ey. &) =uy + (s —u))Es + (U3 —uy)E5

u(r.83) =u (1-8 —&3) +uyéy +usé;

e, substituindo-se (2.25) na eguacido acima:

u(81,62.63) =U15) +Ur&y +usés

ou na forma matricial:

*

u ={§1 G2

De forma anéaloga:

V(£1,$2,63) =vi&) + &, +v3&5

na forma matricial
Vi

vV=lE & &hv

V3
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2.5 - Matriz de Rigidez

Utilizando-se a equacdo (2.22) que define a matriz

de rigidez:
k= [B" EBdVe
i it

dVe=a-dA

onde “a” é a espessura da chapa. Assim:

k=alB' EBdA

— [-.. ——

Para o caso particular de estado plano de tensdes,

tem-se:

| ":"
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Desse modo,

Resolvendo-se por partes:

B=Lg'=4

LN P

Doy s

pode-se escrever “L” como:

0 & 0

0o 9/ Us
/4% 0 & 9 &

Utilizando-se a equacdo genérica (2.28) tem-se:

A matriz

ny O

m np

k=aB' EB[dA
& = T e

k=aB' EBA

“E” de constantes elasticas é definida

L unesp
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£
24

Multiplicando-se esse resultado por “B4”, obtém-se:

n?l
Vi
BT Epa=E|™
- o= 2A I/H2
n?:;

Vs

e
24

m 0
0 n

nom

AVA
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Finalmente a matriz “4” na forma explicita €& dada

r 9
| o > v n; + nn> + v i + mpm;3 + v n; +
| !H:.? + )!JHF
Hnhyg M h > HnoH g M3 My

B} 2 vm_?n‘,: = H‘;H‘? + vhizh + H!H_S +
H}' + ,um}'
,um;n_a ,um;mg ,um;n_; pm;mj
vniHohHoH + mo-ntz + vmm-shs; +

E: 2
ms5 + uns
L >h > JR U RLE A 30 >

L) + Hoh3 +
)'J!?I'?H‘; A M 3
b} ] Vfﬂﬁ ??3 -+
mi; + unjz
}um3nj

2 2
n3 +,um3_

SIMETRICA n3 + pm3

(2.33)
2.6 - Matriz de massas

Retomando-se a equacao (2.20) que define a matriz de

massas:

m=[p¢’ gave

Como a espessura e a massa especifica “p” da chapa

sdao invariantes, tem-se:

m=[p¢’ pad
HIRPHR

m=ap|$' pdA
m=aple s
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Tem-se do item (2.4) a matriz “¢”:

Resolvendo-se por partes, tem-se:

Sl
0
&2
0
3
0

& C 0 TEE 0T &S0
0. & 0 &5 0 &G
|&E 0. E D && 0
0 &%l 0 & 0 &
B ol Bk STl e 0
I =T R | R 0T R i

Uma maneira de resolver a integral proposta &
utilizar o seguinte procedimento numérico, sendo “g”, “r”

e “s” parametros de integracéo:

! 34/ o/
{qer SdA= qrs '214
,{,5’52‘53 (g+r+s+2)!
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0

ol
m=ap|¢ ¢pdA= Aap 12
~ A~ ~

E finalmente a matriz “m”

Ay
I
e

/S R

na forma explicita é& dada
I I

I5 97T

—~—

-

2.7 — Matriz de amortecimento

A observacao das expressoe

"

de amortecimento elemental “e¢

s que definem as matrizes

e a matriz de massas “m”

apontam para um processo andlogo de obtencdo das duas

matrizes, em virtude de que o

s 1 s ¢ 7 UNESP

fator diferenciador entre
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elas reside nos parametros gque multiplicam o produto
entre as funcdoes de forma de cada elemento. A
determinacdo do parametro de amortecimento viscoso “u”
do material torna-se a grande barreira na obtencao da

expressado da matriz “¢”, HALLAN etal. (1978).

Com a utilizacdo do método de amortecimento
Rayleigh, tal problema pode ser tratado, no gqual ¢
amortecimento viscoso €& introduzido por meio de fracdes
especificas do amortecimento critico, conforme serd visto
a seqguir.

Para um sistema estrutural com comportamento linear,
sem a acao de carregamento externo e ausente de qualquer
mecanismo de amortecimento, o comportamento dinédmico

tratado pela equacadc (2.24) pode ser expresso por:

MD+K D=0

cuja solucao analitica é dada pela equacéo:
D = X sen wt

na qual “XY” é chamado autovetor, e “o” é um escalar que

quantifica a freqliéncia natural de vibracdo da estrutura.
Substituindo-se a equacao (2.37) na equacdo de
vibracac livre sem amortecimento (2.36), observando que o

termo “sen(et)” pode assumir qualquer valor, obtém-se:

K:M X=XA

onde “A” é o autovalor dado por:

AVA
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(2.39)

Utilizando-se o método de Householder, GRAD et al.

-1
(1980), haja visto que o produto “K A/” niao resulta

(el

necessariamente uma matriz simétrica, pode-se obter, a
partir da equacao (2.38), os autovalores “X1” e o

autovalor “A” aplicando-se na matriz “K ” a decomposicéo

2]

Cholesky, onde “L” é a matriz triangular, GOLUB et al.

(1985), o gque resulta:

T [ -] T
[L } ML 'X=XA

O método de Jacobi pode entdo ser utilizado para a

obtencao dos autovalores e autovetores de tal matriz, uma

=1
vez que o produto “[LT} ML'” resulta wuma matriz

simétrica.
Com cada um dos autovalores determinados, as
freqliéncias naturais de vibracdo do sistema estrutural

sdo calculadas através da equacao:

1
0= |—
1 A

1
2.7.1 - Amortecimento Critico

Mais uma vez, considerando-se um sistema estrutural

com comportamento linear livre de carregamentos externos

AVA
AVAYA
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dependentes do tempo e acrescido de um mecanismo de

amortecimento, pode-se obter o comportamento dJdinémico

estrutural através da equacao (2.42).

MD+CD+KD=0

Querendo tratar-se do comportamento de um
simples, como, por exemplo, um sistema massa-mola
grau de liberdade, considerando-se ainda o
amortecimento, a equacdo (2.42) pode ser simplificada de

modo a representar tal comportamento, da seguinte

maneira:
mii + cit + ku =0
cuja solucao é dada por:
u=G-e"
Substituindo-se (2.44) em (2.42) obtém-se:

(ms’ +cs+k)Ge™ =0

Dividindo-se por mGe® e introduzindo-se a notacéao

2_/ .
@ = 'm vem:
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Pode-se, dessa forma, explicitar o wvalor da

constante s, dado por:

2

't c )
S=——=x /| — | —w~
2m 2m

Na equacao (2.47), é possivel que no céalculo da raiz
quadrada obtenha-se um valor positivo, nulo ou negativo.
A cada um desses valores associa-se a um tipo de
movimento. A condicao de amortecimento critice &

assocliada a nulidade da raiz quadrada, onde se obtém que:

C
_:a)
2m

E assim:
C, =2mw
Entdo o valor de s na equacédo (2.47) é definido por:

c

—_ ==
2m

S =

E a resposta é entdo dada pela equacdo (2.48).

u(t):(G]'FGzt)e—a”
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L ]
Introduzindo-se os valores de “uf1)” e “u(t)” para o
o

instante Y“r=0" na equacao (2.48), tem-se a forma final

da resposta amortecida critica:

u(t)=[u(0)(1+wt)+u(0)tle™

que pode ser observada graficamente pela figura 2.4. Na
figura, verifica-se que o deslocamento tende a zero d
acordo com a equacao (2.49), ou seja, que a respost
livre do sistema amortecido critico ndo inclui oscilacodes
ao redor do deslocamento inicial. Uma definicdo util de
condicao de amortecimento critico pode ser descrita como
sendo uma pequena quantidade de amortecimento para que

ndao ocorra oscilacao na resposta livre.

Figura 2.4 — Resposta do sistema livre com amortecimento critico.

2.7.2 - Amortecimento Rayleigh

Definido pela combinacao linear entre as matrizes de

rigidez e de massas, CLOUGH etal. (1975), o amortecimento

Rayleigh é dado por:

C:Am M+ /IK Ko

AVA
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onde as constantes da matriz de amortecimento “C7”,
, quantificam uma proporcao das matrizes de massa

de rigidez, respectivamente.
Para uma dada frequéncia natural de vibracao, a
relacdao existente entre as constantes de amortecimento

N7 e “Ak” e a fracdo do amortecimento “&” pode ser

m

expressa pela seguinte equacéao:

] A
é:’_ :; AA-(O:' e

Z w
1

Assim, para a determinacdc das constantes de
amortecimento pode-se utilizar fracdes de amortecimento
para duas distintas freqiiéncias naturais de vibracao,

resultando num sistema cuja solucao apresenta:

2 = 2(8.0, - §0,)
m (&)23 _ Ct)}.?)
_ 260;&?2 (§:w2 B ;."wf)

k ( 2 2
@, —(01)

Os valores das freqiéncias naturais sdo, geralmente,

COOK et al. (1989), tomados da seguinte forma: para “w}”

adota-se a menor freqliéncia natural de vibracao da

estrutura £ para R e adota-se uma freqiéncia

relacionada com o} carregamento externo de maior

importancia ou a freqiiéncia subseqgliente a “w!".

Em funcao do tipo de material e do tipo de sistema

estrutural empregado, obtém-se as fracdes do

AVA
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amortecimento critico, lembrando-se gue o amortecimento

critico é dado pela relacadao ¢ =1. Desta forma, para

estruturas convencionals o valor de “¢&” é sempre menor

gque a unidade (amortecimento subcritico), sendo que para

estruturas de aco adota-se 05%<E& <50% e para estruturas

de concreto adota-se 20<¢& <150% .
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CAPITULO 3 INTEGRACAO NUMERICA DA

EQUACAO GERAL DO MOVIMENTO

3.1 - Métodos de integrag¢dao numérica

A integracdoc numérica da equacao geral que descreve
o movimento de sistemas lineares ©pode ser fel
utilizando-se métodos numéricos, onde se destacam
métodos de integracao direta e as técnicas de
superposicado modal, OWEN (1980), ou através da resolucao
analitica da mesma. As hipbéteses basicas para sistemas
lineares sao dadas pelas relacdes lineares entre tensao x
deformacao, permitindo-se, por exemplo, a utilizacdo do
principio da superposicdo comc ferramenta para a obtencaéao
das solucdes numéricas.

No caso de sistemas estruturais com comportamento
nao-linear, as propriedades fisicas dos materiais podem
nao ser assumidas como constantes. Essas alteracdes podem
causar uma modificacéao apreciavel no valor dos
coeficientes de rigidez, tendo como efeito uma resposta
estrutural nédo-linear. Em funcido disto, as técnicas de
superposicao modal e a resolucao analitica naoc séao
normalmente utilizadas na analise de tais sistemas.
Conseqlientemente, o procedimento da aplicacdo geral para
a resolucao de sistemas ndo lineares é dado pelos métodos
de integracédo direta, sendo que tais métodos séao
geralmente classificados em métodos explicitos e

implicitos, OWEN etal. (1980).
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Os métodos explicitos permitem expressar 0s

deslocamentos finais “Dp"”, do intervalo de tempo "nAt",

em funcado da histédéria temporal anterior, sendo esta

composta pelos deslocamentos e suas respectivas derivadas

temporais finais em relacdo aos intervalos de tempo

e "(n=2)A1",

anteriores "(n-1)At" conforme equacdo (3.1).

Entre os métodos explicitos destacam-se © processo da

diferenca central e o processo dgeneralizado de Adams,

HENRYCH (1990).

L] L L]
Dy = f| Dp—1.Dp—1.Dp-2.Dp-2.......

— —~ —~ —~ —

—
W
.

b=

J& os métodos implicitos permitem expressar oS

deslocamentos finais "Dy", do intervalo de tempo "nAt",

—~

em funcdo das derivadas temporais dos deslocamentos

"Dp", que apriori ndo sdo conhecidas, e dos deslocamentos

—

e suas respectivas derivadas finais em relacdo ao

intervalo de tempo "“(n-1)At", conforme equacdo (3.2).

Entre os métodos implicitos destacam-se o processo de

Newmark e o processo previsor corretor, HENRYCH (1990).

L] [ X ] [ ]
Dn =f I)H,!-)n,.{)n_l,f)n_l, ...... {3.2)

— —~— —~ —~ —~

Existe, ainda, a possibilidade de se utilizar os

métodos explicitos para resolver uma sub-regiéao

especifica do sistema estrutural e os métodos implicitos

A
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para resolver o restante. Tal esquema é chamado de método
implicito-explicito.

Em geral, oS métodos implicitos possuenm
essencialmente duas vantagens quando comparados com oS
métodos explicitos, WILSON et al. (1973) e GERADIN et al.
(1986), &a saber: elevada exatidao e estabilidade numérica
melhorada. Em contra partida, a desvantagem dos métodos
implicitos reside na necessidade de ter que se resolver o
sistema de equacdes a cada iteracdc, gque ocorre durante o
processo de integracdo para cada intervalo de tempo
"nAt" .

Na seqiiéncia deste trabalho, abordar-se-& o método
implicito de Newmark, tendo em vista que esse método é
indicado para analise deterministica de sistemas

estruturais com comportamento nao-linear submetidos a

carregamentos prescritos, ARGYRIS etal. (1991).

3.2 - Equagdes de Newmark

Conforme o exposto no item antecedente, os métodos

implicitos estdoc fundamentados no conhecimento das
derivadas temporais dos deslocamentos finais "Dp" do
intervalo de tempo "nAt”", conforme equacdo (3.2).

Para 1isso, utilizam-se as equacdes de Newmark gque

serdao mostradas na seqgiiéncia.

3.2.1 - Aceleragao constante durante o intervalo de

tempo

Assumindo-se que a aceleracac durante o intervalo de

tempo "nA1" seja igual a uma constante, dada pela média

AVA
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entre a aceleracdo do inicio do intervalo e do

cem—se:

o0 o0
1)”+ 1)}?_]

[ X ] l
D)=+

" "

onde " é uma variavel de tempo auxiliar,
zero até "Ar".

Integrando-se duas vezes a edquacao (3.3)

- L "

a variavel "r", obtém-se:

[ ] L l L L] [ 1 ]
D(z)=Dp-1+=| Dn+Dp-1 |r

1 ¢
D(r)= Dy—1+Dp-1+7| Dn+ Dp-1 r2

Calculando-se as variaveis ao final do intervalo de

tempo, com "r=At!", e organizando-se o resultado, obtém-

se:

—

L ] L] l o0 1 L 1 ]
o 2 =Dn_1+[1—;]m D1+ A Dy

[ ] ] " [ 1 ] ] 5 [ 1 ]

—~—

3.2.2 - Aceleragdao variando linearmente durante o

intervalo de tempo

Assumindo-se que a aceleracdo durante o intervalo de
tempo "mA!" varie linearmente entre a aceleracdo do

inicio do intervalo e do final do intervalo tem-se:

AVA
AVAVAS
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eoe [ X ] [ X ] [ X ] r
Dit)=Dy_1+| Dyy—Dp—_1 |—
E( ) n-—1 n !1 ] Al

— —

Analogamente ao item anterior, obtém-se:

o
L] <
L1 ] L L ] [ 1 ] -

L
?(r)=1),1_1+1),1_1 r+ 1in—1),1_1 e
° e 74 oo oo 3

7
Dit)=Dp1+Dp_117+Dpy_1—+| Dp—Dsy_1 |—
&() n—1 n-—1 ﬁ,] 5 :1 ?—l EAt

— —

Calculando-se as varidveis ao final do intervalo de

tempo, com "r=At", e organizando-se o resultado, obtém-

se:

L] ® ] o0 ] L L]

—

b LT L T (T

— —

3.2.3 - Equagdes generalizadas

Conforme wvisto nos itens 3.2.1 e 3.2.2, ¢ resultado
final obtido é o mesmo a menos de coeficientes numéricos
que multiplicam determinadas parcelas.

Com isto pode-se unificar as respostas encontradas,

resultando as equacdes generalizadas de Newmark,

WARBURTON (1976), dadas por:
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o ® oo '
Dy, = [)”_1+(l—;x)A! Dy_1+yAt Dy,

s i — —~

L] ] ” o0 5 [ X ]

— —~ — —~ _—

onde "y" e "pB" s3ao conhecidos como parametros

Newmark.

Desse modo, para aceleracao constante durante o
intervalo de tempo tem-se y=1/2 e pfB=1/4, e para

aceleracdoc variando linearmente durante o intervalo de

tempo tem-se y=1/2 e f=1/6.

Com a obtencdo das equacdes (3.13) e (3.14), pode-se
calcular o valor dos deslocamentos e das velocidades ao
final do intervalo de tempo, tendo ainda como incégnita o

valor das aceleracdes do final do intervalo.

3.3 - Algoritmos numéricos para resolugao de

sistemas nao-lineares

A utilizacao de algoritmos numéricos esta
relacionada com a necessidade de ter que se resolver
sistemas de equacdes nédo-lineares, originadas ©pela
discretizacdo de estruturas que manifestam este tipo de
comportamento, tendo em vista que a soclucdo de tais
sistemas s6 €& possivel com aplicacadao de procedimentos
incrementais e/ou iterativos.

Assim sendo, destacam-se, na seqiéncia, 0s
principais processos numéricos relacionados com o assunto

em gquestao.
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3.3.1 - Processos iterativos

Para a equacdao geral do movimento de um sistema
estrutural deve-se adotar um procedimento iterativo,
visto que tal equacao resulta um sistema de equacdes nao-
lineares.

A primeira relacao 1importante para descrever tal
procedimento é dada pelo equilibrio dindmico ao longo de
cada intervalo de tempo "Ar", que pode ser expressa
através da adaptacao da equacao (2.24), conforme mostra a

seguinte equacao:

1{ D, ] =Fp(t)=M Dy—C Dy - Fy [1),\. }

onde "R|Dp|" é o residuo das forcas dinadmicas néo

—~

equilibradas, em funcédo de deslocamentos previstos "Dg”.

A condicdo de equilibrio ao final do intervalo de

tempo "nAt" para sistemas ndo-lineares é dada por:

Rl Di+ADy |= (3.16)

—~ —

onde "AD}" é o acréscimo de deslocamentos que ocorre

durante o intervalo de tempo.

3.3.2 - Método de Newmark para integrag¢do numérica

noc tempo

A idéia basica do método é dada pela previsdao do
valor das aceleracdes ao final do intervalo de tempo que

se deseja conhecer. Com isso, aplicando-se as equacodes
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generalizadas de Newmark, pode-se prever, também, o valor
dos deslocamentos e das velocidades ao final do mesmo
intervalo de tempo. Na seqléncia utiliza-se um método
iterativo onde, ac final de cada iteracéao, faz-se uma
correcado nos valores dos deslocamentos e suas derivadas
temporais, em funcao da uUltima resposta encontrada.
Quando for atingida uma determinada tolerédnclia para o
residuo das forcas dinamicas, assume-se gque o©0s ultimos
valores obtidos estdo corretos e inicia-se novamente o

processo de integracao para o proximo intervalo de tempo.
3.3.2.1 - Equacionamento basico

Expandindo-se a funcao dada pela equacdo (3.16) pela

relacao linearizada de Taylor, obtém-se:

OR| Dy

Bl D4+ A D |=Rl D i+———2A D=0
k k s ﬁ"k 5D MA

—

—
— —

ou simplesmente:

OR| Dy

— it L A B = T
0Dy ﬁ% i

—~—

—

Derivando-se o residuo, dado pela equacdo (3.13), em

relacdo aos deslocamentos "Dj", chega-se a:
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[ X ] [ ]
af{ok] oFE(r) 0Dy O Dy m’;{ﬂkJ

~ —~ ~ o —~ s it

0Dy 9Dy ~oDyp -oDy  aDg

— — — — —

Como os esforcos externos sdo dependentes, neste

trabalho, apenas do tempo, tem-se:

OFE (1)

—

0 Dy

_—

J& as equacdes dgeneralizadas de Newmark podem

escritas da seguinte forma:

Dy = Dy —1+(1—y)At Dy _1+ yAt Dy,

— — —~ —~

L] l 2 L L] 2 L1
Dy = D} =1+ At 1)k_1+(5—ﬂ]m D} 1+ At~ Dy

— — ~ —~

Derivando a equacdo (3.22) em relacéao

obtém-se:

ou ainda,
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[ 1 ]
oDy
]

Por outro lado, derivando a

L L]
relacdao a "Di", obtém-se:

—

[ ]
0Dy

= yAt

L L]
0Dy

—

Ja a derivada de "Dj” em relacdo & "D}" pode ser

—

obtida pela regra da cadeia, como pode ser observado

equacao (3.26).

® [ ] o0
aDy 8Dy 2Dy
5. enm, IZ:ﬂZ

!

k 2D k PAt

—

—~

Substituindo as equacdes (3.20), (3.24

equacédo (3.19), chega-se a:

—

)

aR[DkJ azvR[Dk
— =M I i ] L
dDy, ~ g2 ~BAT D

—

—~

AVA
AVAVAY

Munesp @,

2 3 4 5 6

|

13

e

(3.286)
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Desta forma, com a substituicdo da equacaoc anterior
na equacao (3.18), obtéem-se a equacdo que fornecerad o

acréscimo de deslocamentos "ADf" , dada por (3.28),

sendo esta utilizada na correcdo dos deslocamentos

oceorridos ao longo de cada iteracéo.

OFR| Dg

1 ¥ ri .

M o mesren s
& [

~ pAr?

tADj =Rl D

— —~

A 0Dy

—

3.3.2.2 - Algoritmo numérico para resolugcao do

processo

O conhecimento das condicdes do problema em questéo
no instante t=0 é o ponto de partida para o processo de
integracao. Tais condicdes szao dadas pelos deslocamentos

[ ]
"Dy" e velocidades "D,". Com isso, é possivel obter as

— —~

L L]
aceleracdes "Dyp", utilizando-se a equacdo de equilibrio

—

(2.24) da seguinte forma:

[ 1 ] l L ]
Do =M~ {Fg(0)-C Do- FR| Dy

— — —~ —~ —~

Dado o 1inicio da integracdo numérica ao longo do
tempo, deve-se fazer uma previsao das aceleracdes, dos

deslocamentos e das velocidades para o primeiro intervalo
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de tempo "mAt", com k=n=1, fazendo o uso das equacdes

generalizadas de Newmark da seguinte forma:

L1 LLJ
Dy = Dy—1

—~ —

Dy = Dy—1+(1=y)At Dyy—1+ yAt Dy,

— —~ — —

o L 1 ]
ﬂ}mz Dp—1+ pAr% Dy

— —

;_

L ]
Dy =Dy, —1+A11),,_1+[1

—~ — —~—

Assim, as forcas inerciais, dissipativas £
restauradoras sao calculadas a partir destas primeiras
aproximacdées; bem como, através da equacadao (3.13), o
residuo das forcas dindmicas ndo equilibradas.

Através de uma toleréncia & verifica-se o}

equilibrio pela equacéo:

!R Dy

<é&

“}"E (nA!

onde "|R Di (I’ e ”FE{nA!" sdo, respectivamente, as

—~—
—~ —~—

normas Euclidianas do residuo e das forcas externas.
Se a verificacdo acima for satisfeita, o processo

deve ser reiniciado incrementando-se os valores de “k” e
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Caso contrario, deve-se recorrer a equacao (3.28)

seja calculado o acréscimo de deslocamentos

para que seja efetuada a correcao nos valores

dos deslocamentos da seguinte maneira:

Dy = Dp+ADj
~ (corrigido) ~ &

Com o auxilio da equacao .26) que permite o
cdlculo do acréscimo das velocidades, corrige-se as

velocidades a partir da equacéao (3.36).

. . -
D =Dp+——ADy
k k B k

~. (eorrigido) = .

E com o) auxilio da equacao (3247, temos
analogamente para a correcdo das aceleracdes dada pela

equacao (3.36).

L L] (1 ] 1

Dy =Dy + A Dy
] A2

~ (corrigido) ~ B =

Com a correcao destas variaveis, retorna-se a
verificacdo do equilibrio e <conclui-se ©0 processo
numérico de integracao.

Para uma visualizacdo de forma global dos passos
antes descritos, a figura 3.1 apresenta um diagrama de

blocos contendo o equacionamento bésico.
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Fornecer p/ t=0, () e 15“

L 1] | L] {
Dy =MTFE(0)-C Dy- Fr| Do

)
@ n® passos

|

Dy =Dp-)

L] L] .0 .0
Dy = Dp_1+ (1= »)At Dy _y+ yAt Dy,
S ~ e l fies " e 2 L1
Dy =Dy -1+ At Dy, |+ (5 - ﬁ]Ar“ Dj,_1+ pAt Dy,

v

R[Dk ] = Fwrrg=dl Pa=CiDy Ry {uk ]
R(Dk]

YF

<&

¢ Dy

v

Dy =Dp+ADy
~ (corrigido) ~ ~

L ] [ ] 4
Dy =Dp+——ADy
~ (corrigido) ~ "o~

L L L L

Dy =Dp+ A Dy
o 2

~ (corrigido) ~ PAI =

Figura 3.1 - Diagrama de blocos para o processo de Newmark.
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CAPITULO 4 - MODELOS FISICOS NAO-LINEARES

PARA O ACO ESTRUTURAL

4.1 - Generalidades

Em projetos estruturais de aco - fundacdes de
maquinas, pontes rodoviarias e ferroviarias sujeitas
grandes deslocamentos, edificios altos submetidos a acéo
do vento e estruturas em geral sujeitas a vibracdes
induzidas por abalos sismicos - que consideram grandes
deformacdoes, a consideracdo da naco-linearidade fisica é
sobremaneira indispensavel, uma vez que esta consideraciao
traz no seu bojo deslocamentos e esforcos bastante
amplificados.

Este capitulo refere-se ao estudo da ndo-linearidade
fisica, a qual é caracterizada pela relacdo nado-linear
entre tensao e deformacdo, decorrente de alteracdes das
propriedades fisicas do material estrutural. E valido
ressaltar que o comportamento deste material, no caso o

aco, segue o0s preceitos da teoria da plasticidade.

4.2 - Comportamento uniaxial do ag¢o estrutural

A plasticidade estrutural pode ser estudada através

de um ensaio uniaxial simples no qual uma barra de aco,
de comprimento “L,” e secdo transversal "A4,", é

submetida a um esforco de tracdo ou compressao, RODRIGUES

(ELOORr)
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Através dos célculos das deformacdes provocadas

pelas diversas tensdes na barra, obtém-se a relacao

tensao x deformacao.

4.2.1 - Carregamento unidirecional

A figura 4.1 resume o comportamento tipico do aco,

partindo da suposicao de que a barra descrita

anteriormente esteja submetida a um esforco de tracédo

crescente.

Figura 4.1 — Relag¢doc tensdc X deformagdo elastoplastica.

Carregamento.

A figura 4.1 revela, para o trecho "Qg—-Ap", o

regime eléastico linear, no qual a correspondente relacao

tensdo deformacdo é linear, valendo, portanto, a lei de

Hooke (o=Fkg), até o nivel da tensdo de escoamento

"oy0”. Seguidamente, ao ultrapassar-se essa tensdo,

observa-se o 1nicio de uma reorganizacao interna dos

cristais que compdem o material, provocando uma alteracéo

Este processo acarreta

das propriedades fisicas do mesmo.

a modificacdo do mdédulo de deformacdo longitudinal,

notada pela diminuicdo progressiva da inclinac¢ao da curva

tensdo x deformacdo, ilustrada pelo trecho "Ap-A4;"

cm 7 uneSp
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4.2.2 — Descarregamento e recarregamento

A figura 4.2 aponta a possivel execucao de dois
caminhos, quando da consideracao do descarregamento da

mesma barra descrita anteriormente.

Figura 4.2 — Relag¢do tensdo X deformacdo elastoplastica.

Descarregamento.

No primeiro caminho o descarregamento segue o

caminho inverso ao do carregamento 1inicial - trecho

"

"Op—Ap". Nele o valor de

" . - . ~
oy0" ainda é superior a

r”

tensdo inicial aplicada. Quando o valor de "Jyo é

ultrapassado pela tensao aplicada, a segunda

possibilidade de caminho é indicada no trecho "4;-0;",
no qual o descarregamento se d& pela reta "4;-01",

paralela & reta "Op-Ap". Neste caso, quando de um
descarregamento completo, hé& recuperacdao da deformacéo
elastica e uma deformacdo residual permanente, dada pela
deformacdo plastica "ep1”.

Uma vez completado o processo de descarregamento

acima descrito, a barra pode ser carregada novamente,

conforme ilustra a figura 4.3.
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i Oy
Figura 4.3 — Relagdoc tensdo X deformagdo elastopldstica.

Recarregamento.

Conforme a figura 4.3, até que a curva original néao-
linear "Agp—Ap" seja atingida, o recarregamento segue o
caminho inverso do descarregamento. A partir desse ponto,
o} comportamento da-se COomo se descarregamento e
recarregamento ndo houvessem ocorrido, e a relacdo tensao

x deformacao segue conforme descrito no item 4.2.1.

4.2.3 - Inversao de carregamento

Retomando-se o caso do descarregamento dado pela

figura 4.2, suponhamos agora que, apdés o descarregamento

completo, dado pela reta "O1—A4]", a barra comece a ser

comprimida, © que equivale dizer gque h& uma inversao do
carregamento aplicado. Neste caso, a figura 4.4 mostra a

relacao tensédo x deformacéao.

Figura 4.4 — Relagdo tensdo X deforma¢do elastopldstica.

Efeito Bauschinger.
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A principio, tanto na tracao quanto na compressao 0
comportamento do material é o mesmo, de forma dgue a
relacdo tensdo x deformacdo seja a mesma para os dois
casos. Contudo, pelo fato de anteriormente ter ocorrido a
plastificacdo da barra, a tensac de escoamento para o

carregamento inverso é modificada, com o médulo da nova

tensdo de escoamento “0Oy2" menor que a tensdo de

escoamento inicial "opp”. A partir deste ponto, o

comportamento do material é mantido conforme descricao

anterior.

4.3 - Modelos com endurecimento 1linear para

carregamentos ciclicos

Os problemas dinadmicos caracterizam-se pelo fato dos
elementos estruturais serem, freqlientemente, submetidos a
esforcos alternados; logo, faz-se 1imprescindivel a
consideracdo de um modelo matemédtico que contemple a
inversdo do carregamento, conforme visto no item 4.2.3.

Entre o0s varios modelos destinados para esta
finalidade destacam-se o0s modelos com endurecimento
cinematico, isotrépico e independente, CHEN et al.

(1991), conforme serdo vistos na seqliéncia.
4.3.1 - Modelo isotrépico

A figura 4.5 1ilustra o modelo com endurecimento

isotrépico através do grafico tensao x deformacdao do aco.
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Ta

l
i

Figura 4.5 — Modelo com endurecimento linear isotrdpico.

Neste modelo, a tensdo de escoamento do material é
dada pela méaxima tensdo calculada, devendo ser sempre

maior ou igual a Esse valor ©permanecera

constante, tanto para a tracdo como para a compressaoc,
até que um valor maior de tensao seja obtido. Tal
mecanismo ¢é mostrado pela figura 4.5, onde uma barra

submetida a um esforco de tracdo tem como tensao atuante

o valor "o1". Como "01" & maior que "0y0", tal valor

passa a ser o novo valor da tensdao de escoamento.
Efetuando-se o© descarregamento e inversdao do mesmo, a
tenséo de escoamento na compressao é dada por

"

02 =—Omdax =—01" . ARumentando-se a compressdo na barra, a

mesma comeca a escoar até atingir-se o ponto "A43", com

L " n

tensdo "03”. Como "|o3|" & maior que "o1”, este ultimo

valor passa a ser a nova tensao de escoamento do

material, e assim sucessivamente. Dessa forma, a tensao

de escoamento "Opg" é dada pela seguinte equacéo:

‘o}mJ::‘o}nml
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4.3.2 - Modelo independente

A fiqura 4.6 1ilustra o modelo com endurecimento
linear independente atraves do grafico tensao X

deformacdo do aco.

Figura 4.6 — Modelo com endurecimento linear independente.

Neste modelo, a tensao de escoamento do material é
dada pela maxima tensdo calculada para o caso da tracao e

da compressao, de tal forma que o valor da tensdo de
escoamento na tracdo “opmgyS§” independa do valor da
tensdo de escoamento na compressdo "opgx]”. A figura 4.5

mostra tal mecanismo, onde apds o descarregamento e

inversao do carregamento a tensdo de escoamento inicial
na compressdo é dada por "02=-0y,0", passando
posteriormente  para "Oesc.c = Omax, ] 1 enquanto  que
"Oese,T"=Omax,§ Ppermanece inalterado. Analiticamente, a

tensadao de escoamento é dada por:

!JU-\'L'('.?" = |O-mcix 1.5
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4.3.3 - Modelo cinematico

A figura 4.7 ilustra o modelo com endurecimento
linear cinemé&tico através do grafico tensdo x deformacao

do aco.

Figura 4.7 — Modelo com endurecimento linear cinematico.

Neste modelo, a diferenca entre a tensdao de
escoamento para carregamentos de tracdoc e de compressao &

mantida constante com valor igual ao dobro da tensado de

"

escoamento "oy Tal mecanismo é mostrado pela figura

4.7, onde o valor da tensdao de escoamento referente ao

ponto "A»"” é dado por ‘02}:427y0-17ﬂ. Dessa forma, a

equacaoc que rege tal modelo é dada por:
Oesc,T +|‘5’ esc,( ." =200

onde "0Opse 7" e "Opse,C” sdo as tensdes de escoamento para

a tracdo e para a compressao, respectivamente.
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Cabe ressaltar que este modelo reproduz de forma
simplificada o efeito Bauschinger descrito no item 4.2.3,
uma vez que o centro elastico é movido ao longo da reta

"Bg—B)". Alternativamente, pode-se expressar tal modelo

pela seguinte equacao:
|CT e q"‘ - ‘0‘_1}0‘

onde "W" é a funcido que representa a trajetéria

centro elastico, sendo ¥ =0 para o=0.
4.4 - Superficie de Plastificacao

Conforme descrito anteriormente no item 4.3, emnm
estados uniaxiais, um intervalo de valores define o0s
limites de resposta elastica de um material. J& em
estados multiaxiais, a regido elédstica é limitada no
espaco das tensdes principails por uma superficie. Esta
superficie, conhecida como superficie de plastificacao,
ilustrada pela figura 4.8, separa o0s estados de tensao
daqueles que geram deformacdes irreversiveis;
ressaltando-se qgque a mesma pode assumir outras formas
diferentes da apresentada na figura 4.8. Assim, a
plastificacdo em um ponto fica caracterizada, na equacéao
(4.9) que define a superficie, pela verificacdo da

igualdade:

Flokal|=0
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“o” representa o estadc de tensdo, “k”

ariaveis internas responsavels, respectivamente, pelos
modos de encruamento isotrépico e cineméatico.

Na equacado (4.9), assume-se que a condicdao “F=0"
implica que as tensdes limites foram atingidas. Partindo-
se desta hipoétese, valores negativos de “F” traduzem
variacbes no estado de tensdo gque evidenciam um retorno a
regido eléastica (descarregamento). Ja& alteracdes no
estado de tensdoc que conduzam a condicdo “F>0"” indicam
o aparecimento de deformacdes irreversiveis,
caracterizando uma situacao de carregamentc pléastico.
Nesta situacédo, de acordo com o modelo de encruamento do

material, a superficie de plastificacdo tende a evoluir,

de forma que o novo estado de tensdo ainda seja

pertencente & mesma.

i
Reyian elistica %2

Figura 4.8 — Superficie de plastificag¢do para o estado plano

de tensdes.

Analogamente ao caso uniaxial, se com o processo de
plastificacdo houver uma expansdo uniforme da superficie
original em torno da origem, com a manutencdo da forma e
da orientacdo inicial, o modelo é dito isotrépico, figura
4.9(a). Quando as superficies originais mantém suas

dimensdo e forma iniciais, porém transladam como corpo
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rigido no espaco definido pelas tensdes,

cinematico, 4.9(b).

¢ Carregamento o - 7 Carregamento
— \ 5 ———

o]

|
(a)
Figura 4.9 - Superficie de plastificag¢do. (a) Modelo isotzrdpico.
(b) Modelo cinematico.

4.5 — Critério da Maxima Energia de Distorgao

0 critério da maxima energia de distorcao,
desenvolvida e explicitada por R. wvon Mises (1913),
estabelece que a causa pela ruptura por escoamento de um
material ¢é dada pela diferenca entre as tensdes
principais. Essa teoria pode ser explicada com referéncia
a figura 4.10, dque mostra um estado geral de tensao,
representado por trés tensdes principais diferentes oy,

> e o3; subdivididos em dois casos. O primeiro caso

consiste em trés tensdes iguais, cada uma dada POYr O -
O segundo casc consiste em trés tensdes gque, quando
adicionadas a o, em cada face, nos dé& as tensdes o;, o,
e o3.

g2 T

i

F F
Figura 4.10 - Estado geral de tensdo.
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Na figura 4.10, as trés tensdes iguais

epresentam a parte hidrostdtica de determinado est

nsadao. Essa parte do estado de tensac produz
uniforme, ou contracao, do elemento
transformando-a em outro cubo de dimensdes di
segunda parte do estado de tensdes produz
elemento cubico, transformande-a em um paralelep
retangular.

A teoria da maxima energia de distorcao consider
gue a parte hidrostatica do estado de tensdo, seja em
tracdo ou compressdao, nao tem nenhuma influéncia no
escoamento, com isso pode-se dizer que o afastamento do
estado hidrostatico é a <causa da ruptura destes
materiais.

Dado um estado qualgquer de tensao, caracterizado por

o;, O € 03, procura-se a regido no espaco na qual estéo

situados os pontos P=(0,,0,,0;3) que ndo atingem a ruptura

do material.

A figura 4.11 representa uma base ortogonal formada

- - -
por vetores unitérios e,, e, e e;, ortogonais dois

10is.

Figura 4.11 - Base ortogonal.
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A partir da figurda 4.1%;
vetor qualquer, considerando-se

pode-se concluir as seguintes relacdes:

Situando nesta base ortogonal o vetor total das
tensbes para um estado de tensdes gqualquer,

- -
ainda a parcela hidrostéatica deste vetor, Y“Yh=00",

—
afastamento do estado hidrostatico, “d”, ©pode

observado através da figura 4.12.

X . i
: N ,- estado hidrostatico

Figura 4.12 - Vetor total das tensdes e o respectivo afastamento

hidrostatico.

-
“n =(cosa,cosa,cosa)” & o vetor unitario

Na figura 4.12,

oy
com co-senos diretores na direcdo do eixo médioc. Sendo n

um vetor unitario, pode-se deduzir que:
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possul a

- —+!—%
h=n.lh
|

Observando-se ainda a igura 4.12, focando-se
tridngulo “OQP"”, retangulo em @, e observando-se que
-3 b 4 . :
vetores “h"” e “d"” sao perpendiculares, conclui-se que:

- —
I—n

d =

- —
h.d=0

Substituindo-se as equacdes (4.13)

equacao (4.14), obtém-se:

J3
- ‘“3—(0'1 +0,+0;3)

De maneira analoga, 1isto ¢, substituindo-se

equacao (4.16) na equacédo (4.12), conclui-se que:
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- }(—+ 3 =%
h :§k€;+€3+€3 .(O'I'FG'_"; +C§'_3)

ou simplesmente:

—
h = (O'm -O';;;-J;rr)

Através da equacaoc

2Xpresso por:

2

3 5 5
\/—(O'j‘- +02-+03~—O'103—O'10'3—0303)

Na iminéncia de ruptura por escoamento no ensaio de

tracdo simples, tem-se:
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Através da substituicdo da equacao (4.20)
19), o critério da méxima energia de distorcao

por:

-~
#

estado plano de tensac, a equacédo (4.21) pode

ida a:

O; 0>
o

esc O-(:’S(.'

4.6 — Superficie de von Mises

O critério formulado por R. von Mises admite gque a

plastificacao inicia quando a tensao cisalhante

octaédrica em um ponto atinge um valor critico k. O

valor inicial de k pode ser estabelecido por um ensaio

de tracdo simples ou cisalhamento puro. O critério de von

Mises pode ser apresentado ainda pela equacédo (4.23):
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W

onde “7,.” &€ a tensdao octaédrica, expressa por:

oct

7 .

+(02—03)2]

/ 5
= 5l01-02) +(01- )

(4.24)

e “J,” é& o segundo invariante do tensor desviador,

exXpresso por:

(4.25)

No sistema triaxial das tensbes principais, o0
critério é representado como um cilindro, cuja geratriz é
paralela ao eixo hidrostéatico, conforme figura 4.13. Uma
analise geométrica permite concluir que acréscimos de

tensbes hidrostaticas nédo provocam plastificacéao.

e Elxo
™ hidrostitico

(O)=0z2=0d3)

Figura 4.13 — Superficie de von Mises. (a) Estado triaxial das

tensées principais. (b) Estado plano das tensdes principais.
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Uma vantagem deste critério
irregularidades na superficie. A
superficie facilita a definicao das
necessarias para a deducao das relacodes

elastoplasticas incrementais.

4.7 — Modelo Numérico Aproximado

Para a consideracdo da ndo-linearidade do material
aco, 0 modelo numeérico aproximado considerando-se
encruamento cinemdtico é ilustrado pela figura 4.14.

Tal modelo, particularizado para o estado plano de
tensdes, 1identifica o momentc exato em gque ocorre a
plastificacdo de cada elemento, utilizando-se o critério
da maxima energia de distorcac. Neste momento, séo
armazenados o©0s valores superior e inferior para a
deformacao elastica que seré utilizada quando
descarregamento. Tal procedimento apenas ¢é realizado
quando ocorrer a plastificacdo no final do regime
elastico (“vapla=1"”). Considerando-se ainda o carregamento
(“vapla#1"), armazena-se o valor da deformacdo pléastica
do elemento para a deformacdo superior e a deformacao
inferior, que identificara a plastificacéo no

descarregamento, €& corrigida considerando-se o intervalo

constante “20,.,” do modelo cinemdtico. Desta forma,

corrige-se o médulc de elasticidade wvisando a alteracéo
da matriz de rigidez da estrutura.

A validade de tal procedimento poderd ser verificada
no exemplo 02, apresentado no item 6.2.2 deste trabalho,
onde se procura simular efeitos de carregamento e
descarregamento considerando-se nao-linearidade fisica do

material.
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vapla =0 .

@

=]

ese

v

k= 1lan? elementos

<

Figura 4.14 - Fluxograma do modelo numérico aproximado considerando-

oy

vV

vapla = vapla + 1

v

vapla = 1

lp

= +E&

nf

y

B

<

5

ER =E;
07 =+,

nf

& =€~ dea'c,!.'

Ef =E;

sup _
& =& +2¢

esc .k

mnf _

& =&

se a nio-linearidade do material aco.

6
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CAPITULO 5 - RELACAO CONSTITUTIVA
ELASTOPLASTICA CONSISTENTE
UMA ABORDAGEM MATEMATICA

— Generalidades

capitulo define-se o
para modelar o comportamento el
estudadas, a partir dos conceitos da teoria da
plasticidade, necessarios para uma melhor compreensao do
modelo consistente, cujo desenvolvimento & objetivo deste
trabalho.

Desta forma, definem-se aqui as relacoes
procedimento implicito de integracao das
apresentando-se alguns estudos sobre

onsisténcia, muito importante na

variaveis 1internas. A matriz tangente elastopléastica

a
consistente é derivada a partir da 1lineariza do

algoritmo implicito. A aplicacédo desta matriz no processo
de solucédo do sistema nao-linear preserva a taxa de
convergéncia quadratica do método de Newton-Raphson. Por
fim, apresenta-se, de forma simplificada, o procedimento
incremental-iterativo utilizado na modelagem do

comportamento elastoplastico.

5.2 - Relagao Constitutiva Elastoplastica

O comportamento elastoplastico tem sua modelagem

fundamentada nas seguintes definicodes:
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Decomposicao

infinitesimais

Critério de plastificacao;

Lei de evolucao das deformacdes plasticas;

Lei de evolucaoc do encruamento.

S5.2.1 — Decomposigdao aditiva das deformagodes

infinitesimais totais

Durante um acréscimo

deformacao total “deg”, para

pode ser expresso em

infinitesimais de deformacédo elastic

de =de®+de?f

5.2.2 - Critério de plastificacgao

O critério de plastificacao, para um caso mais
geral, como apresentado no item 4.4, é uma funcdo do
estado de tensao e do encruamento, de tal modo que a

plastificacao em um ponto fica caracterizada por:

Flo.k,a |20

i —

5.2.3 - Lei de evolugdo das deformagdes plasticas

(Flow Rule)

Segundo ZIENKIEWICZ & TAYLOR (1991), von Mises foi o

primeiro a sugerir que a taxa de deformacao plastica esta
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relacionada com a superficie de
argumentos
relacdo proposta, entre eles
(1972).
que:

de =dA ?F
~ oo

onde wgA Y e g - de proporcionalidade
denominada n 1 ] ' isti que deve ser
determinada para solucionar-se o© problema nao-linear.
Esta relacdo é definida como principio da normalidade,

pois o vetor “¢F/6oc” é& um vetor de direcdo normal a

superficie de escoamento no ponto
tensao considerado, no espaco

conforme figura 5.1.

+ 4OF
< 2,
acl

Yae?

f~——F (10{.K)at)

gy (&)

Figura 5.1 — Superficie de Plastificagdo: principio da normalidade.

Pode-se tornar menos rigida a restricdo imposta a

relacdo (5.3), tomando-se um potencial pldstico "Q", com
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unidade de tensao, escrito em funcao do estado de tenséao

“o” e das variaveis internas de encruamento “k” e

Q:Q(a.k.a]

gue expresse o incremento infinitesimal de deformacéao
plastica de maneira similar a equacédo (5.3), conforme é
verificado pela equacao (5.5).

do

de =dA

Denomina-se plasticidade associada o caso particular
onde “QO=F". Se tal igualdade n&o for verificada, a
plasticidade é dita nao associada. Na deducdo da matriz
constitutiva elastoplastica adota-se a expressao mais

geral, isto é, “QO=#F”. Desta forma os incrementos

infinitesimais de tenséao “do e das deformacdes

elasticas “dgc e plasticas wWdgh'n, podem ser

explicitados wutilizando-se uma notacdao vetorial, da

seguinte maneira:

(do, | : (0Q0/00,

X

do, y - 80/00,

do. : ! 00/00.
. , i J

dr, 80/o1,,

dr, ' 00/or,,

dr. ' L aQ/ ot 2.

\ -

(5.6)
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incrementos
=2]lasticas relacionados

meio de uma matriz simétrica definida

gqual € 1independente do tempo e da

stituindo-se

da deformacao

de=D"do+ d/z‘f—Q—
~ o~ ~ oo

Supondo-se que o estado de tensdao atual verifique a

funcac de plastificacdo num processo de carregamento, o0

representativo do novo estado de tens&o deve estar
superficie, logo “F=0" e “dF=0", que é chamada
consisténcia. Assim, diferenciando-se a

obtém-se que:

ou ailnda que:
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As equacdhes

unica expressao

=

ou, ainda mais explicitamente, como

de,
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multiplicador plastico
manipulando-se &a expressao

determinar explicitamente a relacao

elastoplastica que relaciona infinitésimos de tensao com

infinitésimos de deformacdo. Assim, multiplicando-se a

primeira das equacdes de (5.12) por “(51/50) )” obtém-

ol S
[a—jj do*=[ai} Dde- (d J ])[C())d/.
oo s P& o= NOE co

—~— — —~

Substituindec-se a igualdade

equacao de (5.12), tem-se:

5 fh
(a—f] Dl [ﬂ] 1)[ O]+A di=0
0T ) o w 0o} ~\go

—_— — _—

de onde pode-se observar que:

AT
(?[ ] Dde
80 | ~ =

dA = =

bl
(6}] D(a()J L
oo oo

Encontrado a expressdo para o multiplicador, busca-

relacao constitutiva elastopléastica. Substituindo-se

AY.‘YAY

2 3 4 5 6 i unesp - 13 14 15 16

17

18



Modelo cinematico aproximado para analise dinamica nao-linear fisica de chapas de ago

_0][9!]?
oo

Colocando-se em evidéncia o valor de “dg”, resulta

a relacdo constitutiva elastopléstica procurada:

do =Dy, de

—

sendo “.%w" a matriz tangente elastoplastica “cléssica”

_—

de um material com encruamento misto, expressa por:

AV
AVAVAY
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particular de elasticidade assocladza, a

1 = 1 £ < ’” e - i
elastoplasti prassSa a sSer.

-

Dy, = D-

72

oo

A matriz tangente elastopléastica “/l¥,”, escrita em

funcdo da matriz constitutiva para elasticidade linear

w7, relaciona incrementos infinitesimais de tensaoc com

infinitesimals de deformacdao, dal a necessidade de uma
analise por incrementos sucessivos.

Nos casos de plasticidade nao associada, a matriz

o 3 imétrica. S sim, dificuldades
“l%p” pode nao ser simétrica. Sendo as dificuldad

serdo encontradas quando for utilizado um dos métodos de
Newton-Raphson, caracterizado pela atualizacdo da matri:z

de rigidez. Neste caso, ndo é possivel fazer uso de

A
AVAVAY
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scnicas de armazenamentos em banda, muito importantes na
do processamento computacional,
se tratam de ©problemas nao-
ticidade é associada, pode-se garanti
guestdo é simétrica, como se constata na expressao

(5,23

5.2.4 - Lei de evolugac do encruamento

5.2.4.1- Encruamento isotrdépico

Este tipo de encruamento €& caracterizado pelo

aumento da superficie de plastificacao

translacdo ou rotacdo no espaco das
\\k!l

relacionado com o parametro Assim, para um rpo
dstico, um infinitésimo “dk” pode ser representado por
duas hipbéteses, a de encruamento por trabalho (Work-
hardening) ou ainda a de encruamento por deformagdo
train-hardening).
Na hipdétese de encruamento por trabalho considera-se
que o incremento infinitesimal “dk” é igual a quantidade
de trabalho plastico que se dissipa durante a deformacao

assim:
dk=dWP =o' deP = o del +ayd5’{,’ +. A Ty
(5..22)

de maneira que:

B = ja"' de?

A
AVAVAY
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Ja& na hipdétese de encruamento por defermacdo o
diferencial “dk” é relacionado com a norma do tensor do
incrementos infinitesimais de deformacédo pléastica, log

tem-se.

wﬁp=EWEP;:ELMK+d¥T+d%F+

el B

desta forma obtém-se:

———

{

onde “(dsp}” € o tensor dos infinitésimos de deformacdes

L

; . =D 5 : i 2 7
plasticas, “gP7” & conhecida como deformacao pléstica

equivalente ou efetiva e “K” & uma constante cujo valor
deve ser escolhido de tal forma que a partir do modelo
generalizado possa-se recuperar o caso unidimensional. Em
particular, para um material que obedeca a condicdo de
incompressibilidade, onde estados hidrostaticos néao
influenciam no processo de plastificacdo, verificando a

seguinte expressao:
del +dell +deP =0

pode ser demonstrado que EE==J273. Deve-se notar que,

para esses materials incompressivels, a equacéo

pode também ser escrita em funcdo do ensor

AVA
AVAVEY
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infinitésimos de deformac

Assim:
dk = dgP = \FA HL&:P ]i . \fﬂ [de!’ J

i ) y - e .
onde “Lkil” € 0 tensor dos infinitésimos de
ladsticas desviadoras. Pode-se ainda apl

jf) r”

(5. 285 ; eliminando-se “dg

escrevendo-se “dk” como:

2

5

2 > / 2 2 :
dk = de? = def +def’ +defde) +;(d;/_{."_r +dys. +dye: ]

f E

).28)

Observa-se que, na determinacdo do parametro “A4”
definido na equacao (5.11), para o caso especifico da
superficie de plastificacdo de von Mises, as formulacdes
de encruamento por trabalho e por deformacdo coincidem,

conforme demonstrado em CRISFIELD (199°1).
5.2.4.2- Encruamento cinematico

Neste modelo, admite-se que nado ocorram rotacdes nem
alteracbes de tamanho na superficie de plastificacéao,
sendo esta apenas transladada no espaco das tensdes
durante o fluxo plastico.

Assume-se como hipbébtese que a translacdao da
superficie, com relacdo a origem, se da segundo a direcao
do incremento infinitesimal de deformacao plastica.

Assim, sendo o vetor “a” responsavel pela localizacdo do

AVA
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pode ser assumido mo uma constante do
para o encruamento puramente cinemdtico tem-se
onde “K” é& o moédulo plastico para o caso

uniaxial, definido na figqura 4.6. E importante observar

evolucdo das variaveis internas “k” e “%2}” e

proporcional a evolucdo da deformacdo pléastica.

5.3 - Abordagem Numérica

O comportamento plastico dos sdélidos, descrito de
orma sumaria nos itens anteriores, ¢é marcado por
expressdes baseadas em guantidades diferenciais de tensao
A solucao do problema fisico exige a
racao dessas quantidades diferenciais. Integram-se
as expressoes da plasticidade,
considerando-se os diferenciais de tensdao e deformacao
incrementos finitos. Como a situacdo de equilibrioc

ser determinada de forma fechada,
rativos devem ser empregados. Neste item, apresenta-se

uma abordagem numérica do problema elastoplastico, com o
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esclarecer

incrementais

intern
implementado
neste 1item.

Mises ara

p
como citado anteriormente,

estudo de materiais metalicos.
5.3.1.1 — Critério de plastificacgao

O critério de plastificacao de von Mises pode se

escrito da seguinte forma:
Flo.a

onde “g” ¢é uma funcédo dependente varidvel interna

responsavel pelo encruamento cinemético “a”, podendo ser

compreendida como um valor convencional da tensdo de
escoamento, analogamente ao descrito para o caso

uniaxial. Tal funcédo é definida como:

&(k)= é(c}'}. + Hk}
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tensao de

encruamento cineméatico.

do escalar “f” pode ser interpretada como uma

dependendo

estado de tensao. Mises

plano de tensao esta como:

o2 +o] 2)=50"
flo|==\ox +o, —0,0, + 37, == {)O'

e e

“WP” & uma matriz simétrica, de forma que

onde

5.3.1.2 - Deformag¢des plasticas

Os incrementos das deformacdes plasticas podem ser

adotando-se uma lei de fluxo associativa, como:

Agl of /oo, :
Agll v = A4\ 0f oo, ¢ = A&E
Ay o [0

AVA
AVAVAY
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das deformacdes totals em

procedimento 1implicito

e LWy

inte maneira:

e’ =eP+4e? =gP+4APo

~1+1 ~1 ~ 1+1 ~1 o s e |

onde “&f” & a deformacéao 4St] acumulada no instante
[

anterior. ] ressalta termo instante refere-se,
agui, ao

5.3.1.3 - Parametro de encruamento cinematico

Utilizando a expressao definida para um infinitésimo

“da ” na equacac (5.29) e aplicando-se a equacao (5.35),

pode-se escrever para o estado plano de tensao que:

Aa=C AP =CAALPo

De forma semelhante ao descrito para as deformacdes

plasticas, a atualizacao do parametro de encruamento,

segundo um procedimento implicito, pode ser expressa por:

a =a+4a =a +CALP

~1+1 = ~ 1+/ = =
5.3.1.4 - Tensoes

A expressao para atualizacdc de tensdes pode ser

obtida para a superficie de von Mises. Utilizando-se as

.

relacdes diferenciais (5:1) e (5:7) ; escreve-se &

T T unesp®
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incremental

o =0+40 =0 +D| 4¢ —Aé‘l}\
~1+1 mif ~ 1+1] o e ~ 1+ ~ 1+1/

onde “D”

Pode-se reescrever a expressao (5.39), definindo-se
um estado de tensao de tentativa puramente elastico

w fen .,

; COmO:
r+1

o' =0 +DAe
~pgd r = = el

Aplicando-se as equacdes (5.41) e (5.35) em

cem—-se:

o =0c“"-AADPo

~1+1 ~1+1] ~ ~ ~1+/

W "

Explicitando-se “o

1+

na equacao anterior, obtém-se

a expressao de atualizacao implicita das tensoées,

expressa por:

AV
AVAVEY
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tangente

ndo SIMO & TAYLOCR

5.3.2 = Algoritmo implicito (‘Backward

ocedimento implicito
evitandc a aplicacao de técnicas,
sub-incrementacac, para melhorar (o} seu
desempenho. Segundo JETTEUR (1986), o erro associado a
este tipo de algoritmo, para alise em estado pano, é da
nesma crdem daqueles - - analises
tridimensionais. O procedimento
“incondicionalmente estavel”, ou seja,
independente de que certas condicdes sejam satisfeitas no
passo de tempo; e caracteriza-se, atraves de ma
interpretacdoc geométrica, por proporciocnar um retorno a

superficie de plastificacao segundo a direcao normal a

propria superficie na posicac atual, conforme ilustra a

figura 5.2.

F
AVAYAY
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o "{P]{U’hl
Procedimento explicito AN /’ _.~ Procedimento implicito
(solugdo incoerente) '

‘ i Mt L
N | - |Pl{o}
SHM oA '

Figura 5.2 — Procedimento de integracdo implicito e explicito.

Para o caso especifico do critério de von Mises com

lei de fluxo associativa e encruamento isotrépico, a

projecao proporcionada pelo procedimento implicito ocorre

sempre na direcdo radial, sendo por isso denominado
“Radial Return Mapping”, SIMO & TAYLOR (1985). Segundo
SIMO & HUGHES (1988), este procedimento implicito permite
a definicdo de uma matriz tangente elastopléastica
consistente, sem a perda de sua simetria, com o algoritmo
de retorno. Dessa forma, fazendo-se wuso da matriz
tangente elastopléastica consistente, a convergéncia
quadratica do método de Newton-Raphson é garantida. As
relacdes do algoritmo implicito, particularizadas para o

modelo proposto, podem ser escritas, da seguinte forma:

Deformacées totails g =¢ +VU

1+1 1

AV
AVAVEY
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Pardmetro de encruamento

Deformacdo pldstica efetiva Agf,=—F/

de encruamento

&kn)=lo, + Hk ) /3

(

kfﬂ) Gk, )<0

nde “V” é o operador de deformacdes que atua sobre o
campo de deslocamentos “U” definido no passo de tempo

[.r_r + Af] .

5.3.2.1 - Integrag¢ao das tensdes

No processo de integracao das tensdes pelo
rocedimento implicito, €& necessar

10

considerar uma etapa

que é tomado como um passo puramente

& —5+VU

~ff ol e

e )
c" =Dle =&t
~r1+1/ ~\~t+1 ~t

fen
F| ™" k

~1+]

13 14 15 1¢ 17
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estado
adotado.
fora
estado de tensao

compativel com ©

Deve-se observar que as expressfOes (5.47) dependem
da determinac&o do parédmetro “AA” multiplicador
plastico. Segundo SIMO & TAYLOR (1986), tal parametro
pode ser obtido aplicando-se condicdc de consisténcia no

instante “t+1”, ou seja:

Flo k., |=flod1) |-&(k(42),.,)=0 (s.48)

i+l 1+1

Conforme apresentado em SIMO & TAYLOR (1986) e SIMO
& HUGHES (1988), para estado plano de tensdoc com material
isotréopico, fazendo uso do critério de von Mises, a
expressao (5.48) possui uma forma particularmente

simples, expressa como:

Y
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(o =)+ alrer
2(1 + 2GAA)

expressa
Assim, pode-se resolver

funcdo apenas do pardmetro AA, utilizando-se

iterativos para encontrar os “zero
tals como método secante, Newton-Raphson, ent

método utilizado no presente trabalho e

cao de consisténcia serdao apresentados no item 5.3.3.

melhor compreensdo de todo o© procedimento

aqui discutido, apresenta-se, de orma

resumida, os passos do algoritmo na figura 5.3.

AV
AVAYAY
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Atualizar as deformagoes e calcular as tensdes de tentativa

&g =& +VU

1+ !

ten ( ! \'
©r i)
o = f)i £ STV

1+1 o r+] E./

Verificar o critério de plastificagio com as tensées de tentativa

e n ren \'1 —_—
!’,_Lo_m k ]:_f[O' I*_O-(k; )
I

41 t+1 )/

Se F'" <0

1+1

Entdo: finalizar
Sendo: Resolver a equagio de consisténcia ¢ determinar A/

!'_ (o} »kr+l\|:f(o'(‘5;") \'-5“(‘&/"’)”!):0

1
|
1+1 /' \ 1+1 /'

4. Atualizar as variaveis internas com o valor de A/

o =[E@Ai)|D "
Fe)

1+1 1+1

kl+1 :kr +MH—] =f‘.r +AEP

1+

] ‘] ’J -
el =e?+Ae” =eP+AAPo
1+] =1 1+1 t 1+1

Figura 5.3 - Algoritmo de integragdo implicito para estado plano de

tensdo.

5.3.3 - Estudo da condigao de consisténcia

A condicao de consisténcia definida nas equacodes
(5.48), (5.49) e (5.50), para o modelo elastopléastico
perfeito, possul um papel importante na atualizacao das
variavels 1internas. Através desta condicdo, obtém-se o
valor do multiplicador pléastico “AA”. Conhecido o valor
de “AA”, encontra-se facilmente o novo estado de tensao
ompativel com o modelo adotado e conseqlientemente, as

eformacdes plasticas e o paradmetro do encruamento. Para

AVA
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encontrar WKL %5 deve-se resolver a equacao de
consisténcia obtendo os “zeros da funcdo” (ou raizes da
equacado). Contudo, essas raizes ndo podem ser obtidas
analiticamente através de férmulas explicitas. Assim,
torna-se necessario aplicar métodos numéricos iterativos
que fornecem sclucdes suficientemente aproximadas.

Para adotar-se um método numérico, é imprescindivel
um estudo sobre a funcdo de consisténcia. Na figura 5.4
apresentam-se graficos da funcao de consisténcia

referentes a estados de tentativa elédsticos que conduzem
a ﬂﬂ’SO, estados de tentativa que verificam a equacao
com a igualdade (F/j5 =0) e estados de tentativa

inadmissiveis (F5 >0).

Fi (AL = 0) = F{i7
|

Fia >0—,
AN
Fit=0—e——

rd

limy, , o Fy = Fz

Fiq <0—

“mM—bm Fiu = ﬁl

Figura 5.4 - Aspectos da fung¢do de comnsisténcia.

Observando-se a figura 5.4 é possivel caracterizar
alguns aspectos importantes da funcdo de consisténcia.
Esta funcdo apresenta dois pontos de singularidade

definidos como:

AVA
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3(/-v)
E
/

A/‘:-‘) e
i 2G

Nota-se que esses pontos de singularidad
estado de tensao de tentativa
Dessa forma,
de singularidades

ou seja, para valores de AZ20. Um

funcao, é que esta pode possuilr até
reais. Todavia, pela caracteristica dos pontos de
gularidade serem negativos, esta apresentara no maximo
uma raiz positiva. A situacdo onde todas as raizes sao

negativas, refere-se apenas aos estados de tentativa
elédsticos que conduzem a Ff'<0. Para estados de
tentativa que conduzam a valores de F,j =0, existe apenas
uma raiz real no intervalo de Ib;éx), que é exatamente
AA=0. Para estas duas situacodes, anteriormente
descritas, nao €é necessario resolver a equacaoc de
consisténcia, pols o estado procurado ¢é exatamente o
estado de tentativa elastica independente do
multiplicador plastico. Desta forma, pode-se concluir que
para o intervalo de interesse existe no méximo uma raiz
real para a funcao de consisténcia. Esta raiz é definida

nas situacdes onde as tensdes de tentativa elasticas
conduzem a um estado de tensdes inadmissivel (FI >0).
Pode-se alnda calcular oS limites da funcao de

consisténcia para “AAl—>+x” e “AAl—>-x"”, expressos como:

A
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Observando-se as equacde - ) figura

5.4, conclui-se que a funcéao comportamento

assintético para os valores negativos “F” e “F,” guando
“AA” tende a “+=x” e “-x”, respectivamente. Analisando-
se as caracteristicas da funcao de <consisténcia,

ressaltando-se a 1inexisténcia de singularidades no

intervalo de b;+xﬂ, propde-se o método iterativo de

Newton-Raphson para encontrar a raiz de interesse. Esse
méetodo possul uma taxa de convergéncia gquadrédtica. Além
disso, nao é necessario definir um intervalo, apenas uma
aproximacao 1inicial para a raiz. A 1idéia basica para
aplicacao deste método, ¢é partir de uma aproximacao
inicial “AA,” para a raiz e, através de um processo
iterativo, refinar a aproximacdo. O refinamento consiste
em calcular a intersecdo da tangente (no ponto A4,) com
0 eixo das abscissas encontrando uma nova aproximacao
“AA,,." para a raiz. Este processo é repetido até que a
resposta atinja a precisdo desejada. Na figura 5.5 é

possivel 1interpretar melhor o procedimento descrito.

A
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tg a=-F, (A, )=

o Fhl (Mk}

A, = AN
s “ Fia(8hy)

, (k=0,12,...)

‘\
Fir1(AA )~

Solugdo

/  procurada

\.\\
BT
NS a

Ahgep . o

Figura 5.5 - Interpretagdo geométrica do método de Newton-Raphson.

Na figura 5.5, a expressdo para “A4,,,” do método
iterativo de Newton-Raphson ¢é apresentada. Deve-se
ressaltar a importancia da escolha da aproximacdo inicial
“AA,”. Se forem adotados valores iniciais maiores que a
raiz procurada o método poderd fornecer uma das solucdes
negativas, figura 5.6(a) ou até mesmo entrar em um
processo de “looping”, figura 5.6(b). Desta forma, como

ndo se conhece a solucdo do problema, a aproximacao

inicial mais confiavel é AA4,=0.

I Fin

Seolugiio ndo
desejada

(a)
Figura 5.6 — Divergéncia do método de Newton-Raphson.
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5.7 apresenta-se o algoritmo

para o caso especifico da funcao de

neste trabalho.

Aproximagio inicial e tolerancia
ALy =0. Tolerancia =y
Definir constantes

=G
(“"T‘,( =o, + Hk,

f

Se ‘F(AZUX <7

Entdo: finalizar ( A4, ¢ a solugdo)
Sendo: Faga
3.1. Calcular a derivada de I no ponto A4,

| et . i,
6l+£\/.ﬂ )P 20+ A4,C,)

,_(\/_+

Cy f A4, +2C, fAdy + (‘(,_fzx/:;J

Nra

3.2 Calcular a nova aproximagio A,

AY.‘YAY
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4.3 Calcular I no ponto A4,

R &,

]
|
|

I
lcs +an,772¢,f
il

14 Se !]-‘(A/ll )< rye |AA; - ;\/".“i <y

Entao: finalizar (A4, ¢ a solugdo).

Sendo: Faga A;L” = A):’l e volte ao passo 4.1.

Figura 5.7 - Algoritmo de Newton-Raphson especifico para a equagdo

de consisténcia.

5.3.4 - Matriz tangente elastoplastica consistente

A derivacao da matri tangente elastopléastica
consistente (ou algoritmica) pode ser encontrada em
RUNESSON & SAMUELSSON (1985), SIMO & TAYLOR (1986), SIMO
& HUGHES (1988) e CRISFIELD (1991). Esta matriz é
consistente com o algoritmo de integracdao implicito
(backward Euler) e, segundo SIMO & TAYLOR (1986), a
aplicacao desta preserva a caracteristica de convergéncia
quadratica do método de Newton-Raphson. Técnicas padrao
podem utilizar a matriz tangente elastoplastica classica
em (5.21), gque €& inconsistente (hipbdtese eliminada se o
tamanho do incremento for infinitesimal) com o]
procedimento de integracao implicito, provocando a perda
da caracteristica de convergéncia quadratica do Metodo de

Newton-Raphson, CRISFIELD (1991). A expressao da matriz

tangente elastoplastica consistente pode ser obtida

A
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traves d ‘ rizacao do ] itmo
expressoes de atualizacao das 1sGes e

podem ser escritas como:

c =Dl —-&l-AiPco

~i+1 ~\~i+l =i ~ ~i+l

Escrevendo-se os i 1 L& equacdes do
algoritmo implicito (5 ) 6 para um instante

“i+1”, obtém-se:

Ao =DAe -diDPoc -AADPAc

~ i+/ ~ ~ j+/ ~ ~ ~j+/ ~ ~ ~ j+1

2 ) alf!-
Vel dif s + A4

Ak, =
/ ~
! I+ bo

NE

onde “AA” foli escrito como “dA” e representa a variacao
do préprio multiplicador plastico na iteracdo estudada.
Deve-se notar que o ultimo termo em (5.57) & omitido na
obtencdo da matriz tangente elastopléastica, equacéo
(5.8). O segundo termo diferencial da equacido (5.58) pode

ser expresso COomo:
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Aplicando-se

xplicitando-se

onde = matriz tangente elastica modificada

(algoritmica), definida em ( Diferenciando-se a
condicdo de consisténcia plédstica expressa em (5.48), no

instante “i+1” tem-se:

\éc )

1+1

Ao

.

i+l

T 2 - 7
AF,, =0’ PAc -—H&G Ak, =6 PAoc -——Hf\}Ak, =0
1 1+1 1+1 1+1 i+1

! 1+1 i+l \6 1+1 1+1 -\/g

(5.63)

Pode-se explicitar o escalar “dA” substituindo as

expressdes de YAg ¥ e YAk 7 apresentadas
1+1
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spectivamente nas equacdes

de maneira que:

onde A é definido como:

4fﬁﬂ+l
3-2HAA

Substituindo-se o valor de “dA” encontrado em
(5.64) na expressao (5.60), obtém-se a seguinte relacéo

entre o incremento de tensdo “Ao ” e o incremento de

1+1

rn

deformacao “Ag y
- i+l

Ao =D A¢g

~ i+/ =~ ope. i fa]

onde P, 3 matriz tangente elastopléastica
N

consistente expressa como:

= Po 0'7 =1
By e e il ] = =
“ape = ol PEPoc +4

~ji+] ~~ ~~i+]

Deve-se notar que, quando o incremento da

carregamento tende a zero, o parédmetro “AA” também tende
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de maneira I matriz algoritmica

tada na equacao (5.44) se degenera na matriz

tiva elastica 5 EL A Dessa forma, = matriz

elastoplastica consistente “D ” definida na

epc

matriz tangente

a na equacao

(1988) esta caracteristica,

, eXxXpressa © requerimento

de consisténcia.

5.3.5 - Procedimento incremental-iterativo

Conforme Jja comentado, em um material com
comportamento elastoplastico, a relacdo constitutiva
ssa em forma diferencial conduz & necessidade de uma
incrementos sucessivos. Entretanto, em uma
simulacdo numérica, sé €& possivel aplicar incrementos de
carregamento finitos e nao infinitesimais.
eglientemente, um erro de aproximacdo ¢é cometido.
Pode-se reduzir este erro, reaplicando-se, através de um
processo iterativo, o} residuo de forcas sobre a
estrutura, de maneira que o equilibrio seja novamente
estabelecido. Este procedimento, conhecido como
incremental-iterativo, sera aqui descrito de forma
sucinta, nos passos a seguir.
Inicialmente, admitem-se conhecidas, no final de um

instante (passo de carregamento) Y“/”, as componentes de

as componentes de deformacéo

variadvel interna “k'” responsavel pelo encruamento e o0s
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deslocamentos nodais “&'”. Ressalta-se que os indices

WwWao o

i e “t” referem-se, respectivamente, ao processo

iterativo e incremental.

Passo 1 - Inicio de um novo incremento de carregamento

(instante +Ar):

Ff'i'ﬂf - Fa’_’_AF!-FAJ’

Passo 2 —-Célculo dos deslocamentos nodais:

Em cada iteracdo assume-se um comportamento linear.
Assim, os deslocamentos sao obtidos pela aplicacao da

matriz de rigidez tangente, da seguinte forma:

AS!HA :K_I(HAUAFHA’

5f+ﬂ." :51+A51+Af

i} o i

~ I+ A 1+ A1 - 5
onde “AF " e “AS ” sao o0s incrementos de forca e os

incrementos de deslocamentos nodais referentes ac
instante “r+At”, respectivamente. Na primeira iteracéo,
este incremento de forca pode ser aplicado juntamente com
o residuo de forcas final do incremento anterior,

melhorando a precisao no equilibrio de forcas. A matriz

N P
tangente “K'"V” & expressa como:

']
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K;+Ar _ J-B'/' Dr+Ar Bdl

il v i R

At P . ” " . ]
onde “D" 7 & matriz tangente elastoplastica consiste
epeli)

com © procedimento implicito de integracdo das tensodes,

apresentada em ] Deve-se notar gque a matriz

Passo 3 - Célculo das deformacdes:

As deformacdes sado calculadas nos pontos de Gauss
distribuidos ao longo da 4rea e da espessura do elemento
e sao relacionadas com os deslocamentos através da matriz

da deformacado “B”, da seguinte forma:

&

~i ~~i

1+ A - 35!+A!

Passo 4 - Célculo das tensdes:

Semelhantemente as deformacdes, calculam-se as
tensdes nos pontos de Gauss, através do algoritmo de

integracao implicito, apresentado na figura 5.3.

o ; 1+ At
7 Al :J+fda
~i o o~

A
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Passo 5 - Calculc das forcas internas:

As forcas internas de um elemento finito sao obtidas
através da integracdo numérica das tensdes em todo ©
volume do elemento. Posteriormente, estas forcas sao
transferidas para as coordenadas globais e distribuidas
em um vetor nas posicdes dos respectivos graus de

liberdade.

R(-FA! — _[BTGJ-’-A’ dlr

~1i I =]

W }{H'-\" "

onde é o vetor de forcas nodais egquivalentes

i

(forcas internas), geradas pelo estado de tensdo internc.

Passo 6 — Céalculo do residuo de forcas:

1+A4At _ 1+A4 1+At
¥ =F""-R

i = =

Passo 7 - Verificacao da convergéncia:

O critério de convergéncia verifica se a solucac
considerada ¢é suficientemente precisa. Este pode ser

expresso basicamente de duas maneiras:

|] +Ar

¥

Convergéncia em forga
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~ 1+ AL 1+M
o) -0

| =i i-1

”(sf'F.M
1

Convergéncia em deslocamento e,

W

onde os termos “e,” e “e;” referem-se a tolerancia em

forca e em deslocamento respectivamente.

Verifica-se a convergéncia, retorna-se ao passo 1,
dando inicio a um novo incremento de carregamento. Caso

contrario, retorna-se ao passo 2 , substituindo-se apenas

o incremento de forcas “AF™*™” em (5.69), pelo residuo de
!

1+Ar : 7
forcas WAy L caracterizando assim, processo

i
iterativo.

A estratégia de solucao anteriormente apresentada,
pode ser melhor compreendida através dos diagramas
carregamento-deslocamento e tensdo-deformacao (adotando-

se uma lei qualquer) para o0 caso unidimensional,

apresentados na figura 5.8.

.L t=at
. ¥
-4l - z
B L

F““fR‘z'"zijT;rL"“ dv

r
Fnat‘Hl‘falZJ' B‘rr:.“ v
v

1 o, t , P e «
L 1+t o teAl L ieat F=R'=| B utav
B grrav gLl 5 bo

S S SRRSO st=pst

! _ _ tt,“‘ :B‘sllt.‘.l

pademeies - we oW coapa
2y =B34,

Figura 5.8 — Estratégia de solugdo incremental-iterativa (caso

unidimensional) .
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CAPITULO 6 — ANALISE NUMERICA

6.1 — Generalidades

Conforme exposto na apresentacdo deste trabalho,
ste capitulo tem a finalidade de apresentar, a partir de
alguns exemplos elucidativos, uma analise do
comportamentoc estatico e dinédmico de chapas de aco,
considerando-se a ndo-linearidade fisica, efetuando-se
assim uma nalise quantitativa e qualitativa dos
resultados obtidos.
Na resolucao de tails exemplos utiliza-se o programa
computacional “DINCHPNEF”, para analise estatica e
dinémica; e o programa “CHAPAAUT”, para a obtencdo das

freqiéncias naturais e dos modos de vibracéo.

6.2 - Exemplos

6.2.1 - Exemplo 01

A estrutura desse exemplo é composta de uma chapa
(viga) engastada em uma das extremidades, solicitada por
uma forca concentrada, na extremidade do Dbalanco,
aplicada de forma incremental em quatro fases. O sistema
estrutural é discretizado por elementos finitos

triangulares (CST), conforme mostra a figura 6.1.
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! DINHCHPHNE
: 01L/00

F=0 a 22,5 kN

1000

E.= 10.000 kN/cm?
I:I 10 E= 20.000 kN/cm?
— y=7,7.10° kN/cm®
0

.1
(medidas em *c¢m”)

Figura 6.1- Viga em balango.

A analise estatica considerando-se a nao-linearidade
fisica é feita adotando-se um procedimento incremental,
no qual o carregamento ¢é dividido em quatro fases
distintas, com a mesma guantidade de incrementos. A
figura 6.2 1ilustra o grafico deslocamento x forca,
analisando-se o n6 203. Na primeira etapa, o carregamento
varia de 0,0 kN a 15,0 kN, com plastificacdo do material.
Ja na segunda etapa, © carregamento varia de 15,0 kN a
0,0 kN, simulando o) descarregamento completo da
estrutura, apresentando também plastificacdo do material
e deformacdo residual. Na terceira etapa, © carregamento
varia novamente de 0,0 kN a 15,0 kN, simulando o
recarregamento completo da estrutura, apresentando também

plastificacao do material, provocandoe o retorno da

,.uuv
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estrutura a sua posicéo original antes do
descarregamento. Finalmente, na quarta etapa, o}
carregamento varia de 15,0 kN a 22,5 kN, simulando o
acréscimo de carregamento da estrutura, apresentando uma
continuidade da plastificacdo do material originalmente
atingida quando do término da primeira fase de

carregamento.

1
|
I
]
|
1
|
|
|
|
|
|
|
[}
1
1
1
1
1
[}
1
1
1
[}
[}
[}
[}
]
I
]
]
I
I
]
1l

22,5 %m&;

Py
N

Figura 6.2 — Grafico (d x f) da andlise estatica ndo-linear fisica

do né 203, na diregdo global y.

A figqura 6.3 refere-se ao comportamento estrutural
relatado anteriormente, apresentando uma melhor
visualizacao do efeito Bauschinger relativo ao
comportamento cinematico do modelo numérico aproximado
aqul proposto.

Como se trata de exemplo unidimensional, pode-se
facilmente obter os resultados apresentados utilizando os
conceitos elementares da Mecanica dos Sélidos
Deforméveis, com o intuito de comparar os resultados e

testar a validade do modelo numérico aqui proposto.
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n 2 20 - s
Dt i : me'

Figura 6.3 — Grafico (d x f) da anilise estatica nao-linear fisica.

Efeito Bauschinger.

6.2.2 — Exemplo 02

A estrutura desse exemplo é composta de uma chapa
engastada em uma das extremidades, solicitada por uma
forca concentrada, na extremidade do balanco, aplicada de
forma incremental em quatro fases. O sistema estrutural é
discretizado por elementos finitos triangulares (CST),

conforme mostra a figura 6.4.
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: DINCHPNE Projeto ! 002
Jersao @ 01,00 Chapa : D03

F=0 a 3 kN

E= 8.000 kN/cm?
U 10 E= 21.000 kN/cm’
i y=17,7.10° kN/cm*
0,

1
(medidas em “cm”)

XY /Z Inter. Tenpo : 400

Figura 6.4 — Viga em balango.

No exemplo, a analise estatica considerando-se a

nao-linearidade fisica 3 feita adotando-se um

procedimento incremental, no qual o carregamento é
dividido em quatro fases distintas, com a mesma

quantidade de incrementos.

A figura 6.5 ilustra o grafico deslocamento x forcga,

analisando-se o n6é 38. Na primeira etapa, o carregamento
varia de 0,0 kN a 2,0 kN, com plastificacdo do material.
Ja na segqunda etapa, o carregamento varia de 2,0 kN a 0,0
kN, simulandoc o descarregamento completo da estrutura,
apresentando também plastificacao do material 2]
deformacac residual. Na terceira etapa, o carregamento

varia de 0,0 kN a 2,0 kN, simulando o recarregamento
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completo da estrutura, apresentando também plastificacéo
do material, provocando o retorno da estrutura a sua
posicdo original antes do descarregamento. Finalmente, na
quarta etapa, o carregamento varia de 2,0 kN a 3,0 kN,
simulando o acréscimo de carregamento da estrutura,
apresentando uma continuidade da plastificacao do
material originalmente atingida quando do término da

primeira fase de carregamento.

.d (cm)

Figura 6.5 — Grafico (d x f) da analise estatica ndo-linear fisica

do né 38, na direg¢io global y.

Para uma melhor wvisualizacdo do comportamento
estrutural relatado anteriormente, apresenta-se a figura
6.6 que 1ilustra o efeito Bauschinger relativo ao
comportamento cinemadtico do modelo numérico aproximado

aquli proposto.
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Figura 6.6 — Grafico (d x f) da analise estitica ndo-linear fisica.

Efeito Bauschinger.

6.2.3 — Exemplo 03

A estrutura desse exemplo é uma viga biapoiada,

solicitada por uma forca concentrada no meio do vao e

discretizada por elementos finitos triangulares (CST),

conforme mostra a figura 6.7.
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: DI NCHPHNE Projeto !
» P 01/00 Chapa

E= 8.000 kN/cm’
10 E= 21.000 kN/cm®

y=7,7.10" kN/cm’

+—+
0,1

(medidas em “cm”)

* S Inter. Tempo @ 400

Figura 6.7 - Viga biapoiada.

Efetuando-se uma analise estédtica do comportamento
estrutural da chapa, obtém-se um deslocamento para © nod
20 de d=03042cm, adotando-se um comportamento eléastico
linear com carregamento aplicado de forma incremental.

Contemplando-se outras possibilidades de analise,
pode-se efetuar para a chapa em dquestdo, uma analise
dinamica linear e outra através da consideracao da nao-
linearidade fisica do material, conforme ilustram as

figuras 6.8 e 6.09.
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VY d(cm)
Figura 6.8 — Grafico (d x t) da andlise dindmica linear do néd
20, na direg¢do global Y.

b

F (kN)

v d(em)

Figura 6.9 — Grafico (d x t) da analise dindmica ndo-linear

fisica do né 20, na diregdo global y.

A figura 6.8 mostra a estrutura deslocando-se em
regime elédstico de forma permanente, sem plastificacéao de
elementos, com deslocamento maximo de aproximadamente
d=0256530cm .

Ja a figura 6.9 apresenta uma alteracdao do

comportamento, pols apdbs a plastificacao de alguns
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elementos os mesmos nao conseguem retornar a sua posicéao
de equilibrio inicial, uma vez que a deformacdo pléastica
acumulada durante o processo de plastificacdo é
irreversivel. Como conseqiéncia 1imediata tem-se um
aumento da amplitude dos deslocamentos, inclusive do
valor maximo encontrado (d=03670cm) .

O efeito do amortecimento nas analises acima
descritas pode também ser possivelmente considerado, uma
vez que O programa computacional “CHAPAAUT” calcula os

modos de vibracdo da estrutura e fornece suas fregiiéncias

naturais, que por sua vez, possibilitam a determinacéao

dos parametros de amortecimento. As figuras 6.10 e 6.11
mostram, respectivamente, o primeiro e o segundo modos de

vibracdo da estrutura em questéao.

Frogr : CHAPAAUIT Projeto ! 003
Uersao : 0100 Chapa r D09

Hodo Uibrac. : 1

Figura 6.10 - Primeiro modo de vibrag¢do da viga biapoiada,

@;=1022,07 rad/s.
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. r CHAPAARLIT Projeto @ 003
sao : 01700 Chapa : 009

Hodo Uibrac.

Figura 6.11 - Segundo modo de vibragdo da viga biapoiada, @®,=3354,56
rad/s.
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CAPITULO 7 — CONSIDERACOES FINAIS

7.1 — Conclusodes

presente trabalho procurou-se considerar
do material CO na analise do
estruturas

gamento contido no plano médio da

ecida toda a teori referente ao assunt
questédo, desenvolveram-se programas computacionails

com modelo numérico cinemdtico aproximado,
permitem a realizacdo de varios tipos anali
numérica, possibilitando a visualizacdo do comportamento
estrutural de tals sistemas de uma forma mais realista.

Neste contexto, os problemas que foram resolvidos no
capitulo © mostraram diferencas entre os resultados
obtidos via comportamento linear e ndo-linear, tanto para

édlises dinamicas quanto estaticas. Dessa forma, se a
anélise estrutural for feita sem as premissas de tais
0s resultados obtidos podem conduzir o
Engenheiro de Estruturas a projetar uma estrutura com
resultados nao compativeis com aquela originalmente
idealizada. Ha que se dizer ainda sobre o desperdicio de
materiais utilizados em estruturas antiecondmicas,
projetadas para respostas considerando-se apenas
comportamento linear.

E importante salientar que uma analise estrutural
mals refinada requer maiores sutilezas no fornecimento de
dados da estrutura de forma coerente e exige uma maior
interpretacédo dos resultados obtidos de acordo com a

teoria utilizada na anélise escolhida.
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Com relacdao ao modelo elastopléastico consistente,
capitulo 5 traz uma abordagem matemética com a definicao
de um algoritmo implicito de integracao das
incondicionalmente estavel. Além disso, o

permite a definicdo da matriz tangente elasto

consistente que preserva a taxa de converg

quadréatica do Método de Newton-Raphson.

procedimentos, por exemplo, como o explicito,
serem incondicionalmente estéaveis, nao
definic¢ (simétrica)

consistente. Nestes casos, utilizar-se-ia a
tangente elastoplastica cléassica, definida para
infinitesimais, © gue provocaria a perda

convergéncia quadrédtica do método de Newton-Raphson.

7.2 - Propostas de desenvolvimento

0 modelo elastopléastico abordado aqui
matematicamente, relativamente simples, pode ser
implementado numericamente em substituicdoc ao modelo
numérico aproximado agqui apresentado.

Tal modelo serve de base paras futuras modelagens de
materiais mails complexos tais como: concreto armado,
compostos fibrosos, etc. A implantacdo de novos critérios
de plastificacdo especificos para certos tipos de
materiails, considerando-se uma distribuicido anisotrépica,
possibilita caracterizar diferentes taxas de armaduras em
diferentes direcdes, para o caso de estruturas de
concreto armado, por exemplo.

Além disso, pode-se sugerir ainda, como continuidade
deste trabalho, a consideracdo dos efeitos nao-lineares
geométricos, muito importantes na analise estrutural

dinédmica.
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