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ABREVIATURAS, SIGLAS E SÍMBOLOS

As principais abreviaturas e siglas utilizadas neste

trabalho são listadas a seguir:

MEF ­ Método dos Elementos Finitos.

Já os símbolos utilizados são identificados no

transcorrer do trabalho, quando da sua primeira

utilizacão ou quando se fizer necessário.
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SOUZA, E. FE. (2001). Modelo cinemático aproximado para análise

dinâmica não­linear física de chapas de aço. Ilha Solteira, 122p.

Dissertação (Mestrado) ­ Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira,

Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”.

Este trabalho tem como objetivo principal a análise

do comportamento dinâmico de estruturas laminares de aço,

com carregamento contido no plano médio, através da

consideração da não­linearidade física do material.

Para a solução de tal problema utiliza­se o Método

dos Elementos Finitos através da discretização estrutural

feita com o elemento triangular CST (Constant Strain

Triangle). Na dedução das matrizes de rigidez e de massas

do elemento CST utiliza­se a formulação com parâmetros

generalizados e com coordenadas homogêneas. Já para a

consideração do amortecimento utiliza­se o Método de

Rayleigh.

Com relação à não­linearidade física do material

utiliza­se plasticidade considerando­se encruamento

cinemático, com relação tensão x deformação bilinear,

associada ao critério da Máxima Energia de Distorção.

Para a implementação de tal modelo utiliza­se o Método de

Newmark para integração numérica no tempo, via processo

previsor / corretor.

Palavras­chave: Dinâmica estrutural; Comportamento não­

linear; Estrutura de aço; Método dos elementos finitos.
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SOUZA, E. F. (2001). Approximate cinematic model to physical non­

linear dynamic analysis of steel plates. Ilha Solteira, 122p.
Dissertação (Mestrado) ­ Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira,

Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”.

This work analyzes the dynamic behavior of steel

laminate structures. The load is applied in the medium

plane, taking into account the material physical non­
linear behavior.

Finite Element Method is used to the solution of

such problem with the discretization done by the

triangular element CST (Constant Strain Triangle). The
stiffness and masses matrix of tne element CST are used

with generalization parameters and with homogeneous

coordinates. The Rayleigh Method is used to consideration

in structural dumping.

The material physical non­linear effect is

considered by the cinematic hardening. The bilinear

relationship tension x deformation is associated to the

criterion of the Maximum Distortion Energy. For the

implementation of such model, the Newmark Method is used

to numeric integration in the time, through predictor /
corrector scheme.

Keywords: Structural dynamics; Non­linear behavior;

Structure of steel; Finite element method.
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Modelo cinemático aproximado para análise dinâmica náo­linear física de chapas de aço

CAPÍTULO 1 — INTRODUÇÃO

1.1 — Tema e motivação

Entre os principais objetivos almejados pelo

Engenheiro Civil que atue na área de estruturas está a

preocupação em analisar, de forma tão realista quanto

possível, o comportamento estático e dinâmico dos
sistemas estruturais.

Com à idealização do Método dos Elementos Finitos,

MEF, que ocorreu na década de cinquenta com os trabalhos

de Argyris e Kelsey, publicados em 1954, e de Turner etal.

publicado em 1956, os pesquisadores passaram a ter uma

ferramenta poderosa que permite a modelação matemática de

fenômenos envolvidos na análise estrutural, tais como os

provenientes da alteração da geometria do sistema

estrutural (não­linearidade geométrica) e da alteração

das propriedades físicas dos materiais que compõem o

mesmo (não­linearidade física).

Na década de sessenta, com o trabalho de Clough,

publicado em 1960, inicia­se uma nova fase na Engenharia

de Estruturas, onde se procura empregar o MEF na análise

estrutural com auxílio de computadores de grande porte,

através da sua implementação via linguagem FORTRAN. Ao

final da mesma década surgem alguns programas comerciais

que fazem este tipo de análise, tais como o “STARDINE”,

“NEST”, “NASTRAN”, “SAP”, “ANSYS” e outros, como mostra

BRASIL (1990), deflagrando, assim, uma corrida em busca

de melhores programas computacionais, sempre baseados em

modelos estruturais mais precisos e abrangentes.
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Modelo cinemático aproximado para análise dinâmica nao­linear física de chapas de aço

Nas décadas de setenta e oitenta é publicado um

número muito grande de trabalhos que tratam do assunto,

vide CORRÊA (1991) e CILONI (1993), em especial aqueles

que consideram a não­linearidade geométrica na análise

estática de edifícios altos e a não­linearidade física

para materiais usuais, como O aço e o concreto armado.

Com a disseminação da informática ocorrida no final

da década de oitenta, e principalmente em função do

aumento vertiginoso da capacidade de armazenamento,

gerenciamento e processamento de dados aduzido pelos

computadores de pequeno porte, o Engenheiro de Estruturas

passa a ter acesso a equipamentos e programas

computacionais que possibilitam uma análise estrutural

baseada em modelos mais refinados, proporcionando um

aumento de segurança e diminuição de custos dos projetos

e das construções.

Atualmente, em função desse avanço científico e

tecnológico, a realização de análises dinâmicas não­

lineares se torna cada vez mais premente, tendo em vista

a necessidade de simular, da forma mais realista

possível, o comportamento das edificações e equipamentos

existentes, tais como fundações de máquinas, pontes

rodoviárias e ferroviárias sujeitas a grandes

deslocamentos, edifícios altos submetidos à ação do vento

e estruturas em geral sujeitas a vibrações induzidas por

abalos sísmicos.

Neste contexto, fo) autor deste trabalho de
dissertação sentiu­se motivado em analisar o

comportamento dinâmico de estruturas laminares planas de

aço, com carregamento contido no plano médio, através da

consideração da não­linearidade física do material

utilizando modelos físicos bilineares. Para esta

finalidade, foi desenvolvido um programa computacional,
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Modelo cinemático aproximado para análise dinamica não­linear física de chapas de aço

em linguagem PASCAL, que contemple as diversas

possibilidades de análise estrutural, permitindo, sempre

que possível, realizar a comparação entre o comportamento

estático e dinâmico de tais sistemas estruturais.

1.2 ­ Objetivos

O presente trabalho de dissertação tem

objetivos:

a implementação da não­linearidade física para o

material aço na análise dinâmica estrutural utilizando

modelos bilineares;

a elaboração de um programa computacional que

contemple as diversas possibilidades de análise

estrutural, permitindo o seu acoplamento com outros

programas já desenvolvidos;

a análise e a otimização do comportamento estático e

dinâmico de chapas de aço, através da consideração da

não­linearidade física do material.

1.3 ­— Apresentação do trabalho

Faz­se neste item uma apresentação sucinta do

conteúdo referente a cada capítulo. Os capítulos foram

organizados, O quanto possível, de acordo com a lógica de

concepção de uma análise estrutural; e de forma clara e

sequencial objetivando­se a compreensão dos conceitos

abordados e do assunto à ser discutido.

Assim, no capítulo 2 apresenta­se um dos princípios

básicos que regem o comportamento de estruturas em

repouso e em movimento. Através da utilização do método

dos elementos finitos, com elementos escolhidos de forma
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Modelo cinemático aproximado para análise dinâmica nao­linear física de chapas de aço

adequada à análise de chapas, apresenta­se a equação

geral do movimento com a explicitação das matrizes de

rigidez, de massas e de amortecimento, tendo esta última

sido obtida com a utilização do método de Rayleigh.

Já o capítulo 3 traz em seu conteúdo os métodos

utilizados na integração numérica da equação geral do

movimento, bem como as equações de Newmark e os

algoritmos utilizados na resolução de sistemas não­

lineares. Com a escolha do método de Newmark para

integração numérica temporal, elabora­se o equacionamento

adequado.

No capítulo 4, a fim de tratar a não­linearidade do

material estrutural aço, são estudados o comportamento

uniaxial e os modelos elastoplásticos unidimensionais,

tais como: isotrópico, cinemático e independente, com

endurecimento linear para carregamentos cíclicos. Neste

capítulo, apresenta­se o modelo numérico aproximado para

análise dinâmica não­linear física.

O capítulo 5 trata da abordagem matemática de um

modelo consistente que incorpore a não­linearidade física

do material, derivada a partir da linearização do

algoritmo implícito de integração das tensões.

O capítulo 6 traz alguns exemplos relativos à

análise estática e dinâmica não­linear física de chapas

de aço, onde São avaliados quantitativamente e

qualitativamente os resultados encontrados através do

modelo aproximado, validando a sua implementação.

Para finalizar, Oo capítulo 7 apresenta as conclusões

finais dos estudos desenvolvidos e propõe sugestões para

o prosseguimento dos trabalhos nessa mesma linha de

pesquisa.
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Modelo cinemático aproximado para análise dinâmica nao­linear física de chapas de aço

CAPÍTULO 2 ­ ANÁLISE DINÂMICA VIA MÉTODO

DOS ELEMENTOS FINITOS

2.1 ­ Generalidades

Alguns fatores inerentes às ações dinâmicas como a

variação temporal da magnitude, direção e sentido, ou

ainda da posição do ponto de aplicação de forças, tornam

a análise estrutural relativamente mais complexa do que

problemas que envolvam apenas ações estáticas.

Conseqientemente, a resposta estrutural à ação dinâmica

dada pela magnitude dos esforços internos, das
velocidades, das acelerações e dos deslocamentos, também

varia com o tempo.

Com relação ao tipo de análise que pode ser feita

destacam­se a análise linear e a não­linear, sendo a

linear proveniente da manutenção da geometria inicial

como referência para a verificação do equilíbrio e da

manutenção das propriedades físicas específicas do

material da estrutura. Já a não­linear pode ser

proveniente da alteração da geometria e/ou das

propriedades físicas do material estrutural.

A característica principal da análise dinâmica não­

linear, tendo em vista as possíveis alterações já

mencionadas, é dada pela grande variabilidade de opções

que podem ser adotadas na sua elaboração. A seguir,

destacam­se os vários níveis de decisão que estão

envolvidos em tal análise, dados por:

a ­ discretização do sistema estrutural contínuo;
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Modelo cinemático aproximado para análise dinâmica náo­linear física de chapas de aço

b ­ definicão das forcas atuantes no sistema estrutural;

c ­ escolha de um princípio para elaborar a equação de

equilíbrio do sistema estrutural;

d ­ escolha do método de integração da equação que

descreve o movimento do sistema estrutural;

e ­ escolha do algoritmo para resolução do sistema de

equações;

f ­ escolha do sistema de coordenadas;

g ­ definição do modelo elemental;

h ­ formalismo adotado na decomposição das matrizes de

rigidez;

i ­ definição da relação entre tensão x carregamento e

deformação x deslocamento.

Assim é evidente que um problema dinâmico não pode

ter uma solução simples como possui um problema estático.

Tal procedimento deverá fornecer uma ampla gama de

resultados numéricos, compatíveis com a história temporal

do carregamento aplicado, cuja avaliação de forma

qualitativa viabilizará a sua utilização na elaboração do

projeto estrutural do sistema analisado.

Uma distinção mais fundamental entre problemas

estáticos e dinâmicos reside no fato de que no primeiro

caso os esforços internos e as deformações dependem

diretamente de como e onde o carregamento está aplicado,

utilizando­se o princípio estabelecido através do

equilíbrio de forças. Já no caso de problemas dinâmicos

os esforços internos e as deformações dependem, não só do

equilíbrio das forças externas, mas também das forças de

inércia resultantes da aplicação do carregamento e das

forças amortecedoras. Forças de inércia, conforme será

visto adiante, são forças que se opõem à aceleração de
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Modelo cinemático aproximado para análise dinâmica náo­linear física de chapas de aço

uma estrutura quando a mesma está sujeita à ação de um

carregamento dinâmico.

Dentro deste contexto deve­se então buscar métodos

que forneçam os requeridos históricos de deslocamento

para análise dinâmica. Em muitos casos, uma análise

aproximada envolvendo apenas um número limitado de graus

de liberdade fornece uma resposta suficiente precisa e

assim, Oo problema pode ser reduzido à determinação de um

histórico temporal dessas componentes escolhidas do

deslocamento. As expressões matemáticas que definem os

deslocamentos dinâmicos são chamadas de equações do

movimento das estruturas e a solução dessas equações

fornecerá os exigidos históricos de deslocamento.

Em um procedimento de análise dinâmica estrutural a

formulação das equações de movimento é talvez a fase mais

importante e também a mais difícil. Desse modo, vários

métodos diferentes são aplicados para à formulação dessas

equações, e neste trabalho, conforme será visto a seguir,

tal equacionamento será feito através do Princípio dos

Trabalhos Virtuais (P.T.V.).

2.2 ­ Relações básicas

A idéia básica do Método dos Elementos Finitos

consiste em utilizar como parâmetros as variáveis nodais

de um número finito de pontos previamente escolhidos,

denominados de nós.

Efetuando­se tal procedimento, os deslocamentos “1,”

de um elemento finito podem ser escritos em função dos

deslocamentos nodais “27” através da utilização de

funções de forma apropriadas. Essa relação matricial é

definida por:
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u=0d

onde “Á ” é a matriz que contém as funções de forma e

relaciona os deslocamentos que ocorrem àaão

elemento com os deslocamentos nodais do mesmo.

Sendo assim, pode­se derivar tal equação em relação

ao tempo obtendo­se as seguintes relações básicas:

u=0d

Outra relação básica importante é dada pela

associação entre a deformação longitudinal “Z” e os

deslocamentos axiais e transversais que ocorrem no

elemento finito:

E=Lu
= mm

onde “/” é a matriz que contém os operadores

diferenciais.

Substituindo­se a equação (2.1) na equação (2.4),

obtém­se, também:

e=L0d
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Da Lei de Hooke vem:

o=EFEe
e

onde “E” é a matriz que contém os coeficientes elásticos

do material estrutural.

Dessa forma, substituindo­se (2.6) em (2.8)

o=EBd
e mm

2.3 ­ Equação geral do movimento

A equação do equilíbrio que governa a resposta

dinâmica de um sistema estrutural discreto pode ser

obtida utilizando­se o Princípio dos Trabalhos Virtuais

(P.T.V.) para estruturas em movimento.

Este princípio estabelece que se um sistema em

equilíbrio sob à ação de um conjunto de forças for

submetido a um deslocamento virtual, o trabalho realizado

pelas forças é igual a zero. Assim, uma vez identificadas

todas as forças atuantes no sistema, as equações de

equilíbrio podem ser obtidas pela introdução de

rS7
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



Modelo cinemático aproximado para análise dinâmica náo­linear física de chapas de aço

deslocamentos virtuais correspondendo a cada grau de

liberdade e equacionando o trabalho realizado como zero.

Desse modo, um sistema estrutural submetido a “n”

esforços externos “F” estará em equilíbrio se:

n

2Fj=
J

Introduzindo­se um deslocamento virtual “ôu”, sendo

este infinitesimal, cinematicamente compatível com o

sistema estrutural e na direção dos esforços, pode­se

calcular o trabalho virtual realizado pelo sistema

através de:

n

SW =>" Fou,
J

Pelo P.T.V. tem­se:

óoW =0O
n

SW => F;óõu,=0
j

Em concordância com o Princípio de D'Alembert, pode­

Se escrever:

n n

OW =>, Fjóu;=2,mjil jóu,;
J J
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Em outras palavras, tem­se a igualdade entre O

trabalho dos esforcos internos e externos da estrutura,

lsto é:

W, =Wr (2.

Aplicando­se, então, um deslocamento virtual

14)

e

lembrando­se que tal sistema está submetido a esforcos

volumétricos, superficiais e concentrados, além
tensões —“restauradoras provocadas pela deformação

sistema, obtém­se aàa equação de equilíbrio para

elemento genérico do sistema, dada por:

ne

[óuº pradVe+ [óu? De dSe+X óu' Pc; =
­ ­ OSVe .s Se o

[68 odVe+ [óu' piidVe+ [ó6u' uúdVe
=Ve 7 Ve ” Ve

é o vetor dos esforços volumétricos;

é o vetor dos esforços superficiais;

é o vetor dos esforços concentrados;

é o vetor dos deslocamentos virtuais;

das

do

um

é fo vetor das deformações virtuais

correspondentes à “ón7”;

o: É o vetor das tensões restauradoras;
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Sm: é vetor de deslocamentos virtuais

correspondentes aos pontos onde os esforços do vetor

“p.” são aplicados;

nc: é o número de pontos nodais do elemento.

A equação (2.15) fornece na primeira parte da

igualdade o trabalho dos esforços externos, dado pelo

produto dos esforços atuantes no elemento com os

respectivos deslocamentos virtuais. Já a segunda parte

fornece o trabalho total interno, dado pelo produto entre

as deformações virtuais e as tensões restauradoras, e

pelo produto das forças inerciais e dissipativas com os

respectivos deslocamentos virtuais.

Para a obtenção da equação geral do movimento de um

sistema estrutural discreto, substituem­se as equações

(2.1), (2.2), (2.3), (2.6) e (2.9) na equação (2.15),

resultando:

[5d éº pr. dVe+ [6d' d* ps.dSe+
mm O +. Se Tomo >=

Ve

ne T T T>ó6d' pe,= |6d' Bº' EBddVe+
po Ti "= me o

­ Fe

=

Ve

fód* é? pédadve+ [6d éº ugdadve
Ve Toy == ­ ==

(2.16)

Colocando­se os deslocamentos nodais virtuais em

evidência e rearrumando­se a equação (2.16), obtém­se:
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ne

5d([8* pr. dVe+r [6' PsedSe+ LD. Pc; =7 Ver = Se7 =

[8 EBdVed­ [pdpdved­ fug' ddVedy=0
Ve” Ye > Ve MO),

(2.17)

Para que o produto dado na equação anterior seja

nulo, tendo em vista que os deslocamentos nodais virtuais

são arbitrários, ou seja, não nulos simultaneamente, é

necessário que seja mantida a seguinte igualdade:

ne

EM Pre dVe+ [6' PsedSe+t 2, PC;
Vez = Se == [B' EBdVed+ [067 baved. fug' gdved

fer TO TT Fe = > TT Fe nm > 7

(2.18)

A expressão (2.18) fornece a equação do movimento

para um elemento finito genérico, que escrita de forma

simplificada resulta:

md+cd+kd=/fr(1)

onde “t” é a variável tempo e:

m= [pg p dve
TT

te >

c=fug' gdve
VR Ye —­ —

k=[B' EBdVe
— Ye”
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ne

JeE(t) = fé! Pre dVe + EM PsedSe+>D Pe; (2.23)
Vez = Ser ­ i

Para todo o sistema estrutural discreto utiliza­se o

processo de expansão e acumulação, obtendo­se,

finalmente, a equação geral do movimento dada pelo

sistema de equações:

M D+C D+ K D=Fr(t)

Cabe ressaltar que na equação anterior os esforços

externos “Fr,” e à matriz de rigidez “K” variam com o

tempo. Já a matriz de massas “M” e a matriz de

amortecimento “C” permanecerão constantes durante o

procedimento de integração.

2.4. — Elemento CST

Para realizar a discretização de chapas em elementos

finitos podem ser usadas diversas formas de polígonos,

entre as quais a triangular apresenta interesse em

primeiro lugar pelo fato de apresentar melhor aproximação

em quaisquer contornos de chapas, inclusive onde existam

trechos de contorno em forma curva.

É possível usar tanto a chamada formulação

generalizada quanto à formulação em coordenadas

homogêneas. Em se considerando a futura integração na

área do elemento, a formulação generalizada apresenta

alguns inconvenientes, pois faz uso de funções
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aproximadoras dependentes das dimensões do elemento, o

que dificulta a referida integração. Já a formulação em

coordenadas homogêneas permite exprimir polinômios

aproximadores em função de coordenadas adimensionais,

deixando assim o integrando “BEB” formado apenas por

matrizes com elementos sem dimensão.

Posto isso, a formulação a seguir apresentada é

preferível em relação à generalizada.

2.4.1 ­ Formulação em coordenadas homogêneas

O elemento finito CST (Constant Strain Triangle) é o

mais simples para se efetuar a discretização de chapas.

Apresenta três nós de vértice onde serão adotados os
valores de “W” e “v” como parâmetros nodais, conforme

mostra a figura 2.1.

Figura 2.1 ­— Elemento Finito Triangular de lºordem.

Primeiramente definem­se as coordenadas homogêneas

para o domínio triangular do elemento finito conforme

descrição dada pela figura 2.2.
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Figura 2.2 ­ Sistemas de coordenadas.

Sendo esse triângulo referido ao sistema cartesiano

“x” e “y”, adota­se um sistema de coordenadas oblíquas

(E.,£3), que contenha dois lados do elemento, com origem

no vértice 1 e um eixo auxiliar “xr” também com origem no
vértice 1 e paralelo a “X”

Considerando­se um ponto “P“ qualquer, a posição

deste em relação ao vértice 1 será dado por &3p,r&É3p.

A soma das projeções dessas coordenadas sobre “x”

resultará:

xp =&É,7p Cos, +Ezp cosd;

Definam­se as seguintes coordenadas adimensionais:

2s
a&3
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com “hn” e “l7)” iguais aos comprimentos dos lados “12” e

“13” respectivamente.

Para o ponto “P“ tem­se:

E2p = 8xplh S3p = Ezphh3

Introduzindo­se na expressão de “xp”:

xp =&Szph2 cos, +Szphi3 cosd;
xp = E2p(xo x )+ Ezp (%3 x)

Uma vez que “P“ é um ponto genérico, pode­se dizer

que para qualquer ponto:

x=x +éo(x2 =x) )+E8363 =x)

Além do sistema oblíquo já usado, com vértice no nó

1, poderia ser usado um outro sistema alternativo com

vértice no nó 2, como mostra a figura 2.3.

Figura 2.3 — Sistemas de coordenadas oblíquas.

Definam­se as coordenadas adimensionais:
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ES
: 2&

Pode­se escrever com base na geometria, segundo a

figura 2.3:

lo =&8, +E,+E; cos, +8,; cosp,

­ E, +é +É; cos D, +é, cos D,
12

l

l lo1 = é, +é +—>éE; cosP + E; cosbz
hz 2

l=8 +ô, +, cosB +12; cos >)12

= +8 +

Substituindo (2.25) na expressão de “x”:

x=x(6 +62 +E&)+82(x5 =x )+é3(x3 =x)
X=Xx)6] +tX2629 + X363

De modo análogo pode­se mostrar que:

Yy= NY +Y9629 +Y363

Agrupando­se os resultados obtidos

matricial tem­se:
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que invertendo:

Assim, tem­se:

­ | X9V3 =X3V2 NYoa­Y3 X3­Xo
&2f= 2 A X3Y0,7X3 NIM XpX3 X
&3 XI 7 X2Y NY 7Y2 XX jily

onde “A” é a área do triângulo que pode ser calculada

por:

DetT = (233 +X3V) +FX1YI9 = X2V) = X1X3 —x3X2)= 24

Chamando­se,
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com os índices variando ciclicamente, ou seja:

Pli=1>3j=2,k=3
Pli=2>j=3,k=]
Pli=3>j=L,k=2

chega­se a relação geral:

1

E; => (a; +MX+HN;Y)
2.4.2 ­ Funções de Forma

Devido a presença de apenas dois nós por lado,

adota­se uma variação linear para “VU” e “v” em função de

“x” e “y” e por consequência em relação a “6” e “&”,

por exemplo. Desse modo, a função interpoladora será:

ul6,,63) = ao +nEz +AzE;
v(52,53) = Bo + Pr52 + Pois

Particularizando­se a dedução para a componente

dos deslocamentos nos nós, tem­se como condições

contorno:

nól > u(0,0)=n =­Aa,
nó2 > u(1,0)=w =m +a,
nó3 > u(0,1)=u;=n +a,

ao ="

an=u.­u

az =U37 UU
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Substituindo­se os resultados obtidos em (2.29):

u(ã2,53) =m (1­8, — Ez) +UzÊo +uU3Êz

e, substituindo­se (2.25) na equação acima:

ulS1,52,63) = MS, HFUISZ HFUZÊ3

ou na forma matricial:

u =é Ex E3xkuo (2.

ou

ul52,63)= u, +(U57 — up )S5 +(U3z —Uu5Z)S;

30)

De forma análoga:

v(51,62,63) = 15] +voóão +v3ê3

ou na forma matricial

Y1

=(6 &2 Ez Kva (2.31)<

Ou
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De (2.30) e (2.31) tem­se:

2.5 ­ Matriz de Rigidez

Utilizando­se a equação (2.22) que define a matriz

de rigidez:

k=[B' EBdVe
Ve

­w

dVe=a­dÃ

onde “a” é a espessura da chapa. Assim:

k=a[B' EBdd
e <=

Para O caso particular de estado plano de tensões,

tem­se:

3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



Modelo cinemático aproximado para análise dinâmica nao­linear física de chapas de aço

Desse modo, pode­se escrever “L” como:

0

Es
Resolvendo­se por partes:

P

5 0 & 0 & oO
08 0& 06

Utilizando­se a equação genérica (2.28) tem­se:

O mm O my O
n 0 49) 0 nz
m nm mm nn; HM

Como os elementos da matriz “B” são constantes tem­

k=aB' EB(d
7 7 T7T7TA

k=aB' EBA

A matriz “E” de constantes elásticas é definida
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HM

UM

E pmBl E=
­­ 24 2 UM,

VII, HH3

nz HM;
Multiplicando­se esse resultado por “BA”, obtém­se:

mm, mn

mnm un

mm, mM,BU EBA=
” n,

mz

nz
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Finalmente a matriz “K” na forma explícita é dada

r
­—

7 ­ vm in, + mms + min + mim3 + VN; +
mi + um

LM 7H UNS UM 59H] HI V3 HRM3HN)
2) D Ym on, + HH + VII3H + niH3 +

ni + umi
LM 1H LM Mo LM 1H3 HM jm3

:) ­ Vono + msm; + mn; +
m5 + uns

LMoHno PUUARILE UM 31

"
, 7 b.) VYn3H5 + non3Zg +SIMÉTRICA n3 + um;

;

Hm 5n3 LM NM 3
Ym313 +

Um 3H3
2 2

n3 + 1Mm3

2 o

mz + mz

(2.33)

2.6 ­ Matriz de massas

Retomando­se a equação (2.20) que define a matriz de

Massas:

m= [pé' gdve
To Ve = >

Como à espessura e à massa específica “p” da chapa

são invariantes, tem­se:

— Tm=Í(pg dada
me

m=ap[6'édÃ
AA AGUDA

ES
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



Modelo cinemático aproximado para análise dinâmica nao­linear física de chapas de aço

Tem­se do item (2.4)

fálo

a matriz “Q”:

rn

E SA058 06

Resolvendo­se por partes, tem­se:

&
0

&2
0

&3
0

JS

Ei
0

—J&ã2
0

8153
0

e

x”

0

&
0

õ2
0

S3)

0 &ã
E 0
o &

52. O
0 Sã

63 O

0

152
0

Es
0

8253

8153
0

6253
0

E;
0

0

8153
0

263
0

E;

Uma maneira de resolver a integral proposta é

utilizar o seguinte procedimento numérico, sendo “q”, “Yr”

e “s” parâmetros de integração:

Ir!s!
SE] 536;dd = P
a (q+r+s+2)

2Á
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m=ap(6 gd = Áap
­ Te

E finalmente a matriz “m” na forma explícita é dada

BL

21

lz LL 26

2.7 ­— Matriz de amortecimento

A observação das expressões que definem as matrizes

de amortecimento elemental “c” e a matriz de massas “m”

apontam para um processo análogo de obtenção das duas

matrizes, em virtude de que o fator diferenciador entre
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elas reside nos parâmetros que multiplicam o produto

entre as funções de forma de cada elemento. A
w 1“determinação do parâmetro de amortecimento viscoso “um

do material torna­se a grande barreira na obtenção da

expressão da matriz “c”“, HALLAN etal. (1978).

Com a utilização do método de amortecimento

Rayleigh, tal problema pode ser tratado, no qual o

amortecimento viscoso é introduzido por meio de frações

específicas do amortecimento crítico, conforme será visto

a seguir.

Para um sistema estrutural com comportamento linear,

sem a ação de carregamento externo e ausente de qualquer

mecanismo de amortecimento, o comportamento dinâmico

tratado pela equação (2.24) pode ser expresso por:

M D+K D=O
­—

cuja solução analítica é dada pela equação:

D=X senot

na qual “Y” é chamado autovetor, e “m" é um escalar que

quantifica a frequência natural de vibração da estrutura.

Substituindo­se a equação (2.37) na equação de

vibração livre sem amortecimento (2.36), observando que o

termo “senfm)" pode assumir qualquer valor, obtém­se:

K MIX=XA

onde “A“”“ é o autovalor dado por:
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1
ch = (2.39)2

O

Utilizando­se o método de Householder, GRAD et al.

­!

(1980), haja visto que o produto “K 4&M” não resulta
o ­

necessariamente uma matriz simétrica, pode­se obter, a

partir da equação (2.38), os autovalores “XY” e o

autovalor “A” aplicando­se na matriz “K “”“ a decomposição
o

Cholesky, onde “L” é a matriz triangular, GOLUB et al.

(1985), O que resulta:

TH 5»ES[Pu X=XA
O método de Jacobi pode então ser utilizado para a

obtenção dos autovalores e autovetores de tal matriz, uma

­)

vez que o produto “| ML'" resulta uma matriz
simétrica.

Com cada um dos autovalores determinados, as

frequências naturais de vibração do sistema estrutural

são calculadas através da equação:

2.7.1 ­—­ Amortecimento Crítico

Mais uma vez, considerando­se um sistema estrutural

comportamento linear livre de carregamentos externos
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dependentes do tempo e acrescido de um mecanismo de

amortecimento, pode­se obter o comportamento dinâmico

estrutural através da equação (2.42).

MD+CD+KD=O0

Querendo tratar­se do comportamento de um sistema

simples, como, por exemplo, um sistema massa­mola com um

grau de liberdade, considerando­se ainda o efeito do

amortecimento, a equação (2.42) pode ser simplificada de

modo a representar tal comportamento, da seguinte

maneira:

mil+cu+ku=0

cuja solução é dada por:

u=G­e

Substituindo­se (2.44) em (2.42) obtém­se:

2 sto(ms“ +cs+Rk JGe" =0O

Dividindo­se por mGe" e introduzindo­se a notação
2 k .o m vem:

2 CSs +Os+WÂ =0
m

ES
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



Modelo cinemático aproximado para análise dinâmica não­linear física de chapas de aço

Pode­se, dessa forma, explicitar o valor da

constante s, dado por:

7?

C Cc 2?

2m 2m

Na equação (2.47), é possível que no cálculo da raiz

quadrada obtenha­se um valor positivo, nulo ou negativo.

A cada um desses valores associa­se a um tipo de

movimento. A condição de amortecimento crítico é

associada à nulidade da raiz quadrada, onde se obtém que:

E assim:

Cc. = 2Mmo

Então o valor de s na equação (2.47) é definido por:

Cc
—=— = —")

2m
S=

E a resposta é então dada pela equação (2.48).

u(t)=(G,+G,t)e
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Introduzindo­se os valores de “u“u(1)” e “u(t)” para o

instante “/r=0" na equação (2.48), tem­se a forma final

da resposta amortecida crítica:

u(1)=[u(0)(1+at)+1(0)tle

que pode ser observada graficamente pela figura 2.4. Na

figura, verifica­se que Oo deslocamento tende a zero de

acordo com a equação (2.49), ou seja, que à resposta

livre do sistema amortecido crítico não inclui oscilações

ao redor do deslocamento inicial. Uma definição útil de

condição de amortecimento crítico pode ser descrita como

sendo uma pequena quantidade de amortecimento para que

não ocorra oscilação na resposta livre.

”

t

Figura 2.4 ­— Resposta do sistema livre com amortecimento crítico.

2.7.2 — Amortecimento Rayleigh

Definido pela combinação linear entre as matrizes de

rigidez e de massas, CLOUGH etal. (1975), o amortecimento

Rayleigh é dado por:

C=A, M+A. K,
—
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onde as constantes da matriz de amortecimento “CC”, “4 “e
m

AO quantificam uma proporção das matrizes de massas e
de rigidez, respectivamente.

Para uma dada frequência natural de vibração, a

relação existente entre as constantes de amortecimento

“ar “e “A” e a fração do amortecimento “£”“ pode ser
m

expressa pela seguinte equação:

Assim, para a determinação das constantes de

amortecimento pode­se utilizar frações de amortecimento

para duas distintas frequências naturais de vibração,

resultando num sistema cuja solução apresenta:

Os valores das frequências naturais são, geralmente,

COOK et al. (1989), tomados da seguinte forma: para “o”
adota­se a menor frequência natural de vibração da

estrutura e para “o” adota­se uma frequência

relacionada com o carregamento externo de maior

importância ou a frequência subsequente à “o”.
Em função do tipo de material e do tipo de sistema

estrutural empregado, obtêm­se as frações do
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amortecimento crítico, lembrando­se que o amortecimento

crítico é dado pela relação £=/. Desta forma, DVDara
1

estruturas convencionais o valor de “f” é sempre menor
|

que a unidade (amortecimento subcrítico), sendo que para

estruturas de aço adota­se 05%<fE <50% e para estruturas
1

de concreto adota­se 20<E </50%.
1
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CAPÍTULO 3 INTEGRAÇÃO NUMÉRICA DA
EQUAÇÃO GERAL DO MOVIMENTO

3.1 ­— Métodos de integração numérica

A integração numérica da equação geral que descreve

o movimento de sistemas lineares pode ser feita

utilizando­se métodos numéricos, onde se destacam os

métodos de integração direta e as técnicas de

superposição modal, OWEN (1980), ou através da resolução

analítica da mesma. As hipóteses básicas para sistemas

lineares são dadas pelas relações lineares entre tensão x

deformação, permitindo­se, por exemplo, a utilização do

princípio da superposição como ferramenta para à obtenção

das soluções numéricas.

No caso de sistemas estruturais com comportamento

não­linear, as propriedades físicas dos materiais podem

não ser assumidas como constantes. Essas alterações podem

causar uma modificação apreciável no valor dos

coeficientes de rigidez, tendo como efeito uma resposta

estrutural não­linear. Em função disto, as técnicas de

superposição modal e a resolução analítica não são

normalmente utilizadas na análise de tais sistemas.

Consequentemente, o procedimento da aplicação geral para

a resolução de sistemas não lineares é dado pelos métodos

de integração direta, sendo que tais métodos são

geralmente classificados em métodos explícitos e

implícitos, OWEN etal. (1980).
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Os métodos explícitos permitem expressar os

deslocamentos finais "D,7,", do intervalo de tempo "nA!”,
—

em função da história temporal anterior, sendo esta

composta pelos deslocamentos e suas respectivas derivadas

temporais finais em relação aos intervalos de tempo

anteriores "(n­DA'I" e "(n­2)AN", conforme equação (3.1).

Entre os métodos explícitos destacam­se o processo da

diferença central e o processo generalizado de Adams,

HENRYCH (1990).

o oe

Dh = S| Dhn­1, Dhn—1, Dn­2. Dn—2....o: (3.1)
— — — =

Já os métodos implícitos permitem expressar os

deslocamentos finais "D17/,", do intervalo de tempo "nAl",

em função das derivadas temporais dos deslocamentos

"Dn", que a priori não são conhecidas, e dos deslocamentos
—

e suas respectivas derivadas finais em relação ao

intervalo de tempo "(n­l1)Al", conforme equação (3.2).

Entre os métodos implícitos destacam­se o processo de

Newmark e o processo previsor corretor, HENRYCH (1990).

Dp= f| Dn, Dn, Dn], Dus...

— a Car =

Existe, ainda, a possibilidade de se utilizar os

métodos explícitos para resolver uma sub­região

específica do sistema estrutural e os métodos implícitos
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para resolver o restante. Tal esquema é chamado de método

implícito­explícito.

Em geral, os métodos implícitos possuem

essencialmente duas vantagens quando comparados com os

métodos explícitos, WILSON et al. (1973) e GERADIN et al.

(1986), a saber: elevada exatidão e estabilidade numérica

melhorada. Em contra partida, a desvantagem dos métodos

implícitos reside na necessidade de ter que se resolver o

sistema de equações a cada iteração, que ocorre durante o

processo de integração para cada intervalo de tempo

"nat".

Na sequência deste trabalho, abordar­se­á o método

implícito de Newmark, tendo em vista que esse método é

indicado para análise determinística de sistemas

estruturais com comportamento não­linear submetidos a

carregamentos prescritos, ARGYRIS etal. (1991).

3.2 ­— Equações de Newmark

Conforme o exposto no item antecedente, os métodos

implícitos estão fundamentados no conhecimento das

derivadas temporais dos deslocamentos finais "D," do

intervalo de tempo "nAl", conforme equação (3.2).

Para isso, utilizam­se as equações de Newmark que

serão mostradas na sequência.

3.2.1 — Aceleração constante durante o intervalo de

tempo

Assumindo­se que à aceleração durante o intervalo de

tempo "nAÃl"” seja igual à uma constante, dada pela média
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entre a aceleracão do início do intervalo e do final,

tem­se:

e... oe.o

—

oeo.º. 1

Dt)=7
"ttonde T1T' é uma variável de tempo auxiliar, variando de

zero até "Al".

Integrando­se duas vezes a equação (3.3) em relação

a variável "1", obtém­se:

=

o 1D(e)= Dn­1+Dn1+­ Dn +Dypn |?

Calculando­se as variáveis ao final do intervalo de

tempo, com "r=AÁA!", e organizando­se o resultado, obtém­

se:

o [o 1 ooe 1 oooe

[2

o 1 2 eo 1 2 LA)
— = e

3.2.2 ­ Aceleração variando linearmente durante o

intervalo de tempo

Assumindo­se que à aceleração durante o intervalo de

tempo "nAÃl" varie linearmente entre a aceleração do
início do intervalo e do final do intervalo tem­se:
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oo o. LA) Troeo*“ve

Dir)= Da", D,­Dhi—1|—DE) nº—1+ mm nl W
— rn

Analogamente ao item anterior, obtém­se:

7es oeo.º LA 7ºe [À

D(e)= Dn­1+Dn­1 1T+| Dh­ Dn] ES
— a — =

o eooe 2 eo ... 3
r

Dir)= Dy—1+Dp—1 T+Dy—1—+| D,­DyX1|— 3.10(7) n­1+DhN1T7 n175 7” nl 6a ( )

Calculando­se as variáveis ao final do intervalo de

tempo, com "r=Al", e organizando­se o resultado, obtém­

se:

o [Lo 1 oeº 1 oo

—

º 1 1 5.º 1.2
Da, = Dh ­ 4H At Dhy—]+ 26 At Dn—1+Z! Dn (3.12)

3.2.3 ­ Equações generalizadas

Conforme visto nos itens 3.2.1 e 3.2.2, O resultado

final obtido é Oo mesmo a menos de coeficientes numéricos

que multiplicam determinadas parcelas.

Com isto pode­se unificar as respostas encontradas,

resultando as equações generalizadas de Newmark,

WARBURTON (1976), dadas por:
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o o eo LA)

Dh = Dy­]+(1­>)Ar Dn] +At Dy
— — — —

o 1 2 es 7 o.Dn =Dn Ha Dp1+(3­6)a DhX1+BANIÚDa (3.14)
e — rn

onde "y" e "Pp" são conhecidos como parâmetros de

Newmark.

Desse modo, para aceleração constante durante o

intervalo de tempo tem­se y=1l12 e fB=1/4, e para
aceleração variando linearmente durante o intervalo de

tempo tem­se y=1/2 e B=1/6.
Com a obtenção das equações (3.13) e (3.14), pode­se

calcular o valor dos deslocamentos e das velocidades ao

final do intervalo de tempo, tendo ainda como incógnita o

valor das acelerações do final do intervalo.

3.3 —­ Algoritmos numéricos para resolução de

sistemas não­lineares

A utilização de algoritmos numéricos está

relacionada com à necessidade de ter que se resolver

sistemas de equações não­lineares, originadas pela

discretização de estruturas que manifestam este tipo de

comportamento, tendo em vista que a solução de tais

sistemas só é possível com aplicação de procedimentos

incrementais e/ou iterativos.

Assim sendo, destacam­se, na seqiência, os

principais processos numéricos relacionados com o assunto

em questão.
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3.3.1 — Processos iterativos

Para a equação geral do movimento de um sistema

estrutural deve­se adotar um procedimento iterativo,

visto que tal equação resulta um sistema de equações não­

lineares.

A primeira relação importante para descrever tal

procedimento é dada pelo equilíbrio dinâmico ao longo de

cada intervalo de tempo "A!", que pode ser expressa

através da adaptação da equação (2.24), conforme mostra a

seguinte equação:

=

(De) = Fer) =M Bi CBi=F(Do) (3.15)
onde "R DgE|' é o resíduo das forças dinâmicas não

=

equilibradas, em função de deslocamentos previstos "Dr".

A condição de equilíbrio ao final do intervalo de

tempo "nÃl" para sistemas não­lineares é dada por:

RIDk+ADyk |=O0 (3.16)
o

— =

onde "ADE" é o acréscimo de deslocamentos que Ocorre

durante o intervalo de tempo.

3.3.2 ­ Método de Newmark para integração numérica

no tempo

A idéia básica do método é dada pela previsão do

valor das acelerações ao final do intervalo de tempo que

se deseja conhecer. Com isso, aplicando­se as equações
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generalizadas de Newmark, pode­se prever, também, o valor

dos deslocamentos e das velocidades ao final do mesmo

intervalo de tempo. Na sequência utiliza­se um método

iterativo onde, ào final de cada iteração, faz­se uma

correção nos valores dos deslocamentos e suas derivadas

temporais, em função da última resposta encontrada.

Quando for atingida uma determinada tolerância para o

resíduo das forças dinâmicas, assume­se que os últimos

valores obtidos estão corretos e inicia­se novamente o

processo de integração para o próximo intervalo de tempo.

3.3.2.1 — Equacionamento básico

Expandindo­se a função dada pela equação (3.16) pela

relação linearizada de Taylor, obtém­se:

OR Dr

TZ AD, =0
O Dr <

a

R| Dr +A Dr |= RI Dr, |+
— —

a —

ou simplesmente:

OR Dr
— TU Z/AD,=RDap PERDA

—

a

Derivando­se o resíduo, dado pela equação (3.13), em

relação aos deslocamentos "DrQ", chega­se a:
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oatos) oFr(t) oôoDk  ODyx arnÇ24
o o— — ed

= —­M ­C€ ­

O Dr oDrxk ­ODexk ­ODy O Dr
— —

Como os esforços externos são dependentes, neste

trabalho, apenas do tempo, tem­se:

ôFE()

O Dr
­

Já as equações generalizadas de Newmark podem ser

escritas da seguinte forma:

oe

Dr = Dk 1 +(1—7)AtDk | +7AtD
— a — o

o 1 2 eos 2 eoDr, = Dr HAarDEn+(3­6 as Dr,— + PAI“ Dr
= a o

Derivando a equação (3.22) em relação à

obtém­se:

ou alnda,
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OoDr
­

]

ODk Ban?
—

Por outro lado, derivando a equação

LA

relação à "Dy", obtém­se:
—

o

O Dr

SAY
oo

O Dr
a

see

Já a derivada de "Dry" em relação à "Dy" pode ser
— —

obtida pela regra da cadeia, como pode ser observado na

equação (3.26).

o

oDx, oODrx ODy
PCN

1 y
OD, *aDrE 5 ok

=

ZA =

a

Substituindo as equações (3.20), (3.24) e (3.26)

equação (3.19), chega­se a:

ano.)
O Dr

—

na
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Desta forma, com a substituição da equação anterior

na equação (3.18), obtém­se a equação que fornecerá o

acréscimo de deslocamentos "ADY" , dada por (3.28),
—

sendo esta utilizada na correcão dos deslocamentos

ocorridos ao longo de cada iteração.

OFRI Dr
<M ! +CL 422,

—

|

3.3.2.2 ­ Algoritmo numérico para resolução do

processo

O conhecimento das condições do problema em questão

no instante t=0 é o ponto de partida para o processo de

integração. Tais condições são dadas pelos deslocamentos

o

"D9o" e velocidades "D/,". Com isso, é possível obter as
— =

ooo

acelerações "D7,", utilizando­se a equação de equilíbrio
e

(2.24) da seguinte forma:

ooo [LL

Do =M1" Fr(0)­C Do­FRI| Do
=

= o a a Fa

Dado o início da integração numérica ao longo do

tempo, deve­se fazer uma previsão das acelerações, dos

deslocamentos e das velocidades para o primeiro intervalo
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de tempo "nAl", com k=n=1, fazendo O uso das equações

generalizadas de Newmark da seguinte forma:

Dx = Dy—]

o o LA o.ºoee)

Dk = DX +(1­7)Ar Dn+71 Dr
— — = o

a a

oe 1 2 os 2 LADr, = Dy —H NM Dn1t(3­6)ar n=1+ PAI” Dr
o

Assim, as forças inerciais, dissipativas e

restauradoras são calculadas a partir destas primeiras

aproximações; bem como, através da equação (3.13), o

resíduo das forças dinâmicas não equilibradas.

Através de uma tolerância E verifica­se fo)

equilíbrio pela equação:

onde "IRDÊRW' e "FE (nar)! são, respectivamente, as
—

= o

normas Euclidianas do resíduo e das forças externas.

Se a verificação acima for satisfeita, Oo processo

deve ser reiniciado incrementando­se os valores de “K” e
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“n”“. Caso contrário, deve­se recorrer à equação (3.28)

para que seja calculado o acréscimo de deslocamentos

"ADE", para que seja efetuada a correção nos valores
=

dos deslocamentos da seguinte maneira:

Dr = Dk, +ADy
— (corrigido) > =

Com o auxílio da equação (3.26) que permite o

cálculo do acréscimo das velocidades, corrige­se as

velocidades a partir da equação (3.36).

o o

Dr = Dy+2­ADy
>­ (corrigido) > PA!

E com fo auxílio da equação (3.24), temos

analogamente para a correção das acelerações dada pela

equação (3.36).

.. eo

Dr = Dr, + ADr
> (corrigido) > =

Com a correção destas variáveis, retorna­se a

verificação do equilíbrio e conclui­se Oo processo

numérico de integração.

Para uma Visualização de forma global dos passos

antes descritos, a figura 3.1 apresenta um diagrama de

blocos contendo o equacionamento básico.
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Fornecer p/t=0, Do e D,

Do = a (Feto)­cdo­ ra[2o |!

(Q nº passos

y
Dr = Dn]

k=]1
n=k
t=nNt

º º = = ee oo

Dk = Dn—1+(1­»)Ar Dy1+Ar Dr
=

º “co eo.Dj = Dy ­l+ AtDrit(3­B)a? Dy1+ BA? Dj.
— — — —

Yv

Dr = Dr,+ADy
= (corrigido) > =

LA o yDr = Dr,+——A Dy.h Fo gar
= (corrigido) ­—­

eos os

Dr = Dr + 37 A Dr,
= (corrigido) > PAt =

Figura 3.1 ­— Diagrama de blocos para o processo de Newmark.
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CAPÍTULO 4 ­ MODELOS FÍSICOS NÃO­LINEARES

PARA O AÇO ESTRUTURAL

4.1 ­ Generalidades

Em projetos estruturais de aço ­ fundações de

máquinas, pontes rodoviárias e ferroviárias sujeitas a

grandes deslocamentos, edifícios altos submetidos à ação

do vento e estruturas em geral sujeitas a vibrações

induzidas por abalos sísmicos ­ que consideram grandes

deformações, a consideração da não­linearidade física é

sobremaneira indispensável, uma vez que esta consideração

traz no seu bojo deslocamentos e esforços bastante

amplificados.

Este capítulo refere­se ao estudo da não­linearidade

física, a qual é caracterizada pela relação não­linear

entre tensão e deformação, decorrente de alterações das

propriedades físicas do material estrutural. É válido

ressaltar que o comportamento deste material, no caso o

aço, segue os preceitos da teoria da plasticidade.

4.2 — Comportamento uniaxial do aço estrutural

A plasticidade estrutural pode ser estudada através

de um ensaio uniaxial simples no qual uma barra de aço,

de comprimento 7"LlgK" e seção transversal "A", é

submetida a um esforço de tração ou compressão, RODRIGUES

(1997).
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Através dos cálculos das deformações provocadas

pelas diversas tensões na barra, obtém­se a relação

tensão x deformação.

4.2.1 — Carregamento unidirecional

A figura 4.1 resume o comportamento típico do aço,

partindo da suposição de que a barra descrita

anteriormente esteja submetida a um esforço de tração

crescente.

Figura 4.1 — Relação tensão X deformação elastoplástica.

Carregamento.

A figura 4.1 revela, para o trecho "Og­A0", o

regime elástico linear, no qual a correspondente relação

tensão deformação é linear, valendo, portanto, a lei de !

Hooke (o=FEE8), até o nível da tensão de escoamento
" "9 y0 . Seguidamente, ao ultrapassar­se essa tensão,
observa­se o início de uma reorganização interna dos

cristais que compõem o material, provocando uma alteração

das propriedades físicas do mesmo. Este processo acarreta

a modificação do módulo de deformação longitudinal,

notada pela diminuição progressiva da inclinação da curva

tensão x deformação, ilustrada pelo trecho "Ag A”
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4,2.2 — Descarregamento e recarregamento

A figura 4.2 aponta a possível execução de dois

caminhos, quando da consideração do descarregamento da

mesma barra descrita anteriormente.

o

Figura 4.2 — Relação tensão X deformação elastoplástica.

Descarregamento.

No primeiro caminho o descarregamento segue o

caminho inverso ao do carregamento inicial ­ trecho
" ""Og­A9". Nele o valor de "oyWQ" ainda é superior à

"tensão inicial aplicada. Quando o valor de "oyWQ" é
ultrapassado pela tensão aplicada, a segunda

possibilidade de caminho é indicada no trecho "Aj­O/",

no qual o descarregamento se dá pela reta "A ­O/",

paralela à reta "Og­AQ". Neste caso, quando de um

descarregamento completo, há recuperação da deformação

elástica e uma deformação residual permanente, dada pela

deformação plástica "epl”.
Uma vez completado o processo de descarregamento

acima descrito, a barra pode ser carregada novamente,

conforme ilustra a figura 4.3.
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OO *
Figura 4.3 — Relação tensão X deformação elastoplástica.

Recarregamento.

Conforme a figura 4.3, até que a curva original não­

linear "Ag­Ad)" seja atingida, Oo recarregamento segue oO

caminho inverso do descarregamento. A partir desse ponto,

O comportamento dá­se como se descarregamento e

recarregamento não houvessem ocorrido, e a relação tensão

x deformação segue conforme descrito no item 4.2.1.

4.2.3 ­— Inversão de carregamento

Retomando­se o caso do descarregamento dado pela

figura 4.2, suponhamos agora que, após o descarregamento

completo, dado pela reta "Oy­A/", a barra comece a ser

comprimida, o que equivale dizer que há uma inversão do

carregamento aplicado. Neste caso, a figura 4.4 mostra a

relação tensão x deformação.

Figura 4.4 ­ Relação tensão X deformação elastoplástica.

Efeito Bauschinger.
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A princípio, tanto na tração quanto na compressão o

comportamento do material é o mesmo, de forma que à

relação tensão x deformacão seja a mesma para os dois

casos. Contudo, pelo fato de anteriormente ter ocorrido a

plastificação da barra, a tensão de escoamento para o

carregamento inverso é modificada, com o módulo da nova

tensão de escoamento "0,7" menor que a tensão de
" "escoamento inicial o y0 « A partir deste ponto, o

comportamento do material é mantido conforme descrição

anterior.

4.3 —­ Modelos com endurecimento linear para

carregamentos cíclicos

Os problemas dinâmicos caracterizam­se pelo fato dos

elementos estruturais serem, frequentemente, submetidos a

esforços alternados; logo, faz­se imprescindível a

consideração de um modelo matemático que contemple a

inversão do carregamento, conforme visto no item 4.2.3.

Entre os vários modelos destinados para esta

finalidade destacam­se os modelos com endurecimento

cinemático, isotrópico e independente, CHEN et al.

(1991), conforme serão vistos na sequência.

4.3.1 — Modelo isotrópico

A figura 4.5 ilustra o modelo com endurecimento

isotrópico através do gráfico tensão x deformação do aço.
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Tra VIE

Tia TVA

tos

Figura 4.5 — Modelo com endurecimento linear isotrópico.

Neste modelo, a tensão de escoamento do material é

dada pela máxima tensão calculada, devendo ser sempre

maior ou igual a "oyW'. Esse valor permanecerá

constante, tanto para a tração como para a compressão,

até que um valor maior de tensão seja obtido. Tal

mecanismo é mostrado pela figura 4.5, onde uma barra

submetida à um esforço de tração tem como tensão atuante

" " "” "o valor "o". Como "o|" é maior que "070". tal valor
passa a ser o novo Valor da tensão de escoamento.

Efetuando­se o descarregamento e inversão do mesmo, a

tensão de escoamento na compressão é dada por
"”"o =­O0máx =­0]'/. Aumentando­se a compressão na barra, a

mesma começa a escoar até atingir­se o ponto "ÁA3", com
" "”tensão O3 . Como

" (U "o3/' é maior que "o/", este último
valor passa a ser a nova tensão de escoamento do

material, e assim sucessivamente. Dessa forma, a tensão

de escoamento "Opçe é dada pela seguinte equação:esc

l5ese | = 15 mae |

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Modelo cinemático aproximado para análise dinâmica não­linear física de chapas de aço

4,3.2 — Modelo independente

A figura 4.6 ilustra o modelo com endurecimento

linear independente através do gráfico tensão x

deformação do aço.

Tuas

Figura 4.6 — Modelo com endurecimento linear independente.

Neste modelo, a tensão de escoamento do material é

dada pela máxima tensão calculada para o caso da tração e

da compressão, de tal forma que oO valor da tensão de

escoamento na tração "omórS' independa do valor damáx,

tensão de escoamento na compressão "Oomáx,l­ À figura 4.5
mostra tal mecanismo, onde após o descarregamento e

inversão do carregamento a tensão de escoamento inicial

na compressão é dada por "o2= 7070", passando
posteriormente para "Sesce =Imáx,l + enquanto — que
"Sesc,T =9máx,S Permanece inalterado. Analiticamente, a
tensão de escoamento é dada por:

loesc CT = lomáx 1.8
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4.3.3 — Modelo cinemático

A figura 4.7 ilustra o modelo com endurecimento

linear cinemático através do gráfico tensão x deformação

do aço.

Figura 4.7 ­ Modelo com endurecimento linear cinemático.

Neste modelo, a diferença entre a tensão de

escoamento para carregamentos de tração e de compressão é

mantida constante com valor igual ao dobro da tensão de
" "escoamento 90 ­ Tal mecanismo é mostrado pela figura

4,7, onde O valor da tensão de escoamento referente ao

ponto "A7" é dado por l02]=/20,0 01] ­ Dessa forma, a
equação que rege tal modelo é dada por:

Oesc,T + l5esc,C| =20y0

onde "Gesce,T" e "Oesc(C” são as tensões de escoamento para
a tração e para à compressão, respectivamente.
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Cabe ressaltar que este modelo reproduz de forma

simplificada Oo efeito Bauschinger descrito no item 4.2.3,

uma vez que O centro elástico é movido ao longo da reta

"Bo—­ BY". Alternativamente, pode­se expressar tal modelo

pela seguinte equação:

lol =/o vol

onde "VV" é a função que representa a trajetória

centro elástico, sendo V=0 para o=0.

4,4 — Superfície de Plastificação

Conforme descrito anteriormente no item 4.3,

estados uniaxiais, um intervalo de valores define

limites de resposta elástica de um material. Já

estados multiaxiais, a região elástica é limitada

espaço das tensões principais por uma superfície. Esta

superfície, conhecida como superfície de plastificação,

ilustrada pela figura 4.8, separa os estados de tensão

daqueles que geram deformações irreversíveis;

ressaltando­se que a mesma pode assumir outras formas

diferentes da apresentada na figura 4.8. Assim, a

plastificação em um ponto fica caracterizada, na equação

(4.9) que define a superfície, pela verificação da

igualdade:
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onde “o” representa o estado de tensão, “RKk”

variáveis internas responsáveis, respectivamente, pelos

modos de encruamento isotróvico e cinemático.

Na equação (4.9), assume­se que a condição “F=0"”

implica que as tensões limites foram atingidas. Partindo­

se desta hipótese, valores negativos de “F” traduzem

variações no estado de tensão que evidenciam um retorno à

região elástica  (descarregamento). Já alterações no

estado de tensão que conduzam à condição “F>0”" indicam

fo) aparecimento de deformações irreversíveis,

caracterizando uma situação de carregamento plástico.

Nesta situação, de acordo com o modelo de encruamento do

material, a superfície de plastificação tende a evoluir,

de forma que oO novo estado de tensão ainda seja

pertencente à mesma.

"
021

Região elástica

Figura 4.8 ­— Superfície de plastificação para o estado plano
de tensões.

Analogamente ao caso uniaxial, se com o processo de

plastificação houver uma expansão uniforme da superfície

original em torno da origem, com a manutenção da forma e

da orientação inicial, o modelo é dito isotrópico, figura

4.9(a). Quando as superfícies originais mantêm suas

dimensão e forma iniciais, porém transladam como corpo
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rígido no espaço definido pelas tensões, o modelo é dito

cinemático, 4.9(b).

SuperfícieSuperfície —atualInicial to,
e TT

. & Carregamento À ep * Carregamento

Figura 4.9 ­ Superfície de plastificação. (a) Modelo isotrópico.

(b) Modelo cinemático.

4.5 — Critério da Máxima Energia de Distorção

o) critério da máxima energia de distorção,
desenvolvida e explicitada por R. von Mises (1913),

estabelece que à causa pela ruptura por escoamento de um

material é dada pela diferença entre as tensões

principais. Essa teoria pode ser explicada com referência

à figura 4.10, que mostra um estado geral de tensão,

representado por três tensões principais diferentes o;,

0,3 Ee o;3; Subdivididos em dois casos. O primeiro caso

consiste em três tensões iguais, cada uma dada por Onmédio­

O segundo caso consiste em três tensões que, quando

adicionadas a o, em cada face, nos dá as tensões o0;, O;

e os.

2 Tm

É
É rá
Tm O;

Figura 4.10 — Estado geral de tensão.

[
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Na figura 4.10, as três tensões iguais Tm

representam a parte hidrostática de determinado estado de

tensão. Essa parte do estado de tensão produz expansão

uniforme, ou contração, do elemento cúbico,
transformando­a em outro cubo de dimensões diferentes. A

segunda parte do estado de tensões produz distorção do

elemento cúbico, transformando­a em um paralelepípedo

retangular.

A teoria da máxima energia de distorção considera

que a parte hidrostática do estado de tensão, seja em

tração ou compressão, não tem nenhuma influência no

escoamento, com isso pode­se dizer que o afastamento do

estado hidrostático é a causa da ruptura destes

materiais.

Dado um estado qualquer de tensão, caracterizado por

o07, 03 & 03, Procura­se a região no espaço na qual estão

situados os pontos P=(0/,05,0;) que não atingem a ruptura
do material.

A figura 4.11 representa uma base ortogonal formada

— — —­>

por vetores unitários e,, e; Ee e;, Ortogonais dois à

dois.

Figura 4.11 — Base ortogonal.
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—

A partir da figura 4.11, onde “N=(x,,xX2x;3)” é um
|

wW

——

vetor qualquer, considerando­se ainda que “leg =lesj=lezgi=1",

pode­se concluir as seguintes relações:

=> —

e e;=0, izj;
=> —

Situando nesta base ortogonal o vetor total das

­— —
tensões para um estado de tensões qualquer, “:=0OP”, e

­—

ainda a parcela hidrostática deste vetor, “A=00", o

—

afastamento do estado hidrostático, “dd”, pode ser

observado através da figura 4.12.

­ estado hidrostático
Dá

Figura 4.12 ­ Vetor total das tensões e o respectivo afastamento

hidrostático.

—=—

Na figura 4.12, “n=(cosa,cosa,cosa)” é o vetor unitário
—

com co­senos diretores na direção do eixo médio. Sendo n

um vetor unitário, pode­se deduzir que:

—

n = 1/1 cosa =
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—

Como n possui a mesma direção e sentido do vetor

—

h, tem­se:

Observando­se ainda a figura 4.12, focando­se o

triângulo “OUP”, retângulo em O, e observando­se que os

= —­

vetores “1h” e “d” são perpendiculares, conclui­se que:

— —

d=t­h

> >

h.d=0

e ainda que:

h.h= A”
Substituindo­se as equações (4.13) e (4.15) na

equação (4.14), obtém­se:

>

h =— (0, +07 +03)

De maneira análoga, isto é, substituindo­se à

equação (4.16) na equação (4.12), conclui­se que:
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= > 3 >

h 3 errete; (o, +O> +O3)

ou simplesmente:

—

h = (07 , On ! Tm )

—

Através da equação (4.18), o módulo de “d” pode ser

expresso por:

> 2É = 56? +o7” +Oo3” 0/07 0/03 0703)
(4.19)

Na iminência de ruptura por escoamento no ensaio de

tração simples, tem­se:
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Através da substituicão da equação (4.20) na equação

14,19), o critério da máxima energia de distorção é dado

Para o estado plano de tensão, a equação (4.21) pode

ser reduzida a:

O] | Or, O; O> —+

O esc o,Se OesCc O esc

4.6 — Superfície de von Mises

O critério formulado por R. von Mises admite que a

plastificação inicia quando a tensão cisalhante

octaédrica em um ponto atinge um valor crítico Ah. O

valor inicial de À pode ser estabelecido por um ensaio

de tração simples ou cisalhamento puro. O critério de von

Mises pode ser apresentado ainda pela equação (4.23):
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onde “r,,” é à tensão octaédrica, expressa por:

1Toct =le, ­o,) +(o, ­o3) +(o, os) |
(4.24)

e “JJ,” é o segundo invariante do tensor desviador,

expresso por:

No sistema triaxial das tensões principais, o

critério é representado como um cilindro, cuja geratriz é

paralela ao eixo hidrostático, conforme figura 4.13. Uma

análise geométrica permite concluir que acréscimos de

tensões hidrostáticas não provocam plastificação.

MisElxo von Mises

hidrostático

(T1= Tg T3 )

Figura 4.13 — Superfície de von Mises. (a) Estado triaxial das

tensões principais. (b) Estado plano das tensões principais.
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Uma vantagem deste critério é a ausência de

irregularidades na superfície. A continuidade da

superfície facilita a definição das derivadas,

necessárias para a deducão das relações constitutivas

elastoplásticas incrementais.

4.7 — Modelo Numérico Aproximado

Para a consideração da não­linearidade do material

aço, fo) modelo numérico aproximado considerando­se

encruamento cinemático é ilustrado pela figura 4.14.

Tal modelo, particularizado para o estado plano de

tensões, identifica o momento exato em que ocorre à

plastificação de cada elemento, utilizando­se o critério

da máxima energia de distorção. Neste momento, são

armazenados os valores superior e inferior para a

deformação elástica que será utilizada quando do

descarregamento. Tal procedimento apenas é realizado

quando ocorrer a plastificacção no final do regime

elástico (“vrvapla=1"). Considerando­se ainda o carregamento

(“raplaz 1”), armazena­se o valor da deformação plástica

do elemento para a deformação superior e a deformação

inferior, que identificará a plastificação no

descarregamento, é corrigida considerando­se o intervalo

constante “20,.,,” do modelo cinemático. Desta forma,

corrige­se o módulo de elasticidade visando a alteração

da matriz de rigidez da estrutura.

A validade de tal procedimento poderá ser verificada

no exemplo 02, apresentado no item 6.2.2 deste trabalho,

onde se procura simular efeitos de carregamento e

descarregamento considerando­se não­linearidade física do

material.
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i=0., vapla=0. o,

y
k = 1íiá' nº elementos

8
Ox

vv"
vapla = vapla + 1

v
vapla = 1

É

=
«4 E ­=­EMe

sup; F E&* =E1x F2Eck

ese,
Figura 4.14 — Fluxograma do modelo numérico aproximado considerando­

se a não­linearidade do material aço.
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CAPÍTULO 5 ­— RELAÇÃO CONSTITUTIVA
ELASTOPLÁSTICA CONSISTENTE ­

UMA ABORDAGEM MATEMÁTICA

5.1 ­— Generalidades

Neste capítulo define­se o procedimento não­linear

utilizado para modelar o comportamento elastoplástico das

estruturas estudadas, a partir dos conceitos da teoria da

plasticidade, necessários para uma melhor compreensão do

modelo consistente, cujo desenvolvimento é objetivo deste

trabalho.

Desta forma, definem­se aqui as relações do

procedimento implícito de integração das tensões,

apresentando­se alguns estudos sobre a equação de

consistência, muito importante na atualização das
variáveis internas. A matriz tangente elastoplástica

consistente é derivada a partir da Jlinearização do

algoritmo implícito. A aplicação desta matriz no processo

de solução do sistema não­linear preserva a taxa de

convergência quadrática do método de Newton­Raphson. Por

fim, apresenta­se, de forma simplificada, oO procedimento

incremental­iterativo utilizado na modelagem do

comportamento elastoplástico.

5.2 — Relação Constitutiva Elastoplástica

O comportamento elastoplástico tem sua modelagem

fundamentada nas seguintes definições:
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Decomposição aditiva deformacões

infinitesimais totais;

Critério de plastificação;

Lei de evolução das deformações plásticas;

Lel de evolução do encruamento.

5.2.1 — Decomposição aditiva das deformações

infinitesimais totais

Durante um acréscimo de tensão, o acréscimo de

deformação total “de”, para um material elastoplástico,

pode ser expresso em termos dos incrementos
infinitesimais de deformação elástica e plástica, como:

ede = de +de"”

5.2.2 — Critério de plastificação

O critério de plastificação, para um caso mais

geral, como apresentado no item 4.4, é uma função do

estado de tensão e do encruamento, de tal modo que a

plastificação em um ponto fica caracterizada por:

F(ota)=o
5.2.3 ­ Lei de evolução das deformações plásticas

(Flow Rule)

Segundo ZIENKIEWICZ & TAYLOR (1991), von Mises foi o

primeiro a sugerir que a taxa de deformação plástica está
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relacionada com à superfície de plastificação. Muitos

pesquisadores expõem diversos argumentos para demonstrar
a validade da relacão proposta, entre eles estão DRUCKER

(1951) e NAYAK & ZIENCKIEWICZ (1972). Segundo MESQUITA

(1978), a hipótese mais aceita é que:

de = da DE
­ ÕõOo

—

onde “da” é uma constante de  proporcionalidade

denominada de multiplicador plástico, que deve ser

determinada para solucionar­se o problema não­linear.

Esta relação é definida como princípio da normalidade,

ois o vetor “cCF/6o”" é um vetor de direção normal àP

superfície de escoamento no ponto referente ao estado de
tensão considerado, no espaço das tensões principais,

conforme figura 5.1.

NEmoder
Í

h

FF 01,10)
/

/Í 01 (E)

Figura 5.1 — Superfície de Plastificação: princípio da normalidade.

Pode­se tornar menos rígida a restrição imposta à

relacão (5.3), tomando­se um potencial plástico "O", com
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unidade de tensão, escrito em função do estado de tensão

Fá“o” e das variáveis internas de encruamento “kK” e “a”,

O = O(o.ka)
que expresse o incremento infinitesimal de deformação

plástica de maneira similar a equação (5.3), conforme é

verificado pela equação (5.5).

de = aa 2 (5.5)
­ do

—

Denomina­se plasticidade associada o caso particular

onde “O=F”". Se tal igualdade não for verificada, a

plasticidade é dita não associada. Na dedução da matriz

constitutiva elastoplástica adota­se a expressão mais

geral, isto é, “OxzxF”“. Desta forma os incrementos

infinitesimais de tensão “do” e das deformações

elásticas “def” e plásticas “deP”, podem ser

explicitados utilizando­se uma notação vetorial, da

seguinte maneira:

(do, 00/00,
do, 00/00,
do, ­

E
00/00,

ns

dr, [ 90/71,
dr,

:

0O/Ô Tyz
dt,

SS
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Os incrementos infinitesimais das deformacões

slásticas relacionados com os diferenciais de tensão por

meio de uma matriz simétrica “D”, definida pela lei de

Hooke a qual é independente do tempo e da história do

carregamento, logo

2 —]de“ =D"do

Substituindo­se as relações (5.5) e (5.7)

expressão da deformação total (5.1), tem­se:

—

de = D' do+ dr, 2º
So õo

Supondo­se que oO estado de tensão atual verifique a

função de plastificação num processo de carregamento, O

ponto representativo do novo estado de tensão deve estar

sobre a superfície, logo “F=0" e “dF=0", que é chamada

condição de consistência. Assim, diferenciando­se a

equação (5.2), obtém­se que:

Tr

dF = a do, + do, +..+ a dr. +(E) da+ E de=0da) ­ Ok0Ox O OTx­
ás

ou ainda que:
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"

E) do­ did =0õo ­
—

T

a=—L () da+ E drdr Na) ­ Ok

As equações (5.8) e (5.10) podem ser agrupadas em

uma única expressão matricial como:

D!

(ão)flo)

ou, ainda mais explicitamente, como

(de, |
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O multiplicador plástico “dA” pode ser obtido
manipulando­se a expressão (5.12). Desta forma, pode­se

determinar explicitamente a relação constitutiva

elastoplástica que relaciona infinitésimos de tensão com

infinitésimos de deformação. Assim, multiplicando­se a

primeira das equações de (5.12) por “(ôF/do)' D"”, obtém­
se:

T T T

(E) se ­(E) na (2) o(22) ado ­— OO) ­—­ Oo) “VOO
— = = e

Substituindo­se a igualdade (5.14) na segunda

equação de (5.12), tem­se:

T T

(E) Dase­| (DE) D(L2)aln=oÕõo elos
— —

õo
——

mm =

de onde pode­se observar que:

T

(=) Dde0õo

dA = ­

T

(55) 2(50)"Oo) ­V|Ôo

Encontrado a expressão para oO multiplicador, busca­

se a relação constitutiva elastoplástica. Substituindo­se
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equacão (5.16) na primeira equação de (5.12), escrever

T

(2) DdeOO) ­—­

de = Dl do+( 2) =SS ” õOo T

Oo) ­VÕO

Explicitando­se o valor de “do”, obtém­se:
——

T

DEE) Dde­N0GNOC) ­­

do = Dde­ = =

(E) n(&)'do) ­VÔÕo

Colocando­se em evidência o valor de “de”, resulta

a relação constitutiva elastoplástica procurada:

do = D., de
——

sendo “Dep " a matriz tangente elastoplástica “clássica”

de um material com encruamento misto, expressa por:
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ND

(2) »­NO0o0 /N00) ­

Dep = D­ ———=
2 &co

=

Para O caso particular de elasticidade associada, a

matriz constitutiva elastoplástica “Dep " passa a ser:
—

T

D(E)) D­NOCJNOO) ­

Dep = D­—&
<

T

EA)do) ­VXOO
— =

A matriz tangente elastoplástica “Dep ", escrita em
—

função da matriz constitutiva para elasticidade linear

“DD”, relaciona incrementos infinitesimais de tensão com

infinitesimais de deformação, daí a necessidade de uma

análise por incrementos sucessivos.

Nos casos de plasticidade não associada, a matriz

“Dep ” pode não ser simétrica. Sendo assim, dificuldades
mn

serão encontradas quando for utilizado um dos métodos de

Newton­Raphson, caracterizado pela atualizacão da matriz

de rigidez. Neste caso, não é possível fazer uso de
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técnicas de armazenamentos em banda, muito importantes na

reducão do processamento computacional, principalmente

quando se tratam de problemas não­lineares. Se à

plasticidade é associada, pode­se garantir que a matriz

em questão é simétrica, como se constata na expressão

(5.21).

5.2.4 — Lei de evolução do encruamento

5.2.4.1­ Encruamento isotrópico

Este tipo de encruamento é caracterizado pelo

aumento da superfície de plastificação sem qualquer

translação ou rotação no espaço das tensões, sendo

relacionado com o parâmetro “Á”, Assim, para um corpo

plástico, um infinitésimo “dk” pode ser representado por
duas hipóteses, a de encruamento por trabalho (Work­

hardening) ou ainda a de encruamento por deformação

(Strain­hardening).

Na hipótese de encruamento por trabalho considera­se

que o incremento infinitesimal “dk” é igual a quantidade
de trabalho plástico que se dissipa durante a deformação

plástica, assim:

(5.22)

de maneira que:
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Já na hipótese de encruamento por deformação O

diferencial “dk” é relacionado com a norma do tensor dos

incrementos infinitesimais de deformação plástica, logo

tem­se:

dk=deP =K| asP |=K ldeP +deP +adeP + dy P, +d7P +ad7P.x j x x: 2 3) Je =
(5.24)

desta forma obtém­se:

k=2P =|K| ae"

onde “ de? |­ é o tensor dos infinitésimos de deformações
plásticas, “sP” é conhecida como deformação plástica
equivalente ou efetiva e “K” é uma constante cujo valor

deve ser escolhido de tal forma que a partir do modelo

generalizado possa­se recuperar o caso unidimensional. Em

particular, para um material que obedeça a condição de

incompressibilidade, onde estados hidrostáticos não

influenciam no processo de plastificação, verificando a

seguinte expressão:

def +del +deP=0

pode ser demonstrado que K=. 2/3. Deve­se notar que,
para esses materiais incompressíveis, a equação (5.24)

pode também ser escrita em função do tensor dos
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infinitésimos de deformacões “plásticas desviadoras.

ASSim:

onde “ae? |­ é o tensor dos infinitésimos de deformações
piásticas desviadoras. Pode­se ainda aplicar a equação

(5.26), eliminando­se “deP” na relação (5.27),
escrevendo­se “dk” como:

T xy yz x
" DJ :dk = de" E fact +def +dePde? + (ab +dyP. dk)

(5.28)

Observa­se que, na determinação do parâmetro “A”

definido na equação (5.11), para oO caso específico da

superfície de plastificação de von Mises, as formulações

de encruamento por trabalho e por deformação coincidem,

conforme demonstrado em CRISFIELD (1991).

5.2.4.2­ Encruamento cinemático

Neste modelo, admite­se que não ocorram rotações nem

alterações de tamanho na superfície de plastificação,

sendo esta apenas transladada no espaço das tensões

durante o fluxo plástico.

ASSUME­Se como hipótese que a translação da

superfície, com relação à origem, se dá segundo a direção

do incremento infinitesimal de deformação plástica.

Assim, sendo o vetor “a” responsável pela localização do
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centro da superfície de plastificacão no espaco das

Tensões, um infinitésimo “da” vode ser expresso como:

fdat= Cie |

de forma que:

fat= [cke"]

onde “CC” pode ser assumido como uma constante do

material e para o encruamento puramente cinemático tem­se

“C=K”, onde “K” é o módulo plástico para oO caso

uniaxial, definido na figura 4.6. É importante observar
Haque a evolução das variáveis internas “ff” e “far ê

sempre proporcional a evolução da deformação plástica.

5.3 —­ Abordagem Numérica

O comportamento plástico dos sólidos, descrito de

forma sumária nos itens anteriores, é marcado por

expressões baseadas em quantidades diferenciais de tensão

e deformação. A solução do problema físico exige a

integração dessas quantidades diferenciais. Integram­se

numericamente as expressões da plasticidade,

considerando­se os diferenciais de tensão e deformação

como incrementos finitos. Como a situação de equilíbrio

não pode ser determinada de forma fechada, algoritmos

iterativos devem ser empregados. Neste item, apresenta­se

uma abordagem numérica do problema elastoplástico, com o
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objetivo de esclarecer os aspectos computacionais

envolvidos na solucão do problema não­linear. Assim,

procurando­se enfatizar a forma incremental das relações,

substituem­se os termos diferenciais por termos

incrementais representados pelo símbolo “À”.

5.3.1 ­— Particularização do modelo

As expressões para a atualização das variáveis

internas, particularizadas para o modelo elastoplástico

implementado no elemento finito de chapa, são definidas

neste item. Adota­se a superfície de escoamento de von

Mises para o estado plano de tensão. Esta superífície,

como citado anteriormente, é bastante adequada para o

estudo de materiais metálicos.

5.3.1.1 — Critério de plastificação

O critério de plastificação de von Mises pode ser

escrito da seguinte forma:

Floai=flo| ­0a
me —

onde “o” é uma função dependente variável interna

responsável pelo encruamento cinemático “a”, podendo ser

compreendida como um valor convencional da tensão de

escoamento, analogamente ao descrito para o caso

uniaxial. Tal função é definida como:

S(k) = “, + HkY.
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o.” a tensão de escoamento inicial e “H” o

de encruamento cinemático.

A funcão escalar “f/” pode ser interpretada como uma

tensão equivalente (ou associativa) uniaxial, dependendo

apenas do estado de tensão. Para o critério de von Mises

e estado plano de tensão esta função é apresentada como:

= me =(e = lo: +O; —O,O, +372,)= o! Po

onde “P” é uma matriz simétrica, de forma que:

5.3.1.2 ­ Deformações plásticas

Os incrementos das deformações plásticas podem ser

obtidos, adotando­se uma lei de fluxo associativa, como:

| Ae? ] af /õo, ' 20,70,
de” = de), = AA 0f/do, = 4 20,­0x/= 44 Po

Ay Ff /Otxy 67x,
(5.35)
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A expressão de atualização das deformações totais em

um instante “r+l1', segundo um procedimento implícito,

pode ser escrita da seguinte maneira:

e" =eP+AeP =s8P+AAPO
—1+l1 —! = 1+1 — => +]

onde “e”” é a deformação plástica acumulada no instante
SA

anterior. Cabe ressaltar que o termo instante refere­se,

aqui, ao processo iterativo.

5.3.1.3 ­ Parâmetro de encruamento cinemático

Utilizando a expressão definida para um infinitésimo

“da” na equação (5.29) e aplicando­se a equação (5.35),

pode­se escrever para o estado plano de tensão que:

Aa = C Ae” =>CAA Po

De forma semelhante ao descrito para as deformações

plásticas, a atualização do parâmetro de encruamento,

segundo um procedimento implícito, pode ser expressa por:

a =a+Ãa =a+CAPo (5.38)
—­1+l1 o = t+1 —t =

5.3.1.4 ­ Tensões

A expressão para atualização de tensões pode ser

obtida para à superfície de von Mises. Utilizando­se as

relações diferenciais (5.1) e (5.7), escreve­se a
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expressão de atualização incremental implícita para as
tensões:

O =o0+4o =o +D(4e ­4er |+11 =| = +] mio mA > +] —­ f4+1
(5.39)

onde “D” é a matriz constitutiva para materiais

isotrópicos em estado plano de tensão, sendo:

Pode­se reescrever a expressão (5.39), definindo­se

um estado de tensão de tentativa puramente elástico

"“o ””, como:
NES

o" =o +DAs
t+! —t = — f+]

Aplicando­se as equações (5.41) e (5.35) em (5.39)

tem­se:

o =0o""­AADPo
—=1+l —=1+1 == ­1 +l

Explicitando­se “o ” na equação anterior, obtém­se
= 1+1

a expressão de atualização implícita das tensões,

expressa por:
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” — DD! o”
= +11 = —1+l1

onde “X“ é a matriz tangente elástica modificada

(algorítmica) segundo SIMO & TAYLOR (1986), de forma que:

—]

== |D+41P|
5.3.2 — Algoritmo implícito ("Backward Euler')

O procedimento implícito por si só fornece

suficiente precisão, evitando a aplicação de técnicas,

tais como Sub­incrementação, para melhorar oo seu

desempenho. Segundo JETTEUR (1986), o erro associado a

este tipo de algoritmo, para análise em estado pano, é da

mesma ordem daqueles encontrados em análises

tridimensionais. O procedimento implícito <

“incondicionalmente estável”, ou seja, ê estável

independente de que certas condições sejam satisfeitas no

passo de tempo; e caracteriza­se, através de uma

interpretação geométrica, por proporcionar um retorno à

superfície de plastificação segundo a direcão normal à

própria superfície na posição atual, conforme ilustra a

figura 5.2.
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uePIORA
Procedimento explícito ó — ­ Procedimento implícito(solução incoerente) X

4
X 2

' ­ [Plto)
”

> ­ É t

Figura 5.2 ­— Procedimento de integração implícito e explícito.

Para Oo caso específico do critério de von Mises com

lei de fluxo associativa e encruamento isotrópico, a

projeção proporcionada pelo procedimento implícito ocorre

sempre na direção radial, sendo por isso denominado

“Radial Return Mapping”, SIMO & TAYLOR (1985). Segundo

SIMO & HUGHES (1988), este procedimento implícito permite

a definição de uma matriz tangente elastoplástica

consistente, sem a perda de sua simetria, com o algoritmo

de retorno. Dessa forma, fazendo­se uso da matriz

tangente elastoplástica consistente, a convergência

quadrática do método de Newton­Raphson é garantida. As

relações do algoritmo implícito, particularizadas para o

modelo proposto, podem ser escritas, da seguinte forma:

Deformações totais E =E+VU
AH co
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Deformações plásticas E” =e8"+ AE" = E"+AM4 Po
T+) í 1+1 e. ' +)

Tensões o =D(e — e, )| ­ ml cn

Parâmetro de encruamento

Deformação plástica efetiva

Lei de encruamento S(ku)=(o, +Hk) x

Critério de plastificação Fo tm )=o )­5h)<O>1ml 1)

onde “V” é o operador de deformações que atua sobre o

campo de deslocamentos “lV/” definido no passo de tempo

[1,1+ An].

5.3.2.1 ­— Integração das tensões

No processo de integração das tensões pelo

procedimento implícito, é necessário considerar uma etapa

de previsão, que é tomado como um passo puramente

elástico, através das seguintes relações:

E =E+VU
EAN Mo

o“ =De e—+Hlo ca

F o" k =f o” — o(k,)
= 1+1 1 =1+1
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Se o estado de tensão, obtido na previsão elástica,

não violar a condicão de plastificacçcão, encontrando­se na

superfície de plastificação ou em seu interior, significa

que o estado obtido é admissível e compatível com o

modelo adotado. Por outro lado, se as tensões cbtidas

estiverem fora da superfície de plastificação um outro

estado de tensão deve ser procurado de modo à se tornar

compatível com o modelo adotado. Desta forma tem­se:

O = | E(44)|D” o”
= +] = = +l1

— —
=Pki] k, + Mk, = k, + MEL,

=

PIA eP+A4seP =eP+AAPo
—=1+1 — = t+1 —t == +]

Deve­se observar que as expressões (5.47) dependem

da determinação do parâmetro “AA” ­ multiplicador

plástico. Segundo SIMO & TAYLOR (1986), tal parâmetro

pode ser obtido aplicando­se condição de consistência no

instante “t+1”, ou seja:

Flo .kirl=flo(44) |­S(k(44), )=20 (5.48)
HI 1+1

Conforme apresentado em SIMO & TAYLOR (1986) e SIMO

& HUGHES (1988), para estado plano de tensão com material

isotrópico, fazendo uso do critério de von Mises, àa

expressão (5.48) possui uma forma particularmente

simples, expressa como:
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2
nn

Ve — o) + afrien)1

2(1+ 2GA4)?
x EX

”

o(M4)= E + Hs + ARA|
Tais expressões são encontradas aplicando­se

expressão de atualização das tensões definida em (5.43)

ou (5.47­1) na equação que expressa a condição de

consistência, equação (5.48). Assim, pode­se resolver tal

equação, função apenas do parâmetro A4, utilizando­se

métodos iterativos para encontrar os “zeros da função”,

tais como método secante, Newton­Raphson, entre outros. O

método utilizado no presente trabalho e o estudo da

equação de consistência serão apresentados no item 5.3.3.

Para uma melhor compreensão de todo o procedimento

implícito aqui discutido, apresenta­se, de forma

resumida, OS passos do algoritmo na figura 5.3.
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Atualizar as deformações e calcular as tensões de tentativa
E =E+VU
+)

Éo” = Ds —e” )1 MACHO

Verificar o critério de plastificação com as tensões de tentativa

F(o"k )=s(0" )­sG)> 1H >1+l

tenSe Ff SO

Então: finalizar
Senão: Resolver a equação de consistência e determinar A/Z

­14+l ”

) — T(K(A4),. )J=0O
1+1

4. Atualizar as variáveis internas com o valor de A?

o = E(tas)|D” o"
H+l

ka =h, +Ak,,, =hk, +AEÍ1+1

e” =£8P+A8?” =e8P"+AAPo
+ ­t = mm 1 = > 4)

Figura 5.3 — Algoritmo de integração implícito para estado plano de

tensão.

5.3.3 — Estudo da condição de consistência

A condição de consistência definida nas equações

(5.48), (5.49) e (5.50), para o modelo elastoplástico

perfeito, possui um papel importante na atualização das

variáveis internas. Através desta condição, obtém­se o

valor do multiplicador plástico “AA”. Conhecido o valor

de “AA”, encontra­se facilmente o novo estado de tensão

compatível com o modelo adotado e consequentemente, as

deformações plásticas e o parâmetro do encruamento. Para
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encontrar “AA”, deve­se resolver a equação de

consistência obtendo os “zeros da função” (ou raízes da

equação). Contudo, essas raízes não podem ser obtidas

analiticamente através de fórmulas explícitas. Assim,

torna­se necessário aplicar métodos numéricos iterativos

que fornecem soluções suficientemente aproximadas.

Para adotar­se um método numérico, é imprescindível

um estudo sobre a função de consistência. Na figura 5.4

apresentam­se gráficos da função de consistência
referentes a estados de tentativa elásticos que conduzem

a FÍÉÚT<O0, estados de tentativa que verificam a equação
tencom a igualdade (Ff =0) e estados de tentativa

inadmissíveis (FST>O0).

F.1(M =0) = Fi

Figura 5.4 ­— Aspectos da função de consistência.

Observando­se a figura 5.4 é possível caracterizar

alguns aspectos importantes da função de consistência.

Esta função apresenta dois pontos de singularidade

definidos como:
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3(I—v)
41, =>

Ads = NES
' 2G

Nota­se que esses pontos de singularidade independem

do estado de tensão de tentativa e são sempre valores

negativos. Dessa forma, ê possível garantir a

inexistência de singularidades para o intervalo de

interesse, ou seja, para valores de A4>20. Um outro

aspecto da função, é que esta pode possuir até quatro

raízes reais. Todavia, pela característica dos pontos de

singularidade serem negativos, esta apresentará no máximo

uma raiz positiva. A situação onde todas as raízes são

negativas, refere­se apenas aos estados de tentativa

elásticos que conduzem a “m<0. Para estados de

tentativa que conduzam a valores de F,íf=0, existe apenas

uma raiz real no intervalo de [o,+=2), que é exatamente
AA=O0. Para estas duas situações, anteriormente
descritas, não é necessário resolver a equação de

consistência, pois o estado procurado é exatamente o

estado de tentativa elástica independente do

multiplicador plástico. Desta forma, pode­se concluir que

para O intervalo de interesse existe no máximo uma raiz

real para a função de consistência. Esta raiz é definida

nas situações onde as tensões de tentativa elásticas

conduzem à um estado de tensões inadmissível (F//>O0).

Pode­se ainda calcular os limites da função de

consistência para “A4­>+%x” e “A4—>­­”, expressos como:
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(5.54

Observando­se às equações (5.53) e (5.54) e a figura

5.4, conclui­se que à função apresenta um comportamento

assintótico para os valores negativos “RF” e “EF” quando
“AA” tende a “+%” e “—­x<”, respectivamente. Analisando­

se as características da função de consistência,

ressaltando­se à inexistência de singularidades no

intervalo de [0,+20), propõe­se o método iterativo de
Newton­Raphson para encontrar a raiz de interesse. Esse

método possui uma taxa de convergência quadrática. Além

disso, não é necessário definir um intervalo, apenas uma

aproximação inicial para a raiz. A idéia básica para

aplicação deste método, é partir de uma aproximação

inicial “AA,” para a raiz e, através de um processo

iterativo, refinar a aproximação. O refinamento consiste

em calcular a interseção da tangente (no ponto A4,) com

o eixo das abscissas encontrando uma nova aproximação

“AA,” para a raiz. Este processo é repetido até que a

resposta atinja a precisão desejada. Na figura 5.5 é

possível interpretar melhor o procedimento descrito.
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, F1(M,)­0tg a =­F/ (A, )=22DX2 Renta Mia,

—Fn(8,) » (k=0,1,2,...)FL(AA) ÀMM 170,

Solução
procurada

FHI(AAL

Figura 5.5 — Interpretação geométrica do método de Newton­Raphson.

Na figura 5.5, a expressão para “AA,” do método

iterativo de Newton­Raphson é apresentada. Deve­se

ressaltar a importância da escolha da aproximação inicial

“AA”. Se forem adotados valores iniciais maiores que a

raiz procurada o método poderá fornecer uma das soluções

negativas, figura 5.6(a) Ou até mesmo entrar em um

processo de “looping”, figura 5.6(b). Desta forma, como

não se conhece a solução do problema, a aproximação

inicial mais confiável é Ad,=

Fio

)

d
1

H
1

"

Í ” Po | Solução
Solução não o : ;

E ; DO procurada
!desejada = 4 : oo |ejrda

| ” : ” VA MaPd
NW
bs TEIA
ÃO

À
ES

*

(a)

Figura 5.6 — Divergência do método de Newton­Raphson.
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Na figura 5./ apresenta­se o algoritmo de Newton­

Raphson para o caso específico da função de consistência

utilizada neste trabalho.

l.

l.

2.

Aproximação inicial e tolerância

AA, =0.

Definir constantes

— oC, =
“E

TE v)

Calcular F' no ponto 4,

1 G

Tolerância = 7

,2=2Go) C;=0, + HK,
c=2n

3

C,
6(1+ AAQC

+

3 Y 2(1 +AAÇC, Y

õ=­Lc,Asa Aia3

=f­

Se |F(A4o) < x
Então: finalizar (AA, é a solução)
Senão: Faça
3.1. Calcular a derivada de Iº no ponto A,

CC“ozla+ AAQC,)?Siro
3.2. Calcular a nova aproximação NA,

CC

2(1+ AL,C,)?

——C, SAM, +2C, JM, + esa

F
,

4 5 6 7

AAA

unesp ”*. 13 14 15 17 18
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1.3 Calcular Fº no ponto MA,

1 C, C, |= 7 + ,

?A Teo 2(1+ 44,C,) |
õ eb, + 44,fEC]
F=f­õ6

44 Se |F(AA )<y ela, “AMol<y

Então: finalizar (A4, é a solução).
Senão: Faça AA, = AMA, e volte ao passo 4.1.

Figura 5.7 ­— Algoritmo de Newton­Raphson específico para a equação
de consistência.

5.3.4 — Matriz tangente elastoplástica consistente

A derivação da matriz tangente elastoplástica

consistente (ou algorítmica) pode ser encontrada em

RUNESSON & SAMUELSSON (1985), SIMO & TAYLOR (1986), SIMO

& HUGHES (1988) e CRISFIELD (1991). Esta matriz é

consistente com o algoritno de integração implícito

(backward Euler) e, segundo SIMO & TAYLOR (1986), a

aplicação desta preserva a característica de convergência

quadrática do método de Newton­Raphson. Técnicas padrão

podem utilizar a matriz tangente elastoplástica clássica

em (5.21), que é inconsistente (hipótese eliminada se o

tamanho do incremento for infinitesimal) com O

procedimento de integração implícito, provocando a perda

da característica de convergência quadrática do Método de

Newton­Raphson, CRISFIELD (1991). A expressão da matriz

tangente elastoplástica consistente pode ser obtida
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através da linearizacão do algoritmo implícito. As

expressões de atualização das tensões e do encruamento

podem ser escritas como:

o =n(e — e P­AAPoO )—=i+l mMANTI+IO Ci = —>=ji+l

2 (1712

Escrevendo­se os diferenciais das equações do

algoritmo implícito (5.55) e (5.56), para um instante

“j+1”, obtém­se:

do =DAÃAe ­diDPo ­AADPASO (5.57)
= i+l1 = —i+l mo —=j+l mm >— j+]

Ah, =Â dif 2 +An o 40
PH 13 + õo = i+l

= i+l

onde “AA” foi escrito como “di” e representa a variação
do próprio multiplicador plástico na iteração estudada.

Deve­se notar que o último termo em (5.57) é omitido na

obtenção da matriz tangente elastoplástica, equação

(5.8). O segundo termo diferencial da equação (5.58) pode
Ser expresso como:
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Aplicando­se a equação (5.59)

explicitando­se o valor de AÀo na expressão (5.57),
­ a+l

obtém­se:.

o' PAo
lê niado = il
i+l

a matriz tangente elástica modificada

(algorítmica), definida em (5.44). Diferenciando­se a

condição de consistência plástica expressa em (5.48), no

instante “i+1” tem­se:

AF, =0" PAo 2 HSNÇÇ=0 Pao 2 EAN
1+1 i+l Hf; i+l o 0

vao co Ho 3 ml T> oa 3

(5.63)

Pode­se explicitar o escalar “di” substituindo as

expressões de “Ão 7” e “ARO apresentadas
n

i+)l
SN
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respectivamente nas equações (5.60) e (5.61) na equação

(5.63), de maneira que:

o" PE4Ãe
— mi+l>T > >— i++]di = F =

o PEPo +A
si+lT> >> >=i+l

onde A é definido como:

41Hfivy
3­2HAA

Substituindo­se o valor de “di” encontrado em

(5.64) na expressão (5.60), obtém­se a seguinte relação

entre o incremento de tensão “Ao “ e o incremento de
>= +

deformação “Ãe 7”
= i+l

,

AÃdo =D As
—i+l >epc > i+l

onde “DD ”" é a matriz tangente elastoplástica
= epc

consistente expressa como:

E Po o! Es
D — Too TTi+rlTi+lo>
­ee ­ o! PEPo +A

si+l= = = <=i+l

Deve­se notar que, quando fo) incremento da

carregamento tende a zero, o parâmetro “AúÁ”“” também tende
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a zero, de maneira que a matriz algorítmica

apresentada na equação (5.44) se degenera na matriz

constitutiva elástica “DD”. Dessa forma, a matrir

tangente elastoplástica consistente “D 7” definida na
epe

expressão (5.67) reduz­se à matriz tangente

elastoplástica clássica “D ” apresentada na equação
ep

(5.21). Segundo SIMO & HUGHES (1988) esta característica,

apresentada pala matriz “D 7”, expressa o requerimento
> epc

de consistência.

5.3.5 ­ Procedimento incremental­iterativo

Conforme já comentado, em um material com

comportamento  elastoplástico, a relação constitutiva

expressa em forma diferencial conduz à necessidade de uma

análise por incrementos sucessivos. Entretanto, em uma

simulação numérica, só é possível aplicar incrementos de

carregamento finitos e não infinitesimais.

Consequientemente, um erro de aproximação é cometido.

Pode­se reduzir este erro, reaplicando­se, através de um

processo iterativo, o resíduo de forças sobre a

estrutura, de maneira que o equilíbrio seja novamente

estabelecido. Este procedimento, conhecido como

incremental­iterativo, será aqui descrito de forma

sucinta, nos passos a seguir.

Inicialmente, admitem­se conhecidas, no final de um

instante (passo de carregamento) “/”“, as componentes de

ne! , atensão as componentes de deformação

variável interna “A'” responsável pelo encruamento e os

3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



Modelo cinemático aproximado para análise dinamica nao­linear física de chapas de aço

] 1 P .deslocamentos nodais “ó ”. Ressalta­se que os índices

“ii” e “tt” referem­se, respectivamente, ao processo

iterativo e incremental.

Passo 1 ­ Inicio de um novo incremento de carregamento

(instante (+):

pirar — Fl+ AFIHA

Passo 2 ­Cálculo dos deslocamentos nodais:

Em cada iteração assume­se um comportamento linear.

Assim, os deslocamentos são obtidos pela aplicação da

matriz de rigidez tangente, da seguinte forma:

—i =

+AM +ANs = .onde “AF "e “Aó " são os incrementos de força e os

incrementos de deslocamentos nodais referentes ao

instante “rI+Af”“, respectivamente. Na primeira iteração,

este incremento de força pode ser aplicado juntamente com

o resíduo de forças final do incremento anterior,

melhorando a precisão no equilíbrio de forças. A matriz

. , +M 2de rigidez tangente “K'""n expressa como:
=.
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gR1+a — (B' p'+4a BadYV
= 1i+l po > epe(i)>

M z . ­ : .onde “D'"“"“” é a matriz tangente elastoplástica consiste
> epe(!)

com o procedimento implícito de integração das tensões,

apresentada em (5.6/). Deve­se notar que a matriz

tangente é sempre atualizada, correspondendo ao método de

Newton­Raphson clássico. Porém, a atualização poderia não

ser frequente, caracterizando o método de Newton­Raphson

modificado.

Passo 3 ­ Cálculo das deformações:

As deformações são calculadas nos pontos de Gauss

distribuídos ao longo da área e da espessura do elemento

e são relacionadas com os deslocamentos através da matriz

da deformação “BB”, da seguinte forma:

g!+a = BS!
— =————|j

Passo 4 ­ Cálculo das tensões:

Semelhantemente as deformações, calculam­se as
tensões nos pontos de Gauss, através do algoritmo de

integração implícito, apresentado na figura 5.3.

/ I+Al=0O + [do
—| ­ E.

t+ Al
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Passo 5 ­ Cálculo das forcas internas:

As forças internas de um elemento finito são obtidas

através da integração numérica das tensões em todo o

volume do elemento. Posteriormente, estas forças são

transferidas para as coordenadas globais e distribuídas

em um vetor nas posições dos respectivos graus de

liberdade.

—i pos

At z . .onde “R**” é o vetor de forças nodais equivalentes
=|

(forças internas), geradas pelo estado de tensão interno.

Passo 6 ­ Cálculo do resíduo de forças:

wW!+A — pira pRE+d
— ­ —i

Passo 7 ­ Verificação da convergência:

O critério de convergência verifica se a solução

considerada é suficientemente precisa. Este pode ser

expresso basicamente de duas maneiras:

+

Convergência em força

Es
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H+At t+AtÕ —ó
A . = milConvergência em deslocamento ———————<e,

le—l

onde os termos “ef,” e “e)j” referem­se a tolerância em

força e em deslocamento respectivamente.

Verifica­se a convergência, retorna­se ao passo 1,

dando início a um novo incremento de carregamento. Caso

contrário, retorna­se ao passo 2 , substituindo­se apenas

o incremento de forças “AF"*” em (5.69), pelo resíduo de
=.

, caracterizando assim, processo
t+Atforças Ds cAMSNEA

“

iterativo.

A estratégia de solução anteriormente apresentada,

pode ser melhor compreendida através dos diagramas

carregamento­deslocamento e tensão­deformação (adotando­

se uma lei qualquer) para o caso unidimensional,

apresentados na figura 5.8.

FARA f To JO! dv
;FUNRRI=fBo1 q

v

F'=k'=f BTotav
vst ao ss ato 5

L set=B6*'
Pinéds =Ba!*

test t+alEz =Bó,

Figura 5.8 — Estratégia de solução incremental­iterativa (caso

unidimensional).
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CAPÍTULO 6 ­ ANÁLISE NUMÉRICA

6.1 — Generalidades

Conforme exposto na apresentação deste trabalho,

este capítulo tem a finalidade de apresentar, a partir de

alguns exemplos elucidativos, uma análise do
comportamento estático e dinâmico de chapas de aço,

considerando­se a não­linearidade física, efetuando­se

assim uma análise quantitativa e qualitativa dos

resultados obtidos.

Na resolução de tais exemplos utiliza­se o programa

computacional “DINCHPNFE”, para análise estática e
dinâmica; e o programa “CHAPAAUT”, para a obtenção das

frequências naturais e dos modos de vibração.

6.2 — Exemplos

6.2.1 — Exemplo 01

A estrutura desse exemplo é composta de uma chapa

(viga) engastada em uma das extremidades, solicitada por

uma força concentrada, na extremidade do balanço,

aplicada de forma incremental em quatro fases. O sistema

estrutural ê discretizado por elementos finitos

triangulares (CST), conforme mostra a figura 6.1.
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FProsr. : DDFAnr:DI
Versao : D1Z

F=0 a 22,5 kN

DosAAA
VERSARAMADARIAA!TTOIOGUND”VD

“qu
u—

—
E

B
R

R
d
a

É

T
P

a
M

a
B

o
E

ViAAA
AAA=

.
ES

SE
S

BO
SN

IA
E

E
O

A

A
S

S
E

S
.

E;= 10.000 kN/cm?
E= 20.000 kN/cm?
=7,71.10 kN/cnº

(medidas em “cem”)

Plano X Y / Inter. Tenpo : 1

Figura 6.1­ Viga em balanço.

A análise estática considerando­se a não­linearidade

física é feita adotando­se um procedimento incremental,

no qual o carregamento é dividido em quatro fases

distintas, com a mesma quantidade de incrementos. A

figura 6.2 ilustra o gráfico deslocamento x força,

analisando­se o nó 203. Na primeira etapa, o carregamento

varia de 0,0 kN a 15,0 kN, com plastificação do material.

Já na segunda etapa, O carregamento varia de 15,0 kN a

0,0 kN, simulando fo descarregamento completo da
estrutura, apresentando também plastificação do material

e deformação residual. Na terceira etapa, oO carregamento

varia novamente de 0,0 kN a 15,0 kN, simulando o

recarregamento completo da estrutura, apresentando também

plastificação do material, provocando o retorno da

AAA
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estrutura à sua posição original antes do

descarregamento. Finalmente, na quarta etapa, £o

carregamento varia de 15,0 kN a 22,5 kN, simulando o

acréscimo de carregamento da estrutura, apresentando uma

continuidade da plastificação do material originalmente

atingida quando do término da primeira fase de

carregamento.

d (cm)
A

Frajeko 3 Amo

a

[O
'
'
1
'
1
'
L
'
1
t
t sã

Figura 6.2 —­ Gráfico (d x £) da análise estática não­linear física

do nó 203, na direção global y.

A figura 6.3 refere­se ao comportamento estrutural

relatado anteriormente, apresentando uma melhor

visualização do efeito Bauschinger relativo ao

comportamento cinemático do modelo numérico aproximado

aqui proposto.

Como se trata de exemplo unidimensional, pode­se

facilmente obter os resultados apresentados utilizando os

conceitos elementares da Mecânica dos Sólidos

Deformáveis, com o intuito de comparar os resultados e

testar a validade do modelo numérico aqui proposto.
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Projeto : Om Progr, +: CINCHPNF Versao : DI/00 Projeto ; OOL

E) ao ES 5 im Do 2 259 pol 220 .. ma 218

5 No F(kNSs
Direcao X / No : 293Direzao X / Nec :

Figura 6.3 — Gráfico (d x £f) da análise estática não­linear física.
Efeito Bauschinger.

6.2.2 — Exemplo 02

A estrutura desse exemplo é composta de uma chapa

engastada em uma das extremidades, solicitada por uma
força concentrada, na extremidade do balanço, aplicada de
forma incremental em quatro fases. O sistema estrutural é

discretizado por elementos finitos triangulares (CST),
conforme mostra a figura 6.4.
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Progr. : DENCHPNF Projeto ; DOZ2
Versao : 01/00 Chapa : DOS

F=0a 3 kN

F=0 a 3 kN

TO

E;= 8.000 kN/cm?[| 10 E= 21.000 kN/cm?
++ Y=7,7.10º kN/cn*
0,1

(medidas em “cem”)

Plano X Y / Inter. Tempo : 400

Figura 6.4 ­ Viga em balanço.

No exemplo, a análise estática considerando­se àa

não­linearidade física é feita adotando­se um

procedimento incremental, no qual o carregamento é

dividido em quatro fases distintas, com a mesma

quantidade de incrementos.

A figura 6.5 ilustra o gráfico deslocamento x força,

analisando­se o nó 38. Na primeira etapa, O carregamento

varia de 0,0 kN a 2,0 kN, com plastificação do material.

Já na segunda etapa, Oo carregamento varia de 2,0 kN a 0,0

kN, simulando o descarregamento completo da estrutura,

apresentando também plastificação do material e

deformação residual. Na terceira etapa, o carregamento

varia de 0,0 kN a 2,0 kN, simulando o recarregamento

ES
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



Modelo cinemático aproximado para análise dinâmica não­linear física de chapas de aço

completo da estrutura, apresentando também plastificação

do material, provocando o retorno da estrutura à sua

posição original antes do descarregamento. Finalmente, na

quarta etapa, oO carregamento varia de 2,0 kN a 3,0 kN,

simulando oO acréscimo de carregamento da estrutura,

apresentando uma continuidade da plastificação do

material originalmente atingida quando do término da

primeira fase de carregamento.

RARO Len dodo Pads HM Por Ux 1 Varela Mo Das Ho Fa. IuES ans ilia Nemo tu Fa UM Pao EEE eta dl) Pardbie

FP á . o

tm ”

[o2

L
T

e
s
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
a
e
n
e
m

e
e
e
m

e
e
e
e
n
—

d

Vv.. k E) Teo

d (cm)
Figura 6.5 — Gráfico (d x £) da análise estática não­linear física

do nó 38, na direção global y.

Para uma melhor visualização do comportamento

estrutural relatado anteriormente, apresenta­se a figura

6.6 que ilustra o efeito Bauschinger relativo ao

comportamento cinemático do modelo numérico aproximado

aqui proposto.
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Proar, : DUSCENE Versão + 0/0 Preseta 3 OS Lhapa 0 OU? Prejeta 3 OS

no Cn ” n fe dei S or Ed ENS

2

VW diresao V/Noi 38 O Poe cao Tera DirecaoY / Ne: 38
d (cm)

Figura 6.6 ­ Gráfico (d x £f) da análise estática não­linear física.

Efeito Bauschinger.

6.2.3 ­— Exemplo 03

A estrutura desse exemplo é uma viga biapoiada,

solicitada por uma força concentrada no meio do vão e

discretizada por elementos finitos triangulares (CST),

conforme mostra a figura 6.7.
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Progr, :! DINCHPNFE Projeto : 652
Versan | D1/00 Chapa 1: DOI

E,= 8.000 kN/cm?
E=21.000 kN/cm*
=7,7.10º kN/cm*?

(medidas em “cem”)

Plano X Y / Inter. Tempo : 400

Figura 6.7 — Viga biapoiada.

Efetuando­se uma análise estática do comportamento

estrutural da chapa, obtém­se um deslocamento para o nó

20 de d=03042cm, adotando­se um comportamento elástico

linear com carregamento aplicado de forma incremental.

Contemplando­se outras possibilidades de análise,

pode­se efetuar para a chapa em questão, uma análise

dinâmica linear e outra através da consideração da não­

linearidade física do material, conforme ilustram as

figuras 6.8 e 6.9.
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TBo medo cr fo nabo ay corda al mdb ora, mor dA o. mb a otdé so mb, o orde o ido a cor oo tub a rd as mbor EE xo boa destoaado a PA as att oa mb
. . , i , '

dido

'

a) na

Y dícm)

Figura 6.8 — Gráfico (d x t) da análise dinâmica linear do nó

20, na direção global Y.
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Y | d (cm) |
Figura 6.9 — Gráfico (d x t) da análise dinâmica não­linear

física do nó 20, na direção global y.

A figura 6.8 mostra a estrutura deslocando­se em

regime elástico de forma permanente, sem plastificação de

elementos, com deslocamento máximo de aproximadamente

d=0,256530cm .

Já a figura 6.9 apresenta uma alteração do

comportamento, pois após a plastificação de alguns
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elementos os mesmos não conseguem retornar a sua posição

de equilíbrio inicial, uma vez que à deformação plástica

acumulada durante o processo de plastificação <

irreversível. Como  conseqiúência imediata tem­se um

aumento da amplitude dos deslocamentos, inclusive do

valor máximo encontrado (d=0,36/7/0cm).

O efeito do amortecimento nas análises acima

descritas pode também ser possivelmente considerado, uma

vez que Oo programa computacional “CHAPAAUT“” calcula os

modos de vibração da estrutura e fornece suas frequências

naturais, que por sua vez, possibilitam a determinação

dos parâmetros de amortecimento. As figuras 6.10 e 6.11

mostram, respectivamente, o primeiro e o segundo modos de

vibração da estrutura em questão.

Progr. : CHAPAARAUT Frojeto : 003
Versao ! 01/00 Chapa : 0059

Modo Vibrac,. : 1 Dota o

Figura 6.10 ­— Primeiro modo de vibração da viga biapoiada,

VM ;=1022,07 rad/s.
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Prosr. | CHAPAAUT Projeto : DO3

Versao |: D1/00 Chapa : DOS

Modo Vibrac. : 2

Figura 6.11 — Segundo modo de vibração da viga biapoiada, O2.=3354,56
rad/s.
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CAPÍTULO 7 — CONSIDERAÇÕES FINAIS

7.1 — Conclusões

No presente trabalho procurou­se considerar a não­

linearidade física do material aco na análise do

comportamento dinâmico de estruturas laminares, com

carregamento contido no plano médio da estrutura. Uma vez

estabelecida toda a teoria referente ao assunto em

questão, desenvolveram­se programas computacionais que,

mesmo com modelo numérico cinemático aproximado, já

permitem a realização de vários tipos de análise

numérica, possibilitando a visualização do comportamento

estrutural de tais sistemas de uma forma mais realista.

Neste contexto, os problemas que foram resolvidos no

capítulo 6 mostraram diferenças entre os resultados

obtidos via comportamento linear e não­linear, tanto para

análises dinâmicas quanto estáticas. Dessa forma, se a

análise estrutural for feita sem as premissas de tais

considerações, os resultados obtidos podem conduzir o

Engenheiro de Estruturas a projetar uma estrutura com

resultados não compatíveis com aquela originalmente

idealizada. Há que se dizer ainda sobre o desperdício de

materiais utilizados em estruturas antieconômicas,

projetadas para respostas considerando­se apenas

comportamento linear.

É importante salientar que uma análise estrutural

mais refinada requer maiores sutilezas no fornecimento de

dados da estrutura de forma coerente e exige uma maior

interpretação dos resultados obtidos de acordo com a

teoria utilizada na análise escolhida.
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Com relacão ao modelo elastoplástico consistente, o

capítulo 5 traz uma abordagem matemática com a definicão

de um algoritmo implícito de integração das tensões

incondicionalmente estável. Além disso, O algoritmo

permite a definição da matriz tangente elastoplástica

consistente que preserva a taxa de convergência

quadrática do Método de Newton­Raphson. Outros

procedimentos, por exemplo, como o explícito, além de não

serem — incondicionalmente estáveis, não permitem a
definição (simétrica) do operador tangente elastoplástico

consistente. Nestes casos, utilizar­se­ia a matriz

tangente elastoplástica clássica, definida para bDassos

infinitesimais, o que provocaria a perda da taxa de

convergência quadrática do método de Newton­Raphson.

7.2 — Propostas de desenvolvimento

O modelo elastoplástico abordado aqui

matematicamente, relativamente simples, pode ser

implementado numericamente em substituição ao modelo

numérico aproximado aqui apresentado.

Tal modelo serve de base paras futuras modelagens de

materiais mais complexos tais como: concreto armado,

compostos fibrosos, etc. A implantação de novos critérios

de plastificação específicos para certos tipos de

materiais, considerando­se uma distribuição anisotrópica,
possibilita caracterizar diferentes taxas de armaduras em

diferentes direções, para o caso de estruturas de

concreto armado, por exemplo.

Além disso, pode­se sugerir ainda, como continuidade

deste trabalho, a consideração dos efeitos não­lineares
geométricos, muito importantes na análise estrutural
dinâmica.
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