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RESUMO

Este trabalho de graduacéo apresenta um método de controle em que a simulacao do
projeto dos controladores de um sistema mecéanico no qual ndo se tem facil acesso a
todas as variaveis de estado. E considerada apenas a realimentacéo com as variaveis
de estado das posicfes, de forma que o projeto apenas dependa dessas variaveis e
néo tenha necessidade de estimativa das variaveis de velocidades. O projeto se utiliza
da técnica de controle robusto H,, com método baseado nas desigualdades matriciais
lineares (LMIs) e a teoria da D-estabilidade. O sistema no qual foi aplicado esse
projeto € o Helicdptero de Bancada 3-DOF da Quanser, que possui trés graus de
liberdade (arfagem, elevacdo e deslocamento) e oito variaveis de estado em sua
representacdo no espaco de estados. Considerou-se uma falha de 30% da poténcia
do motor traseiro do equipamento, criando uma incerteza na matriz de entrada do
sistema em sua simulagdo. Na simulacdo do projeto do controlador do sistema foi
utilizado o software MatLab/Simulink, o solver SeDuMi que resolve as Desigualdades
Matriciais Lineares e a toolbox de interface YALMIP, que facilita a programacéo e
resolucdo das LMIs. Os resultados de simulacéo sdo apresentados ao longo desse
trabalho.

Palavras-chave: Controle Robusto H,; Desigualdades Matriciais Lineares; D-
Estabilidade; Helicéptero de Bancada 3-DOF.



ABSTRACT

This graduation work presents a control method in which the simulation of the design
of the controllers of a mechanical system in which one does not have easy access to
all state variables. Only the feedback with the position state variables is considered,
so that the project depends only on these variables and does not need to estimate the
speed variables. The project uses the robust control technique #H, with a method
based on linear matrix inequalities (LMIs) and the theory of D-stability. The system in
which this project was applied is the Quanser 3-DOF Bench Helicopter, which has
three degrees of freedom (pitch, elevation and travel) and eight state variables in its
representation in the state space. It was considered a failure of 30% of the power of
the rear engine of the equipment, creating an uncertainty in the input matrix of the
system in its simulation. In the simulation of the system controller design,
MatLab/Simulink software was used, SeDuMi solver that resolves the Linear Matrix
Inequalities and YALMIP interface toolbox, which facilitates the programming and
resolution of LMIs. The simulation results are presented throughout this work.
Keywords: H,Robust control; Linear Matrix Inequalities; D-Stability; 3-DOF Bench
Helicopter.
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1 INTRODUCAO

O projeto de controladores € um tema muito estudado na area de Controle e
Automacéo, acompanhado da estabilidade dos sistemas dindmicos. O estudo da
estabilidade de um sistema € de grande importancia na area de controle e pode ser
feito de diferentes formas. Uma dessas técnicas € de Lyapunov, que estuda a
estabilidade do sistema através de uma fungdo escalar V(x) candidata a funcéo
energia do sistema. Para desenvolver essa teoria de estabilidade Lyapunov criou as
Desigualdades Lineares Matriciais (LMIs), que representam restricbes do sistema
como condicdes e limites de estabilidade, entre outros (Gahinet et al.,1995).

A teoria da estabilidade de Lyapunov foi utilizada em diversas pesquisas e
estudos, sendo muito explorada até os dias de hoje. Dentre esses estudos esta o
controle robusto H,,, que possui diversos métodos para projetar os controladores,
sendo alguns baseados em LMIs. As técnicas de sintese H,, podem abordar objetivo
do controle classico como atenuacgao de disturbios, estabilizagao robusta de sistemas
incertos, entre outros. Sua resolugao tem baixa complexidade em relagdo a outras
técnicas, porém deve-se lidar com dominio da frequéncia e possui pouco controle
sobre comportamento transitério e localizacido de polos em malha fechada. Para
alcangar indices de desempenho esperados e assegurar limites maximos dos
parametros, os autovalores de malha fechada do sistema devem estar em uma regiao
especifica. Essa técnica de alocagéo de autovalores utiliza a D-Estabilidade e permite
que as restricbes do projeto sejam descritas através das LMIs.

Dentre as restricoes possiveis em um projeto do controlador de um sistema, tem-
se a limitagdo do acesso as suas variaveis de estado. Em alguns sistemas nao é
possivel obter todas as variaveis para realimentacao, tornando necessaria a busca de
outras solugdes para resolver este problema. Uma das solugdes possiveis mais
comum de ser aplicada é a estimativa desses dados que nao sao de facil acesso,
porém essas estimativas se tornam mais complexas quando existem parametros
incertos na planta. Outra abordagem do problema € projetar um controlador que nao
dependa dos estados com acesso dificultado. Esse método foi proposto em (Esteves
etal., 2022), em que foi desenvolvido um método para o sistema com acesso reduzido

as variaveis de estado do sistema. S&o realizados dois projetos, um que a
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realimentacao do sistema é realizada somente com as posicbées e outro com
realimentacdo somente com velocidades.

Esse método € utilizado nesse trabalho, sendo aplicado no Helicoptero de
Bancada 3-DOF, da empresa Quanser e simulando o projeto de controle somente com

acesso as variaveis de estado de posi¢des no software MatLab/Simulink.

1.1 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho € implementar o método de controle proposto em
Esteves et al. (2022), no qual se utiliza apenas a realimentacdo das posi¢cdes, no
sistema do Helicoptero de Bancada 3-DOF da Quanser. Deseja-se controlar o sistema
MIMO (Mdultiplas Entradas e Mdltiplas Saidas) com duas entradas e oito variaveis de

estado utilizando apenas as posi¢des angulares do sistema.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

A apresentacdo das ferramentas utilizadas neste trabalho se da pela seguinte
organizacao:

e Capitulo 1: Breve apresentacao sobre os tépicos do trabalho, objetivos e
estrutura;

e Capitulo 2: Apresentacdo da teoria sobre ferramentas e conceitos
matematicos utilizados no trabalho;

e Capitulo 3: Descricdo do sistema do Helicoptero de Bancada 3-DOF,;

e Capitulo 4: Apresentacdo do método de controle utilizando apenas as
posi¢cdes na realimentacéo;

e Capitulo 5: Apresentacédo dos resultados da simulacéo do sistema;

e Capitulo 6: Conclusdes finais sobre o trabalho e perspectivas futuras do

tema.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 ESPACO DE ESTADOS

Para controlar sistemas modernos atualmente consideraram-se multiplas
entradas e multiplas saidas, que aumentam a complexidade dos sistemas, além da
necessidade de satisfazer requisitos do projeto, alcancar indices de desempenho e a
estabilidade do sistema. Este sistema de mudltiplas entradas e mdultiplas saidas é
chamado de MIMO (do inglés, Multiple Input Multiple Output) e sua representacéo
pode ser feita através do espaco de estados, pois este facilita 0 manuseio de dados
ausentes e a variedade de possiveis de modelos gerados a partir destes dados.

A dindmica de um sistema pode ser descrita através das chamadas variaveis
de estado, sendo que o conjunto destas varidveis de estado compdem o estado do
sistema. Conhecendo essas variaveis de estado no tempo t =t, e 0s valores de
entrada para t > t, pode-se determinar o comportamento do sistema para qualquer
t > t, (Ogata, 2010).

Nessa teoria de controle moderno € possivel descrever o sistema através de
equacdes diferenciais utilizando-se da notacdo matricial-vetorial. Considerando que
para descrever um sistema sejam necessarias x;(t), x,(t),...,x,(t) variaveis de
estados, pode-se considerar essas n variaveis como componentes de um vetor x
chamado de vetor de estados. O espaco de estados é definido por um espaco de
dimensdo n cujos eixos sdo definidos por x;(t),x,(t),..,x,(t), sendo possivel
representar qualquer estado do sistema por um ponto.

A forma genérica de uma equacao de estado é dada por

x1(t) a;1 Az 7 Gan| [x1(0) b,
Ia’czz(t)‘=la:21 a:21 a?n‘ lxz:(t) + b:z (o), 1)
xn.(t) a;ll a;lz . a,;n xn.(t) b.n
x1(t)
yO =l ¢ Gl I"th)‘- @
X ()

Na forma compacta
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (3)
y(6) = Cx(¢). (4)
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em que x € R™ é o vetor de estado, y(t) é o vetor de saidas medidas e u(t) € o vetor

de entradas de controle.
2.2 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES (LMIS)

As Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs) sé@o definidas como restricdes na
forma matricial que descrevem a dinamica do sistema. Essas restricdes do projeto se
ddo como a positividade e negatividade de matrizes simétricas, possibilitando a
consideracdo de multiplas varidveis ao mesmo tempo. Por serem escritas na forma
de inequag0des, pode-se descrever o projeto de controlador do sistema como problema
de otimizacdo convexo, no qual abrange possiveis limitacbes do sistema e suas
solucdes existentes podem ser encontradas com uso de solvers matematicos. Essas
inequagdes possuem matrizes com elementos conhecidos e matrizes com escalares
desconhecidos os quais sdo determinados de acordo com as condi¢cdes do projeto do
sistema.

Uma LMI é dada pela forma (BOYD et al., 1994):
FX)2Fy+Y",x;F;,>0. (5)

Na qual x € R" é a variavel vetorial com suas componentes x;,i = 1,2, ...,n. As
matrizes simétricas F; = F/ € R™™,i = 0,1,...,n, sdo conhecidas. As LMIs podem
ser escritas de outra maneira, com suas variaveis sendo matrizes:

R + MTP,N, + NTP,M, + --- + MEB,N,, + NEP,M,, < 0. (6)

Em que M;, N; e R, i =1,2,..,n, sdo matrizes fixas e P;, i = 1,2, ...,n, sao
matrizes variaveis. A desigualdade utilizando a teoria de Lyapunov é um exemplo de
LMI com variavel matricial:

ATP +PA <O, (7)
em que A € R™™" é uma matriz dada e P = PT > 0 é variavel.

Existe uma propriedade algébrica relacionada as LMls, onde ha uma
transformacdo da desigualdade quadratica em desigualdade linear, através do
Complemento de Schur. Dadas as matrizes A = AT e C = CT, entdo as condicGes
abaixo sao equivalentes:

C>0,A—BC™ BT >0, (8)

;T ?] > 0. 9)
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A matriz Bé uma variavel matricial. As matrizes simétricas A, C € R™" sédo
congruentes se existir X = P71 € R™*" ndo singular tal que A = X7CX. Se A e C séo

congruentes, A > 0 se e somente se C > 0.
2.3 CRITERIO DE ESTABILIDADE DE LYAPUNOV

O estudo de estabilidade em sistemas dinamicos sempre foi muito interessante
para pesquisadores matematicos que tentavam definir o conceito de estabilidade.
Dentre eles se destacam Torricelli, um dos primeiros a relacionar um ponto de
estabilidade como um ponto de energia total minima local. Laplace e Lagrange
utilizaram desse principio e definiram que um sistema conservativo tem um ponto de
equilibrio estavel quando esse estado possui energia cinética zero e energia potencial
minima.

Porém, foi apenas em 1892 que Lyapunov definiu um critério de estabilidade
através de um método que considera a energia total de um sistema, assim como
Torricelli. Ele prop6s estudar a estabilidade do sistema com uma funcdo que seja
candidata a funcéo de energia. Dada V(x(t)), uma funcdo escalar que representa a
funcdo energia do sistema e assumindo-se que essa energia € positiva para todo
x(t) # 0e V(0) =0, tem-se:

V(x(t) > 0. (10)

Para o sistema ser assintoticamente estavel no conceito de Lyapunov é
necessario que a derivada da funcdo energia menor que zero, ou seja V(x(t)) <0
para todo x(t) # 0.

Uma funcdo candidata a funcdo de Lyapunov que pode ser analisada na

guestao de estabilidade € do tipo Escalar de Forma Quadratica na forma

P11 P12 oo Pln xl
x
V(x(®) =xTPx=[x; x, *° Xu] P?z P?z P?n 2 1)
Pin Pon o Pl lXn

Em que P € uma matriz simétrica com elementos que pertencem ao conjunto
dos numeros reais. A positividade da funcdo pode ser avaliada com a positividade da

matriz P.

P>0 ©V(x(®)=xTPx>0,x #0. (12)
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A positividade P pode ser verificada utilizando o critério de Sylvester, que

estabelece a positividade P se todos os menores principais lideres de P forem

positivos.
Py Py ot Pip
P> 0dec [0 2| >0, dec|" P2 T Pl s o (13)
Ppi Pup 0 P
Deve-se garantir que V(x(t) < 0 para todo x(t) # 0, sendo V(x(t)) uma funcio
quadratica.
V(x(t)) = 2TPx + xTP%, (14)
definindo x = Ax:
V(x()) = (Ax)TPx + xTP(Ax) (15)
V(x(t)) = xTATPx + xTPAx (16)
V(x(t)) = xT(ATP + PA)x. (17)

A equacdo (16) é definida negativa se:
ATP +PA <. (18)

2.4 SISTEMAS LINEARES INVARIANTES NO TEMPO COM INCERTEZAS

As equacodes (19) e (20) apresentam as equacdes diferenciais de primeira
ordem que representam o estado e a saida de um sistema linear invariante no tempo
gue ndo possui incertezas.

x(t) = Ax(t) + Bu(t), (29)
y(t) = Cx(t) + Du(t), (20)
sendo x(t) € R™ é o vetor de estados, u(t) € R™ é a entrada controlada, A € R™" é
a matriz de estado, B € R™™ ¢ a matriz de entrada controlada, y(t) € R? é a saida
controlada, C € R?*™ é a matriz de saida e D € R?*™ ¢é a matriz de transmissao direta.

Porém a planta de um sistema pode ter algumas incertezas nos seus
parametros. Também pode-se apresentar algumas entradas exdgenas, que
influenciam nas variaveis de estados e nas saidas do sistema. Essas incertezas
podem ser apresentas da seguinte forma:

x(t) = A(B)x(t) + B(Bu(t) + H(B)w(d), (21)
y(&) = C(B)x(t) + D(Bu(t) + G(Bw(b), (22)
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em que w(t) € RP é a entrada exdgena limitada. A(B), B(B), C(B), D(B), H(B), G(B)
sdo matrizes que descrevem 0 sistema e pertencem a um conjunto convexo de
natureza politépica dado por
(A,B,C,D,H,G)(B) = XL, Bi(A,B,C,D,H,G); (23)
Em que N=2% e ® é o nimero de elementos incertos das matrizes
(A,B,C,D,H,G). (A,B,C,D,H, G); sdo os vértices do politopo formado pelas incertezas
e f; S@o 0s parametros invariantes no tempo que pertence ao simples unitario A,, dado
por:
Ay ={BeR:TL B=10=0 i€eKyKy={12., N} (24)
Considerando-se a lei de controle classica u(t) = —Kx(t) e substituindo nas
equacdes (19) e (20):
x(t) = (A(B) — B(B)YK)x(6) + H(B)w(t) (25)
y(&) = (C(B) = D(BK)x(t) + G(B)w(t) (26)
As equacdes (25) e (26) representam um sistema linear invariante no tempo

em malha fechada com incertezas.
2.5 CONTROLE ROBUSTO H,,

O projeto de controladores H,, foi formulado por Zames (1981) para minimizar
0 maior pico da resposta de frequéncia do sistema e pode ser utilizado quando deve-
se garantir os niveis de desempenho e estabilidade relacionados com disturbios
externos. Foram desenvolvidos diversos métodos para resolver o projeto dos
controladores H,,, como 0s baseados nas desigualdades matriciais lineares, que
tornam o projeto dos controladores H,, de ordem completa em um problema de
otimizagdo convexa (Boyd et al., 1994).

Alguns problemas do controle moderno, como atenuagdo de disturbios,
estabilizacdo robusta de sistemas incertos ou modelagem da resposta de malha
aberta podem ser expressos em termos de desempenho #,, e abordados por técnicas
de sintese H . A sintese H,, possui baixa complexidade em relacéo a outras técnicas,
por envolver apenas a resolugéo de duas equacdes de Ricatti. Entretanto, o projeto
lida com aspectos de dominio de frequéncia e ndo possui muito controle sobre o
comportamento transitorio e localizacdo dos polos de malha fechada. Porém, pode-se
alcancar o tempo de resposta satisfatorio e amortecimento de malha fechada forgando
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os polos de malha fechada em uma sub-regido adequada do semi-plano real negativo.
Pode-se evitar dindmicas rapidas com a proibicao de polos de malha fechada grandes
demais, o que é desejado em implementacdes digitais. Para ajustar o desempenho
H., € 0 comportamento transitorio simultaneamente pode-se combinar os objetivos do
H,, € do posicionamento de polos (Chilali e Gahinet, 1996)

O projeto H,, reduz a norma infinito da funcéo de transferéncia da saida de
desempenho com respeito as entradas exdgenas, o que representa a minimizacao do
maior pico da resposta em frequéncia do sistema em malha fechada. Para sistemas
MIMO, a resposta em frequéncia refere-se ao diagrama de valores singulares e para
0s sistemas de Unica entrada e Unica saida (SISO) refere-se ao diagrama de Bode.
(Skogestad; Postlethwaite, 2005, Zhou; Doyle, 1998).

A norma H,, se da por uma relagéo entre a saida y(t) e a entrada exdgena
w(t) do sistema (25)-(26) (de Oliveira et al., 2014):

_ ly(Oll2
1)l = mazywr 2O o) € £, @)

em que H(s) é a funcédo de transferéncia, ||.||, a norma euclidiana e £, o conjunto de
todos os sinais w(t), tais que foww(t)zdt < oo,
O custo garantido H,, 6timo do sistema € dado pelo valor minimo de y > 0 e
finito, tal que
ly®ll2 < vllw(@®ll2- (28)
Para qualquer saida y(t) € £, como resposta para qualquer entrada exdégena

w(t) € L,. Entao:

IH() o <. (29)
Considerando a funcdo quadrética de Lyapunov:
v(x) = xTPx,P = PT > 0. (30)

A estabilidade do sistema (25)-(26) com custo garantido #,, € garantida com a

desigualdade (BOYD et al., 1994):
v(x) + yTy —y2wTw < 0. (31)

E necessario encontrar uma matriz de ganho de realimentacéo K € R™ " para
estabilizar o sistema (25)-(26) e minimize o custo garantido ., a0 mesmo tempo.

Segue o teorema.

Teorema 1 - O sistema (25)-(26) é assintoticamente estavel se, dado um
escalar u > 0, existirem X = XT > 0 e M, de dimens6es adequadas, satisfazendo o

seguinte problema de otimizacao:
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min u
s.a.X=XT>0
He{A;X —BM} H; XCI-M"Df
* —ul Gl-T <0 (32)
* * -1

parai = Ky, Ky = {1,2,...,N}, sendo y? = u > 0. Se (32) for factivel, entdo a matriz
de ganho de realimentacdo € dada por K = MX~! e assegura ||H(s)||l <. He{.} €
o operador hermitiano, He{U} = U + U (Boyd et al., 1994).

Demonstracéo: A prova deste teorema pode ser encontrada em Boyd et al. (1994).

2.6 TEORIA DA D-ESTABILIDADE

Para aplicactes praticas a estabilizacdo do sistema pode ndo ser suficiente, pois
os projetos de controle devem atender determinados indices de desempenho. E
necessario que os autovalores de malha fechada do sistema estejam em uma regido
especifica, para assegurar limites maximos para parametros como o overshoot, tempo
de subida e tempo de estabelecimento. A Porcentagem de overshoot (PO) é definida
como a porcentagem de maximo sobressinal em relacdo ao valor do regime
permanente de saida e o maximo sobressinal (MS) é a diferenca entre o valor de pico
e o valor de regime permanente na saida.
A regido de interesse S(a,, 0) vista na Figura 1, possui nUumeros complexos x +

jy que satisfazem (33).
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Figura 1 — Regido de interesse para os autovalores em malha de fechada do

sistema.

| 1m()

Re(1)

Fonte: De Oliveira et al. (2014).

x<—a<0
S(a,r,0) =1 Ix+jyl<r (33)
tan(0) < —|y|.

Caso o sistema de segunda ordem possua autovalores pertencentes a regido
S(a,r,0), ele possui uma taxa de decaimento @ minima, coeficiente de amortecimento
& =cos (#) minimo e frequéncia amortecida w,; = rsin(6) maxima. A alocacao de
autovalores € uma técnica que utiliza o conceito de D-Estabilidade, que permite que
as restricbes de projeto sejam caraterizadas através das LMIs.

O comportamento dindmico de um sistema de segunda ordem possui dois
parametros que podem descrevé-lo, o coeficiente de amortecimento ¢ e a frequéncia
natural ndo amortecida w,, (Ogata, 2010). A Figura 2 apresenta o diagrama de blocos

de um sistema de segunda ordem qualquer.
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Figura 2 — Diagrama de blocos de um sistema de segunda ordem.

R(s) E(s) 5 C(s)

Wn
s(s + 2¢wy)

Fonte: Esteves (2020).

A funcéo transferéncia em malha fechada do sistema de segunda ordem é dada
por:

) _ wi

R(s)  s242fwps+w?’

(34)

O sistema em malha fechada é subamortecido e possui resposta transitéria
oscilatoria caso o valor do coeficiente de amortecimento seja0 < é < 1.Para¢é =0, 0
sistema € ndo-amortecido e a resposta transitéria ndo decai. Se o0 coeficiente de
amortecimento for ¢ = 1, o sistema € criticamente amortecido e ¢ > 1 torna o sistema
superamortecido (Ogata, 2010).

O seguinte teorema apresenta a condicdo para restringir os autovalores dos
vértices do politopo em malha fechada na regido S(a,r, 6).

Teorema 2 - O sistema (25)-(26), com lei de controle u(t) = —Kx(t) possui
autovalores na regido S(a,r,6) se existirem as matrizes X =X >0 e M, de

dimensdes adequadas, tais que:

A X+ XAT — B;M — MTBT + 2aX < 0, (35)
—rX ALX - BLM

[ <o (36)
[F cos(0) (A; X — XAT — B;M + MTB! )] <0 (37)
* r ’

sendo T =sin(0) (4;,X + XAT —B,M —M"B]), i€ K, e a matriz de ganho de
realimentacdo é dada por K = MX~! (Chilali e Gahinet, 1996).

Demonstracéo: A prova deste teorema pode ser encontrada em Chilali e Gahinet
(1996).
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Os Teoremas 1 e 2 juntos permitem que o projeto do controlador robusto H,,
utilize uma matriz de ganhos fixa para a estabilizacdo do sistema realimentado e a

garantia de que seus polos se encontram na regido D-Estavel.
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3 SISTEMA ESTUDADO

3.1 O HELICOPTERO DE BANCADA COM 3 GRAUS DE LIBERDADE

O Helicoptero de Bancada 3-DOF, desenvolvido pela Quanser, possui dois
motores de corrente continua conectados a duas hélices em pontos opostos. Esse
conjunto esté ligado a uma haste metalica fixada na base de sustentagéo, que possui
um contrapeso na outra ponta. O modulo possui um sistema de massa ativa que
simula perturbacbes no vbéo. A Figura 3 apresenta a estrutura do sistema do

Helicoptero.

Figura 3 — Helicéptero de Bancada 3-DOF.

Fonte: Quanser (2012).

O sistema possui trés graus de liberdade:

e Angulo de Deslocamento (“Travel” em inglés): Angulo “A” que apresenta o
movimento em torno da base de sustentacao, que varia de 0° a 360°;

e Angulo de Elevagéo (“Elevation” em inglés): Angulo “&” formado entre a haste
metalica e o eixo horizontal, que varia da posicéo de repouso do helicéptero de
-27,5° a 0° no qual a haste se encontra paralela ao eixo horizontal;

e Angulo de Arfagem (“Pitch” em inglés): Angulo “” que apresenta a inclinacéo
do helicéptero, responsavel pela direcdo do seu deslocamento. Seu angulo
inicial € 0° e qualquer variag&o inicia o0 movimento. E controlado pela diferenca

da forca de propulsdo dos motores, € considerado positivo caso a forca de
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propulsdo do motor traseiro for maior que a do motor dianteiro € negativo caso

contrario.
3.2 DESCRIQAO EM ESPACO DE ESTADOS

Entender a descricdo do espaco de estados do sistema se faz necessario para
projetar seu controlador, pois visualiza-se as entradas, 0S parametros e suas
influéncias no comportamento do sistema. A Figura 4 apresenta o diagrama de corpo
livre do sistema.

Figura 4 — Diagrama de corpo livre do Helicoptero de bancada 3-DOF

Pitch axis

Travel axis Lpi e v

Counterweight Elevation d‘
axis

Fonte: Quanser (2012).

A Tabela 1 apresenta os valores dos parametros mostrados na figura anterior.

Tabela 1 — Parametros do sistema do HelicOptero de Bancada 3-DOF.

Simbolo Descricdo Valor | Unidade
M, Massa do contrapeso 1,87 kg
Mg Massa do motor dianteiro 0,713 kg
M, Massa do motor traseiro 0,713 kg
M, Massa aproximada do helicoptero 1,15 kg
K¢ Constante de forca-empuxo das hélices 0,1188 N/V
Ly, Distancia entre o eixo de rotacdo e cada motor 0,178 m
L, Distancia do eixo de deslocamento até o helicéptero | 0,660 m
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L, Distancia do eixo de deslocamento até o contrapeso | 0,470 m
g Forca da gravidade 9,81 m/s?
Fonte: Adaptado de QUANSER (2019).

Dado os parametros fisicos do sistema, verifica-se sua descricdo do espaco de

estados:

_é_ e

T T

A A

& g Vf

¢ =4[ +B[Vb]. (38)
A A

¢ 3

[y Ly

As variaveis de estado ¢ (angulo de altura), T (dngulo de arfagem) e A (angulo
de deslocamento) representa os trés graus de liberdade do helicoptero, enquanto ¢ e
y sao dados inseridos artificialmente para melhorar o rastreamento das posi¢cdes em

relacdo aos valores de referéncia, ¢..r € A..r. Esses dados sdo definidos como

integrais dos angulos ¢ e A.
&= [ (e~ erep)dt. (39)

t
¥ = J, (A= Arer)dt. (40)
As variaveis Vr e V}, sdo as tensdes aplicadas nos motores frontal e dianteiro.

As matrizes A e B séo definidas por:

0 0 01 0 0 0 O r 0 0 1
0O 0 0 0 10 0 0 0 0
0 0 00010 0 bO bO
_10 0 0O 0 0 0 0 O _|Pa1 4,2
A4=lo 0 00 0 0 0 of B_b5,1 bs, | (41)
0 G2 0 0 0O O O O 0 0
1 0 0O 0 0 0 0 O 0 0
10 0 1 0 0 0 0 Ol L 0 0 -
_ (LwMy—2LgMgf)g
Q62 = — My L% +2M L2 +2M L2’ (42)
LoK
b4,1 = b4,2 = m; (43)
— _1 Ky
bs1 = —bs, = 2 WLy (44)

Os valores de (42), (43) e (44) sao definidos pelos parametros anteriormente

citados.
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Para verificar a resposta do controlador projetado, durante o trajeto se

implementara uma queda de 30% de poténcia no motor traseiro utilizando uma chave

temporizadora conectada a um amplificador com ganho de 0,7 ligada a tensdo do

motor. Constitui-se um politopo de dois vértices com uma incerteza na matriz de

entrada do sistema do helicéptero, sobre o motor traseiro entre 70% a 100% do valor

de V.

Com base em Manesco et al. (2012), os vértices do politopo sdo descritos

como:

e Vértice 1 (ganho = 1 no canal):

b
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[e)
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= 0,7 no canal):

Vértice 2 (ganho

(48)
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4 CONTROLE COM REALIMENTACAO DAS POSICOES

Nesta secao sera apresentado o método proposto por Esteves et al. (2022), no qual o
sistema tem variaveis de estado relacionadas de posi¢cfes e velocidades. Porém, a
simulacdo do projeto considera apenas 0 acesso as variaveis de estado de posi¢des

na realimentacéo.

4.1 TEORIA DO CONTROLE COM REALIMENTACAO DAS POSICOES

Dada a equacao em espaco de estado de um sistema linear invariante no tempo
em (51):
x(t) = Ax(t) + Bu(t),  x(t) =[d@©)T d@©)T]", (51)
em que x(t) € R", d(t) € R9, u(t) e R™, A € R™" e B € R™™, sendo n = 2q.
Para projetar o controlador, observa-se a lei de controle (52):

d(e)
u(t) = —[Ky K, Ks]|d(®)|, (52)
u(t)

em que d(t) é o vetor de estado das posicbes e d(t) é o vetor de estado das
velocidades, considerados disponiveis no sistema. Os termos K; € R™*4, K, € R™*4
e K; € R™™ sdao os ganhos do controlador. O sistema de malha fechada é

representado por:

ti(t) = (Atp - BtpKtp)xtp(t), (53)
d(t) p 5 Ogxm
X = [dO [ A = [ o™ |, Bep = |Ogrn|, (54)
mxn mxm
u(t) mxm
Ktp =[K1 K, Kzl (55)

Dado o sistema em malha fechada, o seguinte teorema é proposto.
Teorema 3 - Se a planta (4,B) apresentada em (51) for controlavel, entdo a nova
planta (4;,,B.,) apresentada em (53) e (54) também sera controlavel (Esteves et al.,

2022).

Demonstracéo:
Analisando a matriz de controlabilidade do sistema aumentado (52), tem-se:

(C:[Btp ApBy A?;m-lBtp], (56)
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0 B AB ' A™'B A"B ' Avmlp
C= : 57
Define-se duas novas matrizes, C, e C,, como
C,=[B AB .. A" 'B], C,=[A"B ... A™™1B]. (58)
Logo, a matriz C pode ser escrita da seguinte maneira:
_[0 G (Ca]
€= [Im 0o of (59)

sendo que C, € R*(mm) tem posto n, pois a planta original é controlavel. Assim, como

C € Rrmx(ntm)m 4 partir de (58) nota-se que:

0 C, C 0 1 C,cCT+cCc,Cct 0
T _ p a T I A ) a“a
CC _[1 K O] C, 0 _[ 0 ; (60)
cr o
a

Como o posto de C, € igual a n e C, € R entdo C,Cl > 0. Além disso,

C,CY = 0 paratodo C, € Rm* Tem-se, entdo:

C,Ch + C,CF

(C(CT=[
0

I?n] > 0. (61)

Desta forma, € € R+m*®+rm)m tem posto igual a (n + m) e (Agp, Brp) €

controlavel. Entdo, é provado que a controlabilidade da planta aumentada € mantida.

Tendo o vetor de estados x,,(t) disponivel, o ganho K, € projetado para garantir
gue o sistema realimentado (48) apresente desempenho adequado utilizando técnicas
baseadas em LMIs e considerando varios indices de desempenho, como robustez,
regido de operacdo, taxa de decaimento, entre outros. Considere dado K., =
(K1 K, K3] € R™@m) (g gue o sistema de controle apresente um desempenho
adequado. A condicao inicial u(0) pode ser especificada se necessario e a lei de

controle projetada (52) pode ser representada por:

fotit(t)dt = u(t) — u(0)
= [[[~K:d(t) — K,d(t) — Kau(t)]dt
= fot[_Kld(t) — Kzu(t)]dt + fot[—sz(t)]dt
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= [[[~K;d() — Ksu(®)ldt — K,[d(t) — d(0)].  (62)
Define-se uma nova fungéo z(t):
z(t) = u(t) + K,d(t). (63)
Utilizando-se (62) e (63), tem-se:

2(t) = [[[-K,d(t) — Ksu(t)]dt + u(0) + K,d(0), (64)
2(0) = u(0) + K,d(0). (65)

Com (63)-(65), tem-se a lei de controle (52) como:

z(t) = —K;d(t) — Ksu(t), (66)
u(t) = z(t) — K,d(t), (67)
z(0) = u(0) + K,d(0). (68)

Substituindo (67) em (66):

z(t) = (=K + K3K;)d(t) — K3z(0). (69)

A lei de controle (67) ndo depende do vetor de velocidades d(t), é formada
apenas com a realimentagéo do vetor de posic¢oes d(t) e do sinal z(t).
A Figura 5 apresenta o diagrama de blocos do sistema descrito nas equacdes (51)

e (52), enquanto na Figura 6 o sistema € descrito por (51) e (67)-(69).

Figura 5 — Diagrama de blocos do sistema com acesso as variaveis das posicoes e
das velocidades.

u(0)

|
: 1d(t)
T u(t) E: x(t) = Aécg(tj); Bu(t), id(t) ‘
| x(®) =[d@®)T d@®)T]” ! ]
N |
K;
K d(t) K

Fonte: Esteves et al. (2022).
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O sistema descrito pela Figura 5 possui uma desvantagem do uso do integrador
para geral o sinal de controle u(t), que pode dificultar em obter certos indices de
desempenho devido ao u(t) poder ser visto como area do sinal na entrada do

integrador adicionada a condic¢&o inicial u(0).

Figura 6 — Diagrama de blocos do sistema com acesso apenas as variaveis de
estado das posicoes.

: Sistemas Mecanicos
lz(O) :

: Z(t) f C z

d(t)
d(t)

onde

x(@®) =[d@®)T d®T"

[
[
[
x(t) = Ax(t) + Bu(t), |
|
[

K3z(t)

LW K;

(K1 — K3K5)d(¢)

(K1 — K3K3) |

Fonte: Esteves et al. (2022).

Especificando u(0) como demonstra o sistema da Figura 6, se u(0) = —K,d(0)
entdo z(0) = u(0) + K,d(0) = 0. Desta forma, a condic¢do inicial diferente de zero que
influencia no sistema é x(0) = [d(0)T d(0)7]".

O sistema proposto € uma boa opcéo para o projeto de realimentacao de estados
de ordem completa para plantas mecanicas com parametros incertos, nao sendo
necessario estimar as velocidades das plantas. Além de ser mais barato, por apenas
precisar medir as posi¢oes.

No caso de um sistema composto por mais vetores de estados além dos vetores
de posicbes e de velocidades (n # 2q), 0 sistema proposto na Figura 6 também é
aplicavel.

Para o sistema do Helicoptero tem-se um diagrama de blocos com uma
peculiaridade devido as duas variaveis artificiais de rastreamento da elevacao e do
deslocamento (39) e (40). A Figura 7 apresenta o diagrama de blocos do circuito do

helicéptero.
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Figura 7 — Diagrama de blocos do sistema do Helicoptero de Bancada 3-DOF com

acesso apenas as variaveis de estado das posicoes.

: Helicéptero 3-DOF |
|

z(0) I dit) =[et AT
; O | x@) = Ax(t) + Bu(t), [t - )
-5 O ©. 20 ): onde vl =[eed)”
_ _ o x@®=[d®" 47" |1
1
Lo ______. l
Ksz(t) K. Kad(t) X,
(K1 — K3K3)d(t)
(K1 — K3K3)
Kintderro () derro @®) = [f Y]T 2\ dint(t) = [e A]T 1 0 O
t J * b o 4

Kint
\]jeﬁnt = [gref Aref]

Fonte: Préprio autor.

Para esse sistema, z(t) possui um termo a mais representando as variaveis de
rastreamento.
Z(t) = _Kintderro (t) - (Kl - K3K2)d(t) - K3Z(t)- (70)
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5 RESULTADOS

Neste capitulo serdo apresentados os resultados da simulacdo do sistema, através
do codigo escrito no software MatLab presente no Anexo A e do circuito do Simulink
presente no Anexo B. Utilizando o solver SeDuMi com a toolbox YALMIP para resolver

as LMIs (32), (35), (36) e (37), com parametros a = 1,2, r = 1,5, 6 =§ , 4 =533,

obtendo assim tais ganhos do controlador:

K=[K1 Kz Kint Ks] (71)
. _[603682 413854 —20,8717 72
17 (86,2395 —580760 29,0081
. _ [624064 22,4925 —357910 73
2= 891515 —31,7308 49,9781
231027 —52110
Kint = [33,0035  7,2099 (74)
6,4926 —0,0142
K3_[—1,8280 6,4661 (75)
,_[603682 413854 —208717 624064 22,4925 —357910
= 86,2395 —58,0760 29,0081 891515 —31,7308 49,9781
231027 —52110 64926 —0,9142 76)

33,0035 7,2099 -—1,8280 6,4661

A Figura 8 seguir apresenta o grafico dos trés estado sistema, onde verifica-se
seus comportamentos durante a simulacédo. Também foi apontado 0 momento da falha
no motor traseiro em t = 23 s, apesar de nado ser visivel alteracdes significativas nas
curvas na simulacdo. Apesar do angulo de elevacao inicial do helicoptero ser -27,5°
guando esta em repouso sobre a bancada e chegar a 0° quando se encontra paralelo
ao eixo horizontal, ndo foi possivel aplicar esses valores na simulag&o. Entdo o angulo
de elevacao inicia-se em 0° e chega a 27,5°, representando o comportamento desse
grau de liberdade do helicéptero. Na Figura 9 se apresenta o grafico da curva do sinal

de controle dos motores do helicdptero.
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Figura 8 — Angulos de elevacéo, arfagem e deslocamento do sistema na simulaco.
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Fonte: Préprio autor.
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Figura 9 — Sinal de controle dos motores do Helicoptero.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Durante o desenvolvimento desse trabalho foram estudadas diversas ferramentas
matematicas, como representacao de um sistema com espaco de estados, teoria das
LMIs, critério de estabilidade de Lyapunov, sistemas lineares invariantes no tempo
com incertezas, teoria do controle robusto, teoria da D-estabilidade. Também foi
necessario o estudo do Helicoptero de Bancada 3-DOF.

Com o uso dessas ferramentas foi possivel projetar um controlador que assegurasse
a estabilidade do sistema, o qual possui uma incerteza em uma das matrizes de
entrada devido a queda de 30% de poténcia no motor traseiro. Apesar do sistema
contar apenas com realimentacdo das posi¢cdes, o controlador projetado apresenta
resultados satisfatérios na simulacao, vistos nas curvas de elevacao, deslocamento e
arfagem da Figura 8. Sendo assim, o sistema de realimentacdo de posicdes €

aplicavel ao Helicoptero de Bancada.

6.1 Perspectivas futuras

Como sugestao para futuros estudos sobre os tépicos desse trabalho, tem-se:

e O estudo do sistema utilizando a realimentacdo de velocidades,
podendo comparar os dois métodos;

e Aimplementacdo desta teoria no modulo do Helicoptero de Bancada,

e Estudo do sistema com mais incertezas, aumentando o numero de

vértices do politopo.
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Anexos

Anexo A — Cddigo de programacédo do projeto do controlador do Helicéptero de
Bancada 3-DOF

Q

% Helicoptero 3-DOF - Quanser
close all

clear all

clc

sParametros
% Propeller force-thrust constant found experimentally
(N/V)

Kf = 0.1188;

% Mass of the helicopter body (kg)

m h = 1.15;
% Mass of counter-weight (kg)
mw= 1.87;

\O

s Mass of front propeller assembly = motor + shield
+ propeller + body (kg)

m f=mh/ 2;

% Mass of back propeller assembly = motor + shield +
propeller + body (kg)

mb=mh/ 2;

% massa da peaas do conjunto de massa ativa (Kg)
m=0.154;
Distance between pitch pivot and each motor (m)

Lh = 7.0 * 0.0254;

Distance between elevation pivot to helicopter

body (m)
La = 26.0 * 0.0254;

% Distance between elevation pivot to counter-weight

o®

o®

(m)

Lw 18.5 * 0.0254;

% Gravitational Constant (m/s”2)

g 9.81;

Je=(m w*Lw"2)+ (m f*La”2)+(m b*La"2);
$Momento de Inercia de Deslocamento

Jt=(m w*Lw"2)+ (m £*((La”2)+(Lh"2)))+(m b*((La"2)+(Lh"2))
) ;

$Je=0.91;

sJt=Je;

sEqua es
A62=(2*m f*La-
m_w*Lw)*g/(2*m_f*LaA2+2*m_f*LhA2+m_w*LwA2);
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B41l=La*Kf/ (m w*Lw"2+2*m_ f*La"2);
B51=1/2*Kf/m f/Lh;

B42=B41;

B52=-B51;

H41 = -(m*qg)/Je;

$ ARTIGO - MANESCO, R. M.; SILVA, J. H. P.; MOREIRA, M.
R.; BUZACHERO, L. F. S.; SILVA, E. R. P. da;

% ASSUN_ 0O, E.; TEIXEIRA, M. C. M.; GALV O, R. K. H.

Estabilidade robusta Hoo de sistemas
% lineares: uma implementacdo em um helicdéptero 3-DOF de
bancada. In: CBA 2012, 19. Anais. Campina

% Grande - PB, 2012.

Al=[0 O O1 OO O O0O;000O0O1O0O0OO0;,000O0OO0O1O0®O0O;00
O0O0O0OOO0;,000O0O0OOGOTO0;0 A2 00O0O0O0T0;100©00
O 0 0;0010O0O0O0T® 0];

A2 = Al;

B1=[0 O 0 B41 B51 0 0 0; 0 0O 0 B42 B52 0 0 01"';

B2=[0 0 0 B41 B51 0 0 0; 0 O O B42*0.7 B52*0.7 0 0 01"';
5 70% de V. b

Cl=[1 0000O0O0O0;,0100O0O0O0O0O0BG,00100O0QO0QO0GQO071;
D1 = [0 O; O O; O 07

A{l} = [A1 B1; 0O O OOOOOOOT O, 0OO0OOOOOOOOG®
017

B{1} = [0 0O0OOOO0OO0OO0O10;, OOOO0OO0OO0OOOOT11";
A{2} = [A1 B2; 00O OOOOOOOTO;, OO0OOOOOOOO
017

B{2} = B{1}:;

c{l}=[1 0 0 00O0O0OO0O0O0;,010O0O0O0O0O0O0CO0,001O0O
0000 O0];
C{z2} = C{1};

H{1l} = [0 O O H41 0 0 O O O O]"';
H{Z2} = H{1l};

D{1}=[0 O0; O O; O 01,
D{2}=D{1};

G{1} =[0 O O]"';
G{2} =G{1};

r=1; % N mero de Incertezas
N=2"r; 5 N mero de vértices do politopo




% Parédmetros do Modelo

n = size(A{1l},1); % Numero de estados, que seria o
numero de linhas da matriz A

m = size(B{1},2); % Numero de entradas, que seria o
numero de colunas da matriz B

p = size(C{1l},1); % Numero de Linhas

mm = size (H{1l},2); % Numero de colunas

o)

s Programacao LMIs
alpha = 1.2; %$1.5

r = 1.5; % 2
theta = deg2rad(30);
mi = 533;

X = sdpvar(n,n);

M = sdpvar (m,n);

¢}

% Definicdo das Restricdes

for i=1:N
ILMIs = [X>=0,...
[A{1}*X-B{1i}*M+X*A{1i}"'-M"*B{1i}" H{i}
X*C{i}'-M"*D{1i}"';
H{i}' -mi*eye (mm)
G{i}';
C{i}*X-D{i}*M G{i}

-eye (p) 1<=0, ...

((A{1}*X+X*A{1i}"'-B{i}*M-
M'*B{i}"'+2*alpha*X)<=0), ...

[ -r*X A{i1}*X-B{i}*M;

X*A{i}'"'-M"*B{i}" -r*X]1<=0, ...

[sin(theta) * (A{1i}*X+X*A{1i}'"'-B{i}*M-M'*B{i}")
cos (theta) * (A{i}*X-X*A{i}'-B{1i}*M+M'"*B{i}");

cos (theta) * (X*A{i}"-A{i}*X-M"*B{i}"+B{i}*M)
sin(theta) * (A{i}*X+X*A{1i}'"'-B{i}*M-M'*B{i}"')]1<=0];
end
% Configuracdo do Solver
options = sdpsettings ('verbose',0, 'solver', 'sedumi'); %
Para ndo ficar aparecendo as coisas na tela

¢

% Resolucédo

optimize (LMIs, [],o0ptions);

% Analise da solucéo

primal = check (LMIs)

if sum(primal<0) ==

disp('Solu o Encontrada: Problema Factivel')
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M = double (M) ;
X = double (X) ;
K = M*¥inv(X) %u (t) = Kint (t)
AutoW = eig (X)

else

disp('Solucdo Nao Encontrada: Problema nao
Factivel')
end

disp ('Autovalores em Malha fechada')
autol = eig(A{1}-B{1}*K)
auto2 = eig(A{2}-B{2}*K)

disp ('Norma do controlador=")
Norma=norm (K)

% Acho que vai ficar mais intuitivo se separar os ganhos
assim, pois ficou
% parecido com a 1deila do artigo

Kl = K(:,1:3);

K2 K(:,4:0);

Kint = K(:,7:8);

K3 = K(:,9:10);

x0=[1 -0.1 -1 0 0 0 0 071

[e)

sim('TesteVoo meu'); % Simular no simulink

t=0:0.001:40;

figure (1)

plot (t,posicaol, 'Linewidth', 3);

hold on

plot (t,posicao2, 'r:', 'LineWidth', 3);
plot (t,posicao3, '"k-.", 'Linewidth', 3);

grid on;

set (gca, 'FontName', 'Arial','FontSize',18);

ylabel ('Variacdo das Posig¢des Angulares [Graus]');
xlabel ('Tempo [s]'");

legend('Elevacao', 'Arfagem', 'Deslocamento', 'Location', 'n
orthwest') ;

figure (2)

plot (t,sinal contr(:,1)+7.3, 'LineWidth', 3);

hold on

plot (t,sinal contr(:,2)+7.3, 'LineWidth', 3);
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grid on;

set (gca, 'FontName', 'Arial','FontSize',18);

ylabel ('"Acao de Controle [V]');
xlabel ('Tempo [s]');

legend ('Motor Dianteiro', "Motor
Traseiro', 'Location', "northeast')

% save controlador K1 K2 Kint K3
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Anexo B — Simulacdo do sistema Helicoptero de bancada 3-DOF da Quanser no
Simulink do MatLab

o]
-‘ W Tr{180ip) .] posicaol
f o cirien | .\’E’
[l 1y 1800gi) posicand
posigbes
Al }—'
- Matis.
Product 2
-
Matri
- Mudsphy >
Product 1
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[integr]

A 4
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