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Resumo

As equacoes diferenciais ordinarias constituem ferramenta importante na modela-
gem de alguns problemas, sejam fisicos, ecologicos, econémicos, etc. Neste trabalho
sao apresentados os resultados classicos de equagoes diferenciais ordinarias, sao realiza-
das algumas aplicagoes e finalmente é apresentada na proposta didatica para o ensino

médio em como a derivada de uma fun¢ao pode ser calculada de uma forma intuitiva.

Palavras-chave: Existéncia e Unicidade de Solucao, Sistemas Lineares, Estabilidade,
Modelos de 12 e 22 Ordem, Célculo para Ensino Médio.



Abstract

The ordinary differential equations are an important tool in the modeling of some
problems, whether of physical, ecological or ecnonomical nature. In this work the
classical results of ordinary differential equations are presented. Some of them are
made and at the end there is a didactic proposal to find a derivate function in a

intuitive way for high school students.

Keywords: Existence and Uniqueness of Solution, Linear Systems, Stability, 1st and
2nd Order Models, Calculus for High School.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre as equacoes diferenciais or-
dinarias (EDO) e algumas aplica¢bes. A abordagem foi feita de forma qualitativa,

preocupando-se em apresentar os conceitos e teoremas, todos devidamente provados.

Este trabalho é dividido em duas partes: a primeira parte abordando o estudo
de sistemas lineares de equacoes diferenciais e aplicacoes e na segunda parte duas

propostas didaticas para o profissional de matematica que leciona para o Ensino Médio.

Apobs um certo tempo de pesquisa, sobre qual tema seria abordado neste trabalho,
a escolha foi feita na seguinte premissa: toda equacao diferencial ordinaria linear de
ordem n pode ser expressa em forma de um sistema de n equagoes lineares ordinarias.

Para o estudo desse contetido, escolheu-se duas obras como base: [1, 2.

A primeira pergunta a ser respondida quando se trabalha com modelos de equacoes
diferenciais é com respeito a existéncia de solucao para tal problema e depois se tal
solucao é tnica. De inicio, faz-se uma apresentacao sobre os conceitos e elementos
que definem uma EDO para entao apresentar a demonstracao de um dos teoremas
mais importantes e que consiste na prova da existéncia e da unicidade da solugao de
problema de valor inicial (PVI). Este resultado é de extrema importancia para o estudo

dos sistemas lineares de EDO ’s.

Proximo passo é mostrar a conversao de uma EDO linear de ordem n em um
Sistema Linear de EDQO’s de n equacoes, cujo procedimento é bem simples. Tendo
entao o sistema linear em maos, o desafio nesta parte do trabalho é mostrar que o
conjunto das solugoes de um sistema de EDO’s lineares homogéneas ¢ um subespaco
vetorial permitindo entao que cada solucao possa ser escrita como combinacao linear de
elementos de uma base de n vetores linearmente independentes, ou seja, com o auxilio
da Algebra Linear, pode-se entdo aplicar o conceito de base para gerar o espaco das

solucoes do sistema linear homogéneo.

Em seguida, fez-se o estudo sobre estabilidade de uma solucao de equilibrio de

sistemas autonomos.
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Depois das apresentacoes dos conceitos basicos e tedricos, devidamente demonstra-
dos, aplica-se entao em alguns modelos cuja finalidade é visualizar situagoes-problemas.
A finalidade principal desta parte do trabalho é a aplicacao da modelagem matematica
para cada problema proposto e a apresentagao de uma resolu¢ao algébrica, utilizando
todos os conceitos apresentados inicialmente neste trabalho. Foram escolhidos 3 pro-
blemas de acordo com o grau de dificuldade na resolucao de cada um, finalizando com

um caso nao linear.

Sao duas as propostas didaticas para a ultima parte do trabalho: A proposta di-
datica pré-calculo cujo objetivo é introduzir ao aluno de Ensino Médio, conceitos de
calculos de uma forma acessivel e despretensiosa aos rigores matemaéticos focando ape-
nas em exemplos e visualizagoes da ideia intuitiva de derivada. A proposta didatica
Malthus consiste em apresentar ao aluno do Ensino Médio um contetido abordado neste
trabalho.

Todos os gréaficos, desenhos e ilustracoes desse trabalho, com excecao ao grafico
apresentado na atividade na proposta didatica Malthus que foi feito através do Ma-
tlab; foram devidamente construidos pelo autor desse trabalho através do programa

Powerpoint.

De uma forma resumida, o primeiro capitulo apresenta todos os conceitos béasicos e
introdutorios sobre as EDO’s e PVI focando principalmente nas solucoes. Através das

iteradas de Picard apresenta-se a demonstracao da existéncia e unicidade de um PVI.

No segundo capitulo serda abordado de forma qualitativa o estudo dos sistemas
lineares de EDQO’s apresentando inicialmente todos os resultados necessarios para se
comprovar de que o conjunto solucao é também um subespaco vetorial para entao

apresentar o Método dos Autovalores e Autovetores como método de resolucao.

No terceiro capitulo o conceito de estabilidade de uma solucao de equilibrio é apre-

sentado e comprovado apenas, limitando ao contetido necessério a este trabalho.

O quarto capitulo apresenta as aplicacoes de modelagem matemaética consistindo
de aplicacoes de EDQO’s lineares através do Modelo de Malthus e Verhulst; modelando
o fenomeno fisico massa-e-mola, estuda-se uma equacao linear de 2% ordem podendo
entao ser convertida um sistema linear de duas EDO’s e tambem apresenta-se um

modelo nao-linear de sistemas de EDO’s através do modelo presa e predador.

E finalmente o ultimo capitulo consiste na parte didatica deste trabalho apresen-

tando duas propostas de atividades para o Ensino Médio.



1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Para uma melhor compreensao dos sistemas de EDO, é importante apresentar toda
a base do contetddo das EDO’s, como notacoes a definicoes basicas e exemplos. Neste
capitulo, a prova da existéncia e unicidade de um PVI descrito por uma EDO sera
o foco principal para entao usar esse resultado no proximo capitulo. O estudo desse

capitulo é baseado nas referencias [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, §].

1.1 Breve Introducao as Equacoes Diferenciais

Definicao 1.1. Uma equacao diferencial € uma equacao que envolve uma funcao in-
cognita e suas derivadas. De modo geral, toda equacao que contém as derivadas ou
diferenciais de uma ou mais varidveis dependentes, em relagcao a uma ou mais va-
ridveis independentes, denominaremos como equagao diferencial (ED). Uma equa¢ao
diferencial é chamada ordinaria (EDQO) se a fung¢ao incdgnita depende de apenas uma
varidvel independente. Se a funcdo incognita depende de mais de uma varidvel in-
dependente, denomina-se como uma equagao diferencial parcial (EDP) ou equagao de

derivadas parciais.

Apesar dessa introducao abordar as equacoes diferenciais de modo geral, este tra-
balho consistird de um estudo focado exclusivamente ao universo das Equacoes Dife-
renciais Ordinarias (EDO).

A derivada de uma funcao pode ser expressa através de trés notacoes oficiais:
e Notacao %: representa a derivada da funcdo y = y(x) em relagao a x.

e Notacao y’ por apostrofos: também representa a derivada da fungao y = y(x) em

relacdo a x; notagao mais usual nas representacoes de EDO’s.

e Notacao @: representa a derivada da fun¢do = = z(t) em relacdo a variavel inde-

pendente t tempo.

e Notacao g—z: representa a derivada parcial da funcao y em relacao a x, em que y

possui mais de uma variavel independente.
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Breve Introducao as Equacoes Diferenciais

Exemplo 1.2. Alguns casos de EDO s envolvendo as notagoes citadas anteriormente:

dy

%4'31‘:2, (11)
Py (dy)’®
— =) -5y =0. 1.2
dx? (dx) 4 (12)

v =u+v—>5cost., 000000

Pode-se escrever o sistema de equagoes diferenciais (1.3) na seguinte forma matricial:

Het II]
L

0 3 [ 5t
) 1] e b(t) = ] em que b: R — R2 obtém-se

—Hcost
um sistema de EDQO’s da seguinte forma:

{u=3u—w
(1.3)

v (Y

sexz[“ =] a

X = AX +b(t).
Mais alguns exemplos de EDO:
Y +y-2x=0,
2y" + 3y - x%y = 5y.
Serao usadas as notacoes y', y”, y"’ para representar a derivada de ordem um, dois

dn
e trés respectivamente. Genericamente a notacao y™ ou ﬁ representa a derivada de

y de ordem n. Como exemplos, temos:

y® =2y +1,

pZ Ty, (1.4)

1.1.1 Classificando as Equacoes Diferenciais Ordinarias

Define-se a ordem de uma EDO como sendo a ordem da mais alta derivada que
aparece na equagao diferencial. Verifica-se que a ordem da equagao (1.1) é de primeira
ordem (ou ordem um); analisando a equagao (1.2) nota-se que apesar de % estar elevado
ao cubo, a ordem da equacao sera dois caracterizando assim uma equacao diferencial
de segunda ordem.

A seguir, alguns tipos especificos de EDO’s.
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Equagoes Diferenciais Ordinarias Lineares

Toda equacao diferencial do tipo

dny n—ly dy
an(a:)%+an,1 (x)W+...+a1 (x)%+ag(x)y:f(x),

serd classificada como equacao diferencial ordinaria linear de ordem n.

As duas principais caracteristicas das equacoes diferenciais ordinarias lineares sao:

i. A funcao incognita e todas as suas derivadas sao do primeiro grau; isto é, a

poténcia de cada termo envolvendo a funcao incognita é um.
ii. Os coeficientes da equacao depende exclusivamente da varidvel independente.
Toda equacao que nao é linear é chamada de nao-linear.

Exemplo 1.3.

y' -2y -y =0, (1.5)
x2%+2x2%—5x3—z—7y:62‘”, (1.6)
y%Jer:O’ (1.7)

% —y*=0. (1.8)

As equagoes (1.5) e (1.6) sao equagbes diferenciais ordinarias lineares de segunda
e terceira ordem, respectivamente. As equacoes (1.7) e (1.8) sdo equagoes diferenciais
ordinarias nao lineares de primeira e segunda ordem respectivamente. Note que a
condicao da variavel dependente ser um coeficiente da equacao (1.7) enquanto na (1.8)
a variavel dependente possui expoente diferente de um, faz com que estas equacoes nao

se enquadrem nas condigoes de EDQO’s lineares.

Equacgoes Diferenciais Homogéneas

Toda equacao diferencial que pode ser escrita na forma

i/ (2)
- _flZ 1.9
ol b (1.9)
é chamada de equacao diferencial homogénea. Por exemplo, a equacao

dy 2?+zy+y?
de x2

¢ homogénea, pois pode ser escrita da forma

Uma equacao diferencial é nao-homogénea se nao for possivel expressar a equacao

diferencial na forma (1.9).
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Equacgoes Diferenciais Auténomas

Uma equacao diferencial é auténoma se a funcao f depende apenas da varidvel

dependente, isto é, toda equacao diferencial auténoma é do tipo

%:f(y)

A equacao diferencial sera identificada como nao-auténoma caso a funcao f dependa

também da variavel independente.

1.1.2 Solugoes para EDO’s

Considere f:Q c R xR” - R” com () aberto. Uma equacgao diferencial ordinéria

de 12 ordem seré representada por

dx
— = 1(t.). (1.10)

Definicao 1.4. Qualquer funcao & = Z(t) definida em algum intervalo I, que quando

d
substituida na equacao diferencial, isto é, d—f(t) = f(t,z(t))Vt € I, é chamada de

solugdo de (1.10) no intervalo I.

Exemplo 1.5. A seguir alguns exemplos de solugoes de equagoes diferenciais:

Equacao diferencial: 2y +y =0,

a)

z
2.

Uma solucao : y=e"

Para verificar que de fato y é solucao, deriva-se a funcao em relacao a x:

y=e2(-3).

d ‘
b) Equacao diferencial: ﬁ -2y = e3%,
Uma solugao : y = e3% + 10e2*.

De fato:

d—i = 3e3% + 20e2*,

Assim:

d

d_y -2y = [3e3% + 20e%*] - 2 (3% + 10e2?) = 33 + 20e27 — 2e3¢ — 20e2* = 32,

x

Equacao diferencial: 3" -6y’ + 13y = 0.
Uma solugao : y = e3% cos 2.
De fato:
y' =e3*(3cos2x —2sen2x)), e
y" = e3*(5cos 2z — 12sen 2z).
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Assim:
y'" — 6y’ + 13y = 37 (5 cos 2x — 12sen 2x) — 637 (3 cos 2x — 2sen 2x) + 13e3* cos 2 =

5e3% cos 22 — 12e3% sen 22 — 18€3® cos 2x + 12e3% sen 2 + 13e3% cos 2z = 0.

1.2 Problema de Valor Inicial

Um problema de valor inicial (PVI) consiste em uma equagao diferencial, junta-
mente com condicgoes iniciais impostas a fungao incognita e suas derivadas, desde que
essas condicoes iniciais sejam restritas a um mesmo valor fixado da varidvel indepen-
dente.

Abordando apenas o conjunto das equacoes diferenciais de primeira ordem, temos:

dy
%—f(x,y)

sujeita a condicao inicial y (xg) = 1o em que zo € um nimero em algum intervalo I e yq
é um elemento de R".

Também pode-se definir um problema de valor inicial quando depara-se com a

situacgao:
resolva a equacao
dy
= fry) (1.11)
que satisfaca
y (zo) = o (1.12)

A solugdo de um PVI possibilita visualizar uma de varias solugoes da EDO ou
seja, geometricamente falando esta solucao estd contida numa colecao de fungoes que
satisfaz a equagao diferencial em algum intervalo I contendo a condicao inicial xg.

Para que a EDO admita uma solugao, esta devera satisfazer algumas condicoes para
comprovar sua existéncia e sua unicidade. Este contetido serd abordado na préxima

secao.

1.3 Existéncia e Unicidade de Solucao de EDO de Pri-

meira Ordem

Nesta secao sera provada a existéncia para o caso escalar.

Supondo que f seja continua numa regiao D € R? e que (xg,%0) seja um ponto
arbitrario de D, resolver um problema de valor inicial envolvendo equagoes diferenciais
de primeira ordem é equivalente a determinar uma fungao continua y(z) definida em

algum intervalo I contendo xg, tal que y(x) satisfaca a seguinte equagao integral:

vy =w+ [ () (113)



Existéncia e Unicidade de Solu¢ao de EDO de Primeira Ordem

17

Partindo do PVI (1.11) (1.12) e integrando ambos os lados, usando o Teorema
Fundamental do Célculo, chega-se a equacao integral desejada. O préximo passo serd
buscar a solu¢ao da equagao integral através da construcao de uma sequéncia de fungoes
que convergem para a solugdo y(x) tdo desejada, conseguindo desta forma, recursos

necessarios para provar que y(x) existe e é nica.

1.3.1 Iteradas de Picard

Antes de iniciar a demonstracao do teorema central desta secao, é pertinente en-
tender o raciocinio de Picard que o levou a demonstracao do teorema. Nessa subsecao
apenas destaca-se as iteradas através de um exemplo de facil visualizacao e compreen-
sao para que o leitor possa perceber o método.

Por exemplo, a partir do PVTI:
y' = ky,
y(0) = 1.
Neste caso, f(z,y) = ky, yo = 1 e 2o = 0 deseja-se encontrar uma sequéncia de fungoes

(yn), tal que
yn() =yo+f0xf(t,yn_1(t))dt (1.14)
em que
[t yn-1) = kyn-1.

Percebe-se que para cada iterada, gera-se um termo y,, em funcao de y,,_1. Observe:
@) =yo+ [ Ity

:1+/ kdt,
0

=1+kx.

y2(x) =yo+foxf(t,y1(t))dt,
_ 1+/:k(1+kt)dt,

=1+[xk:dt+ka:2tdt,
0 0

(kx)?

=1+kx+
2!
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w(@) =yo+ [ It
T 2
=1+ / k(1 +kt + (kt) )dt,
0 2!
T T T 342
R A R e
0 0 o 2!
2 3
=1+kx+ (kz) + (kz) .
2! 3!
Generalizando, tem-se:
~ (kx)?  (kx)3 (kx)m
yn(:v)—1+k::v+T+T+...+T. (1.15)
Substituindo kz por uma variavel z, (1.15) pode ser escrita como:
22 28 2"
yn(w):1+z+§+§+...+ﬁ,

logo, identificando-se como uma Série de Taylor, tem-se:

lim y,,(2) = €7,

lim v, (z) = e=.

Note que o limite da sequéncia (y,) dada pelas iteradas de Picard é solugao do PVI

proposto. pois y'(x) = ke = ky(z) e y(0) = 1.

1.3.2 Prova dos Resultados

Nesta subsecao serao apresentadas as provas dos resultados baseadas na referéncia

[1].
O lema apresentado a seguir sera a base para a demonstracao do teorema principal

desta secao.
Lema 1.6. Sejam a e b numeros reais positivos, onde R € o retdngulo: to <t <tg+ q,
|y —yo|<b, tal que RCR? e M = (mz)u%| f(t,y) | em que o = min (a, ). Entao:
t,y)e
| yn(t) —yo [< M(t-10) (1.16)
para to <t <to+a, em que y, € dada por (1.14)

Resumidamente, a ideia principal deste lema é mostrar que cada funcao da sequéncia
(yn) esta contida no retangulo proposto pelo Lema 1.6, ou seja, mostrar que y, é

uniformemente limitada, n € N. A partir de (1.16) observa-se que:

yO—M(t—tQ)Synﬁyo-i‘M(t—to) VtE[tQ,tQ-FOé].

Portanto, toda fun¢do da sequéncia (y,) estd contida na regido limitada entre as

retas y = yo— M (t —tg) e y =yo + M(t —tp), conforme a Figura 1.1
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(ty. 3, +b) (ty. 3o +b)

(t, +a.y,) < (&, +a,yy)

k ! —s e ! >

Figura 1.1: Para I € [to—a,to+a] e I€[to— &, to+ 1]

Demonstracao: Prova-se usando o processo de indugao em n. Para n =0 a desigual-
dade (1.16) é satisfeita. Considerando verdadeira a hipotese sobre n em (1.16), tem-se

que é verdadeira também para n + 1. De fato:

t
|yn+1 - yO‘ = ‘[ f(S,yn)dS
0

para todo ty <t <ty + . [ ]

O préximo objetivo é mostrar que a sequéncia dada pelas iteradas de Picard con-

verge no intervalo £ty <t <ty + a, se % existir e for continua no retangulo R.

Teorema 1.7. Sejam f e % continuas no retingulo R :tog <t <tg+a,|y—1yo [< b tal

que RSR? ¢ M = m?>§%| f(t,y) |, em que a = min (a, %) Entao, o problema de valor
t,y)e

inicial y' = f(t,y), y(to) = yo tem pelo menos uma solugao y(t) definida no intervalo

to <t <ty + .

Demonstragao: Observe que y,(t) pode ser escrita da seguinte forma:

Yn(t) = yo(t) + [y1(t) = yo(t) ] + [y2(t) =y ()] + [ys(t) =y (t) ]+ + [yn(t) = ynu-1()].

A sequéncia (y,) convergira somente se a série infinita

Yo(t) + [y1(t) = yo(t) ]+ [y2(t) =y (t) ] + [y3(£) =y (t) ] + - + [yn(t) = yna (t) ] + -+ (1.17)

for convergente. Para provar que a sequéncia infinita (y,,) converge, basta mostrar que:

2 | Yn(t) = Yn-1(1) |< o0. (1.18)

Inicia-se observando o seguinte:

[ (8) = o () | = ‘ [ )= £ a2
< [ S5 yn) — F(502) | ds
- [ L0 19049) - o) s

to Yy
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pelo Teorema do Valor Médio aplicado & segunda componente, existe u(t) entre a regiao

limitada pelas curvas y,_1 € y,_2, tal que

£ (5, 4n-1(5)) = £ (5, yn-2(5))| €

) [PE ]
Yy

Segue imediatamente do Lema 1.6 que todos os pontos (s,u(s)) pertencem ao

retangulo R para ty < s <t+ . Segue que

t
|yn(t)_yn—1(t) |SL\/t |yn—1(s)_yn—2(s) |d37 toStSto-l'Ol, (119)
0
onde o
L = max [—(t, ‘
(ty)eR 8y( v)

Para n =2 em (1.19) tem-se:

t t LM (t—-t9)?
) -0 01 L[ () o lds< L [ a(snpyas = PLEZ
0 0
Para n = 3, tem-se:
¢ LM(s—t L2M(t—t9)3
| y3(t) — y2() |< L[ | y2(s) y1(8)|d8<Lf ( 0)? ds = (3‘ 0) :
. !

Agora, supondo que a desigualdade é valida para n, isto é,
Ln—lM(t - to)n
n!

| Yn(t) = yn-1(t) [< : (1.20)

prova-se a validade da mesma para n + 1, ou seja,

L”M(t _ to)n+1
(n+1)!

| Yna1(t) —yn(t) I
E imediato, pois:

[t =5 <L [ 1a(5) = pas() ds < L [
_LnM(t- t)"+1
(n+1)! 7

¢ Lo 1M(s—t0)

ds =

para todo ty <t <ty + .

Portanto, tem-se:

2 [ 9n (1) =50 () [ =[91(t) = go [ + [ y2(t) + w1 () |+ + [yn(t) = yn-a | +--

_ 2 2(+ _ 3 n-1(+ _ n
ML(t=to)>  MIAt=t)®  ML"Mt-to)"

< M(t—to) +
2 3! n!
_ 2 2(+ _ 3 n-1(+ _ n
Mgy 2 MEC 1) MIXC 1) M= to)
2 3! n!
M

L2(t—t0)2 L3(t—t0)3 Ln(t_to)n
=7 [L(t—to) + 5 + T L TR ]

M [L(t-to)]”  [L(t-to)]’ [L(t-t0)]"
-T[L(t—to)Jr 5 + 30 L ]
M

= f(e(t_tO)L - 1)
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para todo ty <t <ty +a.

Desta forma, foi possivel mostrar que a série é convergente e, desse modo, as iteradas
de Picard convergem para todo ¢ pertencente ao intervalo [tg, tg+a]. De forma analoga,
mostra-se que a sequéncia (y,(t)) converge para todo ¢t tomado no intervalo [ty -, p].

O limite da sequéncia (y,(t)) serd indicado por y(t).

Prosseguindo, ainda falta mostrar que o limite da sequéncia (y,(t)) sera solugao
do problema de valor inicial (1.13). Retomando a recorréncia das iteradas de Picard

tém-se a equagao:
t
Bor(®) =p0+ [ J(5.9u())ds.
0

Tomando os limites em ambos os lados, temos:

t
Y g () = iy + [ /(5. 9a(s))ds]

o0 =+ i [ [ £(s.pu(5))is]. (121

Logo, para provar que a equagao (1.21) satisfaz (1.13), basta mostrar que:

S sty = lim | [ p(s.n(s)ds] (1.22)

to

Assim, provar (1.22) equivale a mostrar que a diferenga abaixo

’/:f(s’y(s))ds_[:f(b“,yn(S))ds

tende a zero quando n tende ao infinito. Sabemos que y(¢) é o limite de fun¢oes y,(t)

cujos graficos estao em R, logo o grafico de y(t) também esta contido em R, portanto:

<

‘ftotf(s,y(s))dS—[Otf(s,yn(g))ds
< '/tot|f(5,y(5))ds—f(s,yn(s))|ds < Lftot | y(s) - ya(s) | ds

onde L foi definido nas condigoes da equacao (1.19). Voltando a sequéncia (y,(t))

temos:
y(s) :?/0+;|yi(3) ~yi-1(s) | (1.23)
Yn(s) :y0+§;|yi(3)_yi—l(3) | (1.24)

Subtraindo a equagao (1.24) de (1.23) obtemos:

§(5) — yuls) = i [ (5) = s (3) | Z | (5) — yea(5) |

5(5) ~ yu(s) = z 3:(8) =51 () [+ 3 [ 25(5) = ia (5) | Z :(5) ~ i (s) |

i=n+1
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u(8) - () = 3 10i(s) ~ yia () |

i=n+1

Por consequéncia a (1.20) tem-se

ly(s) —yn(s) |< M Z Ii- 1 (s Z!to)

i=n+1

PORETE-E) O

i=n+1

(1.25)

Manipulando as seguintes desigualdades, tem-se:

‘ft:f(sa?/(s))ds—ftotf(s,yn(s))ds <
<L[|y(8) Yn(s) | ds <Lf ZLI to)

n+1

entao:

ft:f(s,y(s))ds—[ f(s,yn(s))ds| < M Z / Ll tﬂ) ds < M Z Ll(oz) / s

i=n+1 i=n+1

°°L < Mo Z(L04)

i=n+1 ‘ 1=n+1

= M(t - to) (1.26)

Observa-se que o tltimo membro da desigualdade (1.26) consiste no resto do desenvol-
vimento (convergente) em série de Taylor de el®. Note que quando n tende ao infinito,

a soma em (1.26) tende a zero; portanto,

/totf(S,y(s))ds:%ijgo [_/t:f(sayn(S))ds]

e y(t) satisfaz o PVI (1.13).
Resta provar que y(t) é continua, isto é, para todo 0 > 0 existe um 7 >0 com 0 e 7
reais tal que
|ly(t+h)-y(t)|<d se |hl|<n.

Apesar de nao conseguir uma forma explicita de y(¢), uma alternativa é usar o seguinte

recurso: toma-se um N suficientemente grande e escreve-se y(t) assim
y(t+h) =yt +h)—y(t) +yt) —yn(t+h) +yn(t+h) —yn(t) +yn(t) =
y(t+h)—yt) =yt +h)—yn(t+h)+yn(t+h)-yn(t) +yn(t) -y(t) =
ly(t+h)—y@) =yt +h) —yn(+h) +yn(t+h) —yn(t) +yn(t) - y(t) |
Desse modo,
|y(t+h) —y(t) |<|y(t+h) —yn(t+h) [+ yn(t+Dh) —yn(t) |+ yn(t) —y(t)|. (1.27)

Dado um ¢,toma-se um N suficientemente grande tal que

Mo (kL) 0
L i=N+1 il 3
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Retomando a relagao (1.25), obtém-se

e h) -~y <2 e (D) -y I< 2

para t e h suficientemente pequeno.
A funcao yn () é continua pois foi construida por N interagoes de fungoes continuas,
assim dado 0 > 0 existe 7 tal que

J
lyv(t+h)—yn(t)[<5,  para  [hl<n.
Substituindo em (1.27) tem-se:

=0

Wl ™

4]
+ -+
3

Wl >

ly(t+h)—y(t) |<
para | h |< n, portanto, y(t) é continua. (]

Com todos os passos acima ja é possivel considerar y(¢) uma solugdo da equacao
integral (1.13), implicando que y(t) também sera solugao de (1.11) e (1.12)

O que resta ainda verificar é se a solu¢ao y(t) é tnica no intervalo [tg,to + a].

A prova do proximo teorema ird encerrar essa secao, mostrando a unicidade da
solucao do PVI dado.

Teorema 1.8. Sejam f e g—£ continuas no retdngulo R :tg <t <to+a,|y—yo |<b tal

que R cR2. Calculemos M = (mz)n%\ f(t,y)| e seja a =min(a, ). Entio, o problema
t,y)e

de valor inicial (1.11) e (1.12) tem uma dnica solugdo y(t) no intervalo to <t <to+ .

Demonstracao: O Teorema 1.7 garante que existe pelo menos uma solucao em R.
Seja z(t) outra solugao alem de y(t) do PVI proposto pelo Teorema 1.8. Entao:

s =+ [ JusDis e A0 =yo+ [ fs.5(5))is
Subtraindo as duas equacoes, tem-se:
w00 = [ s [ fs.2()ds

Tomando o valor absoluto em ambos membros:

020 | [ fstoas - [ 1652

to

Como y(t) e z(t) sdo solugoes de uma equagao que satisfaz o Teorema 1.7, obtém-se a
desigualdade:

<

0= | [ 1o [ soseas

tO
t
< f
tO

f(s,y(s))ds = f(s,2(s))

ds < L/: Ly(s) - 2(s) | ds, (1.28)
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onde L é como na prova do Teorema 1.7. Por conveniéncia, toma-se a funcao definida

por:
U(t) = [ | y(s) — 2(s) | ds. (1.29)

E de imediato:
U(ty) =0

U(t) 20, Vt>t. (1.30)

Além disso, U(t) é derivavel pois U’(t) =| y(t) — z(y) |. Portanto pode-se escrever a
desigualdade (1.28) da seguinte forma:

U'(t)-L-U(t) <0,
multiplicando ambos os lados pelo fator integrante positivo e~ tem-se:
e MU (t)-L-U(t)] <0
[eEt-U(t)] <0.
Integrando ambos os lados no intervalo de 0 a ¢ obtém-se:

e M. U(t) <0. (1.31)

Da desigualdade (1.31) e como o fator e=** sempre é positivo para todo t real, segue
que:
U(t) <0. (1.32)

Das desigualdades (1.30) e (1.32) conclui-se que:
U(t)=0
para todo ty <t < to + . Entdo, por (1.29) obtém-se a igualdade:
y(t) = z(t), Yt e [to, to + ]

comprovando que a solugao do PVI (1.11) e (1.12) é tnica. ]



2 Sistemas de Equacoes Diferenciais

Todo o contetido necessario para mostrar que o conjunto solu¢ao de uma EDO
linear e homogénea de grau n é um subespaco vetorial serd apresentado conforme a
referéncia [1]. Alguns resultados ndo serdo demonstrados pelo fato de ndo se adequarem
ao escolpo do texto. Neste capitulo, as referéncias [2, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12] também
foram utilizadas.

Os sistemas de equacoes diferenciais sao constituidos por um conjunto finito de

equacoes diferenciais de primeira ordem , isto é:

1(t) = filt,zr, o 20)
Jig(t) = fg(t,.rl,"',l’n) (21)

In(t) :fn(t7$17”'7$n)
Uma solugao de (2.1) pode ser representada pela matriz coluna X composta por n
funcoes:
1 (1)
t
xm =" (2:2)
wn(t)

dx; )
tais que % = fi(t,x1, 29, 2,),j = 1,2,

2.1 Sistemas Homogéneos e Nao Homogéneos

Além das equagoes diferenciais do sistema (2.1), comumente impoem-se condigoes
iniciais sobre as fun¢oes solucoes em um certo valor inicial obtendo entao um problema
de valor inicial.

Pode-se também converter uma equacao diferencial linear de ordem n num sistema

de n equacoes de primeira ordem. A seguir, alguns exemplos:

Exemplo 2.1. Seja o PVI dado por:

’y

) +P(t) +q(t)y=0; y(to) =vo, ¥'(to) =y (2.3)

25



Sistemas Homogéneos e Nao Homogéneos 26

Note que a equagao em (2.3) pode ser transformada, por uma mudanca de variavel

em um sistema de 1? ordem, considerando as variaveis z(t) e zo(t):
w1(t) = y(1),
z2(t) =y (1),

tem-se que

{Jfl(t) = xo(t)
Za(t) = —p(t)xa(t) — q(t)a1 ()

Considerando X (t) = (x1(t), z2(t)) pode-se reescrever o sistema na forma:
xil(t) | o IR ENQ) . (2.4)
Zo(t) | | =a(t) —p(0)] [22(t)

- _ 0 1 ] l‘l(t)
L) [—qa) —p(w] Lm]’

e a equacao em (2.3) pode ser escrita na forma:

Assim:

X (1) = f(t, (21,22)).

Neste caso f(t,(x1,22)) possui o seguinte formato:

f(@, (21, 22)) = A(t) - X(2).

Escrevendo (2.4) na forma
X(t) = A()X (),

a solugao da equagao (2.3) pode ser obtida resolvendo o sistema de EDO’s obtido em
(2.4).

Exemplo 2.2. Com o mesmo raciocinio para a seguinte EDO de terceira ordem:

&y

e} p(t)

O 0y =)

pode-se escrever essa equacao diferencial de 3* ordem na seguinte forma de sistema:

a1 (t) 0 1 0 21 (t) 0
L= 0 0 1 ||w@)]|+] 0
P3(t)] [-a() -pt) -r@®)] lzs(®)] [s(D)

Generalizando para uma EDO linear de ordem n expressa na forma:

dn

Ty, e W (1) = (1) (5)
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e tomando as seguintes igualdades:
y(t) = xi(1)
dy
- — t
th 5 (t)
d*y
az = "0
dn—ly
g = )
pode-se escrever a equagao (2.5) na seguinte forma matricial:
[ ] [ o 1 ... 0 0 [z ] [o]
To(t) 0 0 0 0 xo(t) 0
23(t) _ : : : : . w3(t) N 0 (2.6)
: 0 0 .. 1 0 : : '
l"n_l(t) 0 0 ‘e 0 1 I‘n_l(t) 0
| () | [m () —pe(®) o g (t) —pa(8)] [ aa(t) | |s(D))

Portanto, a equagao (2.5) foi reescrita na forma de um sistema de EDO’s obtendo

a equacao matricial da forma:

X(t) = A(t) X (t) +b(t), (2.7)

com A(t) uma funcdo matricial definida conforme a EDO que a originou e b(¢) um
vetor coluna. Note que a solugdo é um vetor coluna X(t). Observe que a funcao
matricial A(t) quadrada de ordem n obedece o padrao de que a tultima linha sempre
sera composta por todas as funcgoes p; e o outros elementos seriam compostos por 0 ou
1.

O proximo proposito é mostrar que um PVI da forma (2.7) com uma condi¢ao

inicial Xy = X (¢y) admitird uma tnica solugao.

Teorema 2.3. Para todo (tg, Xo) € I x ), tal que I c R e Q c R*, existe uma tnica
solugao o(t) = p(t) de (2.7) definida em I tal que @(ty) = Xo.

Demonstracao: A prova a seguir obedecerd o método das aproximagoes sucessivas
conforme foi visto na prova do Teorema 1.7. Seja a sequéncia de fungoes (; )iy cons-

truida da seguinte maneira:

©o = Xo
Pi(t) = Xo+ [ TA(s)pia(s) + b(s) Jds

to

(2.8)

Para qualquer intervalo compacto [a,b] c I, a sequéncia (¢;);n converge uniforme-

mente em [a,b] para uma solucao de (2.7). De fato, sejam:

K =sup{[A(s)[;s € [a,b]} e
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¢ = sup{lp1(s) - wo(s)ls s € [a,b]}.

Nota-se que:

)10 =] [ 469 - ule)as

t
< [ 1AG)#1(s) - o) | ds <
0
t
< f Keds=Ke(t-t9) < Kel|t-to].
to
Usando esta tultima desigualdade, obtém-se

Iso:s(t)—m(t)|=‘ [ A a5 - e (sDis| < [ 1AG) () - 1(s) | ds <

t K2c(t-t9)? K2?c|t—ty
S/ K?c|s—ty| ds= e(t = to) = cl 0|.
to 2' 2'

Generalizando: Krelt—to|
clt—to|"
[P (t) = pu(t) [€ ——F——

Por inducao, suponha o resultado verdadeiro para n e prova-se para n + 1:

(2.9)

[na(®)= 20| [ A6 00 = 05| < [ 1A (0= ) [

Pela hipotese de inducao 2.9 segue que

t KTH'IC(S _ to)n K”“c(t _ to)n+1 Kn+lc | t— tO |n+1
na2(t) — ©one1 (T g[ ds = <
| #narlt) = @ralt)ls | ! T () (n+1)!

Como |t -ty |< b-a, segue que

K"e(b—-a)”

max | Pni1(t) = @n(t) I< ;
te[a,b n:

para todo n.

Toma-se agora a série de aplicagoes obtida escrevendo ¢;(t) da seguinte forma:

@i(t) = po(t)+(p1(t) — o (1)) + (p2(t) = p1(t)) +++ (i1 (1) = pia(t)) + (wi(t) — pi-1(t)),

~~ ~~

@i(t) = po(t) + §(¢j+1(t —i(t)) <po(t) + Z M

Como Z W converge, tem-se que @; converge uniformemente pelo Teste de
n=0
Weierstrass !. Seja entdo ¢(t) o limite pontual de ¢;(t). Fazendo i tender ao infinito

em (2.8) tem-se que, para todo ¢ € I,

o) = X + Lt[A(S)w(s) +b(s)]ds.

LA condi¢do ¥ | f |< +oo é garantida pela existéncia de uma série convergente ¥ ¢, de constantes
positivas tais que | f,,(t) |< ¢, para todo t € M. Nestas condigoes, o teste de Weierstrass afirma que a
série Y f,, converge uniformemente em M para fi: M — R"
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Derivando com respeito a ¢, verifica-se que ¢(t) satisfaz (2.7).
Ainda falta mostrar a unicidade. Suponha que ¢(t) seja outra funcao que satisfaca
(2.7). Assim para todo t € I,

o(1) = Xo + ft [A(5)é(s) +b(s)]ds.

t
Seja m = sup{| ¢(t) - p1(t) |}, t € [a, ], obtém-se:

00 - 20) = | [ A 000) - 1o

< [ 1A (6() - o1(9)) | ds <
< tthdSZKm(t—to)SKm]t—tM.

Usando a ultima desigualdade obtém-se

60 - a0) = | [ A 000) - a(es

< [TTAGGE) - ea(s) ds <

o Km0 KPmlt-to
2l ol

to
< f K*m(s—t)
t

Provando por inducao, similarmente como a ultima prova por inducao feita, chega-se

que:
Kn—l m Kn—l m

[ 6(t) = pn(t) |= <7 [t —to["7'<

(-1 TR LA

n

ou seja, a série Y. | ¢(t) - ¢;(¢) | converge uniformemente pelo Teste de Weierstrass.
=0

Portanto, a diferenca | ¢(t) — ¢,(t) | converge também a zero, o que implica:

¢(t) = lim o, () = o (1).

Desta forma, mostrou-se que a solu¢ao encontrada é tinica. [

2.2 Sistemas Lineares Homogéneos com os Coeficien-

tes Constantes

Nessa secao sera abordado o estudo dos sistemas lineares de EDO’s para os sistemas
homogéneos com os coeficientes constantes. Defini-se Sistemas Lineares Homogéneos
todos os sistemas da forma (2.7) tal que b(t) seja o vetor nulo. Além do caso homogéneo,
a fungdo matricial A(t) definida em (2.7) sera composta apenas por valores constantes,
ou seja a;; € R para 4,7 €1,---,n. O objetivo principal serd mostrar como construir a
solucao geral de um sistema de n equacoes lineares homogéneas com os coeficientes

constantes, isto é, de um sistema na forma:

X(t) = AX(t) (2.10)
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onde A é uma matriz quadrada de ordem n.

Sabe-se que (2.10) é um caso especial de (2.7). Comoo ja se sabe, o PVI admite
uma (nica solucao, comoja demonstrado no Teorema 2.3. O proximo passo ¢ mostrar
que as solugoes obtidas de (2.7) satisfazem a condigdo de ser um espago vetorial de
dimensao finita. Assim, toda solu¢ao de (2.10) serd escrita como combinagao linear
dos elementos de uma base.

Seja V' o conjunto de todos os vetores

1(1)
ORI

T ()

que sao solucoes da equacao vetorial diferencial

a1 ... Qin

X=AX, A=|: : (2.11)
Ap1 ... QApp

Para que V seja um espaco vetorial, primeiro seré verificado duas condicoes iniciais

através do lema abaixo.

Lema 2.4. Seja A uma matriznxn. Para quaisquer vetores X eY e qualquer constante

real c,
(a) A(cX)=cAX,
(b) A(X+Y)=AX+AY.

Demonstracao: Considere:

ay ... a n(t) ui(t)
A=]| : Cl, X(t) = xQ:(t) Y(t) = 1:2:(75)
Ap1 ... QApp {[;n(t) xn(t)

(a) Tem-se que cA,x,Xnx1 € um vetor coluna do tipo W), cuja a i-ésima componente

do vetor é dada por:
W; =C-Qj1 - T1+C- Qo T2 +C Qi3 T3+ ...+C-Qjp, - Ty,
pode-se escrever W, (t) na forma:
wi:c-(ail-xl+ai2-$2+a1-3-x3+...+am-xn).

Tomando o vetor A, ., (cX,x1), pode-se escrevé-lo na forma vetor coluna do tipo
Zn><1:

zi=ag-(c-xy)+ap-(c-xa)+apg-(c-x3)+...+ay, (¢ Ty,,.
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e pode-se escrever Z,(t) na forma:
Zi =c-(ai1 'LC1+CL1'2'CL’2+CLZ'3‘I3+...+(ll'n'.§(,’n).

Comparando os resultados, conclui-se que w;(t) = z;(t), Vi e {1, 2, .-, n}, pro-

vando assim a primeira parte do lema.
(b) A i-ésima componente do vetor A(X +Y') pode ser escrita na forma:
aip- (X1 +Y1) +ap- (Xo+Yo) +a;s- (Xz+Y3)++ay, (X, +Y,). (2.12)
realizando as distributivas, a expressao (2.12) pode ser escrita na forma:
a1 X1+ a0 Xo+a;z3- Xg+-+a;,- Xp+a-Yi+a,-Yotas - Ys+-+a;,-Y,.

Observa-se que essa é a notacao da i-ésima componente da soma entre os vetores
AX + AY. Portanto:
AX+Y)=AX + AY.

Teorema 2.5. Sejam X (t) e Y(t) duas solugies de X(t) = A- X (t). Entio:
(a) c- X(t) € solucao para qualquer constante real c.
(b) X(t)+Y(t) € solucao também.

Demonstracao: A partir do Lema 2.4, prova-se que:

(a) Se X(t) é solugao entao:

dlc- X(t)] dX(t)
dt “Ta

c-X(t)=c-A-X(t)=A-(c- X(t)).

Logo, ¢- X (t) satisfaz a equacao diferencial X (t) = A- X (t) e portanto ¢- X (t) é
solucao também.
(b) Se X (t) e Y(t) sao solucbes entao:

dX(t)+Y(t)] dX(t) . dY (t)
dt S dt dt
Logo, X (t) + Y (t) é solucdo também.

A X +AY(@) = A [X(1)+Y(@)].

Portanto, se X (t) e Y (t) séo solugdes de X (t) = AX (t), entéo qualquer combinacio
linear a- X (t) +b-Y(t) também sera solugao.

Assim, V' & um subespaco vetorial do espaco vetorial das funcoes vetoriais, o que é
garantido pelo Teorema 2.5. Os préximos resultados irao provar que este espaco possui

dimensao igual a n inde n é a ordem da matriz A.
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Teorema 2.6. (Teste para independéncia linear) Sejam X1,Xs, X3, -+, X, solugdes de
X = AX. Dado ty entio X1,Xo, X3, -, X,, sdo solucoes linearmente independentes se,

e sd se, X1(to),Xo(to), X3(to), -+, Xn(to) forem vetores linearmente independentes.

Demonstracao: A maneira mais simples de realizar essa prova é usar a contra-

positiva:
Suponha que X1,X5, X3, ---, X,, sdo solu¢oes linearmente dependentes, entao, exis-
tem constantes ¢y, co, c3, -+, ¢, nao todas nulas, tais que:

01X1 + CQXQ + Cng + e+ Can =0.

Tomando t =ty na equacao, obtém-se

a1 X1 (to) + 2 Xo(to) + c3Xs(to) +--+ cn Xpn(to) = | 0],

0
portanto X;(to),X2(t0), X3(to), -+, Xn(to) sdo vetores linearmente dependentes.
Reciprocamente, suponha que para um certo ty3, os valores para Xi,X,, X3, -,

X,, determinam vetores linearmente dependentes em R™. Isso significa que existem

constantes ¢y, ¢, c3, -, ¢y, Na0 todas nulas, tais que:

Cle(to) + CQXQ(to) + Cng(to) + e+ Can(to) =10]=0.

0
Adotando as mesmas constantes X (t),X2(to), X3(t0), -+, Xn(to), constroi-se uma

funcao vetorial:
¢(t) = Cle(t) + CQXQ(t) + C3X3(t) + e+ Can(t)

Esta funcdo satisfaz (2.10) pois é uma combinacio linear de solugbes com ¢(ty) = 0.
Portanto pelo Teorema 2.3, tem-se que ¢(t) = 0 para todo ¢, implicando que X;,Xs,

X3, -, X, sao solugoes linearmente dependentes. [

Teorema 2.7. A dimensao do espago V de todas as solugoes do sistema linear homo-

géneo de equacoes diferenciais € n.

Demonstracao: Basta construir uma base para V que contenha n elementos. Seja
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¢'(t), i =1,---,n, n solu¢oes do problema de valor inicial
0
dX 0
E:AX, X(0)=e"=|1]|, para 1<i<n. (2.13)
0
0
onde el,e?,--- e & a base canénica do R™.
Por hipotese, para ¢ = 1:
P'(0)=¢'=10],
0
para i = 2:
0
1
¢*(0) =€’ =|0],
0
assim sucessivamente. Para i = n:
6"(0)=e" =0
1

Pelo Teorema 2.3 segue que ¢(t) existe para todo ¢ e é tnica.
Para mostrar que ¢!, -, o™ é uma base de V, verifica-se que o conjunto é lineramente

independente. Sejam c¢q, -+, ¢, € R tais que

c10'(0) + c20%(0) + c303(0) + -+ + ¢,¢™(0) = 0 (2.14)
tal que o zero do segundo membro de (2.14) representa o vetor nulo em V. logo,

crel + coe? + c5e?

Observa-se que el, €2, e3. .- " determinam uma base canénica em R” entao el, e2
M ) b M 7

e3, -+ e” sao linearmente independentes. Como a soma em (2.15) resulta em zero, a

tnica possibilidade de escrever essa soma é ¢; =0, co =0, c3=0, -+, ¢, =0, implicando
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em (2.14) que as solugoes de V, determinadas por ¢!, ¢2, ¢3, -+, @™ s@o linearmente
independentes em V', condicao comprovada no Teorema 2.10.

Para provar que ¢!, ¢?, @3, -+, ¢" gera V', é preciso mostrar que toda solugao X(t)
de V pode ser escrita como combinagao linear das ¢°. Seja X (¢) uma solu¢do qualquer
de (2.10) tal que X (0) = ¢, onde:

C1
C2

cC=1]¢3

Cn

Com essas constantes, constroi-se a seguinte funcao:

O(t) = 1 () + cod®(t) + -+ + @™ ().

Sabe-se que ¢(t) satisfaz (2.10) pois ¢ uma combinagao linear de solugoes comprovado
pelo Teorema 2.5.

Por outro lado, tem-se:

1) 0 0 (a
0 1 0 (&)

#(0) = c10'(0) + c2¢0*(0) + - +¢,0"(0) =c1- | O |+ | O |+ +c, | 0] =] 5 | = X(0).

0) 0 1) \e,
Como X (t) e ¢(t) satisfazem o mesmo sistema linear homogéneo de equagoes dife-
renciais e as condigoes inicias de X (t) e ¢(t) s@o iguais para t = 0, segue pelo Teorema

2.3, X(t) e ¢(t) devem ser tnicas. Portanto, sdo iguais e pode-se assim escrever a
igualdade:

X(t) = 19" (t) + cad®(t) + -+ + e, " (t)
0 que mostra que {@!, ¢?, -, ¢} gera V. ]

2.2.1 Exponencial Matricial

No inicio dessa subsecao sera 1til lembrar de algumas propriedades sobre o espaco
M, (R) = {A = (aij)nxn; aij € R;1 < i,j <n}. Este espaco é de dimensao finita, a saber

dim(M,(R)) = n? ¢ para A € M, (R) e norma definida por [|A|| = ) | ay; | satisfazendo:

4,j=1

i) 1A= 0,
i) [|A+ Bl < [lA]l+[[B]]

iii) [|AB]| <[[AllllBI;
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iv) [lAn]| <[lA]],
v) A=A TIALL A€ R,
vi) [|A]|=0< A=0.

Observe que x(t) = ce® é solucao da equagao diferencial escalar & = ax para qualquer
constante a. Assim ¢ de se esperar que X (t) = eA*v seja solugio da equagao diferencial
vetorial X = AX para todo vetor v constante onde eA! é uma matriz exponencial
definida conforme abaixo:

A22 Angn
+ cee +
2! n!

Note que (2.16) ¢é a série de MacLaurin da funcao escalar f(z) = e®. Para se usar

e =T+ At + +oee (2.16)

essa expressao deve-se entdo garantir a convergéncia de (2.16).

De fato,
[ee) An
A
e = ;F, VAe MH(R)
Entao © An
A .
= — =1 Snu
€ 7;) I
onde

n i n
Sn:Zi:I+A+---+£.
j:O]! !

n!
Sera mostrado que (.5,,) é de Cauchy 2 | isto &, Ve >0, 3ng € N tal que m,n > ngy ocorra

|Sy = S| < €.

Considere n=m+p, com pe N e

mip Aj m . Aj mip - Aj m+p ||A]|| m+p ||A||]
150 Sl = 5o~ = |35 27 - S50 || 5 A7) < B 4L 5 U4
+p ]z:;) ]! ]z:;) ]! j:%:ﬂ J! j:%;l ]! j:;Jrl ]!
ou seja
=AY
||Sn_5m||S Z TR (2.17)
Jj=m+1
 qJ
Como e® = Z "l é convergente Ya € R, entao Ve >0, 3nge N, Vm >ngep e N, tém-se
j=0 J-
mip g
T <E.
j=m+1 J:
Sabendo que ||4|| € R, entao para a = ||A||, obtém-se
& Al
Y < Vm >ng e peN. (2.18)

jomer !

2Uma condi¢do necessaria e suficiente para que uma série Y. f,(z), onde os termos de f, sdo
funcoes com o mesmo dominio D, convirja uniformente é que Ve > 0 3N tal que n > N =
)
n+p
| X fi(@) <€ VpeN.
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Por (2.17) e (2.18) verifica-se que
ISy, = S| < €

comprovando assim que (2.16) converge uniformemente pelo Critério de Cauchy.

Como a série (2.16) converge entdo é diferenciavel termo a termo e vale

d A3¢2 Antlgn A2¢42 Angn
—eft = A+ A%+ +oot +oe= Al T+ At + oot
dt 2! n! 2! n!

+oo-| = A, (2.19)

portanto ety & solucio da equagao diferencial X = AX para todo vetor v constante,
uma vez que:

d

—eMy = Aefty = A(eM).

dt

2.2.2 O Método dos Autovalores e dos Autovetores para deter-

minar Solucoes

Considere novamente um sistema de equagoes diferenciais homogéneo:

x @11 0 Aip
X=AX, X=|:]|, A=]": N (2.20)

T, Qp1 = App

O objetivo agora é determinar n solugdes linearmente independentes X (%), Xo(t), -+,
X,(t). Analisando (2.20) verifica-se que a derivada é a propria fungdo multiplicada por
uma matriz constante, ou seja, a solugao tem comportamento exponencial. Isso sugere
que a fun¢do X (t) = eMv, onde v é um vetor constante, pode ser uma boa tentativa de

ser solugao de (2.20). De fato:

d At
—e™Mu = et
dt

A(eMv) = eMAv.

Logo X (t) = eMv é uma solugao de (2.20) se, e s6 se, AeMv = eM Av. Dividindo ambos
os membros por e* obtem-se:

Av = . (2.21)

Portanto, X (t) = e*v é uma solugdo de (2.20) se, e s0 se, A e v satisfazem (2.21).

Defini¢ao 2.8. Um vetor nao-nulo v satisfazendo (2.21) é chamado de um autovetor

ou vetor proprio de A com autovalor ou valor proprio A.

A partir de (2.21) obtém-se

0=Av- A v=_(A-\)v. (2.22)
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Sabendo que v é um vetor nao-nulo, entao a equagao (2.22) tem uma solugao nao

trivial se, e so se, det(A — A\) = 0. Portanto os autovalores A\ de A sdo as raizes da

equagao
app — A ai2 A1n
a Qog — A -+ Qo
0=det(A-A)=det| - % o,
Qn1 Qp2 o Qpn — A

e os autovetores de A sdo entao as solu¢oes nao nulas da equagao (A - Al)v = 0, para
esses valores de A\. A partir do determinante da matriz A — Al obtém-se um polinémio
de grau n, chamado de polindémio caracteristico de A e indicado por p(\). Para cada
raiz A; de p(\) existe pelo menos um vetor nao nulo v? tal que Avt = \v’. Todo
polinémio de grau n > 1 tem pelo menos uma raiz complexa o que garante que toda
matriz tem pelo menos um valor proprio e consequentemente, pelo menos um vetor
proprio. Considerando que p(\) possa vir a ter n raizes distintas, pode-se dizer que
toda matriz n x n tem no maximo n vetores proprios linearmente independentes, pois

o espaco de todos os vetores

/Un

tem dimensao n.

Observacao 2.9. Seja v um vetor de A com o valor proprio A. Observa-se que:
A(ewv) = cAv = chv = A(cv)

para qualquer constante c. Portanto, qualquer vetor obtido pelo produto de uma

constante por um vetor proprio de A também serd um vetor proprio de A.

Para cada vetor proprio de v* de A com valor proprio \;, tem-se uma solugao X;(t) =
ettt de (2.20). Se A tem n vetores proprios linearmente independentes v, -+, v™ com
valores proprios Aq, ---, A, entao vl, ---, v™ sao solucdes linearmente independentes de
(2.20), conforme o Teorema (2.13), e X;(0) = v’. Pode-se entao escrever toda solugao
X(t) de (2.20) na forma:

X(t) = C16>\1t,Ul " C2€>\2t’U2 R CneA"t

v, (2.23)
cuja solucdo sera denominada como solugao geral de (2.20).

Teorema 2.10. Quaisquer k autovetores de A, v', -+, v*, com valores proprios distin-

tos A1, -+, A\p respectivamente, sao linearmente independentes.
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Demonstracao: A prova sera feita por inducado sobre k, o nimero de autovalores
distintos. Para k = 1 é imediato. Considere que quaisquer conjunto de n vetores de
A sejam linearmente independentes com n < k. Seja entao o conjunto v, ---, v™, v"+!
formado por vetores proprios de A com seus respectivos valores proprios A1, -+, Ap,

Ani1, todos distintos entre si. Toma-se a seguinte igualdade:
vl + eV + -+ U F 0T = 0, (2.24)

onde cq,--, ¢,,1580 constantes a serem determinadas.

Aplicando A em ambos os membros de (2.24) obtém-se:
A1t + AaCot? + -+ XMy 0™ + Aps1 G 0™ = 0. (2.25)
Multiplicando (2.24) por A; e subtraindo o resultado de (2.25),

()\2 - /\1)021}2 4 oeee 4 ()‘n - /\l)cn?}n + (/\n+1 _ /\1)Cn+1vn+1 =0.

Tem-se por hipotese que v2, ---, v™, v™*! sa0 linearmente independentes, consequente-
mente:

(/\2 - )\1)02 = 0, ()\3 - )\1)02 = 07 Ty (>\n+1 - )\1)Cn+1 = 0
Como Ay, -+, Ay, A\uq1 sao distintos entre si, conclui-se que co, c3, -+, ¢p41 S20 todos
nulos. A equagdo (2.24) implica que ¢; é zero também. Portanto, v!, -, v™, v™*! sdo
linearmente independentes. [

Autovalores Complexos

Se A = a+1f é um autovalor complexo de A com autovetor v = vy + iv9, entao
X(t) = eMv & uma solugao com valores complexos da equagao diferencial (2.20). Note

que essa solucao complexa é composta por duas solugoes reais conforme o lema a seguir:

Lema 2.11. Se X(t) =Y (t) +iZ(t) é uma solugao com valores complexos de (2.20).

Entao, tanto Y (t) como Z(t) sdo solugdes com valores reais de (2.20).
Demonstracao: Se X(t) =Y (t)+iZ(t) é uma solugdo complexa de (2.20) entao:
X(t)=Y (@) +iZ(t) = AV (t) +iZ(t)) = AY (t) +iAZ(t).

Igualando as partes real e imaginaria, obtém-se Y (t) = AY (t) e Z(t) = AZ(t), portanto
sao solugoes reais de (2.20). A fungao X (t) = e(@*#t(v! +iv?) com valores complexos,

pode ser expressa da forma:
X (t) = Pty 4 iv?) = e*[cos Bt + isen Bt](v! +iv?) =
= e™[(v' cos Bt —v?sen Bt) +i(v! sen Bt + v* cos Bt)].

Portanto,
Y (t) = e (v' cos Bt — v*sen fBt) (2.26)
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Z(t) = e**(v' sen St + v? cos 3t) (2.27)
sao solugoes reais de (2.20). n

Observacao 2.12. Se v é um autovetor de A com o autovalor A, entdao v, o complexo

conjugado de v, é autovetor de A com o autovalor ).

Agora serd mostrado que as solugoes Y'(t) e Z(t) sao linearmente independentes.
Por absurdo, admite-se que Y (¢) e Z(t) sao solugdes linearmente dependentes, ou seja,

existem ki e ko nao nulos satisfazendo,
k1Y (t) + ko Z(t) = 0.
Substituindo (2.26) e (2.27), obtém-se
ke (v! cos Bt — v?sen Bt) + koe® (v! sen Bt + v? cos ft) = 0.
Simplificando toda a expressao por e, pois e®* > 0 para todo t real
k1 (v' cos Bt —v?sen Bt) + k(v sen Bt + v cos Bt) = 0.
Manipulando o primeiro membro, tem-se

v' [k cos Bt + kysen Bt] + v*[kq cos Bt — ki sen 5t] = 0.

1 2

Como v! e v? sao linearmente independentes por hipotese (cada um dos autovetores

complexos estao associados a autovalores complexos distintos), implica que
k1 cos Bt + ko sen Bt = 0,
ko cos Bt — ky sen 5t = 0.
[gualando as duas equagoes,
k1 cos Ot + ko sen Bt = kg cos St — ki sen (t.
e manipulando a igualdade, tém-se que
(k1 — ko) cos 5t + (ky + ko) sen 5t = 0,

ou seja existem kj e ko nao nulos tais que satisfazem a equacao acima, o que implica

que cos [t e sen St sao linearmente dependentes, o que é uma contradi¢ao.

Observacao 2.13. Note que no caso de autovalores complexos, as solucoes sao dadas
em termos da exponencial complexa. Assim trabalha-se no conjunto dos ntmeros

complexos. Para descrever as solugoes com varidveis reais, usa-se o Lema 2.11.
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Autovetores Iguais

Como o polinémio caracteristico de A pode ter autovalores iguais, segue que a
quantidade de vetores proprios linearmente independentes serd menor ou igual a n,
pois um autovalor de multiplicidade algébrica n; pode gerar no maximo n; autovetores
linearmente independentes. Seja k a quantidade de autovetores distintos, precisa-se
encontrar n — k solucoes adicionais linearmente independentes. A estratégia resume-se
em contruir uma técnica para encontrar essas solucoes adicionais.

Note que:

6At - e(At—ktI+)\tI) - e(A—/\I)te)\]tU (228)

e para quaisquer A,

ot

27242 n fn4n
Mty = l[+)\lt+ A I‘t e A ['t +---]v
: n.

242 AP
:[1+At+—+-..+ +,.,‘|U:6)\tv7
2! n!

onde I é a matriz identidade.

Observagao 2.14. Se v satisfaz (A — AI)™v = 0 para algum inteiro m, entao a série

infinita e(4-2Dty converge e

m—1
AWMy =y t(A=ADv+ -+ ! '(A—)\[)m’lv,

(m—1)

m termos

pois (A-AI)fv=0Vk>m.

Portanto, pode-se escrever (2.28), com as devidas substitui¢oes:
ety = Mo+ t(A-MNv+--+ ﬂ(A - A)™ .
(m-1)!
Para determinar as n solucoes linearmente independentes da equacao diferencial

X = AX, bastar seguir os seguintes passos::

(1) Se A for diagonalizavel , isto é, possuir n autovetores vy, -+, v, linearmente inde-
pendentes, entao a equacao diferencial X = AX possuird n solugoes linearmente

independentes da forma e v.

(2) Suponha que A possua apenas k autovetores linearmente independentes, com
k < n, garantindo assim k solucoes linearmente independentes de X = AX. Para
encontrar as solucoes adicionais, para cada autovalor A de A, determina-se todos
os vetores v para os quais (A - AI)?v = 0, considerando que (A - Al)v # 0. Para

cada um desses vetores v determina-se a solucao adicional dada por
ey = eMv + t(A - )],

pois m = 2.
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(3) Se ainda nao for encontrado o nimero de solugdes suficiente, retoma-se o mesmo
procedimento, porém agora buscando v, para A, um autovalor de A tal que (A -
Al)3v =0 com (A-AI)?v # 0. Para cada um desses vetores v obtém-se as seguintes
solucdes adicionais de X = AX

2
ety = eM U+t(A—>\[)U+%(A—>\[)2U .

(4) Continua-se procedendo dessa maneira até encontrar, finalmente, as n—k solugoes

adicionais linearmente independentes.

A justificativa dos passos dados anteriormente pode ser encontrada em [6] e baseia-
se na Forma de Jordan, ver [18].

E importante ressaltar nesse momento, que algumas provas, por serem fundamen-
tadas na Algebra Linear, ndo serdo dadas, porém sao de extrema importancia para
a constatacao de resultados desse trabalho. O lema a seguir garante a eficicia do

algoritmo apresentado anteriormente, que serd aceito sem demonstracao.

Lema 2.15. Suponha que o polinémio caracteristico de A tenha k raizes distintas Ay,
-, A\ com multiplicidades nq, -+, ny respectivamente. Suponha que A tem somente
m; < n; autovetores linearmente independentes assoctados ao autovalor \;. Entao, a
equagdo (A—X;I)?v =0 tem no minimo m; + 1 solugdes independentes. De um modo
geral, se a equagao (A—X;I1)™v =0 tem somente k; < n; solugoes independentes, entao

a equagdo (A—N;I)mi*ly =0 tem no minimo k; + 1 solugdes independentes.

A importancia desse lema ¢é garantir que para um dado inteiro d;, com d; < n;, tal
que a equacao (A - AI)%v =0 tem no minimo n; solu¢des linearmente independentes,

logo para cada autovalor \; de A pode-se calcular n; solu¢oes linearmente independen-
tes de X = AX da forma:

;-1
X(t)=eMv+t(A-NDv++ —rc (A= N5 10|
(d; = 1)!
Solucoes Matrizes Fundamentais
Se X1(t), -+, X,,(t) sdo n solugoes linearmente independentes da equacao diferencial
X(t) = AX(t) (2.29)

entao toda solugao X (t) pode ser escrita da forma:

X(t) =1 X1(t) + 2 Xo(t) + -+, X (t). (2.30)
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Seja X (t) a matriz n x n cujas colunas sao Xi(t), -, X, (t) , entao toda solucao de
(2.30) pode ser escrita da forma concisa X (t) = X(¢)C onde

(&]
C
C =

Cn

Definig¢ao 2.16. Uma matriznxn X(t) é chamada uma solu¢do matriz fundamental

de (2.29) se suas colunas formam um conjunto de n solugdes linearmente independentes
de (2.29).

Lema 2.17. Uma matriz X (t) € uma solugao matriz fundamental de (2.29) se, so se,

X =AX(t) e det X(0) 0.

Demonstragao: As n colunas de X (¢) serao escritas na forma X!(¢), ---, X™(¢) ob-

tendo assim:

X(t) = (X1(t), - X"(1))

AX(t) = (AXL(1),..., AX"(1)).

Portanto, X' (t) = AX1(t), ---, X"(t) = AX™(t) sio equivalentes a inica equacio matri-
cial X (t) = AX(t). Além disso, as n solugdes X1(t), ---, X7(t) de (2.29) sdo linearmente
independentes se, e s6 se, X1(0), ---, X™(0) sado vetores linearmente independentes de
R", pelo Teorema 2.10. Ou seja, X (¢) é uma solu¢do matriz fundamental de (2.29) se,
e 56 se, X(t) = AX(t) e det X(0) # 0. ]

Lema 2.18. A funcdo com valores matriciais et ¢ uma solucao matriz fundamental

de (2.29).

Demonstracgao: Conforme (2.19), mostra-se que e é uma solugao de (2.29). Além
disso, seu determinante calculado para ty = 0 é 1 pois edto = . Portanto pelo Lema

2.17, et & uma solugao matricial de (2.29). m

Lema 2.19. Sejam X(t) e Y (t) duas solu¢oes matrizes fundamentais de (2.29). Entao
existe uma matriz constante C' tal que Y (t) = CX(t).

Demonstracao: Como X(t) e Y(t) sdo solucoes matrizes fundamentais, entdo as
colunas determinam um conjunto de solugoes linearmente independentes de (2.29).
Portanto, pode-se escrever cada coluna de Y (¢) como combinagao linear das colunas

X(t), ou seja, existem constantes c{, -,Cl tais que

Y7 (t) = ] X, () + X, (t) + -+ X, (1) (2.31)
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Seja C' a matriz (¢!, 2, -+, c") onde

Entao Y (t) = X(t)C. |

Teorema 2.20. Seja X(t) uma solugio matriz fundamental da equagao diferencial
(2.29). Entao
e = X (1) X71(0).

Demonstracao: Pelos Lemas 2.18 e 2.19 existe uma matriz constante C' tal que
eM= X(1)C. (2.32)

Substituindo ¢ = 0, obtém-se
I=X(0)C,

trabalhando ambos os membros
X7H(0) = X7(0)X(0)C,
X7H(0)=1C,
X7(0)=¢,
trocando C' em (2.32), conclui-se que
e = X(1)X(0).
]
Abaixo, alguns resultados que serao necessarios para o desenvolvimento da teoria.

Teorema 2.21. Se \i, Ay, -+, A\; sao autovalores distintos de A, o qual \; tem mul-
tiplicidade nj e ny +ng +---+n, =n e se p € um nudmero mator que a parte real 3 de
A1, Ak, tal que

p> max R(N)) (2.33)

entao existe uma constante K >0 tal que

| e |< Kef',  Vt>0. (2.34)

3Considerando que )\ seja um autovalor complexo, a notacio R(\;) refere-se apenas a parte Real
de /\k
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Demonstragao: Pelo Teorema 2.20, a solu¢ao X (t) pode ser expressa na forma
X(t) = e X(0). (2.35)
Pela hipotese, pode-se escrever a solugao X () na forma
k ni— 1 yi 1
X(t):Ze’\ftlZ E(A—)\jf)’]vj, com 0<t< oo. (2.36)
j=1 =0 U

Combinando (2.35) com (2.36) nota-se que cada elemento da matriz e4* é da forma
Z?zl p;(t)ert, onde p;(t) ¢ um polinomio de grau ndo maior que n;—1. Se p foi escolhido

satisfazendo a desigualdade (2.33), entao

| tkeAkt |: tkem(Ak)t < ept7
para t suficientemente grande, e todo termo do somatoério Z?zlpj(t)e*kt ¢ no Maximo
Mert (0 <t < 00) para alguma constante M. Uma vez que, s8o no maximo n? termos

na matriz e, tem-se a garantia de (2.34) com K = Mn2, onde M é o maior dos n?
valores de M. ]

Corolario 2.22. Se a parte real de todos os autovalores de A forem negativos, en-
tao toda solucio X (t) do sistema (2.10) aproxima-se de zero quando t — oo. Mais

precisamente, existem constantes d >0, € >0, tais que
X (@) < de™".

Demonstracao: Como X (t) ¢é solu¢ao e tomando um vetor constante ¢, pode-se es-

crever X (t) na forma
X (t) = ee.

Toma-se um ¢ > 0 tal que —¢ seja maior ao maximo das parte reais dos autovalores de

A, entao pelo Teorema 2.21, pode-se escrever a seguinte desigualdade:

IX (@)1 =lle™ell < lle*[llel] < Kllelle™ = de™" (0 <t < 00)

onde ¢ = K|c||. m

2.3 Sistemas Lineares Nao Homogéneos
Nesta segao serao abordados os sistemas nao homogeneos do tipo:
Y'=A()Y + (1) (2.37)

onde A(t) é uma matriz quadrada de ordem n e b(¢) um vetor, ambos sao considerados

continuos no intervalo 1.
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Pelo Teorema 2.3 tem-se que a equacao diferencial (2.37) associada a uma condicao
inicial, caracterizando assim um PVI, admitirdA sempre uma tunica solucao. Todo o
desenvolvimento apresentado a seguir, consiste em encontrar uma expressao para essa
solucao.

Para construir a solugao de (2.37), considere ©(¢) uma matriz fundamental do
sistema homogéneo Y’ = A(t)Y definida em I. Suponha que ¢1(t) e pa(t) sejam
solugdes do sistema (2.37) em I, entdo ¢1(t) — ¢a(t) é solugao do sistema homogéneo

em [, e
e1(t) = A(t)pr(t) +b(2),
Py (t) = A(t)p2(t) + b(2).
Subtraindo ambas equagoes, obtém-se:
p1(t) —5(t) = A()[e1(t) — e2(1)]

[e1(8) = 02(D)]) = A(D)[p1(t) = 2(1)],
satisfazendo assim o sistema homogéneo Y’ = A(t)Y. Sendo ¢ um vetor constante,

pode-se escrever:
p1(t) = e2(t) = O(t)c,
1(1) = (e + (). (2.38)
A partir de (2.38) percebe-se que para encontrar a solugao geral de (2.37) é preciso
encontrar uma solu¢ao particular de (2.37). Existe um método simples, conhecido por
Variagao de Constantes para determinar uma solucao especifica de (2.37), conhecendo

uma matriz fundamental do sistema homogéneo Y’ = A(t)Y.

Para a demonstragdo do proximo teorema, as solucoes de (2.37) serdo da forma:
p(t) = O(t)o(1), (2.39)
onde v(t) é um vetor a ser determinado.

Teorema 2.23. Se O(t) é uma matriz fundamental de y' = A(t)y em I c R, entdo a

funcao
t
P(H)=6(1) [ 67 ()b(s)ds
to
€ a solugao de (2.37) satisfazendo a condi¢ao inicial p(ty) =0 e vdlido em I.

Demonstracao: Supondo que a solucdo (t) de (2.37) exista, entdo substituindo
(2.39) em (2.37) e usando a regra do produto, tém-se

O (1) = O (H)u(t) + OV (1) = A(H)O(H)u(t) + b(t).

Sabendo que O(t) é uma matriz fundamental do sistema homogéneo, entdo O'(t) =

A(t)O. Substituindo na equagao acima

AB)O()u(t) + OV (1) = A(H)OH)u(t) + b(t) =
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O(t)v'(t) = b(t).
Como O(t) ndo é uma matriz singular em [, multiplica-se a igualdade anterior por

©-1(t), e integrando obtem-se:

t
u(t) —v(to) = f 071 (s)b(s)ds,
to
note que, por hipdtese
p(to) = 0= O(to)v(to) = 0= v(ty) = O (tr)0 = v(ty) =0,

entao,
t
o(t) = [ O (s)b(s)ds, [tot] < 1,
to

e, portanto, (2.39) se torna

o) = O(t) ft "0 1(s)b(s)ds, [to ] < I. (2.40)

Assim, se (2.37) tem um solucdo ¢(t) na forma (2.39), entdo ¢(t) é dada por (2.40).
Reciprocamente, define-se ¢(t) por (2.40), derivando (2.40) e utilizando o Teorema

Fundamental da Calculo, tem-se

o) =0'(1) /t "0 (5)b(s)ds + OO (£)b(1)

— A1) ﬁ "O71(s)b(s)ds + b(t)
e usando novamente (2.40)
P'(t) = A(D)p(t) + (1),

para todo ¢ pertencente a I. Retomando (2.40) substituindo ¢y em ¢, tem-se:
to 1
Plto) = O(t0) [ O ()b(s)ds,
0
¢(to) = 0.
m

Combinando o Teorema 2.23 com as informacoes iniciais desta secao, observa-se

que toda solugdo F'(t) de (2.37) em [ tem a forma:
F(t) = Fu(t) +¢(1),

onde p(t) é a solucdo particular de (2.37) satisfazendo a condigdo inicial ¢(t) =0, e

Fy é a solucao do sistema homogéneo satisfazendo a mesma condicao inicial em ¢g.



3 Estudo de Estabilidade

Neste capitulo serao apresentadas as defini¢oes sobre estabilidade de ponto de equi-
librio de um sistema autdénomo e os resultados principais. As referéncias usadas na

construcdo deste capitulo foram [1, 2].

3.1 Pontos de Equilibrio

Cousidere o sistema auténomo:

' = f(x) (3.1)

onde a funcao vetorial f de n componentes esta definida em um aberto D ¢ R". Assumi-
se que f é de classe C!, garantindo assim a existéncia e a unicidade de solu¢oes de um
PVI. O comportamento das solucoes sera indicado por curvas fornecendo assim uma
analise qualitativa das solugbes de (3.1), sem necessidade de expressar analiticamente
as solucoes.

A solucao de (3.1) que em t, vale zg sera denotada por o(t;tg, o).

Seja entao um sistema auténomo
a1(t) = fH(@1(t), wa(t), - wn(t))
() = f2(x1(t), w2(t), -, 2a(t))

(1) = [ (21(t), 22(1), -, 2a(t)).

O objetivo é obter uma descricao das solugoes do sistema acima ou uma ideia do
comportamento das solugdes. Observe que uma solugao dada por (z1(t), z2(t), -, x,(t))
descreve uma curva denominada como a Orbita da solucdo contida no espaco deter-
minado pelo conjunto de pontos (x1(t),x2(t), , x,(t)), cujo espago sera denominado
por espaco de fase das solucoes do sistema. Para cada condicao inicial do sistema,
obtém-se uma oOrbita descrita pela solucao encontrada. O conjunto de todas as orbitas

em R” serd definido como retrato de fase das solucoes do sistema.

47
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Exemplo 3.1. Seja o sistema
{s‘v(t) = —y()
y(t) = =(t)

Sabendo que uma solugdo desse sistema é dada por z(t) = cost e y(t) = sent, o
conjunto de pontos dados por (¢,cost,sent), Vit € R descreve uma hélice no espago
tridimensional. Para esse exemplo, eliminando ¢, obtemos o plano R? definindo entao
o espago de fase (plano de fase, neste caso) do sistema, e a circunferéncia descrita pela

equagao paramétrica (cost,sent) com ¢ € R serd a orbita da solugdo desse sistema.

Definig¢ao 3.2. Seja y = yo um ponto critico isolado de (3.1), ou seja f(yo) =0. Um
ponto critico € um ponto de equilibrio de (3.1) e a solu¢do y(t) = yo, YVt € R, € chamada

solucao de equilibrio.

Definigao 3.3. A solugcao de equilibrio yo de (3.1) € estavel se para cada numero e >0
é possivel encontrar um nimero § > 0 (pode depender de € apenas) tal que se U(t) ¢é
qualquer solugao de (3.1) tendo ||V (to) — yol|| < 6, implica ||V (t) —yol| <€, VE > ty. A

solugao de equilibrio yo € denominada instdvel se esta nao for estdvel.

Y2 Y2

Ui u

Figura 3.1: (a) Solucao de equilibrio yg estavel (b) Solugao de equilibrio y assintoticamente

estavel.

De uma forma mais geral, pode-se definir estabilidade de uma solugao qualquer do
sistema (3.1).

Definicao 3.4. A solucao de equilibrio 1y, € assintoticamente estével se for estdvel e
existir um numero &g > 0 tal que se U(t) € qualquer solucio de (3.1) tendo ||V (to)—yo| <
do, entao tlim U(t) = yo.

—+00

Embora neste trabalho seja tratado somente o caso autdénomo, as definicoes dadas

anteriormente podem ser generalizadas para o caso nao autéonomo & = f(t,x).

Definicao 3.5. A solugao W(t) € estavel se para todo € > 0 e todo ty > 0 existe um
d >0 (6 depende de € e possivelmente tqy) tal que sempre que |V (t) —yo| < 3, a solugao
w(t;to,yo) existe para todo t >0 e satisfaz |V(t) — o(t;to,y0)| < € para todo t > 1.
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Definigao 3.6. A solugao V(t) é assintoticamente estavel se for estdvel e exisira §y > 0
tal que sempre que |V (t) — yo| < do, a solugao @(t;tg,y0) aproxzima-se da solug¢iao V(1)
quando t - oo, ou seja, tlim lo(t;to, o) — W (2)| = 0.

Teorema 3.7. (Desigualdade de Gronwall) Seja K uma constante nao negativa e
sejam f e g fungoes nao-negativas continuas num intervalo fechado [a, B], satisfazendo
a inequacao t

J <K+ [ f()9()ds,
para o <t <. Entao,

F(t) < Kela9®s o <t < B,

Demonstracao: Seja U(t) = K + f;f(s)g(s)ds, e note que U(a) = K. Por hipotese,
f(t) <U(t) e pelo Teorema Fundamental do Calculo e como g(t) > 0, obtém-se
U'(t) = f(H)g(t) sU[)g(t), ast<f.

)ds

Multiplicando esta inequacao por e Ja9(5)ds ohtém-se

U’(t)€7 fcf g(s)ds < U(t)g(t)eiff: g(s)ds7

logo,
U’(t)e_fi g(s)ds _ U(t)g(t)e_ ij g(s)ds < 07
(U(t)e 5%y <o,

Fazendo a mudanca da varidvel ¢ para z e integrando na variavel z de 0 até ¢, tém-se

que
U(t)e Ja9&)s _7(a) <0,
ou seja,
U(t)e Ja9()ds _ ¢ <,

U(t)e Ja9()ds < ¢

U(t) < Kelao()ds,
entao

F(H) <U®) < Kela9()s vt e [a, 8]

obtendo assim a desigualdade desejada. ]

3.2 Sistemas Lineares

Antes da abordagem geral, no caso (3.1), primeiro prova-se um resultado de esta-
bilidade da solucao de equilibrio do caso linear, © = Az, onde A é uma matriz n xn

constante.
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Teorema 3.8. (i) Se todos os autovalores de A com parte real nao-positiva e iguais
a zero forem de multiplicidade algébrica iguais a um, entao a solucao yy = 0 de & =
Az € estavel. (ii) Se (e somente se) todos os autovalores de A tiverem a parte real
negativa, entdo a solugao yo = 0 de (3.1) € assintoticamente estdvel. (iii) Se um ou

mais autovalores de A possuirem a parte real positiva, entdo a solucdao yy =0 € instdvel.

Demonstracao: (i) Basta mostrar que dado € > 0 existe § > 0 tal que ||V (¢y)|| < d
implica ||[¥(t)|| < € VYt > t5. Como W(t) é solucao de & = Ax, segue que |[¥(t)|| =
e(t=10)AY(t4) e pelo Teorema 2.21, toma-se 0> p > maxR(\;) para que exista k> 0 tal
que

et A < ker(t=to) ¢ > ¢,

Assim, dado € > 0 basta tomar 0 < ¢ < ¢, pois
[ (@)]| = [le"" AW (o) || = [l |- [[W (to) ] < ke?T1)6 < e <e, Vi 2 1

Se a parte real do autovalor for nula, é imediato supondo que todos os autovalores sao
nulos e tomando p = 0 no Teorema 2.21.

(i1) Pelo Corolario 2.22, tem-se que
[T (t) = yol| < de™.
Portanto
: _ : —et
Tim [N (E) - yoll < Jim e,
Jim () ~yo] <0
entao, quando t tende ao infinito temos a igualdade
W (%) = ol =0
U(t)-yo=0
\If(t) = %Yo, Vit > to.
(i7i) Segue da tltima parte do Teorema 2.21. |

Considere agora o sistema
y' = (A+B(1))y, (3.2)

onde A é uma matriz constante e B(t) continua e "pequena'no sentido de que tlim B(t) =
0. Para um ¢ muito grande, espera-se entao encontrar solugoes de (3.2) similares as

equacoes de y' = Ay.

Teorema 3.9. Suponha que todos os autovalores de A possuam a parte real negativa
e B(t) seja continua para 0 <t < oo com tlim B(t) =0. Entao a solugdo nula (yo = 0)

de (3.2) é globalmente assintoticamente estdvel.
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Demonstragao: Dado qualquer (to,yo), to > 0, segue do Teorema 2.3 com A(t) =
A+ B(t), que a solugdo V(t;tg,y0) ¢ unica e existe para todo ¢t > t3. O problema
consiste em mostrar que essa solucao arbitraria que em ty vale gy satisfaz as defini¢oes
3.5 € 3.6. Pelo Teorema 2.23 e usando B(t)y como um "termo nao homogéneo", pode-se
escrever a solucao pela equacao integral

t
W (t;tg,y0) = et Ay, + f eDAB(s)W(s;ty,y0)ds, 0 <t < oo (3.3)

to
Pela hipotese em A, tem-se que e(*~t0)4 satisfaz (2.34) com p e K previamente definidos.
Desde que tlim B(t) =0, dado qualquer n > 0, existe um ntimero 1" > t, tal que |B(t)| <n
para ¢t >T. Similarmente a (2.38) e usando agora o valor inicial W(Ttg,10), tem-se

t
U(tto,yo) = eI (T 8y, yo) + f eDAB ()W (s;t0,yo)ds, T <t < oo.

0

Utilizando novamente (2.34) com to =T e |B(t)| <n para t > T, obtém-se
t
(W (t;to,y0)| < Ke PED|U(Ts o, y0)| + K1 / e P (s;t0,y0)|ds, T <t < oo.
to
Multiplicando ambos os lados por e?t, obtém-se
t
| (t; to, yo) e < Ke " DW(T; o, yo )|’ + Kne [ e PN (s3t0, yo)|ds, T <t < oo,
0
ou seja,
t
W (t: 1o, o e < Ke?T[W (T, to, yo)| + K f &7 (519, yo)|ds, T <1 < oo,
to

Aplicando a Desigualdade de Gronwall, obtém-se
| (£ to, yo)| < K|W(T'sto,50) e KME) T <t < oo, (3.4)

A partir desse resultado pode-se concluir que se 0 <7 < £, a solucao W(;,%o,yo) ird se
aproximar de zero, porém resta mostrar que a solucdo yo de (3.2) é estavel. Para isso,
deve-se entao encontrar um limitante para |W(7T;to, yo)|. Retornando em (3.3) e agora

restringindo ¢ no intervalo ty <t <T', tem-se
t
|\Il(t7 th ?JO)| < Ke—p(t—t0)|y0| + KKl f 6—p(t—8)|\11(8; th y0)|d57
to
onde K; = max, |B(s)|. Multiplicando por e* e aplicando a Desigualdade de Gronwall
0<s<

obtém-se
(W (t;t0, yo)| < KePUrtolvKE(i=to),

como —p(t —tg) <0 entdo
(W (t;t0,y0)| < K eKEKi(tto), (3.5)

portanto
(U (T;to, y0)| < KefKEi(Tto), (3.6)
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Substituindo (3.6) em (3.4) obtém-se
[ (t;to,y0)| < K2l KT t0)o=(p=Em(=T) " ' < § < o0, (3.7)
Seja Ky = max { K1 K(T-t0) [(2K1K(T=00)} “ento, de (3.5) e (3.7) tem-se

Kolyol, para to<t<T,
Kslyole=(=EmE=T) " para T <t < oo.

|W(t;t0,90)] 3{

Tomando 0 < 7 entao, se [yo| < § implica [¥(t;20,yo)| < € para todo ¢ > t,. Portanto, a
solucao nula é assintoticamente estavel, como a prova ¢ valida para todo t > ty, pode-se

dizer entao que a solucao nula é globalmente assintoticamente estavel. ]
Como consequéncia imediata segue o seguinte resultado:

Corolario 3.10. Suponha que todos os autovalores de A possuam parte real negativa,

entao
le|| < Ke™*, t >0,

para algumas constantes K >0, p>0. Seja B(t) continua para 0 <t < oo e que erista
T >0 tal que 0 <t < oo,
P
B(t)|<—=,t>T,
B <2

entdo a solugcdo nula de (3.2) € globalmente assintoticamente estdvel.



4 Aplicacoes

Neste capitulo serao apresentadas algumas aplicacoes cléssicas das equacgoes dife-
renciais ordinarias para entao aplicar todos os contetidos apresentados previamente.
Foram trés modelos escolhidos obedecendo a ordem crescente do grau de dificuldade
que cada um apresenta.

O primeiro modelo consiste no estudo do crescimento populacional de uma certa
espécie e é dado por uma EDO linear de primeira ordem. O segundo problema trata
de uma uma EDO de segunda ordem. Ja o modelo presa-e-predador foi escolhido
por ser representado através de um sistema de EDO ’s nao-linear cuja solucao é de
dificil obtencao tal que estuda-se o comportamento utilizando recursos computacionais

graficos.

4.1 Dinamica Populacional: Malthus e Verhulst

Esta primeira aplicagao é baseada na referéncia [9).

A busca por modelos que descrevessem populagoes ao longo de um tempo, permi-
tindo assim uma previsao sobre a populacao de qualquer espécie, sempre foi uma das
prioridades para estudos envolvendo equacoes diferenciais.

A ideia inicial sobre os estudos a respeito de crescimento de populagao baseou-se
de que essa variacao fosse proporcional a populacao inicial e & variacao do tempo. O
primeiro modelo a ser estudado foi apresentado por Thomas Robert Malthus (1766-
1834), publicado em 1798 enunciado entao a Lei de Malthus.

Seja P = P(t) o total de individuos uma certa populagdo em um instante ¢. Con-
forme a Lei de Malthus, nascimentos e falecimentos ocorrerao no decorrer de um certo
intervalo de tempo At. Considere o ntimero de nascimentos por aP(t)At e o nimero
de falecimentos por SP(t)At tal que « e 3 sao os indices de natalidade e mortalidade,
respectivamente.

Sendo assim

AP = P(t + At) - P(t),
AP = aP(t)AP - BP(t)At,
AP = (a - B)At, P(1),

53
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AP
27 - (@= AP,

Tomando At — 0 obtém-se da equagao de diferencas, a equacao diferencial
P(#) = (a - B)P(1). (4.1)
A solugao de (4.1) sera
P(t) = Poe ", P(0) = P (4.2)

Se a = § implica que a taxa de natividade é igual a taxa de mortalidade, ou seja,
a populacido permanecera constante para todo ¢ > to tal que P(t) = Py (veja a figura
4.1a).

Se a > [ entao a taxa de natalidade é maior que o de mortalidade fazendo com que
a populagdo cresga exponencialmente com o tempo (veja a figura 4.1b).

Se a < 8 a populagao diminuira tendendo a extingdo a medida que ¢ aumenta (veja
a figura 4.1c).

/\P /\P

v
v
v

@) a=p t (b) a>p t (€ a<p t

Figura 4.1: Modelos malthuseanos de crescimento populacional.

Em relacao ao modelo de Malthus verifica-se que esse modelo aplica-se em poucos
contextos de crescimento populacional pois ele falha ao induzir que o crescimento da
populacao tende ao infinito, fato que nao ocorre na vida real.

Levando em conta esses fatores inibidores fazendo com a populacao estabilize num
limitante maximo e/ou minimo, Verhulst propos, em 1837, que o crescimento popu-
lacional atinja um limite maximo dado por P, = }Hg) P(t), limitando assim o cresci-
mento populacional, contradizendo a ideia do crescimento infinito induzido pela Lei de
Malthus. Também serd considerado que a variacao da populacao esteja sujeita a um
fator de proporcionalidade inibidor f(P).

Entao

P(t)=P- f(P)

f(P):A(P‘}_P), A> 0.

oo

com
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entao, explicitando f(P) na equagao diferencial, obtém-se

dP P
— = APl1-— . 4.
o A ( Poo)’ A>0 (4.3)
Comparando (4.3) com (4.1) tém-se
A
_B=A- 2
a-0 P

Note que a taxa de crescimento diminui conforme a populagao aumenta e tende a zero
quando t — 0. As tnicas solucoes de equilibrio de (4.3) sdo P(t) =0 e P(t) = Pu, t 2 0.
Considere agora P(t) #0 e P(t) # P, assim para resolver (4.3), sera usada a técnica

de fragoes parciais para resolver a integral. Ou seja, a partir

500 - P(t)
P(t) = )\P(t)(l - P—w),

tendo P(t) #0 e P(t) # Pw, dividindo ambos os lados por P(t)( - —Izt) );

0
P(t)( : ?)

o0

1

rofi-20)

Integrando indefinidamente na variavel ¢ ambos os membros,

f(@)f?dt:fmt (4.4)

P(t) = \.

Obtém-se
1 . 1 1 . 1 - 1 .
- Pdt:/ S Pdt:f—Pdt+[—Pdt:
[(P(l—%)) (P (1—%)) P (1-4)
=In|P|-In l—Pi =1In _Pi + (1,
o0 Poo

onde (] é a constante de integracao

Substituindo novamente em (4.4) e integrando o 2° membro obtém-se

P

i
Peo

=t +C.

In
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Se, quando t =0, P(0) = Fy, tém-se ainda

PooPO

logo,
P

In =\ +1n

T P
Manipulando convenientemente a igualdade,

IH‘M v

Po(Po-P

P(Pa-P)) _
Py(Px - P) ’

P(P., — Py) = Py(P., — P)e,
PP, — PPy = PyP.,e’ — PyPe™,
P(P., — Py + PyeM) = PyPoeM.
Entao

P()POOGM P()Poo POPoo

T Pu-Py+ Pye PueM-Pye M+ Py (Pao-DPy)e M+ Py

P(t)

portanto
P,

[%-g - 1]e—kt +1

Através de (4.5), vé-se que a populagdo depende dos parametros A\, Py e P, que

P(t) = (4.5)

estabelecem a equacao diferencial e a condicao inicial sendo uma funcao do tempo,
como era esperado.

Voltando em (4.3) tem-se

P=)\P- PLPQ, (4.6)

isto é, P como funcao de P é uma parabola de concavidade para baixo e os pontos
P(t) =0e P(t) = Ps, como pontos de equilibrios, onde a fungao é zero, e portanto P(t)
¢ constante nesses pontos. Como A\ > 0, P cresce para 0 < P < P%" e P decresce para
PT‘X’ < P < P,,. Pelo grafico tem-se que o valor maximo de P ocorre quando P = %", isto
¢, o maximo da variacao da populagao ocorre quando a populacao atingir a metade da
populacao limite. Substituindo esse valor na equacao para obter o tempo ¢, quando a
variacao da populacao ¢ maxima, obtém-se:

P, FyP.,

2 T (Pu-Py)e v+ By

dividindo por P,
(Poo - PO)ei/\tM = P07
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che Pm P
portanto,
€>\tM _ Poo - PO
Py
e, entao
1 P, - F
tyy=—=1In
M P,

v

Figura 4.2: Curva logistica conforme modelo de Verhulst.

Para analisar o grafico de P = P(t), considere entao:

(i) Py < - tomando no instante ¢y, tal que P(tyr) = £= e substituindo em (4.3)

obtém-se P P
—=A—2=%0
dt 4 ’

logo

d?P
- -0
dt? ’

ou seja, o ponto t =ty € um ponto de inflexdo de P(t).

Py
(i1) Py = > tém-se ty; = 0,
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o Poo < . < . .
) - < Py < P, a curva P(t) ndo tem ponto de inflexdo pois a derivada sempre
serd positiva, portanto a populacao cresce tendendo a P, sem mudar concavidade.
(iv) Py > P entdo a curva nao tem ponto de inflexdo e a derivada é negativa.

Proximo passo ¢ analisar a concavidade da segunda derivada de P(t). Voltando em

(4.6) obtém-se
prep(1-20),

Py
1 2P
pro(p- L) (1-2)
P P,
Fazendo o estudo do sinal da segunda derivada, verifica-se que a concavidade

de P serd para cima para no intervalo ]0;£=[U]P.;o0[ e para baixo no intervalo

2
Py -
] oo; O[U]T; P,[ (veja Figura 4.2).
A vantagem do modelo de Verhulst sobre o de Malthus esté principalmente no fato
de levar-se em conta os efeitos da superpopulacao e, em consequéncia, P(t) tendera

sempre a um valor P,, fixado.

4.2 Sistema Massa e Mola: Um Modelo de 22 Ordem

Nesta secao, o enfoque sera analisar a elongacao de uma mola durante um certo
tempo, baseado na referéncia [1]. Vale observar que a resolucao apresentada foi obtida
baseando-se na teoria dos capitulos anteriores de trabalho.

Através da Segunda Lei de Newton pode-se descrever o deslocamento através de
uma equacao diferencial de segunda ordem pois esse movimento é descrito através da
aceleracao.

Considera-se o caso de um pequeno objeto de massa m estar fixo em uma mola
elastica de comprimento [ que se encontra suspensa sob um suporte rigido horizontal
(veja a Figura 4.3) podendo estar submerso a qualquer meio sofrendo as influéncias
externas. As aplicacoes sao diversas como por exemplo, o sistema de amortecedores de

carro, reduzir o recuo de uma arma, estudos sismografos entre outros.

[/

\ m

Figura 4.3: Sistema massa e mola
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Neste caso serd considerado que a massa se encontra inicialmente na posicao de
equilibrio, ponto este que serd adotado como a origem da funcao y(¢) que fornece a
posicdo da massa no instante ¢t. Se o deslocamento Ay(t) for para baixo, entdo sera

positivo como sentido adotado de orientacao. Considera-se que a forca restauradora R
N

m°

da mola é da forma KAl tal que k é a constante de elasticidade da mola medida em
Para determinar y(t), calcula-se a forga resultante agindo sobre a mola; da posicao de
equilibrio conclui-se que kAl = mg.

A forca R é a forca restauradora da mola tal que sua atuacao sempre é contraria

ao movimento do bloco, restaurando sempre a mola a posicao de equilibrio e seré dada
pela formula R(t) = k(AL +y(t)).

Para os proximos resultados, serd necessario o seguinte lema

Lema 4.1. Seja y(t) = u(t)+iv(t) uma solugao com valores complexos de ay” +by'+cy =
0, com a, b e ¢ reais. Entao, y1(t) = u(t) e yo = v(t) sao duas solugoes reais de

ay” + by’ +cy = 0.
Demonstracao: Da hipotese, tém-se que:
alu(t) +iv(t)]" +blu(t) +iv(t)] + clu(t) +iv(t)] =0 =
alu"(t) +iv"(t)] + b[u'(t) +iv'(t)] + c[u(t) +iv(t)] =0 =
[au” (t) + bu'(t) + cu(t)] + i[av” () + bU'(t) + cv(t)] = 0,
e da igualdade de niimeros complexos tém-se
au”(t) +bu'(t) + cu(t) =0 e av"(t) + bv'(t) + cv(t) =0,

concluindo a prova. ]

4.2.1 Vibracoes Livres

Nesta subsecao serd desprezado qualquer elemento externo agindo sobre o sistema
massa-mola que nao altera o movimento. Considerando o caso mais simples do movi-

mento livre nao amortecido, obtém-se a seguinte equacao
1
my = Pbloco + RJ

my" =mg-k(Al +y),
my"” =mg - kAl - ky,

k

adotando w? = -, entdo
m

y" +wiy = 0. (4.7)
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Denotando

Y2 (1)

Y () - (yl“)) ,

pode-se reescrever (4.7) na forma

(ymt)):( 0 1)(y1<t>)
Ua(t) w2 0 J\p(t))’

portanto o sistema é do tipo & = Az, em que A é uma matriz quadrada de ordem 2
0

2
_wo

1
com coeficientes constantes. Para este problema, tém-se A = ( 0 ) Calculando

o polinémio caracteristico de A, obtém-se

-2 1
det ( ) ) =0,
—wy —A

22 _
A +wy =0,

ou seja,

cujas solucoes sao os dois autovalores de A, A\; = wgi e Ay = —wpi. Como os dois autovalo-
res sao distintos, entao é possivel encontrar dois autovetores linearmente independentes
para cada autovalor correspondente.

Para A\; = wpt, toma-se o seguinte sistema para encontrar o autovetor v,

—u}oi 1 Jfl(t) B 0
~w? —wi J\aza(t)) \0O)

, . z1(t) ) 1 ..
e obtém-se a solugao , , de onde conclui-se que vy = |. Similarmente para
woix1(t) wol
Ao = —wpt encontra-se o autovetor vy = ], tal que a solucao do sistema sera dada
Y
Y (t) = ajeMiv; + age*?tvy;

t ) 1 ) 1
yl( ) _ alewozt |+ aze—wozt RE
y2(t) wWo?l —wo?

porém a solu¢ao da equagao que buscamos é y(t) = y1(t) e entao
y(t) = a1 + age™0",
Desenvolvendo os expoentes complexos, obtém-se
y(t) = a1 (coswot + isenwyt) + az(coswpt — i senwpt).
Utilizando o Lema 4.1 tém-se que a solucao de (4.7) é dada por
y(t) = ¢1 coswot + co sen wyt. (4.8)

Para conseguir analisar essa solucao é conveniente reescrevé-la como funcao apenas do

cosseno. Segue-se entao o seguinte lema
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Figura 4.4: Relagao entre 0 e ¢; e cs.

Lema 4.2. Qualquer funcao y(t) da forma (4.8) pode ser escrita sob a forma mais
simples
y(t) = Rcos (wot - 0) (4.9)

onde R=\/c]+c5 ed=tg" 2.

Demonstracao: Basta mostrar que (4.8) e (4.9) s@o iguais. De fato, observando a

Figura 4.4 obtém-se que ¢; = Rcosd e ¢y = Rsend, entdao partindo de (4.9)
R cos (wot — ) = Recoswyt cosd + Rsenwyt sen d = ¢1 cos wot + ¢ sen wot,
|

Na Figura 4.5 apresenta-se o grafico de y(t) = Rcos (wot —d). Esse movimento &
denominado como movimento harmonico simples; R é a amplitude do movimento, ¢ o
angulo de fase do movimento, Tj = i—’or o periodo do movimento e wy = \/g a frequéncia

natural do sistema.

y(t)
2r
wo

Figura 4.5: Gréfico de y(t) = Rcos (wot — 9).

4.2.2 Vibracoes Livres Amortecidas

Serd incluido um elemento externo, causando um amortecimento no movimento

denominado como uma forca D de resisténcia que o meio exerce sobre a massa m.
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Essa forca age sempre no sentido oposto ao sentido do movimento de modo que seja
diretamente proporcional ao médulo da velocidade y’, entao D = —cy’ Neste caso, entao

my" = Pyioco + R+ D,
my" =mg - k(Al+y) - cy/,
my" =mg - kAl - ky—cy’,

my" +cy' +ky =0,

Yy + £y'+ —y =0.

m” m

Realizando a mesma abordagem em relacao a secao anterior,obtém-se o sistema de

M) \ % % ) \e®
) 0 o e
A matriz A = ( f . ) e o polindbmio caracteristico é dado por

m\N2+cA+k=0

(4.11)
tal que os autovalores sao
\ __i+\/02—4m/€ o) __i_\/02—4m/€
' om 2m, S

m 2m
e a eles associa-se dois autovetores v; e vy linearmente independentes.
Portanto tém-se 3 casos para se discutir:

(i) ¢ —4mk > 0. Neste caso, A; e Ay serdo distintos e negativos, portanto toda
solucao de (4.10) tem a forma

y(t) = creMo; + cpetto,

ou seja, a solugdo geral de (4.11) tem a forma
y(t) = creMt + cpet?t

(ii) ¢ —4mk = 0. Neste caso, A serd inico com multiplicidade algébrica 2. Portanto
para encontrar a solucdo, as etapas seguintes obedecerao o Método dos Autovalores e
dos Autovetores descritos na Segdo 2.2.2 conforme descrito em "Autovalores Iguais".

Primeiramente, serd calculado o autovetor v, = para A = —5—. Conforme as

etapas, o autovetor sera obtido através da solucao do sistema abaixo:

(5 L))

62
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ou seja,
c _
5=a+b=0,
k c _
_ma’ - 2mb = 0.

Resolvendo o sistema pelo método da substitui¢ao tal que b = —5=a, tem-se

k c?
-——a+—a=0,
m 4dm

Pela condic¢ao ¢?—4mk = 0 conclui-se entao que a é arbitrario e convenientemente toma-

1
se entao o autovetor ( ) para o autovalor A\. Conforme os passos descritos na Secao

2.2.2, é preciso agora encontrar um outro autovetor vy = (b) linearmente independente,

obtém-se agora outro sistema
Eodkm ) a\ (0
0 <km Jip) o)

obtendo entao o sistema correspondente

2 —4km
a=0,
Q%WECm
Y, .

4m?
Novamente, pela condicao ¢?-4mk = 0, conclui-se que a e b sao arbitrarios, podendo

0
entao tomar o autovetor ( ) para encontrar a segunda solu¢do. A solugdo para y(t)

sera entao:
n\_ e (), e [0 & 1) (0
e R O R (R ey 1]

t ct 1 ct 0 1
yl( ) =cie 2m + e 2m +1 .
0 1 0
Portanto a solucao da equacao sera dada por
y(t) = (c1 + cat)e 3m

(iii) ¢ —4mk < 0. Neste caso, toda solucao y(t) sera da forma:

y(t) = aeMt + bet?t,

com A e Ay complexos e entao
¢, Vc2-amk _c
Cybel T o

y(t) = el F

<+
m



Presa e Predador: Um Modelo Nao Linear 64

Viamk-c?

i entao pode-se escreve y(t) da forma

Seja 1 =
y(t) = ettt 4 pel-m-in)t,
y(t) = ae(=mmrin)t 4 be(_i_i“)t,
y(t) = ae”3m (cos pt + isen pt) + be " 3m (cos pt — i sen put),
y(t) = ez (a + b) cos ut + e 3 (a — b)isen pit.

Pelo Lema 4.6, y;(t) = e 2n(a + b)cospt e y2(t) = e 3m(a - b)sen ut sio solucoes.

Tomando ¢y =a+b e cy =a-0b, entao
y(t) = e 3m [y cos pt + co sen ut],

usando o Lema 4.2 tém-se

y(t) = Re 3 cos (ut — 0).

Figura 4.6: Grafico de y(t) = Re™ 2 cos (wot - 8)

Conforme a Figura 4.6 acima, nota-se que a solucao é uma cossenoide decrescente.
Observando que o movimento extingue-se ao passar do tempo, quando o atrito é consi-
derado, por exemplo. Conforme esse modelo, por causa do atrito, qualquer perturbacao

inicial é absorvida pelo sistema com o passar do tempo.

4.3 Presa e Predador: Um Modelo Nao Linear

O que determinou a escolha do estudo desse modelo foi o fato de ser nao linear. O

estudo foi baseado em [13].
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Sejam z(t) a populacao de presas e y(t) a populacao de predadores no instante
t. Predetermina-se que o meio de subsisténcia para presas seja farto o bastante, cujo
unico fator inibidor serd a presenca de predadores. Pode-se entao afirmar que sem a
presenca de predadores, as presas irao crescer conforme a lei de crescimento exponencial
#(t) = azx(t), onde a > 0. Entretanto, com a presenca dos predadores o crescimento
sofrerad uma reducao. Supondo entao que z(t) diminua linearmente quando a populagao
de y(t) aumenta, tém-se:
i(t) = [a - by()]a(?), (4.12)
onde b > 0.
Por outro lado, supoe-se que os predadores alimentam-se exclusivamente das presas,
e que sem elas, a espécime desapareceria. A partir dessa consideracao pode-se dizer
entdao que a populacdo y(t) decresce de acordo com a lei exponencial §(t) = —cy(t), onde
c> 0. Entretanto, com a presenca de presas, considera-se que a populacao de predadores

cresca linearmente quando a populagao x(t) aumenta. Dessa forma, obtém-se

y(t) = [-c+dx(t) ]y (D), (4.13)

onde d > 0.

Esse sistema consiste em uma parte linear e uma certa perturbacao. Pode-se jus-
tificar os termos nao-homogéneos —bx(t)y(t) e dz(t)y(t) nas equagdes de crescimento
do seguinte modo: digamos que o nimero de encontro das duas espécies sejam pro-
porcionais ao produto z(t)y(t), podendo ser escrito da forma ax(t)y(t), permitindo
entao, expressar o quanto pode ser benéfico esses encontros para os predadores, ca-
racterizando um aumento dz(t)y(t), e a0 mesmo tempo tragico para a populagao das
presas, representando uma reducao bx(t)y(t). O coeficiente mede a susceptibilidade
da espécie z(t) as agbes predatorias, e o coeficiente d mede a habilidade predatoria da
espécie y.

Calcula-se agora os pontos criticos do sistema formado por (4.12) e (4.13), ou seja:

{ (a-by)z =0,
(—c+dx)y=0.

Resolvendo esse sistema, encontra-se 4 pontos criticos. A solucao (O, g) descreve
a situacao em que o numero de presas é zero entao o crescimento populacional de
predadores extingue-se conforme uma exponencial decrescente; a solucao (g, 0) implica
que o numero de predadores é zero, entao o nimero de presas cresce exponencialmente.
Resta entao verificar duas situagoes: a origem e o ponto (g, g)

Para estudar a origem, toma-se a parte linear de (4.12) e (4.13), obtendo o sistema

DN CEI I

linear homogéneo associado
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a
Tomando a matriz A = ( 0 ) em (4.14), obtém-se o seguinte polindémio carac-

—c
teristico
(a=A)(-c-A) =0,

obtendo assim os autovalores A\; = a ou Ay = —c ; portanto pela condi¢ao (7i¢) do
Teorema 3.8 e A\; > 0, tém-se que a origem ¢é instavel.
Agora sera feito o estudo com respeito a (g, %) O proximo passo serd tomar o

sistema (4.14) e fazer uma troca de variaveis

obtendo assim o sistema

cuja parte linear é

U= —%CU e U= C%du. (4.15)

A partir de (4.15), dividindo as duas equagoes obtém-se:

u = gv

) %d ’
ad . bc
?UU = —EUU,

integrando obtém-se
adu®  bcv?

T2taa "
e portanto que n > 0 para quaisquer u e v. Multiplicando ambos os membros por 2db,
ad?*u? + b*cv? = 2dbn,
tal que 2dbm > 0 entao existe k real tal que k2 = 2dbn, entao
ad*u® + b cv? = k2,

ou seja, a expressao acima descreve uma elipse de centro (g, %) Portanto, pode-se ter
uma nog¢ao de que as oOrbitas das solugoes de (4.12) e (4.13) tem a forma de elipses na
vizinhang¢a do ponto critico (g, 9).

O proximo passo consiste em obter, de fato as orbitas do sistema (4.12) e (4.13),

para isso dividimos as duas equacoes

y _[-c+da)y
& (a-by)x’
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(a-by). (—c+daz)x,

y oz

aly—by'z —clx'erf.
x

Integrando ambos os lados tem-se

1 1
af—ydt—bfydt:—cf—g‘:dmdf:bdt.
y T

alny—-by=-clnzr+dr+InkK,

aplicando a exponencial em ambos os membros
yle™W = Ko e, (4.16)
onde a constante K pode ser determinada em funcao de um ponto inicial dado, ou seja,
K = y§e Wogtedro,

implicando que K > 0. Para obter a orbita, para cada membro da igualdade obtida em

(4.16), obtém-se 2 novas funcoes definidas por
2(y) =ye™ e w(zr) = Ko e, (4.17)

Derivando z(y), obtém-se
Z(y) =yt e (a-by),

ou seja, para 2'(y) = 0 obtém-se y = ¢.

Encontrando a segunda derivada de z(y), obtém-se

2"(y) =y* 2 e [(a-by)* ~al,
ou seja,
a-2
(¢ a a —-a
2@ =) e

logo 2”"(%) <0, entdo z(y) admite um ponto maximo em y = §.

Realizando a mesma abordagem em w(x) obtém-se
w'(z) = K[e®-27¢L - (dv - )],
entdo, para w’'(x) = 0, encontra-se x = 5. Derivando novamente
w"(z) = K{e®™ 272 .[(dx - ¢)? + ]},

ou seja,
"(c dc c 2
w (—l)—cke (—) ,

o que implica, w”(5) > 0 entdao w(x) admite um ponto minimo em z = £.
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Falta ainda mostra que w,,;, < Zmee. B imediato, pois
< Kr ¢ dv _ ,a,-by «
wmm N €T e - y € N Zmaz'

Os gréficos serao tracados simultaneamente, separados pelos quadrantes tal que
no primeiro quadrante serd obtida a orbita do sistema das equagoes (4.12) e (4.13);
no segundo quadrante, um esbogo da curva z(y); no terceiro quadrante, a fungao
Identidade e no quarto quadrante, um esbogo da curva w(x).

Através da seguinte construcao, mostra-se que a orbita do sistema das equacoes
(4.12) e (4.13) sera uma curva fechada:

(i) Denomina-se por W a curva w(x), Z a curva z(y) e L a reta bissetriz do terceiro

quadrante.

(ii) Pelo ponto A; da curva W traca-se uma paralela ao semieixo z até encontrar
a reta L em A,, tragcando entdo uma paralela ao semieixo y até cruzar a curva
Z nos pontos Az e A;. As retas paralelas ao semieixo x passando por Az e Ay

C

interceptam a reta z = £ nos pontos )1 e Q2. Esses dois pontos determinam os

extremos da 6rbita na dire¢ao y (ver Figura 4.7).

(iii) Pelo ponto By da curva Z traca-se uma paralela ao semieixo y até encontrar a
reta L em B,, tracando entao uma paralela ao semieixo x até cruzar na curva
W nos pontos Bs e By. As retas paralelas ao semieixo y passando por Bs e By

a

interceptam a reta y = ¢ nos pontos P, e I%». Esses dois pontos determinam os

extremos da orbita na diregdo x (ver Figura 4.7).

(iv) Para obter os pontos da orbita, toma-se qualquer ponto C; tal que A; < C} <
Bi. A partir de cada ponto encontrado nas intersecoes entre os prolongamentos
originados em (' de retas paralelas a cada eixo com as curvas Z e W, tracam-
se retas paralelas aos eixos novamente, em direcao ao primeiro quadrante. Os

quatro pontos obtidos na interse¢do pertencem a orbita (ver Figura 4.7).

Uma interpretacao seria realizar uma leitura anti-horaria nesse grafico que descreve
a orbita do sistema por (4.12) e (4.13). Partindo do ponto @)1, onde o namero de
predadores é minimo, com isso o numero de presas continua aumentando porém de
forma decrescente pois o nimero de predadores comeca a aumentar quando a curva
caminha para P.

Em P, o crescimento das presas zeram comecando entao a decrescer em nimero
de populacao, pois o nimero de predadores aumenta devido ao crescimento ocorrido
na populacao de presas. Chegando em ()2, o nimero de predadores atinge o maximo
fazendo assim reduzir ainda mais a oferta de presas e a aumentando a disputa entre
predadores, ou seja, o nimero de predadores também comeca a decrescer juntamente

com o niumero de presas.
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Figura 4.7: Orbita do sistema das equacdes (4.12) e (4.13).

Como o nimero de predadores passa a reduzir ao decorrer do tempo, isso permite
entao com que as presas se estabilizem em P e, a partir disso voltem a crescer enquanto

o niimero de predadores diminui convergindo novamente ao ponto inicial )1, fechando

o ciclo.
Conclui-se entao que as populacoes presas e predadores oscilam periodicamente.

Nota-se que a 6rbita nao apresenta simetria em relagao ao eixo x = 5 ou ao eixo y = 7.

Ver Figura 4.8.

[
\

v
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Figura 4.8: Orbitas do sistema por (4.12) e (4.13).



5 Propostas de Atividades para o
Ensino Médio: Pré Calculo e Malthus

O principal objetivo deste tltimo capitulo é apresentar duas propostas voltadas ao
professor de matematica. De uma forma didatica e acessivel, serd apresentada uma
atividade cuja finalidade é introduzir o conceito de derivada de uma funcao de uma
forma acessivel ao aluno de ensino médio.

A partir de uma situacao-problema deseja-se mostrar uma aplicacao da derivada.
Por conta do final do ano letivo nao foi possivel aplicar tal proposta em sala de aula,
mas fica aqui uma sugestao ao professor de ensino médio, especialmente o do 3% ano,

para explorar um contetido de uma forma diferenciada, usando recursos tecnologicos.

5.1 Pré Calculo

Uma das muitas preocupacoes de um professor de matemética que leciona para o
ensino médio é analisar a capacidade do aluno compreender os novos conceitos mate-
maticos, inclusive os que serao apresentados numa futura graduagao na area de exatas,
de uma forma que este consiga dar sequéncia ao contetido abordado no ensino médio. A
proposta dessa atividade é introduzir o calculo com recursos exclusivamente limitados
ao ensino médio e apresentar para o aluno o conceito, uma aplicacao e uma técnica de
obtencao da derivada de uma funcao.

Este trabalho nao tem a pretensao de ensinar o conceito de derivada conforme a
definicao rigorosa na matemética mas sim, de uma forma mais simples e direcionada,
introduzir ao aluno, os conceitos iniciais que servirao de base para entao, num momento
oportuno, ele conseguir compreender o conceito de derivada de uma funcdo. FEsta
atividade foi elaborada também com o objetivo de dar uma opcao ao professor de
matematica do ensino médio, uma maneira de apresentar um novo conceito matematico
para alunos desprendido de um formato de uma aula classica de matemaética.

Como essa atividade exige alguns conceitos que serdao apresentados no decorrer
do ensino médio, aconselha-se apresentar essa oficina para o 3% ano do ensino médio,
como revisao de funcoes, estudo do sinal de funcoes e equacao de retas. Aqui seria

pertinente ao professor de matematica rever o conceito de coeficiente angular da reta.

70
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Caso o professor de matematica tenha recursos tecnologicos, recomenda-se também
apresentar essa atividade num programa de graficos aliado a um quadro negro, pois o
recurso grafico nesta atividade é fundamental para que o aluno compreenda algumas
convergéncias.

Esta atividade é dividida em quatro partes, as duas primeiras partes trabalham
apenas o conceito visual e geométrico de derivada. Dependendo do tempo que o pro-
fessor tenha, bastam apenas as duas primeiras partes dessa atividade para que o aluno
entenda esse conceito introdutério de derivada. A terceira parte j& mostra uma maneira
de se obter uma derivada exigindo calculos e processos algébricos que para os alunos,
possam ser de extrema dificuldade, mas cabe ao professor realizar esses calculos apenas
direcionando e orientando-os, ou seja, momento em que o profissional de matemética

realiza a sua verdadeira arte. Todo esse estudo foi baseado nas referéncias [14, 15, ?|.

5.1.1 Apresentando os Conceitos: 12 Parte

Antes de introduzir a derivada para o aluno de ensino médio, é de extrema impor-
tancia reapresentar o conceito de reta tangente que no ensino médio fica-se limitado
a intersecao entre reta e circunferéncia. Aconselha-se iniciar o assunto retomando as
posicoes relativas entre reta e circunferéncia. Mostra-se que a partir de uma reta pas-
sando por dois pontos, consegue-se obter a reta tangente num certo ponto fixo desejado
fazendo com que a distancia entre esses dois pontos obtidos na intersecao tenda a zero
mostrando que a reta secante converge para a reta tangente.

Primeiramente, toma-se uma reta r secante a uma circunferéncia \ nos pontos P e
(). Para obter a tangente no ponto P, basta deslocar o ponto () sobre A, aproximando
cada vez mais a P, tal que a distancia entre esses dois pontos aproxime de zero, obtendo
sempre uma nova reta secante em cada novo @),. Fica facil para o aluno entender
que a reta tangente num certo ponto é obtida sempre tomando dois pontos distintos
quaisquer e fazé-los convergir a um certo ponto desejado, geralmente um dos dois pontos
escolhidos inicialmente esta fixado e varia-se sempre o outro ponto. Seria pertinente
também nesse momento, ja mostrar que a reta tangente ¢ encontrada nesse processo
fazendo com que a distancia entre esses dois pontos convirja para zero. Ver a Figura
5.1. Uma vez visualizado esse processo na circunferéncia, generaliza-se para qualquer
curva.

Apobs essa introducao, pode-se entao apresentar uma situacao problema que ird
induzir ao aluno, a necessidade da compreensao do conceito derivada.

Recomenda-se o uso de graficos simples e conhecidos pelos alunos de ensino médio.
Retoma-se entao a aula de funcao e junto com o aluno constroéi-se o grafico da funcao
quadratica f(z) = x? tomando-se pontos no dominio e plotando os pontos no plano
cartesiano e obtendo assim um grafico bem familiar para esse aluno de ensino médio.
Nesse processo de construgao da funcao quadratica é conveniente que o professor escolha

pontos no dominio x, @9, -+, &, tals que Ty — Ty = X3 — Ty = - = Ty, — Tpoq = A, OU
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Figura 5.1: Obtencao da reta tangente.

seja, Az, seja constante e igual, mas pela definicdo de f(z) = z2, é claro que para
x> 1, tem-se Ay = yo— 11 < Y3 — Y2 < - < Yn — Yn_1, conforme a Figura ?? (a).
Uma vez tracado o grafico, o importante agora é o professor ser o elemento instigador,

despertando curiosidades e questoes sobre um grafico tao comum. O professor pode

r (b) B X

Figura 5.2: Estudo da fun¢io quadrética f(x) = z2.

questionar com os alunos pontos do tipo:
(i) O grafico limita-se apenas a curva tragada ou ¢ infinito?
(ii) Qual a regido no dominio que o grafico é crescente? E decrescente?

(iii) Tomando apenas a regiao positiva no dominio, o grafico SEMPRE sera crescente

quando x cresce?

(iv) O gréfico construido pelo aluno GARANTE o comportamento desse grafico quando

x for muito grande?
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(v) Sera que em algum momento, para o z,, muito grande, a parabola deixa de ser
crescente? Ver Figura 5.2 (b).

(vi) O que poderia ser analisado no grafico para verificar se a parébola continua
infinitamente crescendo?

Importante neste momento é despertar no aluno uma curiosidade de como serao

resolvidas essas questoes. Depois de varias questoes, o ideal é que o aluno perceba

que a reta tangente & parabola em cada ponto no gréfico serd o objeto de andlise para
conseguir responder a pergunta do item (vi). Caso os alunos ndo consigam visualizar, o
professor pode reduzir o estudo da parabola apenas para o dominio positivo, isto é, x >
0. Traca-se uma reta tangente neste ponto incidindo no eixo das abcissas destacando
entao a declividade da reta tangente (ver Figura 5.3 (a)). Quando o professor for
mostrar a relacao da reta tangente com a parabola, recomenda-se tomar cuidado para
nao induzir ao aluno a ideia de que a reta tangente comece a assintotar a parabola no

infinito.
O préximo passo é obter informacgoes sobre essa reta tangente ao ponto P. Seja

P = (x,y), o ponto onde deseja-se tragar a reta tangente.

A

A y

y+Ay
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Figura 5.3: Reta tangente

Conforme a Figura 5.3 (b) mostra-se que a cada variacdo Ax = h, a variavel de-
pendente y também sofre um acréscimo igual a Ay, obtendo assim, o ponto @)
(z+ h,y+ Ay). Entao:
f(z+h)=y+Ay,

como f(z) = 22, tem-se
(z+h)2=y+Ay.
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Sabe-se que
Ay = f(xz+h) - f(x),
Ay = 2%+ 2zh + h? - 22,
Ay =h(2x +h).

Entao observa-se que a declividade da reta secante obtida pelos pontos P e () sera
o objeto principal para conseguir chegar a reta tangente, mostrando que a reta secante
converge a reta tangente quando h tende a zero. Utilizando o conceito de coeficiente

angular que o aluno obteve previamente, mostra-se que

Ay Ay h(2x+h)

N - 2z + h. (5.1)

Para um certo valor fixo de x e variando h, vai-se mudando a posicao do ponto Q).
Pelo grafico da Figura 5.3 (b), verifica-se que a reta secante determinada pelos pontos
P e @ vai se aproximando cada vez mais da reta tangente no ponto P quando h vai
ficando cada vez menor. Pode-se dizer entao que a declividade da reta tangente no
ponto P é dada por 2z, devido a (5.1) quando h tende a zero. Como h nunca podera
ser zero segue que a declividade da reta tangente & curva no ponto P tende a funcao
linear g(x) = 2x e este seria o limite da declividade quando h tende a zero. Esse limite
é chamado de derivada da funcao no valor x. A notacao usual da derivada da funcao
f(z) é dada pela funcao f'(x).

Caso o professor de matematica tenha tempo, nesse momento pode-se entao pedir,
como uma atividade complementar, que sejam calculadas as derivadas das seguintes

funcoes:

(2) f(x) =522
(b) f(a)=2,

(¢) f(x)=222+3x+5.

O proximo passo é mostrar ao aluno uma aplicacao da derivada.

O importante agora é fazer com que o aluno relacione o comportamento da parabola
onde ela é crescente e decrescente de acordo com o sinal da derivada. Pelo estudo do
comportamento do grafico da funcao f(z) = z2, nota-se que a derivada nunca sera
negativa. Logo, pode-se entao afirmar que a parabola nunca serd decrescente para
valores positivos de = respondendo entdo a problematica do item (v).

Caso o professor tenha interesse, ele também pode continuar questionando se a
pardbola pode se tornar constante a partir de um valor z,, conduzindo o aluno a
verificar que isso s6 ocorrera se a derivada for zero, e ainda que, na parabola isto nao

é possivel.
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Estudo do sinal de f'(z) =2«

o [+t

Figura 5.4: Relagao entre o comportamento de f(x) =22 com o sinal de f'(x) = 2x.

5.1.2 Aplicando os Conceitos: 22 Parte

Tendo o aluno compreendido o conceito inicial de derivada, aqui nessa subsecao
serd apresentada uma aplicacao da necessidade do conhecimento da derivada de uma
funcao. Apresenta-se ao aluno a seguinte situagdo problema: serao fornecidos 5 tipos
de reservatorios com a mesma capacidade e a mesma altura H conforme a Figura 5.5.

Os recipientes da Figura 5.5 apenas ilustram a situacao.

IVAOX

0) () (d) ()

Figura 5.5: Recipientes de mesma capacidade e altura H.

Supondo que exista uma torneira para cada recipiente, admite-se que a vazao de
agua sera a mesma para todas as torneiras igual a £ metros ctibicos por minuto. Deseja
entao analisar o comportamento da altura do nivel de dgua da cada recipiente no
decorrer do tempo. Denota-se por fi(t) a altura do recipiente k no instante ¢, adotando
a altura em metros e o tempo em minutos. Para todas as fung¢oes tem-se que f(0) =0
e f(T) = H tal que T' & o tempo que demora para os recipientes atingirem a altura

méaxima H, enchendo-os por completo. A partir dessa situacao, pode-se propoe ao



Pré Calculo

76

aluno a construcao do grafico da altura do nivel da dgua em cada recipiente proposto
caso o professor ache pertinente a abordagem da construcao dos graficos nesta proposta
didatica. Facil para o aluno enxergar que essa funcao sempre serd crescente pois o
nivel da agua sempre subird porém serd que os gréaficos serdao iguais? Importante
nesse momento ¢ a interpretacao da curva para cada recipiente que o aluno visualizara,

sempre conduzido e orientado pelo professor. Por exemplo,

- em (a), a altura do nivel da dgua aumenta de forma uniforme, sempre na mesma

velocidade;

- em (b), a altura aumenta rapidamente no inicio do processo porém continua

aumentado cada vez mais lentamente;

- em (c), a altura aumenta lentamente no inicio porém a velocidade do nivel da

agua aumenta com o passar do tempo, ou seja, processo inverso ao de (b);

- em (d), a altura aumenta rapidamente até & metade do recipiente, depois rever-

tendo o seu comportamento;

- em (e), semelhante ao (d) porem com processo inverso.

fa(t Jo(t)
H H

® Tt

fd(2 (c) T ¢ fe(2

‘ @ ¢

Figura 5.6: Grafico da altura do nivel da agua dos recipientes da Figura 5.5 em funcao

do tempo ¢t .

Apos toda essa analise, o aluno devera entender que apesar de todos os graficos
serem de funcoes crescentes, no entanto todos sao distintos. O objetivo principal dessa
atividade é mostrar ao aluno que a derivada, apresentada na atividade anterior, sera o

conceito matematico que mostrara a diferenca no comportamento crescente das fungoes.
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Para dar inicio nesse estudo, o professor apresentard a necessidade de estudar a
razao entre a imagem e o dominio. O interessante agora ¢ o professor tomar intervalos
de mesmo comprimento no dominio e mostrar ao aluno que na imagem a variacao nao

serd a mesma, exceto se a funcao for a identidade.

4
fa(t) fb(t)}
H ] H
Ay €
Aysf]
A.Uu{
Agf]
EOR R A g S5 5 T ¢

(@) o ()

Ay {

Ay, {

Ay <€

5, snal ¢

(c)
Figura 5.7: Estudo de Ay;

Para isso, toma-se intervalos de mesmo tamanho At em diferentes fases do processo.
Considere o intervalo [¢,t + At], entdo a imagem é Ay = fi(t + At) — fr(t). Logo,

Ay _ fu(t+At) - fi(h)
At At '
(a) Em (a) tem-se Ay é constante para qualquer At, = At, ou seja, Ay, = Ays = Ays
(ver Figura 5.7 (a));

(5.2)

(b) em (b), Ay diminui para At tomados no sentido crescente do dominio, ou seja,
Ayy > Ays > Ays (ver Figura 5.7 (b));

(c) eem (¢), Ay aumenta para At tomados no sentido crescente do dominio, ou seja,
Ayp < Ays < Ays (ver Figura 5.7 (¢)).

Portanto analisar o comportamento de (5.2) serad fundamental para obter infor-
macoes relevantes sobre o crescimento da curva em cada caso descrito, além disso é
importante mostrar para o aluno que quanto menor for At mais informacoes sobre a

curva sao obtidas graficamente.
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Esse ¢ o momento ideal para o professor fazer a ligacao com o exemplo da parabola,
ou seja, adaptando o mesmo contexto aplicado na parabola na secao anterior, pode-se

concluir entao que a derivada da funcao é a ferramenta ideal para realizar este estudo.

5.1.3 Aprofundando os Conceitos: 32 Parte

O objetivo principal serd obter uma formula mais proxima possivel para a derivada

. A . .
da funcao f,(t), ou seja, obter A—?i para um At¢ muito pequeno, proximo de zero. Para
isso deseja-se obter inicialmente uma forma analitica para f;,(t), entao toma-se a se¢ao

meridional do cone do recipiente (b), conforme Figura 5.8.

Figura 5.8: Corte meridional no recipiente (b)

O volume de dgua no interior do cone é dado por

v - TOLO 5.3

ou também é obtido através da formula
V(t) = kt, (5.4)

tal que k é a vazdo da torneira dada por metros cubicos por minuto. Igualando (5.3)
e (5.4) obtém-se
2(¢ t
% = kt. (5.5)

Voltando ao tridngulo da Figura 5.8, conclui-se que 7(t) = f,(¢) tg 6, que substituindo

em (5.5) resulta em
2 3
3
ou seja,
3kt

=4/
Jl) Ttg2 0’
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3k
)=/ —2_
folt) Ttg?0 Vi

Seja C' uma constante que dependa apenas do recipiente e da vazao de agua, tal que

C = 3/=2k_ portanto

Ttg2 6’
f(t) = CYt. (5.6)
Assim,
Ay fillt + AL) - fi(1)
At At ’
%_O?/mAt—Ci”/E_C'\?’/HA—S/E (5.7)
At At - At ' '
Multiplicando e dividindo 5.7 por [(\3/25 + At)2 +t+ AtV + (%)2] obtém-se
Ay _C. Jt+ At - \% (Vv 75+At)2+ It + At - \3/%+(\3/¥)2
At At (VAL + Ve AL VT (V)
ot At + 3t + At) + 3/82(t+ At) —t = /t(t + At) = I/t2(t + At)
At [(VE D) + e+ Bt i+ (V)] ’
. At
A [(VE AR + i+ AV (V)]
ou seja,
Y _ ¢ ! (5.8)

At (Vv AL) + Ver A- i+ (VB
para todo 0 <t <T.

: - , . . Ay
Conseguiu-se entao uma formula algébrica para a razao At Importante nesse

momento é estudar quando At fica muito pequeno, proximo de zero. Pode-se entao,

introduzir a notacao de limite, lim K‘z, de uma forma despretensiosa, ou seja,

t—0
. Ay C
lim — = 5
At-0 At g (%)
ou seja, a derivada de fi,(¢) no ponto ¢ é dada por
C
3 (V1)

Apesar de despertar diversas perguntas sobre a derivada, nessa pentultima subsecao,

fy(t) =

a abordagem foi com respeito & parte algébrica na obtencao da derivada. O professor
pode realizar as mesmas conjecturas feitas para a parabola e verificar que se aplica
aqui também, coisas do tipo: o grafico de f,(t) sempre sera crescente pois a derivada
sempre serd positiva no dominio, visto que, na prética o nivel da dgua sempre subira,
hipoteticamente falando de um recipiente igual ao de (b), com uma altura infinita,
implicando que o nivel da dgua nunca ficard constante numa marca e jamais comecara

a decrescer.
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5.2 Malthus: uma aplicacao para as Funcoes Expo-

nenciails

A segunda parte desse capitulo consiste em relacionar um tema abordado nessa
dissertacao de modo que seja aplicivel ao ensino médio. O contetdo escolhido foi
o modelo de Malthus pela simplicidade de se aplicar esse conceito. O publico mais
oportuno para aplicaciao dessa ferramenta é o 1° ano do Ensino Médio, fazendo parte
do estudo do contetido de fungoes exponenciais. Nessa atividade nao serd necessaria a
apresentacao dos conceitos de equacoes de diferencas e recorréncias, porém a prova de
inducao da formula obtida pode ser um diferencial a mais nessa aplicacao.

Conforme o Capitulo 4, na secao Dinamica Populacional, supde-se que com a va-
riacao do tempo, a variacao de uma certa populacao seja proporcional & populagao
inicial. A ideia principal é simples: o professor apresenta uma tabela com a quantidade
de elementos de uma certa populagao em relagao ao ano do registro dessa informagcao.

Essa atividade sera dividida em trés partes: a obtencao da constante da funcao,
construindo a funcao e ajustando o seu dominio. Essa proposta também pode ser ade-

quada ao uso de softwares de funcoes caso seja disponivel ao professor de matematica.

5.2.1 Obtendo a Constante

O primeiro desafio proposto pelo professor de matematica, apos ter ambientalizado
o aluno na proposta de que a populacao da cidade de Artur Nogueira se comportaréa
conforme o Modelo de Malthus, serd obter uma estimativa para a constante a através
do uso das informacoes na tabela contida na figura 5.9, ja com a tabela em maos, esta
tabela foi adaptada usando os dados do IBGE, veja referéncia [17].

Populagao
Ano de
Artur Nogueira

1990 28.053
1995 30.066
2000 33.124
2005 39.457
2010 44177
2015 51.126

Figura 5.9: Tabela de Populagao de habitantes de Artur Nogueira.

Note que os anos estdo intercalados obedecendo um padrao (quinquénios) para
ficar mais facil o ajuste final do dominio. Caso os alunos tragam informacoes que nao
obedecam esse padrao, entao o professor de matemética deve fazer essa adequacao,
procurando sempre preservar ao maximo as informagoes trazidas pelos alunos. Caso o
professor apresente a tabela, que ele faca os ajustes antes de entregar a tabela oficial

da atividade a ser trabalhada.
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Através da tabela, adota-se que a populacao de habitantes em Artur Nogueira no
ano z; ¢ dada pela fungdo P(x;). Conforme o modelo de Malthus, a populacao de

Artur Nogueira no ano x;;; ¢ obtida pela relagao:

P(xi1) = P(x;) + a; P(x;) = (1 + o) P(x), (5.9)

onde «; varia em cada quinquénio. O professor pode até explorar a natureza da cons-
tante, mostrando ao aluno que essa constante estd diretamente relacionada com a
diferenca de indices de natalidade e mortalidade e as condicbes para que essa constante
seja positiva, negativa ou nula, para assim despertar um interesse e um olhar diferente

nos alunos. De (5.9) obtém-se

o = P(zi1) - P(x;)
Z P(x;) '

Para o exemplo dessa atividade, serao obtidos 5 valores para «;, ou seja

_ P(25) - P(21) _ 30.066 - 28.053

= 0,0717;
! P(z1) 28.053 T
P(x3) - P(z5) 33.124 - 30.066
= = = 0 10].7
@2 P(as) 30.066 b
P(z,)-P 457 -33.124
o, (21) = P(x3) _39.457-33.124 _ 0,1011;
P(z3) 33.124
P(xzs) - P(zy)  44.177 - 39.457
= = =0, 1196;
u P(x1) 39.457 i
P(xg) - P(x5) 51.126 - 44.177
- - = 0,1573.
@ P(zs5) 44177 ’
Fazendo,
n—1
D, i
o= i=1
n-1’
tém-se
o= 00717 +0,1017+0, 1911+ 0,1106 +0,1573 _ 0,6414 _ oo
6-1
5.2.2 Construindo a Funcao

Proximo passo é obter uma boa aproximacao para uma funcao que descreva a
populacao de Artur Nogueira em funcao dos anos.

Para isto, sabe-se que:
P(x3) = P(xz1) + aP(x1) = (1+ a)P(z1), (5.10)

para P(x3) tem-se
P(J?g) = P([L’Q) + OCP(Z’Q),
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ou seja,
P(z3)=(1+a)P(x2).
Substituindo em (5.10) obtém-se
P(z3) = (1+a)*P(x1).
Tomando o mesmo procedimento, chega-se entao a funcao discreta
P(z,) = (1+a)" ' P(xy), (5.11)

paran € N en > 1, mostrando entao que a funcao depende apenas do primeiro elemento
e de a.

Dependendo do tempo disponibilizado para a aplicacao dessa atividade, agora seria
um momento oportuno de apresentar um novo conceito de graduacao ao aluno: a
prova por inducao. Nao que seja de extrema importancia, dado que o objetivo é
apenas introduzir ao aluno o processo de obtencao de fungoes, porém o professor pode
questionar se essa funcao sera valida para todo n. Talvez o aluno nao sinta a necessidade
dessa verificagao mas o professor pode questiona-lo da seguinte forma: supondo que a
formula é valida para n, serd que ela é vilida também para n + 17

Pela formula obtida (5.11), deve-se verificar entdo que a populagdo de habitantes

de Artur Nogueira no ano x,,; é obtida por
P(zpi1) = (1+a)"P(xy). (5.12)
Pelo Modelo de Malthus, tem-se que:
P(xp41) = P(x,) + (2,,) = (1 + ) P(x,),
substituindo (5.11) em (5.12), obtém-se
P(zp)=(1+a)(1+a)"'P(zy) = (1 +a)"P(xy),

comprovando assim a validade da fun¢ao obtida em (5.11).

5.2.3 Ajuste do Dominio

O préximo desafio agora é ajustar os anos correspondentes na tabela da Figura 5.9
a fungao exponencial (5.11). Note que o dominio discreto dessa funcao, relaciona o
valor numeérico 1 para o ano de 1990, 2 para o ano de 1995, 3 para o ano de 2000 e
assim sucessivamente, ou seja, a expressao encontrada para P(x,) depende de n e nao
de z,,.

Para conseguir uma funcao mais completa, tal que relacione as informacoes da
tabela da Figura (5.9), deve-se adequar um dominio conveniente, discreto e que dependa
exclusivamente de x,,. Para isso, basta construir uma tabela auxiliar conforme a Figura
5.10.
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Ano
1990
1995
2000
2005
2010
2015

DU =W (N3

Figura 5.10: Tabela auxiliar para relacionar n com o ano correspondente.

Tomando duas informagoes quaisquer na tabela 5.10 (escolheu-se z; e x5) tem-se
n-1  x,-1990
5-1  2010-1990
xn — 1990
5 Y
ou seja, substituindo a igualdade acima em (5.11), finalmente obtemos a fungao expo-

n-1=

nencial
P(z,) = (14 )@ 719905 p(g), (5.13)

ou seja, substituindo o valor de « obtido na se¢ao anterior e o valor de P(z;) em (5.13),
obtém-se
P(x,) = (1,1283)@~1990)/598 053, (5.14)

tal que (5.14) serd uma boa estimativa para a fun¢ao que descreve o niumero de habi-
tantes de Artur Nogueira em fungao de um ano dado. Note que agora o aluno podera
até realizar estimativas sobre a populacao de Artur Nogueira sobre os anos que nao
constam na tabela da Figura 5.9. E importante reforcar nesse momento que a estima-
tiva da populacao através dessa férmula é para estimar a populacao de Artur Nogueira

para os anos posteriores a 1990.

104
55 T T T

== Fungdo Exponencial Conforme Modelo de Maithus.
@ Dados Populacionais (IBGE).

(5]
T

»
]

Populagao de Habitantes de
Artur Nogueira - SP
o

w

N
)

1990 1995 2000 2005 2010 2015
Ano

Figura 5.11: Gréfico e pontos obtidos através do software MATLAB.
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Nao tem como falar de funcoes apenas de uma forma analitica, lembrando que em
muitos casos, a visualizacao é essencial para complementar um conteido de matemé-
tica. Nessa ultima etapa, infelizmente serd necessario o uso de softwares de graficos
mas caso o professor nao disponha desse recurso, seria interessante apresenté-lo pronto,
mostrando o comportamento da curva exponencial sendo bem proxima aos dados po-
pulacionais.

E claro que no estudo do tempo continuo (e ndo discreto) a taxa de variagao da

populacao P pode ser expressa por
P(t) = aP (),

o que leva naturalmente & fungao exponencial P(t) = P(0)e*.
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