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Resumo

Neste trabalho estudamos transformacoes quaseconformes no contexto dos octonios, que sao

hipercomplexos de oito dimensoes. Por nao preservar a magnitude dos angulos, mapeamentos
quaseconformes causam uma dilatacao linear.
A partir da definicao métrica de quaseconformidade, utilizamos a forma binomial para mostrar
que a distancia |f(y) — f(z)| pode ser escrita como um polinémio em 7. Com isso, pudemos
desenvolver nao s6 um conjunto de férmulas como também um método computacional simplificado
para o calculo analitico da dilatacao.

Posteriormente, utilizamos ferramentas graficas para vizualizar as consequéncias da dilatagao.

Palavras-chave: Octonios, transformacoes quaseconformes, dilatacao, hipercomplexos, mapea-

mentos, quasiconformidade.
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Abstract

In this work we study quasiconformal mappings related to octonionic algebra. Since quasicon-
formal mappings do not preserve the magnitude of the angles they cause a linear dilatation. We
show that it also happens to 8-dimensional hipercomplex.

Based on the metric definition of quasiconformal mapping we show that the distance |f(y) — f(x)|
is a polynomial of variable r. Then it’s possible to make not only a set of formulas but also a
computacional method to calculate the dilatation.

We also use some graphical tools to visualize the consequences of dilatation.

Keywords: Octonions, quasiconformal, dilatation, hipercomplex, mappings.
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1 INTRODUCAO

1 Introducao

Neste trabalho sao utilizados dois resultados principais. Em primeiro lugar, a teoria dos octonios,
que é, de certo modo, uma extensao nao-associativa dos quatérnios. Sua algebra de divisao nor-
mada em 8 dimensoes sobre os reais ¢ a mais vasta possivel que pode ser obtida a partir da
construcao de Cayley-Dickson. Em segundo, utilizamos o conceito de fungoes quaseconformes, ou
seja, fungoes que nao preservam angulos. Mais formalmente, uma funcdo w = f(z) é quasecon-
forme em z, se nao preserva os angulos entre as curvas através de zg e z.

Com esses conceitos, desenvolveremos um estudo sobre a dilatagao em funcoes octonionicas quase
conforme do tipo f(z) = 2". A dilatagdo é uma consequéncia da transformacao quaseconforme.
Ao longo deste capitulo, introduziremos alguns conceitos e definicoes necessarias para execugao

desse trabalho.

1.1 Breve Histdoria dos Octonios

Muitos matematicos conhecem a historia de como Hamilton descobriu os quatérnios. Em 1835,
com 30 anos de idade, ele havia descoberto como tratar niimeros complexos como pares de ntimeros
reais. Fascinado pela relacao entre complexos e a geometria 2-dimensional, ele tentou por muitos
anos descobrir uma algebra maior, que tivesse o mesmo papel em uma geometria 3-dimensional.
Na linguagem moderna, ele estava procurando por uma algebra de divisao normada 3-dimensional.
O problema, claro, era que nao existe uma algebra de divisao normada 3-dimensional. Em outubro
de 1843 ele chegou a um resultado importante. Enquanto caminhava com sua esposa em volta
do Canal Real, indo para uma reuniao na Academia Real Irlandesa, fez sua descoberta historica.
"Senti o circuito galvanico do meu pensamento se fechar; e a faisca que resultou foram as equagoes
fundamentais entre 1,5 e k. Exatamente da maneira que eu sempre as usei.” E em um famoso ato

de vandalismo, ele riscou estas equagoes em uma pedra da ponte de Brougham:

Uma razao para que essa histéria seja tao conhecida é que Hamilton passou o resto de sua
vida obscecado pelos quatérnios e suas aplicacoes na geometria. E por um tempo, quatérnios se
tornaram um assunto de destaque. Eles eram tépico obrigatério em Dublin e em algumas univer-
sidades americanas. Muito do que fazemos hoje com escalares e vetores no R? foi feito utilizando

uatérnios reais e imagindrios. Uma escola de ”quaternionistas” foi desenvolvida e liderada, apos
)
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a morte de Hamilton, por Peter Tait de Edinburgh e Benjamin Peirce de Harvard. Tait escreveu
8 livros sobre quatérnios, enfatizando suas aplicagoes na fisica. Quando Gibbs desenvolveu uma
notagao moderna para produto pontual e produto cruzado, Tait condenou isso como uma ”mon-
struosidade hermafrodita”. Uma guerra de polémicas surgiu desde entao, tendo os quatérnios
como perdedores.

Menos conhecida ¢é a descoberta dos octonios por um colega de faculdade de Hamilton, John T.
Graves. Foi o interesse de Graves em algebra que fez Hamilton comegar a pensar sobre nimeros
complexos e sua expansao. No dia seguinte a descoberta dos quatérnios, Hamilton enviou uma
carta de 8 paginas descrevendo os quatérnios para Graves. Graves respondeu ainda em outubro
para Hamilton, parabenizando-o por sua descoberta e também complementando: Ainda hd algo
que me intriga nesse sistema. Eu nao tenho ainda uma visao clara da nossa liberdade arbitrdria
em criar numeros imagindrios. E entao perguntou: Se com sua alquimia vocé pode criar 3 kg de
ouro, por que nao continuar?

Em dezembro do mesmo ano, Graves escreveu para Hamilton descrevendo uma nova algebra 8-
dimensional, que ele denominou de ”octavos”. Ele demonstrou que sua nova descoberta era uma
algebra de divisao normada, e usou-a para expressar o produto de duas somas de oito quadrados
perfeitos como uma outra soma de oito quadrados perfeitos.

Em janeiro de 1844, Graves escreveu 3 vezes para Hamilton, expandindo sua descoberta. Ele
considerou a idéia de uma teoria generalizada, e tentou construir uma algebra de divisao nor-
mada 16-dimensional. Encontrou certas dificuldades e passou a duvidar que isso fosse possivel.
Hamilton se ofereceu para publicar as descobertas de Graves, mas, estando ocupado com suas
pesquisas sobre quatérnios, adiou diversas vezes a publicacao. Em julho Hamilton escreveu para
Graves, mostrando que os octonios eram nao-associativos: "A.BC=AB.C=ABC, se A,B e C sao
quatérnios. Mas nao vale para seus octavos.” De fato, Hamilton criou o termo ”associativo”e os
octonios tiveram importante papel em mostrar a importancia desse conceito.

Enquanto isso, o jovem Arthur Cayley de Cambridge, vinha pensando nos quatérnios desde
que Hamilton anunciou sua existéncia. Ele parecia procurar relacoes entre quatérnios e fungoes
hiperelipticas. Em marcgo de 1845, ele publicou um artigo sobre fungoes hiperelipticas e adicionou
no final um breve comentdrio sobre octonios. O artigo estava cheio de erros em relacao as fungoes
elipticas. No entanto, ele foi o primeiro a publicar algum comentério sobre os octonios.

Graves anexou um breve comentario a um artigo comentando que tinha conhecimento sobre
octonios desde dezembro de 1843. Em junho de 1847, Hamilton escreveu para Academia Real
Irlandesa confirmando a histéria de Graves. Mas era tarde demais: os octonios ficaram conheci-

dos como nimeros de Cayley [4].
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Uma razao para os octonios terem, inicialmente, menos destaque que os quatérnios foi a falta de
um defensor como Hamilton. Outro motivo, foi a falta de uma aplicagao clara na geometria e
na fisica. Os quatérnios se encaixam perfeitamente no estudo de rotagoes e momento angular,
particularmente no contexto da mecanica quantica. Hoje em dia, tal fenomeno é conhecido como
teoria de Clifford. Apesar disso, muitos dizem que Hamilton exagerou na importancia atribuida
aos quatérnios. Mas sabemos que os quatérnios se encaixam muito bem no nosso entendimento
de varios esquemas.

Com os octonios foi diferente. Sua relevancia na geometria ficou obscura até 1925, quando Elie
Cartan descreveu a ’trialidade’ - a simetria entre vetores ’spinors’ em espacos Euclidianos de 8
dimensoes. Sua relevancia na fisica foi notada em 1934, em um artigo de Jordan, von Neumann e
Wigner [2]. No entanto, as tentativas em aplicar a teoria octonidnica a fisica obteve pouco sucesso
até os anos 80, quando descobriram que octonios explicavam ferramentas interessantes da Teoria

das Cordas.

1.2 Nota Histérica: Transformacao Quaseconforme

O desenvolvimento moderno dessa teoria teve inicio em meados dos anos 50 e, desde entao, vem
crescendo enormemente. Parte disso, deve-se ao grande nimero de aplicagoes e conexoes com
outros campos da matematica.

Os trabalhos de Ahlfors tiveram grande impacto em mapeamentos quaseconformes, principalmente
na area de Espagos de Teichmuller [6].

Por volta de 1920, Grotzsch foi o primeiro a considerar mapeamentos quaseconformes para di-
mensao 2, em seus estudos sobre dominios de planos simples [1].

Porém, os estudos para dimensoes maiores, foram desenvolvidos por Lavrentev, com registros de
1938.

O passo mais importante foi dado por Teichmiiler com mapeamentos quaseconformes em su-

perficies de Riemann [9], levando a uma conexao com diferenciais holomorfas.

1.3 Construgao dos Octonios

A maneira elementar de se contruir um octonio é utilizando sua tabela de multiplicacao [5]. Os
octonios sao uma algebra 8-dimensional com base 1, i, j, k, 1, 1i, 1j e 1k, e sua multiplicacao é
dada pela seguinte tabela, que descreve o resultado da multiplicacao de um elemento na i-ésima
linha por outro na j-ésima coluna.

Infelizmente, a tabela nao esclarece muitas coisas. No entanto, podemos apontar alguns fatos
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i\ =1 k|| fi|~l|-lk| Ij
ji=k| -1 i|lif|lk| —1\|-1
k| j| —i| -1 Ik|—j| ti |-/

li1-tk g =i -1 =k
okl -l o= k=1 =i
k|| 1| 1)-k|=j| i|-1

Figura 1: Tabela da multiplicacao dos octonios

interessantes:

e i, j,..., Ik sao raizes de -1

e se ¢; e e; sao dois elementos da tabela, com 7 # j, entao e;e; = —eje;. Além disso:

® CiC; = €k = €i1+1€j4+1 = Cky1- E também

® Ci€j = € = €2i€25 = €2k

Porém, precisamos de uma maneira mais pratica para lembrar o produto dos octonios. Para
tanto, apresentamos o Plano Fano.

Plano Fano

Os quatérnios sao uma algebra 4-dimensional com bases 1, i, j e k. Para descrever seu pro-

duto, poderiamos utilizar a tabela de multiplicacao, mas é bem mais facil notar que:

e 1 ¢ a identidade de multiplicacao;

e i, j e k sao as raizes de -1;
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e temos que ij=k, ji=-k e todas as identidades sao obtidas a partir de permutacoes ciclicas

de (i,],k).

Podemos resumir tais fatos na seguinte figura:

Figura 2: Diagrama da multiplicacdo dos quatérnios

Quando multiplicamos dois elementos no sentido horario, obtemos o proximo elemento: por
exemplo, ij = k. Mas, quando multiplicamos no sentido anti-horario, obtemos o sinal de menos:

ji = —k. Podemos utilizar o mesmo tipo de figura para multiplicar octonios.

Figura 3: Diagrama da multiplicagdo dos octonios

Esse é o Plano Fano, um dispositivo com 7 pontos e 7 linhas. As linhas sao os lados do
triangulo, suas altitudes, e o circulo contendo todos os pontos intermediarios dos lados. Cada par
de pontos distintos estd em uma tnica linha. Cada linha contém 3 pontos, e cada tripla possui

uma ordem ciclica definida pelas flechas.
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1.4 Octonios: Definicao e Operacoes Elementares

Definimos o conjunto dos octonios como
O={(x1, x2, x3, 24, X5, Tg, T7,X8): T1, T2, T3, Ty, Ts, T, L7, Ty € R}
sendo que, dado x € O, podemos escrever:
x=(x1, Tg, T3, T4, T5, T, T7, Tg)=T1 + 1o + ja3 + kxy + lx5 + lixg + ljrr + lkxs
onde i, j, k, 1, 1i, 1j, Ik sdo unidades imaginérias
=72 =k=0F= )= j)*=(k)?=-1

que respeitam a tabela de multiplicagao introduzida no tépico anterior[4,5].

A seguir, vamos definir as operacoes elementares dos octonios:

Defini¢ao 1. A norma |z| de um octénio x=(xy, z9, x3, T4, Ts5, T, L7, Tg) € 0 NlmMero real

_ 2 2 2 2 2 2 2 2
2| = /22 + 23 + 22 + 22 + 2 + 22 + 22 + 22

Definigao 2. O octoénio conjugado T de x=(z1, 2, T3, T4, T5, Ts, T7, T3) € dado por

f:(xla —T2, —T3, —X4, —T5, —Te, — 7, _-TS)

Deﬁnigéo 3. Dado z,y € @’ tais que l':(l'l, To,X3,T4,Ts5,Te, T, 'IS) € y:<y1a Y2, Y3, Y4, Y5, Ye, Y7, y8)7

enunciamos as operacoes:

e Adicao:

T4y = (214 Y1, T2+ Yo, T3 + Y3, Ta + Ya, T5 + Y5, Te + Yo, T7 + Y7, Ts + Ys) =
(x1+y1) +i(xe+y2)+ 7 (x3+ys) +k(zatya) + (w5 +ys5) +li(we+ys) + 17 (x7 +y7) +k(zs+ys)

e Multiplicacao:
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ry = (T1Y1 — TaY2 — T3Ys — TaYs — TsYs — TeYe — T7Y7 — TeYs,
T1Y2 + TaY1 + X3Ys — TaY3 — TsYe + TelYs + T7Ys + TsYr,
T1Ys — T2Ya + T3Y1 + TalYz — TsY7 + TeYs + T7Ys — TsYs,
T1Ya + T2Ys — T3Y2 + Tal1 — TsYs — TeY7 + T7Y6 + TaYs,
T1Ys + T2Ye + T3Y7 + TalYe + TsY1 — TeY2 — T7Y3 — LY,
T1Ye — T2Ys — T3Ys + TalY7 + TsY2 + TeY1 — T7Ys + TgY3,
T1Y7 + T2Yg — T3Ys — TalYe + TsY3 + TeYa + T7Y1 — TgYa,
T1Ys — Tay7 + T3Ys — Ta¥s + TsYa — TeY3 + Trya + Tey1)

1.5 Funcgoes Octonidnicas

Sejam D e I’ dominios no espaco euclidiano 8-dimensional R®, D cQ, D' ¢ ©. Uma funcao
f:D—-D

é uma funcao octonionica se f é um mapeamento que faz corresponder a cada

xr = (x1,T9, T3, Ty, T5, Tg, T7,28) € O um y = f(x), D' € O, ou seja

I ($1,$C2,$3,$4,SU5,$6,377,$8) - (yhym3/371/47?J5,Z/6,Z/773/8)

Sendo f uma funcao octonionica, podemos decompoé-la em parte escalar fi(z) = ¢(x) e parte

vetorial i fa(x) + jf3(x) + kfa(z) + Ufs(x) + life(x) + 1) fr(x) + Ik fs(x) = ¢(z), ou seja
f(x) = file) +ifa(x) + jfa(x) + kfa(z) + 1fs(x) + lifo(x) + 1) fr(x) + Ik fs(x) = d(x) + (),

onde f; : R® — R sao funcoes coordenadas de valores reais para i = 1,2,3,4,5,6,7, 8.

Consequentemente,

[f(@)] =V A(@)* + f2(2)? + f3(2)? + fa(2)? + fs(2)* + fo(2)* + fr(2)? + fs(2)?,

¢é sua norma.
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1.6 Nao-associatividade dos Octonios

Sabemos que os octonios sao uma algebra 8-dimensional nao-associativa, ou seja, dados a =
(Y1, Y2, U35 Y4, Y5, Y6, Y7, Ys)s b = (21, T2, T3, Ta, T5, T, T7, Tg) € ¢ = (21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, Z8), temOs

que (a.b).c # a.(b.c).

No entanto, quando a = b = ¢, temos que (a.b).c = a.(b.c), conforme mostramos abaixo:

ab=bc=(y; —vy5s—ys — Vi — Vi — Y —Yr — U,
29192, 20193, 2Y1Y4, 2Y1Y5, 2Y1Y6, 2Y1Y7, 2Y1Y8)

(ab)c==(—2my§—2wy§—2myi—2my§—2wy§—2my$—2wy§+yﬂyf—y%—y§—yi—y§—y§—y$—yé

2ytys + Yo (V7 — v3 — Y3 — Ui — Y3 — Y§ — Y7 — %3),
2ytys +ys(yi — vs — Y3 — YE — V5 — s — Y7 — u3),
2ytya +ya(yi — V3 — V3 — Vi — V3 — g — %—f%
2ytys +ys (V7 — v — Y3 — Ui — Y3 — Ys — Y7 — ¥3),
2ytys + Yo (Y7 — v — Y3 — Ui — Y3 — Y§ — Y7 — %3),
2utyr +yr(yi — v — Y3 — YE — V5 — s — Y7 — ¥3),

203ys +us(Ui — U3 — U3 — Vi — YR —Yg —v3 — i) =

a.(b.c)

Esse fato tem grande importancia neste trabalho, ja que trabalharemos com fungoes do tipo

f(z) = 2" com z € Q.

2 Dilatacao

J4 foi dito anteriormente que a dilatacao é uma consequéncia de transformacoes quaseconformes.
Sabendo que o objetivo principal deste trabalho é o cdlculo da dilatagao em fungdes octonionicas

do tipo f(z) = 2", vamos definir transformagao quaseconforme.

Definicao Métrica

Sejam D e I’ dominios no n-espago Euclidiano R™ com n > 2 e seja f : D — D’ um homeo-
morfismo(continua, bijetora e preserva topologia). Para z € D e r > 0, considere B(x,r) a bola
fechada (com centro em x) em . Seja

L(z,r) = max [f(y) = f(x)], l(z,r) = min [f(y) = f(z)],

|z —y|=r |z—y|=r
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L(z,7)
H(x,r) = —>"<% e H(z)=Ilimsup H(z,r),
(@) = S () = limsup H(z, 7
entao dizemos que a funcao f é quaseconforme se a dilatagao H(x) é uniformemente limitada

em ). Por conveniéncia, definimos f sendo K-quaseconforme com 1 < K < oo se f é quasecon-

forme e H(x) < K.

Nos tépicos seguintes, desenvolveremos os ajustes necessarios para calcular a dilatacao dada na

definicao acima.

2.1 Coordenadas Esféricas

Neste topico explicitamos o processo que nos leva a escrever bolas de oito dimensoes, com a fi-
nalidade de calcular a distancia |f(y) — f(z)|, onde = é o centro da hiperesfera de raio r e y um
ponto de sua fronteira.

Considerando as notagoes:

cos(t;) = ¢; e sin(t;) = s;,

escrevemos as coordenadas de um ponto na fronteira da hiperesfera como:

Y1 = 1C1Ce...Cp2Cq—1, 0=t <2,

_ 1
Y2 = TC1C2...Cp2Sp—1, —5T <ty 9 <

=N

Y3 = rci1C3...8,_2, —5T <ty 3 <

[\

............ , N
Yj = TC1...Cn—jSn—j+1, -3

............ 9 ceey

Yn = TS1, —m <t <

N =
|

Para n = 3, temos uma esfera no R? definida por:

y1 =rcice, 0 <ty < 2m;
Yo =TC18y, —3m <ty < 37

Y3 = rS1, 0<r<oo

Para n = 8, que ¢ o caso de nosso interesse nesse trabalho, temos:




2.2 Desenvolvimento de f(z) = " 2 DILATACAO

(

Y1 = rci1Cacscacscely, 0 <ty < 2,

Yo = TC1C2C3CACsCeST, —5T < b < 4
Y3 = rC1C2C3C4C556, —%ﬂ <t5 < %7‘(‘;
Y4 = TC1C2C3C4 S5, —ir <ty <im
Y5 = r'C1C2C354, —3m <ty < 3m;
Ys = TC1C283, —%W <ty < %ﬂ';
Y7 = rciss, —ir <t <im

[ Ys = TS, 0<r<oo

2.2 Desenvolvimento de f(x) = a2

Tendo como objetivo calcular a dilatacao, através do quociente entre o maximo e o minimo da

distancia | f(y) — f(x)|, precisamos estudar o desenvolvimento das fungdes hipercomplexas f(x) =

.,L.'I‘L

Seja
r=x1 +1iTo + Jx3 + kxy + lvs + lixg + ljxr + lkxg = x1 + hy,
onde h, ¢ a parte vetorial dada por
hy =129 + jos + kxy + lxs + livg + ljr7 + lkxs
Pelas leis da multiplicacao, temos que
h: = —x2 — 22 — 2% — 2 — 22 — 22 — 22

é um numero real.

Paran € N, h2 é real e h2"! = h, h2" = h?"h, imaginério da forma

h*(ize + jxs + kxy + lws + livg + [joy + lkag)=izoh*™ + jrzh®™ + kxyh?™ + lxsh®™ + lizgh®™ +
lja7h2" + lkzgh?"

Assim

Entao, segue-se que

" = (x1 + hy)" = (Z) xRk =

10 10



2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r 2 DILATACAO

n n n n— n—
(e (e ()
(?)aﬁ'1hi+—(§)aﬁ3hi+“:+(2kn 1>1ﬁ @R p2kt1

2k<n

2k+1<n
Z n o 2kh2k —(2k+1) h2k+1
por 2k 2k +1

S

g

Re(z™)

2k<n 2k+1<n
2kh2k —(2k+1) thh
3 (i 3 (s

= Re(a™) + I(z")

2.3 Escrevendo |f(y) — f(z)| como um polin6mio em r

Neste tépico, desenvolveremos uma idéia central desse trabalho. Vamos mostrar que a expressao
|f(y)— f(x)], quando x € O e y € O sao escritos em coordenadas esféricas, é a raiz de um polindmio

na variavel r e de grau 2n da forma

V%%LH#W+W+%%% (2.1)

Tal resultado jé foi demonstrado valido para os quatérnios [3].
Antes de demonstrar que isso é possivel, devemos discutir sua finalidade. Dada a definicao de

dilatagao e a distancia |f(y) — f(z)| definida como (2.1), segue-se que

I _
H(z) = limsup H(x,r) = limsup La,r) = limsup max ) = J(@)] =
r—0 r—0 - Uz,7) r—0 min|f(y) — f(z)]
. max \/Pg?“z + Par3 + ...+ Py, r2n . maxr\/P2 + Par + ... + Py, r?n—2
= lim sup = lim sup =

r—0 min \/PQTQ + Pyr3 + ...+ Py, r?n r—0  min T\/PQ + Psr + ... + Py r2n—2

max v/ max P

min /Py ~V min P,

Com isso, chegamos a duas conclusoes importantes. Em primeiro, a dilatacao nao depende
do raio r da hiperesfera. Em segundo, a dilatacao sé depende dos termos multiplicados por r?
de |f(y) — f(z)|. Logo, nosso préximo passo sera extrair o termo P, de |f(y) — f(x)|. Contudo,

precisamos mostrar que a distancia |f(y) — f(x)| é realmente um polinémio em r.

11 11



2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r

2 DILATACAO

2.3.1 Desenvolvendo |f(y) — f(z)|

Consideremos = = (x1, X2, T3, T4, X5, Tg, T7,2g) 0 centro da bola 8-dimensional de raio r e y =

(Y1, Y2, Y3, Y4, Ys, Ys, Y7, Ys) um ponto de sua fronteira, parametrizado por

)
ys = xg + rsen(ty),

com a forma abreviada

Y1 = X1 + IC1C2C3C4C5C6CT
Yo = Tg + rC1C2C3C4C5C6ST
Ys = T3 + TC1C2C3C4CrS¢
Yqg = T4 + T'C1C2C3C4S5

UYs = T5 + IC1C2C354

Y6 = T + T'C1C2S3

Y7 = T7 +TrC1S2

Ygs = xg + 1Sy,

e queremos calcular |f(y) — f(x)| para f(z) = 2".

Temos

[f(y) = f(2)| =

|Re(y") — Re(a") + I(y") — I(z")| =

2k<n

Y (5 o - a2y
k=0

12
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r

2 DILATACAO

2k+1<n n ) 2k+1<n n ]
. n—(2k+1); 2k n—(2k+1) 7 2k
+H{[ 3 (2k:+1)y1 LRI (2k+1)‘”1 pit s
k=0 k=0
2k+1<n " ) 2k+1<n n ]
. n—(2k+1); 2k n—(2k+1) 7 2k
D3 (2k+1)y1 e = 2 <2k+1)x1 pit s}
k=0 k=0
2k+1<n n ) 2k+1<n n .
k;{ n=(2k+1) p 2k B n—(2k+1) 1 2k }
{0 (g ) = [ 3 (5 )t e
k=0 k=0
2%+1<n . 2k+1<n n
l{[ n—(2k+1)h2k} _[ n—(2k+1)h2k} }
+ (2k+1)y1 y | Y5 Z 2% + 1 T z
k=0 k=0
2%k+1<n n 2k+1<n N
. n—(2k+1) ; 2k n—(2k+1); 2k
LD S U e S D SR R By
k=0 k=0
2k+1<n n 2k+1<n n
l{[ n—(2k+1)h2k] _[ n—(2k+1)h2k] }
i3 () e - [ (5" ) e
k=0 k=0
2k+1<n " 2k+1<n "
Ik [ n—(2k+1)h2k] _[ n—(2k+1)h2k] H _
[ (o ot [ (50 )
k=0 k=0
2k<n n
Y (5 )or s - a2y
k=0
2k+1<n n
. n—(2k+1) 7 2k n—(2k+1); 2k
+| (2k+1>y2 R —
k=0
2k+1<n N
. n—(2k+1 n—(2k+1
KPS (2k+1>y3 N —
k=0
2k+1<n n
n—(2k+1 n—(2k+1
+| (2k+1>y4y1 Oy =t
k=0

2k+1<n n
n—(2k+1) 5 2k
H[ 2 <2k+1)y5yl hy” =

k=0

Y61

n—(2k+1
YrYyp (

n—(2k+1)h2k; o
Yy

Ts

) 1,2k
h," — x7xy

$?7(2k+1)hik}

6$7f_(2k+1)hik}

n—(2k+1)

hi’f]

13
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r 2 DILATACAO

2k+1<n n
n—(2k+1); 2k n—(2k+1); 2k || _
+lk[ > (% N 1) Ysyr hy" — wsty he } ‘ =

— |F +iF; + jF; + kFy + LFy + liFy + 1y + kFy| =

= \JF?+ 2 + F} + FE + FP + B+ B} + F,

onde

2k<n

o n—2kyp2k n2k2k
’Z(%)y iy ha');

2I<:+1<n
n—(2k+1) n— 2k+1
(% ) VR a2
2k:+1<n n
n—(2k+1) 2k n— (2k+1) 4 2k
h h
<2k+ 1) Ysh )
2k+1<n n
—(2k+1) n—(2k+1
(2k:+1> "R — TR
2k+1<n n
n—(2k+1) 2k n—(2k+1) 7 2k
h h
(21{:+ 1) Ysl 1 a:)
2k+1<n
n—(2k k
(% 1) y6 ' (2k+1) th 1 n—(2 +1)hik)
2k:+1<n
—(2k+1) n—(2k+1
(Qk 1> y?h + h2k ! ( +)hik)
2k+1<n
Ek _ <2k 1) Ysy ;z— (2k+1) h2k T8 111— (2k+1) th)

Precisamos mostrar agora que todos os elementos de F', F;, F};, Fy, Fj, Fj;, Fij, Fj, estao
multiplicados por algum r", com n € [. Em outras palavras, se F F;, ..., Fj; sao polindmios em r,

entao |f(y) — f(x)|? também o seré.
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r 2 DILATACAO

2.3.2 Férmula para A2\
Buscamos agora uma férmula para o fator h2*, que aparece em F, F;, ..., Fy.

hy=—vs— Y3 —Yi—Ys—Vs— Vi — s
Substituindo pela forma parametrizada

hy = =[xy + x5 + x5 + 23 + 25 + 25 + 2 + 2097¢1CaC3C4C5C657 + 2T37C1 CaC3C4C556 +

2(222 22229
247 C1CoC3C4S5 + 2X5TC1C2C384 + 2X6TC1C2S3 + 2x71C1S9 + 228751 + 17 (Clesc3cicacics — 1)]

e denominando

2222222 _ 2 _ 2
—cjcscscicicecs +1 = —c*+1=s

H = T9C1C9C3C4C5C6S7 + T3C1CaC3C4C586 + T4C1C2C3C4S5 + T5C1CaC384 + TC1C283 + T7C1S2 + TgS1

Temos

2 _ 12 2.2
hy = hy —2r[[+r’s

Como h2* = (h2)*, onde 0 < 2k < n, entdo

hyt = (3 (=2r [T+(rs)*)" =
<’S) (B2 (=2r [ [ +(rs)*)"+

+(§)oer o T v

15 15
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r

2 DILATACAO

[(’;) (h3)"? @) (=2] D> + (g) (h2)F (i’) (—2]]* ()
k

O elemento genérico dessa sequéncia, sera definido como

Jorea= = [(:@) (TZ) (R (=2 ] Pros)+
() (0 DYop-emsn oD
(mi q) (mg q) (h3)* (2 H)WW(SQ)O} ,

onde 0 <m+¢<2k,0<q¢g<m<ke frrq==0sem>k.

Por fim, definimos a férmula para h2"

h% Z fm+q—r

m—+q=0

2.3.3 Substituindo hzk em F

(2.2)

Nosso objetivo é obter F|, F;, ..., I}, como polinomios em r. Para tanto, vamos comecar calculando

F'. Anteriormente, obtivemos que

Vamos definir entao

fop = <2k> (i~ 2kh2k 93711_2kh920k)

Substituindo y; pela forma parametrizada e hf/k pela férmula definida

2k
= () {4 70 250D o) = a2} =

m+q=0

17
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r 2 DILATACAO

(G e G R

n—2k\ , o n — 2k e
( ) )xl R (re)P +<n_2k)x?(rc) 2’“]

[fm+q=07"0 + fm+q:17“1 + ... + fm+q:2k7“2k] _ ZE?_%hik} _

Separando em fungao de r

<2nk> { [(n —02/€) x?_2k60fm+q:0} POy

n—2k\ . _ n—2k\ ,_on_
[( ).T? 2kCOfm+q:1 + ( )371 2k 1lem+q:0] 7,,1_’_

0 1
[(n —0216) LY (n —1%) Ve S (n _2%) x?—2k—3c3fm+q:0} r+
T +
(")t et (M )t sy b (7 i ]
T +
[(n —()Qk) x’f_%coferq:n 4o+ <Z : §z> x(l]cn_%fmﬂ:%] r—

_1,71’L—2kh:25k }

O primeiro e o ultimo termo se anulam. Logo

n n n—2k\ ,_ n—2k\ , _on_
f2(k) — (2k> [( . )351 2k00fm+q:1+( ) )351 2k 1clfm+q:0}r1+

n n — 2k n — 2k n — 2k
R A p LA S

n n—2k\ ,_ n — 2k . n
<2k> [( 0 )xl choferq:n + ...+ (n _ 2k> Ve 2kfm+q:2k]7‘ +

Para facilitar a visualizacao de fJ;., definimos

fory = (27;) [Z (n _ka) x?fzkfpcpfmw:t—p]

p=0

Portanto

fip) = > fewnr! (2.3)
t=1
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r

2 DILATACAO

2.3.4 Escrevendo F' como um poliné6mio em r

Temos que

2k<n
F= Y (g ) e - ot
k=0

Portanto

= f(o,l)T‘1 + f(0,2)7“2 + ..+ foyr'+

f(2,1)7”1 + f(2,2)7’2 + ..+ f(2,t)7“t+

fernrt + ferr® + ...+ fryr' =

2k<n 2k<n 2k<n
= Z f(2k,1)7"1 + Z f(zk,z)Tz + ... + Z f(2k,t)7"t
k=0 k=0 k=0
Por fim, denominamos
2k<n
ft = Z f(2k,t)
k=0

e obtemos F' como um polinémio em r

F= zn:fﬂ‘t
t=1

2.3.5 Substituindo h;k em [}, F;, ..., Fy

Nesse topico, vamos escrever F; como um polindmio em r. Seja

2k+1<n n
- n—(2k+1); 2k
Fi= 2 <2k + 1) (201 hy” = @o

k=0

n—(2k+1) 5 2k
1 hz )’
e, se ")

, separamos f,,,’ como

n n n—(2k n—(2k
fi(Qk) = (2k: + 1) (3/2?/1 . H)h?/k — T2y (2 H)hgzck)

19
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r 2 DILATACAO

Note que o desenvolvimento de f b, serd semelhante para Fj,...Fjy.

Substituindo y; pela forma parametrizada, temos

i’ " n—(2k
i = <2k+1) {yz(lerrc —(@kHD)( Z Fonrqer™) =yt +1)h920k}

m—+q=0

n—(2k+1)

Desenvolvendo (x; + r¢) pela forma binomial

ﬁgzz(%zéa{y{(n_(?FFD)ﬁh@HU“@0+(n—(?%?”)%h@mv@1+”

n—(2k+1)\ - @ki)—p, \p n—=0Ck+1)\ o (e
—1—( ) )xl (re) + ...+ n— (2% +1) xy (rc) ]

0 1 2k (2k+1) ; 2k
[fm+q=07“ + frntg=1"" + o+ frnrg=2T ]—@% h;

Substituindo ys pela forma parametrizada e separando em funcao de r, temos

n n— (2k+1 e
szk = < ){(xz + 7"61620304650687){ [( ( )>$1 (2k+1)cofm+q=0} 0+

2k+1 0
n—(2k+1 ne —(2k+1 e
|:( (O ))551 (2k+1)cofm+q:1 4 (n ( ) ))331 (2k)clfm+q:0] 7’1+
e +
— [n— (2k+1)
+[z( )551 (2k+1)—p P e (p+1)}rt 1y
0 p
P
< [n—(2k+1)
+[ ( )x?_(%ﬂ)_pcpfmﬂ—t—p}r +
p=0 p
F +
n—(2k+1) e n—(2k+1

Sabendo que fy44—0 = (’8) (8)(hi)k*0(—2 [1)°7°(s*)° = h?*, temos

1
. n—(2k+1 - n—
fi(Qk) - <2k + 1) { ['752 Z ( )) 1 pmy P fintq=1—p + C1C203C1C5C657T] (ZkH)hg:k i

p=0

2
n— (2k+1 e _

p=0
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r 2 DILATACAO

<n— (2k+1)

n—(2k+1)—p 2
C1CoC3C4C5C6ST g )331  frntq=2—p|T"+

p=0 p
+on +
t
n—(2k+1 e _
+ [ZIIQ ( ( )) ] (2k+1) pcpfm+q:t—p+
p=0 p
— (n— (2k+1)
€102C3C4C5C6S7 Z < )x?_(%ﬂ)_pc”fmﬂt_p_l} rt 4.
0 p
P
—(2k+1
oo (Dl

Podemos entao, definir um termo genérico de fgg como

t

n n—2k+1 e _
fi(%,t) = (% + 1) [@ Z ( ( )>x1 (Fh+) pCpfm+q=t—p+
0

o p
= (n—(2k+1)
+ [01020304050637 > < ) ) e A
p=0

Logo

z2k Zfz 2k t)r

Os calculos da substituicao de h;k em I}, ..., [y, segue de maneira similar a F;. Desse modo,

definimos também

_ ~ (n—(2k+1) n—(2k+1)-p p
a) fj(kat) - 2k + 1 |:LU3 Z Il fm+q=t7p+

p=0

t—1

n—2k+1)\ ,.—

+[010203C4C556 E ( (p )> (=) pCpfm+q t—p—1
p=0

= fj;i = Z ficrenr'
t=1

t
n n—(2k+1 n—(2k _
by fuemn = (2k+1> 4 ( (p ))-’”1 R )

p=0
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r 2 DILATACAO

t—1

n—(2k+1 e (2h—1)—

+ [6102630435 Z ( (p ))$1 e pcpfm—i-q:t—p—l]
p=0

n
= fin = > frewnr'
t=1

t
n n—2k+1)\ ,— _
c) ﬁ@mw==< )L% ( ( )>x1(%+npé7mm:tp+
0

2k+1 — P
— (n—(2k+1)
+ [01020384 Z ( » )ff?_(%_l)_pcp Jmtq=t—p—1

p=0

l2k_§ fl%tr(3 )

t

n n—2k+1 e _

d) Jrier) = (2k . 1) [(Ee; ( (p )):Bl (@h+1) pcpfm+q:t_p+
p=0

t—1
— 2k +1 e (2k—1)—
+[C10253Z (n (2 + >>x1 (=) pcpfm+q:tfp71:|

p=0 p

lz2k E flz 2kt

t
n n—2k+1)\ .-
o oo = (g7 ) [ (1T O ey
0

2k+1 — D
t—1
n—(2k+1 -
[C182 Z ( )) ! A pcpferq:tfpfl]
p=0

n
= fuow =D fyerar"
t=1
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r 2 DILATACAO

t
n n—(2k+1 e _
f) fik@kp) = <2k N 1) [:Ug E ( (p )> AR P frtamt—pt

p=0

t—1
n—2k+1 (2h—1)—
+[81 < (p ))I? (2k—1) pcpfm—i-q:t—p—l}
=0

p

= fl(kng)k = Z fuc(zk,t)rt ;
t=1

2.3.6 Escrevendo Fj, I}, ..., F};, como polinémios em r

Seja
2k+1<n n
- n—(2k+1) 5 2k n—(2k+1); 2k
‘Fi - ; <2]{7—|— 1) (y2y1 hy — Ty h:p )7
dado
fi(;k) = Z fz‘(zk,t)rt
t=1

Temos

2k+1<n n
=S (3 i) -
k=0 t=1

= fi(o,l)?“1 + fz‘(o,2)7’2 + ...+ fiopr'+

+fienr!' + fier? + ...+ fignr'+

+ fie )T + fier)r? + .+ figenr =

2k+1<n 2k+1<n 2k+1<n

Z fi(2k,1)7‘1+ Z fi(2k,2)7”2+~--+ Z fi(2k,t)7“t
k=0 k=0 k=0

Definimos entao

2k+1<n

fa= Y fiar
k=0
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r

2 DILATACAO

com 1l <t <n.

Por fim, escrevemos F; em sua forma polinomial

F; = Z fur® (2.5)
t=1
Analogamente
2k+1<n n 2k+1<n
Fi= > (Z fj<2k,t)7“t) = fir=D_ ficky
k=0 t=1 k=0
= Fj =) fur' (2.6)
t=1
e ainda:
2k+1<n n 2k+1<n
a) Fy, = Z <Z fk(2k,t)7't) = [k = Z fk(2k,t)
k=0 t=1 k=0
= Fy = katrt ; (2.7)
t=1
2k+1<n n 2k+1<n
b) F, = Z (ZfZ(Qk,t)Tt> = fu = Z Jicar,p)
k=0 t=1 k=0
— R=3fu (23)
t=1
2k+1<n n 2k+1<n
C) li = Z <Z fh‘(2k:,t)7’t> = fut = Z flz’(2k,t)
k=0 t=1 k=0
= I = Z fur® (2.9)
t=1
2k+1<n n 2k+1<n
d) = Z (Zflj(?k,t)rt> = fue = Z flj(2k,t)
k=0 t=1 k=0
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r

2 DILATACAO

— Flj = Z fljtTt ; (210)
t=1
2k+1<n n 2k+1<n
e) Fy = Z (Zflk(zk,t)rt> = fie = Z Jik@k,t)
k=0  t=1 k=0
n
= Fiy, = Z S (2.11)
t=1
Por fim, escrevemos toda a parte vetorial Fj, ...F}; como polinomios em 7.
2.3.7 Resultado: |f(y) — f(x)] =, [Y_ P
Vimos até aqui que
F@) = fl@)l = \JF2 4+ F2 + F} + FE + FR 4 B + B+ B
onde,
F= thrta E - ZfitrtaFj = ijtrtaFk‘ = katrt
t=1 t=1 t=1 t=1
Fr=> fur Fi=>_ fur,Fj=>_ fiyr', Fau = fuar'
t=1 t=1 t=1 t=1
Por isso
n 2
F2 = <Z fﬂ”t> = (f17"1 + f2T2 + ...+ fnr”)2 =
t=1
=D P2 furtfrt =
v=1 w=1 z=1
2n
por? 4 P31 + A Ponr?t = Zpsrs
s=2
,onde p, fica definido como
s—1
prfs_p, para 2 < s <n+1;
ps=4 2
s n—p
> forkfur, paras=n+p p>1
k=0
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r 2 DILATACAO

De maneira andloga, temos

2n

S

Fy = E DisT
s=2

onde,
s—1
Zfipfi(sfp), paraQ S S§n+1,
pis =3 P71
18 n—p
Z fi(P+k)fi(nfk), para s=n-+p, p > 1
k=0
e também:
2n
2) Fy=) ppr
s=2
onde
s—1
Z fivFits—p) para 2 <s<n+1;
p. — p=1
js n—p
Z fj(p+k)fj(n—k), paras=n-+p,p>1
k=0
2n
b) Fk = Zpk’srs
s=2
onde
s—1
kapfk(s—p)a para2 < s <n+1;
prs = & P71
S n—p
Z Jrw+k) frn—k), paras=n-+p, p>1
k=0
2n
C) E - Zplsrs
s=2
onde
s—1
Zflpfl(s—p), para2§3§n+1;
ps =14 P2
s n—p
Z fl(p‘l‘k)fl(n—k); paras=n-+p, p>1
k=0
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2.3 Escrevendo |f(y) — f(x)| como um polinémio em r 2 DILATACAO

2n
d) F; = Zplisrs
s=2

onde
s—1
Z flipfli(s—p)’ para 2 <s<n+1;
J— p=1
Plis = n—p
Z fli(p+k)flz‘(n—k), paras=n+p, p>1
k=0
2n
e) Ej - Zpljsrs
s=2
onde
s—1
Zfljpflj(s—p)7 para 2 <s<n+41;
=1
Pijs = z_p
Zflj(p+k)flj(n—k), paras=n-+p,p>1
k=0
2n
£) Fiy = ZplksTs
s=2
onde
s—1
Z flkpflk(sfp% para 2 < s <n+1;
_ p=1
Diks = § n—p
Z Jueo+k) fik(n—r), Paras=mn-+p,p>1
k=0
Logo,

FP+ FP+ P+ IR+ B+ F+ FE+ B =

2n 2n 2n 2n 2n 2n 2n 2n
s s s s s s s s __
DsT + DisT + DjsT + PrsT + DPisT + PiisT DPijsT + PiksT =
s=2 s=2 s=2 s=2 s=2 s=2 s=2 s=2

2n 2n
> (s + Dis + js + Prs + Pis + Pis + Prjs + pus)r* = Y P
s=2 s=2

Portanto

(2.12)
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2.4 Calculando a dilatagao

2 DILATACAO

2.4 Calculando a dilatacao

Exemplo 1: Calculando a dilatacao na hiperesfera 8-dimensional causada pela transformagao

quaseconforme f(z) = 2%, onde z € Q.

Seja x = (x1, %2, s, x4, Ts5, T, T7,2Ts) O centro da hiperesfera 8-dimensional de raio r e y =

(Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, ¥s) um ponto em sua fronteira.

Sabemos que o fator de expansao sera P2(2).

= P2 PR PR PR P+ B+ B+ B

Como n = 2, temos

P2(2) = P2+ Pi2 + Pj2 + Pr2 + Piz + Piiz + Pij2 + Puk2

p2= fifi = f12, Pi2 = ffp Pj2 = fj217 Pr2 = f;fp

P2 = fz21, Pli2 = fz%u P2 = fliq € Pik2 = fﬁkl

Por isso

Temos

2
P2():f12+ il 3‘21+f1§1+f121+
fl%1+fl3'1+fl%cl

2k<n

Ji= Z Jfery = 1= fon + fe,
k=0

2k+1<n

Jit = Z Jiccky = fir = fio),

k=0

2k+1<n

fit = Z Ticky = fir = fio),

k=0

2k+1<n

Jre = Z Jr@ky) = fr1 = fro,1);
k=0

28
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2.4 Calculando a dilatagao 2 DILATACAO

2k+1<n

Ju= Z Jieky = fu = fion),

k=0

2k+1<n

fuie = Z Jiierty = Jiir = Juio,1)5
k=0

2k+1<n

fije = Z Tk = fi1 = fiion),
k=0

2k+1<n

fie =Y fery = fur = firo1),

k=0
Dada a férmula
t
n n—2k\ ,_on_
f(2k,t) - (Qk) [ ( D )xl pCpfm—O—qzt—p] 5
p=0
calculemos f1 = fo1) + fr2,1)- Entao,

1

fon = (o) (35 ()5 ] =2

p=0
e
1
- QI (Jeeres] - TL
p=0
Por isso

f1 :2.T16—2H

Agora, lembramos que

t

n n— (2k + 1) n—(2k _

Ty = (2k+1) [“ ( (p >l"1 I
=0

=

t—1

n— 2k +1 e (2h—1)—

+ [01020304050687 ( (p )) Ty (2k—1) pCpfm+q:t_p_1] s
=0

p

por 1sso,

1
2 1 _ 1
fio) = (1) [I2 Z (p) TP frntam1—p + C1C2C3C4C5C657 <O> m}cofmﬂ:o}

Logo
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2.4 Calculando a dilatagao 2 DILATACAO

fito,1) = 2(w1c102030405¢657 + TaC)
De maneira analoga, encontramos
fi,1) = 2(z1c109€3C4C556 + T3C),
fro.1) = 2(z1c10003¢485 + 240),
fuo,1) = 2(x101020384 + T5€),
fii0,) = 2(z1c10283 + T6C),

fij0,1) = 2(z1¢152 + x7C)

e
fiko,1) = 2(x151 + x5¢)
Como
P2(2) = f12 + 1‘21 + j21 ‘|’f131 +f121+
fin + fl%‘l + fia
temos

P2(2) = [2z1c — 2[])? + [2(w1c1cac3c4050657 + w20))? + [2(w1C10003040586 + T3¢)|% + [2(T1C1 00030485 +

z40)|* + [2(z1c1090384 + T50) ]2 + [2(7101C083 + T60)]? + [2(T10182 + T70) | + [2(2151 + w8C)]?

Agora, lembrando que a dilatacao é dada por

max P
H —
(z) V min P’

segue a tabela com a dilatacao H () para diferentes centros da hiperesfera

x = (x1, %2, T3, Ty, T5, Tg, L7, Tg) Max(PZ(Z)) Mm(PQ(Z)) H(x)
r=(1,1,1,1,1,1,1,1) 32 4 2v/2

v =(12,12,12,12,12,12,12,12) | 4608 576 2v2
z=(1,0,1,1,0,0,1,0) 16 4 2
z = (1,0,0,0,0,0,0,0) 4 4 1
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2.4 Calculando a dilatagao 2 DILATACAO

Com o resultado da primeira e segunda linha, vemos que a translacao nao causou alteragao

no valor da dilatagao. Com a quarta linha, vemos que a funcao f(z) = 22 é conforme para os reais.
. . 2 . o1 s .
Obs: Para encontrar o maximo e o minimo de P2( ), foi utilizado o software Mathematica 5.2.
Os comandos necessarios sao " NMaximize”e " NMinimize”.
Exemplo 2: Calcular a dilatacao na hiperesfera 8-dimensional causada pela transformacao

quaseconforme f(z) = 23, onde z € Q.

Sabemos que

|fy) — fx)] = \ S Py =

- \/ PO 4 pOps 1 pPpa 1 p®ys 4 pyo
Precisamos encontrar P2(3). Logo

P2(3) = P2+ Pi2 + Pj2 + Pr2 + Piz + Pii2 + Pij2 + Pu

e
pa= fifi = [, po = fi, pi2 = f1, pre = fi,
P2 = fz21, Pu2 = fl%la Pijo = féq € Dik2 = fﬁkl
Por isso
P2(3) :f12+ 1'21"’ 3'21+f1?1+f121+
fl%l—{_fl?‘l—{_fl%el
Temos

2k<n

Ji= Z Jfery = 1= fon + fe,
k=0
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2 DILATACAO

2k+1<n

Jit = Z Jicckt)y = fao = fion) + ficz1)s

k=0

2k+1<n
fit = Z ficky = fir = fion + +fie,
k=0

2k+1<n
Jet = Z freky = fir = fron) + fre),
k=0

2k+1<n

Ju = Z Jiekyy = fuu = fion + fie),
k=0

2k+1<n

Juie = Z Jiizky = fiir = frio,1) + fri2,1),
k=0

2k+1<n
fit =Y fieen = fin = Fion + fiiey,
k=0

2k+1<n

Jue = Z Sk = Jua = fio,) + Sikz),
k=0

Dada a férmula
t
n n—2k\ ,_on_
fery = (Qk) [p_o( p )xl : pcpfm*qzt*p]’

calculemos fi = fo1) + fi1)-

fon = (g) [21: (2) xillﬁpcpfmm:lfp] = [(3) 23 frnsq=1 + <i)> xiclfmwzo] = 3z

- QL Qs (-
s (1) () 2T+ (g ) 0] = snze — o T

Portanto
fi = 3zic+3h2c— 6z, ]

Agora, lembramos que
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2.4 Calculando a dilatagao 2 DILATACAO

t

n n—(2k+1 e _

fi(Qk,t) = (% + 1) [5’72 ( (p )> Ly F+D pcpnfanzt—:u+
p=0

t—1
n— 2k +1 e (2h—1)—
+[CICQC3C4050657Z( ( ));1:1 E=D=p e fm+q:t,p,1],

p=0 p
Entao
1
3 2\ o 2
fz'(o,l) = (1) [952 Z ( )ﬁ pCpfm+q:1—p + 01620304050687< >x%00fm+q0] =
p=0 p 0
2\ » 2\ i 2
ng[ 0 2] fntq=1 + ] xic fm+qzo} + T7C1C2C3C4C5C6S7 =
31 [0 + 2xlc} + x2C10o0304C5C657
Logo
fi0,1) = 62172 + 3x2c1CoC304C5C657
Agora
3 ~ 0\, 50N\ L,
fie) = 5 |::UQZ ; x cpferq:l,p—1—010203040506372 ) Ty cpferq:fp] =

p=0 p=0

= T3 |:fm+q:1i| + C1C2C3C4C5C6S7fm+q:0 =

1 1
{xQ [(1) (0) (h2)°(=2 H)l] + 61020304050637(hi)1} = —2x9 H +h2cicacscacscssy

fir = (322 4+ h2)cicacseacscesy + 2w9(3x1c — H)
E, de maneira analoga, temos
fin = (323 + h2)crcacscacsse + 223(3w1c — H),
fr1 = (323 + h2)cicacseyss + 2x4 (310 — H),
fin = (322 4+ h2)cicacssy + 2w5(3z1c — H),

flil = (31’% + hi)010253 —+ 2$6(3$10 — H),
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2.4 Calculando a dilatagao 2 DILATACAO

fin = (327 + h2)c1se + 2x7(3z10 — H)

fir = (322 + h2)s; + 2z5(3x10 — H)
Como

3
PP = 12+ fi+ fh+ T+ Rt
fin + [+ fia

temos
PZ(S) = [3z3c + 3hZc — 6x1 []]* + [(32% + h2)cicacseacscgsy + 222(3z1c — H)]2+
+[(32% + h2)cieacscscs s + 2w3(3x10 — H)]2 + [(32F + h2)crcacscass + 24 (3m1c — H)]2
+[(322 + h2)cicac384 + 275(3w10 — H)]2 + [(323 + h2)cieps3 + 226(3710 — H)]2
+[(322 + h2)ey sy + 2x7(3w1c — H)]2 + [(3z] + h2)sy + 2x5(3w1c — H)]2

Agora, sabendo que a dilatacao sera dada por

3)

H(z) = mz‘ix P%?’)
min P,
temos

x = (x1, Ta, T3, Ty, T5, Tg, T7, T3) Max(PQ(S)) Min(PQ(S)) H(x)
z=(1,1,1,1,1,1,1,1) 1,19.107 | 331776 6

v = (12,12,12,12,12,12,12, 12) 576 16 6
z = (1,0,0,0,0,0,0,0) 9 9 1
v =(0,1,1,1,1,1,1,1) 441 49 3

Exemplo 3: Calcular a dilatacao na hiperesfera 8-dimensional causada pela transformacao quasec-

onforme f(z) = z*, onde z € Q.

. . . . 4
Seguindo os mesmos passos dos dois exemplos anteriores, concluimos que o termo PQ( ) do nosso

polinomio sera:
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2.5 Meétodo computacional para o calculo da dilatacao 2 DILATACAO

P2(4) = [4(x?c — 327 H +3x1h2c — h? H)F—i—
(4(z3cieaczcqcscesy + 3x3xac + (hicicacscacscest — 220 H)xl + wohZc))*+
(4(z3cieaczeqcsse + 3xixse + (hicicacscacssg — 23 H):L‘l + w3h3c))*+
(4(x3cicacseass + 3xixyc + (h2eieacseyss — 21y H)l‘l + z4h2c))*+
(4(x3c1coc384 + 3350 + (hECcicacssy — 2x5 H)xl + w5hic))*+
(4(z3cicos3 + 3xixee + (h2cicass — 26 H)iﬁl + xhlc))*+
(4(x3c189 + 3xiagc + (hicysg — 21y H)-’M +x7hie))’+
(4(x3s1 + 3x2x8c + (h2s) — 28 H):cl + xgh2c))?

Agora, sabendo que a dilatacao sera dada por

(4)

P
H(gj) _ max %4)
min P,
temos
xr = (.Tl,x2,x3,x4,x5,x6,$7,$8) MCLZC(P2(4)> MZn(P2(4)> H(Z‘)
x=(1,1,1,1,1,1,1,1) 8192 576 3.77124
x=(12,12,12,12,12,12,12,12) | 1,28.10° | 9,0.10° | 3.77124
z = (1,0,0,0,0,0,0,0) 16 16 1
z=(1,1,1,1,0,0,0,0) 1024 64 4

2.5 Meétodo computacional para o calculo da dilatacao
2.5.1 Introducao

Como vimos, o calculo da dilatagao requer o uso de um grande nimero de férmulas. Conforme
aumentamos o valor de n em f(z) = 2", os cdlculos ficam ainda mais extensos. Logo, o cdlculo
manual é bastante demorado e ainda esta sujeito a erros. Por isso, buscamos o uso de computa-

dores, que garantem um resultado confiavel em tempo reduzido.
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2.5 Meétodo computacional para o calculo da dilatacao 2 DILATACAO

2.5.2 Algoritmo

Tendo mostrado que o desenvolvimento de |f(x) — f(y)| resulta em um polinémio em r, pode-
mos adotar um método mais simples para calcular a dilatagao. Sabendo que todos os termos de

|f(z) — f(y)| estardo multiplicados por r*, com s = 2,3,...n, e que, o fator de expansdo é dado

2

pelos termos multiplicados por <, seguiremos o seguinte método para o célculo da dilatagao k.

1. Desenvolver f(y) = y", com y escrito em coordenadas esféricas;
2. Desenvolver f(z) = z™;
3. Calcular a diferenca f(y) — f(x)

4. Calcular a norma do resultado anterior, ou seja, | f(y) — f(z)|. No entanto, ndo extraimos a

raiz ainda;
5. Expandir o polindmio resultante;

6. Dividir o resultado anterior por 72, tornando somente o fator de expansao constante(independente

de r);
7. Fazer r = 0, eliminando toda parte do polinomio que nao influencia na dilatagao;
8. Calcular o maximo e o minimo do resultado, em funcao de ¢y, ts, ...t7;

9. Extrair a raiz do méaximo sobre o minimo.

2.5.3 Implementacao computacional do método

Para desenvolver o método computacional descrito, foi desenvolvida uma interface em Java, que
utiliza o software Mathematica para resolver operagoes matematicas.

Podemos destacar as seguintes vantagens do método computacional e do uso da interface:

1. A implementacao computacional do método descrito acima é mais simples do que a imple-

mentacao das formulas deduzidas para o calculo da dilatacao;

2. Esse método computacional é mais rapido;
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3. A interface permite que uma pessoa sem conhecimentos avancados do software Mathematica

calcule a dilatacao e produza cortes no R3;

Os passos do algoritmo serao todos desenvolvidos pelo Mathemadtica, no entanto, o usuario
nao perceberd esse processo, ja que a entrada e saida de dados sera feita na interface. Por isso,
podemos discutir a implementacao do método computacional na linguagem do Mathematica, e
posteriormente, mostrar o desenvolvimento da interface em Java.

1° Passo: Desenvolvimento de f(y) = y"

Para calcular f(y) = y™, basta multiplicarmos y n-vezes seguidas

a3=yl; b3=y2; c3=y3; d3=y4; e3=y5; f3=y6; g3=y7; h3=y8; al=a3;
bl=b3; c1=c3; d1=d3; el=e3; f1=13; gl=g3; h1=h3;

For [i=1 , i< n , i++;
varl=a3*al-b3*bl-c3*c1-d3*d1-e3*el-f3*f1-g3*g1-h3*h1;
var2=a3*bl+b3*al+c3*d1-d3*cl-e3*f1+f3*el-g3*h1+h3*gl;
vard=a3d*cl-b3*d1+c3*al+d3*bl-e3*gl+{3*h1+g3*el1-h3*{1;
vard=a3*d1+b3*cl-c3*bl+d3*al-e3*h1-f3*gl+g3*f1+h3*el;
varb=a3*el+b3*f1+c3*gl+d3*h1+e3*al-f3*b1-g3*c1-h3*d1;
var6=a3*f1-b3*el-c3*h14+d3*gl+e3*b1+f3*al-g3*d1+h3*cl;
var7=a3*gl+b3*h1-c3*el-d3*f1+e3*cl1+13*d1+g3*al-h3*b1;
var8=a3*h1-b3*gl+c3*f1-d3*el4e3*d1-f3*c1+g3*b1+h3*al;

ad=varl; b3=var2; c3=var3; d3=var4; e3=varb; f3=var6; gd=var7; h3=varS§;

I;

Agora, basta substituir os valores de y = (y1, y2, Y3, Ys, ¥s, Y6, Y7, Ys) em coordenadas esféricas:
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2.5 Meétodo computacional para o calculo da dilatacao 2 DILATACAO

y1 = a+ 1 Cos[tl] x Cos[t2] x Cos[t3] * Cos[td] x* Cos[t5] x* Cos[t6] x Cos[tT);
Yo = b+ 1 * Cos[tl] x Cos[t2] x Cos[t3] * Cos[td] x Cos[t5] * Cos[t6] x Sin[t7];
« Cos[t2] * Cos[t3] * Cos[td] * Cos[th] x Sin[t6];
x Cos(t2] x Cos[t3] * Cos[t4] * Sin[t5]
* Cos[t2] = Cos[t3] = Sintd];
[£3]

]
]

ys =d+rxCosltl

] ] ]
ys = c+r*x Cos|tl ] ] ]

9

]
ys = e + 1 Cos|t]]
ys = [+ 1 x Cos[tl] x Cos[t2] * Sin
yr = g + 1 x Cos[tl] x Sin|t2];

Y

ys = h+ 1 Sin[tl];

2° Passo: Desenvolvimento de f(z) = 2"

a3=a; b3=b; c3=c; d3=d; e3=e; 3=f; g3=g; h3=h; al=a3; b1=b3;
cl=c3; d1=d3; el=e3; f1=13; gl=g3; h1=h3;

For [i=1 , i< n , i++;
cenl=a3*al-b3*bl-c3*c1-d3*d1-e3*el-3*f1-g3*gl-h3*h1;
cen2=a3*bl+b3*al+c3*d1-d3*cl-e3*f1+f3*el-g3*h1+h3*gl;
cen3=a3d*cl-b3*d1+4c3*al+d3*bl-e3*g1+3*h1+g3*el-h3*f1;
cend=a3*d1+b3*cl-c3*bl+d3*al-e3*h1-f3*gl4+g3*f1+h3*el;
cenb=a3*el+b3*f1+c3*gl+d3*hl+e3*al-f3*b1-g3*c1-h3*d1;
cen6=a3*f1-b3*el-c3*h1+d3*gl+e3*b1+f3*al-g3*d1+h3*cl;
cen7=a3*gl+b3*h1-c3*el-d3*f1+e3*cl+£3*d1+g3*al-h3*b1;
cen8=a3*h1-b3*gl+c3*f1-d3*el+e3*d1-f3*c1+g3*b1+h3*al;

ad=cenl; b3=cen2; c3=cen3; d3=cen4; e3=cenb; f3=cenb; gd=cen7; h3=cenS§;

I;

3° Passo: Calcular a diferenca f(y) — f(z)

difl=varl-cenl; dif2=var2-cen2; dif3=var3-cen3; difd=var4-cen4;
difb=varb-cenb; dif6=var6-cen6; dif7=var7-cen7; difS8=var8-cens;
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Agora, o octonio (difl,dif2,...,dif8) contém o resultado de f(y) — f(z)

4° Passo: Calculando |f(y) — f(z)|, sem extrair a raiz

pl=dif1?; p2=dif2?; p3=dif3%; pd=dif4?;
pH=dif5?; p6=dif6?; p7=dif7?; p8=dif8?;
ratzp = pl + p2 + p3 + p4 + p5 + pb + p7 + p8;

Temos agora v/raizp = |f(y) — f(z)|

5° Passo: Pegar os elementos multiplicados por r?

temp=ExpandAll[raizp|;  Expandimos o polinomio
templ=temp/r?; Dividimos por r?
temp2=ExpandAll[templ];  Expandimos o resultado

r=0; Anulamos o raio, para manter somente o fator de expansao

final=temp2;

Atribuimos a variavel final os termos denominados anteriormente por Ps.

6° Passo: Calcular a maximo e o minimo e encontrar o valor de k

maior=NMaximize[{final, —Pi/2 < t1 < Pi/2 && —Pi/2 <2 < Pi/2 && —Pi/2 <13 < Pi/2
&& —Pij2 < t4 < Pi/2 && —Pi/2 < t5 < Pi/2 && —Pi/2 < t6 < Pi/2 && 0 < t7 < 2  Pi},
{61,62,63,64,£5,66,t7}];

menor=NMinimize[{final, —Pi/2 < t1 < Pi/2 && —Pi/2 <12 < Pi/2 && —Pi/2 < t3 < Pi/2
&& —Pi/2 <t4 < Pi/2 && —Pi/2 <15 < Pi/2 && —Pi/2 <t6 < Pi/2 && 0 <7 <2 x Pi},

{£1,62,63,t4,t5,t6,t7}];

k=Sqrt[maior/menor];
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2.5.4 Interface

O funcionamento da inferface baseia-se no envio de informacoes para o sotware Mathematica e no
recebimento de respostas para as operacoes requisitadas. Segue como exemplo, a implementagao

em Java de uma operacao simples para ilustrar o funcionamento da interface:

A interface cria uma conexao com o Mathematica;

e Envia-se uma operacao matematica;

O Mathematica resolve a operacao e envia o resultado para interface;

Interface imprime na tela o resultado

KernelLink ml = null;

String[] argvl = { -linkmode”, ”launch”, -linkname”,

”c:/program files/wolfram research//mathematica//5.2//mathkernel.exe” };
try {

ml = MathLinkFactory.createKernelLink(argv1);

} catch (MathLinkException e) {

System.out.println(” Erro criando conexao: ”+ e.getMessage());

return;

}

ml.evaluate(”2+27);
ml.waitForAnswer();
int resultado = ml.getInteger();

System.out.println(”2 + 2 = "+ resultado);
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2.5.5 Testes

Veremos o funcionamento da interface e os resultados gerados por ela. Também sera 1til comparar

seus resultados com aqueles obtidos anteriormente por meio das férmulas.

Exemplo: Calculando a dilatagao para f(z) = 2% e centro x = (1,1,1,1,1,1,1,1)

£ Fu ngoes Octonionicas E] |-_E. Igj

2.82843

centro=[t |1 [11 Jf1 J[1 ][t it T |

Raio = E

1 Code no R3

iCalcul

o Dilatagén

Figura 4: Exemplo da Interface

Segue uma tabela com os valores obtidos pelo método computacional. Tais resultados coinci-

dem com aqueles obtidos anteriormente.

Tabela da dilatagao para n = 2

x = (21, Ta, T3, T4, T5, T, T7,T3) | H(x)
z=(1,1,1,1,1,1,1,1) 9.82843

v =(12,12,12,12,12,12,12,12) | 2.82843
z = (1,0,0,0,0,0,0,0) 1
z=(1,1,1,1,0,0,0,0) 2
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xr = (21, T9, T3, Ty, T5, T, L7, T3) H(x)
r=(1,1,1,1,1,1,1,1) 6

v = (12,12,12,12,12,12,12, 12) 6
z = (1,0,0,0,0,0,0,0) 1
x=(1,1,1,1,0,0,0,0) 3,35.1012

Tabela da dilatacao para n = 3

xr = (21, T9, T3, T4, T5, T, T7,T3) | H(x)
r=(1,1,1,1,1,1,1,1) 3.77124
v = (4,4,4,4,4,4,4,4) 3.77124
z = (1,0,0,0,0,0,0,0) 1
z=(1,1,1,1,0,0,0,0) 4

Tabela da dilatacao para n =4

3 Analise Grafica

Neste topico, utilizaremos ferramentas graficas para visualizar e discutir as consequéncias da

dilatacao.

3.1 Mapeamento do R® para o R?

Como nao é possivel visualizarmos a dilatagao numa hiperesfera 8-dimensional, temos de fazer um

mapeamento para o R3.

Para que fique claro como funciona esse procedimento, basta trabalharmos com um exemplo no

R3. Seja a esfera B(yy,y2,y3) definida por:

y1 =rcos(ty)cos(ty) —2 <t; <

SIE
NIE

IA
N

Yo = rcos(ty)sen(ts) 0 <ty <2rm

ys = rsen(ty)
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3.1 Mapeamento do R® para o R? 3 ANALISE GRAFICA

Fazendo t; = 0, anula-se a terceira coordenada e resulta uma projecao da esfera no R? dada

por B(?/b yz)

y1 =rcos(tz) 0 <ty <2

Yo = rsen(ts)

LE |

I
L T . =

IS G T
A‘I-]I]F

=]
P P |

Figura 5: Mapeamento do R3 para R?
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O mesmo esquema deve ser feito para obtermos uma projecao do R® para o R3.
Seja entao a bola B(z,r) 8-dimensional com centro x = (xy, z9, x3, 4, T5, Tg, L7, Tg) € TAIO I =
ly — x| onde y = (y1, Y2, Y3, Y4, Ys, Ys, Y7, Ys) € um ponto na hipersuperficie da bola.

Podemos escrever entao

(Y1 = 21 + rcos t1)cos(ty)cos(ts)cos(ty)cos(ts)cos(ts)cos(tz)
Yo = Xg + 1cos(ty)cos(ta)cos(ts)cos(ty)cos(ts)cos(ts)sen(ty)

Y3 = 3 + rcos(ty)cos(ty)cos(ts)cos(ty)cos(ts)sen(ts)

Ys = x5 + 1rcos(ty)cos(ta)cos(ts)sen(ty)

(
(
(
Yy = T4 + rcos(ty)cos(ty)cos(ts)cos(ty)sen(ts)
(
Yo = xg + rcos(ty)cos(ty)sen(ts)

(

yr = x7 + rcos(ty)sen(ts)

| ys = x5 + rsen(ty)

Fazendo t; =ty =t3 =ty =t5 =0e x4 = x5 = x5 = v7 = x5 = 0 obtemos uma projecao do
R® no R?:

y1 = x1 + rcos(tg)cos(tr)
B(y1,Y2,Y3) : § Y2 = w2 + rcos(te)sin(ty)

Y3 = x3 + rsin(ts)

E interessante observar que a projecao da hiperesfera 8-dimensional no R? ¢ exatamente uma
esfera. No entanto, nosso objetivo é visualizar as consequéncias da dilatagao. Para isso, devemos
submeter a bola B(z,r) 8-dimensional a uma transformagao quaseconforme. No caso do nosso
estudo, essa transformacao serd dada por alguma f(z) = 2".

Com isso, devemos esperar que nossa projecao no R3 passe a ser uma esfera distorcida.
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B(y1,y2. us)

Figura 6: Projecio do R® para R3

3.2 Mapeamento para f(z) = 2°

Seja z e O um ponto na hipersuperficie da bola B(x,r), com = = (a,b,¢,d, e, f,g,h). Temos:

f(z) = 2% = (y1 + iy + Jys + kya + lys + liye + Ljyr + lkys)?

e entao obtemos

;

T R R Ve e Ve TR T
Ys = 2y192
Ys = 2Y193
B'(x,r) : y% = 2t
Ys = 20195
?Jé = 2Y1Ys
yr = 20197
L Ys = 2Y19s

Substituindo pela forma parametrizada, segue uma hiperesfera 8-dimensional dilatada, devido

a transformagao quaseconforme f(z) = 2%
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;

cos(tq)cos(tz)cos(

cos(tq)cos(ts)sin(
)

(g + rcos(ty)sin(tz))? — (h + rsin(ty))?

vy = 2(a + rcos(ty)cos(tz)cos(ts)cos(ts)cos(ts)cos(te)cos(tz))(b+

rcos(ty)cos(ta)cos(ts)cos(ty)cos(ts)cos(ts)sin(tr))

ys = 2(a + rcos(t1)cos(tz)cos(ts)cos(ts)cos(ts)cos(te)cos(tr))(c+

rcos(ty)cos(ta)cos(ts)cos(ty)cos(ts)sin(te))

Yy = 2(a + rcos(ty)cos(ta)cos(ts)cos(ty)cos(ts)cos(ts)cos(tz))(d+

rcos(ty)cos(ta)cos(ts)cos(ty)sin(ts))

ye = 2(a + rcos(t1)cos(ta)cos(t3)cos(ts)cos(ts)cos(te)cos(tr)) (e+

rcos(ty)cos(ts)cos(ts)sin(ty))

V2)
—~

~
w
\_/

Y = 2(a + rcos(ty)cos(ta)co

V)
—~

~
w
\_/

ys = 2(a + rcos(ty)cos(tz)co

Yy = (a + rcos(ty)cos(tz)cos(tz)cos(ty)cos(ts)cos(ts)cos(t7))? — (b + rcos(ty)
ty)cos(ts)cos(tg)sin(t7))? — (c + rcos(ty)cos(ts)cos(ts)

ts))? — (d + rcos(ty)cos(tz)cos(ts)cos(ty)sin(ts))?—

(e + reos(tr)cos(tz)cos(ts)sin(ts))? — (f + reos(tr)cos(tz)sin(ts))*—

(t1)cos(ts) 0s(ty)cos(ts)cos(ts)cos(tr))(f + rcos(ti)cos(tz)sin(ts))
yh=2(a+ rcos(tl)cos(tg)cos(tg) s(ty)cos(ts)cos(ts)cos(tr))(g + reos(ty)sin(ts))
(t1)cos(t2) 0s(t4)cos(ts)cos(tg)cos(tz))(h + rsin(ty))

Fazendo t| =ty =t3 =ty =ts =0ed=e = f =g = h =0, obtemos uma projegao de B'(z,r)

no R3, dada por:

(a + rcos(ts)cos(t7)) (b + rcos(ts)sen(tr))
(a + rcos(tg)cos(tr))(c + rsen(tg))

Y =
B(?ha y27 93) ?Jé
5

2
Y 2

T s
e satisfazendo: —3 <t < 5 e 0 <t; <2r.

Podemos agora observar as consequéncias da dilatacao causada pela transformacao f(z) = z

na hiperesfera 8-dimensional.

(a + reos(tg)cos(t7))? — (b + rcos(tg)sen(tr))? —

(c+ rsen(tg))?
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a=(1,1.1,0,0.0,0.0) e r=12

Figura 7: Projegao de B(v}, y5,y5)

Podemos encontrar outras proje¢oes de B’(x,r), como por exemplo, fazendo t; = to = t3 =

ts=ts=0ec=d=f=g=h=0:

vy, = (a + rcos(ty)cos(t7))? — (b + reos(ty)sin(ty))? — (e + rsin(ty))?
B(y1,y3,5) - § vy = 2(a + rcos(ty)cos(tr)) (b + rcos(ty)sin(ty))
ye = 2(a + rcos(tq)cos(tr))(e + rsin(ty))

/
2
/
5

Podemos novamente observar as consequéncias da dilatagao na esfera B(y,, v5, y5) projetada.
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3.3 Mapeamento para f(z) =

=1 L0058 0.0.000p

Figura 8: Projegao de B(v}, y5,y5)

3

Seja novamente z € @ um ponto na hipersuperficie da bola B(x,r), com = = (a,b,c,d, e, f, g, h).

Temos:

f(z)=2%=

(1 + iy2 + jys + kya + lys + liys + Ljyr + lkys)’

e cada y, sera representado como segue abaixo:

v = (i
Yo = (y7
Y5 = (i
i = (i
ys = (yi
Yo = (vi
yr = (i
| v = (41

— Y5 — Y3

— Y5 — Y5 —
_y2_y3
— Y5 -

_?JQ_?J3
— Y5 — Y5 —
—yz—yS
— Y5 -

—yi
20198 — 29192 — 2u1Y3

yi
yi—
—yi
y4
yi
vi
—yi

—YE—Ye — V7 — V)Y — 201Y5

— Y3 — Y5 — Y7 — YR)y2 + 2yt
Y3 — Y5 — Y7 — Ys)ys + 2u7ys
— Y3 —Yg — Y7 — ¥3)ya + 2yiva
— Y3 — Vg — Y5 — ¥3)s + 2u7ys
)Ys + 297 Ys

)yr + 2yiys

— U3)ys + 207 ys

—ys_yﬁ y7—y§
— Y3 — g — %—%
_yg_yﬁ

— 213 — 212 — 2y yE—
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Substituindo os y;’s pela forma parametrizada e fazendo t; = t, = t3 = t4 = t5 = 0, com

d=e= f=g=h=0, obtemos a seguinte projegao:

vy = ((a + rcos(te)cos(t7))* — (b+ rcos(ts)sin(ty))* — (¢ + rsin(ts))?)(a+
rcos(te)cos(tz)) — 2(a + rcos(ts)cos(t7)) (b + reos(te)sin(ty))?—

2(a + rcos(te)cos(tr))(c + rsin(tg))?

By, y5,u3) 1 8 vh = ((a + rcos(te)cos(tr))? — (b + reos(ts)sin(tr))? — (c + rsin(ts))?) (b+
rcos(te)sin(ty)) + 2(a + rcos(ts)cos(t7))? (b + rcos(te)sin(tr))

yh = ((a + rcos(te)cos(t7))? — (b + rcos(ts)sin(ty))? — (¢ + rsin(ts))?)(c+
rsin(te)) + 2(a + rcos(ts)cos(t7))?(c + rsin(ts))

Podemos entdo visualizar a dilatagao causada por f(z) = 2%

2=1{1,1.10.0000er=1

Figura 9: Projegao de B(v}, y5,v5)

49 49



3.3 Mapeamento para f(z) = 23 3 ANALISE GRAFICA

Uma outra projegao pode ser obtida de B'(z,r) fazendo ty = t3 =ty = t5 = t; = 0 e

b:c:d:e:f:g:(]

B(y1, Y3, Yg) © S

vy = ((a + rcos(ty)cos(ts))* — r2cos(ty)?sin(te)* — (h + rsin(t;))?)(a+
rcos(ty)cos(te)) — 2(a + rcos(ty)cos(tg))ricos(ty)?sin(ts)* — 2(a+
rcos(ty)cos(te))(h + rsin(ty))?

((a + rcos(ty)cos(ts))? — r2cos(t1)?sin(ts)® — (h + rsin(ty))?)rcos(ty)sin(ts)+

Y3

2(a + rcos(ty)cos(ts) ) *reos(ty ) sin(te)

vt = ((a + rcos(ty)cos(ts))* — r2cos(ty)?sin(te)? — (h + rsin(ty))?)(h + rsin(t))+
2(a + rcos(ti)cos(ts))?(h + rsin(ty))

E visualizamos a projecao no R3:

e=1L0.0.0000-3er=2

Figura 10: Projecao de B(y},v5,ys)
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3.4 Variacao do Raio

Como vimos anteriormente no tépico (2.3), a dilatagao independe do raio da hiperesfera. Também
vimos que a transformacao quaseconforme, por nao preservar angulos, deforma a imagem que rep-
resenta. Nosso objetivo agora é visualizar as consequéncias da variacao do raio de uma hiperesfera.
Para isso, veremos um mesmo tipo de corte no R3, originados de hiperesferas de mesmo centro e

raios diferentes.

Exemplo 1: Seja B(x,r) e B(z,7) duas hiperesferas definidas no R®, ambas com centro
definido em = = (1,1,1,1,1,1,1,1). Submetendo ambas a uma mesma transformacao quasecon-
forme, f(2) = 2%, teremos uma dilatacao H(r) = 2,82843 para B(z,r) e B(x,7). Fazendo r = 1

e 7 = 12, e criando uma mesma projecao, obtemos

. Projecio de Bz, 7)
Projecdn de Blr.r)

Figura 11: Proje¢oes com mesmo valor de dilatacao

Devemos observar que apesar da dilatagao, que causa a deformacao, ser a mesma, as imagens

no R? possuem uma distorgao diferente, causada pela variacao do raio [11].

Exemplo 2: Seja B(x,r) e B(z,7) duas hiperesferas definidas no R®, ambas com centro
definido em = = (1,-3,1,1,1,7,1,1). Submetendo ambas a uma mesma transformagao quasec-
onforme, f(z) = 2, teremos uma dilatacao H(x) = 3,2 para B(z,7) e B(x,7). Fazendo r =2 e

7 = 13, e criando uma mesma projecao, obtemos
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Bl 1. 16} Eiyl.yg.ysj

Figura 12: Projecoes com mesmo valor de dilatagao

Da mesma maneira, podemos observar que, apesar da dilatagao ser a mesma, a distorcao nas

imagens no R3 é diferente.
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3.5 Translacao da Imagem

Vimos nos exemplos anteriores que a variacao do centro da hiperesfera nao alterou o valor da
dilatagdo. Agora, vamos observar graficamente as consequéncias da translacdo da imagem no
espago.

Seja entdo a hiperesfera B(x,r) com centro em x = (1,1,1,1,1,1,1,1) e B(Z,r) com centro em
T = (4,4,4,4,4,4,4,4). Calculando a dilatacdo para ambas, com f(z) = 22, obtemos 0 mesmo

valor H(x) = 2,82843. Observando a projegao de ambas, temos:

FF D)

Ou seja, diferentemente do raio, a variagao da posi¢ao da imagem no espaco, para alguns casos,

nao altera a distorcao da esfera projetada no R3.
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3.6 Uso da interface para gerar imagem no R?

Podemos utilizar a interface grafica para calcular cortes no R3. No entanto, foi definido somente
um tipo de corte, com t; = ty = t3 = t4, = t5 = 0. O objetivo principal do uso dessa ferra-
menta é analisar as consequéncias da variacao do raio para um dado n e centro fixos. Também
pode ser destacada a praticidade com que a interface gera as imagens comparado com o software

Mathematica. Algumas imagens seguem como exemplo.

Exemplo de mapeamento através da interface

# Corte o B3

1 Dilatagdn

Figura 13: Projecio no R3
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centro=[1 ||-2]l4 ||-3]]5 |l-5]fe ||-6] _

& CotenoR3

(" Dilatagdn

Figura 14: Projecdo no R?
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centra=[1 J[2 1 [z s 2 [z 2]
Rain=[1 |

n= (1]

* Carte no B3

" Dilatagsn

= Fungoes Octonidnicas

3.10811
ertar [0 i oo BRI | | earsl o T e o e T
Raio= [13 [Calcular Raio= [23] Caicular
n- 3] : n= [ : .
* Corte no R3 O CotenoR3.
[ Dilatagén & Dilatagio

Figura 15: Variacao do raio e mesmo valor da dilatagao
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3.7 Desempenho da Interface Grafica

Conforme dito anteriormente, quanto maior o valor de n nas fungdes f(z) = 2", maior serd o grau
do polinémio resultante da distancia |f(y) — f(z)|. Consequentemente, o tempo para o calculo da
dilatagao através do algoritmo definido pela interface serd aumentado. Espera-se que para valores
de n muito grandes, o calculo da dilatagao seja inviavel. Segue abaixo uma tabela com valores do

tempo de execucao médio para cada valor de n.

n | tempo(seq)
2 2

3 4

4 11

) 70

Foi observado um aumento exponencial no tempo de execucao. Nao pudemos calcular a com-

plexidade do algoritmo, ja que utilizamos comandos do software Mathematica.
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4 Conclusao

Nosso objetivo principal nesse trabalho foi o calculo da dilatagao no contexto dos hipercomplexos
de oito dimensoes. Seguindo a definicao métrica de quaseconformidade, utilizamos o caso partic-
ular de transformagoes do tipo f(z) = 2".

A dlgebra octonionica possui aplicagoes em diversas dreas [8]. Os octénios ja foram utilizados para
explicar as bases da mecanica quantica, porém sem sucesso. Atualmente, os octonios tem sido
utilizados como base para a Teoria das Cordas [10], podendo provar seu valor na descrigao do uni-
verso. Tantos os octonios quanto os quatérnios podem ser utilizados em computacao gréafica para
produzir rotacoes em imagens. Ainda podemos citar a relevancia dos octonios em outras areas da
fisica como relatividade especial e logica quantica. No entanto, a discussao dessas aplicagoes nao
fizeram parte do objetivo desse trabalho.

Mapeamentos quaseconformes e mapeamentos relacionados formam a mais vasta classe de ma-
peamentos que pode ser estudada por métodos analiticos. Suas teorias e aplicagoes se encontram
na interseccao da geometria e da analise, além de possuir conexoes com muitas outras areas da
matematica e da fisica. Enquanto questoes fundamentais da teoria quaseconforme permanecem
em aberto, recentes avangos em espacos métricos aumentaram o campo das aplicabilidades desses
mapeamentos [7].

Esperamos que a uniao da algebra octonionica e de mapeamentos quaseconformes sejam tuteis fu-
turamente nao s6 para matematica como também para outras areas como a fisica e a computacao.
Para trabalhos futuros, podemos sugerir a busca de uma relacao entre o valor da dilatacao e a
deformagao causada em suas projegoes, uma notacao mais simplificada para o célculo analitico da

dilatacao e também um aprimoramento na interface grafica.
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