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Resumo

Uma forma alternativa no tratamento dos pélos do gauge do cone de luz do
tipo (¢.n)~! é estudada, e esta é comparada com as prescri¢des usuais de
Mandelstam e Leibbrandt.

Aparentemente no caso de se trabalhar nesta classe de gauges nao covariantes,
as principais prescri¢oes causais nao sao prescri¢coes, mas sim identidades das
coordenadas do cone de luz.

PALAVRAS-CHAVES : Gauge nao covariantes, gauges axiais, gauge do cone de luz.
Prescricao de Mandelstam, prescricao de Leibbrandt.
Covariantizagao do gauge do cone de luz.
Integracao em dimensao negativa.
Singularidades nao fisicas.

Area de conhecimento: 1.05.03.00-5



Abstract

An alternative form of treatment for the light-cone gauge poles of type (g.n) ™
is studied, and it is compared with the usual prescriptions of Mandelstam
and Leibbrandt.

It seems that in the case of working in this class of noncovariant gauges,
the causal prescriptions are not prescriptions, but identities of the light-cone
coordinates.

KEY WORDS : Non-covariant gauges, axial gauges, light-cone gauge.
Mandelstam prescription, Leibbrandt prescription.
Covariantization on the light-cone gauge.

Negative dimension integration.
Non-physical singularities.
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Capitulo 1

Introducao.

A liberdade de gauge, encontrada primeiramente no eletromagnetismo cléssico,
permite-nos ter uma certa simetria na teoria a ser estudada, mas sendo que
a fisica é independente desta simetria, dever-se-a escolher algum certo gauge
em particular, e este processo denomina-se fizacdo de gauge.

A fixacao de gauge é um ponto transcendental nas teorias fisicas. Ele é us-
ado desde o eletromagnetismo cldssico, até teorias mais novas como teorias
quanticas de campos, supersimetria e teorias de cordas. O estudo destas teo-
rias, denominadas teorias de gauge, neste sentido vem a ser parte importante
para a compreensao dos fenomenos fisicos.

Em particular, nas teorias quanticas de campos, a fixacdo de gauge aparece
seja nas teorias abelianas ou nas nao abelianas. O nimero de formas de
fixagdo de gauge nao é pequeno, tendo-se na verdade um grande niimero de
possibilidades.

Neste trabalho usaremos particulas pontuais e como teoria destas, aquela
que no minimo tenha um campo bosonico de spin +1 com certa liberdade de
gauge que denotaremos por A7, onde = 1,2, 3,4 ¢ o indice do espago-tempo
em quatro dimensoes e a é o indice do grupo no caso de se trabalhar com
alguma teoria nao abeliana. Logo o tensor eletromagético é definido da forma
usual Fy, = 0,A% — 9,A% — igf[AY, AS], onde f. representa as constantes
de estrutura do grupo (no caso abeliano se tem fZ = 0).

Sendo assim, a Lagrangeana a ser usada é da forma

L =LA, o) + Lia(AS),
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onde goi representam outros campos possiveis na teoria, e o termo Ly;; vem
do fato que a teoria apresenta uma liberdade de gauge. Usando este fato,
uma tentativa de classificar estas teorias seria a seguinte:

e Teorias de gauges covariantes.
e Teorias de gauges nao covariantes.

Quer dizer é tomado o termo de fixagao de gauge, e obseva-se se este tem
invariancia de Lorentz ou nao, este é um ponto importante, pois a invariancia
sob o grupo de Poincaré tem demonstrado ser uma chave na formulacao
de teorias modernas que tentam explicar fenémenos como a unificagao das
quatro interagoes fundamentais da natureza ou na tentativa de conciliar a
mecanica quantica com a teoria da relatividade.

Uma forma geral de ter quebrada a invariancia de Lorentz é a seguinte:
escolhe-se um vetor arbitrario e com a ajuda deste escreve-se o termo de
fixacdo de gauge incluindo este, por exemplo:

Liie = 0, A" — (1n,0")(n, A”)

sendo n, = (1,0,0,0), que ndo é nada mais do que o gauge de radiacado
ou mas comumente conhecido como o gauge de Coulomb. Outra forma de
classificar os gauges serd vista no capitulo 4, onde usaremos um método de-
senvolvido pelo professor A. Burnel.

Neste capitulo introdutério falaremos brevemente na sequéncia sobre os gauges
do tipo axial, e logo nos centraremos no gauge do cone de luz, que é o cenario
central sobre o qual basearemos nosso trabalho.

1.1 Gauges do tipo axial.

Dentro do conjunto de gauges nao covariantes, podemos ver que um sub-
conjunto destes é representado por aqueles onde o termo de fixacdo é da

forma:
F[A,] = n,A* = B(z), (1.1)

onde o vetor m, é arbitrdrio, mas que também fixa uma certa dire¢ao no
espaco-tempo. Dependendo da direcao deste nas regioes do espago-tempo,
teremos os seguintes tipos de gauges:
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e Gauge axial n? < 0.
e Gauge temporal n? > 0.
e Gauge do cone de luz n? = 0.

Onde estamos assumindo uma métrica com signatura (+, —, —, —).

Os gauges do tipo axial apresentam certas vantagens com respeito aos outros
gauges, sendo uma das principais o desacoplamento dos campos de fantas-
mas nas teorias de campos nao abelianas; isto faz com que as contas sejam
reduzidas de forma consideravel. Mas uma das principais dificuldades no uso
destes gauges é que eles apresentam pélos do tipo (g.n)~!, e este fato desen-
volve uma série de outros problemas: a rotacao de Wick nao é permitida,
a contagem simples de poténcias nao é valida em geral, a parte divergente
(pelo menos a um “loop”) é ndo local no momento externo, etc. Todos estes
problemas podem ser evitados com o uso de alguma prescrigao que preserva
a causalidade.

Entre os problemas que o uso de alguma prescricao causal nao pode aliviar
tem-se:

e 0 aumento do ntiimero de termos a serem calculados, pois o propagador
se vé incrementado,

e 0s termos nao locais em geral.

Por termos nao locais queremos dizer aqueles sendo definidos assim:

f=f®, pn), (1.2)

quer dizer, tem uma dependéncia explicita entre o vetor n, e o momento
externo p,, quebrando desta forma a invariancia de Lorentz.

Voltemos a nossa defini¢do na equacdo (1.1) da familia de gauges do tipo
axial. Dependendo de B(z) se anular ou néo, teremos os casos [1]:

e Homogéneo (B*=0), também denominado axial em geral.
e Nao homogéneo (B?#0), também denominado planar.

Na sequéncia descreveremos estes dois casos com mais detalhes.
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1.1.1 Gauges homogéneos, B*=0.

Dentro destes encontra-se o gauge do cone de luz com o qual trabalharemos
mais adiante. O resumo dos gauges ndo-covariantes axiais e homogéneos é
mostrado na tabela (1.1).

1.1.2 Gauges nao homogéneos, B*#0.

Também conhecido como gauge planar. Em teoria quantica de campos, o
termo de fixacao de gauge é

nrAL =1 A = 9

onde n, é um vetor arbitrdrio, constante e externo, A} sdo os campos de
gauge (neste caso usaremos um campo nao-abeliano em geral) e ®* sao um
conjunto de campos escalares que vem da representacao adjunta da algebra
de Lie SU(N) [1]. Logo o termo da Lagrangeana de fixacdo de gauge é
escolhido como sendo:

1 a a a a a
onde A\* sao os multiplicadores de Lagrange. E ficil ver que esta dltima

equacao na verdade é equivalente a:
1 a a
Lfiz = —2n28u(n - Ao (n - A%). (1.4)

Dependendo do tipo do vetor externo n, que seja tomado em consideracao
teremos os casos seguintes a serem definidos:

e n? < 0: gauge planar tipo espaco,
e n? > 0: gauge planar tipo tempo.

Mas o gauge planar tipo luz nao é definido, pois neste caso se tem a singu-
laridade em n? = 0.

Este problema foi contornado com uma proposta baseada na simetria disc-
reta que existe entre os vetores duais do cone de luz n, e m,, como foi feito
em [2] e como é descrito no apéndice B.
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(1) Gauge axial:
F*=n'A% = B*, n*=mnj—n*<0,
Lfiz = —5=(n*A%)?%, a—0
(2) Gauge do cone de luz:
F* =ntAf =0, n?=0
Lz = —55(n*A%)?, a—0
(3) Gauge temporal:
Fe=ntAS = A%, n? > 0, n, = (1,0,0,0)

Lz = —5=(n*A%)?%, a—0

Tabela 1.1: Gauge axiais homogéneos.
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1.2 Desacoplamento dos campos de fantas-
mas nos gauges do tipo axial.

1.2.1 Introducao.

Esta se¢do estd baseada no artigo de Frenkel [3] e no livro do Ryder [4]. Na
verdade o que aqui mostraremos é como um gauge axial geral desacopla, mas
falaremos em particular do gauge do cone de luz. Para entender como no
gauge do cone de luz, os fantasmas sao desacoplados, precisaremos entender
como estes sao gerados, e para isso partiremos de:

/ [dA,]f(A,)eS 2k (1.5)
Na realidade, A,, quer dizer, Au’ onde a representa o indice do grupo de

gauge. Aqui uma observacdo,f(A,), é um funcional invariante de gauge. E
assumido que [dA,] = [dAY]

O ansatz a usar para [dA,] é : [dA,] = [1,,4.dA% ()

A integral de caminho (1.5), considera todas as possiveis configuracoes de
A, (z) , o que quer dizer que se tem uma contagem miltipla das configuragoes
fisicas equivalentes (equivalentes no sentido de uma transformagao de gauge).
Entdo vamos dividir o espago de configuragbes {4, (z)} em uma equivaléncia
de classes {A%(z)} chamadas érbitas do grupo de gauge. Uma drbita do
grupo possui todas as configuragoes do campo que sao o resultado de aplicar
todas as transformacoes w do grupo de gauge G a partir de uma configuragao
inicial do campo A,(x). A transformacdo de gauge:

At = (A% = A%+ [ AW+ 00" (1.6)

1.2.2 Preliminares.

Permitamos que [dw] denote uma medida invariante sobre o grupo de gauge
g, i.e. [dw] = [dww'], onde o ansatz é:

[dw] = Hdw

Também seja introduzido o funcional A[Au(x)] através de:

1= AlA,(z / [dw]S[FA% ()] (1.7)
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Onde 6[f(z)] representa [[,0[f(z)]. Também,para F[A%] é assumido:
F[AZ’] =0

Que tem exatamente uma solucao, wy, para qualquer A,. Esta tltima ex-
pressao é o vinculo, que define hipersuperficies e também o “gauge”.

Observagao: A[A,(z)] é invariante de gauge:
A7 4] = [1dolFIAZ ) = [ldww 6Pz [ a0l = A7'[A,]
inserindo (1.7) em (1.5), se obtém:

[1dw] [ 144, £(A,) ALA, () TP (AL (2)]]€5145

Observagao: A expressao dentro de [[dw] é invariante de gauge; i.e. nao
depende de w.

(flaw]) [laAF(A)AA@BIFIAZ @S (18)
vol.infinito

1.2.3 Determinante de Faddeev-Popov.
A partir da equagao (1.7):

A4, = [[aF) (d téi[fw]) 5F
B A[A,] = de téz[fw] po detM

AJA,] é usualmente denominado como o determinante de Faddeev-Popov.
Se consideraramos o gauge F[A%] — C(z) = 0, entdo nossa expressdo integral
(1.8) ficaria assim:

/ [du] / [dA,]detM. F(A,)5[F[A%(2)] — C(x)]e’S1A5] (1.9)
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A expressdo para o gerador funcional Z[J=0] seré:
Z[J=0]=N / [dw] / [dA,Jdet M. (A,)S[F[A% ()] — C(z)]e’S147
Usando a identidade das matrizes com os niimeros de Grassman:
detM = / [de][dc]-¢ieMe (1.10)
Escrevermos Z[J = 0] como sendo:
210 =0] = N [ldw] [1d4,][dellde]-f (A)O[F[A3 ()] — C(@)]eiSH45-e4

Onde agora os campos c e ¢ s3o os denominados campos de fantasmas, que
devido a seu carater estatistico somente aparecerao como linhas internas nos
graficos de Feynman.

1.2.4 Desacoplamento do campo de fantasmas.

Agora ja estamos em condig¢oes de poder desacoplar os fantasmas para um
gauge axial.
Existem duas formas de mostrar isto:
Sem fantasmas A.
Partamos da defini¢cao para um gauge tipo axial:
Bope
ntA, = 0
n*n, = const.
O termo de fixacao de gauge é:
F* =ntAj
Entéo, sob a transformacao de gauge (1.6) tem-se:
_ be Ab _
OF* =t fA W’ + nfow® = n*ow
Isto implica que:
oF°

 _ sabppu
5o d*nt0,



CAPITULO 1. INTRODUCAO. 9

Observe-se que esta tltima expressdo é a matriz M, que ndo contém A?%.
Isto significa que também detM nao contém A%, o que quer dizer que pode-
mos colocar detM fora da integral de [dA,] na expressdo (1.9). Sendo assim,
a expressdo para Z[J = 0] ficara:

210 = 0] = N [ [du]detM. [[dA,1f(4,)3[F142(2)] = C(2))e 145

O termo [[dw]|detM pode ser absorvido na constante, ou se preferir, pode-se
fazer uma redefini¢do, chegando a:

217 = 0] = N [ [dAf (A8 F[44(2)] - C(a))e’s145

Como se vé, esta ultima equacao é livre da possibilidade de apresentar fan-
tasmas, que era o que queriamos mostrar.

1.2.5 Sem fantasmas B.

Partindo da definicao do detM e usando a propriedade do produto dos de-
terminantes:

detM = det(n*D,)
det(n.0)-det(1 — gG f*A"%n,,)

Onde se estd usando a representacao adjunta e além disso tem-se que:
D, = 0,—-gf"n,0"4;
(0n)G(z —y) = §”(z—y)

Entao, trabalhando com o segundo determinante, aplicar-lhe-emos uma con-
hecida propriedade dos determinantes, logo, expandiremos o logaritmo em
uma somatoéria sobre k (k= 1---00) :

det(l _ ngaAZnu) — eTr[ln(l—ng“Aﬁnu)]

k
= e_TT[Z 9= Gwo—21)f*1 Ay nyy Gl 1 —a) R Al |

Aqui observa-se que o que se tem é uma série de graficos de fungoes de k-
pontos, em outra palavras, cada termo da somatoéria é um gréafico de Feynman
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() N z
RS - °
° [ ]
[ ] [ ]
[ ]
Ve N
7 ©o® A
Ve N
Ve N

Figura 1.1: Funcao de fantasmas de k-pontos.

que pode ser representado como na figura (1.1).

Isto implica que cada processo gerard integrais de Feynman, as quais por
sua vez podem ser calculadas (usando a parametrizagao de Feynman) dentro
do contexto da regularizacao dimensional. Sendo assim, a integral correspon-
dente ao gréfico da figura (1.1) seré:

dPq

k k 1 Tr—1
IR | ) | F (LR dx“/(
Fazendo mudanca de variaveis obtém-se:
k
Iy = ngnMTr [Hf“’][
=1 i=1

Sendo I (e usando a invaridncia de Lorentz):

= o(n, k)~ /d

¢
Integral que no contexto da regularizacdo dimensional é nula. Sendo assim
é facil observar que det(1 — gG'f*A%n,) = 1, é dizer detM novamente ndo

depende do campo de gauge, isso equivale a dizer que novamente os fantasmas
desacoplam.

N+ — npaTs )

k
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1.3 O gauge do cone de luz.

O interesse deste trabalho é o estudo da covariantizacao, que é uma forma que
dispensa o uso de prescri¢oes no tratamento dos pélos denominados espirios
do gauge do cone de luz. Logo é conveniente dar uma explicagao mais detal-
hada no que respeita a este gauge.

O uso do gauge do cone de luz é de uma importancia particular na teoria
quantica de campos.

Tudo teve seu inicio quando Dirac [5] em 1949 estudava a relagdo possivel
entre a formulacao Hamiltoniana e a Relatividade. Como conseqiiencia desta
combinagao aparecem dez quantidades (P,, M, ) fundamentais para cada sis-
tema dinamico, quantidades estas que sao independentes da transformagao de
coordenadas. Sete destas quantidades (P, P; e M;;) tem uma interpretagio
fisica simples (energia total, momento total e momento angular total, re-
spectivamente). Foi nesse contexto que ele propos o denominado “light front
frame”, que na verdade foi o inicio do gauge do cone de luz. Na realidade,
Dirac nao propos somente a dinamica do cone de luz; esta foi apenas uma
das propostas entre uma série de possiveis formas dinamicas que poderiam
ser construidas. Resumidamente, podemos mencionar (considere o sistema
de coordenadas u*):

e A forma instantanea (condicdo : ug = 0): Aqui Py, Py, P3, Ma3, M3, €
M, sao calculadas facilmente, as restantes Py, M1g, Moy e M3g sao mais
complicadas e sao associadas as Hamiltonianas.

e A forma pontual (condi¢do : utu, = k?; up > 0): Aqui as quantidades
M, sdo relativamente simples e as outras (os P,) serdo associadas as
Hamiltonianas.

e A forma frontal (condi¢do : uy — uz = 0): Usando a notagdo do cone
de luz, as quantidades Py, Py, P_, Myo, M, _, M;_ e M,_ sao simples, as
restantes P, M, e Ms, serdo as Hamiltonianas (podemos dizer que
aqui nasceu o gauge do cone de luz).

Cada uma destas formas vém do fato que Dirac buscava escrever as quan-
tidades dinamicas que tém participacao ativa num certo processo, isto é,
aquelas quantidades que realmente podem ser consideradas como quanti-
dades dinamicas fundamentais.
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Voltando a defini¢do dada na equagédo (1.1), no caso do gauge do cone de luz,
temos

F*=nlA% =0, n*=0
o que quer dizer que o termo de fixagdo de gauge da Lagrangeana é:

1 a
Lfiz = —%(n“Au)Q, a—0.

Esta forma de fixagao do gauge leva as seguintes consideracdes:

e ¢ possivel calcular o propagador do campo Af§ da forma usual, quer
dizer, invertendo o termo seguinte (ja no espago dos momentos):

1
(2m)* (ngW —qtq” + an“n”)
e desta forma o propagador ficard sendo

Gunla) = ~ s [0 -

o L

q.n

Este modo de trabalho é conhecido como o formalismo de quatro com-

ponentes, dado que se trabalha com as quatro componentes do vetor
Al
o

e outra possibilidade consiste em trabalhar somente com as componentes
fisicas do campo vetorial ja desde a densidade de Lagrangeana, isto quer
dizer que as componentes nao dinamicas sao eliminadas através de

Af = 0,
otA; = 8iAf1+ai+[Ai8+Ai]a,

que representam a condicao de gauge e a equagao de movimento re-
spectivamente; observe-se que agora estamos usando as coordenadas
do cone de luz. Sendo assim, duas componentes do campo vetorial Aj
sao dispensadas, o que da o nome a este procedimento de formalismo
de duas componentes. Neste formalismo, o propagador do campo Aj
tem uma expressao simples e similar ao caso de se trabalhar com um
gauge covariante (e.g. de Landau ou de Feynman):

i6,50
(2m)iq?

G?]{) (Q) ==
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mas neste caso somente nas diregoes transversais. Onde agora se en-
contra a dificuldade é no vértice de trés campos vetoriais e no vértice
de quatro campos vetoriais:

ij ij rk
Iy = gf“”c{5” [(q —p)f —(¢- p)+r—+]

+ duas permutagcoes ciclicas } (1.12)

g Lo y —q)t(r—s)t
Fljkl — 52 abe rcde [5Zk5]l . (5zl6jk: 51_7(5kl (p Q)
abcd g {f f + (p + q)+(7“ + 8)+

+ duas permutagoes simétricas } (1.13)

Neste trabalho escolheremos trabalhar com o formalismo de quatro-componentes.
Aqui ja se pode observar um dos principais problemas de trabalhar no gauge

do cone de luz; para isto observe as expressoes das equagoes (1.11), (1.12) e
(1.13), onde se vé facilmente como aparecem fatores do tipo:

1 1

qn qt

0 que nos mostra como a escolha feita de trabalhar no gauge do cone de
luz (seja no formalismo de duas-componentes ou no formalismo de quatro-
componentes) implica na apari¢ao de um novo tipo de pélo no tratamento
desta teoria de campos. Este fato deu origem a um amplo niimero de tra-
balhos para, primeiramente, o estudo deste pélo, e logo para seu tratamento.
Dado que este tipo de pdlo nao foi muito bem-vindo na teoria, o nome que
lhe foi dado foi o de “pdlo espurio”.

O centro de nosso trabalho gira ao redor do tratamento dado a este pdlo.
Desta forma, uma descricao mas ampla sera dada no préximo capitulo.



Capitulo 2

Prescricoes e a covariantizacao.

O que sera feito neste capitulo é dar uma breve descricao das diferentes pre-
scrigoes que existem para o tratamento dos pélos (¢7)~" do cone de luz.

Na primeira se¢ao descreveremos brevemente o problema dos pélos espirios;
a seguir, na segunda se¢do mostraremos as principais prescri¢oes que sao us-
adas. Na terceira secao sera apresentada a covariantizacdo, que é o tema
sobre o qual este trabalho estd baseado. Com tudo isto feito, agora serd
possivel fazer o calculo de algumas integrais, seja usando alguma prescricao,
seja usando a covariantizacao, sendo tudo colocado na quarta secao. Final-
mente na tultima secdo serdo anotadas algumas conclusoes.

2.1 Podlos espurios.

A aparicdo de p6los tipo (g.n)~* dentro do contexto do gauge do cone de luz
pode até passar desapercebido num curso introdutoério de teoria quantica de
campos.

Na verdade o problema nao é assim simples ou pequeno, como a principio
possa parecer. Pois sempre que se tente calcular uma amplitude de espal-
hamento, isto envolverd o célculo de uma ou mais integrais, a um ou mais
“loops”, que no fundo sdo integrais sobre quadrimomentos; estes deverdo ser
estendidos de (1,3) dimensoes para (1,D-1) dimensdes (isto é, pode-se utilizar
a regularizacdo dimensional [6]). Logo, para o tratamento dos pélos, deverd
ser feita uma rotacao de Wick, e é aqui onde a dificuldade com os pdélos do
tipo (¢.n)~! tem seu inicio, pois eles ndo permitem a rotagio de Wick.

14
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Para entender um pouco melhor isto, lembremos como é o comportamento
dos pélos covariantes (¢2)~!

Im(q°)

A\

Figura 2.1: Grafico mostrando a localizagao para os pélos do tipo (¢%)~! no

plano complexo ¢°. Os pélos sdao representados com um .

Agora para o caso dos pélos (¢.n)~! observe-se que na figura (2.2) como
nao é possivel fazer uma rotagio de Wick. ' Na figura (2.2) também sdo
colocados os pélos covariantes (¢*)~! para poder contrastar com o caso dos
chamados pélos “nao fisicos” (g.n)~!. Para o tratamento dos pélos (¢.n)~},
comumente chamados de poélos “espurios”, foram desenvolvidas vérias pre-
scrigbes, entre as quais citaremos as de Mandelstam [7], Leibbrandt [8] e a
desenvolvida pelos professores A.T.Suzuki e B.M.Pimentel [9].

Além de nao poder ser feita a rotacdo de Wick, também se tem como um
outro problema o fato de que a muito usada (em teoria quantica de campos)
contagem simples de poténcias para ver o grau de divergéncia de algum dia-
grama na teoria [4] ndo é vélida [10].

Um outro problema consiste na apari¢ao dos termos chamados de nao locais

1 Tal rotagdo implicaria cruzar com uma singularidade.
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Im(q°)

Ob

ne
=
"»Q
(=)
~—

A\

Figura 2.2: Gréfico no plano complexo ¢°. Pédlos do tipo (¢?)~! sdo represen-
tados com ©.Pdlos do tipo (g.n)~! sdo representados com .

(definidos no capitulo anterior na equagao (1.2)).

Para o tratamento destes pélos do cone de luz, foram tentadas varias pre-
scrigoes (em outras palavras: receitas); algumas bem sucedidas, outras nao
tao bem assim, e isso serd o tema da seguinte secao.

2.2 Prescricoes.

Um dos precos a pagar pelo uso do gauge no cone de luz é a apari¢ao das sin-
gularidades “espurias”, provenientes dos pélos do tipo (g.n)~!'. Neste gauge,
a conhecida prescrigao usual do ”Valor Principal” nao conduz a resultados
fisicos satisfatérios. Logo se tentaram uma série de novas prescrigoes; na ver-
dade ha muitas prescrigoes, mas na continuacdo descreveremos brevemente
trés delas: a de Mandelstam, a de Leibbrandt e a de Pimentel-Suzuki.

Somente uma afirmacao final para encerrar esta breve introducao as pre-
scricoes do cone de luz: as duas primeiras prescricoes que descreveremos a
seguir tem um ponto em comum, elas fazem uso dos dois vetores que carac-
terizam este gauge (n, e m,), por isto também sao chamadas de prescrigdes

de dois vetores [1].
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2.2.1 Prescricao de Mandelstam.

Esta foi a primeira a ser proposta e surgiu nos estudos de superssimetria
[7] onde S. Madelstam demonstra a finitude da teoria de Yang-Mills super-
ssimétrica em quatro dimensoes no gauge do cone de luz. O que ele fez foi
uma demonstragao baseada em contagem simples de poténcias. Sé que como
j& era bem conhecido na época, os pélos do cone de luz do tipo (¢*)~! nao
permitem tais tipos de contagens, logo, e para contornar este problema, ele
define uma prescricao do tipo:
RIS N — (2.1)
q q.n qT + 1eq
desta forma a contagem simples de poténcias é permitida e a finitude da
teoria Yang-Mills superssimétrica em quatro dimensoes no gauge do cone de
luz chega a ser demonstrada.

2.2.2 Prescricao de Leibbrandt.

Um ano apdés Mandelstam ter proposto sua prescricdo, G. Leibbrandt fez
0 mesmo, mas neste caso ja dentro do contexto do cdlculo das integrais do
cone de luz. Leibbrandt tem contribuido no estudo dos processos no gauge
do cone de luz (na verdade sua contribuigao inclui os gauges ndo covariantes
em geral, um dos quais é o gauge do cone de luz) durante décadas, foi ele
que deu a seguinte prescrigao para os poélos espurios:

1 1 q-

— = 2.2
gt gn  gtqg —e¢ (22

2.2.3 Prescricao causal.

Esta ultima prescri¢ao parte dos trabalhos de Giambaggi, Bollini e Dominguez,
referentes a distribuigbes causais [11]; em outras palavras, tenta incorporar

a causalidade de maneira que os problemas dos pélos (¢.n)~! desaparegam.

A prescrigao que foi proposta para os pélos (g.n)™!, é:

1 1_>@(q°) 0(—¢°)

qn gt gt +ie ¢t —ie
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Usando a identidade:

1 1 T
=PV —|+Z +
qT+e <q+) Z,(S(q )

Sendo assim, a prescricao pode-se escrever como:
1 Sign(q°)
1 1 B B

Ll e e(—q°>]‘PV(qi+) + o) — ool

Mas da definicao da funcdo ©(z), finalmente se obtém a expressao que é
usada com maior freqiiéncia na literatura.

1 1

1
— = ——>PV<—

o q+> — i7Sign(q°)d(¢™") (2.3)

Observe-se que nesta nova prescricao o que se faz é corrigir a muito usada
prescricao do valor principal, correcao que vem do fato de que se trabalhou
dentro do cone de luz. Somente para completar esta secao, colocaremos a
expressio que permite calcular pdlos do tipo (¢.n) 2, que sdo encontrados
nos calculos de um gauge axial homogéneo. Na verdade a expressao é geral
para pdlos do tipo (g.n)~"

1 1
@n)y <q+)ﬁpv<

1 Qs 0\/_1\n—1gn—1/ -+
(q+)n)—mslgn(q (1) ()

2.3 Covariantizacao.

Aqui faremos uma descricao breve a uma técnica alternativa para o trata-
mento dos pélos do gauge do cone de luz; cabe assinalar que esta nao é mais
uma prescri¢cao, pois neste método denominado de “covariantizacao”, se faz
uso de uma identidade das coordenadas do cone de luz.

Esta técnica foi proposta pelo professor A. Suzuki [12]. A idéia é simples:
nas coordenadas do cone de luz, o quadrimomento ao quadrado vem dado
pela identidade:

¢ =2q"q — ¢, (2.4)
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Sempre que ¢~ # 0, serd possivel escrever ¢* como

2q~

Aqui podemos ressaltar que esta ultima expressao é uma relacao de dispersao,
que nos garante que campos de gauge reais para os quais ¢ = 0 (fétons reais
ou gluons reais por exemplo) sdo transversos. Isto implica que no gauge do
cone de luz o problema com os pélos do tipo (¢7)~' tomam a forma

1 23
q qg“+q
O que é realmente importante aqui é que a condicao ¢~ # 0 nos garante a
estrutura causal desta técnica desde que esta elimina os problemas com os
modos ¢~ = 0. A eliminacao destes modos nos devolve os resultados conheci-
dos que sao visto manifestamente nas prescricées que preservam causalidade
[1, 7, 8] para o gauge do cone de luz.
Observa-se que diferentemente das prescricoes de Mandestam e de Leib-
brandt, a covariantizacao nao pode ser generalizada para os outros tipos
de gauges axiais. Este fato e facil de ver, desde que se lembre que a co-
variantizacao é definida a partir de uma identidade que vem do uso das
coordenadas no cone de luz como foi feito na expressao (2.4).
A seguir mostraremos como a covariantizacao resolve alguns dos problemas
que surgiram no uso do gauge do cone de luz, da mesma forma como quando
alguma prescricao causal é usada.

2.3.1 Rotacao de Wick e a convariantizacao.

Uma das vantagens obtidas quando alguma prescri¢ao é feita consiste no fato
de poder fazer novamente a rotacao de Wick. E de se esperar que no caso
da covariantizacao também esta seja valida. Isto é o que demonstraremos a
seguir.

A forma de demonstrar isto nao é dificil: para comencar retomemos a definicao
do método de covariantizacao do gauge do cone de luz que foi dada na equacao
(2.5)
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Daqui vemos que o denominador pode ser escrito como (¢°)% — (¢%)?, o que
quer dizer que fazendo a continuacao analitica para o plano complexo teremos
os polos situados em:

" = %|¢®| Fie

como é mostrado na figura (2.3) a seguir

3

Im(q°)

A\

Figura 2.3: Gréfico mostrando a localizagio para os pdlos do tipo (¢* —¢*)~*
no plano complexo ¢°.Os pédlos sdo representados com um é.

Agora ¢é facil de se ver como a rotagao de Wick é possivel de ser levada a
cabo.
Uma vez feita a demonstracao de que a covariantizacao permite fazer a
rotacao de Wick, agora tentaremos demostrar outra propriedade importante

que é perdida com os pélos do tipo (g.n)~!: a contagem simples de poténcias.

2.3.2 Contagem de poténcias e a covariantizacao.

A forma como surgiu a primeira bem sucedida prescricao, proposta pelo
professor S. Mandelstam, foi na tentativa de demonstrar como o modélo su-
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perssimétrico N = 4 ¢ finito 2 na regido ultravioleta para um gauge especial
do cone de luz, aqui a palavra “especial” refere-se a modificacao que S. Man-
delstam fez e nao é mais do que a sua prescricao.

Esta modificagao teve que ser feita dado que naquela época, a contagem de
poténcias no cone de luz nao era permitida, justamente devido a os termos
do tipo (¢7)~!. Para o caso nao modificado se tem divergencias ultravioletas
para as regioes [10]

g" — finito, (2.6.a)
¢, — oo, (2.6.b)
qtq” —¢*> — finito. (2.6.c)

o problema é que no caso (2.6.a) para o valor gt = 0, que é finito, se tem
divergeéncia ultravioleta e também a prescri¢ao do Valor Principal, como ja foi
visto na secao anterior, nao permite fazer a continuacao analitica para valores
imagindrios de ¢y, desta forma nao é possivel sair das regioes de divergéncia
descritas nas equagoes (2.6.a), (A.3) e (2.6.c).

Mas se usarmos a covariantizagao obteremos,

1 2q~
- 2.7.a
qr ¢+ ¢ (2.7:2)
1 2+
— 5 (2.7.b)
q P +q

te —¢ — q'q¢ +¢ (2.7.c)

com isto o problema de ir para valores imaginarios de ¢y desaparece, quer

dizer as equagoes (2.7.a), (2.7.b) e (2.7.c) nos dizem que as regioes de diver-
gencia para ¢t = 0 podem ser contornadas mediante a continuacao analitica,
permitindo desta forma a contagem de poténcias. Obseve-se que a covari-
antiza¢ao nos mostra uma certa simmetria entre os pélos ¢t =0e g~ = 0.

2.4 Integrais

Como foi falado no inicio deste capitulo, a maior parte das integrais calcu-
ladas no gauge do cone de luz sao realizadas usando a prescricao de Leib-
brandt, e nesta tese o objetivo é mostrar uma forma alternativa e que dispensa

Zeste modelo foi proposto inicialmente por Gliozzi et al. [14] e que possui uma simmetria
interna SU(4) [15]
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o uso da receita dada; logo é necessario, para ter uma maior transparéncia,
mostrar como as contas sao realizadas em cada caso.
Para isto, o que néds fizemos foi pegar duas integrais tipicas do cone de luz:

w 1
» 1
B = [d- =P (2.8.)

Para estas integrais, o procedimento usual a seguir no cdlculo (e também em
qualquer integral que vive num espaco de infinitos momentos) é o seguinte:

1. faz-se a parametrizacao dos denominadores,
2. inverte-se a ordem dos integrandos,

3. integra-se sobre os momentos,

4. integra-se sobre os parametros.

Em nosso célculo usaremos a parametrizacao exponencial (ver apéndice D).
Com a diferenca que como estamos trabalhando com integrais do cone de
luz, algum tratamento dos pélos tem que ser feito. A escolha sera usar a
conhecida prescricao de Leibbrandt como primeiro caso, e a seguir usaremos
a técnica da covariantizagao como segundo caso.

Agora ja estamos prontos para fazer o cdlculo, sendo assim comegaremos com
a integral A.

2.4.1 Integral A.

Nossa integral é dada pela equagio (2.8.a):
1
A= [dg.

(¢ —p)’¢"’
Usando a prescricao de Leibbrandt.

Aplicando a prescri¢ao da equagao (2.2) na integral A, esta tomard a forma
seguinte:

_ 2w . q
AL_/d T a=pate — ¢
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seguindo os passos mencionados acima, teremos:

1. parametrizacao:
(e e]
A = —/d2‘”q . q*/dadﬁ . ei(a(qu)2+ﬂq+q’)’
0

? . ¢i(200Tq" —ag®—20qp” —2aq” pT+204.p+Bgt ")
)

= —/dQ“’q-q’/dadﬁ-ei“p
0

onde foram escolhidas as coordenadas do cone de luz.

2. inverter ordem de integracao:

oo
a2 — i(2aqtq —ad?—20atp— —20q— pt+20d.5+Ba+ g
A, = —/dad,@-ew‘p -/dQ“’q-q ¢i(2eat e —ad’~2aqTp" —20q"pT +2045+607q")
0

S / dadf - &7 .
0

00 00
/d(j . 6—i(aq2—2aq.ﬁ) / dq— . q—e—2iaq_p+ / dq—l— . ei(?aq_—Qap_+ﬂq_)q+
—00 —00

e agora ja tudo estd pronto para poder fazer a integracao sobre os
momentos, s6 alguns comentdrios no que respeita a esta integracao: a
integral sobre ¢* é na verdade a representacao integral da distribuicdo
de Dirac, ver apéndice C.2, logo quando seja feita a integragao sobre ¢,
esta serd bem simples dado que se tem um ¢(x), desta forma sé restaria
fazer a integral sobre ¢, que tem por fundo um espaco euclideano de
2(w — 1) dimensdes, e pode ser integrado facilmente como é mostrado
no apéndice C.3. A seguir mostramos o resultado:

3. apds integrar momentos:
2—w

a
(a+ §)2

2528 _ptp=
e 2a+8 ,

A, = —inop- / dadp -
0
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4. apés integrar parametros:®

Ap =i(—m)“p (2ptp )« !

Usando a covariantizacao.

Agora aplicaremos a covariantizacdo ao pélo do cone de luz na integral A,
sendo assim o que resulta é:

2q~
(¢—p)*(¢* +¢?)

Acov = /dqu :

1. parametrizacao:

Acov = _2/d2wq q /dadﬁ : ei(a(q—p)2+2,3q+q_)
0

o0
- jap? i +¢- —ag?—20qTp~ —20g~ pt §.p +q—
_ —2/d2“’q-q /dadﬁ-e“ap .ez(2aq ¢~ —af*—2aqTpT —2aq” pT+2ad.p+2BqTq )’
0

onde foi usada a relacdo: ¢>+¢? = 2¢T¢~. Observe-se que desta forma,
a integral A, ficard realmente muito parecida com a integral Ay.

2. inverter ordem de integragao:

00
iap? (200t 0 —ad?— 200D —200— pt 2065 +q-
Acov — —Z/dadﬁ etor” /d%q-q ez(2o¢q g~ —ad®—2aq7p” —2aq” pT+2a4.p+26q97q )’
0

= -2 fdozdﬁ el

0
o o
/dq . g~ iad?=204.p) / dg™ .q—e—Ziaq*:ﬂ* / dg" - ¢H(20q™ —20p™ +2Bq7 )q*
—00 —00

seguindo o mesmo procedimento que foi dado no caso do célculo da
integral Ap, obteremos

3observe-se que aqui fizemos uma mudanca sob a varidvel 3: 8 — 28, este fato aparente-
mente ingénuo serd comentado nas conclusodes finais no capitulo 5.
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3. apos integrar momentos:

a2—w

()
- af 4.
A :_2'ww_/dd' QZmpp,
cov HTpO ozﬂrJrﬁ)Qe

4. apés integrar parametros:

r2—wl(w-1)

o) (2.10)

Acov = i(—']r)wp_(Qp p—)w—l

Observe-se como as integrais Ay e A.y, tem os mesmos resultados, tal como
se vé nas equagoes (2.9) e (2.10).

2.4.2 Integral B.

Agora temos a segunda integral que é:

1
PR O S
(g —p)%qt

Usando a prescricao de Leibbrandt.

Novamente aplicando a prescri¢ao da equagao (2.2) s6 que neste caso para a
integral B, esta tomara a forma seguinte:

B, = [ d*q- g
- / P -pate — o)

1. parametrizagao:

B, = i/deq.q—/dadﬁdfy.ei(a(q—p)2+5q+q—+7q2),
0

= i/dQ“’q-q_-

o0
/ dadf - i’ . giil2(atnata” —(a+7)§* ~20q"p™ ~20q” p¥ +20q.p+50747]
0

I

agora se tem 3 parametros pois temos 3 denominadores.
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2. inverter ordem de integracao:

BL=¢/mwmem
0

/d2“’q . g~ ell2etmaT e ~(a+7)8* 200 p” ~204"pF +2045+64T "]
?

=¢/mwm@w
0
/qu . g~ il(a+7)§*—2a4.p] / dg~ - q—e—Qiaq_p+ )
/dq i[2(aty)g™ —2ap~ +Bg " Jgt

3. apds integrar momentos:

(a+7/2)(a+B+7/2)

. . A . 2 u—
iap® +i(a+y/2)p* 2 g 7P P
7

B, = i“’“w“’/dadﬁdv-

-e
4. apés integrar parametros:
BL — Z( w w 2 Z

onde se foi definido

FB—w+n)l'(w—1+mn)
Fw+n)'(n+2)

(1=n"*1) (2.11)

Usando a covariantizagao.

Usando o método de covariantizacao na integral B, o que se tem é:

2q~
COU d2w A
/ —p)%(¢® — ¢?)

seguindo os passo ja conhecidos teremos:
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1. parametrizacao:
o
Beow = Qi/d%q-q_/dadﬁdfy-ei(a(q—p)2+2ﬂq+q*+7q2)’
0

= 2i/d2“’q-q*

2 - 2 _onito— ona—ot 195 + -
/dad,ﬁdfy-emp . ¢ll2(a+7)q"a™ —(a+7)§" —2aq" p” —2a¢"pT +204.p+2647q ]’

2. inverter ordem de integracao:

B., = 2i / dadBdy - e

2w = il2(a+Y)qT ¢ —(a+7)§2 —2aqTpT —204 pT+2a4.p+28¢ ¢ ]
d“q-q"e
bl

(e o]
= 2i/do¢dﬁdfy-ei°‘p
0
o0
/dq . g~ il(a+7)d*—204.p] / dg~ - q—e—2iaq_p+
—00

/dq 2(a+v)q~ —2ap~+2Bq~ ]q T

3. apds integrar momentos:

(a+7)(a+B8+7)?

iop?+i(a+y)p?—2i +ﬂ+7p+p
)

B, = 2iw+17r“’/dozdﬂdfy-
0
-e

4. apés integrar parametros:

By = i(— wZZ INGES w+n)F(w—1+n)

Fw4+n)l'(n+2) (="

(2.12)
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onde novamente

Observe-se como novamente as equagoes (2.11) e (2.12) nos dizem que as
integrais By, e By, tem 0s mesmos resultados para quaisquer valores de w.

2.5 Conclusoes.

Neste capitulo mostrou-se como o uso do gauge do cone de luz em teoria
quantica de campos nos leva a lidar com um novo tipo de pdlos, denomina-
dos pélos “nao fisicos” ou também pélos “espiirios”. Este fato faz com que o
tratamento da teoria no cone de luz seja feito cuidadosamente, chegando na
necessidade de se ter que usar alguma prescricio mas com a condigao de que
esta preserve a causalidade.

Alternativamente foi apresentado o que foi denominado como o método de
covariantizagao para os polos tipicos do gauge do cone de luz, ou em forma
curta: o método de covariantizacao, que nao € uma prescri¢cao, pois basica-
mente é usada uma identidade das coordenadas do cone de luz. Como foi
descrito, este método também apresenta as vantagens de preservar a causali-
dade, permitir levar a cabo a rotacao de Wick e restaurar a contagem simples
de poténcias, fatos que somente podiam ser conseguidos mediante o uso de
alguma prescricao causal.

Mas o mais importante foi fazer o calculo explicito de algumas integrais
tipicas do gauge do cone de luz, tanto fazendo uso da mais usada (na liter-
atura) prescrigdo (aquela proposta por Leibbrandt) quanto com o método da
covariantizacao, onde como foi visto, os resultados concordam. Isto nos leva
a pensar se realmente existe a possibilidade de poder dispensar o uso das pre-
scricoes, pelo menos no caso de se trabalhar dentro do gauge do cone de luz.
Uma coisa que foi feita com a prescricao de Mandelstam-Leibbrandt foi ter
uma demonstragao canonica para estas, pelo menos no caso de se trabalhar
com o formalismo de quatro-componentes, logo o caminho natural a seguir
seria tentar fazer o mesmo com o método de covariantizacao, e é justamente
isso o tema do nosso proximo capitulo.



Capitulo 3

Quantizacao canodnica.

Vimos no capitulo anterior como o método denominado de covariantizagao
chega nos mesmos resultados que aqueles onde uma prescricao causal é usada.
Logo é de se esperar que da mesma forma que a prescricao de Leibbrandt
provéem da quantizacdo canoOnica da teoria, a covariantizacao apresente o
mesmo comportamento.

Na verdade isto nao é mais do que a demonstracao formal de que a técnica
da covariantizagao é tao valida quanto as outras prescrigoes, com a vantagem
de que esta técnica nao é uma prescricao, mas sim a forma natural como os
polos do cone de luz devem ser tratados.

3.1 Outra forma de classificacao dos gauges.

No primeiro capitulo foi visto de forma introdutéria como os gauges podem
ser classificados em covariantes ou nao covariantes, mas também existe uma
outra forma de poder classificar estes, e isto vai ser o tema desta secao.
Seguindo as idéias de Burnel [16], todos os gauges conhecidos (dentro da teo-
ria quantica de campos que possuam um béson vetorial do tipo A,) podem
ser classificados pelo nimero de graus de liberdade do propagador vetorial
bosénico (neste caso é necessario o uso do formalismo de quatro componentes,
pois neste formalismo podem ser contados os graus de liberdade do propa-
gador bosonico vetorial).

Seguindo esta idéia, tem-se trés classes distintas de gauge,

e gauges de classe I,

29
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e gauges de classe II e
e gauges de classe 111

classes que sdo descritas a seguir.

3.1.1 Gauges de classe I.

Nesta classe de gauges, o propagador do béson vetorial contém somente um
grau de liberdade. Considerando o vetor bosonico como sendo da forma A,
onde = 0,1,2,3, temos como exemplos desta classe de gauges

e o gauge de Coulomb, onde 9 A, = 0, (k =1,2,3)
e 0 gauge axial puro, onde A3 =0
Isto dado que o momento conjugado candnico é
™ = F¥ = Dk A, — 9 A*

onde D representa a derivada covariante e os indices de simetria interna foram
omitidos.
A condigao para que a fixacao de gauge a qualquer tempo seja valida é:

akaAo — akak =0

que nao é mais do que
7T3 - 83140 =0

De forma resumida, podemos dizer que estes gauges da classe I apresentam
uma condi¢ao de fixacao de gauge onde somente se tem os campos Ay e seus
momentos canénicos conjugados 7.

3.1.2 Gauges de classe II.

Nesta classe de gauges o que se tem além das condig¢oes necessarias para per-
tencer a classe I é que a condigao de fixacao de gauge incluia também A,.
Sendo assim, teremos como exemplo deste tipo de gauge o gauge temporal,
onde Ay = 0.
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A forma mais geral do termo de fixacdo de gauge da densidade da La-
grangeana vem dado por:

1 1 !
Liiw = =7 (Fu)* = Cud*SA” + 505 +d/SC*9, 5" + 2 (95')’

onde onde C}, e C), sao tensores fixos arbitrarios de postos 2 e 1 respectiva-
mente, a e a’' sdo os parametros de gauge e neste caso também temos dois
multiplicadores de Lagrange S e S’.

3.1.3 Gauges de classe III.

Aqui o que se tem é que a condicao de fixacao de gauge também envolve
termos do tipo JyAp; nesta classe de gauges temos dois graus de liberdade
nao fisicos. Em forma similar aquela feita nos gauges da classe II, teremos
que a forma mais geral do termo de fixagdo de gauge nesta classe é

1
Lyiw = =7 (F)? + S(n.4) +aSS' + g(aus')2

onde agora temos somente um parametro de gauge a mas neste caso também
temos dois multiplicadores de Lagrange S e S’. Os gauges representativos
desta classe incluem todos os gauges covariantes (também conhecidos como
gauges relativisticos), mas também pertencem a esta classe um certo grupo
de gauges nao covariantes, nos quais se tem aqueles que apresentam o termo
de fixacao de gauge da forma:

que nos leva, logo apds feita a quantizacdo [17], a obter a prescrigdo de
Mandelstam-Leibbrandt

1 q.m

-
q.n g.nqg.m + e

3.2 Consideracoes prévias.

As demonstracoes tém que ser feitas sobre as formas ou teorias mais gerais
possiveis, e como exemplo, no caso de se ter um propagador bosonico com
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liberdade de gauge, a teoria nao abeliana de Yang-Mills sem interagao (que
dizer livre) é um bom candidato para basear uma possivel demonstracao.

Mas em nosso caso temos uma situagdo particular, pois o caso do gauge do
cone de luz, é o caso de um gauge do tipo axial, e como foi demonstrado por
J. Frenkel [3] (ver capitulo 1), os fantasmas desacoplam neste tipo de gauge.

Seja a teoria:

1
L= —%(FMU)2 + bmon.A + 5041)2, (3.1)

onde b é um campo auxiliar [?, ?], a é um parametro n, e m, sao os vetores
do cone de luz (sendo um o conjugado do outro), e

F,, =0,A, — 0,A,.

Usando as equacoes de Euler-Lagrange, obteremos as equacoes de movi-
mento:

oMF,, —m-0n,b = 0,
m-on-A = ab. (3.2)

O momento canodnico é definido da forma usual:

7 = bngmo, (3.3.a)

% = FF 4 bmgn®. (3.3.b)

Com estas consideracoes prévias, agora podemos ja ir para a primeira fase

da quantizacao da teoria, quer dizer levar a cabo a quantizacdo a tempos
iguais, para logo com isto resolver o problema de Cauchy, isto nos vai servir
para encontrar as regras de comutacao a qualquer tempo, que é de onde cal-
cularemos o propagador da teoria.
Para finalizar esta secdo faremos somente um comentario para a densidade
de Lagrangeana da equagdo (3.1), pois ela é a base dos resultados que serdo
mostrados nas seguintes, secoes. Esta densidade de Lagrangeana foi pro-
posta pelo Burnel no ano de 1989 [17], Lagrangeana que pertence a classe
III segundo a clasificacao também dada por ele no ano de 1982 [16], naquela
época nao se tinha ainda o método de covariantizagdo (1993) nem a pre-
scrigdo causal (1990), mas ja se conheciam as prescri¢oes de Mandelstam e
Leibbrandt. Mesmo nesse contexto e como veremos neste capitulo, a densi-
dade de Lagrangeana (3.1) nos levard a uma estrutura causal da teoria.
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3.3 Quantizacao a tempos iguais.

Iniciaremos esta se¢ao lembrando que estamos trabalhando por simplicidade
com uma teoria abeliana. Também esclareceremos que o procedimento que
estamos seguindo é muito similar aquele feito pelo A. Burnel [17], onde o que
ele fez foi relacionar o formalismo de quantizacao canonica com a prescricao
de Mandelstam-Leibbrandt para o cone de luz.

A seguir daremos as regras de comutacao a tempos iguais, o que quer dizer
que faremos uso das expressoes dos momentos canonicos encontradas nas
equagoes (3.3.a) e (3.3.b), isto somente seguindo o formalismo de quantizagao
canonica, entao encontraremos que:

[A,(z), W”(y)]zozyo = 10, 1:[ §(z* —y), (3.4.a)
[Au(2); Av ()] 50y 0, (3.4.b)
[7H (), 7r”(y)]z0:y0 = 0, (3.4.¢)

com isto se tem feito o primeiro passo para a quantizacao da teoria, pois

para ter ela feita completamente neste formalismo canonico, teremos que ter
as regras de comutacdo nao somente a tempos iguais, mas para qualquer
tempo em geral, e isto é o tema das proximas secoes.

3.4 O problema de Cauchy.

Um dos primeiros passos em uma teoria de campos livre consiste em resolver o
problema de Cauchy, em nosso caso reescreveremos as equacoes de movimento
dadas em (3.2) da seguinte forma

(m.0)(n.0)b = 0, (3.5.a)
(m.0)(n.0)(0.4) = [aO — n*(m.0)?]b, (3.5.b)
04, = 0,(0.4) + (m.0)n,S. (3.5.¢)

Desta forma, nosso problema agora consite em resolver as equagoes (3.5.a),
(3.5.b), e (3.5.c). Observe-se que o operador (m.0)(n.0), nao é muito difer-
ente do operador de d’Alembert 0. No espaco dos momentos, o que acontece
é que agora teremos que trabalhar com (nyqy)? — (7.¢)* no lugar de g2 — |g|*.
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Para resolver o problema de Cauchy, sera preciso fazer uso de certas funcoes,
que denotaremos por D, (z) e Dp,, e que satisfacam as seguintes equagoes
para o operador de nosso problema (m.0)(n.0); estas equagoes sdo,

(m.0)(n.0D,) =0,

para D, (x) e
(m.0)(n.0D,, r) = §*(z),

para Dp,. Uma solucao para as condicoes acima descritas serd a seguinte:

D, (z) = (_2;7;34 /d4q0(qo)(5(q.mq.n) - (e — T, (3.6)
para Dy, (x) e s
Dinla) = = [20 ™ (3.7)

(2m)4 k.mk.n

para Dp,. Observe-se a estrutura do denominador da fun¢ao dada na equagao
(3.7), ela lembra a covariantizagdo ou a prescrigdo de Leibbrandt, quer dizer
tem uma estrutura causal, logo esta serd chamada de Func¢ao de Green causal.
Lembrando que a forma usual para estas funcoes no caso de se ter o operador
d’Alembert O corresponderia as conhecidas fungoes D e Dp:

D(CE) — ﬁ/d‘*qﬁ(qo)é(q% . (efiq.sc _ eiq.w)’

para Dy, (x) e

-1 / d4q . e—iq.z
(2m)* ¢
para Dp(x). Com a ajuda destas fungdes se encontra a solugdo para o prob-
lema de Cauchy das equagoes (3.5.a), (3.5.b) e (3.5.c). O que se obtém é:

bl

Sz) = [ dylaiD(w — 1)S(y) - Dale — »)ASW))
0.4)(@) = [ dYakDu(e ~ 1)(0.4)(y) — Dalw ~ 1) (.4)v)]

+/d4zDF7n(3; —2)KS(z)

(3.8.a)

(3.8.b)

~ [ yd'<(3§ Dalw = ) Dinly = ) = Dala = 1)3§ Dinly = K S(2),
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Aux) = [ @YD - )4,() - Dlx 1) A, (v)]
+/d4zDF(x — 2)Vu(2)
— [ d*yat2[oD(z - ) Drly — 2) = D( = y)Drly — 2)Val2),

onde

V, = 8,(9.A) + n,(m.9S),

K = a0 — n*(m.0)?

¢ um operador. Uma vez obtida a solu¢do do problema de Cauchy, o seguinte
passo consistira em obter as regras de comutacao a qualquer tempo.

3.5 Quantizacao a qualquer tempo.

Fazendo uso das equagoes (3.8.a), (3.8.b) e (3.8.c), o cdlculo das regras de
comutacao para qualquer tempo pode ser feito. O que mostraremos na
seqiiéncia serd um exemplo de como sao calculadas as regras de comutacao
a partir das solucoes do problema de Cauchy; o procedimento para calcular
todas as regras de comuntagao da teoria é o mesmo, s6 que neste caso muito
mais complicado de se calcular. Entdo comegaremos usando a equagio (3.8.a)
e as regras de comutagao a tempos iguais entre A, e S e também, entre A,
e 0yS, desta forma o que se obtém é

onde D, (z) foi definido na se¢ao anterior.
Seguindo o mesmo procedimento, se encontra para A,

i(n,0) + 1,0,)
2

[A,(z), A, ()] = —iguD(z—2z')+ - m.0F,(z — x')
0
2
+m%mx — o) — i (m.0)%,0, Fly(x — '),

0 L)

(3.8.¢)
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onde
E.(z—-12") = /d4zDF,n(aE' —2)D,(z — 2),
Fp(z) = FD($)+(1A_1D)($),
Fp(z) = Fy(z)+ n—%(AﬂD)(x),
e aqui Fp(z), Fg(z) e A™! representam
Fp(z) = /d4zDF(x' —2)D,(z — 2),
Fg(z) = /d4zDF(x' —2)E,(z — 2)

2

A7) = (n0go)? — (n.9)*

onde A~ foi definido no espaco dos momentos.
Para poder levar nosso trabalho para o espago do momentos, como se faz
usualmente, usaremos a transformada de Fourier para o campo A, (x)

M) = s [P0 + b (39)

onde os modos de Fourier a, e b, tem as seguintes regras de comutagao (a
qualquer tempo)

Oa0)lan(a),bula)] = 8a =) | = gl e
— @guq, 0(¢g-ngq-m)
+ n*(g-m)’quq, (q : nqg - q- nqq : m)
+ (nugy +nuga)g-m (5(q : 7:12q -m) i p -i(q;?m> ]

onde como ja é sabido também se tem

[au(q), av(¢)] = 0,

[bu(Q): bu(ql)] = 0.
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As regras de comutacao das equagoes (3.10.a) definem as regras de comutagao
para os campos A, a qualquer tempo. Com base nisto serd possivel calcular
o propagador, cdlculo que serd mostrado na seguinte secao.

3.6 Calculo do propagador.

Agora que finalmente conseguimos obter uma expressao para os modos de
Fourier do campo A, para qualquer tempo (tudo isto no espaco dos momen-
tos), nosso seguinte passo serd o cdlculo da fun¢do de dois pontos para o
campo do béson vetorial, o que nao é nada mais do que o propagador deste.
Lembrando que a expressao que nos define a fun¢ao de dois pontos para este
caso tem a seguinte forma:

G () =< 0|T[A,(x)A,(0)]|0 >, (3.11)

onde T é o operador do produto cronolégico. Desta forma, usando as equagoes
(3.9) e (3.10.a), e fazendo cuidadosas manipulacées no contexto da teoria de
distribuic¢oes teremos o seguinte resultado

. 9)?

(O -0 e PEDG = i),

onde neste caso o # 0, o propagador é encontrado invertendo esta tltima
equacao. Observe-se que

— nuqy + Mg aq® —n%(q-m)?
GNV(Q) =3 glw_u *m = ( ) Quv
q g-ng-m g-ng-m

onde se usou a identidade que define o método de covariantizacao
27 =+ ¢

Desta forma, no limite & — 0 e lembrando que para o gauge do cone de luz se
tem a seguinte identidade para os vetores duais do cone de luz n? = m? = 0,
teremos que o propagador é

—i nuqy + g
G (q) = — | g, — 24 T Wl oy 3.12
v (9) 2l e m ¢ (3.12)
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e que tem a estrutura embutida do método de covariantizagao. Sendo
assim, este propagador preserva a causalidade desde que o modo ¢~ =¢-m
nao seja cancelado, este fato ja foi discutido no capitulo anterior onde se
constatou a importancia de leva-lo em conta. O mesmo sucede no que é
aprensentado no apéndice B, onde se tem uma proposta para definir o gauge
planar no cone de luz [2], onde a estrutura dos pélos do gauge do cone de luz

¢ mudada para ser do tipo
1

qg-ngq-m’
0 que nos leva a pensar um pouco sobre as implicacdes desta, pois no propa-
gador da equagio (3.12) é comum e ingenuamente escrito como sendo

—1 nuqy +nuq
Guu(‘]) = ? guu - =

q-n
que como ja se viu, apresenta intimeras patologias devido a que agora se tem
o pélo do tipo (g.n) .

3.7 Conclusoes.

Neste capitulo se mostrou como o método de covariantizacao dos pélos do
gauge do cone de luz pode ser obtido a partir de considerac¢oes do formalismo
de quantizagao canonica para uma densidade de Lagrangeana que pertence
a um gauge linear de classe III, como foi defino pelo professor A. Burnel [16].
Tudo isto nos levou a refletir sobre a importancia da estrutura dos pélos no
gauge do cone de luz, onde os pdlos livres de patologias sdo na verdade do
tipo (¢-n ¢-m) ! no lugar de (¢.n)'. Aqui também se observa a importancia
no que concerne ao uso do esquecido vetor dual do cone de luz m,. A nossa
suspeita (ainda nao trabalhada) se encontra no fato que para a demonstragao
se usou o seguinte termo de fixagdo de gauge:

1
Lz = b(m.0)(n.A) + EabQ,

que nao apresenta a simetria entre n, e m, encontrada em [2] para o planar,
logo um termo de fixacao mais simétrico poderia ser o seguinte

Liz = (n.A)(m.A),
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s6 que para implementar esta simetria a partir do campo auxiliar b, nos
levaria as possibilidades seguintes

e primeira proposta

Ly = H(n A)m.A)E — 1,
e segunda proposta

Lz =b(n.A) — %62,
e terceira proposta

Lyiz = b(m.A) — %b{

a primeira possibilidade é praticamente invidvel dado que se tem uma raiz
quadrada, as segunda e terceira possibilidades também nos levam ao termo
de fixagdo desejado, apresentam uma estrutura m.An.A que a faz atrativa,
mas eles ndo tem a simetria entre n, e m, nelas. Logo estas propostas nao
deram os resultados desejados. O que foi que elas tem em comum?. Uma
das coisas comuns a elas é o fato de usar um campo auxiliar b, entao que tal
tentar agora usando dois campos auxiliares que ndo propagam b; e by (ndo
tem similitude nenhuma com os famosos bananas em pijamas), sendo assim

teriamos
,Cfm = b1 (nA) + bg(mA) - b1b2,

e isto nos preserva todo o desejado. Logo a densidade de Lagrangeana que
Nnos propomos sera

1
L= _Z(FILU)Z + b1 (nA) + bg(mA) — blbg (313)
que é mais complicada, leva a um propagador também mais complicado, mas

tem as propriedades que nos parecem atrativas de serem estudadas.



Capitulo 4

Covariantizacao e a N'DIM.

4.1 Introducao.

Como foi visto no capitulo primeiro, para um campo vetorial de gauge no
gauge do cone de luz os fantasmas desacoplam dos campos fisicos e é por esta
razao que o niimero de vértices que se tem na teoria é reduzido de forma real-
mente considerdvel (e conseqilentemente o nimero de diagramas de Feynman
a ser usados), mas o preco a pagar é o aparecimento de certas desvantagens,
sendo uma delas o fato de se ter um propagador do béson vetorial bastante
complicado (isto no caso de se trabalhar com o formalismo de quatro com-
ponentes). Além de se ter uma estrutura mais complexa, também se observa
a aparigdao dos pélos do tipo (¢.n)~' dentro da estrutura do propagador do
béson, onde n* é um vetor tipo luz, vetor que define este gauge. Um fato bem
conhecido e admitido pelas pessoas que trabalham com este tipo de gauge
é que o uso da Prescricdo do Valor Principal de Cauchy, para o tratamento
deste tipo de podlos é cheio de patologias, como foi visto no capitulo 2.

Também no capitulo 2 se descreve a forma como estas dificuldades levaram a
ter que se fazer uso de certas prescricoes, comecando em meados dos anos 80
com o trabalho de Mandelstam[7] e logo com a proposta do Leibbrandt|8],
que em forma independente sugeriram o uso de prescricdes no tratamento
das chamadas singularidades “espirias” provenientes do propagador do cone
de luz. Um pouco depois foi mostrado que estas duas prescricoes sao na
verdade equivalentes [1]. Também foi feita a extensdo que generaliza estas
prescrigoes para o caso de se trabalhar com um gauge nao covariante do tipo

40
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axial geral [1].

Mas também foi estudado separadamente [1] a origem do problema que é
o fato de nao poder fazer uso da Prescricao do Valor Principal de Cauchy,
chegando ao resultado de que esta ultima viola a causalidade, e conseqlientemente,
quando esta é cuidadosamente restaurada e levada em conta, nao é necessario
fazer o uso de prescricao alguma.

Como vimos no segundo capitulo, existem varias possiveis prescri¢oes a serem
usadas. Mas no mesmo capitulo também vimos que a covariantizacao ¢ uma
técnica que dispensa o uso das prescricoes; quer dizer é uma forma de cal-
cular as integrais do cone de luz livre de prescricoes. A pergunta légica é se
existem mais destas formas de cédlculo. Foi justamente neste contexto, quer
dizer, estudando uma outra forma livre de prescricoes que a idéa da covari-
antizacdo ressurgiu. Esta outra forma de cédlculo é a técnica da integragao
em dimensdo negativa, e é dela e da sua relacdo com a covariantizacao que
vamos tratar neste capitulo.

4.2 Integracao em dimensao negativa.

Como ja foi visto,no calculo dos processos fisicos, aparecem integrais sobre os
quadrimomentos que devem de ser calculadas. Existem varios métodos para
o célculo delas. Recentemente foi introduzido um método sumamente inter-
essante [18] denominado como método de integra¢io em dimensdo negativa
(NDIM). Este método j& foi amplamente testado [19], para o caso de se
trabalhar em gauges covariantes. Somente para comprovar o uso no caso das
integrais discutidas nesta tese,vamos mostrar o calculo de uma delas usando
esta técnica.

4.2.1 O método.

Para implementar o método de integracao negativa, deve-se partir da teoria
das fungoes complexas e do principio da continuacao analitica, sendo assim,
considere a integral gaussiana:

/dQ‘*’q..g—/\q2 = (;)w (4.1)
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Exapandamos a exponencial em séries de Taylor, e invertamos a ordem da
somatdéria com a integracao:

sEF ey = (G

E daqui se conclui que:
[ @) =~ T+ )b

Como o indice da soma n é necessariamente positivo, implica que w, isto é
a dimensdo devera ser negativa. Ademais, sendo o lado direito de (4.1)
uma funcao analitica de w, entao a integral para w < (0 também deverd ser
func¢ao analitica de w. Como segundo passo, e trabalhando semelhantemente,
se chega a calcular:

A2 g-e—20’—Bla-p)* _— - J-HC O‘jﬁk d2w 21k
qg-e = Z W (g ) I [q p)’]
k=0 k!
T w _ apfp?
= (a+/8) e atB
> ng — n3)!
S — Z n1+nzﬁn1+n3( 2 3) [_(p)2]n1

1130 73
ni,n2,n3=0 n1:N2:13:
Para chegar no tltimo passo, o que usamos foi a expansao multinomial para
o denominador (« + ) ™, isto implica que se deve de cumprir que n; +
ng + n3 +w = 0. Agora podemos reconhecer a integral da somatéria como
sendo:

[ l@Vla—pPlF = 7 (=) + )00 + k)
ad I'l—n; —w)

> @M

'(5n1 +n2,j '5n1 +n3.k '5712 +n3,—(n1+w)

115174
ni,mn2,n3=0 ningng:
Daqui se obtém o sistema de equacoes lineares:
ny+ny = ]
ny+ng = k

ny+no+nsg+w = 0
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que tem uma tnica solu¢do ny = p, no = j—p, ng = k—p, com p = j+k+w.

Entao:
w 21p
d*q-[()]q — p)2)F = ' ™[(p)”]
JEel@Va-2 = AT A moE T
Onde o simbolo de Pochhammer se define como:

@h=(@) = ~5ot

Até agora trabalhamos para dimensao negativa (w < 0), para voltar ao caso
de interesse fisico w—2, primeiro devemos fazer a continuacao analitica para
valores positivos de w. Para isto vamos usar uma propriedade do simbolo de
Pochhammer:

(=DF

R T

Finalmente chegaremos a
Jal@Vla—p = 7@ (p+wl = 2p —w)(=ilp)-(~klp)

Com este resultado obtido,agora é facil calcular a integral:

1
dqu_i
/ (g —p)?

Para isso bastara tomar j = —1 e kK = —1, sendo assim se obtém:
/dqu_ 1 _ ﬂ_w(pZ)w—ZF(2 B w)F2(w B 1)
¢*(g — p)? I'(2w —2)

Resultado amplamente conhecido da teoria quantica de campos.

4.3 Primeira tentativa: Gauge do cone de luz

e NDIM.

Para aplicar o método descrito na se¢ao anterior ao nosso caso, vamos primeiro
definir o tipo da integral a ser calculada como sendo:

1 1
(¢ —a)*(g—b)>qn
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Seguindo a idéia descrita acima, o que devemos fazer é obter uma expressao
para a integral do tipo:

Iijk — /d2wq_(q . a)Qi(q . b)2jq_nk

e entao fazer i,j,,k — — 1. Assim a integral gaussiana a ser expandida e
calculada tem a forma:

y o) B2 . 1SS i O!iﬁj’}/k g ; .
[ ctaarsantaen = S5 (O [ - 0% - b e
1,3,k=0 W
_ ( )wefﬁ[a,B(afb)zfa'y(a.n)fﬂ'y(b.n)—k%’yznz]
a+p

00
_ w ni+nz+n3 , ni+n2+n4 gni+nz+ns . na2+ns3
=7 (-1) o B Y
n;=0

(—n1 —ng — ng — w)!

(a —b)" (a.n)"?(b.n)™

n1!n2!n3!n4!n5!
Na expressao anterior também se usou a expansao multinomial, com a condi¢ao

ni1 + ng + n3 + ng + n5 +w = 0. Entao se reconhece que:

Jdaa—a)*(g—0)%qn* = 7=+ )0+ 0L+ k)

nylnglnging!ng!

S (=1)mtmetns Comong—ell (g — )™ (q.n)"? (b.n)"
n;=0

‘5n1 +ng+na,e’ (5711 +n3+ns,j ‘5n2+n3 k '5n4+n5 ,—(ni1+n2+nztw)

O sistema de equacoes lineares serd:

ny+mne+ng =

niy +ng + ns

N9 + N3
ni+nNe+ng+ng+ns+w =

I
o . =

Analisando um pouco, vé-se que se tem 5 indices (n;) e somente 4 equagaies.
Entdo sdo possiveis C? = 5 solucgdes, destas 5, uma é trivial e as outras 4
fornecem 2 respostas. Seja:

o = i+j+tk+tuw
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Entao, uma das respostas nos da duas solucoes, que depois deverao de ser
somadas. Elas sao :

e A primeira é:
I = 7(—jlo)(=ili+j+w)(o+w| — 20 —w+k)[(a—b)?"F(b.n)*
o1 (—k,w+ ;14 j —o5m)
Tomando o limite 7, 7, , k — — 1:
L@=0)?“?T(w—-2)T(w—-1)T(2—w)

I Fi(l,w—1;3—w;
e A outra sera:
I = 7jlititw)—ilitk—o)(—klj+k—o)[(a — b)?]"*(a.n)" I (b.n) oIk

o (w+i,0+w;l+0—7;n)

Tomando o limite 7, 7,, k — — 1:

I, = 7¢ la= b)z]WQ(a'n)wiQF(w —I?2-w) oF(w—1,2w - 3;w—1;7)

(b.n)w-1t
Sendo:
_ an
= b.n
Usando a propriedade das fung¢oes hipergeométricas:
L@ - a) 1
Fi(a, b;c; = (1—2)%—————=F —ba—b+1,——
2 l(a'a ,C,Z) ( Z) F(b)F(C—G) 2 l(aac ;@ + ’1—2)
wL(e)T(a—10) 1
1—z) 2~ 7 F —ab-— 1 —
+( Z) F(G)F(C—b) 2 1(b,C aab a+ ’1—2)

Se chega a:
wlla =)’

Izll +12 = T
(a.n)

I'2—w)Bw—1,w—1) F(l,w—1;2w—2; )

Sendo agora:
(a —b).n

a.n

A =

Resultado que concorda com aquele calculado para F'2py na referéncia [20],
porém fisicamente inaceitavel.
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4.4 Segunda tentativa: Gauge do cone de luz

e NDIM.

Na secao anterior, o que se obteve foi mais ou menos o que era de se esperar:
o método de integracao em dimensao negativa nos leva a um resultado ja
conhecido, somente que neste caso a tentativa foi levar este método ao caso
de se trabalhar no gauge do cone de luz. O resultado conhecido, é na verdade
0 mesmo que se obteve na prescricao do valor principal de Cauchy. Como
bem sabemos, nao é o correto neste caso, pois o que se sabe é que este
resultado nos mostra que a causalidade é violada.

A pergunta a ser respondida nesta secao é a seguinte: sera que se tem alguma
forma de implementar o bem sucedido método N'DIM para desta forma
poder chegar ao resultado correto?.

Como ponto de partida, tomemos novamente uma das mais simples integrais
do cone de luz a um loop,

2w
T:/ @™q_(g-m) (4.2)
(¢—p)* (g-n)

Sendo que nosso objetivo é o de restaurar a causalidade, para desta forma
preservar os muito bem conhecidos resultados anteriores. O que estd por tras
da integral da equacdo (4.2) é a idéia seguinte: as prescri¢oes de Mandelstam,
de Leibbrandt e o método da covariantizacdao tem um fato em comum: eles
fazem uso de mais um grau de liberdade no sentido de que incorporam nelas
o uso do vetor dual do cone de luz m,,, sendo as precri¢oes acima descritas, e
somente no gauge do cone de luz, chamadas de prescri¢oes de dois vetores [1].
Logo, nesta tentativa o que se quer é testar se 0 método de N'DZM leva aos
resultados corretos. Introduzindo mais um grau de liberdade, de modo que
a integral (4.2) apresenta o fator do tipo ¢ - m no numerador do integrando,
temos agora o procedimento usual do método N'DIM aplicado para a inte-
gral em estudo (4.2). Antes de continuar, daremos aqui um esclarecimento:
observe-se que a estrutura da integral 7' é importante, pois trabalhamos no
gauge do cone de luz com a condicao de que os fatores do vetor dual m,
aparecendo sempre no numerador do integrando.

Com isso, voltemos para aplicar o método de N'DIM para a integral (4.2).
Isto nos levara a:

B = [dqexp[-alg—p)® - Bla-n) - v(g-m)
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—  o—Blm)—1(pm) / 42 e~ 0a*=Blam)=v(gm)

= () et -2+ 22

2¢

Y (@B (43)

13
i 510 Ay

onde 7 é a integral em dimensao negativa.
T = [dql(a—p? (a-n) (a-m)" (4.4)
A partir da equacgao descrita acima, é facil obter o resultado

(1—-1i—wl2i+w)
A+jli+w)(Q+1i+w)

—2p-np-m

T = (cn)° " )i m)
( )

n-m
Agora vem o ponto crucial em nossa anélise. Como foi mencionado anterior-
mente, a peculiaridade do gauge do cone de luz é que o expoente de (g.m) tem
que ser nao negativo, quer dizer [ > 0 sempre. Isto significa que o simbolo
de Pochhamer que contém o exponente [, seja (1 + [|i + w) nunca devera ser
continuado em forma analitica para valores negativos de [.

Tendo esta restricao em mente, procederemos da forma usual, obtendo desta
forma a seguinte expressao,

N W
TAC — o (L ) (4.5)
n-m

J -ml (_j‘_i_w)
(p-n)’(p-m) (4w —2—w)(1+1]i +w)

Para comparar com algum resultado conhecido, em particular tomemos como

sendo i = j = —1 e | = 0, desta forma o que se obtém a partir de (4.5) é

I'2—wil(w-1)
I'(w) '

TAC = j(—m)“p (2p*p )" (4.6)
Este resultado concorda com aquele calculado no capitulo 2 (comparar com
(2.9) e (2.10)), quer dizer que este ressultado é o mesmo que no caso onde
alguma prescricao que preserve a causalidade tivesse sido escolhida. Este
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resultado é alentador, dado o fato que nao foi feito na nossas contas o uso de
prescricao alguma para o tratamento das denominadas singularidades “nao
fisicas” que s@o uma das caracteristicas do gauge do cone de luz. A tnica
consideracao que foi feita consiste em considerar uma violagao dupla da co-
variancia onde os dois vetores externos n, e m, foram tratados no mesmo pé
de igualdade.

O que parece que acontece é que para ter a causalidade preservada no gauge
do cone de luz é necessario ter os dois vetores incluidos na teoria. Uma ten-
tativa de construir uma teoria de gauge assim foi descrita em [2] onde os
autores conseguem definir pela primeira vez o gauge planar para o cone de
luz.

Agora observe também que a integral calculada acima (como foi mostrado
no capitulo 2), resulta do uso da covariantizagdo no gauge do cone de luz;
método que implicitamente faz uso de dois vetores do cone de luz. Surge
assim a pergunta: o método N'DIM com a causalidade restaurada estard
relacionado com o método da covariantizacao do gauge do cone de luz?. Esta
pergunta serd respondida na se¢ao que se segue.

4.5 Relacao entre a covariantizacao e o método
de integracao em dimensao negativa.

O método de integracao em dimensao negativa aplicado no gauge do cone de
luz nao fez uso de qualquer tipo de prescricao, sendo assim podemos classi-
ficar este como sendo um método livre de prescricio. Mas a covariantizacao
descrita no capitulo anterior também pode ser classificada como sendo um
método livre de prescri¢ao, sé que neste caso e em contraste com o método
NDIM, a covariantizacao s6 se aplica ao gauge do cone de luz.

Desta forma, a pergunta natural que surge é se existe alguma relagao entre a
covariantizacdo do pélos do gauge do cone de luz e o método N'DIM para
as integrais do gauge do cone de luz. Para tentar responder esta pergunta,
consideremos por definicao e também simplicidade, sem perder generalidade,
a forma mais geral de uma integral a um “loop” do gauge do cone de luz.

_ [ o flapn)
F(p)_/d TP EAN D
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onde f(gq,p,n) e g(q,p) sdo funcoes reais bem comportadas. Também seja
v = a+f, com « e 3 sendo ntimeros nao negativos. Isto significa que teremos
dois conjuntos de possiveis escolhas para « e [3:

e na primeira consiste em se ter a > 0e 3 > 0.
e na segunda teremos o« > 0e 3 > 0.

Observe-se que nao é possivel se ter o caso « = 0 e S = 0, pois desta forma
nossa integral nao seria mais do tipo do gauge do cone de luz.
Logo teremos que a equagao (4.7) tomard a seguinte forma:

_ 2w f(qapan)
F(p)_/d 9@ (@) (g

Em nossa andlise podemos eleger quaisquer dos casos. Vale dizer é indiferente
qual caso tomemos, pois na verdade podemos fazer o intercambio a <+ 5 na
integral (4.7) e a deducdo e a conclusdo nao mudariam. Sendo desta forma,
tomemos o > 0 e 8 > 0 como definicao a seguir.
Agora observe-se que o uso do método de covariantizacdo significa que para
o polo que vem de 3, teriamos,

1 2°(q)°

(@) (2 + )P
desde que temos escolhido o caso onde a é estritamente positivo, a > 0,

encontramos que o pélo que vem de o como sendo o pélo caracteristico do
gauge do cone de luz, e desta forma

_ 2w . f(Q:pan)ZB(q_)ﬂ _ 2w .F(q,p,n)(q_)/j
Fo) = [ 0 o =] P G (9

onde temos feito as seguintes definicoes: F(q,p,n) = 2°f(q,p,n) e G(q,p) =
9(q,p)(¢* + ¢?)?. Como agora se tem que 3 > 0 e a > 0, podemos ver que
esta condi¢ao é a condigdo de causalidade para definir o método N'DIM
no cone de luz, neste caso as integrais onde se usa N'DZM tomam valores
de dimensdo negativa. Para ilustrar todo isto que foi feito, consideremos o
seguinte caso:

flg,p,n) =2° (¢ — ¢*)°
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9(¢,p) = (¢ — p)*,

logo a equagédo (4.8) tomard a forma:

(q7)°
(¢ —p)2(g+)>

que ndo é mais do que a integral de partida Tj;;, (ver a expresao (4.2)) para o
método de integracao em dimensao negativa no gauge do cone de luz. Aqui
temos que lembrar que depois de ter feito a contianuacao analitica, escolhem-
se os valores de @« = —1 e § = 0 e isto é colocado dentro da equagao (4.5).
Por outro lado, se usdssemos a identidade da técnica de covariantizacao, a
integral da equagdo (4.8) na qual se chegaria seria,

F(p) = / d*q - (4.9)

1
(g —p)*(g*)ot?’

mas «+ [ = 1 e com estes valores a integral acima nos leva a (agora usando
a covariantizacio) [12]

F(p) =/d2°’q-

F'2—-wl(w-1)
I'(w)

F(p) = i(=m)*p~(2pTp7)*™" (4.10)
Se manipulamos o resultado obtido na equagdo (4.5) (calculada usando o
método de integragao em dimesao negativa, neste caso com a causalidade
restaurada) e fazemos a comparagdo com a equacdo acima (4.10), encon-
traremos que elas sao na verdade a mesma solucao.

4.6 Conclusoes.

Neste capitulo temos visto como o método de integracao em dimensao nega-
tiva pode ser levado no contexto das integrais do cone de luz, sé que, como foi
mostrado, para obter os resultados certos é preciso restaurar a causalidade.
Nesse sentido podemos dizer que o método N'DZM nao fez uso de prescri¢do
nenhuma, mas o que na verdade é necessario para ter a causalidade de volta
é abandonar a nogdo de que somente um vetor (neste caso n,) tipo luz seja
suficiente, mas sim considerar dois vetores (n, e m,) tipo luz. Isto é o que
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as prescricoe que preservam a causalidade tem em comum. Mas nao somente
estes tipos de prescricoes tem esta propriedade, a covariantizagao também
faz uso deste fato, sendo que também este método dispensa o uso de pre-
scrigoes. Surge desta forma a pergunta, se estas duas técnicas encontram-se
relacionadas, pergunta que tem como resposta afirmativa, como se descreveu
na se¢ao anterior. Tudo isto nos leva a pensar na importancia que se tem,
pelo menos no gauge do cone de luz, quando os dois vetores sao usados,
existindo talvez algum tipo de simetria discreta entre eles. Este fato ja era
mais ou menos conhecido, desde o inicio dos trabalhos neste gauge, pois tanto
fazia trabalhar com um termo de fixagao de gauge do tipo:

1
£fzz = % (TL.A)2,

que é se encontra na literatura, ou também usar como termo de fixacao de
gauge (agora usando o vetor my,)

1
Uma luz para achar a resposta a esta possivel simetria pode-se encontrar no

trabalho apresentado no apéndice B.
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Conclusoes.

Neste trabalho foi considerado uma alternativa para o uso das prescricoes
tradicionais no gauge do cone de luz, este método alternativo denomina-se
de covariantizacao dos polos do gauge do cone de luz e tem sua base na
identidade das coordenadas do cone de luz:

2¢7q =¢ + ¢,

logo, a diferenca das prescri¢oes tradicionais, seu uso limita-se somente ao
caso do gauge do cone de luz. Mas o que é ganho com esta restri¢ao ¢ o fato
que este procedimento ndo € mais uma prescri¢ao, mas sim uma identidade
prépria das coordenadas do cone de luz.

Entao neste sentido, pode-se pensar que é possivel dispensar o uso das pre-
scricoes usuais para o tratamento dos poélos

1 1

=

sempre que se trabalhe no gauge do cone de luz.

Os resultados obtidos no capitulo 2 nas equagoes (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12);
nos mostram como o método da covariantizacao nos da as mesmas respostas
que se usassemos alguma prescri¢ao causal. Mas ainda se tem algo a mais,
para ver isto, tomemos a seguinte integral em forma geral a um “loop” do
gauge do cone de luz:

1(0) = [ q.a® flap) 1 (5.1)

fi(g,p) - fula,p)

52
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Como ilustragdo, usemos a prescricio de Leibbrandt, logo a integral (5.1)

sera o) ~
. 2w q,p q
Iu(p) _/q'd filg,p) -+ falg,p) aTq= + i€’

e ap6s parametrizacao

7 i[f: o fi(gp)+BatqT]
IL(p) = (_i)’n-i—l /q.dQUJ/dal .. dandﬁ . q_.e 1 . (52)
0

Agora no lugar de usar a prescri¢do de Leibbrandt na equagéo (5.1) usemos
a covariantizagdo, logo

f(q,p) 2q
filg,p) -+~ fulg,p) @ + G’

Icov(p) = /Q-dQM
que parametrizando da

7 i[i o fi(q,p)+B2¢T ¢ ]
Loy(p) = (—i)" ™ /q.dQ‘“/dal covda,dB-2¢” e 1 , (5.3)
0

onde no termo que multiplica ao parametro § foi usada novamente a iden-
tidade do cone de luz ¢ + ¢> = 2¢*q, desta forma a similaridade entre as
equagbes (5.2) e (5.3) é mais evidente. Na verdade se fizermos a seguinte
mudanca de varidvel

g — 20,
dg — 2dB,

na equagao (5.2), esta coincidird com a equagao (5.3), o que nos diz que a
covariantizacao esta relacionada com as prescricoes de Mandelstam e Leib-
brandt. Isto nos sugere que estas prescri¢oes na realidade podem ser chamadas
de agora em diante como o método de tratamento dos pdlos do cone de luz
de Mandelstam e Leibbrandt.

Esta relacao explica todas a propriedades verificadas neste trabalho como
foram: a rotacao de Wick é permitida, a contagem de poténcias é valida, é
possivel obter-se a partir da quantizac¢o canonica. Mas a covariantizagao e o
método N'DZM nos mostrou como existe uma simetria entre os dois vetores
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do cone de luz n, e m,, fato que foi usado para a obtencao do gauge planar
do cone de luz, e a possibilidade de ter uma outra estrutura no termo de
fixacdo de gauge para o gauge do cone de luz:

1
L iz = e (n.A)(m.A).
O uso de um termo de Lagrangeana de fixacao de gauge deste tipo incrementa
em forma consideravel o niimero de calculos, mas simplicidade nao é a palavra
chave nos célculos do gauge do cone de luz. O que foi lamentavel consistiu no
fato de ter pensado que trabalhar com um termo mais simétrico poderia levar
ao cancelamento dos termos nao locais, mas isto nao chegou a acontecer.
Em resumo, as prescri¢oes ajudaram durante anos nos trabalhos do cone de
luz, mas elas escondiam por tras coisas que foram estudadas neste trabalho.



Apéndice A
Coordenadas do cone de luz.

Usamos a métrica (+, —, —, —), com z° sendo a componente temporal de um
quadrivetor geral z*. As componentes do cone de luz deste ultimo sao:

ot = (2t 2,2%) , i=1,2

Onde:
= %(xoix?’)
1
= ﬁ(fUO:Fx?a) =Tz
= (2) = (2,27

Definamos agora os vetores tipo luz n, e m, em coordenadas cartesianas:

1

nu = E(I,O,O,l)
1

m, = —=(1,0,0,-1)

V2
Eles satisfazem : n? =m? =0 e n*m, = 1. Observe-se que:

+ I
A .’ETLN

o
xtmy,
O produto escalar agora toma a forma seguinte:

aty, = a2ty + a7yt — iy (A.1)

95
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Isto quer dizer que a métrica, nas coordenadas do cone de luz, tem a forma
seguinte:

+ 1 2
01 00 +
g = 1 000 - (A.2)
0010 1
0 0 01 2
Em particular:
2?2 =2t — 32 (A.3)

O elemento de volume é:
d*z = d’2dx—dzt

Para implementar a regularizacao dimensional é necessario fazer a general-
izacao a D-dimensoes:

d*z = d*@ Vidy dzt, (A.4)

onde a relacao entre a dimensao D do espaco-tempo e w vem dada pela

expressao:
D = 2w



Apéndice B

Gauge planar no cone de luz.

B.1 Introducao.

Os campos de gauge, independentemente de serem do tipo Abeliano ou
nao Abeliano, sao por definicdo campos que apresentam uma classe de in-
variancia: a invariancia de gauge. Os campos que se encontram conectados
através desta invariancia deverao necessariamente ser levados em conta uma
vez s6 no processo de quantizacdo, se nao fosse assim, um bom nimero de
eventos patoldgicos acontecerdo. A forma padrdo e pragmadtica de encarar
este problema consiste em introduzir um termo de quebra do gauge na densi-
dade Lagrangeana o que resulta no que é conhecido como a escolha da fixagao
do gauge. Esta escolha pode ser feita dependendo do gosto ou conveniéncia
que se tenha preferéncia, mas na pratica se observa que algumas escolhas
sejam mais convenientes do que outras dado as simplificacoes ou dificuldades
técnicas que possam existir entre uma escolha ou outra.

Neste sentido, os gauges nao covariantes do tipo algébricos possuem proble-
mas abertos que representam um desafio, nao somente no que concerne a sua
utilidade, mas também no que é relativo as inerentes dificuldades técnicas
associadas a eles. Colocando um exemplo, um problema aberto dentro do
contexto do gauge axial ndo-homogéneo, também conhecido como gauge pla-
nar |21, 22|, tem que ver com o fato que “ndo é possivel” definir-lo para o caso
do cone de luz [1]. Vejamos brevemente a razao pela qual a afirmagdo acima
colocada foi dada. O caso axial nao-homogéneo é definido pela condigao’:

n“AZEn-A“:q)“

o7
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onde n, € um vetor externo, constante e arbitrario, A}, representam os campos
de gauge (por definigao trabalharemos com campos de gauge nao-Abelianos)
e ®% s3o um conjunto de campos escalares que pertencem a representacao
adjunta da algebra de Lie SU(N) [1]. Sendo assim, o termo de fixagdo de
gauge da densidade de Lagrangeana ¢ escolhido a ser:

1 a a a(FHa a

onde \* sdo os multiplicadores de Lagrange. E facil de se ver que esta dltima
equacao na verdade é igual a:

1
Liiz = 550u(n - A" (n - A°). (B.2)

Agora, dependendo do tipo do vetor externo n, podem chegar a serem
definidos os seguintes casos:

e n? < 0: gauge planar tipo espaco,
e n? > (: gauge planar tipo tempo.

Porém, o caso do gauge planar no cone de luz nao é definido, pois neste caso
encontramos com una singularidade quando n? = 0.

Na proxima secdo sera apresentada uma forma de lidar com esta incon-
veniéncia.

B.2 A proposta.

Noés comecaremos esta secao revisando alguns conceitos importantes rela-
cionados com uma base de vetores nulos que pertencem a um espago-tempo
quadridimensional. A condicdo de ser “tipo luz” n? = 0 nao necessariamente
define de forma univoca o vetor externo n, que é usado na implementacao da
condicao de gauge. O motivo disso é facilmente percebido se consideramos
o caso particular onde n, = (ng, 0, 0, n3). Neste caso a condi¢do n? = 0
nos da como solugoes seja nyg = +ng, ou ng = —n3 com ny > 0. Isto tem
a seguinte implicacao: as componentes ng e ng do vetor tipo luz nao sao
linearmente independentes; apresentando agora duas possibilidades que sao:
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n, = (ng, 0, 0, +n3) e my, = (ng, 0, 0, —ng3), sempre que ng > 0. Esta pro-
priedade peculiar do vetor do cone de luz, que chegou a ser demonstrada por
Leibbrandt [23], onde ele mostra que se tem uma relagdo com o formalismo
de tetradas de Newman-Penrose [24], formalismo que é usado no contexto da
gravitagao e cosmologia. Resumidamente, o que Leibbrandt fez no seu artigo
foi demostrar que o sub-espago vetorial de duas-dimensoes (ng, n3) ndo pode
ser expandido somente pelo vetor m,, pois este vetor possui componentes
linearmente dependentes.

Isto nos leva a, dado nosso propoésito e sem perder generalidade, a introducir
dois vetores tipo luz, denotados por n, e m,, de forma que:

n?=m? = 0,

n-m = 2.

Observe-se que aqui estamos escolhendo como fator de normalizagao o niimero
2 por coveniéncia futura.
Com tudo isto acima descrito, agora podemos colocar nossa proposta, esta
consite em considerar o seguinte termo de fixacao de gauge da densidade
de Lagrangeana, termo que apresenta os dois vetores tipo luz que geram a
superficie do cone de luz

1
v = @20,2 ,u(I)2a 2a ¢2a _ . A2a . B.
Liip = 70,7 TOD™ + N(™ — N - A™) (B.3)
01
*= (Vo)

_ 1®ny, 0
Nu = ( 0 1®mu>

O que também fizemos foi extender a dimensdao N da dlgebra de Lie para
ser agora 2N ou também tendo a possibilidade de levar isto para o caso de
se ter uma algebra sobre o campo complexo. Desta forma é possivel partir o
campo ®?¢ (2 = 1---2N) como sendo:

- (3

onde



APENDICE B. GAUGE PLANAR NO CONE DE LUZ. 60

ondea=1---Nand b = N +1---2N sao indices do espago da algebra de
Lie. Logo, nao fica dificil mostrar que o termo de fixacao de gauge descrito
na equagao (B.3) tomard a forma seguinte

Liiw= 5 Ouln- A0 (m - A7), (B.4)

que nao é mais do que similarmente repetir o mesmo procedimento quando se
partiu da equacdo (B.1) para chegar a (B.2) (onde foi feito o seguinte ansatz:
A® = A). Esta tiltima equagao é na verdade livre das singularidades do caso
do cone de luz, pois agora temos n - m no denominador e esta quantidade é
diferente de zero. Desta forma é possivel definir (B.3) como sendo o termo de
fixacdo de gauge da densidade de Lagrangeana; s6 que agora representando
o caso tipo luz do gauge planar.
Observe-se que agora existe uma clase de simetria discreta em (B.4) quando o
intercambio n <+ m é feito. Realizando este tipo de intercambio na equacao
(B.3) obteremos que o resultado é uma “quebra” da matriz N, o que nos
mostraria que aparentemente (B.3) ndo seria invariante sobre este tipo de
simetria discreta, mas se nés usamos este termo quebrado de fixagao de gauge
da Lagrangeana, e logo procedemos na elimina¢ao dos campos auxiliares ®¢
da mesma forma que foi feita para ir de (B.3) a (B.4), entao se observard que
nossa resposta coincide plenamente com (B.4).

Com este novo termo de fixagdo de gauge agora é posivel encontrar o
propagador do bdson para o caso tipo luz do gauge planar.

v _ (gunw + qumy) + (qumu + @my) | 4udy
Guw(q) = —7[2%— — +

g 2(2m)1g? 177" qtq- qtq” qtq”

(¢7)° (¢%)? v (nymy, +myn,)
+ NNy + m,m, —q q ] B.5
g " qtg T qtq (B.5)

7
= —3ayig O @+ G g nm)]

Observe-se como agora este propagador do vetor bosénico é muito mais com-
plexo que aquele que usualmente é encontrado quando somente se utiliza um
vetor do cone de luz externo n, para fixar a escolha de gauge (violacdo da
invariancia de Lorentz a um-grau). Por outro lado, fica claro que a partir
desse novo tipo de propagador que as coordenadas do conde de luz ¢ e ¢~



APENDICE B. GAUGE PLANAR NO CONE DE LUZ. 61

formam o termo bilinear ¢" ¢~ que nao pode ser separado sem perder impor-
tantisima informagao fisica no processo [12, 20]. Na verdade, quebrar esta
forma bilinear nos denominadores significaria a violagdo da causalidade da
teoria. Vejamos, se tentdssemos simplificar a expressao do propagador acima
descrita de forma que este seria

(qurw + @wny)  (Gumw +amy)  qugy
- +
gt q- qtq
q q"
+q—+nun,, + q—_mum,, — NyMmy, —myn,,

GIE% (g n,m) =

esta simplificacdo nos levaria a uma mistura dos modos nao desejada das
frequéncias positiva com as frequéncias negativas para os campos quanticos,
que nao é mais do que a violagao da causalidade.

Também é ficil ver que o novo propagador encontrado em (B.5) apresenta
uma estrutura de polos diferente da usual no gauge do cone de luz (g*) !,
que como se estudou no capitulo 2 deste trabalho, apresenta uma série de
problemas que sao levados em conta mediante o uso de alguma prescricao
causal ou como também foi visto no capitulo 2, mediante o uso do método de
covariatizacdo. Mas agora esta nova estrutura de pélos (gT¢~)~!, é livre das
patologias usuais (problemas com a rotagao de Wick, contagem de poténcias,
etc.).

B.3 Conclusoes.

Neste apéndice consideramos uma escolha de um gauge algébrico nao covari-
ante mas no caso nao homogéneo — conhecido como o gauge planar — e
introduzimos um termo de fixacdo de gauge na densidade da Lagrangeana
com uma violacao da covariancia de Lorentz de segundo grau, baseados no
fato de que nao é possivel tentar gerar com uma base de vetores nulos o
espaco-tempo em quatro dimensoes sem o uso necessario dos dois vetores
duais do cone de luz n, e m,. Levando isto em consideracao, foi possivel
chegar a definir o gauge planar para o caso do tipo luz, porém, o preco a pa-
gar neste caso consiste em que o novo propagador do bdson vetorial resulta
quase infinitamente complicado para o calculo dos processos fisicos, dada
sua complexidade. Mas como se viu, a nova estrutura de polos faz com que
mire com otimismo a este tipo de gauge do cone de luz que apresentam essa
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violagao da covariancia de segundo grau. L.ogo surge uma nova pergunta: é
possivel implementar estas idéias mas agora no contexto do gauge do cone
de luz homogeéneo?. A resposta é afirmativa; para isto bastaria considerar
agora o seguinte termo de fixacao de gauge

Lig = %(A.n) (A.m)

e com isto chegarfamos a um propagador da forma dada na expressao (B.5),
que apresenta a nova estrutura de pélos (¢*¢g—) 1.



Apéndice C
Relacoes matematicas usadas.

Neste apéndice colocaremos as relacoes matematicas que foram usadas nos
diversos calculos efetuados nesta tese.

C.1 Parametrizacao de Schwinger.

Também conhecida como representacao de Schwinger ou simplesmente parametrizagao
exponencial.

Esta forma de parametrizar os denominadores é uma alternativa aquela pro-

posta pelo Feynman (conhecida como parametrizagdo de Feynman) que é

muito usada na literatura.

Uma possivel vantagem de usar a parametrizacao exponencial reside no fato

que ela pode levar a ter integrais gaussianas ou também pode ser feita uma
expansao em séries de Taylor sobre o exponencial.

A parametrizacao de Schwinger consiste no seguinte, dada a identidade

1 o
1= —iO/doz-emA,

é possivel generalizar isto para o caso de se ter n denominadores

n
iZajAj

! = (—i)"/daldag---dane 1 (C.1)
0

AlAy -+ A,
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Para o caso de se trabalhar com um gauge covariante, onde se tem quadrados
dos momentos no denominador, a parametrizacao exponencial da equacao
(C.1) toma a forma seguinte

0
1 . o2 s a2
— z”/daldQQ---danez[ o;q +2azal.q].e ia;a;

0

n
—aiq’ + 2040;.¢ = Y _[—uiq® + 2040,.q]

=1

n
2 _ E: 2
i=1

ja para o caso de interesse que o caso de se trabalhar com o gauge do cone
de luz, a forma a ser usada ¢ a seguinte:

1 1
(¢ = a1)*(g = a2)* - -(g — an)*[[¢*]]

= (—i)n/dozldozg---ciozndﬁei[a‘“f*20‘"‘”"1]-eio‘ial2 - etPllatll
0

onde [[¢"]] nos diz que foi tratado via alguma prescrigdo que preserve a
causalidade ou via a covariantizagao.

C.2 Distribuicao de Dirac.

Nesta se¢ao nao pretendemos dar um completo estudo da chamada funcao ¢
de Dirac (o termo apropriado deve ser: distribuigao § de Dirac).
As propriedades que nos interessam sio (zeR):

1. definigao:

2. integracao:
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3. representacao exponecial:

o0

216 (z) = / dk - ™"

4. propiedade interessante:
d(az) = ;5(2}) (a #0)

Para saber um pouco mais sobre a distribuigao §(z) de Dirac, tem-se um
resumo interessante no livro do Butkov [25].

C.3 Integracao sob os momentos.

A parametrizagao é uma ajuda no calculo das integrais de Feynman, mas o
objetivo é mesmo fazer a integracao sobre os momentos. Esta secao, que foi
tomada de parte de um artigo do Capper [26], tenta mostrar como a inte-
gragao sobre os momentos pode ser feita. Na verdade, somente colocaremos
uma identidade que foi usada no capitulo 2 desta tese:

a?“q i(ag®+2p.q) _ v+t —m\Y. —ip®Ja _
Jfaiyeer 20 = gl () e e =

Esta identidade é encontrada, para o caso covariante, no livro de Bogoli-
ubov e Shirkov [27], que é um dos bons livros textos de teorias de campos
quanticos.

Observe-se que a forma da equagao acima mostrada, nos diz que se esta tra-
balhando com a parametrizacao de Schwinger, descrita neste apéndice.
Observe-se também que para o nosso caso, s6 foi necessario calcular a inte-
gracao sobre a parte transversal ¢, isto quer dizer que a forma que foi usada
por nés foi a seguinte:

f dQ(wfl)q_ei(a62+2ﬁ.q) = v (%ﬂ)w_l.e*iﬁz/a _ (02)

Itransversal

onde foram tomados os limites:

flg*) =1

w—w-—1

lembrado que a dimensao do espaco é D = 2w.



APENDICE C. RELACOES MATEMATICAS USADAS. 66

C.4 Mudancga de variaveis.

Sejam dois espagos vetoriais M(ay) e N (zy), entdo se a transformagio de
M—N ¢é dada mediante a expressao seguinte,também esta implicara:

N
ap = z1(1— ¥ xg) J(ow-an)  n {:m € [0,00]
k=2 — 7 ... 7L ’ 0
o = s gy [ I )

Esta mudanca de varidveis é muito usada e conveniente de fazer quanto se
leva a cabo o calculo da integral sobre os parametros introduzidos segundo
a representagdo de Schwinger, tal como foi feito no cdlculo das integrais das
equacoes (2.8.a) e (2.8.b), seja usando a prescricao de Leibbrandt ou seja
usando a covariantizagao.

Na verdade, esta mudanca de variaveis é usada em forma geral no computo
das integrais de Feynman.

C.5 Funcao Gamma, Beta e Hipergeométrica.

Nesta secao colocaremos algumas das fungoes especiais que foram usadas
neste trabalho, em particular no caso onde foram confrontadas a prescri¢ao
de Leibbrandt e a covariantizacao, no capitulo 2.

As fungoes foram tomadas das tabelas de integrais do Gradshteyn [28]

e Funcdo Gamma:

/dm-x”_l-e_“‘” = —I(v)
0

e Funcao Beta:

o € [0,1], k=2 --
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e Funcao Hipergeométrica:

1
/dt-tﬁ’l-(l — 1) (1—tz)™ = B(B,7—B) 2Fi(e, B;7; 2)
0
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