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RESUMO

Diversos protétipos de sistemas Maglev (transporte de levitagdo magnética) em todo o mundo,
principalmente na Alemanha e Japdo, ttm demonstrado que este modo de transporte pode
lucrativamente competir com o transporte aéreo. No entanto, um sistema Maglev tal como o
Transrapid da Alemanha é inerentemente instdvel. Esta instabilidade deve-se ao sistema de
suspensao eletromagnética, a qual usa forga atrativa para levitar o trem. Com isto, algum sistema
de controle da levitacdo deve ser implementado para tornar a operagdo segura. A partir de um
modelo simplificado para o sistema experimental Transrapid € possivel investigar a instabilidade
e consequentemente propor algum projeto de controle. Neste trabalho, é proposto dois projetos
de controladores 6timos. As seguintes técnicas sdo utilizadas para projetar os controladores:
Regulador linear Quadrético (LOR) e Equagdo de Riccati Dependente do Estado (SDRE). O
primeiro projeto € um controlador linear, ja o outro € ndo-linear. As simula¢des computacionais
mostram que o controlador SDRE permite o sistema Maglev operar com perturbagcdes muito

maiores no entreferro do que o controlador LOR permite.

Palavras-chave - Andlise de estabilidade. Controle LOR. Controle SDRE. Maglev. Modelagem

matematica.



ABSTRACT

Several experimental Maglev (magnetic levitation transport) systems all around the world,
mainly in Germany and Japan have demonstrated that this mode of transportation can profitably
compete with air travel. However, a system such as the German Maglev train (called Transrapid)
is inherently unstable. This instability is because the electromagnetic suspension system
uses attractive force to levitate the train. Herewith, some levitation control system must be
implemented to make safe operation. From a simplified model for the Transrapid experimental
system is possible to investigate the instability and to propose some control design. In this work,
we propose two control designs for the system. The following techniques are used to design the
controllers: Linear Quadratic Regulator (LQOR) and State-Dependent Riccati Equation (SDRE).
The first project is a linear controller, while the other is non-linear. Simulations shows that the
SDRE controller allows the Maglev system to operate with much larger disturbances in the air

gap than the LOR controller does.

Keywords - LOR control. Maglev. Mathematical modeling. SDRE control. Stability analysis.
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1 INTRODUCAO

Um dos sistemas de engenharia que atraem a atencdo de diversos pesquisadores € a
tecnologia de trens com levitacdo magnética, chamado de Maglev (transporte de levitagdo
magnética). O interesse em tais sistemas devem-se ao fato de que estes demonstram ser
uma importante alternativa aos meios de transporte de massa convencionais, isto porque a
tecnologia empregada nos trens Maglev € tal que o transporte seja rapido, confortdvel, seguro,
e adicionalmente contribua para o descongestionamento do trafego rodoviario e/ou urbano,
0 que consequentemente leva a reducdo de impactos ambientais tais como a emissdo de
poluentes devido a combustio de combustiveis fosseis. Portanto, os trens Maglev sdo tecnologias
ambientalmente corretas (ZHAO; THORNTON, 1992).

Do ponto de vista técnico, os trens Maglev possuem diversas vantagens em relacdo aos
trens convencionais roda-trilho. Segundo Lee, Kim e Lee (2006), algumas destas vantagens
(ndo necessariamente presente em todos os modelos de trens Maglev) sao: 1) eliminagao de
rodas, portanto, os niveis de ruidos, vibragcdes e desgaste da via, sdo drasticamente reduzidos,
consequentemente, os custos de manuten¢do sdo diminuidos; 2) o peso da carga € distribuido,
portanto, os custos de construcao das vias sdo reduzidos; 3) devido a forma construtiva dos trens
Maglev, o mesmo nao descarrilha; 4) ndo hé escorregamento e/ou deslizamento do sistema em
operacao, pois ndo ha contato entre o veiculo € a via; 5) podem vencer inclinagdes maiores € raios
menores; 6) acelera e desacelera rapidamente; 7) pecas tais como, engrenagens, acoplamentos,
eixos, rolamentos e etc, sdo eliminadas; 8) a operacao de trens Maglev € menos suscetivel as

condi¢Oes meteoroldgicas.

1.1 Transporte e as Ondas de Kondratieff

Tendo em mente o atual sistema econdmico e os efeitos da globalizagdo, o fator tempo
no transporte de pessoas, bens e informacdes é determinante. Logo novas tecnologias sao
desenvolvidas, onde o mais importante nao € a menor distancia, mas o menor tempo. Assim,
a infraestrutura de transporte esti em constante evolugdo e os investimentos nesta podem
ser observados por meio da andlise da teoria dos ciclos econdmicos do economista russo
Nikolai Kondratieff (1892-1938). Através de registros histéricos, o mesmo defende que os ciclos
acontecem devido a grandes investimentos de infraestrutura na fase de expansdo, enquanto na

fase de depreciacdo desses investimentos ocorre a retracao da economia (DAVID, 2009).

No Congresso Internacional de Levitacdo Magnética de 2006 realizado em Dresden, Michael
Raschbichler (2006) citado por David (2009), dispondo de dados estatisticos e econdmicos
dos Estados Unidos, organizou o grafico da Figura 1, no qual sobrepde diferentes fases de

desenvolvimento tecnoldgico do setor de transportes com os Ciclos Econdmicos de Kondratieff.
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Figura 1 — Longos ciclos de crescimento econdmico e taxas de crescimento dos sistemas de
transporte nos EUA
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Fonte: Raschbichler (2006) citado por David (2009).

A partir da sobreposi¢do das ondas de desenvolvimento econdmico de longo prazo com as
curvas de desenvolvimento dos sistemas de transportes, verifica-se na Figura 1 as correlagdes
entre estes sistemas e o desenvolvimento econdmico. Finalmente, tendo em mente as pesquisas
e consequentemente o desenvolvimento da tecnologia de trens de levitacio magnética, nota-se
uma indagacao quanto ao Maglev o qual podera ser a proxima onda da expansdo e substituir o

notdvel crescimento do transporte aéreo (a0 menos em distancias até 1.000 km).

1.2 Principais Métodos de Levitacao Magnética de Trens

No mundo hé vdrios projetos relacionados com a tecnologia de trens com levitacdo

magnética. A Tabela 1 mostra alguns dos principais projetos.

Tabela 1 — Alguns projetos de trens com levitagdo magnética

Pais Nome Tipo Velocidade
Alemanha Transrapide EML Alta
Japao JR-MagLev EDL Alta
Estados Unidos GA EDL Baixa

Estados Unidos MagLev2000 EDL Baixa
Estados Unidos MagnePlane EDL Baixa
Estados Unidos MagneMotion M3 EML Baixa

Japao HSST-Linimo EML Baixa
Coreia KIMM & KRRI EML Baixa
China SMT EDL Baixa
Brasil MagLev-Cobra  SML Baixa

Fonte: (MOTTA, 2011).

Nas subsecdes que seguem sdo abordados os métodos de levitacdo eletromagnética (EML),
levitagdo eletrodindmica (EDL), levitacdo supercondutora (SML), e levitagdo por indugio
(Inductrack), cujo sistema é recente e foi desenvolvido por um grupo de pesquisadores dos
Estados Unidos.
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1.2.1 Trem com Levitacao Eletromagnética (EML)

Esse tipo de levitacdo ocorre através de eletroimas que estdo posicionados de forma
estratégica em um suporte, de modo que os eletroimds exercem uma for¢ca de atracdo nas
placas ferromagnéticas instaladas na aba de uma viga do tipo "T". Tal configurag¢do permite ao
trem obter a sustentacdo e estabilidade lateral (DAVID, 2009). A Figura 2 mostra um esquema

deste tipo de levitacao.

Figura 2 — Sistema de levitacdo eletromagnética (EML) do Transrapid

Guia -

Eletroimas .
de guiamento

Suporte .

Eletroimas de
sustentagiao

Propulsao

Sustentagao

Area ampliada

Fonte: Adaptado de (LEE et al., 2013).

Um sistema com esse tipo de levitacdo € o trem Maglev Transrapid projetado pelos alemaes,
e implementado na China desde 2004. Tal sistema interliga o Aeroporto Internacional de Pudong
a Estacdo de Metr6 de Long Yang, em Shanghai, por meio de duas vias de 30km. Para completar
esse percurso o trem leva em torno de 8 minutos, atingindo uma velocidade de 430km /h. O
veiculo é capaz de vencer inclinagdes de aproximadamente 10%, partindo do repouso até a
velocidade de 300km /h em 5km (MOTTA, 2011).

A propulsao e frenagem sao efetuadas por motores sincronos instalados no trilho, sendo
estes alimentados por uma corrente alternada de frequéncia variavel. Assim, a velocidade do
trem € determinada pela frequéncia dessa corrente, enquanto que a aceleracao e desaceleracao
sdo devido ao sentido do campo girante produzido pelo motor. Caso o sentido do campo seja
contrario ao do movimento do trem, a desaceleracdo ocorre € o motor trabalha como um gerador,

e neste caso € possivel devolver a energia gerada ao sistema elétrico do trem (MOTTA, 2011).

Nesse trem, a distincia entre os eletroimas e o trilho é mantida em torno de 10mm, sendo
esta controlada eletronicamente e, por ser um sistema instavel, o controle da levitacdo deve ser

eficiente de modo a garantir a operagdo com seguranga (MOTTA, 2011).
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1.2.2 Trem com Levitacao Eletrodinimica (EDL)

Esse tipo de levitagdo ocorre através da repulsio entre campos eletromagnéticos, produzido
por eletroimds (ou imds permanentes) instalados no trem e bobinas supercondutoras (as
quais necessitam de uma refrigeracdo especial) localizadas no trilho. Contudo, € necesséario o
movimento do campo magnético em torno de um material condutor. Entdo, com o trem (no qual
estd contido o material magnético) em movimento, hé a variacdo do campo magnético nas bobinas
supercondutoras que estio no trilho, induzindo assim uma tensio nas mesmas (conforme a Lei de
Faraday). Estando estas bobinas em um circuito elétrico fechado, ha correntes proporcionais a
tensdo induzida. Estas correntes geram outro campo magnético (conforme Lei de Ampere) o qual
se opde a variacao do campo criado pelo material magnético (conforme Lei de Lenz). Assim,
a levitagdo € conseguida através da interagdo entre os campos do trem e o induzido. Quanto
a estabilidade lateral, esta é conseguida através de uma interconexdo engenhosa de bobinas
alojadas lateralmente no trem (DAVID, 2009; MOTTA, 2011). A Figura 3 mostra um esquema

deste tipo de levitagdo.

Figura 3 — Sistema de levitacdo eletrodinamica (EDL) do JR-MagLev

Bobinas Bobinas
Veiculo ¥

I T D—‘

L

Fonte: (MOTTA, 2011).

Um sistema com esse tipo de levitagdo é o trem Maglev JR-MagLev projetado pelos
japoneses. Existe uma linha experimental de 18km que foi inaugurada em abril de 1997, e de
acordo com o Railway Technical Research Institute (RTRI) o trem bateu o recorde de velocidade
terrestre chegando a 581km/h em dezembro de 2003 (DAVID, 2009).

A propulsdo e frenagem ¢é efetuada pelo mesmo principio apresentado na subsecao 1.2.1.
Outro fator importante € que para ocorrer a levitagdo o trem necessita estar em movimento, pois
em baixas velocidades ndo ha forca de levitacdo suficiente, portanto, € indispensdvel a presenca
de rodas, porém, a partir de uma certa velocidade (em torno de 120km/h) as rodas sdo retraidas
de modo que a levitagio propriamente dita inicie (MOTTA, 2011).

Esse sistema em relacdo ao Transrapid é de constru¢do mais onerosa e com elevado
consumo de energia, sendo sua principal desvantagem o sistema criogénico utilizado nas
bobinas supercondutoras, as quais geralmente sao refrigeradas com hélio, o que torna o custo de
funcionamento muito elevado. Contudo, o sistema de levitacao eletrodinamica (EDL) possui um
potencial superior ao sistema de levitacao eletromagnética (EML), isto gracas aos super imas de
terras raras que quando organizados em arranjos, como os de Halbach, sdo capazes de aumentar

em 40% a intensidade do campo magnético em uma superficie (DAVID, 2009).
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1.2.3 Trem com Levitacio Supercondutora (SML)

Esse tipo de levitacdo ocorre através de um principio fisico descoberto em 1933 pelos fisicos
alemaes Meissner e Ochsenfeld, enfim, baseia-se na exclusdo do campo magnético no interior de
materiais supercondutores (diamagnetismo). Nos supercondutores do tipo I o campo magnético é
completamente expulso do interior. J4 nos supercondutores do tipo II esta exclusdo € parcial, pois,
nem todas as linhas de campo magnético sdo expulsas do interior do material, deste modo, por
um defeito nas chamadas rede de vortices algumas linhas sdo aprisionadas, o que diminui a forca
de repulsdo (levitacdo), mas conduz a estabilidade (no nivel atdmico), dispensando sistemas de
controle sofisticados ou rodas (MOTTA, 2011).

z

A levitacdo supercondutora € energeticamente mais eficiente do que a levitacdo
eletromagnética do Transrapid (que consome 1, 7Tk /t), pois ndo hd consumo de energia para
garantir a levitacao e estabilidade do sistema. No entanto, esta tecnologia € recente e portanto
ainda nao ha um projeto em escala real implementado. Contudo, no Brasil hda um modelo
em escala real denominado MagLev-Cobra sendo construido pelo Laboratorio de Aplicagoes
de Supercondutores (LASUP), situado na Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ).
Outro aspecto favordvel quanto a eficiéncia energética € que a energia para vencer a acao da
gravidade provém de imas permanentes instalados ao longo da via, assim a energia necessaria
para o funcionamento do sistema de levitagdo consiste majoritariamente nas perdas térmicas do
criostato (DAVID, 2009). O componente fundamental desse sistema € a "base de levitacdo"do
trem, no qual € montado os médulos de passageiros e instalado os criostatos. Dentro dos criostatos
estdo os supercondutores, os quais sio refrigerados com nitrogénio liquido (—196, 15 °C), que
pode ser considerado um rejeito industrial com baixo preco de comercializagcdo. Na parte central
encontram-se as bobinas (alimentadas com energia elétrica) que permitem a movimentagao do
trem através da interacdo com um motor linear sincrono instalado na via (SOTELO et al., 2013).

A Figura 4 mostra algumas vistas do MagLev-Cobra.

Figura 4 — Sistema de levitacdo supercondutora (SML) do MagLev-Cobra

Ferspactiva

4

Fonte: Adaptado de (SOTELO et al., 2013).

~ Vista de traz

A teoria que explica o fendmeno da supercondutividade estd baseada nos chamados
Pares de Cooper (elétrons girando com spin contrarios). Um exemplo onde formam-se estes
Pares de Cooper sao os nanotubos de carbono, os quais reforcam a expectativa de alcancar a
supercondutividade na temperatura ambiente. Numa aplicac@o prética isto seria um atributo
adicional, pois a tecnologia desenvolvida atualmente ja é competitiva para transportes de curta

distancia em drea urbana e na conexao de aeroportos com o centro das cidades (DAVID, 2009).
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1.2.4 Trem com Levitacao por Inducio (Inductrack)

O Inductrack tal como o JR-MagLev utiliza suspensao eletrodindmica. Entretanto, em vez
de usar bobinas supercondutoras, utiliza-se imads permanentes agrupados em arranjo de Halbach,
no qual barras de imas sdo colocadas num padrdo especial, a fim de que a orientacdo magnética
de cada barra esteja a um certo angulo com a orientacdo magnética da barra adjacente. Com isto,
o campo em um dos lados é minimizado e do outro possui uma forma senoidal (KO et al., 2009).

A Figura 5 mostra um esquema do arranjo de Halbach e sua densidade de campo.

Figura 5 — Arranjo de Halbach e densidade de campo (T'esla)

Fonte: Adaptado de (KO et al., 2009).

O Inductrack depende basicamente de dois componentes principais: um ou mais arranjos de
imas permanentes capazes de produzir um campo oscilante e, uma pista formada por um arranjo
de circuitos indutivos que irdo interagir com o campo magnético e gerar as forcas de levitacao
(POST; RYUTOV, 2000). A Figura 6 mostra um esquema deste tipo de levitacao.

Figura 6 — Sistema de levitacdo do Inductrack

Vogho do trem

Ammanjo de Movimenio do trom -
Halbach Linhas de campo magnético canceladas

Ovientagho ey e ey . .'_ —— - .-I-. : =

Arvanjo de 3o B | = | -t 1 :
i —= Halbach Circuito f -‘ i S S S e ]
| indutivo Linkas de
CEMTsD

LR i g

combinadas

circubo indutive (boldnas)

Fonte: Adaptado de (SANTOS, 2011).

Nesse sistema, a for¢a de levitacdo aumenta com a diminuicado da distancia entre o trilho
e o trem, 0 que proporciona uma certa estabilidade. Por ser um sistema de forgas repulsivas
ativado por indugdo, ele é estavel, portanto, a utilizacdo de circuitos de controle para alcangar
a estabilidade é desnecessdria. Ja a estabilidade lateral é conseguida através da instalacdo de
arranjos de Halbach menores nos lados do trilho. Outro aspecto acerca do Inductrack é que
a levitacdo magnética s6 ocorre de fato apds o trem atingir uma certa velocidade, o que torna

inevitdvel a utilizacdo de rodas para o movimento inicial (POST; RYUTOV, 2000).

Alguns dos motivos que tornam o Inductrack atraente € a sua simplicidade construtiva e
econdmica, se comparado, por exemplo, com o JR-MagLev e/ou Transrapid. Contudo, devido
o desenvolvimento ainda recente dessa tecnologia, existem apenas modelos experimentais em

laboratorio.
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1.3 Objetivos do Trabalho

Os objetivos deste trabalho sao:

1. Realizar a modelagem matemaética do sistema de levitacdo eletromagnética (EML) do

Maglev Transrapid.
2. Estudar o comportamento dinamico do modelo.

3. Controlar o sistema.

1.4 Organizacao do Trabalho

Esta dissertacdo estd estruturada em 5 capitulos. Em detalhes, tem-se:

o Introducdo: Apresenta uma motivagdo para o estudo de sistemas com levitagdo magnética,

os principais métodos de levitacdo magnética de trens, objetivos e estrutura da dissertagao.

e Referencial Tedrico: Apresenta uma revisio sobre a formulagdo lagrangiana da mecénica
classica, alguns topicos relacionados com a teoria de sistemas dinamicos e as seguintes
técnicas de controle: Regulador linear Quadrético (LQR) e Equagdo de Riccati Dependente
do Estado (SDRE). As teorias abordadas neste capitulo sdo a base tedrica para o estudo do
comportamento dinamico e projeto de controle do sistema de levitacdo eletromagnética
(EML) do Maglev Transrapid. No entanto, a leitura do mesmo ndo € necessaria para o
entendimento do trabalho, deste que o leitor esteja familiarizado com os tdpicos tratados

no capitulo.

e Modelagem Matematica e Analise do Modelo: Apresenta um modelo simplificado para
o sistema de levitagcdo eletromagnética (EML) do Maglev Transrapid. Adicionalmente,
€ apresentado a versao linear do modelo simplificado, pois 0 mesmo serd ttil para o
projeto do controlador linear (LQR). As equagdes de movimento do modelo abordado sdo
obtidas pela formulacao lagrangiana da mecanica cléssica. Por fim, algumas simulacdes
computacionais sao realizadas, com o objetivo de estudar o comportamento dindmico do

sistema.

e Projetos de Controle: Apresenta uma revisdo sobre as estratégias de controle que
tém sido utilizadas em sistemas de levitacio magnética (Maglev). Em seguida sdo
propostos dois projetos de controle para o sistema de levitacdo eletromagnética (EML)
do Maglev Transrapid. O primeiro € um controlador linear e o segundo € ndo-linear. Por
fim, € apresentado algumas simula¢gdes computacionais comparando o desempenho dos

controladores projetados.

e Conclusoes: Apresenta a conclusao do trabalho.
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2 REFERENCIAL TEORICO

O estudo tedrico de um sistema dinamico pode ser dividido didaticamente em duas etapas:
a construcdo de um modelo adequado (o qual, depende da finalidade e precisdo requerida)
e a andlise desse modelo. Seguindo esta sistemadtica, este capitulo aborda inicialmente a
formulacdo lagrangiana da mecanica cldssica, a qual lida com fungdes escalares em vez de
forcas e aceleracdes vetoriais (abordagem newtoniana), o que facilita a modelagem de sistemas
mecanicos. Em seguida sdao abordados alguns topicos da teoria de sistemas dindmicos, os quais
sdo a base tedrica para a andlise do modelo. Por fim, sdo apresentadas as técnicas de controle

LOR e SDRE, as quais sdo utilizadas para projetar os controladores do sistema Maglev.

2.1 Formulacao Lagrangiana da Mecanica Classica

Geralmente, os sistemas mecanicos estao sujeitos a vinculos e nestes casos a formulagdo
newtoniana da dindmica revela-se antiecondmica e inconveniente, pois exige o uso de varidveis
redundantes (devido as coordenadas ndo serem todas independentes entre si) e as forcas de
vinculos aparecerem explicitamente. J4 com o formalismo desenvolvido por Lagrange € possivel
escrever as equacoes de movimento da maioria dos sistemas fisicos relevantes a partir de uma
funcido escalar expressa em termos de coordenadas independentes arbitrarias e sem envolver as

for¢as de vinculo (LEMOS, 2007). H4 duas maneiras de chegar as equacdes de Lagrange:

1. Utilizar diretamente a segunda lei de Newton em conjunto com o conceito de deslocamento
virtual introduzido pelo fisico francés Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783).

2. Utilizar o principio variacional de Hamilton. Este, reduz as leis da mecéanica a um
enunciado segundo o qual, de todos os movimentos imagindveis, 0 movimento real € aquele

para o qual uma certa quantidade denominada a¢cdo € minima (geralmente estaciondria).

Neste trabalho € mostrada apenas a primeira maneira de dedugdo. Porém antes disso, €
necessario algumas discussodes acerca de vinculos, principio de d’Alembert e coordenadas

generalizadas para obter as equacdes de Lagrange.

2.1.1 Vinculos

Vinculos sdo limitagdes as posi¢des e/ou velocidades das particulas de um sistema mecanico,
ou seja, sdo restri¢cdes de natureza cinemadtica (geométrica) ao movimento, portanto, antecedem a
dindmica e precisam ser levados em conta na formulacdo das equacdes de movimento do sistema.
Logo, se houver alguma restri¢do com origem nas equacdes de movimento, esta serd de natureza

dinamica e portanto ndo é vinculo (LEMOS, 2007).
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Considerando &, ..., s coordenadas arbitrarias que descrevem a posicdo das particulas de
um sistema mecanico num dado instante, ou seja, define a configuracdo do sistema no referido

instante, tem-se que os vinculos do sistema podem ser classificados em duas categorias:

e Vinculos Holonomos: Os quais podem ser expressos por uma relacdo funcional
exclusivamente entre as coordenadas que descrevem as posi¢oes das particulas do sistema
mecanico, podendo ainda envolver o tempo de modo explicito (LEMOS, 2007). Entao,

tem-se:

f(&, - &, 1) =0 )

¢ Vinculos nao Holonomos: Os quais dependem das velocidades e posi¢oes, logo envolvem
equacoes diferenciais, ou seja, derivadas das posi¢des em relagdo ao tempo (LEMOS,
2007). Entdo, sao vinculos expressos por uma equacao da forma:

f(ﬁl,...,§M,§'1,...,§'M,t):O 2)

Vinculos diferenciais do tipo (2) raramente podem ser reduzidos por uma integracdo ao tipo

(1), porém em alguns casos especiais isto € possivel.

2.1.2 Principio de d’Alembert

O principio de d’ Alembert é uma equagdo que resulta da condi¢do de que os vinculos de um
sistema mecanico sdo ideais. Contudo, antes de prosseguir € necessdrio introduzir os conceitos

de deslocamentos virtuais e trabalho virtual. Entdo, tem-se que:

e Deslocamentos Virtuais: Sao deslocamentos infinitesimais realizados a tempo fixo e que
nao violam os vinculos (isto é, as particulas que compdem o sistema mecanico assumem
apenas posicdes permitidas pelos vinculos). E importante salientar que a palavra virtual
neste contexto ndo significa necessariamente que os deslocamentos sao do tipo que ocorrem
em consequéncia do movimento do sistema e da passagem do tempo. Mais precisamente,
dado um sistema de NN particulas tem-se que os deslocamentos virtuais 075,72 = 1, ..., N,
sdo deslocamentos infinitesimais das posicdes 77;, ..., 7'y realizados instantaneamente e com
a propriedade de serem compativeis com os vinculos (GOLDSTEIN, 1980; LEMOS, 2007).
Para exemplificar, a Figura 7 mostra o deslocamento virtual 7 (tangente a superficie) e
real dr’ (o qual, ndo € tangente a superficie) de uma particula restrita a uma superficie

movel.

z

e Trabalho Virtual: Por defini¢do é o trabalho realizado por uma forca durante um
deslocamento virtual 7. Recorrendo novamente a Figura 7 e supondo que a superficie
na qual o movimento da particula esta restrita seja idealmente lisa, tem-se que a forca de

contato entre a particula e a superficie possui apenas uma componente perpendicular a



Capitulo 2. REFERENCIAL TEORICO 24

superficie de contato, ndo havendo assim a componente tangencial devido a falta de atrito.
Sendo assim, o trabalho realizado pela for¢a de vinculo por ocasido de um deslocamento
virtual da particula é nulo, uma vez que a for¢a € perpendicular e o deslocamento virtual é
tangente a superficie, diferentemente do trabalho realizado durante um deslocamento real,
que ndo necessariamente é nulo. E importante salientar que apesar de ter sido utilizado um
exemplo especifico, na maioria dos sistemas fisicos de interesse, o trabalho virtual total
das forcas de vinculo se anula (GOLDSTEIN, 1980; LEMOS, 2007).

Figura 7 — Deslocamento virtual e real de uma particula restrita a superficie mével

Fonte: (LEMOS, 2007).

A partir dos conceitos de deslocamentos virtuais e trabalho virtual, pode-se definir vinculos
ideais como restri¢des cujas forcas de vinculos f; ndo realizam trabalho durante deslocamentos

virtuais 07; (LEMOS, 2007). Entdo, matematicamente tem-se que:
N
> fibri=0 3)
i=1

De agora em diante, sem perda significativa de generalidade, considera-se apenas sistemas
mecanicos sujeitos a vinculos ideais. Entdo, pela segunda lei de Newton para o caso em que a
massa € constante, tem-se:

pi = mr; = mv; = F
em que, a forca resultante F; pode ser convenientemente decomposta em duas parcelas: forcas

aplicadas ﬁi(a) e forcas de vinculos ﬁ . Assim, a segunda lei de Newton torna-se:
mit; = EV + f;

Multiplicando a equagdo acima pelo deslocamento virtual §7; e utilizando a definicdo de

vinculo ideal (3), obtém-se finalmente o principio de d’ Alembert:
N

> (mid — FV).67 =0 4)

i=1
A vantagem de utilizar o principio de d’ Alembert sob a formula¢do newtoniana é que as
forcas de vinculo ndo aparecem. Entretanto, em aplicacdes concretas € preciso levar em conta
que os deslocamentos virtuais 7; ndo sdo independentes para sistemas sujeito a vinculos, pois
as coordenadas ndo sdo independentes entre si. Contudo, a equagdo de d’ Alembert € um passo

intermedidrio para a formulagdo lagrangiana da mecanica cldssica (LEMOS, 2007).
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2.1.3 Coordenadas Generalizadas

Para que o principio de d’Alembert assuma a forma das equagdes de Lagrange, deve-
se primeiramente expressd-lo em termos de deslocamentos virtuais independentes, o que
leva a necessidade de introduzir um certo nimero n de varidveis independentes, denotadas
genericamente por ¢y, ..., ¢, € chamadas de coordenadas generalizadas (GOLDSTEIN, 1980;
LEMOS, 2007).

A introduc¢do de coordenadas generalizadas é possivel sempre que os vinculos do sistema
mecanico for holdbnomo (LEMOS, 2007), ou seja, da forma (1). Os requisitos que definem este

tipo de coordenada sdo:

1. Independentes entre si;

2. O vetor posicao de cada particula € determinado univocamente em cada instante pelos

valores dos ¢’s, ou seja, caracterizam a configuracdo do sistema;

3. Os vinculos, supostos da forma (1), sdo identicamente satisfeitos se expressos em termos

dos ¢’ s (n2o havendo ainda restri¢des aos possiveis valores dos ¢’s).

Entdo, seja um sistema mecanico constituido por /N particulas submetidas aos p vinculos

hol6énomos:

f1<7?1, ...77?]\[,75) - 0
(5)
fp(’f_’i, ...,FN,t) - 0

das 3N coordenadas (x1, 41, 21), -.., (N, Yn, 2n) apenas n = 3N — p sdo independentes, assim
n representa o nimero de graus de liberdade do sistema mecanico e seu valor € igual ao nimero
de coordenadas independentes necessdrias para descrever o movimento do sistema. Logo, é
possivel introduzir n coordenadas generalizadas qq, ..., ¢, tais que seus valores especificam a
posi¢do 7; de cada particula num dado instante e tais que todas as equagdes (5) de vinculos sejam
identicamente satisfeitas, ao substituir (6) em (5) (GOLDSTEIN, 1980; LEMOS, 2007).

7o =7(q1, oy quot),i=1,.., N (6)

Uma vez introduzidas as coordenadas generalizadas via (6), os deslocamentos virtuais 077
podem ser expressos em termos dos deslocamentos virtuais independentes d¢q; mediante:
n —
87‘ i

57 =
= O

Ok (7)

Ou seja, através da equacdo (7) tem-se o quanto 7; varia quando as coordenadas generalizadas

sdo variadas em quantidades infinitesimais d¢y, sendo o tempo mantido fixo.
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2.14 Equacoes de Lagrange

Uma vez entendido os conceitos abordados nas trés subsecdes anteriores, pode-se entdao

prosseguir com a deducdo das equacdes de Lagrange da seguinte forma:

Substituindo a equacdo (7) no principio de d’ Alembert (4) e passando as forgas aplicadas

para o lado direito da equacgdo, tem-se:

N n

D m@.g—zcsqk => > E“).SZ O (8)

()

O trabalho virtual das forcas aplicadas F; " visto na equagdo (8) é geralmente chamado de

forca generalizada e por definicdo, torna-se:

Q —fjﬁ@ or: )
’ i=1 b O

Apesar do nome dado a equagdo (9), a quantidade (), ndo tem necessariamente dimensao
de forga, pois um dado dg; ndo tém necessariamente dimensiao de comprimento, no entanto, ao

substituir (9) em (8) tem-se que o produto (J;.d¢q; tem sempre dimensdo de energia (trabalho).

A outra quantidade (lado esquerdo) envolvida na equacdo (8), possui a seguinte identidade

util para os préximos desenvolvimentos:

N N

. O, d o7 d [ OF;

’L_)Z_’L = iU . - z_;_ ! 10
;mv O ;{dt (mv an> BT (an)} (10

Para simplificar a equagdo acima e escrevé-la diretamente em termos das coordenadas

generalizadas, seguem trés resultados importantes:

Resultado 1 - Pela equagdo (6), tem-se que cada vetor posi¢do € funcdo das coordenadas

generalizadas e do tempo. Entdo, derivando (pela regra da cadeia) em relacdo ao tempo tem-se:

(11)

em que, ao calcular a derivada parcial da i-ésima velocidade em relagdo a k-ésima velocidade

generalizada, obtém-se:
ouv;  or;
Oqe  Ogy

(12)

Resultado 2 - Do ultimo termo da equacao (10), tem-se que a derivada em relacdo ao tempo de

qualquer fun¢do que dependa dos ¢’s e do tempo € calculada novamente pela regra da cadeia.

d (0r; "o [or\. O (o or; . 87"1
J— — JR— + J—
dt (aqk) lzl O (aq,) "o (aqk) Das (Z " >
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onde, é suposto que as funcdes em (6) sdo diferencidveis um nimero necessério de vezes e
particularmente sdao continuas (sendo a ordem de diferenciacdo irrelevante). Os ¢’s € ¢’ s s@o
tratados como grandezas independentes, de modo que as derivadas parciais em relacdo aos ¢’s
tratam os ¢’s como constantes e vice-versa. Por fim, comparando o termo dentro do dltimo
parenteses na equagdo acima com o lado direito da equagdo (11), nota-se que a Unica diferenca é

a letra adotada para o indice de soma, logo este termo € igual a v, portanto, resulta na seguinte

d (07N 0%
i () = @

Pode-se rescrever a equagdo (10) substituindo os resultados obtidos em (12) e (13). Logo:

L OF & {d( 8@-) 8@}
Z Oqk Z dt Gk Iqr, (19

i=1 =1

igualdade:

Resultado 3 - Utilizando a regra elementar 2f (x).0f(x)/0x = 0/0x.[f?(x)], pode-se escrever
as seguintes igualdades para a equagdo (14):
ov; 0 |1 ov; 0 |1
5, 2% —mivf de forma analoga, mﬁi—v = — —mivf (15)
2 Oqr Oqy |2
sendo os termos dentro dos colchetes a energia cinética do sistema, as quais geralmente sio

denotadas por 7. Finalmente, substituindo os resultados obtidos em (15) na equacdo (14),

chega-se a:

N N

- Or; d| o (1 9 o (1 d (0T oT

E lz_:E — a2 | 3miv; || — 52— | 37Y; =— |\ )5 (6

2" izl{dt {8% (zmvl)l ar (2"“’@)} dt (8qk) og. O
sendo,

|
_ 2
T‘ﬁE m;v; (17)

i=1

Note que a energia cinética 1" dada pela equacdo (17) e as componentes (), da forca
generalizada dada pela equacdo (9) de certa forma estdo expressas exclusivamente em termos

dos ¢’s e ¢’s por meio das equacdes (6) e (11).

Substituindo (9) e (16) em (8) e agrupando a forca generalizada ao lado esquerdo da equacdo,

“"(d [/OT oT
§{a<a—q~k)‘a—qk‘Qk}5Q’f—“

Como os d¢’s sdo independentes e arbitrarios, a equagdo acima sé pode ser satisfeita se o

resulta:

coeficiente de cada ¢, for zero. Portanto:

d (0T oT
o ( aq,k) ar Qr sendo, k sy T (18)



Capitulo 2. REFERENCIAL TEORICO 28

As vezes as n equacdes (18) sdo chamadas de equagdes de Lagrange, no entanto esta
designacgdo serd reservada para as situacdes abaixo, em que as forcas aplicadas F ) derivam de

um potencial.

Forcas Conservativas

A forma mais tradicional das equacdes de Lagrange ocorre em situagdes das quais as forcas

—)a)

aplicadas Fi( sdo conservativas, ou seja, podem ser expressas como o gradiente de uma funcao

escalar V' (77, ..., 7y, t) chamada de energia potencial (LEMOS, 2007). Neste caso:

} 3 V. OV. IV.
F = v,V = k
i v (a o’ T o >

Desse modo as forcas generalizada podem ser escritas da seguinte maneira:

y Or; oV ox; 0OV oy; OV 825) oV
F@ =t = —a— + == 19
Z an Z (3%‘ oqy, 0y; Oqi; 0z; Oqi; Oq (19)

Note que com o emprego das equagdes (6) na fungdo escalar V (77, ..., ", t), 0 potencial V'
torna-se funcdo exclusivamente das coordenadas generalizadas ¢’ s, portanto, V' € independente

das velocidades generalizadas.
Substituindo (19) em (18), obtém-se:

a (8_T> Lo _ v
gy, oqy Gy

Visto que V independe das velocidades generalizadas, entido 0V/9d¢, = 0, logo a equagéo
acima pode ser rescrita e rearranjada da seguinte forma:
d| o 0
— T'-V)| —=—T-V)=0
dt {8% ( )} gk ( )=
onde, por defini¢do a quantidade entre parenteses € definida como L = 1" — V' e chamada de
lagrangiana. Logo, as equacdes de movimento do sistema podem ser escritas da seguinte forma:

d (0L oL
i ( 8q'k) ar 0 sendo, ) (20)

As equacdes (20) constituem um sistema de n equagdes diferenciais ordindrias de segunda

ordem e sdo validas sob certas condicdes, as quais sao:

1. Os vinculos devem ser ideais para que o principio de d’Alembert e consequentemente as
equacdes (20) sejam validas. Logo, isto faz com que as equagdes (20) em geral ndo sejam
vélidas em situacdes que ha forcas de atrito de deslizamento, devido a f; # 0. Entretanto,
todas as for¢as fundamentais da natureza conduzem a equagdes de movimento que podem

ser postas na forma lagrangiana (LEMOS, 2007).
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2. Os vinculos devem ser holdnomos, pois assim sempre € possivel introduzir coordenadas
generalizadas independentes (LEMOS, 2007).

E importante salientar que como as equacdes de Lagrange foram deduzidas a partir da
segunda lei de Newton (que sdo vdlidas em referenciais inerciais), entdo, a energia cinética 7' e

potencial V' devem ser ambas expressas num mesmo referencial inercial. (LEMOS, 2007).

Potenciais Generalizados

Um potencial generalizado é uma fungdo U(qy, ..., ¢qn,q1, ..., Gn,t) tal que as forcas
generalizadas podem ser escritas na seguinte forma:
ou d [oU
Qr = i + (a_qk) 21
Entdo, ao substituir a equacdo (21) em (18) resultard novamente nas equagdes (20), porém
com a lagrangiana definida por L = T" — U. Um caso importante de for¢a que admite potencial
generalizado € a forca experimentada por uma carga elétrica em movimento num campo
eletromagnético externo, chamada de forca de Lorentz. A classe de forcas abrangida pela equagdo
(21) € mais ampla do que o conjunto das for¢as conservativas (o qual é um caso particular de
U, quando este independe das velocidades generalizadas e do tempo) (GOLDSTEIN, 1980;
LEMOS, 2007).

Por outro lado, se as for¢as generalizadas sao da forma:

ou d [oU ,
Qk:_a_q,fﬁ (a—q]) + Q4 (22)

sendo ()}, a parte das forcas generalizadas que ndo provém de nenhum potencial generalizado.
Entao, substituindo (22) em (18) resulta:
% (g—i) _ oL = Q) sendo, E=1,...n (23)

Um caso importante é aquele em que os ()} representam forcas de atrito viscoso
proporcionais as velocidades das particulas, por exemplo, objetos em movimento no ar a baixas
velocidades. Contudo, forgas dissipativas ndo cabem no formalismo lagrangiano, no entanto,
utilizando a chamada funcdo de dissipacao de Rayleigh € possivel formular as equacdes de modo
ha incluir forcas dissipativas (GOLDSTEIN, 1980; LEMOS, 2007). Neste caso, as equacdes (23)
tornam-se:
i(@_L) —a—L—a—',E:O sendo, k=1,...,n
dt \ dgx Iqr  Igx,
sendo a lagrangiana novamente dada por L = T" — U e a func@o de dissipag¢do de Rayleigh /-

definida por:
N

1
F - 5 Z(kmvfa: + kiyvgy + k:lzvzgz)

i=1
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2.2 Topicos em Sistemas Dinamicos

Existem basicamente trés técnicas para investigar o comportamento de um sistema dinamico,
sendo elas: analitica, numérica e qualitativa. A técnica qualitativa é particularmente util na
andlise de sistemas ndo lineares, portanto, tal abordagem € utilizada neste trabalho. Esta técnica
usa a descricao das varidveis de estado e seus valores sao representados no espago de estados
(também chamado de espacgo de fases). A partir de calculos analiticos relativamente simples
tem-se uma ideia qualitativa acerca da evolucdo do sistema. Assim, basicamente determinam-se
as solugdes assintdticas (possiveis comportamentos do sistema quando ¢ — c0) e a estabilidade
dessas solu¢des (BOYCE; DIPRIMA, 2010; MONTEIRO, 2011).

Nas subsec¢des que seguem sao apresentados alguns conceitos e técnicas para anélise e

caracterizacao do comportamento dindmico de um sistema fisico.

2.2.1 Ponto de Equilibrio e Estabilidade no Sentido de Lyapunov

Com o intuito de exemplificar o critério de Lyapunov para o estudo de estabilidade de uma
solucdo, considere o retrato de fases de um sistema dindmico auténomo do tipo dz/dt = f (2);

este é influenciado pela localizacdo e pela estabilidade dos pontos de equilibrio Z*. Esses

pontos representam as solugdes estaciondrias, isto €, os valores de ¥ tais que quando ¥ = ¥* =

(a7, 23, ..., x%), o sistema para de se mover no espago de estados. Assim, dz/dt = 0 em & = ¥,

logo f(&) = 0. Portanto, quando se escolhe uma condi¢do inicial que coincide com um ponto de

equilibrio, isto é, £(0) = &, entdo o sistema ai permanece indefinidamente, ou seja, Z(t) = ¥*

para todo t, pois dZ'/dt = 0 (SAVI, 2006; MONTEIRO, 2011).

O ponto de equilibrio * é marginalmente estdvel se, e somente se, dado € > 0,
existe 0(e) > 0 tal que para ||Z(0) — Z*|| < d(e), entdo ||Z(t) — Z*| < e,
para todo t > 0. Assim, hd uma vizinhanca de raio é em torno do ponto de
equilibrio tal que, para uma condi¢do inicial pertencente a essa vizinhanca,
a trajetdria correspondente a essa condicdo inicial nunca se afasta mais do
que uma distancia e. Entretanto, se existe Z(0) tal que, independe de quéo
préximo Z(0) esteja de Z*, a trajetdria correspondente deixa a vizinhanga de
raio e num tempo ¢ finito, entdo o ponto é instdvel. O ponto de equilibrio
T* & assintoticamente estdvel se, e somente se, existe 4 > 0 tal que para
|£(0) — &*|| < 4, entdo ||Z(t) — &*|| — 0, para t — co. Nesse caso, conforme
0 tempo passa, a trajetdria que parte de (0) se aproxima cada vez mais do
ponto de equilibrio, ou seja, tlggc Z(t) = &* (MONTEIRO, 2011, p.73).

Note que esta classificacdo de estabilidade esta baseada na evolugao temporal da distancia
entre a trajetéria Z(t) e o ponto de equilibrio 7, portanto, é necessario estabelecer uma métrica
(por exemplo, a métrica euclidiana) para medir distancia no espago. As nocdes de estabilidade e
estabilidade assintética para ponto de equilibrio * de sistemas ndo autdbnomos sio basicamente
as mesmas de um sistema auténomo. A diferenca é que como ¥ = Z(t, ty), entdo & = (e, to),
sendo t( o instante inicial. Ressalta-se que qualquer ponto & que nao seja ponto de equilibrio, é
chamado de ponto ordindrio ou ponto regular (MONTEIRO, 2011).
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2.2.2 Estabilidade do Ponto de Equilibrio (Sistemas Lineares)

Com o intuito de esclarecer os conceitos desta subse¢do, considere um sistema genérico
modelado por uma equagdo diferencial linear de segunda ordem. Esta pode ser reduzida a um
sistema de duas equagdes diferenciais lineares de primeira ordem, cuja forma geral é:

7 = azy(t) + bxa(t) + «
sz = C;Cl(t) + diCQ(f) + ﬁ

sendo os coeficientes a, b, c, d, e as entradas « e  constantes (esta ultima hip6tese permite

reescrever as equacgdes acima numa versao homogénea).

Por conveniéncia realiza-se uma troca de varidveis para que o ponto de equilibrio P =
(x7, z3) esteja na origem do novo sistema de coordenadas. Entdo através da seguinte mudanga
x(t) = x1(t) — 27 e y(t) = wo(t) — x3, pode-se escrever o sistema acima com as novas

coordenadas da seguinte forma:

r = t by(t
y = cx(t) + dy(t)
sendo P = (z*,y*) = (0, 0) o ponto de equilibrio.

O sistema (24) pode ser expresso na forma matricial Z| (t) = AZ(t), sendo:

a b x(t

A= e Z(t) = ®)

c d y(t)
O sistema (24) corresponde a uma equacdo diferencial linear de segunda ordem, entdo,
pelo principio da superposigdo, dadas duas solugdes linearmente independentes 23 () e Zx(t),

pode-se construir a solucdo geral Z(t) através da combinagdo linear entre elas, ou seja, Z(t) =
k1Z1(t) + ko2Z5(t), sendo ky e ko constantes (BOYCE; DIPRIMA, 2010; MONTEIRO, 2011).

Dada uma matriz A, um ndmero \ (real ou complexo) é chamado de autovalor de A se ha

um vetor-coluna nao nulo 2 tal que:
AZy = \% (25)

Neste caso, 2, € um autovetor correspondente ao autovalor A e consequentemente k2

também €, para qualquer constante k # 0.

Da Algebra Linear, sabe-se que o polindmio caracteristico para um sistema linear de ordem

n € obtido através da seguinte expressao:

det(A—\T) =0 (26)

onde 7 € a matriz identidade.
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Portanto, a solugdo geral de um sistema linear de ordem n é expressa em termos dos
autovalores e autovetores da matriz .4 (BOYCE; DIPRIMA, 2010; MONTEIRO, 2011). Logo,

através do uso da expressdo (26), tem-se para o sistema (24) o seguinte resultado:

det[(a_)\) b ]:0
c (d—N)

(a—=A)(d— ) —bc=0 = M —TA+A=0 (27)
sendo 7" = a + d o trago (soma dos elementos da diagonal principal da matriz 4) e A = ad — bc
o determinante da matriz A (VILLATE, 2007; MONTEIRO, 2011).

Como o polindmio caracteristico (27) € do segundo grau, entdo suas raizes podem ser

calculadas através da féormula de Bhaskara:

T+vT?—4A
2

A =

Assumindo que a solugdo do sistema (24) € da forma z(t) = z¢e e y(t) = yoe e sabendo
que o par (o, Yo;) correspondente a cada A; (j = 1, 2) pode ser encontrado através da expressao

(25), entio, a solugdo geral do sistema (24) pode ser obtida. Assim, para o caso em que A\; # A

VRN E O I
"= [y(t)] g [ym

sendo as constantes k; e ko determinadas pela condi¢do inicial do problema.

tem-se:

6)\1t + ]{?2

Zo2
] e/\Qt

Yo2

Ressalta-se que as diferentes combinagdes possiveis dos dois autovalores \; (j = 1,2), os
quais, podem ser reais com mesmo sinal, reais com sinais contrarios, complexos conjugados,
imagindrios puros e etc, definem a estabilidade do ponto de equilibrio P = (z*,y*) = (0,0)
e a forma das trajetdrias vizinhas a este ponto, no espaco de estados (FIEDLER-FERRARA;
PRADO, 1994; MONTEIRO, 2011).

Portanto, o ponto de equilibrio P = (z*,y*) = (0, 0) do sistema linear (24) é:
e Assintoticamente Estavel: Se 2(t) — P = (z*,y*) = (0,0), quando t — oc.
e Estavel: Se x(¢) e y(¢) permanecem limitados, quando ¢ — oo.

e Instavel: Se Z(t) — oo, quando ¢t — oo, ou seja, as trajetdrias deixam a vizinhanga do
ponto de equilibrio P = (2*,y*) = (0,0) .

Os Apéndices A e B mostram um resumo da classificacdo dos pontos de equilibrio de um

sistema linear bidimensional e tridimensional, respectivamente.
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2.2.3 Linearizacio em Torno do Ponto de Equilibrio (Sistemas Nao Lineares)

Um procedimento bastante instrutivo para avaliar a dindmica de um sistema nao-linear, em
particular para avaliar a estabilidade de uma dada solug¢do, € a linearizacdo do sistema dindmico
em torno do ponto de equilibrio (SAVI, 2006; VILLATE, 2007; MONTEIRO, 2011). Entao, seja

o seguinte sistema de equacgdes diferenciais ndo lineares de primeira ordem:

As fungdes f(z,y) e g(z,y) ndo sdo simples combinacdes lineares das varidveis z e v,
portanto, em geral ndo existem técnicas analiticas para integrar o sistema (28). Entretanto, caso
f(z,y) e g(z,y) sejam fungdes de pelo menos classe C?, entdo estas poderdo ser aproximadas
por uma série de Taylor em torno do ponto de equilibrio P = (z*, y*) da seguinte maneira:

of af

= f(z,y) = f(z",y") + 9r (z —2%) + o P(y —y")+TOS

0
(@ —a2") + 22| (y—y) +TOS
ayp

. s ., Y9
y—g(w,y)—g(ﬂc,yHax

Como P = (z*,y*) é ponto de equilibrio do sistema, entdo, f(z*,y*) = g(z*,y*) = 0,
portanto, o primeiro termo de cada serie desaparecerd. Por conveniéncia escolhe-se um novo
sistema de coordenadas para que o ponto de equilibrio P seja transladado para a origem, entao,

definindo X (t) = z(t) — x* e Y (t) = y(t) — y* e desprezando os termos de ordem superior
(T'OS), obtém-se o seguinte sistema linear:

. af af . dg dg
P P P P

Note que X = 4 e Y = ¢, uma vez que, 2* e y* sdo constantes. Entdo, substituindo os

resultados acima em (28), obtém-se em notacao matricial o seguinte sistema linear:

_ [af/ag; af/ay] _ [a b
| 0g/0x 0g/0y Pi_

Z n .
dd—gt) =JZ(t) sendo, Z =

b

c d

] (29)

onde, Z é o vetor coluna das varidveis de estado X(¢) e Y (t), as quais descrevem o
comportamento das solu¢des na vizinhanga de F;. J € a matriz jacobiana, e seus valores
a, b, c,d sdo obtidos a partir das derivadas parciais das fungdes f(z,y) e g(z,y) calculadas no

ponto de equilibrio F;, em torno do qual essas fun¢gdes foram expandidas.

Ressalta-se que este processo de linearizagdo oferece uma aproximacao valida apenas na
vizinhanga dos pontos de equilibrio e que a partir dos autovalores e autovetores da matriz [J €
possivel estudar a estabilidade do sistema (28) na vizinhanga do ponto de equilibrio F; respectivo,
da mesma forma como € feito para sistemas lineares (VILLATE, 2007; MONTEIRO, 2011).
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2.2.4 Teorema de Hartman-Grobman (Sistemas Nao Lineares)

Pelo Teorema de Hartman-Grobman (provado por D.M. Grobman e P. Hartman de forma
independente, por volta de 1960), a estabilidade do ponto de equilibrio hiperbdlico (veja Apéndice
C) € preservada quando se lineariza um sistema nao-linear em torno deste ponto, portanto, o
retrato de fases na vizinhanca do ponto de equilibrio hiperbdlico de um sistema nao-linear
de dimensdo n € topologicamente orbitalmente equivalente ao retrato de fases da sua versao
linearizada. Porém, se o ponto de equilibrio ndo for hiperbdlico, ou seja, se hd algum autovalor
com parte real nula, entdo a lineariza¢ao nao permite predizer sua estabilidade. Caso isto ocorra,
deve-se considerar termos de ordem superior (7'0S) que foram desprezados na expansdo em
série das fungdes f(z,y) e g(z,y), ou entdo, utilizar outros métodos tais como: a feoria da
variedade central (que € uma extensdo do Teorema de Hartman-Grobman para o caso de pontos
de equilibro ndo hiperbdlicos), ou ainda, o método direto de Lyapunov (no qual trabalha-se
diretamente com as equagdes originais, de modo que a estabilidade € determinada a partir de
consideracgdes sobre a energia do sistema) (SAVI, 2006; MONTEIRO, 2011).

2.2.5 Caos Deterministico

Caos deterministico esté relacionado com a existéncia de comportamentos irregulares ou
aperiddicos e dependéncia sensivel as condicdes iniciais, de modo que dois processos originados
por condicdes iniciais ligeiramente diferentes divergem exponencialmente com o tempo. Assim,
quando existe caos em um sistema deterministico, o comportamento deste torna-se imprevisivel,
de modo que ndo se pode prever o comportamento futuro do sistema, pelo menos para um tempo
arbitrariamente longo (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994).

Para medir a taxa de divergéncia das trajetdrias e consequentemente quantificar a
dependéncia sensitiva as condi¢des iniciais utilizam-se os expoentes de Lyapunov. Seja um
sistema de n equagdes diferenciais ordinarias, com intuito de ilustrar o processo de caracterizagdo
deste sistema, imagine uma hiperesfera de condi¢des inicias centrada num ponto Z(ty), entéo,
conforme o tempo passa o volume dessa hiperesfera € deformado pelo fluxo num objeto hiper

elipsoidal com eixos principais €, (t), k = 1,2, ..., n (veja a Figura 8).

Figura 8 — Evolug@o de uma hiperesfera de raio ¢y(xy) em torno de um ponto inicial z

=, )
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Fonte: Adaptado de (SAVI, 2006).
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Os expoentes de Lyapunov medem o crescimento exponencial dos eixos principais € (t) e
sdo definidos por:
1 (T
»2j=lim lim —In EJ—U,
t—00 eg(z0)—0 60(.’13'0)

j=1..n (30)

Em geral os »z; dependem do estado inicial o, mas em muitos casos eles sdo constantes ao
longo de uma significativa regido do espaco de estados (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994).

A partir da equacao (30), tem-se:
Ej(t) ~ Eo(l’o)eﬂjt (31)

Num instante ¢ o elemento de hiper volume (Figura 8) no espaco de estados € escrito como:

n

sv(t) =[] &0

Substituindo (31) na expressdo acima, tem-se:

SV (1) = 8V (0)e( S %)

A partir da expressao acima, tem-se duas situacdes em que o hiper volume no espacgo de

estados ndo diverge:

1. Quando ) s; = 0, situagdo em que 6V (t) = 0V/(0). Neste caso, ndo hd redugio do hiper
j=1
volume no espago de estados, logo o sistema € conservativo (Teorema de Liouville);

2. Quando ) x; < 0, situagdo em que §V () < 0V/(0). Neste caso, hd redugdo do hiper
j=1
volume no espaco de estados, logo o sistema é dissipativo.

A Tabela 2 mostra resumidamente o comportamento dinamico de sistemas em funcio do

sinal dos expoentes de Lyapunov.

Tabela 2 — Comportamento dindmico de sistemas, em funcao do sinal dos expoentes de Lyapunov

Comportamento no conjunto limite Expoentes de Lyapunov
Ponto de equilibrio 0> = ... 2 2,
Periédico =0 e 0>9>..2 1,
Bi - periddico w1 =20=0 e 0>u3>..2x,
k - peridédico m=my=..=x=0 e 0>, >..2x,
Cadtico Pelo menos um »; > 0; > ;%5 < 0

Fonte: (TAVERA, 2010).

Os expoentes de Lyapunov sdo utilizados para anélise e/ou identificar sistemas cadticos,
de modo que se um sistema possui algum expoente de Lyapunov positivo, entdo o mesmo é

caracterizado como um sistema caotico (TAVERA, 2010).
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2.3 Controle Otimo via Regulador Quadratico Linear (LQR)

O projeto de um controlador geralmente consiste em determinar uma lei de controle que
faca o sistema atender certas especificacdes de desempenho (DORF; BISHOP, 2001). No caso
dos sistemas de controle 6timo, a lei de controle € encontrada através da minimizagdao de um

funcional de custo (ou indice de desempenho) J = f(Z, 4, t).

A lei de controle deve ser tal que garanta a estabilidade do sistema e, minimize os esforgos
dos sistemas responséveis por manter esta estabilidade. Em atendimento a estes dois requisitos

pode ser utilizado o Regulador Quadratico Linear (LQOR).
Entao, seja o seguinte sistema dindmico continuo e controlavel, de ordem n:

7= A7 + Bii

32
=C7 G2

<y

7z

onde, A € R™" € a matriz dinAmica; B € R™™ é a matriz de entrada; C € R**" é a matriz de

7z 7z

saida; 7 € R"™ é o vetor de estados; © € R™ € a lei de controle; 7 € R* € o vetor de saida.

A lei de controle linear « € calculada da seguinte maneira:
u=—-Kz (33)
onde a matriz de ganhos K € R™", serd obtida a partir da minimiza¢io de um funcional de
custo quadratico do tipo: J = [ L(Z, @)dt.

Segundo Ogata (2003), uma forma tipica para o funcional de custo quadratico é:

J = / (7 Q7 + i Ru)dt (34)
0

onde, Q e R s@o matrizes positivas definidas, as quais determinam a importancia relativa do
estado Z(t) e o consumo de energia (t), respectivamente. Geralmente, Q e R sdo definidas

através de um processo iterativo até que o desempenho do sistema atinja os requisitos de projeto.

Uma abordagem para minimizar o funcional de custo (34) € através do segundo método
de Lyapunov (OGATA, 2003). A vantagem da aplicacdo deste método é que a estabilidade fica
garantida a priori, sempre que o sistema for controldvel, ou seja, garante-se encontrar uma matriz
de ganhos K de modo que a matriz (A — BK) seja estdvel (Re();) < 0).

A solugdo do problema de otimizagdo inicia-se pela substitui¢do da lei de controle (33) no

sistema em espago de estados (32);

I = Af — BKT = (A - BK)& (35)
e no funcional de custo (34),

J = / (1707 + FTKTRKZ)dt = J= / 71(Q + KTRK)Zdt
0 0
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Para mostrar que uma fungdo de Lyapunov pode ser utilizada para resolver o problema de

otimizacao, suponha que:

7(Q+ KTRK)T = —%(fTP:E’) =  iT(Q+K'RK)T = —#'Pi — iTP

onde, P € uma matriz hermitiana positiva definida ou real simétrica.
Substituindo (35) na expressao acima, obtemos:
a?T(Q + ICTRIC):E =—(A- BIC)T:ETP:E — fTP(A - BK)Z
= -7 [(A— BK)"P +P(A - BK)|Z

Pelo segundo método de Lyapunov sabe-se que, para uma dada matriz positiva definida
(Q + KTRK), existe uma matriz P positiva definida, se a matriz (A — BK) for estavel, tal que:

(A—BK)I'P+P(A—-BK)=—(Q+K'RK) (36)

A equacdo (36) é conhecida como Equacgdo Algébrica de Riccati.

O funcional de custo pode ser calculado como:

J— / (0 + KTRK)Tdt — —"PF| = & (00)Pi(00) + & (0)PE(0)
0 0
Como é suposto que a matriz (A — BK) seja estdvel, entdo tem-se que Z(co0) — 0. Portanto:
J = 7T (0)PZ(0). Consequentemente, o indice de desempenho J pode ser obtido em termos da
condigdo inicial Z(0) e de P (DORF; BISHOP, 2001; OGATA, 2003).

Para obter a solucdo do problema de controle 6timo quadrético, procede-se de acordo com o
seguinte: como € suposto que R seja uma matriz real simétrica (hermitiana) positiva definida,

pode-se escrever:
R=T'T (37)
onde, 7 € uma matriz ndo singular.
Substituindo (37) em (36), obtém-se: (A — BK)TP + P(A - BK) = —(Q + KITTTK),

que pode ser rescrito da seguinte maneira:

ATP + PA+[TK — (TH)'B"PIITK — (TH)'B"P] - PBR'B"P+ Q=0

A minimizagdo do funcional de custo J com relagdo a matriz de ganhos K, requer a
minimizagao de:

#TK ~ (TH)BTPI[TK — (T7) ' B" Pl

Uma prova desta afirmac¢@o pode ser encontrada em Ogata (2003). Como a expressao acima

¢ quadrdtica e portanto negativa, o minimo ocorre quando a mesma for nula, ou seja:

TK—(TH) ' B™P=0 = TK=(T")'B'P
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ou simplesmente:

K=TYTH'B"™ = K=R'B'P (38)

A equacdo (38) fornece a matriz de ganhos KC, entdo substituindo-a em (33), obtém-se a lei
de controle (t) para o problema do sistema de controle 6timo quadratico, quando o indice de
desempenho é dado por (34). Logo:

i=-R'B'Px (39)

A matriz P deve satisfazer a equacdo (36), ou sua versdo reduzida, conhecida como Equacdo

Algébrica de Riccati da Matriz Reduzida, dada por:

ATP+PA—PBR'B"P+ Q=0

A Figura (9) mostra um esquema geral para o projeto do controlador LOR em malha fechada.

Figura 9 — Esquema geral do controlador LQOR.

Dinimics do Siztems
Respasia da Sistema

tf’"\ Errs A7 + Bi -

Referfncis _

Lei de Comtrele (Sinal de Retroalimentagia)

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

2.4 Controle Otimo via Equacao de Riccati Dependente do Estado
(SDRE)

Cloutier, dentro do espirito do regulador LOR, aplicou a equac¢do de Riccati a sistemas
nao lineares desenvolvendo a metodologia da Equacdo de Riccati Dependente do Estado
(SDRE). Segundo Erdem e Alleyne (2004), até a publicacdo do trabalho de Cloutier, D’Souza e
Mracek (1996), nao se dispunha de um bom método de projeto que permitisse estabelecer um
compromisso entre o erro de estado e o esfor¢o de controle para sistemas ndo lineares, como o

método LOR para sistemas lineares.

Um problema de controle 6timo para um sistema com os coeficientes das matrizes sendo

dependentes do estado e, horizonte infinito, pode ser formulado como segue.

Minimizar o funcional de custo,

= / T (#O()7 + TR ()il (40)
to

em relagdo ao estado Z(t) e controle u(t), sujeitos a seguinte restri¢do diferencial ndo-linear:

F= f(x)+ g(x)u (41)
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Em relacéo ao funcional de custo (40), Q(z) e R(z) sdo matrizes positivas definidas, as quais
determinam a importincia relativa do estado () e o consumo de energia (t), respectivamente.
Geralmente, Q(x) e R(z) sdo definidas através de um processo iterativo até que o desempenho
do sistema atinja os requisitos de projeto (MRACEK; CLOUTIER, 1998).

A abordagem via Equacdo de Riccati Dependente do Estado (SDRE) para resolver o

problema de controle sub6timo (40) e (41) possui as seguintes etapas:

1 - Usar parametrizagdo direta para trazer a dindmica ndo-linear (41) para uma estrutura

pseudo-linear na forma de coeficientes dependentes do estado (SDC) da seguinte maneira:

A(x)Z + B(z)u

42
C(x)Z (42

z
Y

onde, f(z) = A(z)Z e g(z) = B(z); A(z) € R™" é a matriz dindmica; B(z) € R™™ é a matriz
de entrada; C(z) € R**" é a matriz de saida; ¥ € R™ é o vetor de estados; 4 € R™ é a lei de

controle; § € R° € o vetor de saida.

Em geral, A(z) é tinica somente se x for escalar, ou seja, no caso multivaridvel hd infinitas
maneiras de trazer a dinamica nao-linear (41) para a forma SDC (42). Isto € verdadeiro desde
que existam pelo menos duas parametrizacdes V 0 < « < 1 satisfazendo a.A;(z)z + (1 —
a)As(x)r = af(z) + (1 — a)f(z) = f(x) (CLOUTIER; D’SOUZA; MRACEK, 1996).

O par {A(z),B(z)} é uma parametrizagdo controldvel do sistema ndo-linear na regido
Q2 se {A(z),B(z)} é ponto a ponto controldvel no contexto linear V x € (. Portanto,
a escolha de A(z) deve ser tal que a matriz de controlabilidade dependente do estado
[B(x) A(z)B(z) .. A""'(x)B(z)]tenha posto completo (MRACEK; CLOUTIER, 1998).

2 - Resolver a Equacdo de Riccati Dependente do Estado (SDRE), dada por (48).

As condi¢Oes necessdrias para otimalidade podem ser obtidas usando o calculo variacional
(CLOUTIER; D’SOUZA; MRACEK, 1996). O hamiltoniano para o problema de controle 6timo
(40) e (42) ¢ dado por:

H@@Ay:;#Q@ﬁ+mnumnmﬂAwﬁ+m@m

z

onde, A € R" é o multiplicador de Lagrange. As condi¢des necessdrias para o controle 6timo
sdo & = OH JON, OH /I = 0 e —OH /D Do hamiltoniano obtém-se:

A:—Q@ﬁ—%f

T = A(x)Z + Bz)ad (44)
0 = R(z)ii + B (z)A (45)
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Denotando A; a i-linha de A(x) e B; a i-linha de B(z). Como pode ser visto em (BANKS;
LEWIS; TRAN, 2007), os termos de derivada parcial, na forma matricial sio:

OAL 2 OAL 2
MA@ _ 4oy HAD) 2 gy |7
o 22 P
&Efx am:x
e,
oB1 ~ oB1 —~
a(B(x)a) | ™ On
2 Py,

Assumindo o co-estado na forma A = P(x)Z (note a dependéncia do estado) e substituindo-

0 na equagdo (45) obtém-se o controle feedback.

i = —R (2)B (z)P(x)& (46)
Substituindo (46) em (44), obtém-se:
T = Ax)% — B(x)R (z)B” (2)P(z)Z

Para encontrar o valor da funcio P(z) diferencia-se A = P(x)Z no tempo ao longo da

trajetoria,

= P(2)Z + P(z)A(2)Z — P(z)B(x)R™ (2)BY (z)P(z)Z (47)

onde é usada a notacio P(z) = 3. P, (z)x;(t).
i=1
Substituindo a equagio (47) na primeira condi¢do necesséria do controle 6timo (43);

P(x)Z + P(x)A(z)Z — P(x)B(x)R ()BT (2)P(2)T = —Q(x)7 —

mAu»%TP@ﬁ_[_7gﬁqu@m

ST = %ﬁT—agf) i+ {3(“4(5”))} P(2)F + [_a(zs WDV pyz
+[P(2)A(z) + AT (2)P(z) — P(z)B(z)R*(z)BY (2)P(x) + Q(x)]Z = 0

Assumindo que P(x) é solugdo da equagdo de Riccati dependente do estado (SDRE), dada

por:

P(z)A(z) + AT (2)P(2) — P(2)B(x)R ™ (2)BY (z)P(z) + Q(z) =0 (48)
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entdo, a seguinte condi¢do necessdria de otimalidade deve ser satisfeita,

P)i+ 1290z L IR@) o {W} P(2)i + {@} P(2)i = 0

2 ox 2 ox

3 - Projetar o controlador em malha fechada, utilizando a lei de controle u(t), dada por (46).
Definindo K(z) = R~ (z)BY (z)P(z), pode-se rescrever (46) como @ = —K(x)7.

Segundo Mracek e Cloutier (1998), um fator importante do método SDRE € que ele nao
cancela os beneficios que podem provir das nao linearidades do sistema. O regulador nao-linear
SDRE produz uma solucdo em malha fechada que é localmente e assintoticamente estdvel. Outros
detalhes sobre o método SDRE podem ser encontrados em (CLOUTIER; D’SOUZA; MRACEK,
1996).

O regulador ndo-linear SDRE tem a mesma estrutura do regulador quadrético linear LOR,
exceto que todas as matrizes sao dependentes do estado. Portanto, tanto a solu¢do da equacao
de Riccati como a lei de controle sdo dependentes do estado. Caso ndo seja possivel obter a
solucdo analitica da equagdo de Riccati dependente do estado (48), torna-se necessario resolvé-la
numericamente a todo instante com uma frequéncia relativamente alta (CARVALHO, 2005). A

Figura (10) mostra um esquema geral para o projeto do controlador SDRE em malha fechada.

Figura 10 — Esquema geral do controlador SDRE.

Vetor de estados xit) - :1:11:"?'?(:““ Selecdo das matrizes de '
do sistema dinamico e = ()% ponderacio Q(x) e Rix) |

y v

Equacio de Riccati Dependente do Estado

AT xIPixi+PixIAx)-Pix)BxIR- Y x)BT ()1 Pi(x)+Qix)=0
i Lf:'- de f*-"_?“"“lf Sinal de retroalimentacdo u(t) .
- i n s TE> ] ] T
ue—R” ()8 {x)Px)x para o sistema dinimico  ~

Fonte: Elaboragdo do préprio autor.
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3 MODELAGEM MATEMATICA E ANALISE DO
MODELO

Inicialmente, um modelo simplificado para o sistema de levitagdo eletromagnética (EML)
do trem Maglev Transrapid é apresentado. As equacdes de movimento do modelo simplificado
sdo obtidas a partir da formulacdo lagrangiana da mecanica cldssica. Em seguida, um estudo do
comportamento dindmico € realizado. A base tedrica para a modelagem matematica e anélise do

modelo pode ser encontrada no capitulo 2.

3.1 Modelo Simplificado para o Maglev Transrapid

A Figura 11 mostra um modelo simplificado para o sistema de levitagdo eletromagnética
(EML) do trem Maglev Transrapid visto na subse¢do 1.2.1. O modelo consiste num sistema de
massa tnica sobre um trilho rigido, em que a suspensao primadria é representada pela interacao
magnética do veiculo com o trilho. Os sistemas de suspensdo sao dominantes em determinar
a dinamica basica e comportamento vibratorio do veiculo Maglev. Um modelo de dois graus
de liberdade considerando os efeitos de acoplamento entre a suspensdo primdria e secunddria
foi estudado por Cai e Chen (1992). Note que o modelo apresentado neste trabalho nao possui
uma suspensdo secunddria, contudo, este pode ser utilizado para simular a dinamica vertical do
veiculo (ZHAO; THORNTON, 1992; CAI; CHEN, 1992; SHU; MEISINGER, 2011).

Figura 11 — Modelo simplificado para o Maglev Transrapid

| Cabin |

V=.. ==

5o Guideway

L |ty
I.n:.-._..r:. ™ .

Fonte: (SHU; MEISINGER, 2011).

onde mg € o peso do veiculo (incluindo os eletroimas), s, € a distancia vertical entre o eletroima
e o trilho, Sy € a distincia vertical entre o trilho e a posicdo de equilibrio do veiculo, L(sy;), R,

1) € uys sdo a indutdncia, resisténcia, corrente e tensao da bobina, respectivamente.

A indutincia L(s);) é uma fungio ndo-linear da posic¢do do veiculo (sj;). Segundo Ahmad
e Javaid (2010) varias aproximagdes tem sido utilizadas para determinar a indutancia de sistemas
de levitacdo magnética. Tal como em (SHU; MEISINGER, 2011; SALIM; KARSLI, 2013;
SUEBSOMRAN, 2014), neste trabalho o fluxo de dispersdo e o efeito de correntes parasitas sao
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desprezados, de modo que a indutancia varia com o inverso da posicao do veiculo da seguinte

maneira:

NZA
L(sy) = i sendo, c=Ho 5

(49)

onde, 11y € a constante de indutincia, A é a drea do polo e NV é o nimero de enrolamentos da

bobina.

3.1.1 Modelo Matematico Nao-Linear

A partir da formulacao lagrangiana da mecéanica classica (vide sec¢do 2.1), as equacdes de
movimento do modelo mostrado na Figura 11 podem ser obtidas através da equagdo (23) da

seguinte maneira:

Inicialmente, define-se a coordenada generalizada como ¢; = sj; e as velocidades
generalizadas como ¢; = $); € g2 = 7). Assim, a energia cinética /' e a energia potencial
U do sistema Maglev sdo respectivamente:

1
T = §m8?\4 + éL(sM)i?w e U=—mgsu

A lagrangiana do sistema € dada pela diferenca entre as duas equagdes acima, ou seja,
L =T —U.Logo:
1

1
L= §ms'§w + 5L(sM)z"j’M +mgsy (50)

Da equagdo (23), tem-se que (0}, denota a parte das forgas generalizadas que néo provém
de nenhum potencial generalizado. Para o sistema estudado tem-se o seguinte: ()} = 0 e

Usando (49), pode-se rescrever a lagrangiana do sistema (50) de uma maneira mais
conveniente.

: 1e.

1* Equacao - Calculando cada termo da equacdo (23) para k = 1, obtém-se:

oL 1c , N
— = ———1 m
6q1 2 S?\/[ M g
OL _ e = Ly s
— =ms —(Mms,;,) = mésy,
iy M dt
Substituindo )] = 0 e os devidos termos calculados acima em (23), obtém-se:
. 1 c .
m3M+§STZ?M—mg:O (52)
M

2* Equacao - Calculando cada termo da equagdo (23) para k = 2, obtém-se:

oL

— =20
0qs
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oL i d (i IS — TS
= oM — DM . w
0 SM dt \ sm Sy

Substituindo ()}, = uy; — iy R e os devidos termos calculados acima em (23), obtém-se:
(iMSM — ZMSM

C _—

2
Sm

Finalmente, apds alguns rearranjos dos termos das equacdes (52) e (53), obtemos as equagdes

de movimento ndo-linear do modelo mostrado na Figura 11.

C

. )
msy = _FZM+mg
M
Ipg = — Sy — S+ —Sm (54)
SM C

As ndo linearidades do sistema vém da indutancia ndo-linear devido a geometria do eletroima
e da lei do inverso do quadrado do magnetismo (ZHAO; THORNTON, 1992).

3.1.2 Modelo Matematico Linear

Para pequenos desvios do estado estaciondrio como mostrado na Figura 11, pode-se escrever:

SM:SO—F(SS, ZM:]()—F(SZ, uM:U0+5U, S(]:O, j(]:O, U():I()R (55)

1? Equacao

A forca eletromagnética do sistema de levitacdo magnética (1til para os préximos célculos)
pode ser encontrada usando o conceito de co-energia (SALIM; KARSLI, 2013). Para calcula-la,
€ suposto uma relagdo linear entre o fluxo e a corrente, de modo que a forga eletromagnética

pode ser escrita como segue:

. 2
Floari) = —2Ela) 2 8 (i) (56)

2 dsy 2 \sm

O sistema tem um estado de equilibrio no qual a for¢a eletromagnética contrabalancea

exatamente a for¢a devido a gravidade, ou seja, mg = f(So, Ip). Assim, substituindo (55) em

(54) e usando (56), tem-se:
. c(Iy+6i\> ¢ [I))\°
0§ = —— el
mos 2(50+5s> +2(50

Substituindo (55) em (54), tem-se:

In+ i .. R(Io+6i)(So+6s)  (Up+ du)(So + ds)
= 05 — +
So +9ds c c

2% Equacao

o1
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Finalmente, apds desprezar os termos de ordem superior e fazer alguns rearranjos, obtemos

as equagdes de movimento linear do modelo mostrado na Figura 11.

clodi  cI3ds
mS¢  mSp
Iy .. RSy

. S0
62—5—0 S—Tél‘i‘?

05 =

ou (57)

Note que este método para linearizar a dinamica do sistema € uma forma alternativa ao
procedimento descrito na subsecdo 2.2.3. Para a aplicacdo do método acima, assumi-se pequenas
variagdes em torno da condi¢do nominal de operacao, a qual ndo necessita ser uma condicao
estaciondria. Contudo, no caso do sistema abordado neste trabalho, a condi¢gdo nominal de

operacdo ¢ uma condicao estaciondria.

3.1.3 Reducao de Ordem do Sistema (Espaco de Estados)

Uma equagdo diferencial ordindria de ordem n pode ser reescrita como um sistema de n
equacdes diferenciais de primeira ordem. Entdo, definindo x1 = iy, 19 = $jp € 3 = Spyp,

tem-se:
O sistema nao-linear (54) pode ser escrito em espaco de estados como segue:

x3(up — Rxq) N T129

jl'l -
c T3
o (58)
2T 2mal J
T3 = Xg

Analogamente, o sistema linear (57) pode ser escrito em espacgo de estados como segue:

_ 50(5U — R.Z‘l) + [Q

X s 5—0352
. cly ( Io

_ do 59
T2 mS(Q) (50963 1171) (59)
T3 = o

As varidveis de estado 1, x5 € x3 representam, a corrente da bobina, velocidade vertical do
veiculo, e a distancia vertical entre o trilho e o eletrima do veiculo (entreferro), respectivamente.
Rearranjando (49), podemos calcular a constante ¢ como segue: ¢ = L(sr)s, contudo, quando

o veiculo esta no estado de equilibrio, tem-se s, = Sp e Lo = L(Sp), portanto, ¢ = LySp.
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3.2 Anadlise de Estabilidade do Ponto de Equilibrio

Pela defini¢ao de ponto de equilibrio (o qual representa a solu¢@o estaciondria) vista na

subsecdo 2.2.1, tem-se:

d[[’l
dt

o dl’g

T dt

B dl’g

=ar =0

(z3g=w3%*)

(z1=21%) (zo=z2%)

Quando a forga eletromagnética for igual a forca gravitacional (peso) do sistema, o mesmo
estard num estado de equilibrio, portanto, a velocidade $,; e aceleragdo s,, (ambas verticais) do
Maglev serdo nulas, ou seja x5 = 25 = 0 (ZHAO; THORNTON, 1992). Utilizando este fato € a

defini¢do de ponto de equilibrio, tem-se:

wi(uy — Ref) | wizy _

L 0
1 c T3
C.T*Q
33;:—2 Lo +g=0 (60)
mry

Logo:
ri(upy — Rx U
il ) =0 = xrauy — Rejxy =0 = r]=—
c R
x5 =0
2 *2
cx] cx c u
1 _ *2 1 * M
2mas mg mg
3 * __ UM * * c_up : ~ .z s .
Note que a solugdo z7 = -, 25 = 0, 13 = —, /5= “4* fisicamente néo ¢ admissivel, uma

vez que 3 = S); > (. Portanto, o ponto de equilibrio possui as seguintes coordenadas no espago

% Upnr % % C Upm
P = <ZL’1 = E, Lo = O, T3 =4/ 2mg?> (61)

3.2.1 Linearizacio em Torno do Ponto de Equilibrio

de estados:

Como visto na subsecao 2.2.3, um procedimento para avaliar a dindmica de um sistema nao-
linear € realizar a lineariza¢do em torno do seu ponto de equilibrio. Assim, a partir do sistema nao-
linear (58), tem-se que, as fungdes 71 = f(x1, xo, x3), To = g(w1, X2, x3) € T3 = h(z1, T2, T3)
em torno de P = (z7, x5, %) dado por (61), podem ser aproximadas por equagdes da reta. Para

isto, expandem-se essas fungdes em série de Taylor. Entdo, usando (29), obtém-se:

Of 0w, Of Ors Of 0w, AR I B
J = |0g/ow, 0g/ows Bg/ows| = T=| == 0 oo (62)
Oh/0xy Oh/Oxy Oh/Oxs P 0 1 0 »
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Lembrando que ¢ = LSy e substituindo os valores do ponto de equilibrio dado por (61) em

(62), obtém-se a matriz jacobiana correspondente ao sistema (58):

—Ups LoSo 2mg 0
LoSo 2mg LoSo

JT=| <2B LoSoR ((2mg \*/* (63)
UM mupnr  \ LoSo
0 1 0

3.2.2 C(lassificaciao do Ponto de Equilibrio

Como visto na subsecdo 2.2.2, o ponto de equilibrio de um sistema linear pode ser
classificado em funcdo dos sinais de seus autovalores. Assim, analisa-se a estabilidade do
ponto de equilibrio do sistema (58) a partir do cdlculo dos autovalores da matriz jacobiana (63),

a qual € uma versdo linearizada do sistema original.

O calculo dos autovalores ¢ feito através da equacédo (26), onde A = 7, logo:

—Upns LoSo 2mg 0
LoSo 2mg LoSo

A0 O
det oy LoSoR (m_g)3/2 —lo x o] |=0
U mu g LoSo
0 1 0 0 0 A
que resulta no seguinte polindmio caracteristico:
ao\> 4+ a1 0% + as\ + ag (64)
sendo, os coeficientes a; dados por:
ap = -1
LoSo
a; = —
! L()So 2mg
LoSoR [ 2mg 3/2 2Rg [2mg
as = - —
2 muUpns L()SO LOSO

1 Loso 2mg 3/2
az = —
T m 2mg \ LoSp
Os autovalores da matriz jacobiana (63) sdo obtidos a partir do cdlculo das raizes do

polindmio caracteristico (64). Para tal, os seguintes pardmetros sao utilizados.

Tabela 3 — Parametros do modelo Maglev

mlkg] glm/s®] Solm] Lolh]' R[Q] wuylv]* IL[A]° dufv] *
10000 9.8 0.01 0.1 1 140 uM/R uy — Rl
Fonte: (ZHAO; THORNTON, 1992).
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10.1 ¢ o valor da indutancia da bobina quando o veiculo estd na posicdo de equilibrio (Sp). 2140 é o valor
da tensdo quando o veiculo estd na posi¢do de equilibrio (.Sp). 3Parametro do modelo linear (59), veja a

secdo 3.5. *Pardmetro do modelo linear (59), veja a se¢do 3.5.

Os autovalores obtidos, sdo:

A1 = —17.0036 — 22.9629i, Ao = —17.0036 + 22.9629i, \3 = 24.0072

Portanto, a partir dos autovalores calculado acima, tem-se que o ponto de equilibrio P =
(140, 0,0.01) calculado a partir de (61) com o uso dos pardmetros da Tabela 3 é um nd sela, o

qual € instdvel no sentido de Lyapunov (veja o Apéndice B).

As Figuras 12a e 12b mostram o retrato de fases na projecdo x5 — x3 e tridimensional,
respectivamente. Os parametros de simulacdo sdo os valores apresentados na Tabela 3 e as
equacdes de movimento foram integradas numericamente com o MATLAB ® a partir de vérias

condigdes iniciais na vizinhanga do ponto de equilibrio do sistema.
Figura 12 — Retrato de fases do sistema (58)

(a) Retrato de fases da proje¢do xa — X3 (b) Retrato de fases x; — X3 — X3

10

N&o Linear
8 Linear

11

Né&o Linear

10.5

Xg [mm]

X, [mm/s]
/

-20 130
X, [mm/s] X, [A]

-10 i i i i i
9.7 9.8 9.9 10 10.1 10.2 10.3

Xy [mm]

Fonte: Elaboragdo do préprio autor.

Pelo Teorema das Variedades Hiperbdlicas ha n. autovalores com parte real negativa
(subespago estdvel E¢), n; autovalores com parte real positiva (subespago instdvel E°) e n,
autovalores com parte real nula (subespaco central £°), entdo n = n. + n; + n., sendo n a
dimensio do sistema. Como, ndo ha nenhum autovalor com parte real nula, ou seja, Re(\) # 0,
entdo n. = 0, assim o ponto de equilibrio € hiperbdlico, e o Teorema de Hartman-Grobman é
vélido, ou seja, a estabilidade do ponto de equilibrio hiperbdlico é preservada quando se lineariza
o sistema em torno deste ponto (MONTEIRO, 2011). Veja a Figura 12a.

Por fim, a partir dos autovalores calculados tem-se o seguinte: A\; o = —17.0036 + 22.9629¢,
cujos autovetores localizam-se no plano x; X x5, que € portanto, o subespaco estavel E°;
e A3 = 24.0072, cujo autovetor coincide com 3, que constitui o subespago instavel E°.

Consequentemente, existe uma variedade bidimensional (uma solu¢do do sistema nao-linear



Capitulo 3. MODELAGEM MATEMATICA E ANALISE DO MODELO 49

original) que é tangente a £° no ponto de equilibrio P e se aproxima desse ponto para ¢t — o0;
assim como existe uma variedade unidimensional que € tangente a £’ no ponto de equilibrio P e
se afasta desse ponto parat — oo. A variedade estdvel divide o espaco de estados em duas partes:
trajetérias na parte superior proximo a x3 — oo ao longo de trajetorias instaveis, correspondendo
ao caso em que o veiculo cai do trilho; e trajetdrias na parte inferior préximo ao plano z3 = 0
ao longo de trajetdrias instdveis, correspondendo ao caso em que o veiculo colide com o trilho
(ZHAO; THORNTON, 1992).

3.3 Expoentes de Lyapunov

Com o intuito de identificar se o modelo simplificado apresenta comportamentos cadticos,
calculou-se os expoentes de Lyapunov pelo método de Wolf (1985), os quais sdo mostrados nas
Figuras 13, 14, 15 e 16.

Figura 13 — Dois maiores expoentes de Lyapunov (sem vari¢ao de parametros)
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Fonte: Elaboragdo do préprio autor.

Figura 14 — Dois maiores expoentes de Lyapunov, considerando a variacao de wu

(@) up = 135v (b) upr = 145v
Cryramics of Lyapunoy sxponenis Cryramics of Lyapunoy sxponenis
05 . ' . ' . ' as . ' - .
o4 o4
ik ] ik ]
ul ul

=]

Lydpanin @aponeis
=]
Lydpanin @aponeis
=]

== = TTE08 [T

I Bt ] = [ TS
a8 : i i : i

i} 1 2 3 4 5 B
2 10"

2 10"

Fonte: Elaboragdo do préprio autor.
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Figura 15 — Dois maiores expoentes de Lyapunov, considerando a variacio de L

(a) Lo = 0.08H (b) Lo = 0.12H
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Fonte: Elaboragdo do préprio autor.

Figura 16 — Dois maiores expoentes de Lyapunov, considerando a variacdo de R

(a) R = 0.5Q (b) R = 1.5Q
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Fonte: Elaboracdo do préprio autor.

A Figura 13 mostra os dois maiores expoentes de Lyapunov, considerando os pardmetros da
Tabela 3 sem variacdo. As Figuras 14, 15 e 16 mostram os dois maiores expoentes de Lyapunov,
considerando a variacdo dos pardmetros u,;, Ly € R, respectivamente. O terceiro expoente de
Lyapunov ndo foi mostrado por conveniéncia, contudo, o mesmo para todos os casos calculados
estdo na seguinte faixa de valores —30 + 20. Note que em todos os casos calculados o maior
expoente de Lyapunov encontrado »z; é da ordem de 10~°, isto pode estar associado a erros
numéricos, uma vez que as equacdes de movimento foram integradas numericamente, logo
2 possivelmente € negativo e no méaximo igual a zero, portanto, o modelo abordado neste
trabalho ndo apresenta resposta cadtica. Se algum dos s¢; fosse positivo significaria que o modelo

apresentaria uma resposta caética.
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3.4 Consideracoes Finais em Relaciao ao Modelo Simplificado

A instabilidade do sistema de levitacao magnética foi investigada a partir de um modelo
simplificado de 1 grau de liberdade. Tal modelo, no entanto, ndo € devidamente adequado
para simular alguns tipos de respostas dindmicas que podem ocorrer no sistema Maglev real.
Entretanto, para problemas diferentes, o modelo do sistema Maglev também € diferente, assim

para o escopo (objetivos) deste trabalho o modelo apresentado pode ser utilizado.

Salienta-se que diferentes respostas dindmicas para um modelo que considere os efeitos de
acoplamento entre as suspensdes primaria e secunddria podem ser observadas. Segundo Cai e
Chen (1992) podem ocorrer oscilagdes periddicas, vibragcdes randomicas, instabilidade dindmica,

movimento cadtico, ressonancia € etc.

3.5 Comparativos entre o Modelo Nao-Linear e Linear

As Figuras 17a, 17b e 17¢ mostram a evolugao temporal das varidveis de estado =1, x5 €
x3, respectivamente, para o sistema nao-linear (58) e linear (59). O sistema foi integrado para
vdrias condig¢des iniciais, considerando que o veiculo seja deslocado da posicao de equilibrio no

sentido em que se afasta do trilho.

Figura 17 — Evolugdo temporal das varidveis de estado (x1, X2, X3)

(a) Histdrico no tempo de z; (b) Histérico no tempo de x2
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Fonte: Elaboragdo do préprio autor.
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A Figura 18a mostra o retrato de fases na projecdo xo — x3, para varias condi¢des iniciais na
vizinhanga do ponto de equilibrio do sistema. As Figuras 18b, 18c e 18d mostram uma trajetdria

do sistema no espaco de estados, sendo a condic@o inicial z(0) = (140, 0,0.0102).

Figura 18 — Comparativos entre o sistema nao-linear (58) e linear (59)

(a) Retrato de fases (x2 — x3) (b) Trajetéria do sistema (x1 — X2)
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Fonte: Elaboragdo do préprio autor.

A Figura 18a mostra o retrato de fases do sistema linear (59) e nao-linear (58). Pode ser visto
que proximo ao ponto de equilibrio o modelo linear oferece uma boa aproximacao ao modelo
nao-linear. Entretanto, em regides longe do ponto de equilibrio, o modelo linear ndo oferece
uma boa aproximacao. Isto pode ser visto nas Figuras 18b, 18c e 18d, sendo que quanto maior a
distancia entre a condicdo inicial e o ponto de equilibrio pior € a aproximagao dada pelo modelo
linear. Portanto, controladores lineares tendem a saturar no comego de grandes deslocamentos
iniciais do ponto de equilibrio do sistema (ZHAO; THORNTON, 1992).

Observacao 1: Os parametros de simulacdo sdo os valores apresentados na Tabela 3 e as
equagdes de movimento foram integradas numericamente com o MATLAB ® . Ressalta-se que
as coordenadas do sistema linear sdo X, X3 e X3, como X;(t) = z;(t) — x}, entdo z;(t) =
X;(t) + x}. Isto é valido tanto para o sistema linear (59) quanto para o sistema linearizado via

series de Taylor (63). Deste modo, € possivel compara-los ao sistema ndo-linear num mesmo
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sistema de coordenadas, como feito nas Figuras 12a, 17 e 18.

Observacao 2: Como visto na subsecao (3.1.2), a condi¢do nominal de operagdo do sistema
linear (57) é uma condi¢do estaciondria, portanto, a corrente da bobina /; quando o veiculo esta
na posi¢ao de equilibrio Sy € igual ao valor da coordenada =7 do ponto de equilibrio P dado por

(61), ou seja, Iy = x = up/R.

Observacao 3: Tanto o sistema linear (59) quanto a versdo linearizada via series de Taylor (63)
do sistema ndo-linear, sdo topologicamente orbitalmente equivalentes na vizinhanga do ponto
de equilibrio P = (140, 0,0.01) do sistema ndo-linear. Isto pode ser visto nos retratos de fases

apresentados nas Figuras 12a e 18a.
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4 PROJETOS DE CONTROLE

Este capitulo inicia apresentando algumas estratégias de controle que t€m sido utilizadas
para controlar sistemas de levitacdo magnética. Em seguida, as técnicas de controle abordadas no
capitulo 2 s@o implementadas no sistema Maglev estudado. O objetivo do controle € estabilizar a
levitagdo do sistema sob o trilho, mantendo uma distancia constante entre o veiculo e o trilho.
O modelo nao-linear (58) é utilizado no projeto do controlador SDRE, enquanto o modelo
linear (59) € util para o projeto do controlador LOR. O parametro de controle € a tensdo de
entrada da bobina. Por fim, sdo apresentadas algumas simula¢des computacionais comparando o

desempenho dos controladores projetados.

4.1 Técnicas de Controle Utilizadas em Sistemas de Levitacio Magnética

Na literatura é possivel encontrar uma grande gama de estratégias para controlar sistemas
em geral. Nas discussdes que seguem, sdo apresentadas algumas técnicas de controle que t€ém

sido utilizadas para controlar sistemas de levitacdo magnética.

No grupo das técnicas de controle cldssico, o PID (Proporcional Integral Derivativo), tem
sido utilizado largamente por varios engenheiros, isto deve-se a simplicidade de implementacao
do mesmo. Esta técnica requer que o modelo matematico do sistema fisico seja linear. O PID
une as a¢Oes proporcional, integral e derivativa, fazendo com que o sinal do erro seja minimizado
pela ac@o proporcional, zerado pela acdo integral e obtido com uma velocidade antecipativa
pela agdo derivativa. Um projeto de controlador PID com os ganhos determinados via LOR

(Regulador Quadrético Linear) foi proposto por Kumar e Jerome (2013) e Das et al. (2013).

A técnica de controle SMC (Controle por Modos Deslizantes) surgiu no final da década
de 1970, na antiga Unido Soviética, sendo desenvolvida por Utkin (1978) e posteriormente
modificada e adaptada por Slotine (1984). Esta técnica pode ser aplicada a sistemas nao lineares
no sentido global. Questdes relacionadas ao desempenho, estabilidade, robustez e incertezas de
modelagem podem ser implementadas diretamente no projeto do controlador SMC. Cho, Kato e
Spilman (1993) apresenta uma comparacao experimental entre um controlador PID e SMC de um
sistema Maglev. Bandal e Vernekar (2010) apresenta uma versao discreta do controlador SMC

de um sistema Maglev, com base em uma estratégia de realimentacdo de saida multivaridvel.

VariagOes paramétricas e incertezas dos modelos de um sistema fisico sdo algumas das
problemadticas enfrentadas na fase de concepcao de um controlador. Nesse sentido, controladores
projetados via técnicas de controle robusto sd3o uma importante alternativa, pois geralmente
estdo aptos a superarem pequenas diferencgas entre o sistema real e o modelo nominal utilizado
no projeto do controlador. Milani, Zarabadipour e Shahnazi (2012) propds um controlador

robusto com ganho adaptativo para um sistema Maglev. No projeto do controlador, efeitos tais
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como tempo de atraso, incertezas paramétricas e perturbacdes externas, foram considerados.
Com relac@o ao ganho adaptativo, este foi obtido pelo método de Lyapunov-Krasovskii. Um
comparativo entre as técnicas de controle H,,, SMC, PID e realimentacdo linearizante, pode
ser encontrado no trabalho de Shen (2002).

Sistemas Maglev sdo altamente ndo lineares, portanto, técnicas de controle inteligente t€ém
recebido grande atencdo nas ultimas décadas. Estratégias de controle baseadas em redes neurais,
16gica fuzzy, algoritmos genéticos e etc. sdo algumas das abordagens utilizadas para alcangar um
alto desempenho do sistema de controle. No trabalho de Wai e Lee (2008), um controlador SMC
inicialmente € introduzido, em seguida, uma estratégia de controle via AFNNC (neuro-fuzzy
adaptativo) é implementada para imitar o controlador SMC. Um fator positivo dessa aplicacao
foi a atenuagdo dos fendmenos de trepidacdo que ocorriam no controlador SMC. Salim e Karsli
(2013), apresenta um projeto de controle via légica fuzzy para controlar um sistema Maglev.
Saberi, Altafi e Alizadeh (2012) apresenta um projeto de controle via redes neurais RBF. O
projeto do controlador possui basicamente dois estdgios: no primeiro estdgio (treinamento), os
resultados de um controlador LOR sao utilizados para modelar o sistema; no segundo estigio

(teste), o modelo obtido € usado para projetar o controlador baseado na rede neural RBF.

Técnicas de otimiza¢do modernas, tais como o método do enxame de particulas (PSO) e
algoritmos genéticos (GA) também tém sido empregadas para projetar controladores de sistemas
Maglev. Em Kusagawa et al. (2004), o método de otimizacao via GA foi utilizado para projetar
o controlador de um sistema Maglev. Um controlador de realimentacdo de estados completo

usando PSO foi proposto por Wang, Shen e Zhou (2014) para controlar um sistema Maglev.
A Tabela 4 mostra um comparativo entre algumas técnicas utilizadas em sistemas Maglev.

Tabela 4 — Comparativo entre algumas técnicas de controle utilizada em sistemas Maglev

Técnica
PID
Control
State Feedback
Control
Sliding Mode
Control
Feedback Linearizing
Control
Robust Control

Gain Scheduling and
Adaptive Control

Intelligent Control

Vantagens
Simples de projetar e implementar

Melhor resposta dindmica
Estabiliza o sistema
Adequado para aplicacdo em diversos
problemas ndo lineares
Apropriado para modelos ndo lineares
Oferece ampla gama de estabilidade
Projetado para manter a
robustez do sistema
Adequado para ambientes em que 0s
parametros estdo variando
e dindmicas ndo modeladas
Adaptacdo rapida e melhores
respostas dindmicas

Desvantagens
Dificil implementagdo em
modelos ndo lineares
Exige instalagdo de sensores caros,
Aplica-se apenas a modelos lineares
Robustez ndo esta acima da meta,
Exige controlador digital
Planta original deve ser nao-linear

Custo, devido a necessidade de placa DSP

Ordem da func¢do de transferéncia
do sistema torna-se muito alta
Dificil implementagdo para
sistemas Maglev

Complexidade é aumentada
para a sua implementacao

Fonte: Adaptado de (PATI; SINGH; NEGI, 2014).

Como visto, sdo diversas as estratégias de controle utilizadas em sistemas Maglev. Nas
subsec¢des que seguem, as técnicas de controle abordadas no capitulo 2 sdo implementadas no

sistema de levitacao eletromagnética (EML).
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4.2 Sistema Maglev com Controlador LQR

Aplicando a teoria vista na secdo 2.3, podemos projetar o controlador LOR (na forma
padrdo), o que resulta no seguinte:

cl? =
= |- 0 &l o]+ |0]d (65)
0 1 0 T3 0
onde, @ = du.
A saida do sistema e os coeficientes escolhidos para as matrizes Q e R sdo:
1 0 0| |xg 10 0
7=10 10| |m]| 2=]01 o0 R:M (66)
0 0 1] [z3 0 0 3.1x10'2

As matrizes de ponderagdo Q e R foram obtidas através de um processo iterativo.

4.3 Sistema Maglev com Controlador SDRE

Aplicando a teoria vista na se¢do 2.4, podemos projetar o controlador SDRE (na forma
padrdo), o que resulta no seguinte:

_® 21 _ Ry T 0 z3
xrs3 xrs3 20 C
F= -2 0 | |n| 4 (g + |0 @ (67)
0 1 0 XT3 0 0
onde, U = uyy;.
Assumindo que C(x), Q(x) e R(x) sdo matrizes constantes, temos
1 0 0f |z 10 0
j=10 1 0| |z Q@=1]01 0 R = |1x107] (68)
0 0 1f [z 0 0 1.0085x108

As matrizes de ponderagdo Q(x) e R(x) foram obtidas através de um processo iterativo

Ressalta-se que as matrizes dependentes do estado C(z), Q(z) e R(x) podem ser assumidas
sdo contantes.

constantes (sem dependéncia do estado). Note que neste trabalho é assumido que tais matrizes

4.4 Resultados e Discussoes

As respostas do sistema controlado (65) e (67), considerando cinco condi¢des iniciais
diferentes sao mostradas nas Figuras 19, 20, 21, 22 e 23.
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Figura 19 — Resposta do sistema controlado para a condigdo inicial z(0) = (140, 0,0.009)
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

A Figura 19 mostra o histérico no tempo das varidveis de estado e esfor¢o de controle,
considerando a seguinte condigdo inicial x(0) = (140, 0,0.009). Note que o controlador LQR
converge mais rapido do que o SDRE, no entanto, o esfor¢co de controle do controlador LOR além
de ser superior ao do SDRE, extrapola os limites definidos em (69) para a varidvel de controle.

Em relacdo ao overshoot da varidvel de estado x3 (entreferro), o controlador LOR foi melhor,
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porém, em regime permanente o controlador SDRE foi capaz de levar o sistema exatamente

para o ponto de equilibrio z3 = Sy = 10mm, o que ndo ocorreu no caso do sistema com o

controlador LOR.

Figura 20 — Resposta do sistema controlado para a condi¢do inicial z(0) = (140, 0,0.0102)
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Fonte: Elaboragdo do préprio autor.

A Figura 20 mostra o historico no tempo das varidveis de estado e esfor¢o de controle,

considerando a seguinte condi¢@o inicial z(0) = (140,0,0.0102). Um comparativo entre o0s
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controladores LOR e SDRE, mostra uma situacio semelhante ao caso anterior. Contudo, o sinal

de controle do LOR, diferentemente do caso anterior, ndo extrapolou o dominio de interesse (69).

Figura 21 — Resposta do sistema controlado para a condigao inicial 2(0) = (140, 0,0.011)
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Fonte: Elaboragdo do préprio autor.
A Figura 21 mostra o histérico no tempo das varidveis de estado e esfor¢o de controle,

considerando a seguinte condi¢do inicial z(0) = (140,0,0.011). Um comparativo entre os

controladores LOR e SDRE, mostra uma situagao semelhante aos casos anteriores. Contudo, o
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sinal de controle do LOR, diferentemente do caso anterior, extrapolou o dominio de interesse

(69).

Figura 22 — Resposta do sistema controlado para a condigdo inicial 2(0) = (140, 0,0.013)
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Fonte: Elaboracdo do préprio autor.
A Figura 22 mostra o histérico no tempo das varidveis de estado e esfor¢o de controle,

considerando a seguinte condi¢do inicial z(0) = (140,0,0.013). Um comparativo entre os

controladores LOR e SDRE, mostra uma situacao semelhante aos casos anteriores. No entanto, o
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sinal de controle e as varidveis de estado x; e x5 para o caso do sistema controlado pelo LOR,

extrapolam o dominio de interesse (69).

Figura 23 — Resposta do sistema controlado para a condigao inicial 2(0) = (140, 0,0.015)
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Fonte: Elaboragdo do préprio autor.
A Figura 23 mostra o histérico no tempo das varidveis de estado e esfor¢o de controle,

considerando a seguinte condi¢do inicial z(0) = (140,0,0.015). Um comparativo entre os

controladores LOR e SDRE, mostra uma situagao semelhante ao caso anterior.
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Com o intuito de comparar o desempenho dos controladores projetados, assuma que u é
produzido por um conversor buck capaz de fornecer qualquer tensao 0 < u < 450V, e que a
fonte de alimentagdo fornece 140 volts na posi¢ao de equilibrio do veiculo. Com relacao as

variaveis de estado e controle, considere o seguinte dominio de interesse:

{(z1, 22, 23,u) € R|0 < 1 <3004, —100 < 25 < 100mm/s, 8 < x3 < 18mm, 0 < u < 450V} (69)

A Tabela 5 mostra algumas caracteristicas do regime transiente.

Tabela 5 — Caracteristicas do regime transiente

z(0) Controlador  Z1maezl4]  Tomazlmm/s] T3mazlmm]  UmaezlV]  t€[s]
(140,0,0.009) LOR 166.80 59.17 10.15 -2139.80* 0.1
- SDRE 140.01 -29.32 10.00 181.45 1.5
(140,0,0.0102) LOR 147.87 ~6.60 10.20 42796 0.1
- SDRE 147.01 -5.05 10.35 157.62 1.5
(140,0,0.011) LOR 192.54 -49.70 11.00 2139.80* 0.1
- SDRE 173.55 -22.91 11.65 221.56 1.5
(140,0,0.013) LOR 308.76%  -152.98% 13.00 6419.38*% 0.1
- SDRE 231.29 -56.47 14.36 348.39 1.5
(140,0,0.015) LOR 431.17*%  -249.79% 15.00 10699.00* 0.1
- SDRE 281.16 -80.73 16.64 448.39 1.5

Fonte: Elaboracdo do préprio autor.

Na Tabela 5 os valores com sobrescrito (*) estdo fora do dominio de interesse (69).

Salienta-se que os projetos de controle (65) e (67) estdo na forma padrao. Portanto, nao foi
considerado restri¢des sobre as varidveis de estado Z(t) e sinal de controle (t). Obviamente,
restricdes tais como a saturagdo do sinal de controle podem ser implementadas, assim, 0s

resultados apresentados acima poderiam ser diferentes.

As simulacdes mostram que todos os controladores projetados sdo capazes de estabilizar a
levitacdo do sistema Maglev, contudo, para deslocamentos da posi¢do de equilibrio ds > 0.2mm
o sinal de controle do LQOR atinge valores elevados, de modo que a tensao necessdria para trazer o
veiculo de volta ao ponto de equilibrio € maior do que a tensdo médxima fornecida pelo conversor,
oU $€ja, Umq, > 450V . Isto estd relacionado com a natureza linear do controlador LOR, de modo
que para o projeto do mesmo é necessario utilizar o modelo linear (59), o qual ndo oferece uma
boa aproximacao ao modelo ndo-linear (58) em regides longe do ponto de equilibrio (como visto
na secdo 3.5). Por outro lado, o controlador SDRE pode trazer o sistema de volta ao equilibrio
para deslocamentos iniciais ds < 5mm da posi¢ao de equilibrio. Além disso, sob as mesmas
condigdes, o esfor¢co de controle do controlador SDRE é menor do que no LOR. Com relag¢do ao
tempo de estabilizagdo (te), o controlador LOR em todas as condi¢des simuladas, converge mais
rapidamente do que o controlador SDRE. Para o sistema controlado com o controlador SDRE,
os valores das varidveis de estado e controle ndo ultrapassam os limites definidos pelo dominio
de interesse (69), o que ndo ocorre para a maioria das condi¢des simuladas no caso do sistema

controlado pelo controlador LOR.
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5 CONCLUSOES

Um trem com levitacdo eletromagnética (EML), tal como o Maglev Transrapid foi
simplificado por um sistema de massa tnica sobre um trilho rigido. O sistema estudado tem
um estado de equilibrio no qual a forca eletromagnética provida dos eletroimas contrabalancea
exatamente a forca gravitacional (peso) do veiculo, e assim o mesmo tem velocidade e aceleracio
vertical nula, entretanto, o ponto de equilibrio é um né sela, o qual € instavel no sentido de
Lyapunov. Assim, a partir da analise de estabilidade do modelo, foi possivel concluir que os

eletroimas do veiculo devem ser ativamente controlados para tornar a operagcao segura.

Através do calculo dos expoentes de Lyapunov foi verificado que o modelo abordado nao
possui um comportamento cadtico, entretanto, na literatura € possivel encontrar modelos que
considere os efeitos de acoplamento entre as suspensdes primdria e secunddria (existentes no
sistema Maglev real), os quais podem apresentar diferentes respostas dindmicas. No entanto,
€ sabido que a constru¢cdo de um modelo depende da finalidade e precisdao requirida, entdo,
para o escopo (objetivos) deste trabalho o modelo apresentado pode ser utilizado para simular a

dinamica vertical do veiculo.

Com relagdo ao sistema de controle foi proposto dois projetos de controladores, com o
objetivo de estabilizar a levitacdo do sistema sob o trilho. Para o projeto dos controladores
foi utilizado as seguintes técnicas: Regulador linear Quadratico (LQR) e Equacao de Riccati
Dependente do Estado (SDRE). O primeiro projeto € um controlador linear e o segundo é
ndo-linear. Para o projeto do controlador LOR foi necessdrio linearizar o modelo nao-linear em
torno de uma condi¢do nominal de operacao, a qual para o sistema abordado é uma condi¢ao
estaciondria. Um comparativo entre os sistemas de controle mostrou que o controlador nio-linear
SDRE supera o controlador linear LOR por um fator de 25 vezes com relagdo ao deslocamento
maximo recuperavel (considerando o dominio de interesse para as varidveis de estado e controle),
ou seja, o controlador SDRE permite o sistema Maglev operar com perturbacdes muito maiores

no entreferro do que o controlador LOR permite.

Finaliza-se este capitulo enfatizando que a forma padrao de ambos os projetos de controle
6timo pode ser modificada de modo a incluir restricdes sobre as varidveis de estado e controle.
Para isto € desejdvel algum algoritmo que calcule novos valores para a entrada do sistema quando
alguma entrada ou saida prevista pelo controlador viola as restricdes do sistema, visando sempre
a minimiza¢do do funcional custo, pois para um algoritmo que simplesmente adote o valor
maximo e/ou minimo possivel para a entrada pode ndo ser o melhor em tal situagdo. Contudo,
para o sistema controlado pelo controlador SDRE, os valores das varidveis de estado e controle

ndo ultrapassardo os limites definidos pelo dominio de interesse.
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APENDICE A - Estabilidade de um Sistema Linear

Bidimensional

A Figura 24 resumi a classificagdo dos pontos de equilibrio de um sistema linear

bidimensional.

Figura 24 — Classificacdo dos pontos de equilibrio (sistema linear bidimensional)
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Fonte: Adaptado de (FIEDLER-FERRARA; PRADO, 1994).

Um ponto de equilibrio isolado cujos autovalores tém parte real ndo nula, ou seja, Re(\;) #
0 é chamado de ponto hiperbdlico, no entanto, se a parte real de algum dos autovalores for nula,

ou seja, Re(\;) = 0 entdo ele é chamado de ponto ndo-hiperbélico (SAVI, 2006).

A matriz A vista na subsecdo 2.2.2 pode apresentar dois autovalores que sdo reais e iguais
em duas circunstancias, as quais sdo: quando 7% = 4/, em que o ponto de equilibrio é chamado
de né improprio, e quando a = d # 0 e b = ¢ = 0, em que o ponto de equilibrio é chamado de
estrela. Ja, se algum dos autovalores da matriz A for nulo, entdo, o determinante serd nulo e
0 que se tem sdo pontos de equilibrios ndo isolados. Estes trés casos s@o chamados de casos
degenerados. Alterando o valor de algum coeficiente da matriz .4, pode-se mudar a estabilidade

do ponto de equilibrio e consequentemente, a topologia do retrato de fases (MONTEIRO, 2011).
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APENDICE B - Estabilidade de um Sistema Linear

Tridimensional

Sabe-se que na andlise de estabilidade do ponto de equilibrio de um sistema linear e/ou
linearizado, o nimero de casos diferentes gerados pelas inimeras combinagdes possiveis dos
autovalores aumenta de acordo com a dimensao do sistema. Entdo, por conveniéncia este apéndice
mostra os pontos de equilibrio hiperbdlicos existentes em trés dimensdes e sua classificagao de

acordo com os autovalores da matriz de um sistema linear tridimensional.

Figura 25 — Classificagcdo dos pontos de equilibrio (sistema linear tridimensional)
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Fonte: (PINTO, 1999).

Além dos pontos de equilibrio, podem existir outras configuragdes ou 6rbitas do sistema
dindmico que sdo atraidas ou repelidas, de modo que tem-se um conjunto limite « se as Orbitas
sdo assintoticamente repelidas, e conjunto limite (3 se as Orbitas sdo assintoticamente atraidas
(PINTO, 1999).
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APENDICE C - Teorema de Hartman-Grobman

Antes de ser enunciado o Teorema de Hartman-Grobman, considere a seguinte definicao.

Definicao 1. Sejam os seguintes sistemas auténomos:

i = f(z) (70)
i = Az (71)

os quais, sdo ditos topologicamente equivalentes em uma vizinhanca da origem ou possuem a
mesma estrutura qualitativa proxima a origem se existe um homeomorfismo H de um aberto
U contendo a origem em um aberto V' contendo a origem, cuja as trajetorias do sistema (70)
de U sdo enviadas nas trajetorias do sistema (71) de V' e tem orientacoes preservadas. Se
o homeomorfismo H preserva a parametrizagdo pelo tempo, entdo os sistemas acima sdo

chamados topologicamente conjugados na vizinhanga da origem.

A Figura 26 ilustra o conceito de equivaléncia topoldgica. Repare que se & e i/ se relacionam
pelo homeomorfismo £, de modo que 7 = (), entdo G(7) = h(f(Z)). Assim, obtém-se
o mesmo retrato de fases calculando  a partir de § = E(f) e entdo determinando §(¥), ou
calculando f(Z) a partir de Z e depois h(f(Z)) = 7(7).

Figura 26 — Representacdo esquemadtica do conceito de equivaléncia topoldgica
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Fonte: Adaptado de (MONTEIRO, 2011).

Teorema 1 (Teorema de Hartman-Grobman). Seja E um aberto do R" contendo a origem,
f € CHE), ¢ o fluxo do sistema ndo-linear (70). Suponha f(0) = 0 e que a matriz A = D f(0)
ndo possua autovalores com parte real nula. Entdo, existe um homeomorfismo H de um aberto
U contendo a origem em um aberto V' contendo a origem tal que para cada xy € U, existe um

aberto Iy C R contendo O tal que para todo t € I

Hooy(z0) = e H (zo)

isto é, as trajetorias de (70) proximas a origem sdo levadas em (71) proximas a origem e o

tempo é preservado.

Uma prova do Teorema de Hartman-Grobman pode ser encontrada em Dumortier, Llibre e
Artés (2006).



