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Resumo

Este trabalho estabelece uma conexdo entre duas disciplinas da Matemaética: Al-
gebra Linear e Teoria dos Conjuntos. O objetivo principal é responder a seguinte
pergunta: E possivel dar a um mesmo conjunto mais do que uma estrutura
de Espaco Vetorial? Para isto mostraremos que: "Se conhecermos uma estrutura
de espaco vetorial num conjunto V' entao podemos dar a V' tantas outras estruturas
de espaco vetorial quantas forem as classes de equivaléncia de bijecoes de V' em V,
segundo a relacao ~ do Teorema 3.10 ". Também construiremos varios exemplos inu-
sitados de espacos vetoriais que nao sdo comumente discutidos num curso de Algebra
Linear, como aplicagdo do Teorema 3.7 (Teorema da Estrutura), pagina 38, que é o

principal resultado deste trabalho.

Palavras-chave: Espacos Vetoriais, Conjuntos, Funcoes, Bijegoes.



Abstract

This work establishes a connection between two disciplines of Mathematics: Linear
Algebra and Sets Theory. The main objective is to answer the following question: Is it
possible to give to the same set more than a vector space structure? For this
we will show that: "If we know a vector space structure in a set V' then we can give
V' as many other vector space structures as the equivalence classes of bijections from
V into V, according to the relation ~ of the Theorem 3.10, from the page 38 ". We
will also construct several unusual examples of vector spaces that are not commonly
discussed in a Linear Algebra course, as an application of the Theorem 3.7 (Structure

Theorem), page 38 , which is the main result of this work.

Keywords: Vector Spaces, Sets, Functions, Bijections.
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1 Introducao

A teoria dos conjuntos é um dos pilares da Matemética por sua importancia e por
ser aplicada naturalmente em todas as subareas da Matematica, como Anélise, Algebra
e Topologia.

“Segundo Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 — 1918): “Um conjunto
¢ qualquer colecao de objetos definidos, distinguiveis, de nossa intuicao ou de nosso
intelecto, para serem concebidos como um todo. Os objetos sao chamados os elementos
(membros) do conjunto” |Gilmar Peres Novaes, Introducao a Teoria dos Conjuntos,
SBM, 2018]”

Um espaco vetorial ¢ um conjunto, munido de duas operacoes, satisfazendo certas
propriedades. Assim, sdo espagos vetorias bem conhecidos: o conjunto das n-uplas
de ntimeros reais, o conjunto das matrizes n X n de ntmeros complexos, o conjunto
das funcgoes reais, entre outros; todos munidos com as operagoes usuais. Porém nao é
esperado, por exemplo, que um hiperboldide reunido com um ponto nao pertencente a
ele, tenha uma estrutura de espaco vetorial.

Este trabalho, além de exibir exemplos interessantes de espacos vetoriais, ainda
mostra uma infinidade de possibilidades de um mesmo conjunto ser espago vetorial com
operagoes nao usuais, ou seja, neste trabalho é quantificado as possiveis construgoes de
espago vetorial, fixado um dado conjunto.

Vale destacar que embora tenhamos realizado um estudo sobre todos os conceitos
e resultados pertinentes ao tema, a “beleza” deste trabalho estd na construcao dos
exemplos inéditos de espagos vetoriais. Portanto, a maior parte do texto é inédito,
trazendo uma contribuicdo relevante a area da Algebra Linear.

Assim, estabelecemos uma conexdo entre a Algebra Linear e a Teoria dos Conjuntos.

Este trabalho sera desenvolvido da seguinte forma:

a) no Capitulo 2, exibiremos varios exemplos de bije¢oes que serao tuteis para a cons-

trucao de exemplos no Capitulo 4, como por exemplo, a Projecao Estereogréfica.

b) no Capitulo 3, responderemos a pergunta : E possivel dar a um mesmo

conjunto mais do que uma estrutura de Espago Vetorial?

¢) no Capitulo 4 construiremos vérios exemplos inéditos de Espagos Vetoriais.



Para o desenvolvimento deste trabalho usamos as referéncias [1], [2], [3], [4] e [5] e

nos comentarios finais a referéncia [6].



2 Conjuntos e Funcoes

Neste capitulo daremos defini¢goes, teoremas e exemplos de bije¢oes que serao im-
portantes para o desenvolvimento dos capitulos posteriores. Para maiores detalhes veja

as referéncias [3] e [4].

2.1 Conjuntos

Se S é um conjunto e x é um objeto do conjunto S, dizemos que x ¢ um membro
de S ou que = é um elemento de S ou ainda que x pertence a S ou simplesmente
que r estd em S. Se S possui apenas um numero finito de membros, x4, ..., x,,

frequentemente descrevemos S exibindo seus elementos dentro de chaves:
S =A{x1, ...,z }.
Por exemplo, o conjunto S dos inteiros positivos de 1 a 5 é:
S ={1,2,3,4,5}.

Se S e T sao conjuntos, dizemos que S é um subconjunto de T, ou que S esta
contido em 7', se cada membro de S é um membro de 7. Cada conjunto S é um
subconjunto de si mesmo. Se S é um subconjunto de 7" mas S e T' nao sao idénti-
cos, denominamos S um subconjunto préprio de 7. Em outras palavras, S é um
subconjunto proprio de 1" se S esta contido em 7' mas T nao esta contido em S.

Se S e T sao conjuntos, a reuniao de S com T é o conjunto S U T, constituido
de todos os objetos x que sao membros de S ou de T. A intersegao de S com T é
o conjunto S NT, formado por todos os x que sao membros de S e de T. Para dois
conjuntos arbitrarios, S e T', a intersecao S NI" é um subconjunto da reuniao S UT.
Assim, quando dizemos que x estd em S ou em 7', nao excluimos a possibilidade de x
estar em ambos S e T.

Para que a intersecao de S e T seja sempre um conjunto, é necessario introduzir o
conjunto vazio, isto é, o conjunto sem elementos, o qual denotaremos por (). Entao

o conjunto S NT = () se, e somente se, S e T nao tém elementos em comum.

10
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2.2 Funcoes

Uma funcao consiste do seguinte:

(I) um conjunto X, denominado o dominio da fungao;
(IT) um conjunto Y, denominado o contradominio da funcao;
(ITI) uma regra f, que associa a cada elemento € X um tnico elemento f(z) € Y.

Denotaremos por
f: X —- Y
Existem outras palavras que sao comumente usadas no lugar da palavra "funcao".
Algumas delas sao "transformacao", "operador" e "aplicagao".

Se f é uma fungdo de X em Y, a imagem de f é o conjunto dos f(x), para todo
x em X. Em outras palavras, a imagem de f consiste dos elementos y em Y tais que
y = f(z), para algum x em X. Se a imagem de f é todo o conjunto Y, dizemos que
f é uma fungao sobrejetora de X em Y ou simplesmente que f é sobrejetora. A
imagem de f é frequentemente indicada por f(X).

Seja f uma funcao de X em Y, f serd chamada de fungao injetora se tem a
propriedade de que se x; # x5, entdo f(x1) # f(z2), ou equivalentemente, se f(x1) =
f(z2), entdo x1 = xs.

Suponhamos que X, Y e Z sejam conjuntos, que f seja uma funcao de X em Y e
que h seja uma funcao de Y em Z. Existe, associada a f e h, uma funcao ho f de X

em Z, conhecida como a composta de h e f. Tal funcao é definida por

(ho f)(x) = h(f(x)).

2.2.1 Bijecoes

Seja f uma funcaode X em Y, f é bijetora se, e somente se, é injetora e sobrejetora.
Ou seja, f € bijetora se, e somente se, para qualquer y € Y existe um tnico x € X, tal
que f(x) = y. Por exemplo, a funcao identidade sobre X, f(x) = z. Denotaremos a
funcao identidade sobre um conjunto qualquer Z por Id.

Seja f uma funcao de X em Y. Dizemos que f é inversivel se existe uma funcao

gdeY em X tal que
(i) go f é a fungao identidade sobre X;
(ii) f og é a funcdo identidade sobre Y.
Neste caso denotaremos g por 1.

Teorema 2.1. Sejam f uma funcao de X em Y e g uma funcao de Y em X. Se

fog=Idy entao f € sobrejetora e g € injetora.
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Demonstragcao. Primeiramente, vamos mostrar que a funcao f é sobrejetora. De fato,
dadoy € Y, tome g(y) € X. Entao f(g(y)) = (fog)(y) = Idy(y) = y. Agora, provemos
que a funcao g ¢ injetora. De fato, se g(x1) = g(z3) entao f(g(z1)) = f(g(x2)). Logo,
(fog)(x1) = (fog)(xs) edai Idy(z1) = Idy(z2) e portanto x; = z. O

Observacao 2.2. De forma andloga, se gof = Idx entao f € injetora e g € sobrejetora.
Teorema 2.3. Uma funcgao [ € inversivel se, e somente se, f € bijetora.

Demonstracao. Da definigao de f ser inversivel segue pelo Teorema 2.1 e Observacao
2.2 que f é bijetora. Também se f : X — Y for bijetora entao para cada y € Y
existe um unico x € X tal que f(x) = y. Defina g : Y — X por ¢g(y) = z. Entéo

(g0 f)(x) = g(f(2)) = g(y) = 2 = Idx(x) para todo z € X e (fog)(y) = flg(y)) =
f(z) =y = Idy(y) para todo y € Y. Logo f é inversivel. O

Teorema 2.4. Se f: X — Y eqg:Y — Z sdo funcoes bijetoras entio go f : X — Z

€ uma fungao bijetora.

Demonstracao. Como f e g sao bijetoras existem f~! e ¢g~' funcoes inversas de f

e g, respectivamente. Mostremos que f~! o ¢~! é a inversa de g o f. De fato, temos

(gof)o(f~tog™!) = go(foft)og™" = goldyog™" = gog~' =Idz e (f 'og ')o(gof) =
flto(glog)of=floldyof=f1lof=1Idx. Logo,go f ¢sobrejetora e injetora
e portanto g o f é bijetora.

]

2.3 Exemplos de Bijecoes

Nesta se¢ao abordaremos varios exemplos de bije¢oes que serao utilizados no Ca-
pitulo 4. Dentre eles, a projecao estereogréfica (que é muito utilizada em cartografia
e cartas nauticas das regides polares) e varias bije¢oes entre figuras geométricas, como
por exemplo, entre o cilindro e o hiperboléide de uma folha.

Todas as figuras, nos exemplos a seguir, foram feitas pela autora do trabalho. Para

isto, foi utilizado o software GeoGebra Classic 5.0.

Exemplo 2.5. Neste ezemplo, construiremos a Projecao Estereogrdfica.

Sejam S™ = {X = (z1,...,Tp, Tny1) € R" i a? + -+ 22 | =1} a esfera unitdria
n-dimensional e N = (0,...,0,1) € S™ o seu pdlo norte. A projecao estereogrifica
definida a sequir, estabelece uma bijegao entre a esfera menos o seu polo norte e o
espaco euclidiano R™ C R**1,

Vamos construir
f:8"={N} - R
X - f(X)=Y

com X = (x1,...,Zn, Tnr1) €Y = (Y1, -, Yn,0), conforme figura a sequir:
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R

Figura 2.1: Projecao Estereografica.

Na figura 2.1 dado um ponto X € S™ — {N}, queremos encontrar Y € R C R"*1.
Para isto tracamos uma semirreta partindo do polo norte N e passando pelo ponto X.
Esta semirreta intercepta R™ C R"™ no ponto Y. Para encontrar o ponto Y vamos
escrever a equagao vetorial da reta r e fazer a (n + 1)-coordenada do ponto da reta r
wqual a 0 para determinamos a funcao f.

Encontremos entao a equacao da reta r:

r:Y = N+AMX-NjiAeR

(0,...,0,1) + A((21, .-, Tp, Tpe1) — (0,...,0,1))
(0,...,0,1) + X@1, ..., Tpy Ty — 1)

= (Az1,..., Az, L+ AMzpy — 1)).

Como Y deve ser um ponto de R® C R"™ temos que 1 + XN xp1 — 1) = 0, ou
equivalentemente, A\ = —1/(xp41 — 1), desde que z,41 # 1.
Logo,
Y = (Azy,...,\z,,0)

—I —Tn
().
Tn41 — Tn+1 —

Consideremos agora, a funcao g, inversa da funcao f,

g:R* — S"—{N}
i = gYi)=Y

comY) = (x1,...,2,,0) €Y = (Y1, -, Yn, Yns1), conforme figura a sequir:
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R

Figura 2.2: Inversa da Projecao Estereografica

De forma andloga, dado um ponto Y, € R™ C R"™, queremos encontrar Y €
S™ — {N}. Para isto tragamos uma semirreta partindo do pélo norte N e passando
pelo ponto Yy. Esta semirreta intercepta S™ — {N} no ponto Y. Para encontrar o
ponto Y € S™ — {N} wvamos escrever a equagio vetorial da reta s, fazer a (n + 1)-
coordenada do ponto da reta s diferente de 1 e impor que sua norma € igual a 1, para
determinarmos a func¢ao g.

Encontremos entao a equacao da reta s:

s:Y = N+AY;—N);AeR
= (0,0,0,...,0,1) + AX((z1,...,24,0) = (0,0,0,...,0,1))
= (0,0,0,...,0,1) + A(z1,...,2,,—1)
= (Azq,..., Az, 1 = A).

Observemos que como N nao estd na imagem de g, seque que
1—X # 1 eportanto X # 0.
Além disso, comoY € S™ — {N},

Ny 4+ M2 4 (1-N)?2 =
Nyi 4+ XN 1 =20+ N =
Nyi+-+yp+1)—20 =
AN+ +yn+1)—2] =

O O ==

entio AN(y? + -+ +y2+1) — 2 =0, pois temos que X\ # 0. Portanto

2

A= :
Vgl
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le 2yn 2
Y = ([ e — 11— .
yi+ o tyn 1 yit+oo Ayl yi oot yn 1
251 2Yn y%+--~+yg—1)
vttt Tt Uy typ 1)

Definimos assim as fungoes f e g, respectivamente, por:

—I —Tn

flx) = <xn+1_1,...,$n+1_1>,V$=(I1,...,$n+1)65 —{N} e

ittt Tt Ui+ 1)
Yy =(y1,....ya) ER™

Verifiquemos agora que a funcao f € sobrejetora e injetora.

Com efeito,

1. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € sobrejetora, basta mostrar que f o g = Idgn.

De fato,

9Ny = 24 ... 2 T2 2 Tyt 4. 2

yi+--+tuys+1 yi+-ty,+1yi+--+y,+1

_ yit+o 4yl yit-otynt+l
yitotya—l g -1
yit+tyn+l yit+otyn+1

_ yit-typt+l yit+-typt+l

= 5 5
yit+ootyn+1 yit+otyn+1

= W-yn) =y = Ldpn(y).
Portanto, f ¢ sobrejetora.

2. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € injetora, basta mostrar que go f = Idgn_{n).
De fato,
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o) = o)

Ty — 1 Tp+1 —
25E1
_ Tn+1 — 1
xl 2 mn 2 9 Y
-+ ] +1
Tppr — 1 5 T — 1
T
_xn—i-l —1

xr 2 X 2 7
(_—1> +...+<_—”) +1
Tpy1 — 1 Tpt1 — 1

) o (a)
4ot +1
xn+1_1> < xn-l—l_l)

2z, z? 4g x? 1
_ xn—i—l — 1 Tpt+1 — 1 ($n+1 _ 1)2 (anrl B 1)2

e ) , —5
xn-ﬁ-l - 1 (xn+1 - 1) (xn-l—l - 1)
—2.’131 —211}” _an—i—l
_ $n+1 Tpy1 — 1 (g1 — 1)
o T -2 ’ -2
(g1 — 1) (@pt1 —1) (@41 — 1)
= (z1,..., %, Tpg1) = & = Idgn_yny(2).

Portanto, f € injetora.

Sendo f uma fungao sobrejetora e injetora, entao f é uma fun¢ao bijetora com inversa
g.

Exemplo 2.6. Neste exemplo, exibiremos uma bijecao entre o conjunto V =10, 00| e

o conjunto R. Note que a funcao

f:v - R

xr +— Inz
estabelece uma bijegao entre V e o espago euclidiano R, cuja inversa é dada por

g R — V
y = ev.

Verifigquemos agora que a funcao f € sobrejetora e injetora.

Com efeito,
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1. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € sobrejetora, basta mostrar que f o g = Idg.
De fato,
(feg)ly) = flg())
f(e?)
In(e¥)
=Y
= Idr(y).

Portanto, f é sobrejetora.

2. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € injetora, basta mostrar que go f = Idy. De
fato,
(go f)lx) = g(f(z))

Logo, [ € injetora.

Portanto, f é uma fungao sobrejetora e injetora, isto é f é uma funcao bijetora

com nversa g.

Exemplo 2.7. Neste exemplo, exibiremos uma bijecao entre M = [—1,0[U]1,00[ e N =
10,00[. Seja f: M — N definida por f(x) = x?, para todo x € M. Evidentemente, f
¢ uma bijecao de M sobre N e sua inversa g : N — M ¢é dada por

B VY, se y €]l o0,
9y) = { -y, se yel0,1].
De fato,

1. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € sobrejetora, basta mostrar que fo g = Idy.
De fato,

(feg)y) = [flg()

(

)
f(_\/y)> se y€]0,1]
2 se yell, oo,
2. se ye0,1]

= Idn(y), y€]0,00].

Portanto, f € sobrejetora.
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2. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € injetora, basta mostrar que go f = Idy;. De
fato,
(go f)lx) = g(f(x))
_ 2

Va2, se x€]l,00],
—Va?, se xe€[-1,0]
xr, se x€]|l,00[,

—|z|, se x€[-1,0]
x, se z €]l 00,
—(—x), se ze€[-1,0]

B xr, se x €|l 00[,
z, se z€[-1,0]
z, x€[-1,0[U]1,00]
= Ildy(z),z € M.

Portanto, f € injetora.

Logo, como f € uma func¢ao sobrejetora e injetora, entao f € uma funcao bijetora

com nversa g.

Exemplo 2.8. Neste ezemplo, construiremos uma bijecao entre a circunferéncia menos
o polo norte e o quadrado menos o polo norte. Para isto consideremos as figuras a

sequir, onde o pdlo norte é dado por N = (0,1).

Figura 2.3: S? — {N} = {(z1,20) e R? : 22 + 25 =1} — {(0,1)}
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Figura 2.4: T — {N} = {(z1,22) € R? : |z1] + |22| = 1} — {(0,1)}

Definamos a funcao

f:8'—{N} — T-{N}
X = X

onde X € obtido da sequinte forma: dado um ponto X, = (x1,x2) € S'—{N}, tracamos
uma semirreta partindo da origem e passando pelo ponto Xi. Esta semirreta intercepta
o quadrado menos seu polo norte no ponto X. Para determinar o ponto X devemos
encontrar a equa¢ao vetorial da reta r e impor que o ponto da reta esteja em T —{N},

para determinarmos a funcao f, conforme a figura a sequir.

Figura 2.5: Funcao f: S' — {N} - T — {N}

Consideremos a equacao da semirreta r:

r: X = (0,0)+ A(z1,22); A >0
= ()\CCl,)\.Z'Q),)\ >0
e definamos
f:8'—{N} — T-{N}
X1 = X



Exemplos de Bijegoes

Como X € T —{N} e X >0, temos que

| Az1| + | Az2] 1
(Alfi] + [Allze] = 1
(Al(Jz1] + [z2]) = 1
A(lzi] + |z2]) = 1

A= ;>0.
21| + |22

Logo,

FiS (N} = T—{N}

I i) .
Xy = (11,m2) = X = (\vy,Amp) = (|x1| ol T+ |$2|)

Definamos agora, a fungao g, inversa da funcao f,

g:T—{N} — S'—{N}
Y —» Y

De forma andloga, dado um pontoY = (y1,y2) € T —{N}, tracamos uma semirreta
partindo da origem e passando pelo ponto Y . Esta semirreta intercepta a circunferéncia
menos seu polo norte no ponto Y. Para determinar o ponto Y, devemos encontrar a
equagdo vetorial da semirreta s e impor que o ponto da semirreta esteja em S* — { N},

para determinar a fungao g, conforme a figura a sequir.

Figura 2.6: Fungao g : T — {N} — S' — {N}

Consideremos a equacao da semirreta s:

s:Y1T = (0,0)+ XMy, v2)
= (Ay1, A\ya); A > 0.

Como Yy € St —{N}, entdo
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(A1)? + (A\y2)? = 1
Nyt +Nys =1
Myi+ys) =1

A2 =

1

VIE+Y

g:T—{N} — Sl—{N}

Y = (y1,150) — le( s v )

VE+E VR

ecomo >0, \=

Logo,

Definimos assim as fungoes f e g:

I )
) = ) ) ) 651_ N
S, z2) <|x1|+|a:2| |xlr+|x2|> (22,22) N} e

A Y2
gy, y2) = : ,(y1,92) € T — {N}.
<¢ﬁ+y3v@%+£>

Verifiquemos agora que a funcao f € sobrejetora e injetora.
Com efeito,

1. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € sobrejetora, basta mostrar que fog = Idp_{ny.

De fato, para quaisquer (yi,y2) € T —{N},

(fog)(yl’?ﬁ) = f(g(y1>y2))

_ f Y1 Y2
VIE+3E i+

U1 Y2

_ VUit VUit
Y1 Yo Y1
VUit

Y2

VUi + 3

_|_

_|_
Vit |Vt s
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n Y2

Vi ViR +
1]+ |y2l 7 lys] + |yel

VIR Vi + 3

Al Y2
VB VRt
= T " 1

VIE+ Y VI3

:< v Yty _\/y%+y%>
Vit 1 V43 !

= (Z/l, 92)

= IdT—{N}(ZUl; y2).

Portanto, f € sobrejetora.

2. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € injetora, basta mostrar que go f = Idg_¢ny.

De fato, para quaisquer (z1,x) € ST — {N},

(go f)(w1,m2) = g(f(x1,22))

= g )
21| + 2] |21] + |22

X
21| + |22

- I

X 2 xr 2
(o) * (ore)
|z1] + |2] 21| + |2

X2
|z1] + |2

T 2 i 2
(i) + (mrem)
ol +Joal) " \Jai] + [

T )
21| + |2 21| + [

12 + 22 2?2 + 23
(Jer] + |z2])? | (21| + |2])?
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I o)
21| + [@2|  [21] + |22
Vit a3 /ol + a3
21| + |zo|  |z1| + |22]

_ I LI S vy || s
1|+ [z2| /2] +2F |l + 2] /2T + 23
i i)

Vat+a3 Vai+ a3
= (Il,iUQ)

= Idslf{N}(JJl,ﬂ?z);

desde que em S' —{N} temos a3 + x5 = 1. Portanto, f € injetora.

Sendo f uma fungao sobrejetora e injetora, entio f € uma func¢dao bijetora com

muersa g.

Exemplo 2.9. Neste exemplo, vamos definir uma bijecao entre o intervalo aberto

10,27] e o circulo unitdrio do plano euclidiano menos o ponto (1,0), a saber,

S'—{(1,0)} = {(z,y) e R% 2 +y* =1} — {(1,0)} .

Para isto definamos a fungio f :]0,2x[— S' — {(1,0)} por f(t) = (cost,sent), para
todo t €]0, 27 .

Observando que todo p € S* — {(1,0)} se escreve como p = (cost,sent), para um
tnico t €)0, 2|, defina g : S* — {(1,0)} —]0,2x[, como g(p) = t.

Verifigquemos agora que a funcgao [ € sobrejetora e injetora.

Com efeito,

1. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € sobrejetora, basta mostrar que f o g =

Idgi_{a,0)y- De fato, para qualquer p = (cost,sent) € S' —{(1,0)} temos

(fog)p) = flg(p))

f(t)

= (cost,sent)
= p

= Idsi_{1,0y(p)

Portanto, f € sobrejetora.
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2. Pelo Teorema 2.1, para ver que [ € injetora, basta mostrar que g o f = Idjgox[.
De fato,
(go /)t) = g(f(t))
= g(cost,sent)
= 1
= ]d]o,gﬂ[(t).

Portanto, f € injetora.

Sendo f uma funcao sobrejetora e injetora, entao f € uma fungao bijetora com

MVersa g.

Exemplo 2.10. Neste exemplo, vamos definir uma bijecao entre o intervalo aberto
la,b[ com a < b e a reta R. Para isto, inicialmente, definamos uma bijecao entre o

T
intervalo aberto |a, b e o intervalo aberto ] 35 [ De fato, considere as duas funcoes

. 2
a sequir
T
i |4
r — bfa(ac—a)—g

eq: ]—z T [ — la, b[, definida por

) L b—a ( N 7r>
=a . —.

g\y - Y B

Verifiguemos agora que a funcao f € sobrejetora e injetora. De fato,

1. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € sobrejetora, basta mostrar que fog = Id]_ﬂ 2l
272

(fog)y) = flgv))

_ T

- YTy

=Y

= ]d_zﬁ(y)
=53]

Portanto, f € sobrejetora.
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2. Pelo Teorema 2.1, para ver que [ € injetora, basta mostrar que go f = Idy[.

(goN)lx) = g(f(x))

= a+zxr—a

Portanto, f ¢ injetora.

Sendo f uma funcgao sobrejetora e injetora, entdo f € uma fungao bijetora com inversa

™ T
g. Agora, consideremos h : ]_5’_

[:R — ] —g, g[ dada por l(y) = arctg(y) . Entao

hof:ab] - R
T T
r — tg(b_a(x—a)—§)

¢ inversivel com inversa g ol : R —]a,b[ definida por

gol(y) = glarctg(y)) = a +

Logo, pelo Teorema 2.3 a fungao ho f € bijetora.

a (arctg(y) + g) :

[ — R definida por h(x) = tg(x) com inversa

Exemplo 2.11. Neste ezemplo, vamos exibir uma bijecao entre o plano R? e o cilindro

C reunido com um ponto p & C, que denotaremos por

XZICU{p}:{(x17x27x3) ER?’Z'%—'—%% = 1}U{p}

Definamos a fung¢ao

f R - X,
T T9 1 ) )
) ,‘11’1(1} +x , se
r=(x1,22) — f(z)= <\/x%+x% \/x%+x§ 7 In(2y 2))
p,

Se

z # (0,0)
x = (0,0)
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Consideremos agora, a funcgao g, inversa da funcao f.

g: Xy — R?
(y1€%,y2e™), se  yeC
y=v2y3) — gy =
(0,0), se y={p}
Verifiquemos agora que a funcao f € sobrejetora e injetora.

Com efeito,

1. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € sobrejetora, basta mostrar que fog= Idy,.
De fato, se y € C, entao (f o g)(y) = f(9(y)) = f(y1e”, y2e**) =

_ y1e¥3 yoe¥3 11n (( 6y3)2 +( 63”3)2)
\/(y1€y3)2 + (y2€y3)2’ \/(y16y3)2 T (y2@y3)2’ ) U1 Yo

y1€y3 y2693
= < , , % 1n<€y3)2

evs | eys
= (U5 )
evs | eys
= (1,92, ¥3)
=Yy

e sey = p entio (f o g)(y) = (fog)(p) = £(0,0) = p.
Portanto, fog=1Idx, e f € sobrejetora.

2. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € injetora, basta mostrar que g o f = Idge.
De fato, se x # (0,0), entao
(go f)(x) = g(f(x))
x x
- g( : - ,%ln(l’%w%))

Va?+a3 /a3 + a3

x X
o 1 6% In(z2+22) 2 e% ln(x%+x§)>

Y
Vi 4 a3 Vi 4 a3
1

1
22 + 22 x9n/2% + 22
1

Y
\/xQ—I—a:% x%—l—x%

X

= (z1,22)

= 1z, sex # (0,0)
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e se x = (0,0) entio (go f)(x) = (g0 f)(0,0) = g(f(0,0)) = g(p) = (0,0).
Portanto, go f = Idr2 e f € injetora.

Sendo f uma func¢ao sobrejetora e injetora, entio f € uma funcao bijetora com

muersa g.

Exemplo 2.12. Neste exemplo vamos mostrar que existe uma bijecao entre o cilindro

C reunido com um ponto p ¢ C, que denotaremos por
Xo =CU{p} = {(z1,72,23) € R* : 27 + 23 = 1} U {p}
e o hiperboldide H reunido com um ponto q ¢ H, que denotaremos por
X3 =HU{q} = {(z1,29,73) € R® : 2] + 25 — 25 =1} U {q}.
Vamos definir agora a fungao
f: X — X3

x — f(x)

onde f(x) é obtida da sequinte forma: f(p) = q e dado um ponto X = (x1,x9,23) € C,
tragamos uma semirreta r partindo do ponto A = (0,0, x3) e passando pelo ponto X.
Esta semirreta intercepta o hiperboloide H no ponto Y. Para determinar o ponto Y
devemos encontrar a equac¢ao vetorial da reta r e impor que o ponto da reta r esteja

em H, para determinarmos a funcao f, conforme a figura a sequir.

Figura 2.7: Funcao f: Xy — X3
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Consideremos a equagao da semirreta r:
r: X = ()\11)1,)\1’2,1‘3) ,)\ > 0.
Pela equacao do hiperboldide temos:

()\271)2 + ()\x2)2 — (x3)2 =1
N(z?+2d)—23 = 1.

Como X = (x1,39,23) € C, 23 + 23 =1. Assim,

N —22 =1
A= J1+42d

Logo,

fZXQ — X3

xl\/l +x§,x2\/1 +x§,x3) , se

X:(l'l,l’g,l’g) — Y = (
q, se
Definamos agora, a fungao g, inversa da funcao f,

g:Xg — X5
Y — X.

De forma andloga, dado um ponto Y € H, tragamos uma semirreta s partindo do

ponto A = (0,0,x3) e passando pelo ponto Y. FEsta semirreta intercepta o cilindro C

no ponto X. Para determinar o ponto X devemos encontrar a equagao vetorial da reta

s e impor que o ponto da reta s esteja em C, para determinar a funcao g, conforme a

figura a sequir.

Figura 2.8: Fungao g : X3 — X
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Consideremos a equacao da semirreta s:

s:Y = ()\yl,)\yg,yg) ;A > 0.

Pela equacao do cilindro temos:

(Ay1)? + (Ag2)? = 1
Nyi+y) = L

Como a equagao do hiperboldide € dada por y? + y3 =1+ y3, temos que

Nyi+y) = 1

N(l+y3) = 1
o= (I+yg)™!
A= (1+42)2

Logo,
g:Xg — X5
(y1(1 +yd) (1 + y%)‘%,ys,) , se
Y = (y1,92,43) — X = (Y1,92,y3) € H
b, se Yy =4q.

Definimos assim as funcgoes f e g:

) = { <$1\/ 1 +$§,$2\/1+x§,x3> , se  (xy,m9,23) €C

q, se Tr=7Dp

(&

g(y) _ { (yl(]- + yg)_%vlyQ(l +?J?2,)_%7y3> , S€ (?/1792793) EH
b, se Yy=q.

Verifiquemos agora que a funcao f € sobrejetora e injetora.
Com efeito,

1. Pelo Teorema 2.1, para ver que [ € sobrejetora, basta mostrar que fog = Idx,.
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(feg)y) = [flg(y)

B { f (yl(l +y3)77, (1 +y?2>)7%7y3) ;o ose (Y, y2,y3) €H
f(p), se Y=g

( <(y1(1 + ?J%)_%) V1+ys, <y2(1 + y%)‘%> 1+ y§,y3> , se

- (y1,92,y3) €EH

q, sey=4gq

4

n Yo

—‘\/].‘l‘yQ,_ — 1+y27y3 ) s€
<\/1+y§ Sy ’

(ylay27y3) €EH
q, s¢ Yy=¢

— (y17y27 313) , S€ (Z/173/27 y3> S H
q, s¢ Yy=yq

== [ng (y)
Portanto, f € sobrejetora.

2. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € injetora, basta mostrar que go f = Idy,.

(gof)(x) = g(f(x))

{ g (xl\/1+x§,x2\/l+x§,x3>, se  (wy,m9,13) €C
9(q), se x=p

Se

(
1/ 1+ 22 29y/1 + 23 ” . (21,09, 73) € C
\/1+x§ ) \/1+x§ ) ) ) )

\ p, se T =p
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(xlaanxS) , S€

p, Se€

{

IdX2 (ZL’)

Portanto, f € injetora.

Sendo f uma funcao sobrejetora e injetora,

muersa g.

Exemplo 2.13. Dadas as fungoes

h:R — R
2
T o h(x):{ v
I‘?
e
IR — R
r o l(x):{ VT
x?
definamos as fungoes
f:R? — R?
(@,y) = flz,y) =
e
g:R? — R2
(z,y) — glz,y) =

Verifiguemos que a funcao f € bijetora

Com efeito,

(xlamanS) S C
r=Dp

entao f € uma funcdao bijetora com

se z >0
se z <0
se x>0
se <0
(h(x),y)

(U(z),y)

com 1nVersa g.

1. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € sobrejetora, basta mostrar que f o g = Idg2.

(fog)(z,y)

flg(z,y))
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= Id]R2(x7y>

Portanto, f é sobrejetora.

2. Pelo Teorema 2.1, para ver que f € injetora, basta mostrar que go f = Idg,.

(go flzy) = g(f(x,y))
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= (2,y)

= IdR2(l'7y)

Portanto, f € injetora.

Assim, f € uma funcgao bijetora com inversa g.



3 Espacos Vetoriais

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢coes, daremos alguns exemplos de Es-
pacos Vetoriais e responderemos a pergunta: "E possivel dar a um mesmo conjunto
mais do que uma estrutura de Espaco Vetorial?". Para maiores detalhes veja as refe-

réncias [1] e [2].

3.1 Estrutura de um Espaco Vetorial
Definigao 3.1. Um espago vetorial (ou espaco linear) consiste do sequinte:

1. um corpo F' de escalares;
2. um conjunto V de objetos, denominados vetores;

3. uma regra (ou operacao), dita adigcdo de vetores, que associa a cada par de vetores
x,y em V um vetor x +y em V', denominado a soma de x ey, de maneira tal
que
(A1) a adi¢ao é comutativa, x +y =y + x;

(A2) a adigao € associativa, x+ (y + z) = (x +y) + 2;

(A3) eziste um tnico vetor 0 em V, denominado o vetor nulo, tal que x+0 = x

para todo x em V;
(A4) para cada vetor x em V eziste um inico vetor —x em V tal que x4 (—x) =

0;

4. uma regra (ou operacao), dita multiplicacao escalar, que associa a cada escalar ¢
em I e a cada vetor x em V um vetor c-x em V', denominado o produto de c
por x de maneira tal que
(M1) 12 ==z, para todo x em V;

(M2) (¢1c9) - x=c1-(ca-x);
M3) c-(z+y)=c-xz+c-y;
M4) (4 +e) z=c1-x+c- .

34
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E importante observar, como afirma a definicio, que um espaco vetorial é um
objeto composto de um corpo, um conjunto de "vetores" e duas operacoes com certas
propriedades especiais. O mesmo conjunto de vetores pode ser parte de diversos espacos
vetoriais. Quando nao ha possibilidade de confusao, podemos simplesmente nos referir
ao espaco vetorial por V ou, quando for desejavel especificar o corpo, dizer que V é
um espacgo vetorial sobre o corpo F. O nome "vetor" é aplicado aos elementos do

conjunto V mais por conveniéncia.

3.2 Exemplos de Espacgos Vetoriais

Nesta secao abordaremos alguns exemplos de espagos vetoriais que serao utilizados

na construgao dos espacos vetoriais do capitulo 4.

Exemplo 3.2. O espaco das n-uplas, R™. Seja R o corpo dos reais e seja R™ o conjunto
de todas as n-uplas x = (x1, T, ..., x,) de escalares z; em R. Se y = (y1,y2, ..., Yn) com

y; em R, a soma de x ey € definida por
r+y=(x14+y1,Ts+ Y2, e, T + Yn)-
O produto de um escalar ¢ por um vetor x € definido por
cx = (cxy, cxa, ...\ CTy).

O fato de que esta adi¢cao de vetores e multiplicacao escalar satisfazem as condi-
coes de (A1) até (A4) e (M1) até (M4) € fdcil de verificar, usando as propriedades
semelhantes da adi¢ao e multiplicacao de elementos de R.

Portanto, (R™,+,+) € um espago vetorial sobre o corpo R.

Exemplo 3.3. Seja V = {z € R| 2z >0} =]0,00[. Definamos a adi¢io em V como

sendo a multiplicacao de nimeros reais positivos, isto €,
r@y=2xy, Vr,yeV
e a multiplicagao de um niumero real por um elemento de V' dada por:
aGr=zx% VreV e VaeR.

Com 1sso o conjunto V' se torna um espago vetorial sobre R. De fato, esta adi¢ao
de vetores e multiplica¢ao por escalar satisfazem as condigoes de (A1) até (A4) e (M1)
até (Mj4):

(A1) Comutativa: x@y = xy
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(A2) Associativa: z® (ydz) = =& (yz)

= () @2
= (zdy) D=

(A3) Elemento neutro: 1 € o elemento neutro de V', pois

rdl = =zl
= x, para todo x € V.

(A4) Elemento oposto: x= € o elemento oposto de x, pois

x D b = gzt

= 1, para todo x € V.

M1) 10z = 2t

= x, para todo x em V.

(M2) (cic) @ = xlee2)

(a)°

(@)

1 © (x2)
1O (2 O ).

M3) aG(zdy) = a® (zy)
= (ay)”
= (eor)®(a0y).

(M4) (Cl + CQ) GOrxr = .Z'(CH_CQ)
Tl
(z) & (22)
(c10x)® (ca ® ).

Exemplo 3.4. Seja V = } —g, g [ Definamos a adicao em V|

rdy = arctg(tgr + tgy), Ve,yeV
e a multiplicagao de wm nimero real por um elemento de V dada por:

a®r=arctg(a-tgr), VeV e VaeR.

Com 1sso o conjunto V' se torna um espago vetorial sobre R. De fato, esta adi¢ao
de vetores e multiplica¢ao por escalar satisfazem as condigoes de (A1) até (A4) e (M1)
até (M4):
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(A1) Comutativa: z@®y = arctg(tge + tgy)

= arctg(tgy + tgx)
= ydux.

(A2) Associativa: x® (y®z) = z@ (arctg(tgy + tgz))

arctg(tgx + tgoarctg(tgy + tg 2))
arctg(tgx + (tgy +tg 2))
arctg((tgx + tgy) + tg 2)

arctg(tg o arctg(tgr + tgy) + tg 2)
(arctg(tgz + tgy)) & =

= (z@y) @z

(A3) Elemento neutro: 0 € o elemento neutro de V', pois

r®0 = arctg(tgx + tg0)
arctg(tg )

= x, para todo x € V.

(A4) Elemento oposto: —x é o elemento oposto de x, pois

r® (—x) = arctg(tgz + tg(—x))
= arctg(tgr — tgz)
= arctg0
= 0, para todo x € V.

(M1) 1oz = arctg(l-tgz)
= arctg(tgz)

= x, para todo x em V.

(M2) (c1e2) @z

(M3) a®(zdy)

arctg((cicz) - tgx)

arctg(cy - (c2 - tg )

arctg(c; - tgoarctg(cy - tgx))
1O (

1 O (

arctg(cy - tg))
Co ® ZL’)

a © (arctg(tgz + tgy))

arctg(a - tgoarctg(tgx + tgy))

arctg(a - (tgx +tgy))

arctg(a - tgx + a - tgy)

arctg(tg o arctg(a - tg x) + tgoarctg(a - tgy))
(arctg(a - tgz)) @ (arctg(a - tgy))

(@@ z) & (a0y)
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(M4) (c1+c) 0z = arctg((cp + ) - tgx)
= arctg(c; - tgx + co - tgx)
= arctg(tgoarctg(c; - tgz) + tgoarctg(cy - tgx))
= arctg(c; - tgx) @ arctg(cy - tgx)
= (0x)® (2 ®x).

O elemento neutro de V = } —g, g[ ¢y =0 e o elemento oposto de x €] — g, g[ €
—.

3.3 'Transformacoes Lineares e Isomorfismos

Iniciamos esta secao com defini¢oes de aplicacoes especiais entre espagos vetoriais,

a saber,

Definicao 3.5. Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo F'. Uma transformacao

linear de V em W € uma funciao T de V em W, tal que
T(cx+y) = cT'(x) +T(y)
para todos x ey em V e todos os escalares ¢ em F'.

Definicao 3.6. Se V' e W sao espagos vetoriais sobre o corpo F', uma transformagao
linear bijetora (injetora e sobrejetora) T de V- em W é denominada um isomorfismo

de V em W. Se existir um isomorfismo de V em W, diremos que V € isomorfo a W .

3.4 Resultado Principal

Esta secdo tem como principal objetivo responder a seguinte pergunta: E possivel
dar a um mesmo conjunto mais do que uma estrutura de Espago Vetorial?

Para isso provaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.7 (Teorema da Estrutura). Sejam V' um conjunto ndo-vazio arbitrdrio e
(W, +, ) um espago vetorial sobre o corpo F. Se existe uma fun¢ao bijetora f -V — W,
entio podemos definir operagoes @ e @ em V' de modo que (V,®,®) seja também um

espaco vetorial sobre o corpo F.

Demonstracao. Consideremos a funcao inversa ¢ = f~! e definamos para quaisquer
V1, Vg < V,
v1 ®vg = g(f(v1) + f(v2))

e para qualquer o € F' e v € V definamos

a®v=gla- f(v)).

Mostremos que (V, @, ®) é um espago vetorial sobre F. De fato, para quaisquer z,y e

zem V ec,c e cy em F temos:
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Lz@y=g(f(x)+ f(y) = g(f(y)+ f(z)) = y®x, pois a adigdo “4” é comutativa

em W.

2. 20 (y®z) =x09(f(y)+[(2) = g(f(@)+(fog(f(y)+f(2)) = g(f(z)+(f(y)+
f(2)) = g((f(x) + f(y) + f(2) = g(f o g(f(x) + f(y) + f(2)) = g(f(g(f(z) +
FW))+f2)=g(f(x)+ f(y)®z=(xdy)® z, pois a adigdo “+” é associativa
em W.

3. Como existe um tnico vetor 0 em W tal que w+ 0 = w para todo w € W, entao
g(0) é unicamente determinado (pois g é bijetora) e x®g(0) = g(f(z)+f(g(0))) =
9(f(x) +(f 2 9)(0)) = g(f(2) +0) = g(f(x)) = (9o f)(x) = =, para todo = € W

4. Como para cada vetor w em W existe um tnico vetor —w em W tal que w +
(—w) = 0 entdo para cada vetor x em V| —f(z) é unicamente determinado em
W tal que f(x)+ (—f(z)) = 0 e portanto g(—f(z)) é unicamente determinado
em V ( pois g é bijetora) e temos que x ® g(—f(z)) = g(f(x) + f(g(—f(x)))) =
g(f(x) + (fog)(=[f()) = g(f(z) + (= f(x))) = 9(0).

b. 1oz =g(l- f(z)) =g(f(z)) = (g0 f)(z) = z.

6. (c162) © x = g((crca) - f(2)) = gler - e+ f(x))) = gler- (fog)lea- f(x))) =
gler- flglea- f(2)))) = 1 ©glez- f(z)) = (a1 © (2 © 2)).

7. co@ay)=cog(f(r)+ fly) =glc- flg(f(z)+ f(y))) =glc- (fog)(f(z)+
fW)) =gle-(f(@)+ f(y)) = glc- f(x)+c f(y) = g((fog)(c f(x))+(fog)(c
fW)) = g(f(gle- f(x)+ flglc- f(v))) = glc- f(x)) Dglc- f(y) = cOz®cOY.

8. (c1+e)©x=g((c1+e2) fz)) =gler- f(x)+ca- g
(fog)(ea-f(2))) = g(f(gler-f(2)))+ f(g(ea- f()))) = gler- f(x)) Bglea- fz)) =
citOTDceO.

]

Observacgao 3.8. Da mesma forma, se (V,+,-) € um espaco vetorial e f é uma bijecao
de V- em W podemos dar uma estrutura de espago vetorial para W definindo a adi¢ao
@ e a multiplicacao por escalar ©® da sequinte forma:

Sendo g = f~% a funcdo inversa de f, definimos

wy @ wy = f(g(w1) + g(wa))

a®wy = fla-g(w))

Teorema 3.9. Se (V,+,-) é um espago vetorial sobre o corpo F e f : (V,+,) —
(V,+,-) € um isomorfismo, entdo as operagoes @ e @, definidas na demonstra¢io do

Teorema 3.7, coincidem com as operagoes + e -, respectivamente.
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Demonstracao. Com efeito, denotando por f~! a funcao inversa de f, temos para
quaisquer vy, vy € V,

U1 D vy S (1) 4 f(v2))
U (v + v2))
(f~to f)(vi +va)
= idv(Ul + ’Ug)

= v+ V9
e para qualquer « € FeveV
a®v = fHa-f(v)
= [(fla-v)
(ftof)la-v)
= idy(a-v)
= a-v

O

Seja (V,+,-) um espago vetorial sobre K e denotemos por Bij(V') o conjunto de
todas as bijecoes de V' em V. Neste conjunto, definamos a seguinte relacao ~ : Dadas
duas fungoes f,g € Bij(V) dizemos que f ~ ¢ se, e somente se, para quaisquer
oo € Vea € K, f(f(u) + f() = g glor) + g(e2)) e [ a - f(v) =
g - g(v)).

Entao temos o seguinte

Teorema 3.10. A relagio ~ € uma relagao de equivaléncia definida no conjunto
Bij(V)

Demonstragao. Com efeito, para quaisquer f,g,h € Bij(V), temos:

1. f ~ f pois para quaisquer vy, v9,v € Vea € K, f~1(f(v1)+f(va)) = f71(f(v1)+
f(v2)) e f7H e fv) = f~H(a- f(v)).

2. Se f ~ g entdao para quaisquer vy, v9,v € Ve a € K, f7(f(v1) + f(v2)) =
97 (g(v1)+g(v2)) e [~ a- f(v)) = g7 (a-g(v)). Logo, para quaisquer vy, vy, v € V

ca€ K, g7 (g(vi) +g(v2)) = f7H(f(v1) + f(v2)) e g7 e g(v)) = fHa - g(0v)).
Portanto g ~ f

+

3.Se f ~geg ~ hentdo para quaisquer v;,vy,v € V e a € K, f1(f(vy)
f(02)) = g7 g(v1) + g(v2) = h7 (h(v1) + h(v2)) e f7H e f(v)) = g7 (e~ g(v))
h=Y(h(vi) + h(ve)). Logo, para quaisquer vi,v5,v € V e a € K,fY(f(v1) +
f(v2)) = h7Y(h(v1) + h(vg)) e f~Ha - f(v)) =h ' (a-h(v)) e portanto f ~ h.
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Assim, podemos formar o conjunto m de todas as classes de equivaléncia de
bijegoes f : V — V, denotada por [f], isto &,
Bij(V)

onde [f] = {g € Bij(V); f ~ g}.
Como uma consequéncia direta dos Teorema 3.7 e Teorema 3.10 temos o

={lf: f € Bij(V)},

Corolario 3.11. Se conhecermos uma estrutura de espago vetorial num conjunto V
entao podemos dar ao conjunto V' tantas outras estruturas de espaco vetorial quantas
forem as classes de equivaléncias de bijecoes de V' em V', sequndo a relagio ~ do
Teorema 3.10.

O Teorema Principal e seu corolario nos permitira construir no Capitulo 4, varios
exemplos inusitados de Espacos Vetoriais que nao sao comumente discutidos num curso
de Algebra Linear, bem como, apresentar mais do que uma estrutura de Espago Vetorial

para um mesmo conjunto.



4 Construcao da conexao

Neste capitulo daremos varios exemplos de Espacos Vetoriais que nao sao comu-
mente discutidos num curso de Algebra Linear. Para isso utilizaremos os exemplos
apresentados nas secoes 2.3 e 3.2 e aplicaremos o Teorema 3.7, a Observacao 3.8 e
o Corolario 3.11. Gostarfamos de destacar a originalidade deste Capitulo, j4 que na

literatura desconhecemos tais exemplos de Espagos Vetoriais.

4.1 O espago vetorial 5" — {N}

Sejam S = {z € R""!; 27 + ... + 22, = 1} a esfera unitaria n-dimensional, com
n>1leN=(0,..0,1) € S* o seu polo norte. Vimos que a projecao estereografica
definida por

f:5"—{N} — R"
— f — "
g (z) (xnl—l"”’xnl—l)

com & = (Z1,...,Tpn, Tpe1) € bijetora com inversa

g:R* — S"—{N}

21 2Yn yietyi—1
y = 9 =1 R 2 142 2
vttty t+l v+ tyn Ly eyt

com Yy = (Y1, e, Yn)-
Como (R™,+,-) é espago vetorial com as operacoes usuais de adigao e multipli-

cacdo, e f é uma bijecao de S™ — {N} em R", podemos entdo, de acordo com o
Teorema 3.7 (Teorema da Estrutura), dar a S™ — {/N} uma estrutura de espago veto-
rial, definindo em S™ — {N} as operagoes @ e ® da seguinte forma: para quaisquer

U= (Up, ., Up, Upy1), 0 = (V1. ., U, Vps1) € S" —{N} e c €R, definimos

42
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u®v = g(f(u)+ f(v))

o o U Uy (= U1 Un,
g un+1_1’.“, un+1_1 UnJrl_l, ’ Un+1_1
. U1 (%1 Un, U,
- Upp1 — 1 vy — 1 7 Upp1 — 1 vpy — 1
= g (_ul(vn+1 B 1) + Ul(un+1 B 1) _un(anrl - 1) + Un(unJrl - 1))
(Unt1 — 1) (Vn41 — 1) Y (Unt1 — D) (vp41 — 1)

Un+1 —1 Un+1 —1 (Un+1 - 1)(Un+1 - 1)

( N vn+1—1 +v1(un+1) 1)> [(ul(vn+1—1)+U1(“n+1—1))2+...+

U (Vpg1 — 1) + vp(Upg1 — 1)
(- )

Un+1 Un+1 (Un+1 - 1)(Un+1 - 1)

<u Ung1 —i—v u+1 )+1

(Ul Unt1 — + V1 (Unt1 — ) s (Un Upg1 — 1) 4 Vp (Ung1 — 1)>2 1

Un+1 Un+1 - 1 Un+1 1)(Un+1 - 1)

<u1 Unt1 — 1) + v1(tpyr — 1)) T <un(vn+1 — 1) + v (tpg1 — 1))2 »
(Un+1 — 1) (vpg1 — 1) (Unt1 — D) (vp41 — 1)

(u1 Unt1 — + V1 (Un g1 — 1))2 L. (Un(vnﬂ — 1) + v (ung1 — 1))2 1
) (un-i-l - 1)(Un+1 - 1)

(U1 — 1) (vpg1 — 1

= (=2 (u1(vn+1 = 1) + vi(tn+1 — 1)) (Un1 — D(vpp1 — 1)) [(wr (vpgr — 1)+ :
it = D) 4 4 (un(Ongr = 1) + 0t — 1)) + (1 = V(v — 1))%)]

v (52 (un(vngr — 1) + on(upgr — 1)) (tngr — 1) (0nga — 1)) [(w1(vngr — 1)+ )

it = D) 4 4 (un(Ongr = 1) + vt — 1)) + (1 = V(v — 1))%)]

((u (Vng1 — 1) + v1(Uns1 — 1)) 4+t (Un (Vg1 — 1) + On (U1 — 1))2 -

((tn1 — 1) (vng1 — 1)) [(ur(0ps1 — 1) + 01 (tgr — 1))° + - 1

(n(vn1 = 1)+ vt = 1)) + (s = Dons = 1))°] )
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= (=2 (w(vps1 = 1) +o1(tpsr = 1)) (Unsr = D(vpr — 1)) [(Wd + -+ +u)
(Vpp1 — 12+ 2 (wqvr + - + upvy) (Ung1r — 1) (0pg1 — 1) + (03 + - +02)

(Unt1 — 1)2 + ((Unt1 — 1) (Vpt1 — 1))2] . (=2 (un(vnp1 — 1) + vnlttnyr — 1))

(tn1 = 1) (vny1 — 1)) [(uf +un) (Unpr — 1% 42 (wvr + -+ + unvn)

(st = 1)1 — 1) 4 @3+ -+ 02) (W — 1) 4 (W — 1) (vns — 1))

((ul(anrl — 1) +vi(tpy1 — 1))2 + o (Un (Vg1 — 1) + On(Ung1 — 1))2

— (g1 = D@1 — 1)) [ (W1 = 1) + 01 (s = 1))* 4 -+ (n (Vg1 — 1)
0 (gt — 1)+ (1 — 1) (g1 — 1))°])

= (=2 (u1(vnsr = 1)+ 01(tng1 = 1)) (tng1 — 1) (vpsr — 1)) [(1T = wdyy) (Ung1 — 1)°
+2 (ugv1 + -+ UpUn) (Uns1 — 1) (0ns1 — 1) + (1= 02,) (Uns1 — 1)°+

((ung1 — 1) (vny1 — 1))2]_1 yoes (=2 (Un(Ungr = 1) + vp(Ungr — 1)) (Uny1 — 1)

(Vnsr = D) [(Wf + -+ u3) (Unpr = 1)* + 2 (wor + - + ulnvn) (tnt1 = 1)(Uns1 — 1)
+ (0 44 02) (g = 1)+ (g = D(van = D) (i (vngr = 1)

01 (g1 = 1)" 4+ (n(Onp1 = 1) + 0p(tngr = 1))* = (g1 = 1)(vns1 = 1))%)
[(w1(vng1 = 1) + vi(uppr - D)+ + (un(vnp1 = D4 vp(tngs — 1))+
(ns1 = Do = 1))°] )

= ((=2(u1(vps1 = 1) + v1(unr = 1)) [T+ wps) (1 = vpa) + 2 (wavr + -+ + upvy) +
(1 + vng1) (1 = tngr) + ((Ungr — D) (vng1 — 1))]71 sy (=2 (un(vnyr — 1)

F0n(tn1 = 1)) [(1+ tng1) (1 = vnga) + 2 (wror + - -+ + unvn) + (1 + vpga)
(1 = wps1) + ((Un+1 — 1) (0ns1 — 1))]_1 ; ((Ul(vn-i-l — 1) + v1(Up1 — 1))2 + -+

(Un (V1 — 1) + vy (Ung1 — 1))2 = ((tUng1 = 1) (Vns1 — 1))2) [(u1(vngr — 1)
+01 (U1 = 1)+ (Un (Vs = 1) + V(Ui = 1)+ (g — 1)

(i1 = 1))

= ((=2(u1(vps1 = 1) + vi(uns1r = 1)) [(1 + ups 1) (1 = vng1) + 2 (wavr + -+ + ugvy) +
2(1 - Un+1)]_1 77777 (=2 (Un(vng1 = 1) + vn(Un1 — 1)) [(T + tpg1)(1 = vnya)+

2 (wrvr + -+ ) + 2(1 — 1)) ((wa(Ongs — 1) + 01 (s — 1)+ +

(Un(Vng1 — 1) + vp(tnyr — 1))2 = ((Ung1 = 1) (Vg1 — 1))2) [(u1(Vp1 — 1) + 01 :
(e = 1)+ (01 = 1)+ Uty = 1))+ (W1 = D(onar = 1))
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cOU

g(cf(u))
Uy Up
cl|— e,
g Up+1 — 17 ’ Up+1 — 1
_ Cuy Clp,
g 'U/n+1—1,' ’ Un+1—1

—2cu,, (Uny1 — 1)2
(U1 = 1) 2 (ud + -+ u2) + (upyr — 1)
A (ud 4 ul) = (s — 1)’

¢ (ud + o+ ) + (g = 1)°

—2cuy (Upy1 — 1) —2¢Up (Ups1 — 1)
(1=t} py) + (s = 1) 7 (L= ) + (s — 1)
& (1= 1) — (s — 1>2>

A (1=u2yy) + (unsr — 1)°

( —2cuy (up1 — 1)

= (Upy1 — 1) (g1 + 1) + (Ung1 — 1)2’ ‘
—2cty, (Ups1 — 1

= (Unp1 — 1) (Upg1 + 1) + (Uny1 — 1)2’
() (s — 17

(1= ) + (upsr — 1)°

)
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—2cuy —2cu,,
N <_02 (Uns1 + 1) + (Upr = 1) = (Unga + 1) + (upyr — 1)’
(1= 2) = (s — 1
&= ) + (i — 17

O elemento neutro de S™ — {N} é g(0) = (0,...0,—1) e o elemento oposto de

U= (Ut,..., Uy, Uny1) € S" — {N}

2U1
_ un+1—1
u 2 w, 2 ) )
+ -+ +1
Up+1 — 1 Upt1 — 1
2u,
U,—H_l—]_
U1l 2 u 2 7
( ) + +( “ ) +1
un+1_1 Un+1—1
Uy Unp,
e -1
() ()
U 2 U 2
() ()
un—i—l_l un—}—l_l
2y 2y, u%—f—---—kui_l
_ Upy1 — 1 Upt1 — 1 (Unp1 —1)2
w4 Fug T Wl Tl 4l
2 1 2 ; 1
(Uns1 —1) (Uny1 — 1) (Uny1 — 1)
2uq 2y,
_ un—l—l_l un—i—l_l
wp ey (e =1 (U = 1P
(tpe1 — 1)2 (et — 1)?
uf 4t un — (e — 1)
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_ (( 2u; (tn 1 — 1)2

Upp1 — 1) (uf+ -+ +u2 + (ups1 — 1)2)7

ey

2u,, (Upy1 — 1)2
(tppr = 1) (uf + - g+ (unn = 1)2)7
ui £ -y, — (U — 1) (tnyr — 1)
(Upg1 — 1)2 u? + o ud 4 (g — 1)2
_ ( 2U1 (unJrl — 1) 2un(un+1 — 1)
(uf + g (e = D)7 (0] o+ 0 (g — 1))

<
[l )
+

g — (U — 1)
i (U — 1)

_ 2uq (Upyq — 1) 20 (Upyq — 1)
ub+ -t ultud = 2u U W ud ol = 2up + 1
uf + o up — Uy 2 — 1
uf - up gy — 2+ 1

(2w (U — 1) 2y (Upir — 1) 1—w2,  —ul, 4 2upq — 1
Nl = 2up 1T = 2up g + 1 1 —2upyq +1

(2u1(un+1 - 1) 20 (Upyr — 1) up1(2 — 2un+1)>
—2<Un+1 — ].) . —2(Un+1 — 1) ’ (2 — 2un+1)

= (—Up, .oy —Up, Upiq) -

4.2 O espago vetorial R*

Seja V =0, 00[. A fungao
f:v - R
r — Inz
estabelece uma bijecao entre o conjunto V' e o espago euclidiano R, cuja inversa é dada
por
g:R — V
y = ev.
Como (R, +, -) é espago vetorial com as operagoes usuais de adi¢ao e multiplicagao,
e f ¢ uma bijecao de V em R, podemos entao, de acordo com o Teorema 3.7 (Teorema
da Estrutura), dar a V' uma estrutura de espago vetorial, definindo em V' as operagoes

@ e ® da seguinte forma: para quaisquer u,v € V e ¢ € R, definimos

u®v = g(f(u)+ f(v))

= g(lnu+Inwv)
= g(In(u-v))
— eln(u-v)

= U-v
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cou = glc- f(u))
(

O elemento neutro de V ¢ g(0) = ¢’ =1 e o elemento oposto de u € V' &

9(=f(u) = g(=Inu)
_ e—lnu

(elnu)—l
_1.

u

4.3 O espago vetorial [—1,0[ U |1, 00|

Seja M = [—1,0[U]1,00[, N =]0,00[ e f : M — N definida por f(x) = z?, para
todo x € M. Temos que, f é uma bijecao de M sobre N, cuja inversa g : N — M ¢é
dada por

Yy, se y €|l o0,
9(y) = vy 1 ool
-y, se ye€lo,1].

Como (N, ®,®) é espaco vetorial real ( vide Segao 4.2 ) e f é uma bijecao de M
em N, podemos entao, de acordo com o Teorema 3.7 (Teorema da Estrutura), dar a
M = [—1,0[U]1, co| uma estrutura de espago vetorial real, definindo em M as operagoes

W e o da seguinte forma: para quaisquer u,v € M e ¢ € R, definimos

uwWo = g(f(u)® f(v))

lu-v|, se u?-v? €]l o0,
—Ju-v|, se wu?-v?e]0,1]
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cou = g(co f(u))
= glcou?)
= g((w*))
= gle)

B Veel®?) | ge ) €11, 00],
- A /ecln(uQ)7 se @Cln(UQ) c ]07 ]_] .

O elemento neutro de M é g(1) = —1 e o elemento oposto de u € M é

g(flw)™) = )

H

16]1 o],

g((
{ B I

De fato,
ol se weltool,
we(-1) = { lul, se wu?€]0,1]
= u, seueM
" L ut/(u?)7 1, se  (uB)te]l, o0,
uWg(f(u)™) = { uw (—/(u2)7 1), se (UQ)—l €10, 1]

= —1, seue M.

4.4 O espago vetorial 7" — {(0,1)}

Seja S —{(0,1)} = {(z1,72) € R*: 23 + 23 =1} — {(0,1)} a circunferéncia menos
seu polo norte e T'— {(0,1)} = {(x1,22) € R? : |21] + |z2| = 1} — {(0,1)} o quadrado

menos seu poélo norte. Vimos que a fungao
fo5t={0, 10} = T-{(0,1)}

1 )
T1.,. —>
(71, 72) (rx1|+|a:2\’ rm1\+|a:2\)
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¢é bijetora e sua inversa é dada por

g: T— {<O’1)} — St - {(071)}

(Y1,12) 31 > 32 = |-
\/?/1"‘3/2 \/3/1+y2

—{(0,1)} é espaco vetorial com as operagoes

Como, pela Secao 4.1, S*

< —2(ug(vg — 1) + v1(uz — 1))

14 u2)(1 —wg) + 2u1111 +2(1 —ug)’

(ur(v2 — 1) +vi(ug — 1)) = ((ug — 1)(vy — 1)) )
(ur(vg = 1) +vi(ug — 1))? + ((ug — 1)(v2 — 1))?

uPv =

B —2cuy A1 —ud) — (ug —1)2
ou= (o S AT 1)
e f é uma bijegdo de ST — {(0,1)} em T — {(0,1)}, podemos entao, de acordo com
o Teorema 3.7 (Teorema da Estrutura), dar a 7' — {(0,1)} uma estrutura de espago
vetorial, definindo em 7'—{(0, 1) } as operagoes W ¢ o da seguinte forma: para quaisquer

z,y €T —{(0,1)} e ¢ € R, definimos

sy = f(g(x) ®g(y)) = f(g9(x1,22) ® g(y1,2)) =

_ Ty T2 o Y1 Y2
Vi + a3 ol + a3 VUi U VYt
-2 1 Y2 -1 Y1 x2 -1
(i) et )
1 + 2 1_ yz
( v 33%‘*‘3’%) ( VY ) A\ 2‘*‘C‘CQ V y1+y2 ( A% $1+z2)
2
Y2 _ 1 Y1 x2 _ 1 _ xr2 _ 1
[(\/x i+a3 (\/nyry% > * Vit (\/ff?ﬂ% >) (( oi+a3 )
2 2
-1 T Y2 -1 Y1 T2 -1
<\/y1+y2 )) ] [(\/m%—% (\/yf-i—y% > + N <\/zf+ac§ >) +

(1) ()|
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ol

-2 Tl Y2 -1 Y1 i) -1
(\/w%ﬂé (\/y%ﬂ/% ) i (\/x%’ﬂ% ))

1+ T2 1— Y2 +2 1 Y1 +2 1_ Z2

2

1+ 2 1- 7= + 22— U4 +2(1—- =
( w%-ﬁ-»’vz) ( \/yf-i-y%) V23433 A3 +3 ( \/x§+a:§)

U2

-2 L1 Y2 -1 Y1 X2 -1
(\/z%+wa (\/y%w% ) + (vw%+xa ))
+ |uo|

Y

-2 Z1 Y2 -1 Y1 T2 -1
(\/x%ﬂg <\/y%+y§ ) + Vvi+y3 (\/xfﬂg )>
+ |uz]

z1 Y1 x2

1 . - 92 9(1—
( " w%+w%> < \/y%-l-y%) + wi+a3 \/yi+v3 + ( w/w%—&-x%)

onde

2
= 1 Y2 _ 1 Y1 T2 o 1 o To . 1
“ [(\/ﬁﬂ% <\/y%+y§ ) + Vvi+y3 (\/x%-i-m% )) ((m )

N———

2
Y2 _ 1 Z1 Y2 _ 1 + Y1 x2 _ 1
Vuits Vattad \ Vuites Vuitus \ Vai+as

2 1
T2 _ Y2 _
(=) (= 1))]

)+
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o2

onde

O elemento neutro de 7" — {(0,1)} é f(0,—1) = (0, —1) e o elemento oposto de

u=(u,uy) €T —{(0,1)}

flegw) = flg(—ur,us))

. f —Up U2
Vi +u3 Vi 3

—U1 Ug

\/u%—ku% \/u%—i—u%

- )
—Ux (75 —Up (75)
2 2 + 2 2 2 2 T 2 2
\ Uy + uj Vuytuz| [yup +uy \ Uy + uj
—U1 U2

Vui+ud ul + 3
[ur| + |ug| " ur| + |us|

Vul+us yud+ul
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. ( —Up U2 )
[ur | 4 o] || 4 [us]

= (—u,ug).

De fato, para qualquer x = (x1,22) € T'— {(0,1)} temos

4xq
:L"%er%
21+ = 1—

(x1,22) W (0,—1) =

Uz
4xq
2, .2
11T
+ |us|
2 (14 2 )+ (1- 22—
x%-‘,—x% x%-‘,—a}%
4xq
x%—&-cc%
_ 4 U2
- 4xq ) 41
x%er% \ x1+x5
+ |ua| + ug]
4 4
T
_ i + a3 s
- ’
T T
—| Tl — | Tl
] + x5 1+ 75

onde
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2
422 T
2 2_4 2 2_1
2
422 x
2 12+4 - -1
$1+x2 g’;%—}-x%
422 N x? + 23
zi + 3 3+ a3
472 Ty — /T2 + 22
. 12+4 2 1 2
Ty + x5 x? + 23

) (\/3312 + .T22 — 56'2)

2 — a3 (Vo + 227 — )

i) (\/1'12 + $22 — xg) (\/ $12 + 1‘22 + ZEQ)

2

Tol1

l’% (\/ $12 + 3722 + T9 — 1'2)

X2

V2 + x9?

Portanto,

(Ihl‘g) - (0, —].) =

T
2

2 (Vo T 2% + a2) — 02 (Ve + o7 — @) (Vo + 2 + 1)

x? + 23 U2
‘ T +| T2

\/1:14—:62 V1?4 257 \/x1+x2 V2 + x9?

T )
Vai+ay at+a3
21| + |za| " |21 | + |2]
Vi +a3 a4+ 3

I )

2?2 + 12 2 + 12
\/ 11 2 \/ 11 2 — (33'1,1'2)

Va2 +axi a4 a2
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(xla :L‘Q) W (_xla 1'2) -
— X1 2 _ _ 1 T2 _
1+ 1-— e 4191 - 22
. < \/%"’zg) ( \/351‘“”2) \/13%4'432 \/Zﬁ-wz ( \/z%-‘ra:%)
_ 1 X2 _ _ 1 2 _
+ |ug]
1+ 1-— L2 — 2=l L +211 - 22—
(4 vzm) () s e (0 )
Uz
Tl 2 _ _ z1 o
(= () = ()
+ |us|
2 _ x2 _ x1 x1 _ 502
(7)1~ 7m) - 2mvim 2 (- v3)
(o2
|usl
onde
2
Uy = e Lo R—— B N (S |
VA Vet ) T e v e
332 €T . 1 - X1
Vet Ve \ Vo Vi
91—
(7 )) (=) (=)
oi+a3 951"‘752 \/M
2
_ Z2 _ 1
_ \re
- 2
o _ 1
\/x%—&—ac%
= —1.
Logo

(w1, 22) W (=21, ) = (O’ &)
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4.5 O espago vetorial |0, 27|

Seja f a funcdo do intervalo aberto |0, 27| para o circulo unitario do plano euclidiano

menos o ponto (0,1),

f:0,2n[ — S'—{(0,1)}
t —  f(t) = (—sent,cost),Vt €]0,2x].

Observando que todo p € S*—{(0,1)} se escreve como p = (—sent, cost), para um
tinico t €]0, 27, temos entdo a fungao inversa de f, a saber, g : ST — {(0,1)} —]0, 27|,
definida por g(p) = t.

Como (S* — {(0,1)},®,®) é espaco vetorial com as operacoes @ e ©, definidas na
Segao 4.1 e f ¢ uma bijecdo de |0, 27| em S* —{(0,1)}, podemos entao, de acordo com
o Teorema 3.7 (Teorema da Estrutura), dar a |0, 27| uma estrutura de espago vetorial,
definindo em |0, 27| as operagoes W e ® da seguinte forma: para quaisquer u,v € |0, 27|

e ¢ € R, definimos

udv = g(f(u)® f(v))

= g((—senu,cosu) ® (—senwv,cosv))

( —2(—senu(cosv — 1) —senwv(cosu — 1))

J (14 cosu)(1 —cosv) +2senusenv + 2(1 — cosu)’
(—senu(cosv — 1) —senwv(cosu — 1))? — ((cosu — 1)(cosv — 1))2)
(

—senu(cosv — 1) —senv(cosu — 1)) + ((cosu — 1)(cosv — 1))?

B 2(senu(cosv — 1) + senv(cosu — 1))
-,

14 cosu)(1l —cosv) + 2senusenv + 2(1 — cosu)’
(senwu(cosv — 1) + senv(cosu — 1))* — ((cosu — 1)(cosv — 1))2)

(senu(cosv — 1) +senwv(cosu — 1))2 + ((cosu — 1)(cosv — 1))?

cou = glc® f(u)
= g(c® (—senu,cosu))

_ 2csenu (1 —cos?u) — (cosu — 1)?
(—02(cosu + 1)+ (cosu —1)" ¢2(1 — cos? u) + (cosu — 1)2)

onde g(—sent,cost) = t, para todo t €]0, 27].

O elemento neutro de |0, 27| é g(0, —1) = 7 e o elemento oposto de

u €10, 2m|

g(senu,cosu) = g(—sen(2w — u),cos(2m — u))

2T — .
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De fato,
uwT = g 2(senu(cosm — 1) +senm(cosu — 1)) |
(1 +cosu)(l —cosm)+ 2senusent + 2(1 — cosu)
(senu(cosm — 1) +senm(cosu — 1))* — ((cosu — 1)(cosm — 1))?
(senu(cosm — 1) +senm(cosu — 1))2 + ((cosu — 1)(cosm — 1))?
B —4senu (—2senu)? — 4(cosu — 1)?
-7 2(1 4 cosu) + 2(1 — cosu)’ (—2senu)? + 4(cosu — 1)2
_ —4senu 4sen®u — 4(cosu — 1)?
-9 4 "4dsen’?u + 4(cosu — 1)?
4sen®u — 4(cos’u — 2cosu + 1)
= g|(—senu,
4sen?u 4 4(cos?u — 2cosu + 1)
sen?u — cos® u + 2cosu — 1)
= g|(—senu,
sen?u + cos?u — 2cosu + 1
1—2cos?u+2cosu—1
= —senu
g ’ 1—2cosu+1
—2cos?u + 2 cosu
= —senu
g ’ 2 —2cosu
2 cosu(l — cosu)
= g|(—senu,
2(1 — cosu)
= g(—senu,cosu)
= u
e

2(senu(cos(2m — u) — 1) + sen(2m — u)(cosu — 1))
(14 cosu)(1 — cos(2m — u)) + 2senusen(2m — u) + 2(1 — cosu)’

uW (2T —u) = g(

(senu(cos(2m — u) — 1) + sen(27 — u)(cosu — 1))? — ((cosu — 1)(cos(2m — u) — 1))2)
(senu(cos(2m —u) — 1) 4+ sen(2m — u)(cosu — 1))? + ((cosu — 1)(cos(2m — u) — 1))?

B 2(senu(cosu — 1) — senu(cosu — 1))
- ((1

+cosu)(1 — cosu) — 2sen?u + 2(1 — cosu)’
(senu(cosu — 1) —senu(cosu — 1))? — ((cosu — 1)(cosu — 1))2>

(senwu(cosu — 1) —senu(cosu — 1))% 4+ ((cosu — 1)(cosu — 1))?2
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(o)

=9 (Oa _1)

4.6 O espago vetorial ]a, b|

Considere a seguinte fungao bijetora

f:la,b] — }—z g[

27

s T

’_) J— PR —

x - a(:v a) 5

h—
com inversa ¢ : ]—E, T [ —la, b[, definida por g(y) = a + “. <y + Z) _
22 T 2
T . ~
Como (] 53 [ , D, ®> ¢ espaco vetorial com as operagoes x®y = arctg(tg x+tgy)

e a ®x = arctg(a - tgz) definidas no Exemplo 3.4 e f é uma bije¢ao de |a, b em
]_TW, Z[, podemos entao, de acordo com o Teorema 3.7 (Teorema da Estrutura), dar
a |a,b| uma estrutura de espago vetorial, definindo em ]a,b[ as operagoes & e o da

seguinte forma: para quaisquer u,v €|a, b[ e ¢ € R, definimos

udo = g(f(u)® f(v))

_ g(arctg (tg (bfa(u—a%g) +te (bia@_a)_g)))

cou = g(co f(u))

seolsea-d)
el )
- a+b_Ta- (arctg(c-tg(bia(u—a)—g>)—i-g).
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b
O elemento neutro de Ja,b] é g(0) = ot e o elemento oposto de u €]a,b[ é
T T
o=ty = o (5 Tau-0)
b—a T
= a+ - -(W—b_a(u—a))
= a+b—u.
Com efeito, temos
a+b b—a T T
u W 5 = a+ - ~(arctg(tg(b_a(u—a)—§)
a T 7r
o (5 (o0 -5)) +3)
= at+— arctg ( t (u—a)—T )+t T (boa
- T A VA S\o—a\ 2
o)
2
= ot — te ( ¢ (w—a)—>) +tg0) +
= aq - arctg  tg | ;——(u—a) - 5 g 5
= a4+ —— (arctg ¢ (u—a)—z + I
B s\E\b - 2 2
_ a+b—a 77 (u_a)_ﬂ'_'_ﬂ'
B T b—a 2 2
b—a T
- o T .(b—a(u_a))
= a+(u—a)
= u
uW(a+b—u) = a4+ — (arctg(tg(bi (u—a)—%)
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B b a to (1 T (_)_z
= - arctg | tg b—au a 5
T T
(b— °
( v-3))+3)

= a+b_7“-(arctg(g(bfa(b—a)—w)).
(1—tg(bfa<u—a)—g> tg<bf (b—u)—g)>+g)

_ a+b_Ta- (arctg(tg())' <1_tg(bia(u_a>_g)'
o5 -0-3))+3)

— a2 (0+7T>
= a 5

™

a+b
5

4.7 O espaco vetorial: cilindro C reunido com um

ponto p ¢ C

Considere a bijecao entre o plano R? e o cilindro C reunido com um ponto p ¢ C,
denotado por X, definida pela fungao

f:R? — X,
1 9 1
) ,=In(@?+23) ], se  2#(0,0

cuja inversa é dada por

g X2 — R?
(y1e%,10e®), se  yeCl
(0,0), se y=p.

Como R? é espaco vetorial com as operacoes usuais de adicdo e multiplicacao, e
b

y = (y1,92,y3) + g(y)z{

f & uma bijegao de R?* em X, (veja Exemplo 2.11), podemos entao, de acordo com
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o Teorema 3.7 (Teorema da Estrutura), dar a X, uma estrutura de espago vetorial,
definindo em X5 as operacoes @ e ® da seguinte forma: para quaisquer u,v € X, e

¢ € R, definimos:

p®p = flglp) +9(p))

Se um dos elementos pertence a C, digamos u, como u?+u3 = 1 segue que (u;e*3)*+

(uge"3)? = e*"3(uf + u3) = e*3. Logo,

udp = f(g(u)+g(p))
= [(g(ur,uz,u3) + g(p))
= f((ue",uge”s) + (0,0))

= f(u1e"3, uge™s)

u e"s Use™? 1
= : ;= In ((u1e%2)? + (uge's)?
(wulew)wugew Ve (e 2 e ”)

N (“16“3 ; e , E ln(e2“3))

eus ews 2
- (ula Usg, U3>

= u.
Supondo u,v € C,

udv = f(g(u)+g(v))
= f(g(ur,ua,u3) + g(vi,v2,v3))
= f((ure"3, uze™) + (v1€e¥3, vye"s))

= flue"® 4 vie¥3, uge™ + vye?)
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(
( u1e¥3 4+ v1e%

V(urets +v1evs)? 4 (ugets + vgevs)2
Uge™ + v9e™

V(urens +v1eva)? + (ugeus 4 vaevs)?’

1
S0 (e +v1e™)? + (uge™ +vae™)?) |, se

(ure"® 4+ vie¥s, uge™ + v9e¥3) £ (0,0)

P, se
(ur€e"® 4 v1€e¥3, uge™ + vee¥?) = (0, 0).

\
Como em X, temos ui+u3 = 1 e vi+v3 =1, entao (ure™® +v1€%)? 4 (uge’s +v9€"%)* =

€23 + 2€"33 (uy vy + uguy) + €3, Assim temos

.
u1e™d + v1e¥?
Y
/€243 + 2e43H8 (1101 + ugvy) + €203
Uge¥3 4 v9e??

Y
/€288 4 2eus U (1 vy + ugvy) + €203

1
5 In (%3 + 2€“3793 (uy vy + ugvy) + 62”3)) , se

uPv =

(ure"® 4+ vie¥s, uge™ + vye¥®) £ (0,0)

D, se
(ure"® 4+ v1e¥3, uge™ + vee¥®) = (0,0)

cOp =

Supondo u € C :

00u = f(0-g(u)

Se ¢ £ 0,
cou = flcg(u))

= f(e-g(ur, up, us3))

= fle- (ure® use™))

= f(cuies, cuge™)
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cue™ cugse™ 1
= , , = 1In ((cure®®)? + (cuge*s)?) | .
<\/(CU1€U3)2 + (CU2€U3)2 \/(culeug)Q + (CU,2€“3)2 2 (( 1 ) ( 2 ) )

Como em X5 temos u? +u2 = 1, entao (cuie®)? + (cuze™®)? = c?e?¥3. Assim temos
2 1 2 )

que se ¢ # 0 entao

us us 1 u3 u3
cOHu= cur€ ’ Cluge ;= 1n (C2€2U3) — e ’ i ) h’l (|C| 6u3) .
V2e2us \/2erus 2 le|eus” |c| evs

O elemento neutro de X5 é f(0,0) = p e o elemento oposto de u € X5 é:

a) f(—=g(p)) = f(0,0) =pseu=pe

b)
f(=g(u)) = f(—=g(u,uz,u3))

= f(—uie", —uges)

B —uq 43 —uqehs
V(mue)? 4 (—ugen)? \/(—uren)? 4 (—use)?’

S0 ((—me)? 4 (~use)?)

= (—uy, —us,uz) se u= (uy,us uz) €C,

pois (uq, ug, ug) ® (—uy, —ug,u3) = p desde que (u1e"® — uze™, uge™ — uge"s) =
(0,0).

4.8 O espaco vetorial: hiperboléide H reunido com

um ponto ¢ ¢ H

Considere a bije¢ao entre o cilindro C reunido com um ponto p ¢ C, denotado por

X e o hiperboldide H reunido com um ponto g ¢ H, denotado pr X3, dada pela fungao
f : X2 — X3

(x“/l—l—x%,xg\/l—i-x%,xg), se  (my,m9,23) €C
Tr = <x17x27x3) — f<x> =

q, se r=7Dp
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com inversa definida por

g: X3 — Xo
(@ +) 5w+ 2p) . se
y=y,y) — gy = (1,92, y3) € H
b, se Y =q.

Temos que Xy = CU {p} = {(z1,72,23) € R®: 27 + 23 = 1} U {p} é espago vetorial
com as operagoes @ e ® definidas no Exemplo 4.7 e f é uma bijecao de X, em
X3, conforme Exemplo 2.12. Podemos entao, de acordo com a Observagao 3.8 da
pagina 39, dar a X3 uma estrutura de espaco vetorial, definindo em X3 = H U {q} as

operagoes W e e da seguinte forma: para quaisquer u,v € X3 e ¢ € R, definimos:

q¥q = flg(a) ®g(q))
= flp®p)
= f(»)
= q.
Se um deles pertence a H, digamos u, como u? + u3 — u3 = 1 segue que
ui(+u3) ™ +up(l+ug) ™ = (uf +u3)(L+ug) ™ = (L+ug)(1+up) ™ =1.
Logo, (uy(1+u2)"2, uy(1 +u2)~2,u3) € C e portanto

udqg = f(g(u)®g(q))
= fg(u1,ug,u3) ® g(q))
= F (1 +uw)H w1+ ) ug) @ p)

= f <U1(1 -+ U%)ié,UQ(l + u%)*%,u;),)

(v

— (Ul,’UQ,U,g)

\/7
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Supondo u,v € H,

(AGK)]

flg(u) ® g(v))

fg(ur, ug, uz) ® g(vi,v2,v3))

N\

1
o (i (1 u3) 726" +on(1+03)72e%)” +(ua(1 + uf) ~2e"+
va(1+ vg)*%e”i”)Q) , se <<u1(1 + u%)*%) eus + (01(1 + v%)’%> evs,

1

<u2(1 + u§)7> evs + (v2(1 + vg)*é) e”3> £ (0,0)

f(p), se ((u1(1 + u%)_%> e's + (vl(l + vg)_%) evs, <u2(1 + u%)_%> e84
| <v2(1 + v%)_%> 6”3) = (0,0)

p

N|=

<u1(1 4 ugf%) eus + (vl(l +v2)”

)<

\/€2u3 + 26u3+v3(1 + u%)*%(l + Ug)*%(ulvl -+ UQUQ) + e2vs
(vt +u)H) e 4 (w1 4+ ) ) e

f

bl

Y

\/62“3 + 2eus+vs (1 4 u2) "2 (1 4 v2) "2 (ugvy + Upvy) + €20
%111(62”3 + 2eustvs(1 + ug)_%(l + U%)_%(ulvl + ugvy) + 62”3)> , se
((ur (1 +u2)~2)e"s + (vy (1 + v2)~2)e’s,

(ua(1 + u3)~2)e" + (va(1 +v3)~2)e) # (0,0)

g, se ((uy (14 u2)"2)e™ + (v (1 + v2)~2)ev,

(ua(1 + u2)"2)es + (va(1 + v2)~2)ev) = (0,0)

\
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. 1

(ul(l + ug)’%) eus + (Ul(l + U§)7§> ev
\/62“3 + 2eustvs (1 + u%)*% (1+ U%)*% (uv1 + ugvy) + €2v3
1 + (% ln(e2“3 + 26u3+v3(1 + u%)_%<1 + U%)_%(ulﬂl + U/2U2) + 62113)))27
(uQ(l + ug)*%> eus 4 <vz(1 + U%)%) e

i T g Tt
a \/1 + (3 In(e?s + 2evs+vs (1 + uf)~ (1 +03) 72 (wvr + ugvy) + €22)))2,
%ln(eQUS + 26'u3+1)3(1 + Ug)_%(l + U%)_E(ulvl —+ UQUQ) + 621’3)) , Se
(a1 + ) 2)ev + (a1 + v3)~He,

1

(uz(1 +u3)"2)e" + (vy(1+v3)72)e™) # (0,0)

q, se (up(1+ u?,))_%)e“3 + (v1(1 + vg)_%)e”?’,
[ (u2(1+ud)72)e" + (vy(1 + v3)72)e™) = (0,0)

ceq = flc®yglq)

Supondo u € H:

Deu = f(0Og(u))

Se ¢ # 0,
coeu = f(cog(u))

= f(c® g(ui,uz,uz))

1 1

= f (c@ (Ul(l +ug) "2 up(1+ @_5’“3))

_1l . —1 u
f(cul<1+u§> e cun(l+id 263,1n<|c|eu3>>

|c|evs ’ |clevs

_ <<cu1(1+u§)—§eus> I+ (n(cJem))E,

|clev

1+ u2)3eus
(CU2( |J£|:53 e >\/1 + (In(] 0|6“3))271D(|C|€“3)>'
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O elemento neutro de X3 é f(p) = ¢q e o elemento oposto de u € X3 é:

a) f(—=g(q)) = f(-p)=f(p) =qseu=qe

F(-gu) = F(~glon,2,u)
= (- (w0 ) )
= () a1+ 1))

= (—u1(1 +u2) 21T+ u2, —ug(1 4+ ud)"2/1+ u%,ug,)

= (—uy, —ug,ug) se u = (ui,ug,uz) € H,

pois (ug, us, uz) W (—uq, —uz, u3z) = q desde que
((ur (14+u3)2)es + (—ug (14u3)72)e", (up(1+u3)72)e's + (—un(1+u3) ~2)e") =
0,0).

4.9 O conjunto R? com uma nova estrutura de Espago

Vetorial

Sejam f, g : R* — R? as fungoes dadas por f(z,y) = (h(z),y) e g(z,y) = (I(z),v),

onde
h:R —- R

2 >
xHh(x):{x’Se x>0

xr, se x <0

[:R — R
>
T l(a:):{ﬁ’ e w20

T, se x < 0.

Temos que (R?, +,-) é espaco vetorial com as operagoes + e - usuais, a saber,
(z,y) + (z,w) = (z + 2,y + w)

c.(x,y) = (cx, cy)

e pelo Exemplo 2.13 vimos que f é uma bijecao de R? em R2. Podemos, entao, de
acordo com o Teorema 3.7 (Teorema da Estrutura), dar a R? uma outra estrutura de
espaco vetorial, definindo em R? as operacoes @ e ® da seguinte forma: para quaisquer
(z,y) € R? e ¢ € R, definimos:
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(z,9) ® (2,w)

= g9(f(z,y) + f(z,w))
= g((h(z),y) + (h(2),w))
= g(h(z) + h(z),y +w)
(g2 + 2 y+w), sex>0,2>0
_ ] 9@ +aytw), ser202<0
N glx+22y+w), sex<0,2>0
| g(@+z,y+w), sex<0,2<0
([ (I(z?+2%),y+w), sex>0,2>0
_ ((z*+z2),y+w), sex>0,2<0
B (l(z+2%),y+w), sex<0,2>0
L ((z+2),y+w), sex<0,2<0
(((VaZ¥ 22 y+w), sex>0,2>0
(\/m,y—l—w), sex>0,2<0,z> —a?
_ (22 + 2,y +w), sex>0,2<0,2 < —2?
B (r+22y+w), sex<0,2>0,2<+—x
(Ve +22,y+w), sex<0,2>0,z>—x
L (r+z,y+w), sex<0,2<0
C@(l‘,y) = g(cf($ay))

= g(ch(z), cy)

) glea®ey), sex>0
B glcx,cy), sex <0

(I(cz?),cy), sex >0
(I(cz),cy), sex <0
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(\/cxz,cy), sex>0,¢>0
, sex>0,c<0

)
(Vex,cy), sex <0,c<0
), sex <0,¢c>0.

O elemento neutro de R?* ¢ ¢(0,0) = (1(0),0) = (0,0) e o elemento oposto de
(u,v) € R? &

9(=f(u,v)) = g(=(h(u),v))

] g(—u? =), seu>0
B g(—u,—v), seu <0

_ {(l(—u2),—v), seu >0

(I(—u),—v), seu <0

_ (—u? —v), seu>0
B (v—u,—v), seu<0.

Verfiquemos que (0,0) é o elemento neutro de R?. De fato,

{ (Vu2,v) seu>0

(u,0)®(0,0) = (u,v), seu<0

_ {(|u|,v) se u >0

(u,v), seu<0

_ { (u,v) seu>0
(

u,v), seu <0
= (u,v)

Ainda, g(—f(u,v)) é o elemento oposto de R?. De fato,

(u,v) ® (—u?, —v), seu >0

(u,v) ® g(—f(u,v)) = {(u’v)@(\/_—%_v), se u <0

(Vu? —u?,v—v), seu>0

= (0,v—wv), seu=0

(Vu+ (vV—u)2,v—v), seu<0



O conjunto S* — {N} com uma nova estrutura de Espaco Vetorial 70

( (+/0,0), seu >0
= (0,0), seu=0

L (Vu+Vu20), seu<0

(0,0), seu>0
= (0,0), seu=0
[ (Vu+ul,0), seu<0

( (0,0), seu>0

= (0,0), seu=0

[ (Vu—u,0), seu<0

((0,0), seu>0

= (0,0), seu=0
[ (0,0), seu <0
— (0,0).

4.10 O conjunto S*—{N} com uma nova estrutura de

Espaco Vetorial

Sejam S? = {z € R3 2} + 23 + 25 = 1} a esfera unitéria bidimensional e N =

(0,0,1) € S? o seu polo norte. Vimos que a projegao estereografica definida por
f:58*—{N} — R?
—I —T2
> = ,

com x = (x1,9,73) € S* — {N} ¢ bijetora com inversa

g:R* —» S?—{N}

2y 2y2 vty — 1
Yy g(y>_< ) 2 1’ 42 2 1’ ; 3 1
yuty, + L yi+ys +1 yr +y; +

com y = (y1,y2) € R%
Como pelo Exemplo 4.9, (R?, &, ®) é espago vetorial com as operagoes

, sex>0,2>0

(\/x2+z,y+w ., sex>0,2<0,2> —a?
z,Y) D (z,w) =
(#,y) @ (zw) (r+22y+w), sex<0,2>0,2<+—x

(\/x—l—zQ,y—l—w , o sex<0,2>0,2>+—=x

L (x+z,y+w), sex<0,2<0

)
)
(22 + 2,y +w), sex>0,2<0,2 < —2?
)
)
)
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( ch,cy), sex>0,c>0
(cx?,cy), sex>0,c<0
(Vex,cy), sex <0,c<0

(cx,cy), sex <0,c>0.

e, pelo Exemplo 2.5, f ¢ uma bijecao de S? — {N} em R?, podemos entao, de acordo
com o Teorema 3.7 (Teorema da Estrutura), dar a S* — {N} uma estrutura de espago
vetorial, definindo em S? — { N} as operagoes W e e da seguinte forma: para quaisquer
u = (u1,uz,u3),v = (v1,v9,v3) € S? — {N} e c € R, definimos

uo = g(f(u)® f(v))

- —U1 — U9 o —U1 —U9
-9 U3—17U3—1 Ug—]_”Ug—l
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Y

U2 v 2 u (% 2
1 1 2 2

- + + +1
((2L3—1)2 U3—1> (U3—1 U3—1)
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\

se

se

se

Se

2 2
—UuU1 (% (%)
- + —1
U3—1 (U3—1>2 <U3—1 'U3—1>
2 2 ’
—U1 (% V2
+ + +1
Ug—l ('1)3—1)2 (U3—1 Ug—l)
Up (%1 —U1 Uy
>0 <0
SeU3—1 7’03—]__ ’Ug—]__ U3—]_
_2< Uy U1 >
U3—1 ’U3—]_
u (% 2 (Y 2 ’
1 1 2
1
<U3—1 U3—1> +(U3—]. Ug—l) +
)
'LL3—1 U3—1
u (% 2 [ 2 ’
1 1 2
1
<U3—1 113—1> +(U3—1 ’U3—1) +
(51 (%1 2 (%) 2
+ ~1
Ug—l ’1)3—1 Ug—l 1}3—1
2 2 )
Uy (%] Vg
1
<U,3—1 ’03—1> +(U3—1+03—1) +
Uy U1
> 0, >0
> (U3—1 (Ug—l)

<_ﬂ1)zmc20
Ug—l
<_m1)2Qc<0
U,g—]_
< — )<O,c<0
Ug—l
(’”l)<aczo
U3—1
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O elemento neutro de S? — {N} ¢ g(0,0) = (0,0, —1) e o elemento oposto de

u = (uy,uy, us) € S* — {N}
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\

—QUJ% 2u9
(uz —1)2 uz — 1
% 3, 2
e L (P O VN (PSS
Uy Uy 1
—1)4 —1)2
(us _ ) (us _ ) ge 1 <0
uy uj 1 uz — 1
(us —1*  (usg —1)°
251 2Us
uz — 1 uz — 1
2 ’ 2 )
(51 Uy (51 Uy
1 1
U3—1+(U3—1)2+ U3—1+<U3—1>2+
Uy u3
us — 1 (ug—1)2 ! u
3 3 5 ,se L >0
Uy us 41 us — 1

De fato, para qualquer u = (uy,us, uz) € S* — {N} temos

(Ul, UQ,U3) G (O, 0, —1) ==

_9 Uy _9 U
Uz — 1 Uz — 1
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( 5| W ' _2( U ) ui + uj 1
U3—1 U3—1 (U3—1)2 (51 <0
u? + u’ Tou? 4 u? Tou? 4 ul S a1
ity o widuy o Wt 3
(ug — 1)* (ug — 1)* (us — 1)°
P S P A W
Ug—l U3—1 (U3—1)2 Uy 0
u? + u’ Coud +ud T+ ul e u3—1> '
LT g GiTl oy Tl Ly
C \ (us — 1) (uz — 1) (us — 1)
(2(%) 2(65) wovee
—1 —1 —1
e e e Er—tl
1 —usg 1 — g — U3 1 us — 1
(us — 1)° (us — 1)° (ug — 1)*
9 (1 9 U 1 —uj _
Ug—l 'LL3—1 (7.1,3—1)2 Uy 0
1—u? Tl —ud S ’SeU3—1>
S+l —— i 41
L\ (us —1) (us — 1) (us — 1)
—2u, —2us l-us
us — 1 us — 1 (us — 1)
1—u Tl —d Tl—ud
1 1 1
(us — 1) (us — 1)° (us — 1)°
—2uy —2uq (1—U3)(1+'LL3>_1
Ug—l Ug—l (1—'LL3)2
(1 —us) (1 +us) 1’(1—U3)(1+U3) 1’(1—U3)(1+U3)+1
(1 —ug)” (1 —ug)® (1 — us)’
—2'LL1 —2'&2 1+U3 1
’U3—1 ’U3—1 1—U3
1 1 "1
R VR s R e IS

1—U3 1—U3 1—U3
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2U1 2U2 1+U3—1+U,3
o 1—U3 ]_—Ug 1—U3
- 1—|—U3—|—1—U3’1+U3—|—1—U371—|—U3+1—U,3
1—U3 1—U3 1—U3
2U1 2U2 2U3

1—U3 ]_—Ug 1—U,3
2 2 7 2
1—U3 1—U3 1—U3

- ('LLl,U27U3)

(w1, ug, uz) W g(O f (u1, uz, uz)) =

—2U% 2U2
_1\2
(1, ug, uz) & 1 (s = 1) 7 ) 1 U — 1 2
Uy 4 Uy 11 Uy 4 Uy 11
(us — 1)t (us — 1) (us =" (uz — 1)
uf N uz )
(U3 — 1)4 (Ug — 1)2 U1
1 5 ,se <0
Uy s L uz — 1
(us — 1) (uz — 1)
Uy 2u9
us — 1 _
(u17u27u3> Y ° 2 ) s 12 )
Uq uQ + 1 U u2 + 1
us — 1 (U3 - 1)2 Us — 1 (U3 - ].)2
(75} U%
us—1 " (ug—1)2 ! u
2 3 5 , Se L >0
Uy Uy 11 us — 1
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U
Note que se ! 1 <0,

us —
—2u? —2u?
(us —1)° (us —1)°
U4 U2 U4 u2
: 4 : 2 + 1 : 4 ? 2 + 1
(us —1)*  (us —1) _ (us —1)* * (us—1)
R B S R R
(us —1)* * (ug — 1) 1 (us —1D* * (ug — 1) (us —D*  (uz—1)?
4 2 4 2
Uy Ua Uy Uy
1 1
(is— 17 (ug— 1 (is— D7 (ug— 12
—2u?
o (ug—1)°
B —2
_ —2u?
 —2(uz — 1)2
@,
(us — 1) —
(6]
2U2
Uz — 1
uj uj 11 2uy
(U3 - 1)4 (U3 - 1)2 Uz — 1
u Y4
(us = 1)* * (uz — 1)
N us — 1
Ainda, se 4 > 0,

U3—1
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9 Uy 9 (751
Us — 1 Uus — 1
2 2
1 1
U3—1 (U3—1)2+ . U3—1 (U3—1)2+
Uy u3 1 oy u3 o m u3 1
2 2 2
’LL3—1 (Ug—l) _1 'LL3—1 <U3—1) U3—1 (U3—1)
2 2
1 1
U3—1 (U3—1)2+ U3—1 (U3—1)2+
Uy
2
. us — 1
B -2
Uy
= - <0
us — 1
2U2
Uz — 1
Uy uj 1 2u9
uz — 1 (U3—1)2+ uz — 1
— 3
Uy U% 1 (751 U% _q1_ U1 _ U% 1
—1 —1)2 —1 —1)2 —1 —1)2
ug (u3 ) 1 us3 (u3 ) us3 (us )
Uq u% + 1
Us — 1 (U3 - ].)2
2'LL2
_ Uz — 1
—2
. 2U2
 2(uz— 1)
N Us — 1 .

Portanto,
(w1, ug, u3) W g(Of (ur, us, ug)) =
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1) _
(w1, uz, u3) & 1 (U )2 ) 4 us 1 2 )
= B L
(us =)' (us — 1) (us —1)*  (usg — 1)
ul T
(Ug - 1)4 (U3 — 1)2 Uy
<0
uf u3 1 ’Seu3—1_
(us = 1)*  (uzg — 1)
Uy 2U2
ug — 1 _
(u1, ug, uz) & - : = 1 ,
U1 u (51 U
2 11 2 11
Uz — 1 (Ug — 1)2 Uz — 1 (U3 — 1)2
U u3
us— 1 (ug—1)2 ! u
3 3 5 ,se L >0
Uy uj 1 us — 1
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uz —1 wuz—1 (5]
" 5 se —— = 0
uj up (e U ) 1 u3
(us — 1) (ug — 1)4 ug —1  wug—1
ui U
(ug — 1) (uz — 1)
v < u; Uy )2 N 17
(us — 1) (uz —1)2 us —1 uz—1
_9 Uz U2
Uz — 1 Uz — 1
2 2 2 !
Uy Uy U9 U9
- - 1
(U3—1) (U3—1)2+(U3—1 U3—1> +
u? u? N ( Uy Us )2 )
-1 (1P N1 w1 o
u? u? +( U U )2+1 ug —1
( (uz— 1) (us—1)? uz—1 uz—1
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—U Uy U2 Uz
+
Uz — 1 Uz — 1

2
Ul 1 U1 +( U9 U ) 1

—1 —1 —1 uz—1
ug us Uusg us . . se U1 -0
—w W u; Uy 1 uz — 1
\ Ug—l U3—1 U3—1 U3—1
( Uy
0,0,—1 =0
(77 )7seu3_1
Uy
= 0,0,—1 <0
(77 )7seu3_1
U
0,0,—1 >0
\(77 )7seU3—1




5 Comentarios Finais

O resultado principal demonstrado neste trabalho permitiu dar a determinados con-
juntos uma estrutura de espaco vetorial. Além disso, como consequéncia, observou-se
que um mesmo conjunto pode ter varias possibilidades de estrutura de espago vetorial.

Entao é natural perguntarmos quantos produtos internos podemos definir num
mesmo espaco vetorial. Para ajudar a reflexao sobre isso, podemos consultar o livro
[|6], 6.1.4, p.163|, onde ¢é provado o seguinte resultado:

Sejam V' e W espagos vetoriais sobre o mesmo corpo e seja (-) um produto interno
em V. Se T : V — W for uma transformacao linear injetora, entao podemos definir

um produto interno em W da seguinte forma
(u,v)p = (T(u), T(v)),Vu,v € W.

Este resultado nos permite definirmos produtos internos em certos espagos, como

por exemplo, o C - espago vetorial
V=C([0,1];C)={f:[0,1] — C: f é continua },

com adi¢do e multiplicagdo por escalar definidas, respectivamente, por (f @ g)(t) =
f(t) + g(t),vt € 0, 1} ( @ f)(t) =a- f(t),Va € C,Vt € [0,1], munido do produto

interno (f, g) fo

Se
T:V —- V

fo=T():0,1] - C,
onde T(f)(t) =t - f(t),Vt € [0,1] e Vf € V, note que T' é um operador linear, pois
Vae CeVf geV temos

Tlaofog) =a0T(f)oT(g)

De fato, T(a® f@g)(t) = t-(«© f@g)(t) = t- (@O [)() +9(t)) = t-(a- f(t)+g(1))
t-(a-f(1)+t-g(t) = a-(t-f(8)+1-9(t) = a-T(F)()+T(9)(t) = (T (f))(t)+T(g)(?)
(O T(f) ®T(9))(t), vt € [0,1].
Além disso, se f € V é tal que T(f) =0, ou seja, 0 =T(f)(¢t) =t- f(t),Vt €[0,1],
segue que f(t) = 0,Vt € ]0,1] e como f é continua, devemos ter f(0) = 0. Portanto,

f=0eT éum operador linear injetor.

36
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Assim, pelo resultado acima

(f;9)r = (T(f),T(9)) =

define um outro produto interno sobre V.

/O 1 t2f(t) -

g(t)dt,vf,geV
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