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RESUMO

Nos ultimos anos, a pesquisa em materiais vem ganhando destaque, revelando compostos
complexos com qualidades inusitadas e usos diversificados. Entre esses materiais, os desorde-
nados se sobressairam, especialmente devido a capacidade de apresentarem caracteristicas
eletronicas e estruturais que quebram padroes dos materiais ordenados. A curiosidade
crescente a respeito desses materiais se deve, em parte, as suas promissoras aplicagoes
em tecnologias emergentes, como aparelhos eletronicos flexiveis, sensores e sistemas de
armazenamento de energia. Além disso, a condugao em materiais desordenados é muito
mais complexa. E dificil modelar teoricamente esses materiais devido & sua estrutura irre-
gular. Afinal os pardmetros energéticos nao sao os unicos que influenciam a condutividade
desses sistemas; também de elementos espaciais intrincados. A presenca de impurezas e
a irregularidade na distribuicao de atomos criam um campo de potencial heterogéneo, o
que significa que os elétrons precisam percorrer distancias muito maiores para realizar
transigoes entre estados energéticos. Nos tltimos anos, pesquisas vém sendo realizada
na area, a fim de compreender o transporte de carga em tais sistemas, com o intuito de
desenvolver tecnologia para diversas aplicagoes. A fim de compreender esses aspectos,
esse trabalho tem como objetivo entender a condugdo em materiais desordenados, onde o
tunelamento quantico, torna um forte aliado. Além do mais, visamos revisar o transporte
de carga em materiais desordenados, analisamos como os estados quanticos variam no
tempo, utilizando o operador de evolucao temporal, pois ele descreve a dinamica de siste-
mas quanticos. Desta forma, este estudo proporciona uma compreensao abrangente dos

mecanismos de transporte de carga em materiais desordenados de propriedades eletronicas.

Palavras Chave: Materiais Desordenados; Fisica do estado sélido; Teoria do Transporte

eletronico.



ABSTRACT

In recent years, research in materials has been gaining prominence, revealing compounds
complexes with unusual qualities and diverse uses. Among these materials, the disordered
ones stood out, especially due to their ability to exhibit characteristics electronic and
structural characteristics that break the patterns of ordered materials. The curiosity growing
curiosity about these materials is partly due to their promising applications in emerging
technologies, such as flexible electronic devices, sensors, and energy storage systems. energy
storage. Moreover, conduction in disordered materials is much more complex. It is difficult
to theoretically model these materials due to their irregular structure. After all, the
energetic parameters are not the only ones that influence conductivity. of these systems;
also of intricate spatial elements. The presence of impurities and the irregularity in the
distribution of atoms creates a heterogeneous potential field, which which means that
electrons need to travel much greater distances to perform transitions between energy
states. In recent years, research has been conducted in the field, in order to understand the
transportation of cargo in such systems, with the aim of develop technology for various
applications. In order to understand these aspects, this work aims to understand conduction
in disordered materials, where quantum tunneling, becomes a strong ally. Moreover, we
aim to review the transportof charge in disordered materials, we analyze how quantum
states vary in time, using the time evolution operator, as it describes the dynamics of
quantum systems. In this way, this study provides a comprehensive understanding of

mechanisms of charge transport in disordered materials with electronic properties.

Keywords: Disordered Materials; Solid State Physics; Theory of Electronic Transport.
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1 INTRODUCAO

O impacto da revolucao eletronica, esta ligada diretamenta a fisica de matéria
condensada [8]. A qual abrange diversos sistemas de atomos. Para se obter uma ordem
perfeita de materiais, deve-se ser capaz de aplicar a mesma regra repetidamente, passando
de um membro do conjunto para outro [1]. Esta regra pode ser repetida infinitamente,

resultando na posicao correta dos objetos adicionados progressivamente ao conjunto.

A ordenacao de um conjunto de objetos se estabelece em relacao a caracteristicas
especificas desses objetos. Um objeto pode possuir diversas propriedades, e o conjunto
pode ser ordenado simultaneamente em relagdo a um subconjunto dessas propriedades.
Porém, os materiais desordenados, como vidros e polimeros, desempenham um papel
importante nessa histoéria. Eles nao possuem uma estrutura cristalina ordenada e podem

exibir propriedades tinicas e interessantes.

A influéncia da desordem em materiais eletronicos é um campo de estudo
essencial para se compreender como as propriedades fisicas e eletronicas desses materiais
sao impactadas. Desta forma, para aprofundarmos o nosso entendimento sobre essa area,
abordaremos uma variedade de topicos fundamentais, que vao desde a evolucao temporal
dos estados quanticos até a teoria do transporte eletronico e a condutividade elétrica em

materiais desordenados.

Para compreender a condutividade em materiais desordenados, é necessario
explorar conceitos adicionais e revisar fundamentos histéricos relevantes. Portanto, este
trabalho comecara com a analise de como os estados quanticos variam ao longo do tempo,
utilizando o operador de evolugao temporal para descrever a dinamica dos sistemas

quanticos.

Bem como, abordaremos o teorema de Bloch, que descreve as solucoes da
equagao de Schrodinger para elétrons em potenciais periddicos, facilitando a anélise de
estruturas cristalinas e a compreensao das bandas de energia. E para modelar cristais infini-
tos, utilizamos as condigoes de contorno de Born-Van Karman, que impoem periodicidade

a funcao de onda e simplificam a solucao de problemas complexos em cristais.

J& na teoria do transporte eletronico, exploraremos o modelo da ligagao forte,
que descreve a estrutura eletronica de solidos onde os elétrons podem saltar entre atomos
vizinhos. E consequentemente a distribui¢ao de Fermi-Dirac é fundamental para entender
o comportamento dos elétrons em metais e semicondutores. Como também, a aproximacao
de WKB, da qual ela é usada para resolver a equacao de Schrodinger em potenciais que

variam lentamente, sendo util para analisar o tunelamento quantico.
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1.0.1 Descoberta dos Vidros e Materiais Amorfos:

Os vidros foram provavelmente os primeiros materiais desordenados a serem
descobertos e utilizados pela humanidade [9]. Nao se tem dados precisos sobre o local e a
época em que o vidro foi produzido pela primeira vez; é provavel que tenha sido descoberto
por acaso, em diferentes locais do Médio Oriente. Os achados arqueologicos mais antigos
da Mesopotamia e do Egito datam de cerca de 3.000 aC. Podemos observar esses registros

nas artes dos povos egipcios.

Figura 1 — No Egito dos farads, a arte de soprar vidro era dominada, representando um
marco significativo na historia da civilizagao egipcia.

Um exemplo, na figura 1, é a arte em que utilizavam o mecanismo de sopro para
criar obras como vasos e decoragoes. Essa técnica nao apenas demonstra a habilidade e a

criatividade dos artesaos, mas também reflete a importancia do vidro na cultura egipcia.

Eles tém sido produzidos e usados desde a antiguidade, mas apenas no século
XX é que comegaram a ser compreendidos cientificamente [10]. Com a evolugao da ciéncia
dos materiais e técnicas de analise, os cientistas comecaram a reconhecer os materiais

amorfos como uma classe distinta de materiais com estrutura desordenada.

O avango da eletronica de estado sélido nas décadas de 1950 e 1960 trouxe
uma nova énfase no estudo e desenvolvimento de semicondutores. Isso incluiu nao apenas
semicondutores cristalinos tradicionais, como o silicio e o germanio, mas também semicon-
dutores amorfos [10]. Os filmes finos amorfos comegaram a ser explorados para aplicagoes

em dispositivos eletronicos como células solares e transistores de pelicula fina.

Mesmo sendo iniciados os estudos dos materiais amorfos no século XX, até
meados da década de 1950, esses materiais eram amplamente ignorados e considerados de

pouco significado cientifico ou tecnoldgico.

Desta forma na década de 1950, os pesquisadores comegaram a investigar com
mais afinco os materiais amorfos, que nao possuiam uma estrutura cristalina definida.
Inicialmente, esses materiais eram tao enigmaticos. No entanto, alguns pesquisadores

reconheceram que este era um campo rico, inexplorado e importante da ciéncia.
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A compreensao desses materiais se desenvolveu, quando cientistas como Stanley
Ovshinsky [11] comegaram a desvendar sua natureza e propriedades fisicas. Ovshinsky,
junto com outros pesquisadores, perceberam que os materiais desordenados nao eram
simplesmente estruturas amorfas sem ordem, mas sim sistemas complexos com uma riqueza

de propriedades emergentes.

No inicio, a maioria dos estudos focava na fabricacdo de vidro, com discussoes
prolongadas sobre "O que é vidro?". No entanto, a medida que a pesquisa avancava, os
cientistas comecaram a reconhecer que a desordem estrutural nao era apenas um fenémeno
de interesse artesanal, mas sim um campo cientifico em rapido crescimento com implicagoes

importantes tanto na ciéncia basica quanto na aplicada.

A partir da década de 1980, houve um aumento significativo na pesquisa
estrutural de sistemas desordenados, como liquidos e solidos amorfos, utilizando técnicas
como difragao de raios X e de néutrons [8]. Esses estudos revelaram uma compreensao
mais profunda da estrutura e das propriedades desses materiais, lancando as bases para

avangos subsequentes em uma ampla gama de aplicagoes tecnoldgicas.

1.0.2 Ordem e Desordem:

O diciondrio Houaiss define ordem como:

“Relacao inteligivel estabelecida entre uma pluralidade de elementos; organiza-

¢ao, estrutura” [12].

Podemos compreender o significado de "ordem"com uma rapida pesquisa em
um dicionario ou em outras fontes. No entanto, qual é a relacao desse conceito com a fisica

do estado sélido?

As estruturas podem ser ordenadas, mas nao necessariamente regulares, justa-
mente a partir disso, o significado de ordem e desordem podem ser subjetivos e complexos.
O conceito de desordem ¢é intuitivo. Geralmente, é definido como um estado de auséncia ou
afastamento da condigao de ordem [13]. Porém, é necessario uma melhor a compreensdo, é

necessario também uma definicdo mais precisa de ordem perfeita.

Sendo assim, a ordem de um conjunto de objetos é definida em relacao a uma
propriedade especifica dos objetos [14]. Por exemplo, um conjunto de dtomos pode ser
ordenado em relacao a suas posi¢oes ou orientagoes. A regra de ordem é essencial para

garantir uma disposicao espacial tinica quando aplicada sequencialmente ao conjunto.

No estudo da matéria condensada, é importante discutir sistemas que incluem
muitos atomos ou conjuntos de atomos [15]. Os cristais sdo exemplos de estruturas

ordenadas e regulares, enquanto os liquidos apresentam ordem local entre seus atomos.
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Figura 2 — Um sdlido cristalino (a) e um amorfo (b). Note a falta de ordem de longo
alcance no amorfo, mas a existéncia de ordem de curto alcance que se manifesta
no tamanho aproximadamente igual de todas as ligagoes quimicas e no arranjo
ordenado dos vizinhos de cada [1]

A maioria dos sistemas fisicos nao apresenta uma ordem perfeita (figura 2),
nem uma desordem completa [1], [16]. Em vez disso, hd uma variagao consideravel no grau
de conformidade com a regra de ordem e em outras propriedades relacionadas. A ordem
multipla ocorre quando um conjunto de objetos é ordenado em relagao a duas ou mais
propriedades simultaneamente, como no caso de atomos com alinhamentos magnéticos

especificos dispostos em uma rede cristalina.

1.0.3 Propriedades Fisicas dos Materiais Amorfos

Desde os primordios da civilizagao a curiosidade do homem ¢é ligada a estudos
na area de materiais [9]. Partindo de coisas simples do cotidiano, através de ferramentas,

a avancos na area de tecnologia [10] .

Os materiais possuem caracteristicas que vao além do que percebemos ao olhar,
possuindo diversas caracteristicas microscopias [16]. Quando definido como cristalino
perfeito, possui simetria translacional e uma célula unitaria, e quando estendido em trés
dimensoes nao possuem periodicidade de longo alcance [1]. Isso estd em contraste com os
materiais amorfos, por fugirem desse padrao de ordem de longo alcance, nao apresentam
verdadeiros estados de Bloch. Como resultado, a mobilidade e a condutividade dos elétrons

nesses materiais sao reduzidas. [17].

Um fato curioso desses materiais, é que devido a natureza desordenada dos
materiais amorfos, acreditava-se que eles nao encontrariam aplicagoes tecnoldgicas. No
entanto, dentro da comunidade cientifica, isso mudou. Em 1955, Kolomiets e sua equipe
[18] descobriram que os vidros de calcogeneto amorfos funcionam como semicondutores.

Naquele periodo, era um mistério porque esses materiais, sem uma estrutura de rede
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periddica, apresentavam um gap de energia.

Pouco tempo depois, em 1960, Loffe e Regel [19] sugeriram que o gap de
energia é determinado pela ordem local dos atomos, e nao pela periodicidade global da
rede. Essas descobertas revolucionaram o campo e atrairam a atencao de cientistas e
engenheiros ao redor do mundo para o estudo dos materiais amorfos. Através disso, houve
um aumento no interesse, que por sua vez resultaram em mais desenvolvimento tecnologicos

e consequentemente mais estudos na &rea.

1.0.4 Estrutura Atomica dos Sdélidos Amorfos

Estruturas vitreas, também conhecidas como materiais amorfos, podem ser
encontradas em fases liquidas entre alguns sélidos [2]. Um material é classificado como
amorfo quando, ao ser resfriado a partir do estado liquido, sua viscosidade aumenta

continuamente [16].

Ao atingir uma temperatura especifica, (fig. 3), conhecida como temperatura
vitrea (T,), a viscosidade do material alcanga valores da ordem de 10™ a 10'* P.s. Esses
valores sao semelhantes aos encontrados em materiais soélidos. Nesta condigao, devido a
restricdo no movimento atomico, o rearranjo dos atomos ¢ impossivel e a cristalizacao nao
ocorre. Em contraste, se a cristalizacdo acontecer durante o resfriamento, a viscosidade do

material muda abruptamente [16], aproximando-se de 10" Ps.

Supercooled liquid

Liquid

ENTHALPY OR VOLUME

|
l
1
1
|
T

T, T,

g m

TEMPERATURE

Figura 3 — Representagao esquematica da entalpia ou do volume de um liquido do qual
gera vidro em funcao da temperatura. [2].

Outra maneira de distinguir o processo de formacao da estrutura cristalina da

amorfa é observar a variacao de volume durante o resfriamento do liquido [16]. Quando o
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material se cristaliza, ha uma rapida alteracao no volume em uma temperatura especifica,
chamada de temperatura de fuséo (7), devido a reorganizagao dos d&tomos para formar um
cristal (figura 3). Em resumo, o vidro pode ser considerado um liquido “congelado”, onde
esse “congelamento” ocorre a uma temperatura de vitrificacdo, que é inferior a temperatura

de cristalizacao.
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Figura 4 — Diagrama da estrutura da Silica cristalina e Vitrea. [3]

Um exemplo classico desse fendmeno ¢é a silica (Si0), que pode formar quartzo
sob condigoes especificas de resfriamento (figura 4), mas resulta em uma estrutura amorfa

quando resfriada normalmente [3].
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2 ESTRUTURA ELETRONICA DE CRISTAIS UNIDIMENSIONAIS

2.1 POLIMEROS COM LIGACOES CONJUGADAS

Polimeros sao macromoléculas formadas por longas cadeias, originadas pelo
processo de polimerizacao, no qual pequenos blocos estruturais, os monomeros, se combinam
em sequéncias repetitivas [20]. A palavra ‘polimero’ vem do grego, unindo ‘poli’ (muitos) e
‘mero’ (parte), e sugere a ideia de multiplas partes interligadas. Em geral, esses materiais
sao compostos predominantemente por carbono e hidrogénio, embora outros elementos,
como oxigénio, nitrogénio e halogénios, possam estar presentes nas cadeias principais e

laterais.

Entre os polimeros, aqueles com ligacoes conjugadas destacam-se por suas
propriedades eletrdnicas peculiares, conferindo-lhes caracteristicas semicondutoras [4].
Essas cadeias possuem atomos de carbono com ligacoes alternadas entre simples e duplas,
permitindo a deslocalizacao de elétrons ao longo de toda a cadeia. Esse comportamento
facilita a conducgao de corrente elétrica sob condicoes especificas, o que torna esses polimeros

muito atrativos para aplica¢oes tecnologicas.

Além disso, a configuracao de ligacoes conjugadas gera faixas de energia seme-
lhantes as dos semicondutores inorgénicos [21], como o silicio (figura 4). Essa semelhanga
permite o estudo desses polimeros a luz de modelos de banda e principios da mecanica quan-
tica, possibilitando investigagdes sobre como a estrutura quimica e o ambiente circundante

influenciam suas propriedades eletronicas e Opticas.

Todo sélido contém elétrons; no entanto, a capacidade de conduzir eletricidade
depende de como esses elétrons respondem a um campo elétrico. Nos cristais, os elétrons
organizam-se em bandas de energia (figura 5) separadas por regides de energia onde nao
existem estados permitidos para os elétrons, chamadas de bandas proibidas ou lacunas
de energia. Essas lacunas surgem da interacao entre os elétrons de conducgao e os niucleos

ionicos do cristal.

O comportamento do cristal ¢ isolante se todas as bandas permitidas estiverem
preenchidas ou vazias [22], pois, assim, os elétrons ndo se movem sob um campo elétrico
(figura 8). No caso de bandas parcialmente preenchidas, o cristal age como um metal,
enquanto uma ocupacao ligeiramente acima ou abaixo dos limites das bandas caracteriza

um semicondutor ou semimetal [22].

Historicamente, polimeros eram considerados isolantes, o que restringia suas
aplicagoes a revestimentos protetores em condutores metalicos. Entretanto, a descoberta

da condutividade elétrica no poliacetileno (CH),, em 1977 revolucionou esse campo. Esse
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ducio (BC condugéo (BC) condugéo (BC)
cen ucag( ) condugéo (BC) e 2

vazia

banda proibida banda proibida
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Figura 5 — Representacao das bandas de energia: (a) Banda de valéncia (BV) parcialmente
preenchida, comum em metais como o cobre, que possui um unico elétron no
subnivel s; (b) BV totalmente preenchida e sobreposta & banda de condugao
(BC), caracteristica de metais como o magnésio; (c¢) BV totalmente preenchida
separada da BC por uma ampla banda proibida, tipica dos isolantes; (d) BV
totalmente preenchida com uma banda proibida estreita, caracteristica dos
semicondutores [4].

avango, que rendeu o Prémio Nobel de Quimica em 2000 a Alan J. Heeger, Alan G.

MacDiarmid e Hideki Shirakawa, abriu novas fronteiras para os polimeros condutores [23].

A condutividade elétrica observada no poliacetileno é intimamente relacionada
a presenca de ligagoes conjugadas em sua estrutura [23], o que permite a deslocalizagao dos
elétrons. Essa caracteristica é fundamental para entender as propriedades semicondutoras
desses materiais, especialmente no que diz respeito aos orbitais moleculares, como: nivel de
energia HOMO ou banda de valéncia, Highest Occupied Molecular Orbital, e o primeiro
estado excitado nivel de energia LUMO ou banda de conduc¢ao, Lowest Unoccupied
Molecular Orbital, que desempenham papéis cruciais na conducao elétrica e nas interagoes

com a luz [21].

2.1.1 Propriedades Semicondutoras

Os semicondutores organicos comecaram a ganhar destaque no final da década
de 1990 [23]. Esses materiais sdo constituidos, em sua maioria, de moléculas orgénicas
conjugadas compostas por cadeias de carbono, e suas propriedades elétricas diferem das

dos semicondutores inorganicos (SI) (exemplo de estruturas SO, figura 6).

As propriedades dos semicondutores organicos aplicagoes em dispositivos eletrd-
nicos, como células solares organicas, transistores e LEDs orgénicos (OLEDs). Teoricamente,
suas caracteristicas, como mobilidade de carga, a largura da banda e a estrutura eletro-
nica, determinam a eficiéncia na conversao de energia e a resposta elétrica. Na pratica, a
capacidade de sintonizar essas propriedades por meio de modificagbes quimicas permite o
desenvolvimento de materiais que podem absorver diferentes comprimentos de onda de
luz, otimizando a eficiéncia das células solares e a performance dos transistores. Além

do mais, a flexibilidade e a leveza dos semicondutores organicos favorecem a criacao de
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Figura 6 — Estrutura quimica de algumas moléculas organicas semicondutoras

dispositivos inovadores e versateis, como telas finas e leves, que se adaptam a diversas

aplicagoes tecnoldgicas.

Dos quais, os semicondutores organicos, podem ser divididos em duas categorias

principais:

« Polimeros: macromoléculas compostas por unidades organicas repetitivas (mono-

meros) conjugadas, podendo ocorrer naturalmente ou ser sintetizadas;

o Moléculas pequenas: compostos organicos de baixo peso molecular, em comparagao

aos polimeros, e geralmente contém ligagoes conjugadas do tipo .

As propriedades dos semicondutores organicos permitem sua aplicacdo em
diversos dispositivos eletronicos, como células solares organicas, transistores e LEDs
organicos (OLEDs) [24]. O processo de condugao ¢ intermolecular, onde elétrons 7 saltam
entre atomos de carbono com uma barreira de energia relativamente baixa em comparacao
ao potencial de ionizagao. Esses semicondutores organicos sao classificados conforme o

tipo de portador de carga predominante [6]. Onde as principais diferengas sao:

o Tipo-p: Com baixo potencial de ionizagao, esses semicondutores doam elétrons com

facilidade, sendo denominados doadores de elétrons, (figura 7-a) [21];

o Tipo-n: Com alta afinidade eletronica, eles aceitam elétrons facilmente e sdo denomi-

nados aceitadores de elétrons, (figura 7-b) [21].
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Figura 7 — Diagrama simplificado de energias para (a) um semicondutor tipo-n e (b) um
semicondutor tipo-p. No semicondutor tipo-n, a posicao do nivel de Fermi é
deslocada em direcao a banda de condugao, enquanto, no semicondutor tipo-p,
o nivel de Fermi se desloca em direcao a banda de valéncia, refletindo a dopagem
e a concentracao de portadores de carga em cada tipo de material. Adaptado

[5]-

Por isso, o transporte ocorre através de um mecanismo conhecido como hopping,
no qual o portador de carga se desloca (saltando) pelos estados de energia bem definidos
como transporte de portadores de carga [25]. Esse processo envolve interagoes m 7 entre
os sitios, que podem ser estados de armadilhas, moléculas individuais ou segmentos

deslocalizados de cadeias poliméricas.

A probabilidade de um portador mover-se de um sitio para outro é determinada
pela taxa de hopping, conforme o modelo de Miller-Abrahams [26], que varia com a
temperatura e depende da forca de acoplamento eletronico entre os orbitais HOMO e
LUMO. Essa relagao ¢ fundamental para a compreensao do modelo de hopping, que sera

explorado mais detalhadamente nos capitulos seguintes.

Para distinguir isolantes de condutores, o modelo do elétron livre deve ser
ampliado, considerando a rede periddica do sélido, onde a presenca de uma lacuna de

energia emerge como uma das propriedades mais significativas.

2.1.2 Modelo do elétron quase-livre

Os valores de energia permitidos distribuem-se de maneira continua, de zero ao

infinito. A expressao para a energia é dada por:

2

B
E=—(Kk+k +k 2.1
o (R I+ K, (2.1)
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onde, para condig¢oes de contorno periddicas em um cubo de lado L,

2 4w

ky by, k, =0, +— +—, ... 2.2
As fungoes de onda do elétron livre sao:
U(r) = exp(ik 1), (2.3)
representando ondas progressivas que carregam momento p = hk.
€ Second €
allowed
Cband NB B/
Forbiddenband | e iEa
First |A A|
allowed I |
band : :
k ' L k
_T ar
a a
(a) (b)

Figura 8 — (a) Gréafico da energia em fungao do vetor de onda k para um elétron livre.
(b) Grafico da energia em func¢do do vetor de onda para um elétron em uma
rede linear monatomica com constante de rede a. A lacuna de energia £, estd
associada a primeira reflexdo de Bragg em k = 7/a [1].

A reflexdo de Bragg, caracteristica da propagacao de ondas em cristais, é a
origem das lacunas de energia, que determinam se um sélido ¢ isolante ou condutor [22].
Para explicar a origem dessas lacunas, podemos considerar um sélido linear com constante
de rede a. A condicao de Bragg para a difracao é:

nm
)

k= J_r;G =+ (2.4)

a

2mn ) P .
onde G = —— é um vetor da rede reciproca e n é um inteiro. A primeira lacuna
a
ocorre em k = +7/a, definindo a primeira zona de Brillouin. Outras lacunas ocorrem para

outros valores de n.

Em k = +7/a, as ondas de elétron formam estados estacionarios compostos

por ondas que viajam para a direita e para a esquerda:

P4y = exp (zkx) + exp (—zlm) = 2cos (km) , (2.5)
a a a
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Essas ondas estacionarias sao essenciais em redes cristalinas, onde descrevem

estados de energia e formam lacunas devido a periodicidade da estrutura do material.

O modelo de Drude, introduzido em 1900, veio para aprimorar o modelo de
elétrons livres ao tratar os elétrons de valéncia como particulas livres [27], explicando
parcialmente a condutividade elétrica e térmica de metais [28]. Porém, ele falha ao prever
fendmenos como a capacidade calorifica dos metais, as varia¢oes de condutividade com
a temperatura e a distingao entre metais, semimetais, semicondutores e isolantes [28].
Esses problemas surgem porque o modelo de Drude ignora o potencial peridédico do cristal,
resultando em previsoes imprecisas, como capacidades calorificas excessivas e uma relagao

incorreta entre elétrons de condugao e valéncia.

Pensando nessas limitacoes, o modelo de Bloch trouxe uma nova perspectiva
para compreender a condutividade elétrica nos sélidos. Ele postulou que os elétrons nos
cristais se comportam nao como particulas autonomas, mas sim como ondas enredadas na
estrutura periédica do material [29]. Essa visdo inovadora permitiu finalmente explicar
fendmenos observados experimentalmente, como a formacdo de bandas energéticas e a

distingdo entre metais, semicondutores e isolantes.

2.2 TEOREMA DE BLOCH

Para determinar as func¢oes de onda que descrevem os elétrons em um cristal
unidimensional, considera-se um potencial periédico associado & rede cristalina [22]. Esse
potencial representa a atracao coulombiana repetida periodicamente em intervalos regulares
ao longo da estrutura (figura 9). Félix Bloch, propds, que cada elétron independente do
sistema pode ser representado por uma funcao de onda que obedece equagao de Schrodinger

para um potencial periédico (figura 10) [29].

Energia Potencial, U.

AVAI VA AR van vas

Figura 9 — Variacao da energia de atracao coulombiana para um elétron de conducao em
uma rede cristalina unidimensional. [1]

Todavia, de maneira mais geral, as fungoes de onda com periodicidade igual a
rede de Bravais podem ser moduladas por fungoes peridédicas conforme apresentado na

equagao (2.7):
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Figura 10 — Representacao da densidade de probabilidade de encontrar um elétron em
uma rede unidimensional. Contudo, essa representagao se limita ao caso em
que a periodicidade da fun¢ao de onda e da densidade de probabilidade tem a

mesma periodicidade da rede cristalina [1].
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para todo R. Note que isso,

Ui (7 + 7) = eF R (7).

Das equagoes (2.7) e (2.8), se obtém:

b (7 + R) = €TPV(F 4 tR) = FRFRV (7 1 ¢ R)

L(F + R) = Ry (7)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)
(2.12)

Para cada vetor B de uma rede de Bravais, na qual v(7 + R) = v(7) é valido.

Isso significa que o potencial em qualquer ponto da rede de Bravais é idéntico ao potencial

em qualquer outro ponto, desde que o deslocamento ocorra ao longo de um vetor da rede

de Bravais

- 2
Agora supondo que k = %,
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= R — (2.13)

(R +F) = () (2.14)
Isso implica que a funcao de onda 1 é invariante sob translacao por um vetor de rede R.

Ou seja, a funcao de onda 1 ¢ invariante sob translacao por um vetor de rede
R. Esse resultado mais geral estabelece uma representacao onde a modulagao das fungoes
de onda com periodicidade espacial igual a da rede de Barvais pode assumir qualquer

periodicidade ja que a equacao (2.14) é vélida para um vetor de onda, E, qualquer.

Contudo, para representar elétrons confinados em um cristal deve-se considerar
a continuidade da funcao de onda, incluindo aquela que estabelece que a continuidade da

funcao de onda nas extremidades do cristal.

2.2.1 Condicoes de contorno de Born-Van Karman

As condigoes de contorno de Born-Van Karman estabelecem que a fungao de
onda ¥ (7) de um elétron em um cristal deve ser periddica. Isso significa que, quando a
funcao de onda é transladada por um vetor de rede E, ela correspondente a uma repeticao

da célula unitaria do cristal, e ela deve retornar ao seu valor original, ou seja:

Uma maneira relativamente concreta de conceituar esse fundamento, especial-
mente em um cristal unidimensional, é considerar o caso em que as extremidades do cristal
estao conectadas, formando um anel. Nesse cenario, para garantir a continuidade da funcao
de onda ao longo do cristal, ela deve permanecer continua também nas extremidades,
assegurando uma transicao suave entre elas. Como a funcdo de onda é periddica, para
qualquer deslocam ente igual ao comprimento, L, do cristal deve-se verificar a mesma

condi¢ao da funcao de onda.

Deste modo, as condi¢oes de contorno de Born-von Karman podem ser re-
presentadas em termos do vetor de rede, a;, e do niimero de células unitarias do cristal

unidimensional N; conforme a equagao (2.15).

(7 + Niay) = 9(7) (2.15)
para i =1,2,3...

Onde a; representa os vetores primitivos da rede de Bravais e Nj representa

numeros inteiros, N = Ny, N3, N3.... Sendo assim, as fung¢oes de onda que representam os
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elétrons em um cristal unidimensional devem respeitar tanto o teorema de Bloch como as

condic¢oes de contorno de Born-von Karman.

Com isso, aplicando o teorema e Bloch a equagao (2.15) obtém-se:

U( + Niay) = R0 (7) = () (2.16)

- e(iNiI?.ai) -1 (2.17)
Tal que? =1,2,3...

Considerando-se k escrito em termos dos vetores da rede reciproca, k = x1b; +

x9by + w3bg, pode-se escrever a equagao (2.17), como:

e(iNiEai) _ e(iNiQﬂ'Xi) (218)

Ja que b;a; = 2mdij, isso significa que:

cos(N;27X;) + isen(IN;27X;) = 1 (2.19)

Deste modo apenas os vetores de onda de Bloch determinados pela solucao da
equagao (2.19) caracterizam fungoes de onda que satisfazem as condigdes de contorno de

Born-von Karman.

Sendo esses vetores de onda sao caracterizados pelos parametros apresentados

na equagao (2.20).

cos(N;27X;) = 1
(2.20)
sen(N;27X;) =0
N;27X; = m27, sendo m = 1,2, 3...
m
X, - 1 2.21
. 221

Essa relagao estabelece que os vetores de onda de Bloch, l;:, permitidos sdo:

3
- m;
k= Zl Nob, (2.22)

para m; =1,2,3,...

Embora a equagao (2.22) ofereca infinitas solugbes que satisfazem tanto ao
teorema de Bloch quanto as condi¢oes de contorno de Born-von Karman, é importante
ressaltar que nem todas as solugoes garantem que a funcao de onda possua a mesma

periodicidade da rede de Bravais.
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Para m = 1, a periodicidade da fun¢ao de modulacdo corresponde ao compri-
mento do cristal. J& quando m ¢ igual ao niimero de dtomos, a periodicidade da funcao de
modulagao coincide com a da rede de Bravais. No entanto, para valores de m superiores ao
numero de atomos, o periodo da fungdo de onda de modulagao torna-se inferior ao da rede
de Bravais, fazendo com que a fun¢do de onda deixe de respeitar a periodicidade da rede.
Portanto, apenas as solu¢oes com m < N sao consideradas adequadas para representar

um elétron em um potencial peridédico unidimensional.

2.3 MODELO DA LIGACAO FORTE (TIGHT BINDING)

Quando estudamos solidos metalicos, reparamos com a representacao da fungao
de onda de um cristal como uma combinagdo linear de ondas planas [22]. No entanto,
esse método apresenta dificuldades em associar a funcao de onda aos orbitais atémicos no

solido.

Por isso, existe um outro método para calcular a estrutura eletronica, conhecido
como aproximagao tight-binding. Esse método é eficaz para descrever a estrutura de

bandas em toda a zona de Brillouin [1].

(a)

(h)

(e

Figura 11 — Trés bandas de energia de uma rede linear plotadas em (a) o esquema de zona
estendida (Brillouin), (b) o esquema de zona reduzida e (c¢) o esquema de zona
periodica, [1].
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O método tight-binding, inicialmente proposto por Bloch em 1928, envolve a
formacao de uma combinacao linear de orbitais atémicos localizados nos diversos atomos
do cristal [29]. Com esse método, usamos um nimero menor de fungoes de base em

comparacao com a combinagao de ondas planas.

Através dessa aproximacao, os estados eletronicos em um cristal sdo calculados
a partir dos orbitais de atomos isolados. Assim, a funcao de Bloch necessaria é expressa

em termos do i-ésimo orbital atomico.

Para a construgao desse modelo considera-se uma ligacao forte entre o elétron
e seu nucleo correspondente 11, de maneira que a fun¢ao de onda eletrénica concentra-se
nas imediacoes onde o potencial atrativo é aproximo ou igual ao ponto Colombiano Nesse

caso, se propoe como aproximacao:

H = Hy + AU(F) (2.23)

para representar a Hamiltoniana da funcao do sistema onde, H,; representa a hamiltoniana
atomica e AU (7) é a funcao de corregao para representacao do potencial efetivo. Nesse
modelo, embora AU (7 = 0), a corregdo do potencial ndo é nula. Entao, se considera de
maneira geral os auto-estados do sistema sao combinagoes lineares de autofungoes locais
(nas imediagoes de cada sitio, as quais, satisfazem o teorema de Bloch) e as condigoes de
contorno de Bor-Von Karman. Deste modo, as estrutura do sistema cristalinos, podem ser

representadas como:

O = Z o tFT9 (7~ R) (2.24)
R

Onde R representa o parametro de rede e ¢(7" — ﬁ)

—

Assumindo que nas regides ¢("— R) é diferente de zero, entdao AU(7) = 0 pode-
se assumir que em quanto préximo de ¢(7 — R) é aproximadamente igual aos autoestados
atomicos. Dessa forma, é possivel assumir que a combinacao linear de um conjunto finito

de orbitais atémicos (equagao 2.23) representa a autofungao local:

3(F) = (R) = X btu (7 — R) (2.25)

Segundo essa, 1 deve ser a solucao da equacao de onda para o sistema

cristalino:

HY(7) = [Ha + AUR)(F) = () (7) (2.26)
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Considerando esse resultado os valores esperados da energia podem ser deter-

minados:

F Hop(F)di = (k) F O FYFdE (2.27)

Em que ¢} (7) é os auto-estados atomicos, sendo assim:

E@b (7) Hart (7 F)+f L FAU (F)(F)d () = r; Hot+ (7P dF + f; o* AU(F)dF
(2.28)

= B [ n 00 +en [ uiPa@ar) (2.29)

Da equagao (2.25) é possivel obter:
- £ [ e

- fo U5, (MAUY ) (230

Com para cada componente da equagao (2.25) vale:

[ v = s 231)

Considerando essa relagao e as equagoes (2.24) e (2.25) podemos escrever:

[ onw@an - [ v (1 X otr - Rar (232

= J h Wi (7)€ by (7 — R)di = J Z b, (F— R)di - (2.33)
o 7 -

Onde, para R = 0, tem-se:

f Db (7 dr—f U (Pt (7

@J U (M) by, () dF = Zb Onm = b (2.34)

Entao, a relagao (2.33) é reescrita como:
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f P = b, b, Zj U (P (7 — By Ra(7) (2.35)

n RO

Analogamente,

fw* AU (F)() be U (P AU (7)) (7)dF

+ 370, > f U A(F)bn (7 — R)e*Rdi (2.36)

n RAO

Entao considerando os resultados apresentados nas equagoes (2.35) e (2.36),

podemos reescrever a equagao (4.1), como:

[e(E)—en]* b+ . ZJ Ur(7 — B)e*RA(F) « by, (2.37)

n R#0

@g(%’)—zr Ui (AAU (P (F)AF+ D by Y by U V¥ AU(F)(F — R)e™ d(F)]

n J—@ o R0

Todas as integrais sao aproximadamente nulas, implicando que €(k) sdo niveis
com energia préoximas as das orbitas atomica. Neste caso, como o orbital atomico nao é
degenerado, todos os indicios b, sao nulos, exceto para aquele que caracteriza o orbital s.

Entao, a equagao (2.3) pode ser reescrita como:

e(k) = B,— A (2.38)

Considerando que a(R) << 1 ¢ a simetria do orbital s, v(R) = v(—R), pode-se

reescrever:
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e(F) = B, — B Y 1(R)e™RE, + Y y(R)e™ ™ (2.39)
R>0 R<0

Finalmente, considerando que apenas a interagao com vizinho mais préximos:

e(k) = E, — B+ v(R)2cos(kR) (2.40)

2.4 PROPRIEDADES DE BANDAS EM CRISTAIS UNIDIMENSIONAIS

De forma simplificada, consideraremos solugoes estacionarias. Estas solugoes
descrevem padroes de deslocamento que se propagam pelo cristal como ondas, cada
uma com frequéncia bem definida. Este conceito também se aplica ao elétron devido a

semelhancga das equagoes que o descrevem na mecanica quantica.

No entanto, para entendermos que a amplitude associada a posicao do elétron
nao representa uma probabilidade diretamente, mas sim uma amplitude complexa. Diferente
de um fluxo continuo como agua em tanques interligados, onde os niveis se igualariam com
tempo, a amplitude de probabilidade do elétron exibe oscilagao [6]. Essa diferenca resulta da
presenca do termo imaginario ¢ nas equacoes diferenciais quanticas, que transforma solugoes

exponenciais em oscilatérias, indicando um fenémeno distinto de simples transferéncia de

“ b "] /A’romo
(a) O O Q O O O O C O
. n-3 n2 n-| n n+l n+2 n+3 .

matéria.

/Elé’rron
(y © © O &%\ O o O 0 O

In-1>
(c)oooo\yx\oooo
[ n )

S
(d)ooooo\\%\ooo
[In+1>

Figura 12 — Os estados de base para um elétron em um cristal unidimensional [6].

Com isso, nosso intuito agora ¢ analisar o problema de forma quantitativa.

Consideremos um sistema unidimensional constituido por uma cadeia linear de atomos,
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como ilustrado na Figura (12 (a)). Em um cristal real, um grande nimero de elétrons
ocupam posicoes especificas ao redor de atomos, em padroes estacionarios. Analisaremos o
que ocorre quando um elétron adicional é introduzido nesse sistema, como se formassemos
um ion negativo com um elétron fracamente ligado. Supondo que o elétron possa saltar
para atomos vizinhos com determinada amplitude, modelamos essa situacao a partir de

estados de base localizados.

Numerando os dtomos consecutivamente, cada estado de base |n) representa o
elétron localizado no n-ésimo atomo. Um estado qualquer |¢) do sistema pode ser descrito

como uma superposicao desses estados de base:

9> = > Culn)

C,, é a amplitude de probabilidade de o elétron estar no atomo n. Supondo que
o elétron s6 possa se mover para atomos adjacentes, a amplitude de transicdo entre atomos
proximos pode ser descrita por uma constante A, e a evolugao temporal das amplitudes

C,(t) é dada pela seguinte equagao de diferenca:

dc,

i
LA

= EyCp, + A(Cri1 + Cpq)

Tal que: Ey é a energia do elétron se ele estivesse fixo em um atomo, o que
representa o nivel de referéncia de energia. E A é a amplitude de transi¢ao para o atomo

vizinho.

A andlise completa requer que essa equagao seja aplicada para cada atomo n
ao longo da rede, formando um sistema de equagoes acopladas. Para uma rede infinita de

atomos, temos um conjunto indefinido de equacgoes da forma:

L dCy

h— = F, A

) it 001 + ACY

Zhddcl;z = E()CQ + A (01 + 03)
Zhddcté = EyC5 + A (CQ + 04)

Esse conjunto de equagoes diferenciais descreve a propagacao da amplitude de
probabilidade pelo cristal, e o comportamento oscilatorio das solugoes reflete a natureza

ondulatéria da mecanica quantica e a possibilidade de tunelamento do elétron entre atomos.
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3 ATIVACAO TERMICA E TUNELAMENTO

Nas secoes anteriores apresentamos modelos para representacao de estados
eletrénicos em cristais unidimensionais. Nao obstante, para representar o transporte de
cargas em materiais desordenados, como os materiais poliméricos, deve-se considerar

arranjos espaciais aleatorios dos policristalinos de cristais unidimensionais.

Nesse caso, deve-se considerar que para haver transporte de cargas os elétrons
devem transitar entre estados espacialmente localizados, separados por lacunas. Além disso,
deve-se considerar que os estados eletronicos permitidos nas diferentes regioes do espaco
podem sofrer influéncia da morfologia local, isto €, os auto-valores associados aos estados
localizados apresentam valores ligeiramente distintos entre si. Deste modo, o transito de
portadores de cargas dependera tanto da ativacao térmica, a qual permite a transi¢cao para

estados mais energéticos, como do tunelamento através das vacancias entre estados.

Nesta secao, apresentaremos uma representacao da probabilidade de ativagao
térmica a partir da distribuicdo de Fermi-Dirac e da probabilidade de tunelamento através
de uma barreira de potencial retangular finita usando a aproximacgao de Wentzel-Kramers

Brillouin.

3.1 DISTRIBUICAO DE FERMI-DIRAC

Para um sistema com temperatura zero Kelvin ha uma necessidade de represen-
tar a ocupacao de estados exaltados em sistema genérico com N particulas em equilibrio

termodinamico.

Neste limite, a probabilidade de ocupagao dos estados é abrupta: todos com
energia abaixo do nivel de Fermi p estao completamente ocupados, enquanto os estados
acima desse nivel estdo totalmente desocupados [22]. Na figura (13) representa, traduzindo
em uma transicao vertical e abrupta na energia , criando uma linha reta que indica

claramente a fronteira entre estados ocupados e desocupados.

A medida que a temperatura aumenta, o comportamento da funcio de distri-
buicdo muda. A transicao entre estados ocupados e desocupados, torna-se gradualmente
mais suave [30], [1]. O grafico correspondente mostra uma curva ao redor do nivel de Fermi,

refletindo a mudanca gradual na probabilidade de ocupacgao dos estados.

Segundo a fisica estatistica, as propriedades de um sistema como esse, sao
representadas pela média de todos os estados (com energia €), designando-se um peso P(¢)

—€
proporcional a e*s7 .
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T=0K

pn(e) = ——a (3.1)

Em que, €, representa a energia do estado a do sistema de n particulas. O
potencial termodindmico que representa as propriedades de um sistema em equilibrio

térmico é o potenciagao de Helmhotlz, F' = u — T}, onde S = Kgln(N). Neste caso:

—Fn —U Tkyln(N) —u N —u
C*¥BT = (' T () *BT = e¢kpTeg n(N) _ NekBT (32)

—U
Sendo que U representa a energia média do sistema. Com isso, Ne*sT estabelece

o peso total do sistema:

CTRE Jn(N) _ NeTaT _ Zez?;‘% (3.3)
Substituindo esse resultado na equacao (3.1), obtemos:
ki& —(e—Fn)
pale) = — o = T V) (3.4)
3, eFa

A probabilidade de uma particula ocupar um estado ¢ pode ser determinada a

partir de P,(€), como:

FY = Paled) (35)
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Da qual a soma se estabelece para computar todas as probabilidade distribuicao
em que o i-ésimo estado estd ocupado. Contudo, segundo o principio de exclusao de Pauli,
cada estado eletronico pode estar ocupado. Sendo assim, a probabilidade de nenhum

elétron estar no estado 7 sera:

FY =13 Palel) (36)

A soma representa o computador dos estados i, que esta desocupado. Conside-
rando, que um sistema com n elétrons, e que ¢ esteja desocupado, pode-ser obtido com um
estado N + 1 elétrons, cujo os elétrons do i-ésimo estado foi removido. Por consequéncia, é

admitido reescrever a equagao (3.6):

FY =1-) Py — &) (3.7)

Em que ¢; representa a energia do i-ésimo estado ocupado.
O termo P, (e"'—¢;) pode ser reescrito levando em consideraco a representacio

fornecida pela equagao (3.4):

("l e, —Fp)

Po(e"t —g)) =€ BT (3.8)

(e}

E P,,1(e2™) pode ser reescrita como:

(EZJA*Fn)
P () = (3.9)
Combinado as equacoes (3.8) e (3.9):
EZ+1 €4 Fn Ei—H
Poii (M —¢;) = e*sT eFBT e*8T = eF5T Py, (") (3.10)

Da qual p ¢ a variagao da energia livre de Helmholtz com respeito a variagao da quantidade

de matéria, ou seja, é o potencial quimico do sistema.

5 5 5.8 5
- —U=—(F-T,)=—F+—T, - _F 11
p=s U= E-L)=gF+el=n=7r (3.11)

Utilizando o resultado da equagao (3.10) na equagao (3.7), adquirimos:

7

FN =1 e¥at prl (3.12)

A equagao a seguir representa a probabilidade de encontrar um elétron no
1-ésimo estado de um sistema com N particulas como uma funcao da probabilidade em

um sistema com N + 1 particulas:
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(ei—p)/kBT 1
‘ (3.13)

PN =1- - .
! Z 1+ eled ™ =w)/kpT 1 4 (e —p)/kpT

«

Para sistemas com muitos elétrons (N » 1), a soma pode ser aproximada pela

integral sobre os estados:

de
N+1y
;Pnﬂ(ea ) ~ J T (3.14)
Substituindo e simplificando, obtemos:
PN elei—n)/kpT ‘ del+1 (3.15)
’ 1+ eled " =m/ksT 1 4 elea *' —u)/kpT’ '

Quando N é muito grande, a fungao de distribuicao de Fermi-Dirac tende a

uma forma bem definida, e podemos utilizar a identidade da funcdo de distribuicao:

1 1
Za: L4 o @ —n/kaT 1 4 eCim/baT (3.16)

Assim, a fungdo de ocupacao para o estado ¢ em um sistema grande é dada por:

1

N _
e R e (3.17)
Onde N ¢ a soma das fungoes de ocupagao dos estados:
N =>FN. (3.18)

E importante notar que a fungdo de ocupacio obtida aqui ¢ idéntica & distri-
buicao de Fermi-Dirac, que é aplicavel a sistemas de férmions. No entanto, a distribuicao

de Bose-Einstein surge naturalmente quando consideramos sistemas de muitos bésons.

A figura (13) e a equagao (3.17) estao interligados, onde a transigdo suave
observada no grafico com temperaturas superiores a zero Kelvin reflete a forma continua
da func¢ao de distribuicao e a forma como os elétrons se distribuem em torno do nivel de

Fermi com o aumento da temperatura.

3.2 TUNELAMENTO QUANTICO EM BARREIRAS DE POTENCIAL

Quando um sistema quantico contém diferentes regioes com diferentes potenciais
(v1(7) em uma regido e v9(7) em outra), sdo necessarios diferentes comportamentos para

a funcdo de onda é encontrada em cada regiao. As solugoes da equagao de Schrodinger
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nessas regioes fornecem fungdes de onda especificas 11 (7) e 19(7) para seu espago de
fase, descrevendo o comportamento da particula ou sistema dentro de cada regiao com o
potencial correspondente. Para sistemas que interagem entre regioes, a funcdo de onda
deve ser continua para garantir que a probabilidade de encontrar a particula seja bem

definida em todo o sistema.

Por exemplo, um sistema com duas regioes distintas, v;(r) e vo(7), pode ser

representado graficamente como:

\G

Regido 1 Regidio 2 Regido 3

v

Figura 14 — Classicamente, a particula estd limitada a regido em que E > v(x), elaborada
pelo autor.

Neste sistema, ha uma interface entre as regides 1 e 2 na posicao a. A equagao
de onda deve ser resolvida em cada uma dessas regides, resultando nas solugoes 1 (7) e
1o(T) para as regides 1 e 2, respectivamente. Para garantir a continuidade dos auto-estados,

essas solugoes precisam satisfazer as seguintes condigdes de contorno na interface:

(@) = ala) (319)
d d
~in(a) = Ta(a) (320)

Nosso objetivo é modelar a probabilidade de tunelamento através de uma

barreira de potencial, conforme ilustrado na figura.
Neste caso, temos v;(€) = 0, vo(z) = vy e vz(x) = 0.
Consequentemente, as equacoes de onda para as regides 1 e 3 sao dadas por:

—h? &
2m da?

() = e;(x) (3.21)
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Adotando uma solugao genérica:

j(z) = ae™ (3.22)
Calculando a segunda derivada, obtemos:

d2

da?

i) = B%;(2) (3.23)

Assim, a equacao (3.21) pode ser reescrita como:

S 5(w) = et (z) (3.21)

A partir dessa relagdo, o parametro  pode ser determinado como:

8= <_i;m) — +ik; (3.25)

o9me 2
Sendo k; = (;;LE) .

Dessa forma, a equagao de onda apresenta duas possiveis solucoes: 3, = ik; e
B- = —ik;. A solucao B, ¢ caracteristica de ondas que se propagam a direita, enquanto
[B_ representa ondas que se propagam a esquerda. Assim, de maneira geral, as fungoes de

onda nas regides 1 e 3 podem ser representadas como:

Y1(z) = ae™® 4 ye7™  (Sentido diferente) (3.26a)
Ys3(z) = aze™® 4 y3e7**  (Amplitude diferente) (3.26b)

Para a regido (3.26a), a equagao sera:

—h2 d2
%@@Dz(x) = (€ — vo)e(x) (3.27)
g = —;m (e — vo) (3.28)
2m
g ==+ [hQ(UO — e)] (3.29)

Contudo, essa solugao depende da relagao entre a magnitude da barreira de
potencial, vy, e da energia ¢; do elétron. Para € < vy, que € o caso estudado, a equacao é

recuperada. Ja para € > vy, a equacao deve ser reescrita como:
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2m

B = +i [W(e - vo)r (3.30)

Por fim, a solugao geral para a regido (2) sera:

Po(x) = e 4 ype k2T (3.31)

1
9 3
onde ky = [h?(vo - e)] :

Porém, nesse caso, por se tratarem de ondas incidente, a componente negativa

representa propagacao a direita e a componente positiva, a esquerda.

Entao, rigorosamente, os autovalores cujas fungoes sao compostas pela a fungao

da onda conjugada, ilustrado (15-a):

Contudo, como ha possibilidade de propagacao na regiao 3, a onda de retorno
é fisicamente inconsistente. Além disso, como aproximacao, pode-se considerar a reflexao

na regiao 2, como negligenciavel (15-b). Nesse caso, o sistema pode ser remodelado como:

w1<x) — alei]ﬂx + ,rhcfiklx
wz(x) _ ,7/261%2:1: + 52€—ik2:r:
ﬂ%(x):: ageﬁgm

Sendo suas condigoes de contorno:

(0 (0) = ¢2(0>

| di
dx dx

z=0 z=0

Tal que a interface em x = 0, i.e.:

¢2(L) = ¢3(L)

ds| _dv
dr |,_, dx

T z=L

Nesta etapa da modelagem, o propésito é estabelecer as relagoes entre os
parametros «; e kj;, considerando a relevancia das ondas incidentes e de propagagao. Para
a modelagem da probabilidade de tunelamento, utilizamos a relacao entre as amplitudes

das ondas de propagacao e das ondas incidentes, expressa como:

_ mep‘Q _ WS(L>’2

Ptu —_— - T .
[Yine> [¢17 (0)]?

(3.32)
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A
a) €
Incidente Propagada
LANANANANANNNANNY
~~aANMNANNNNAANANN Tk
X +1k,
-iks
+l,
> X
Refletiva 0 Refletida L Retorno
b) 'y
€
ﬂ(. ’k;
ik,
4k, 0 L i

Figura 15 — Representacao de potenciais escalonados e ondas: (a) Onda incidente (azul)
encontra um degrau de potencial em x = 0, resultando em ondas refletidas e
propagadas com constantes ko e +iks. (b) Comportamento em um pogo de
potencial de largura L, com propagacao na entrada (+ik;), dentro (—ks), e
saida (ik3), elaborada pelo autor.

Sabendo que ¥3(L) = 1o(L), a probabilidade de tunelamento P, pode ser

simplificada para:

Py, = M (3.33)

CROR

Assim, modelar P;, requer apenas as relagoes entre 11(0) e 19(L), entao:

o1 + Y1 = 7Y2- (334)

Multiplicando a equagao (3.34) por ik;, obtemos:

kv —iks
= o2Ki———. 3.35
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Dessa forma, 19(L) é representado como:

Po(L) = Qe k2l (3.36)

A probabilidade de tunelamento, entao, pode ser escrita como:

Pao(L) — ¢35 (L) Qo o—2k2L

Ptu = - = * 3.37
Y 0(0) — YD) aief (337
Reformulando a relagao entre ko e kq:
1
ky [2m(Vo—e)]|?
o [7126 : (3.38)
A relacao QQ* = Vealai‘ permite, entao, escrever:
0
Pru = ae M, (3.39)

2mo
ondekgz%eéz%—e.

O processo modelado estabelece a probabilidade de tunelamento p;, em termos
das relacoes entre os parametros das ondas incidentes e de propagacao e da altura da
barreira potencial. Esse resultado indica que a probabilidade de tunelamento decresce
exponencialmente com o aumento da espessura da barreira L e depende da energia da

particula em relagao a barreira.

3.3 APROXIMACAO DE WKB

O método WKB foi desenvolvido pelos fisicos Gregor Wentzel, Hendrik Kramers
e Léon Brillouin, dando origem & sigla WKB [31]. Contudo, alguns anos antes, o matematico
Harold Jeffreys havia desenvolvido um método geral para aproximar solugdes de equagoes
diferenciais ordinarias (EDOs) lineares. No entanto, os trés fisicos nao tinham conhecimento
do trabalho de Jeffreys, resultando na denominacdo WKB ou, ocasionalmente, WKBJ (em

homenagem a Jeffreys).

A evolucao e aprimoramento da aproximacao WKB envolveu diversas contri-
buigoes. Por volta de 1929, Zwaan introduziu um novo método para aplicar a aproximagcao
WKB, que considerava a variavel independente na equacao diferencial como uma variavel
complexa. Zwaan desenvolveu uma férmula de conexao para determinar a solugao no plano
complexo ao redor do ponto critico (ponto de retorno), onde a aproximagao WKB perde
sua validade [32].
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Esse método foi refinado por Birkhoff em 1922 [33] e posteriormente revisitado
por Langer em 1934. Em 1935, Kemble fez uma contribuicao significativa ao transformar a
equacao de Schrodinger em um sistema de duas equagoes diferenciais lineares de primeira
ordem, que precisam ser satisfeitas pelos coeficientes das fungoes WKB [34]. Em 1947,
Furry apresentou uma deducao simplificada do método de Zwaan [35], que foi retomada e
reformulada por Heading em 1962, desenvolvendo uma teoria capaz de lidar com qualquer
nimero de pontos de retorno, de qualquer ordem, em equacoes mais gerais do que a

equacao de Schrodinger.

Em 1965, Froman e Froman, baseando-se nas ideias de Zwaan e utilizando
o par de equacoes diferenciais lineares de primeira ordem de Kemble, construiram, por
interacao, uma solucao exata dessas equagoes em termos de uma matriz, cujos elementos

sao séries convergentes de integrais multiplas [36].

Para compreender a ideia por tras da aproximagao WKB, é til primeiro
considerar a equacao de Schrodinger. Esta equagao descreve como a fungao de onda de
uma particula quantica evolui ao longo do tempo e encontrar sua solu¢ao permite prever
o comportamento da particula sob diferentes potenciais. O método WKB é uma técnica
para obter solugoes aproximadas para a equacao de Schrodinger independente do tempo
em uma dimensao, e a mesma ideia basica pode ser aplicada a muitas outras equagoes

diferenciais e para a parte radial da equacao de Schréodinger em trés dimensoes.

A aproximacdo WKB é especialmente 1til no calculo de energias de estados
ligados e nas taxas de tunelamento através de barreiras potenciais [37]. Diferentemente da
teoria de perturbacao, que comeca com um potencial simplificado e adiciona pequenos
termos para refinar a solucao, a aproximagao WKB assume que o potencial varia lentamente
em comparacao com a escala do movimento quantico da particula. Essa abordagem facilita a
obtencao de solugoes aproximadas para problemas complexos onde a teoria de perturbacao

pode nao ser adequada.
Considerando uma equagao de onda genérica, como:

2d2

d?x

= Q(x)i(x) (3.40)

Sendo assim, se propoe como solugao genérica uma func¢ao exponencial com

um somatorio de expoentes:

(z) = e Z 5", () (3.41)

Onde, a derivada é solugao é:

d 1l o, d N
ar (z) = [5;5 dnsn(x))] @57;)5 Sn(2)
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[(15 >, 5"5n(a:)¢] () (3.42)

A derivada segunda pode ser calculada como:

e ndS dl(1& ., dip(z)
| (D) v | G |

Para o primeiro termo:

(35 ) v

n=

Aplicando a regra do produto:

d (1G ., dS,(x) 1S LS (a)
dx<525 iz w)—éza e

n=0

Entao:

nd di(z) A o d*(x)
( 25 dx ) dx <6Z§Sn(x>> dx?

Para o segundo termo:

d](1& ., di(z)
| (i Brser) ]

Aplicando a regra do produto:

d (1G ., 1< () o, dip(z)
dx<an§”n ) (sZ i “5;55”(@ i

Entéao:

1 & > 7))\ diy(x) 1
H((SHZO Z dw) dx +<5

Or) \

dx?

(x)) d(z)

s
[«
3
N
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Finalmente, combinando os dois termos, obtemos:

dz? dx )

n=0

Cix _ <§§5nd Sn(®@) 0 +2§§5nds££:¢> W) LS g, ) W)) 53

= Q(2)Y(x) (3.44)

Reescrevendo a equagao (3.40) como:

Q)¢ (x) = Q(z)i(x) (3.45)
Q(z) = 8*°Q(z) = ¢ Z Qn(2) (3.46)

Cada termo da série () pode ser escrito como:

2
Contudo, 6% = _F ~ 10" o § ~ 10~

2m
E assim, temos a seguinte ordem de grandeza:

18>8 ...

Consequentemente,

Qo(x) » N (z) » ... >» Q(x),

Logo, permitindo representar {2(x) como:

L[d 2
) = Oy = 072 50l | 407 50te) (3.48)

Entao, a equagao (3.46), pode ser reescrita como:

Q(z) = 8*Q(z) = [;;SO(:L’)T + d‘iso(x) ~ [dxso(x)r (3.49)

A partir dessa equacao, podemos determinar como:

J Q)] de (3.50)

A solucao geral da equagao (3.40), representada na forma da equagao (3.41),

pode ser aproximada por:
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b(e) = v(@) = b 3, 65, (2) = e - f Q()]? da (3.51)

Para ilustrar melhor, a figura abaixo, mostra a funcao de onda v (z) em relacdo ao
potencial V' (z). As regides sao divididas em cléssica e de tunelamento, conforme a energia

E comparada com o potencial V().

V(X)n

/ Pontos de Tunelamento \

v

Regido Classica

Figura 16 — Classicamente, a particula estd limitada a regiao em que £ > v(x).

Na regiao classica (E > V(z)), a fun¢do de onda exibe um comportamento
oscilatério. Na regiao de tunelamento (F < V (z)), a fungao de onda decai exponencialmente.
Esta distincao é importante, para aplicar a aproximacao de WKB, que é expressa pela

equagao (3.51).
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4 CONDUTIVIDADE ELETRICA EM MATERIAIS DESORDENADOS

A compreensao do transporte de cargas frequentemente se baseia em um
fendmeno denominado tunelamento quantico assistido por fénons. Esse fendmeno,
também reconhecido como modelo de tunelamento assistido termicamente, descreve os
saltos dos portadores de carga entre estados localizados proximos. Proposto inicialmente
por Abrahams e Miller em 1960 [26], esse modelo aborda parte da complexidade subjacente

a esse processo dinamico.

A pesquisa de Abrahams e Miller, foi motivada pelo interesse em entender
melhor como a eletricidade é conduzida em materiais que ndo possuem uma estrutura
cristalina ordenada, como semicondutores amorfos e isolantes desordenados. Com isso em
mente, eles investigaram como impurezas introduzidas em um material podem afetar o
transporte de cargas através de mecanismos de tunelamento quantico. Essas impurezas
podem causar estados localizados na estrutura do material, o que por sua vez pode

influenciar os processos de transporte de cargas.

Durante as décadas de 1960 e 1970, cientistas se empenharam em desvendar a
conducao elétrica em materiais carentes de uma estrutura cristalina ordenada. O renomado
fisico Nevill Mott dedicou-se a explorar esse fenomeno, um esforco que gerou uma premiacao
com o Prémio Nobel de Fisica em 1977 [38], [39], [40], [41]. Seu trabalho, em conjunto
com Philip W. Anderson e John H. Van Vleck, proporcionou insights fundamentais sobre

a estrutura eletronica de sistemas magnéticos e desordenados.

Nevill Mott e demais, decidiram aprofundar esse campo de estudo ao perceber
que o modelo inicial de tunelamento quantico assistido por fonons nao era suficiente
para explicar completamente o comportamento do transporte de cargas em materiais
desordenados. Ele desenvolveu uma derivagao desse modelo, chamado: variable range
hopping (VRH) [42], que considerou o transporte de elétrons através de um sistema de
estados localizados distribuidos aleatoriamente em baixas temperaturas [42]. Onde nessas

temperaturas as transi¢oes sao mais eficientes.

No modelo de hopping, a probabilidade de um portador de carga realizar um
salto para um estado de energia vizinho é afetada tanto pelo tunelamento quanto pela

excitagao térmica, conforme prescrito pela distribuicdo Boltzmann.

A condutividade elétrica em materiais desordenados depende basicamente da
probabilidade de salto de portadores de cargas entre sitios vizinhos. Essa probabilidade

de saltos, por sua vez, depende tanto da probabilidade de ativacao térmica como da
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-

g(e

Figura 17 — Regiao efetiva nas proximidades do nivel de Fermi onde o transporte de carga
ocorre em baixas temperaturas, [7].

probabilidade de tunelamento, tendo a equagao de Miller-Abraham, como modelo basico:

¢ kgl

0 = 0g€exp (—

Contudo, a distancia, L, entre sitios é a diferenca de energia, §, sao distintas
em diferentes sitios mais distantes, podem ser mais provaveis dependendo da diferenca de
energia. O modelo do salto de alcance variavel se propor a representagao do transporte
de cargas em termos das maximacgao da probabilidade de tunelamento em um sistema
onde uma diversidade de distancias e de diferencas de energia se apresenta. Para isso, se
considera uma densidade de portadores de carga por intervalo de energia > (e[1/cm®ev)].
Essa densidade de energia representa o produto da densidade volumétrica de portadores

pela distribuicao de Fermi-Dirac.

Sendo assim, a quantidade de portadores aptos a tunelar entre sitios com
diferenca de energia menor ou igual a de, pode ser determinada como representado na

equagao (4.2):

N; = n(e)AeV, (4.2)

Onde o V4, representa um determinado volume de material. Por generalidade
e para fins praticos, essas modelagem podem ser feitas para transporte unidimensional,

bidimensional e tridimensional. Por isso, consideramos as defini¢des da tabela 1:
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Dimensao 1(e) Volume
1D [1/cm. Ev] | 2L =eyL’
2D [1/cm?® Ev] | 7L? = yL?
3D [1/cm?®. Ev] §WL3 = yL?

Tabela 1 — Tabela de Dimensdes, Densidade de Estados e Volume

4.1 MODELO DE MILLERS-ABRAHAMS

O modelo de Miller-Abrahams é utilizado para descrever o transporte de
carga em materiais onde os portadores estao localizados devido a desordens, defeitos ou
outros fatores que limitam sua mobilidade. Esse modelo é particularmente relevante em
semicondutores organicos e materiais amorfos, onde o transporte por bandas, comum em

semicondutores cristalinos nado é dominante.

O modelo descreve como esses portadores se movem através de um processo
de salto assistido por fénons (como ilustrado, 18), com a probabilidade de tunelamento
dependendo da distancia e da energia entre os estados localizados. Com isso a interacao

com fonons e a influéncia da temperatura sao cruciais nesse processo.

A dindmica dos portadores (como elétrons) em um material pode ser descrita

pela equagao mestra, dada por:

df(t)
dt

= i) (1 = f3(8)) wji = f3(0)(1 = [i(t)) wi + Aifi(t) (4.3)

onde f;(t) é a probabilidade de ocupagao do estado ¢ em um instante de tempo
t, wi; ¢ a taxa de transicao para o salto de um elétron do estado ¢ para o estado j, e \;
é uma constante relacionada ao decaimento da ocupagao do estado i. A equagao mestra
descreve como a ocupagao do estado ¢ muda ao longo do tempo devido as transi¢oes entre

estados e outras possiveis interagoes.

Para descrever de forma mais completa a evolucao temporal dos estados, o
operador de evolugao temporal U(t) = e~ iH1 (apéndice) pode ser introduzido, permitindo
uma analise mais detalhada das mudancas de ocupacao no tempo. Esse operador fornece
a base para modelar a influéncia do tempo na transicao entre os estados, especialmente

relevante para materiais desordenados onde a conducao ocorre por processos de salto.

A probabilidade de ocupacao f; em equilibrio térmico é dada pela funcao de

distribuicao de Fermi-Dirac:

(4.4)
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a)

b)

e VAVAVAY.
AV AWAVAY

Figura 18 — Mecanismo de transporte de carga em sélidos. a) descreve o transporte de
banda. Em um cristal perfeito, representado como uma linha reta, portadores
livres sao deslocalizados. b) descreve o transporte de salto. Se um portador é
localizado devido a defeitos, desordem ou auto-localizacao, as vibracgoes de
rede sao essenciais para que um portador se mova de um local para outro,
elaborada pelo autor.

E FE; é a energia do estado i, u; ¢ o potencial quimico na posi¢ao do estado 1,
kg é a constante de Boltzmann, e T' é a temperatura absoluta. Essa expressao reflete a
probabilidade de um elétron ocupar o estado i, dependendo da energia do estado e do

potencial quimico local.

A corrente de estado estacionario entre dois estados localizados i e j é:

Lij = q[fi(t) (1= f5(t) wij — f5(t) (1 = fi(t)) wyi] (4.5)

E I;; é a corrente elétrica que flui entre os estados 7 e j, e ¢ ¢ a carga do
portador (por exemplo, a carga do elétron). Essa expressao reflete a diferenca liquida na
taxa de transicao entre os estados ¢ e 7, ponderada pela probabilidade de ocupagao de

cada estado.

A taxa de Miller-Abrahams para a transicao de um elétron entre estados

localizados ¢ feita por:
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E —E,
W; 0LV €XP (—QQRZ-]- — W) (4.6)
B

onde vy é uma frequéncia de tentativa (um fator pre-exponencial), a é o
coeficiente de atenuagdo da fungdo de onda (relacionado a distancia entre os estados),
R;; ¢ a distancia entre os estados i e j, ¢ E; e E; sao as energias dos estados 7 e j,

respectivamente. Ao substituir essa expressao na equagdo para a corrente I;;, obtemos:

qUp €xXp <—20le~j — %)
cosh [Ei_’“] cosh [Ej_”j]

2k5T 2ksT

I, = (4.7)

No caso de baixo campo elétrico, a diferenca de potencial quimico entre os

estados 7 e j é pequena (Ap = pu; — p; < kgT'). A condutancia o;; é definida como:

[ij 1
S 2Ry — 4.8
Tij AIuoc exp [ aR;; T (éFR?’jp)] (4.8)

7,

Sendo p ¢é a densidade de estados disponiveis. Essa expressdo mostra que a
condutancia entre dois estados depende tanto da distancia entre eles quanto da densidade

de estados e da diferenga de energia entre os estados.

A equagdo (4.8) tem uma implicagdo importante. Mesmo que as energias sejam
moderadamente distribuidas, a dependéncia exponencial de dessas energias as torna grande
e amplamente distribuidas. Isso pode ser usado para reduzir os calculos das propriedades
efetivas da rede, uma vez que a amplitude da distribuicao de implica que h& muitas
pequenas condutancias que podem ser removidas da rede. Esta rede resultante é chamada

de rede reduzida.

4.2 CONDUCAO POR SALTO DE ALCANCE VARIAVEL

A condugao por Salto de Alcance Variavel, considera como a distribuicao das
energias impacta o comportamento de transporte em materiais desordenados. Generica-

mente, a (4.2), pode ser reescrita como:

N; = n(e)AyL” (4.9)

De modo que D é dimensionalidade.

Com isso, em uma dada regiao do material existe, pelo menos, um salto possivel,

pode-se assumir que N; = 1 e estabelece uma relacao entre Ae e o menor volume padrao:

1
Ae = TSR (4.10)
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Figura 19 — Transicao de salto entre dois estados localizados 7 e j com energias ¢; € €,
respectivamente. As linhas sélidas e tracejadas representam as fungoes de
onda dos portadores nos sitios ¢ e j, respectivamente; « é o raio de localizacao,

[7].
Com essa modelagem, e substituindo em (4.8) pode ser reescrita como:

—2L 1 )
¢ n(e)yLPkp

Entao, a condicao de salto mais provavel é aquela que maximiza a condutividade

(4.11)

o = ope(

elétrica. Isto ¢, a condicao para a qual a taxa de variacao da condutividade com a distancia

entre sitios se anula (ponto maximo da fungao). Com esse conceito, a distancia de salto, L,

pode ser determinada, considerando @O’ = 0, como:

do
dl

¢ n(s)'yLDkBt

= croe< (4.12)

—2L 1 ) [_2 DL(D+1)]
_|_
o n(e)vkpt

Contudo, como a condutividade, o, é nao nula, a solugao da equagao (4.12 é

obtida como apresentado na equagao (4.13):

2, bL 0 (4.13)
¢ ne)vks
D
B (4.14)
2n(e)vkpt

De fato, a substituicao desse resultado na equagao (4.11) leva & modelagem
do salto de alcance variavel. Para clareza e facilitagdo dos calculos, consideraremos as

equagoes (4.11) e (4.14), reescritas como:
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o =o0pe @ (3.a)
LPH = 1;5 (3.b)

Q = n(e)vkp;. Com essa simplificagdo, o expoente da equagao (3.a), pode ser

reescrita como:

—2L L7P 2 L~
_ R O 4.1
0 9 [qﬁ T ] 416)
Substituindo a equagao (3.b), nesse resultado obtemos:
2D D D+1 (D+1) ﬁ 2D D 1(D+1) %ﬂ
MULL - = (4.17)
e DD+1 #QDP

Reescrevendo a equagdo (4.17), em termos dos pardmetros implicitos em (2, se

obtém:
20(D + 1)P+1| P T\ 7 L1
- [cbDDn(é‘)vk‘Bt] o <T) (418
2D D 1 D+1
De modo que Ty = ¢D(D—(F))k’ a qual é conhecido como: temperatura de
E)VR Bt
Hopping.

Com isso, finalmente:

1

o= er<@>j (4.19)

Em diversos casos, utilizam-se compostos formados por um material condutor
disperso em uma matriz isolante. Assim, a densidade de estados localizados, para os quais

os portadores de carga podem saltar, esta relacionada a concentracao da fase condutora.



53

5 CONCLUSAO

Com esse trabalho foi possivel revisitar alguns aspectos, como a variagao
temporal dos estados em materiais desordenados, com foco no Teorema de Bloch e nas
condic¢oes de contorno de Born-Van Karman. Nesse contexto, observamos as limitacoes
do modelo de elétrons livres, cuja a sua simplicidade nao permite capturar as complexas
interacoes e a distribuicdao de estados eletronicos em materiais desordenados. A aplicacao
do Teorema de Bloch, em conjunto com as condi¢ées de Born-Van Karman, mostrou-
se essencial para descrever adequadamente os estados eletronicos, especialmente em
estruturas periédicas. Esses conceitos fornecem uma base mais robusta para compreender
o comportamento eletronico em materiais. J4 o Modelo da Ligacao Forte foi discutido
para compreender a interacao entre atomos em uma rede, revelando-se ser importante nao
apenas para descrever a conducgao eletronica em sélidos, mas também para entender as

bandas de energia e a distribuicao de estados eletronicos em materiais complexos.

A teoria de transporte eletronico foi um tema central, com enfoque na Distribui-
¢ao de Fermi-Dirac para compreender a estatistica das particulas em solidos e sua ocupagao
de estados de energia em diferentes condigoes térmicas. Por outro lado, a Aproximacao
WKB foi explorada como um método para descrever o tunelamento quantico, oferecendo
uma abordagem completa para modelar o comportamento dos elétrons ao atravessarem

barreiras de potencial.

Além disso, no contexto de condutividade elétrica em materiais desordenados,
estudamos o Modelo de Abrahams-Millers, que forneceu uma base para entender a condugao
em sistemas com desordem significativa. E a Conducao por Salto de Alcance Variavel é
uma importante forma de transporte de carga em materiais amorfos, mostrando como a

conducao pode ocorrer mesmo em ambientes altamente desordenados.

Com isso, este estudo contribui para uma melhor compreensao da fisica dos
materiais amorfos e desordenados, especialmente em termos de suas propriedades eletroni-
cas e de transporte. Estudos recentes, por exemplo, tém utilizado o modelo de hopping
para investigar como elétrons se deslocam entre estados localizados, explorando a con-
ducao elétrica em materiais com estrutura desordenada. Esse modelo tem se mostrado
particularmente eficaz na descricao de processos de conduc¢ao em materiais como filmes
finos de 6xidos metélicos e polimeros condutores e sensores quimicos, além de aplicagoes
em transistores de efeito de campo organicos e células solares flexiveis. Por fim, as teorias e
modelos apresentados aqui fornecem, uma base para futuras pesquisas e desenvolvimentos
tecnologicos em areas que envolvem materiais com essas caracteristicas, como eletronica,

optica e ciéncia de materiais.
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6 APENDICE

6.1 OPERADOR EVOLUCAO TEMPORAL

Olhando para a mecanica quantica, ela responde que o tempo é considerado
apenas como um parametro, e nao como um operador como a posi¢cao. Em outra palavras,
isso significa que o tempo nao é tratado como uma quantidade observavel da mesma forma
que a posicao, por exemplo. Historicamente, quando estudamos sobre a construacao da
mecanica quantica houve diversas tentativas de estabelecer uma analogia covariante entre
energia e tempo, assim como momento e posi¢ao, guiando os trabalhos de fisicos como
Louis de Broglie [43] e Erwin Schrédinger [44]. No entanto, apesar dessa analogia, quando
olhamos para a mecéanica quantica em sua forma final, ndo encontramos um tratamento

simétrico entre espago e tempo.

Para conseguirmos responder essa pergunta, podemos pensar que, por exemplo,
vocé estd atrasado para uma reuniao importante que comega as 9h00 (¢3). Vocé sai de casa
as 8h30 (¢1), o que normalmente seria tempo suficiente para chegar ao local com folga.
No entanto, no caminho, vocé fica preso em um congestionamento repentino devido a um
acidente na estrada. Isso faz com que vocé chegue a reuniao as 9h15 (¢3), perdendo parte

das discussoOes iniciais.

Neste caso, t; representa o momento em que voceé sai de casa, to é 0 momento
em que vocé chega atrasado a reuniao devido ao congestionamento, e t3 é o horario marcado
para o inicio da reuniao. O congestionamento na estrada age como um "aparato’que afeta
o tempo e a probabilidade de vocé chegar a reuniao no horario previsto. Assim como na
fisica quantica, onde certos aparatos alteram as amplitudes de probabilidade das particulas,

o congestionamento alterou sua probabilidade de chegar a reuniao no horéario previsto.

Podemos definir para um intevalo de tempo infinitesimal, A¢, um operador

U(t + At), que respresenta como o estado quantico, [¢(t)), evolui no tempo:

[t + At)) = U(t + Ab)[y(t)) (6.1)

Considerando [i(t + At)| representando por uma combinacao linear de base de

estados, 7, pode-se escrever:

[(t+ At))y = > bCit + At)]i) (6.2)

Sendo: C; = (i|y(t + At))
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Com isso, podemos escrever:
(ly(t + At)) = GlU(E + Ab)|i(t)) (6.3)

Convenientemente, pode-se considerar que um conjunto de coeficiente C; repre-
senta o estado no tempo t + At e que o conjunto de conficiente C; representa o estado do

sistema instante t. Assim:

0= 2Cil (6.4)
Com €, = (jl4(1))

Com isso é possivel representar a evolugao temporal do sistema em termos de

vetores da base, conseguinte:

Glw(t + ALY = G|U(E + At) |ch )7) (6.5)

Simplificando, temos:

J
Porém para At = 0 devemos assegurar a condigao C;(t + At)) = C(t). Com

isso o U;;, deve ser reescrito:

A ~

Uz‘j = 5@']‘ + k?ijAt (67)

Onde, para At = &, Uij = 0;;. Com isso:

(AL + 1) Z%C Ci () (6.8)

Adicionalmente, o operador Uij, deve recuperar a equacao de onda dependente

do tempo. Essa condicao é assegurada para:

~ —7 A

kij = ?HU (69)
Onde, ]ffij representa o operador hamiltoniano. Assim:
Uy = 0y + Hi At (6.10)

Entao:
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Ci(t + At) = Z [@ — ;Llf.flj(t)} C; (1) (6.11)
J
Adicionando uma medida da taxa de variacao temporal do estado do sistema

para o elemento ¢, em relagdo ao tempo:

Ci(t +AAtt) -G _ ZJ: [&j _ ;Lﬁ”(t)] C;(t) (6.12)

No limite At — 0 a equacao pode ser representada como:

Ci(t+At) —C;  dCi(1)

At i (6.13)

Isto é:

ihjt@ (t) = ; [@j - EIZ--(H)] C, (%) (6.14)

A qual corresponde a equacao de onda dependente do tempo, descreve como a
fungao de onda de um sistema quantico C;(t) evolui no tempo sob a influéncia do operador

hamiltoniano H.

Com intuito de esclarecer, podemos assumir que os estados do sistema nao

evolui no tempo, com isso:

d -
ih=C(t) = HC(1) (6.15)

Com C;(t) representa a funcao de onda para o estado ¢ no tempo t, e Héo

operador hamiltoniano.

Quando o sistema esta em um estado estacionario, as solugoes para a equagao

de Schrédinger dependente do tempo assumem a forma:

Cl(t) _ wie_iEit/h

onde v; é uma funcao que nao depende do tempo e F; é a energia associada
ao estado 7. Substituindo esta forma na equagao de Schrodinger dependente do tempo,

obtemos:

z’h‘izie—“ﬂt/h — H(y;e” Bt/ (6.16)
S Hip; (6.17)

dt
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Esta é a equacao de Schrodinger independente do tempo, equivalente a A Y =
FE;. Essa equagao descreve que quando o sistema estd em um estado estacionario, as
propriedades do sistema representadas pela fun¢ao de onda 1; ndo mudam explicitamente

com o tempo, apenas seu fator de fase evolui.

6.2 SISTEMA COM DOIS ESTADOS, EVOLUCAO TEMPORAL

Em conjuntos quanticos simples, como o dtomo de hidrogénio, ¢ comum traba-
lhar com apenas dois estados fundamentais. Ao escrever qualquer estado do sistema como
uma combinacgao desses dois estados fundamentais, podemos descrever completamente
o comportamento quantico do sistema [31]. Nesta demonstragao, mostraremos como o

sistema evolui temporalmente usando o operador temporal.

Em um sistema com dois estados de base, qualquer ¢ do sistema pode ser

escrito por uma combinagao linear desses estados:

{|w1> = [DCy(t) + HI)Cx(t) (6.18)
1h2) = [IDCy (1) + [I1)Ca(t)
d N
Cit) = Z H;,C;(t) (6.19)
J
d _dCy(t) dCy(t)
= %(\I!(t)) = Iy + 7 |IT) (6.20)
Substituindo na equagao de Schrodinger,
dCy(t dCy(t
ih ( dlt( N1y + dzt( )|n>> — H(Cy(t)|T) + Co(t)|IT)) (6.21)
Simplificando, obtemos:
~an (TN _ g (6.22)
dt
‘ dCy(t
= ih th( )) — FyCy(t) (6.23)
Logo
Ci=wm exp_((%)“) (6.24)
Cy = ay exp((%)gt) (6.25)

Como nosso intuito é as transicoes entre os estados. Iremos adicionar os

coeficientes Hyo e Hay pois eles sdo essenciais para descrever a interagao entre os estados do
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sistema. Esses coeficientes representam as transi¢oes entre os estados C; e C,, fornecendo

informagoes fundamentais sobre como o sistema evolui temporalmente.

Sendo assim, His e Hy; ndo podem ser nulos, pois é uma consequéncia fisica da
simetria presente no Hamiltoniano do sistema. Esta simetria garante a evolugao temporal
do sistema, e é refletida na igualdade desses coeficientes, uma vez que descrevem transicoes

entre estados simetricamente relacionados:

= Hig = Hy = —A (6.26)

Com isso, substituindo na equagao de Schrodinger

Zhdc(ictl = 60@1 — CL(CQ (627)
Zhdi(;; = 60@2 - CL(Cl (628)
d(C, +C
(Cy + Cy) = qe” /M=)t (6.30)
(Cl + CQ) = b@i(i/h)(60+a)t (631)

Entao, subtraindo a segunda equacao da primeira, temos:

@ (/) (Bo-A)t . ge—(i/ﬁ)(Eo-i-A)t _¢,

(6.32)

@ i) Eo-Ay _ L —amEerar _ ¢,
2 2
Encontramos as solugoes gerais desse sistema, que nos mostra a amplitude de
probabilidade para os estados. No entanto, estamos buscando os estados que sao invariantes

sob a acao do operador hamiltoniano, ou seja, estados que nao mudam ao longo do tempo.

Precisamos identificar os estados estacionarios do sistema, que tém energias
bem definidas. Com isso, usando os autovetores, como o sistema esta no estado |11, isso

implica que b = 0 e que C; = Cy = Cy, assim usando os autovetores:

+a 0
H= [eo ¢ ] (6.33)
0 ey — a
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L H - €p+ a 0 n C, — C, (634)
0 € —a G, G,

(60 + A)Cl = 6@1 = |[> = [_11]
(6.35)

(g — A)Cy =eCy = |II) = E]

Normalizando os autovetores, obtemos:

1 2 -1 2 _
- :M(ﬁ) R (6.36)

1T = = \/(\/5)2 H)r =1 (6.37)

Chegando assim:

6(%(60+A)t> ’]> + (%(60+A)t> |][>

1
—e
V2

—q 1 —1
e

Essas fungoes de onda descrevem como os estados do sistema evoluem ao longo

1
Y1) = —
V2 (6.38)

1
1a) = \ﬁe

do tempo e sao essenciais para compreender como a superposicao de estados quanticos

pode levar a formagcao de gaps de energia em redes cristalinas.
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