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RESUMO

As tradicionais condições necessárias de otimalidade fornecidas pelo Princípio do Máximo
de Pontryagin podem não ser válidas em alguns problemas de controle ótimo com restri-
ções mistas, mesmo em aplicações simples. Para lidar com isso, neste trabalho propomos
um novo conjunto de condições necessárias de otimalidade de primeira ordem, do tipo
sequencial, para problemas de controle ótimo que podem envolver funções de custo não
suaves, campos vetoriais não suaves e restrições mistas de estado e de controle na forma
de igualdades e desigualdades. Denominamos tal conjunto de Princípio do Máximo Fraco
Assintótico. Como uma segunda contribuição, apresentamos uma variante adequada do
método de Lagrangiano aumentado clássico capaz de gerar sequências que satisfazem es-
sas condições e discutimos suas propriedades de convergência em relação à otimalidade e
factibilidade. Para demonstrar a viabilidade prática do algoritmo proposto, fornecemos
alguns resultados numéricos. Como terceira e última contribuição, estudamos situações
mínimas sobre as quais o princípio do máximo fraco assintótico implica no princípio do
máximo fraco clássico e derivamos uma nova condição de qualificação.

Palavras-chave: Condições de qualificação. Dinâmica e custo não suaves. Método de
Lagrangiano aumentado. Princípio do Máximo Fraco Assintótico. Restrições mistas.



ABSTRACT

The traditional necessary optimality conditions provided by Pontryagin’s Maximum Prin-
ciple may not hold in some optimal control problems with mixed constraints, even in sim-
ple applications. To address this, we propose a new set of first-order necessary optimality
conditions, of sequential type, for optimal control problems that may involve non-smooth
cost functions, non-smooth vector fields, and state and control mixed constraints in the
form of equalities and inequalities. We call such a set of necessary optimality conditions
as the Asymptotic Weak Maximum Principle. As a second contribution, we present a
suitable variant of the classical augmented Lagrangian method capable of generating se-
quences that satisfy these conditions and discuss its convergence properties concerning
optimality and feasibility. To demonstrate the practical viability of the proposed algo-
rithm, we provide some numerical results. As a third and final contribution, we study
minimal situations under which the asymptotic weak maximum principle implies the clas-
sical weak maximum principle, and we derive a new constraint qualification.

Keywords: Constraint qualifications. Non-smooth dynamics and cost. Augmented La-
grangian method. Asymptotic Weak Maximum Principle. Mixed constraints.
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1 INTRODUÇÃO

Quando estudamos problemas de otimização, as condições necessárias de otimali-
dade são inegavelmente importantes. Em um problema clássico de programação não linear
com restrições de igualdades e desigualdades, onde as funções são suaves, é conhecido que
as soluções ótimas, sob algumas hipóteses, satisfazem regras de multiplicadores de La-
grange. Por exemplo, as condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [46, 51]. No contexto
da teoria de controle ótimo, as condições necessárias de otimalidade para problemas com
restrições mistas de controle e de estado mais conhecidas são dadas por formas fortes e
fracas do Princípio do Máximo, do inglês Maximum Principle (MP), [6, 7, 24, 28, 33, 34,
35, 36, 37, 52, 61, 73].

Como, a depender do problema de otimização estudado, nem sempre podemos
encontrar soluções exatas (analíticas), mesmo que elas existam, a verificação de condições
como KKT ou Princípio do Máximo (forte ou fraco) pode ser uma tarefa muito difícil
ou mesmo impossível. Felizmente, em muitos casos, isso não é necessário, já que uma
solução numérica aproximada (obtida por métodos numéricos) pode fornecer informações
suficientes para os propósitos pretendidos. Numericamente, o que necessitamos são de
condições de otimalidade que possam ser verificadas em cada iteração do método e que
forneçam alguma garantia de que, a partir da k-ésima iteração, a solução uk obtida seja
satisfatória, levando à parada do algoritmo. As ferramentas teóricas que validam essa
abordagem são fornecidas pelas condições de otimalidade sequenciais.

Em linhas gerais, uma condição de otimalidade sequencial associada à proposição
matemática P é satisfeita em u se existe uma sequência {uk} convergindo (em alguma
topologia) para u tal que P(uk) é verificada. A proposição deve ser formulada de modo
que, sempre que u é uma solução do problema, exista uma sequência uk convergindo
(em alguma topologia) para u que satisfaça P. Tipicamente, a validade de P está
vinculada a uma sequência de variáveis de tolerância ao erro {εk} que converge (em
alguma topologia) para 0. Assim, se soubermos que um algoritmo gera uma sequência
que satisfaz P, é seguro encerrar sua execução quando o parâmetro εk associado for
suficientemente pequeno.

Em [3], Andreani, Haeser e Martínez introduzem condições de otimalidade sequen-
ciais para problemas de programação não linear em espaços de dimensão finita chamadas
de Approximate (ou Asymptotic) Karush-Kuhn-Tucker (AKKT) conditions. Essas condi-
ções podem ser consideradas como versões inexatas das clássicas condições KKT. Com
base no trabalho de Andreani, Haeser e Martínez, Börgens et al. em [13] estenderam o
conceito das condições AKKT para problemas postos em espaços de dimensão infinita,
mais especificamente em espaços de Banach (reais). Seus resultados são os mais gerais
dentre uma série de trabalhos relacionados, incluindo [14, 45, 75]. Dados os espaços de
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Banach (reais) B e B̃, a versão do problema de otimização não linear estudada em [13]
é dada por:

minimizar J(u) sobre u ∈ C satisfazendo G(u) ∈ K, (1.1)

em que C ⊂ B e K ⊂ B̃ são conjuntos não vazios, fechados e convexos, e as funções
J : B → R e G : B → B̃ são continuamente diferenciáveis no sentido de Fréchet.

Diferentemente da programação não linear, condições de otimalidade sequenci-
ais para problemas de controle ótimo permanece uma área pouco explorada. Tendo em
mente esta constatação e motivados pelas análises das condições AKKT (dimensão finita
e infinita), o presente trabalho tem como objetivo investigar condições necessárias de oti-
malidade de primeira ordem, do tipo sequencial, para problemas de controle ótimo que
podem envolver funções de custo não suaves, campos vetoriais não suaves e restrições mis-
tas tanto nas variáveis de controle quanto nas variáveis de estado, na forma de igualdades
e desigualdades. O problema em questão, denotado por (P ), tem a seguinte apresentação:

minimizar ℓ(x(S), x(T ))

sobre funções absolutamente contínuas x : [S, T ] → Rn e funções mensuráveis

u : [S, T ] → Rm satisfazendo

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) q.t.p. em [S, T ], (1.2)

0 = b(t, x(t), u(t)) q.t.p. em [S, T ], (1.3)

0 ≥ g(t, x(t), u(t)) q.t.p. em [S, T ], (1.4)

u(t) ∈ U(t) q.t.p. em [S, T ], (1.5)

(x(S), x(T )) ∈ C, (1.6)

em que o intervalo [S, T ], as funções ℓ : Rn × Rn → R, f : [S, T ] × Rn × Rm → Rn,
b : [S, T ] × Rn × Rm → Rmb e g : [S, T ] × Rn × Rm → Rmg , a multifunção1 não vazia
U : [S, T ]⇝ Rm e o conjunto C ⊂ Rn × Rn são dados.

Como apontado por de Pinho e Rosenblueth em [30], é bem conhecido que o Prin-
cípio do Máximo de Pontryagin [68] geralmente não se aplica a (P ). Contudo, se algumas
hipóteses de regularidade são impostas sobre as restrições mistas, como evidenciado em
[6, 7, 28, 33, 73], tal aplicação passa a ser possível. Essas hipóteses são conhecidas como
Constraint Qualifications (CQ) que, em Português, são referidas como condições de qua-
lificação, ou também como qualificações de restrição. A CQ mais comum na literatura
envolve uma condição de posto completo da matriz Jacobiana das restrições mistas em
relação à variável de controle “u”, como exemplo podemos citar o estudo de de Pinho e
Ilchmann feito em [28]. Mas além disso, existem condições de qualificação do tipo posto
constante [6], Mangasarian-Fromovitz [7, 24, 30, 33], Weak Basic Constraint Qualification
1 Dizemos que uma aplicação F : [S, T ]⇝ Rm é uma multifunção se para cada t ∈ [S, T ], F (t)

é subconjunto de Rm.



15

(WBCQ) [52], algumas das quais requerem hipóteses de interioridade e convexidade [73],
entre outras.

Adotando uma abordagem semelhante a feita na investigação das condições
AKKT, podemos explorar condições sequenciais de otimalidade necessárias no contexto
da teoria de controle ótimo como aproximações das condições dadas pelo princípio do
máximo fraco2 clássico [6, 7, 28, 33, 73]. A formalização dessas condições para problemas
na forma de (P ) é o primeiro objetivo do presente trabalho. Chamamos tais condições de
Princípio do Máximo Fraco Assintótico ou condições Asymptotic Weak Maximum Prin-
ciple (AWMP) em referência às formas aproximadas das condições dadas pelo princípio
do máximo fraco clássico, por exemplo, em [6, 27, 30]. Uma das vantagens da utilização
das condições AWMP reside no fato de podermos evitar a utilização de qualquer tipo
de condições de qualificação como as que foram mencionadas anteriormente, que na
prática podem ser extremamente difíceis de serem verificadas. Além disso, a carac-
terística sequencial das condições AWMP torna sua aderência aos métodos numéricos
essencialmente natural. Por exemplo, elas podem ser usadas para justificar critérios de
parada para alguns algoritmos. Vale ressaltar que o conceito de Approximate Maximum
Principle (AMP) proposto por Mordukhovich e Shvartsman, como visto em [62, 63, 64],
é diferente do conceito de AWMP. Apesar da nomenclatura semelhante e de ambas serem
formulações relaxadas das condições do princípio do máximo clássico, as análises AMP
seguem uma formulação discreta do problema de controle ótimo, enquanto os estudos das
condições AWMP são derivados a partir da formulação contínua (Problema (P )). Res-
saltamos também que o conceito de condições AWMP é diferente de “subotimalidade”,
do inglês suboptimality, apresentado em [39, Teorema 7.1], [43, Teorema 2, p. 63] e [44,
Corolário 1]. Apesar das condições de subotimalidade poderem ser aplicadas mesmo
nos casos onde não garantimos a existência de soluções ótimas, tais noções ainda não
estão estabelecidas (até onde sabemos) para problemas na forma de (P ) (problemas com
restrições mistas de estado e de controle). Mesmo para problemas mais simples como
os encontrados em [39, Seção 7], [43, Seção 2, p. 63], e [44, Seção 4], a subotimalidade,
apesar de estar relacionada à noção de solução aproximada, não requer nenhum tipo de
convergência das sequências de processos {(xk, uk)} que satisfazem, de forma relaxada,
as condições do princípio do máximo, como ocorre nas condições AWMP.

Dada a generalidade do Problema (1.1), Börgens et al. em [13] conseguem resolver
alguns problemas de controle ótimo. No entanto, para que as condições AKKT sejam
aplicadas, é necessária suavidade nas funções objetivo e de restrições. Em nossas análises,
não impomos nenhuma hipótese de diferenciabilidade no campo vetorial f que descreve a
dinâmica e nem mesmo na função objetivo ℓ. Derivamos as condições de otimalidade em
termos de subdiferenciais limites. Portanto, mesmo que consigamos escrever (P ) na forma
2 O termo “princípio do máximo fraco” vem do inglês Weak Maximum Principle (WMP).
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de (1.1), as funções objetivo e de restrição resultantes não serão necessariamente suaves.
Todavia, escrever (P ) no formato do Problema (1.1) não é uma tarefa fácil e nem mesmo
sabemos se é sempre possível. As estratégias de reescritas encontradas na literatura são
para versões simplificadas de (P ), por exemplo, para a versão que denotamos por (P̂ ),
em que ℓ(x(S), x(T )) = ℓ(x(T )) e C = {xS} × Rn para um vetor xS ∈ Rn dado, e sobre
algumas hipóteses adicionais, como por exemplo, f ∈ C2 (f duas vezes continuamente
diferenciável). Um maior detalhamento pode ser consultado em [16, Capítulo 1]. Assim,
para problemas no formato de (P ), nossa abordagem é mais geral do que a apresentada
por [13], no sentido de que pode ser aplicada a uma classe mais ampla de problemas.
Outra característica interessante da análise desenvolvida neste trabalho é que o espaço
das funções de restrições não precisa necessariamente ser de Hilbert, por exemplo, L2,
como usado por Kanzow, Steck e Wachsmuth em [45], ou mesmo estar densamente imerso
em algum espaço de Hilbert arbitrário, como feito por Börgens, Kanzow e Steck em [14].
Além disso, conseguimos evitar todas as hipóteses de reflexividade dos espaços, como
aquelas necessárias em [13, 14, 45].

Como comentamos anteriormente, as condições de otimalidade sequenciais são fer-
ramentas teóricas que podem ser usadas para justificar a parada de métodos numéricos.
Neste trabalho, trazemos um algoritmo no qual as condições AWMP funcionam com tal
finalidade. Antes de entrar nos detalhes desta investigação, vamos primeiro comentar a
respeito da diferença entre abordagens numéricas diretas e indiretas em controle ótimo.
Em [77], Zhu, Trélat e Cerf enfatizam que métodos indiretos resolvem o problema nu-
mericamente com base no princípio do máximo, enquanto métodos diretos envolvem a
discretização das variáveis de estado e controle para resolver o problema de otimização
não linear resultante. Por meio dessa classificação, as condições AWMP são naturalmente
mais adequadas aos métodos indiretos, pois possuem a mesma essência, isto é, são base-
adas no princípio do máximo. Para problemas de controle ótimo sem restrições mistas
na forma de igualdades e desigualdades, os métodos de aproximações sucessivas, como
os apresentado por Krylov e Chernous’ko [49, 50], os métodos de Hamiltoniano aumen-
tado, como os de Bonnans [12] e Sakawa e Shindo [72], e o método Sequential Quadratic
Hamiltonian (SQH) (combinação dos dois últimos) proposto por Breitenbach e Borzì em
[17], especificamente sua versão para problemas de controle ótimo com EDOs, veja [16,
Algoritmo 2.3], são exemplos de métodos indiretos. Pesquisamos na literatura por méto-
dos indiretos capazes de resolver problemas no formato de (P ) (ou mesmo na forma mais
simples, (P̂ )) e gerar sequências no formato AWMP, mas não obtivemos sucesso. Dois
dos principais estudos que se alinham com (P̂ ) são apresentados por Sakawa em [71] e
Borzì em [16, Seção 2.3]. No primeiro, Sakawa, usando uma condição de qualificação do
tipo posto completo, resolve uma versão mais simples de (P̂ ), que é suave e possui apenas
restrições mistas de estado e de controle na forma de desigualdades. No segundo, Borzì
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usa o método SQH-PE3 para problemas semelhantes a (P̂ ). No entanto, as sequências
produzidas por ambos os métodos não atendem aos requisitos estabelecidos pelo princípio
do máximo fraco assintótico. O método SQH-PE, em particular, não possui um meca-
nismo para uma escolha adaptativa do parâmetro de penalização e dos multiplicadores
de Lagrange associados às restrições mistas, essencial para as investigações das condições
AWMP. Nesse cenário, chegamos ao segundo objetivo deste trabalho, que é apresentar
um método numérico capaz de resolver problemas de controle ótimo na forma de (P̂ ) e
gerar sequências cujas condições AWMP funcionam como critério geral de parada. Para
isso, utilizando como fontes de inspiração as abordagens existentes para problemas de
programação não linear, como [5, 14, 45], e a ideia de penalização do método SQH-PE,
propomos uma variante adequada do método de Lagrangiano aumentado.

O método de Lagrangiano aumentado para problemas de programação não linear
está entre os mais conhecidos e notáveis. Exemplos no caso de dimensão finita incluem
[10, 66], e no caso de dimensão infinita [14, 45]. No entanto, pouco se discute sobre
sua aplicação no contexto de problemas de controle ótimo. Algumas obras que seguem
uma linha semelhante, como as realizadas por Aguiar, Camponogara e Foss em [1, 2],
tratam de problemas diferentes de (P ) ou (P̂ ). O foco está em problemas na forma
de Equações Diferenciais Algébricas, do inglês Differential Algebraic Equations (DAE), e
apenas no caso em que existem somente restrições mistas de estado e de controle na forma
de igualdades. Nesse sentido, a contribuição deste trabalho é apresentar uma variante
adequada do método de Lagrangiano aumentado para problemas de controle ótimo que
podem ter funções de custo não suaves, campos vetoriais não suaves e restrições mistas
de estado e de controle na forma de igualdades e desigualdades, capaz de gerar sequências
no formato AWMP. As análises teóricas apresentadas por [10, 14, 45, 66] serviram como
fontes de inspiração para o desenvolvimento do nosso estudo.

O terceiro e último objetivo deste trabalho é apresentar uma nova condição de
qualificação fundamentada nas situações mínimas sob as quais as condições AWMP im-
plicam na validade do princípio do máximo fraco clássico. Novamente inspirados no con-
texto da programação não linear, mais especificamente nas condições Cone Continuity
Property (CCP) [3], Asymptotically Mordukhovich-regularity (AM-regularidade) [60] e
AKKT-regularidade (ou AKKT-regularity) [13], propomos uma nova condição de regulari-
dade, denominada AWMP-regularidade (ou AWMP-regularity), que assegura a implicação
desejada, ou seja, a validade do princípio do máximo fraco clássico para (P ) a partir das
condições AWMP, funcionando, assim, como uma condição de qualificação. A AWMP-
regularidade foi formulada a partir de duas estratégias. A primeira segue imediatamente
da caracterização de condições AWMP exibida no Capítulo 3, mais especificamente pe-
las Definições 3.1 e 3.2, e é satisfeita apenas quando as sequências de multiplicadores
3 PE é uma abreviatura para Penalty Estimates.
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{λk} ⊂ [0,+∞) e {pk} ⊂ W 1,1
n são limitada e uniformemente limitada, respectivamente, e

vale a implicação “se λk → λ e pk → p uniformemente para algum (λ, p) ∈ [0,+∞)×W 1,1
n ,

então (λ, p) ̸= (0, 0)”. Já na segunda estratégia, apresentamos um estudo que incorpora os
conceitos de continuidade completa e semicontinuidade sequencial fraca, vide as Defini-
ções 2.5 e 2.6. A ideia básica consiste em reformular as condições AWMP apresentadas no
Capítulo 3 de uma forma mais restrita na qual a hipótese necessária à primeira estratégia
seja dispensável. Em ambas as estratégias adotadas, caracterizamos o cenário sob o qual a
AWMP-regularidade é a condição mais fraca que precisamos impor para que as condições
AWMP impliquem no princípio do máximo fraco clássico. Por exemplo, uma hipótese
que usamos foi exigir que a função de custo ℓ e a função que descreve a dinâmica f fossem
continuamente diferenciáveis. Também estabelecemos alguns critérios suficientes para a
validade da AWMP-regularidade.

As condições de otimalidade sequenciais fornecidas pelo princípio do máximo fraco
assintótico destacam-se dos trabalhos presentes na literatura, pois podem ser obtidas, por
exemplo, através de uma versão adequada do método de Lagrangiano aumentado. Em
outras palavras, são condições de otimalidade com um grande potencial prático, já que
existem ferramentas para gerá-las. Além disso, a regularidade AWMP estabelece condi-
ções mínimas sob as quais as condições sequenciais implicam nas condições de otimalidade
clássicas estabelecidas pelo princípio do máximo. Portanto, o princípio do máximo fraco
assintótico fornece ferramentas teóricas que podem ser aplicadas de forma prática para a
escolha de candidatos à soluções de problemas de controle ótimo e a regularidade AWMP,
quando satisfeita, filtra esse conjunto de candidatos com a mesma precisão do princípio
do máximo.

O presente trabalho está estruturado da seguinte forma. Começamos introduzindo
as principais definições, notações e resultados clássicos utilizados ao longo do texto no Ca-
pítulo 2. No Capítulo 3, estabelecemos as condições AWMP como condições necessárias
de otimalidade para o Problema (P ) e ilustramos sua relação com as condições do prin-
cípio do máximo fraco clássico. O Capítulo 4 é dedicado à apresentação de uma variante
adequada do método de Lagrangiano aumentado para problemas de controle ótimo ca-
paz de gerar sequências cujas condições AWMP funcionam como critério geral de parada.
Ainda no Capítulo 4 fornecemos exemplos numéricos que demonstram a viabilidade prá-
tica do algoritmo proposto. No Capítulo 5 fazemos um estudo da regularidade AWMP e
propomos uma nova condição de qualificação para problemas na forma de (P ), enquanto
no Capítulo 6 exibimos uma forma alternativa para o estudo da regularidade AWMP
desenvolvida no Capítulo 5 que envolve hipóteses de continuidade completa e semiconti-
nuidade sequencial fraca. Por fim, algumas considerações finais e projeções para trabalhos
futuros são feitas no Capítulo 7.
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7 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho, apresentamos as condições AWMP. Elas são condições necessá-
rias de otimalidade sequenciais para certos problemas de controle ótimo que envolvem
restrições mistas nas variáveis de estado e de controle na forma de igualdades e desigual-
dades. Para organizar os conceitos, primeiro definimos o que são sequências AWMP e
depois o que são processos AWMP. Demonstramos que todo minimizador local fraco de
um problema de controle ótimo da forma (P ) é necessariamente um processo AWMP, o
que significa que as condições satisfeitas pelos processos AWMP podem ser consideradas
como genuínas condições necessárias de otimalidade. Nenhuma condição de qualifica-
ção foi imposta. Em um segundo momento, propomos um método do tipo Lagrangiano
aumentado para problemas de controle ótimo que, sob certas hipóteses, gera sequências
cujas condições AWMP funcionam como critério geral de parada. Além disso, aplicamos
o algoritmo proposto para resolver numericamente alguns problemas de controle ótimo
mais simples encontrados na literatura, demonstrando a viabilidade prática do algoritmo
e destacando seu potencial. Nossa terceira e última contribuição foi derivar uma nova
condição de regularidade, a qual denominamos AWMP-regularidade. Essa condição, por
sua vez, atua como uma condição de qualificação, isto é, garante a validade do princí-
pio do máximo. Mostramos também que, sob certas hipóteses, AWMP-regularidade é
a condição mínima sob a qual as condições AWMP implicam no princípio do máximo e
estabelecemos alguns critérios suficientes para a AWMP-regularidade.

Como as condições de otimalidade tradicionais têm que ser verificadas na solu-
ção ótima do problema estudado, que a depender de sua complexidade, pode tornar a
obtenção de tal solução uma tarefa árdua ou mesmo impraticável, as condições de oti-
malidade sequenciais, tais como as fornecidas pelo princípio do máximo fraco assintótico,
se destacam como poderosas ferramentas, visto que existem caminhos práticos para a
sua obtenção, por exemplo, através de uma versão adequada do método de Lagrangiano
aumentado. Adicionalmente, a regularidade AWMP estabelece condições mínimas sob as
quais essas condições sequenciais implicam nas condições de otimalidade clássicas estabe-
lecidas pelo princípio do máximo. Em resumo, o princípio do máximo fraco assintótico
define critérios práticos para a seleção de candidatos a soluções em problemas de controle
ótimo e a regularidade AWMP, quando atendida, assegura que esses critérios possuem
precisão equivalente às condições do princípio do máximo.

Embora as condições AWMP representem um conjunto de condições necessárias
de otimalidade que podem ser obtidas de maneira prática, a abordagem escolhida no
presente trabalho, que consiste em utilizar uma versão adequada do método de Lagran-
giano aumentado, introduz uma dificuldade inerente à natureza desse método. Dado que
os métodos do tipo Lagrangiano aumentado são, em essência, métodos de penalização,
a verificação da factibilidade dos pontos de acumulação das sequências por eles gerados
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se torna uma tarefa não trivial. Acreditamos que uma possível superação desse desafio
poderia envolver a exploração de outros métodos.

Dada a natureza de (P ), tivemos que trabalhar com espaços de dimensão infi-
nita, tais como Lp

l , W 1,1
l e Um. Desta forma, além da dificuldade destacada no parágrafo

anterior, tivemos problemas com a extração de subsequências convergente, visto que fer-
ramentas comumente usada em espaços de dimensão finita, por exemplo, o Teorema de
Bolzano-Weierstrass (Teorema B.1), não se aplicam a tais espaços de dimensão infinita.

Em linhas gerais, uma das maiores contribuições deste trabalho foi trazer o conceito
de condições de otimalidade sequenciais para o contexto de controle ótimo. Esperamos
que os resultados obtidos sirvam como um ponto de partida para futuras pesquisas nesta
área, estimulando o desenvolvimento contínuo do conhecimento e práticas no campo da
teoria de controle ótimo e condições de otimalidade.

Como investigações futuras pretendemos:

- Estabelecer as relações entre a AWMP-regularidade e as condições de qualificação
para problemas de controle ótimo existentes na literatura, por exemplo, as CQs
do tipo posto completo [28], posto constante [6], Mangasarian-Fromovitz [24, 30],
WBCQ [52], entre outras.

- Propor novas condições de otimalidade sequenciais de segunda ordem para proble-
mas de controle ótimo, algo semelhante às condições AKKT2 [4] da programação
não linear.

- Implementar o método de Lagrangiano aumentado para problemas de controle ótimo
mais complexos (problemas na forma de (P ), número maior de restrições, restrições
não lineares, etc.).

- Investigar se outros métodos numéricos satisfazem as condições AWMP. A ideia
inicial consiste em estudar versões para controle ótimo de métodos para problemas
de programação não linear que satisfazem as condições AKKT, tais como os métodos
de programação quadrática sequencial [69], alguns métodos de pontos interiores [21]
e métodos de restauração inexata [54].

- Aplicar nossa teoria a problemas reais, por exemplo, em modelos de espalhamento
de doenças como a Covid 19 e a dengue, tratamento do câncer, extração avançada
de petróleo, dentre outros.

- Estudar outras condições de otimalidade sequenciais para problemas de controle
ótimo na forma de (P ). Um primeiro caminho que julgamos viável é, assim como
fizemos com as condições AWMP, recorrer à programação não linear, mais especifi-
camente às condições AGP (Approximate Gradient Projection) [55].
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