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RESUMO

Neste trabalho, expomos resultados basicos a respeito das derivadas de Dini
de fungoes de uma e de varias variaveis. As derivadas de Dini foram usa-
das como ferramenta na definicdo de algumas classes de fung¢des convexas
generalizadas nao diferenciaveis e de fungbes quase-diferenciaveis superiores
generalizadas. Estudamos condigdes de otimalidade para problemas de pro-
gramacao nao linear, expressas em termos de ferramentas previamente in-
troduzidas. Além disso, introduzimos a nogao de invexidade Dini, generali-
zamos alguns resultados conhecidos sobre fungdes invexas e provamos que a
pseudo-invexidade Dini é uma condigao suficiente de otimalidade para pontos

inf-estacionarios.
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ABSTRACT

In this work we make an exposition of basic results on Dini Derivatives of
functions of both single variable and several variables. Dini derivatives were
used as tools in the definitions of generalized convex functions and generali-
zed upper quasi-differentiable functions. We study optimality conditions for
nonlinear programming problems, expressed in terms of previously introduced
tools. Moreover, we introduce a notion of Dini-invexity for functions, genera-
lize some known results on invex funtions and prove that Dini pseudo-invexity

for functions is a sufficient optimality condition for inf-stacionary points.
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Capitulo 1

Introducao

No estudo de problemas de otimizagao, principalmente a respeito de condigdes de
otimalidade, uma teoria bem desenvolvida e quase completa esta descrita em termos de
otimizacao diferenciavel e convexa. Contudo, a diferenciabilidade das fung¢oes nao é uma
ferramenta suficiente para lidarmos com problemas em varias aplicagoes modernas da
otimizagao. Nas ultimas decadas muitos esforgos tem sido feito para extender resultados
para o caso nao diferenciavel. Resultados importantes foram obtidos usando a nogao de
gradiente generalizado introduzido por Clarke. Varios pesquisadores usaram esta nogao,

e uma teoria extensa foi desenvolvida sob a hipotese de continuidade Lipschitz, para

detalhes ver [3, 27, 31].

Neste trabalho, estudaremos o caso em que as derivadas de Dini sao usadas para

obtermos condigdes de otimalidade para fungdes ndao necessariamente diferenciaveis.

Historicamente, o estudo das derivadas de Dini teve raizes no final do século XIX com

Scheefer [32] e Dini [10].

No capitulo 2, estudamos as derivadas de Dini de fun¢bes de uma variavel, discutimos
algumas propriedades basicas [26] e generalizagbes de alguns teoremas classicos da analise
para fungdes nao diferenciaveis [2, 9, 14, 16, 27, 28, 33, 26]. Estes resultados permitem
caracterizar monotocidade e continuidade em termos das derivadas de Dini. Além disso,

condigoes de otimalidade de primeira e segunda ordem sao apresentadas.
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No capitulo 3, recordamos as defini¢ées de diferenciabilidade de Fréchet (usual) e a
derivada direcional de Clarke [3]. Algumas propriedades basicas das derivadas de Dini
direcional e das derivadas de Dini-Hadamard de funcoes de varias variaveis sdo apresen-
tadas e condigdes de otimalidade sdo obtidas através do subdiferencial Dini de Penot [27].

Além disso, discutimos regras de calculo para max-fungdes [14].

No capitulo 4, introduzimos as nogoes de invexidade, pseudo-invexidade e quase-
invexidade (ver Hanson [17] no caso diferenciavel e Reiland [30] no caso ndo diferenciavel)
em termos das derivadas de Dini direcional e desenvolvemos condi¢oes de otimalidade para

a classe de fungoes pseudo-invexas Dini superior, com ferramentas previamente introdu-

zidas. Discutimos alguns resultados (de Weir e Jeyakumar [36]) de fungoes pré-invexas

introduzidas por Ben-Israel e Mond [1] (e Hanson e Mond [18]) e mostramos que a pré-

invexidade implica em invexidade Dini.

Além disso, estudamos a classe das fun¢oes quase-diferenciaveis superiores generaliza-
das introduzida por Komlosi [21], desenvolvemos condigdes de otimalidade para fungdes
quase-diferenciaveis superiores generalizadas e mostramos que a pseudo-invexidade Dini

superior ¢ uma condigao suficiente de otimalidade para pontos inf-estacionarios.

No capitulo 5, condi¢des de otimalidade para os problemas

minimizar f(z)

sujeitoa z € C, C C IR",

minimizar f(z) . (P2)
sujeitoa C = {z € R": g;(z)<0,7=1,2,...,m}.

sao estudadas para a classe de fungoes quase-diferenciaveis superiores generalizadas regu-

lares.

Ressaltamos que os Teoremas 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3, 4.3.6, 4.4.2, 5.1.1, e 5.1.4 sdao contri-

buigoes originais do autor desta dissertacao.
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Capitulo 2

Derivadas de Dini de funcoes de uma

variavel

2.1 O calculo subdiferencial de Dini

Sejam f(t) uma funcdo de valores reais definida sobre o intervalo aberto (a,b) e to €

(a,b). Definimos as quatro derivadas de Dini de f(t) em to como sendo:

D* f(to) = lim sup M, Dy f(to) = litlp»zi:_lf f(t) = f(to)

bty

. D_f(to) = liminf f(t) = f{to)
t—ty t—1o

t—ty4 t— tO

t)— f(t
D~ f(to) = limsup ﬂif( ) — J(to)
it t—to
Onde D7 f(to) é a derivada de Dini superior direita, D f(fo) € a derivada de Dini
inferior direita, D~ f(to) é a derivada de Dini superior esquerda e D_ f(to) é a derivada

de Dini inferior esquerda de f(t) em to.

Permitimos que as derivadas de Dini alcangem os valores +00 e —oo nas definigoes
acima, deste modo as derivadas de Dini sempre existem e admitem muitas regras de
calculo. As proximas regras de calculo resultam de operagoes com limsup e liminf e da
defini¢ao de derivadas de Dini. Para uma colegao maior de tais regras encaminhamos o
leitor ao livro de McShane [26].

As duas desigualdades abaixo sao validas:
Dy f(to) < D*f(to) e  D_f(to) < D™ f(to).

10
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Prova: Seja
h = D* f(to) = limsup 1) = fto)

f.—rt0+ m— tU

Assim existe uma sequéncia tn, t, # to, t, — to+, tal que

f(tn) _f(t()) 5k
TR :

Logo é impossivel se ter a desigualdade

R L= (1
h < liminf L&) = (o)
t_':o{- t — to
pois neste caso nao poderia existir nenhuma sequéncia t, — to+ com

flta) = 1t0)
t,—to

Portanto Dy f(to) < D* f(to).
A outra desigualdade pode ser provada de maneira semelhante.

Para f(t) arbitraria as seguintes regras podem ser facilmente verificadas:
D*[-f)(t) = =D+ f(t), Di[-fI(t)=—-D*f(t), (2.1)
D7[-f)(¢t) = —-D_f(t), D-_[-f)(t)=—-D"f(¢). (2.2)

Sejam f(t) e g(t) fungdes arbitrarias definidas sobre uma vizinhanca de ¢y € IR. Assim
qualquer uma das desigualdades abaixo que ndo envolvem expressées indeterminadas (isto

¢, somas da forma co + (—co)) s3o verdadeiras:
D*[f + ¢](to) < D¥ f(to)
D4 [f + g](to) = D4 f(to) + D+g(to)
D*(f + g)(to) 2 D™ f(to) + D+g(to)
Di[f + ¢](to) < D4 f(to) + D*g(to)
D*(f - g)(to) < D f(to) — D+g(to)
(to) — )
(to) — )
( )

to) + D* g(to)

to

D*(f — g](to) = D* f(to
Di[f — g](to) = D4 f(to
Di[f = g](to) < Dy f(to) —

g

(

D*g(to

D+g(t0
+9(

to

A'AY.LY
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Prova: Provemos primeiro (2.3). Seja

[f + g](t) = [f + g](to)

L = limsu .
et t—to

Isto implica que existe uma sequéncia t,, t, # to, t» — to+, tal que

[ +9l(tn) = [f +9](to) _ f(ta) = f(to)  g(tn) = g(to) _,

t, — 1o t, — 1o t, — 1o

Seja t,/ uma subsequéncia de t¢,, logo t,; — to+. Suponhamos que

f)=f) |, glw)—gle) |
t+—1p tn' - tO

Pela unicidade do limite L; + L, = L. Como
S0 - fo) |

lim sup lim sup M

t—to4 — 1o t—ty4 t—to

> I

segue o resultado desejado.

(2.4) segue de (2.3) se nés trocarmos f(to) e g(to) por —f(to) e —g(to), res-
pectivamente e usarmos (2.1). (2.7) segue de (2.3) e (2.9) segue de (2.4) se noés trocarmos
g(to) por —g(to) e usarmos (2.1). Para obter (2.5) basta trocar f(to) por f(to)+ g(to) em
(2.7). A partir de (2.5) obtemos (2.6) trocando f(to) por —f(to) e g(to) por —g(to). Se
trocarmos ¢(to) por —g(to) em (2.5) e (2.6) obtemos (2.8) e (2.10) respectivamente. O

A préxima afirmacgao provém da ligagao entre as derivadas de Dini e a derivada de
fungdes de uma variavel: f(t) é diferenciavel em ¢y se e somente se as quatro derivadas

de Dini de f(t) em ¢ sao iguais e finitas. Assim

f'(to) = D* f(to) = D+ f(to) = D™ f(to) = D-f(to)-

Em particular se ¢(¢o) existe, entao
D*[f + g](to) = D f(to) + ¢'(to);

D [f + g](to) = D4 f(to) + g'(to)-

AVA
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Os resultados anteriores valem se trocarmos D f(t) e D* f(t) por D_f(t) e D~ f(t),

respectivamente.

Teorema 2.1.1 ([14], Teorema 1.1) Seja f(t) definida sobre uma vizinhanga de to. Se
cada uma das quatro derivadas de Dini € finita em to, entdo o quociente de diferengas
f(t) = f(to)
it

¢ limitado em uma vizinhanga de ty e consequentemente f(t) € continua em ty.

Prova: Se a funcao f(t) nao é continua em to, entao existe € > 0 e uma sequéncia
tn — to tal que |f(t,) — f(to)| > €. Segue que

f(tn) — f(to)

— 400
t: — 1o

para t, — to e isto implica que pelo menos uma das quatro derivadas de Dini nao é finita

em tg. 0

Uma funcdo f : (a,b) — IR chama-se mondtona ndo-decrescente quando para z,y €
(a,b),z < y = f(z) < f(y). Sez <y = f(z) > f(y), f diz-se mondtona nio-
crescente. Se vale a implicacao mais estrita z < y = f(z) < f(y) dizemos que a fungao

[ € estritamente crescente. Finalmente, se z < y = f(z) > f(y), dizemos que f é uma

funcao estritamente decrescente.

Lema 2.1.1 Seja f(t) definida sobre o intervalo aberto (a,b). Se Dy f(to) > 0 e D_ f(to) >
0, onde ty € (a,b), entdo f(t) € estritamente crescente localmente em to. Se D* f(to) <0

e D™ f(to) < 0 entdo f(t) € estritamente decrescente localmente em t,.

Prova: Suponhamos que D, f(to) > 0 e D_f(to) > 0. Entdo existem t;,t; €
(a,b), t1 < to <ty tal que

f(t) — f(to)
t—1o

>0

para todo t € (t1,t3), t # to. Portanto

f(t) < f(to) sempre que t € (t1,%0)

f(t) > f(to) sempre que t € (to,t2).
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Logo f(t) é estritamente crescente localmente em t,.

A segunda parte do teorema pode ser provada de maneira semelhante.

Lema 2.1.2 Seja f(t) estritamente crescente (decrescente) localmente em todo ponto do

intervalo fechado [a,b]. Entao f(t) € estritamente crescente (decrescente) sobre [a,b).

Prova: Seja f(t) estritamente crescente localmente em cada ponto de [a,b]. Supo-

nhamos por contradi¢do que existe t1,1; € [a, b], tal que t; < t; e f(t1) > f(¢2). Sejam

T'={t'wtp< t <'hy! = 9f{t) <1(0)}

to=supT.
Como f(t) é estritamente crescente localmente em t; e o, tem-se T' # P e t; < to < t5.

Como f(t) é estritamente crescente localmente em ¢y, existe § > 0, tal que

loi—6 <ty = F )< F(to) (2.13)

to<t <to+8&= fto) < f(&"). (2.14)

Pela definicio de to, to < t" conclui-se que t' ndo pertence a T', consequéntemente
f(t") < f(t1). Levando em conta (2.14) para qualquer t, < t < to + 6 temos f(to) <
f(t) < f(t1). Logo f(to) < f(t1).

Por outro lado, existe ¢ € (to — 6,t0) tal que t € T. Levando em conta (2.13) e a

definigao de T, temos f(t1) < f(t') < f(to), o que contradiz a desigualdade f(t;) > f(to)

acima. Esta contradicdo completa a prova.

Para funcgoes estritamente decrescente a prova € feita de maneira semelhante.

A
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Teorema 2.1.2 Sejam f(t) definida sobre o intervalo fechado [a,b] e f(a) = f(b). Entdo

ezistem ty e ty € [a,b] tais que

D;if(t) <0 D_f(t) <0;

Dt f(ty) >0 D= f(t) = (.

Prova: Suponhamos por contradi¢do que nao existe ¢; com a propriedade exigida.

Entao D4 f(t) > 0 e D_f(t) > 0 para todo t € [a,b]. Pelo Lema 2.1.1 segue que f(t) é
estritamente crescente localmente em cada ponto de [a, b] e pelo Lema 2.1.2 ela é estrita-
mente crescente sobre [a, b], 0 que contradiz a hipétese f(a) = f(b).

A segunda parte do teorema pode ser provada de maneira semelhante. 0
Teorema 2.1.3 (Teorema de Rolle generalizado) Sejam f(t) definida sobre o intervalo
fechado [a,b] e f(a) = f(b).

1) f(t) possui um valor minimo m sobre [a,b].

Se m < f(a) = f(b) entdo existe t; € (a,b) tal que
D™ f(t1) <0 < Dy f(t),
enquanto que se m = f(a) = f(b) entdo temos

D™ f(b) <0 < Dy f(a).

i) f(t) possui um valor mdzimo M sobre [a,b).

Se M > f(a) = f(b) entdo eziste t; € (a,b) tal que
D* f(t;) <0 < D_f(ts),
enquanto que se M = f(a) = f(b) entdo temos

D* f(a) <0 < D_f(b).
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AVAVAY

2 3 4 5 6 i unespwl 12 13 14 15 X6 17 18



16

Prova: Por hipétese existe ¢ € [a, b] tal que f(t1) = m. Se m < f(a) entdo ¢, € (a,b).
Neste caso f(t) > f(t1) para todo t € [a,b] e (2.15) é facilmente verificada. Se m = f(a)
temos que f(t) > f(a) = f(b) para todo t € [a, b] de onde (2.16) segue imediatamente.

A prova de i1) pode ser feita de maneira semelhante.

Teorema 2.1.4 Seja f(t) uma fungdo continua definida no intervalo fechado [a,b]. Su-
ponha que f(a) = f(b). FEntdao existem valores intermedidrios ty,tz,t3,t4 € (a,b) tais

que

Dif(t1) >0, D*f(t) <0, D_f(t3) >0, D f(ts) <O. (2.19)

Prova: Como o conjunto de valores de uma fungao continua sobre um intervalo

fechado é um intervalo fechado entao existem m e M € IR tais que
{£(t) : t € [a,b]} = [m, M].
Caso 1) m = M.

Neste caso f(t) é constante sobre [a, b] assim todas as derivadas de Dini sdo iguais a 0

para todo t € (a,b).
Caso 121) M > f(a).

Neste caso existe d € (a,b) tal que f(d) = M. Seja f(a) < y < M. Como f(t) é
continua existe um dltimo ponto d; € [a,d] e um primeiro ponto d; € [d, b] onde a fungao
f(t) atinge o valor y (y = f(d1) = f(d2)). Fazendo t; = dy, t, =d, t3 =d ety = d; ndo é

dificil mostrar que as desigualdades (2.19) sdo satisfeitas com esta escolha.
Caso 121) m < f(a).

A prova pode ser feita de maneira semelhante a it).
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Teorema 2.1.5 (Teorema do valor médio generalizado) Seja a fungdo f(t) definida sobre

o intervalo fechado [a,b]. Fazendo
HE i(b)b:# Al e P P ~afi— ), Trmpss (2.20)
i) Se f(t) € semicontinua inferior sobre [a,b] e
m = inf{h(t) : a <t < b} <0,
entdo ezxiste t, € (a,b) tal que
D™ f(t1) < a < Dy f(t),
enquanto que se m = (0 entao temos
D™ f(b) < a < Dy f(a);
it) Se f(t) € semicontinua superior sobre [a,b] e
M = sup{h(t) : a <t < b} >0,
entdo eziste ty € (a,b) tal que
D* f(t2) < a < D_f(t2),

enquanto que se M =0 entdo temos

D*f(a) < a < D_f(b).

Prova: Pelo teorema de Weiestrass generalizado uma fungao semicontinua inferior
(superior) possui um minimo (maximo) sobre um intervalo fechado, portanto a fungao

h(t) satisfaz as condigdes do Teorema 2.1.3. Levando em conta que

D*h(t) = D* f(t) =, D™h(t) = D™ f(t) - «,

Dih(t) =Dy f(t) —a, D_h(t)=D_f(t)-c

a demonstracao segue imediatamente por meio do Teorema 2.1.3.
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Observagao: Se f(t) é diferenciavel entdo o teorema acima da o teorema de Lagrange
e coincide com o resultado de Goodner ([16], Teorema 2) no caso de fungées continuas

com derivadas de Dini finitas.

Para ajudar os desenvolvimentos posteriores reformularemos o teorema acima para

funcgoes semicontinuas inferiores.

Coroldrio 2.1.1 Seja f(t) semicontinua inferior sobre o intervalo fechado [a,b]. Entdo

existem t; € [a,b) et € (a,b] tais que

Dif(t)>a e D f(t)<a.

Deve ser mencionado que em comparagao com o classico teorema do valor médio
(para fungdes diferencidveis) no caso de fungdes semicontinuas nao é possivel extender o
teorema do valor médio para imaginar ¢; e t, como valores intermedidrios de [a,b]. O

proximo exemplo demonstra este fato.

Exemplo 2.1.1 Considere a fungdo semicontinua inferior:

0 sel<iti<l;
f)=4 =2 set=0;
-1 set=1.

E facil ver que para a = 1 temos D, f(t) = 0 para todo ¢t € (0,1) e Dy f(0) = +oo.

Assim o tinico ponto que satisfaz D, f(t) > a ét = 0.

Giorgi e Komlosi [14] colocaram uma propriedade adicional sobre a fungao auxiliar h(t)
para que t; seja um valor intermediario, eles impoem que a fungao f(t) seja semicontinua

inferior e h(t) possui um maximo sobre [a, b].
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Teorema 2.1.6 Seja a fungdo f(t) definida sobre o intervalo fechado [a,b].

i) Se f(t) € semicontinua inferior e h(t) possui um mdzimo sobre [a,b] entdo existem

valores intermedidrios ty,t; € (a,b) tais que

Dif(th)>2a e D f(t) < c.

it) Se f(t) € semicontinua superior e h(t) possui um minimo sobre [a, b] entdo existem

valores intermedidrios t1,t; € (a,b) tais que

D+f(f.2)50: € D_f(tg)za.

Prova: i) Primeiro provemos que h(t) ndo pode ser estritamente crescente nem estri-

tamente decrescente sobre (a, b).

Suponhamos por contradicdo que h(t) é estritamente decrescente sobre (a,b). Além
disso h(t) também é semicontinua inferior sobre [a,b] e h(t) > h(a) = h(b) para todo
t € (a,b). De acordo com este fato segue que h(t) ndo possui um valor maximo sobre

[a, b]. Esta contradi¢do mostra que h(t) ndo pode ser estritamente decrescente sobre (a, b).

Portanto, se h(t) é ndo-crescente ou nao-decrescente sobre (a, b) entao existe um ponto
to € (a,b) e uma vizinhanga desse ponto onde h(t) é constante. Neste caso Dih(to) =

D™ h(to) = 0 e além disso a afirmagdo do teorema acima vale para t; = tg e t = to.

Finalmente, suponhamos que h(t) ndo é monétona sobre (a,b). Entdo existem sy,s; €

(a,b), s1 < s3 e p1,p2 € (a,b), pr < p: tais que

h(s1) < h(s2) e h(p1) > h(p2).

Pelo Corolario 2.1.1 existem t; € [s1,52) € t2 € (p1,p2] tais que
h(Sz) it h(Sl)

82 — 81

D+h(t1):D+f(t1)—Q’2 >0

h —h
D™h(t) = D™ f(t2) —a < he) — hlpr) <0,
P2— P
assim a afirmacao do teorema é satisfeita com t; e t,.
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A prova de 17) pode ser feita de maneira semelhante.

O préximo teorema é uma consequéncia imediata do teorema acima, contudo ele pode

também ser deduzido a partir do teorema 2.1.4 aplicado para a fungao h(t).

Teorema 2.1.7 Seja a fungdo f(t) definida e continua sobre o intervalo fechado [a,b].

Entdo existem t1,t5,t3,t4 € (a,b) tais que
Dif(t) 20, D*f(t)<a, D_f(t)>a, D f(t)<a  (221)

onde a quantidade a esta definida em 2.20

2.2 Monotocidade e derivadas de Dini

O caélculo diferencial é uma ferramenta eficiente para descrever o crescimento ou de-
crescimento de fungoes diferencidveis. Para fun¢bes ndo diferencidveis caracterizagdes

semelhantes sao obtidas usando as derivadas de Dini.

E ébvio que se f(t) é nao-crescente sobre (a,b) entdo para todo t € (a,b)

D*f(t)<0 e D™ f(t) <0,
e se f(t) é nao-decrescente sobre (a,b) entdao para todo t € (a,b)

Dif(t)>0 e D_f(t)>0.

Agora provaremos condigées suficientes de monotocidade (estrita) para classes especiais
de fungdes. O préoximo teorema é uma consequéncia imediata dos Lemas 2.1.1 e 2.1.2.
Teorema 2.2.1 Seja f(t) definida sobre (a,b).

1) Se Dy f(t) >0 e D_f(t) > 0 para todo t € (a,b) entdo f(t) € estritamente crescente
sobre (a,b).

1) Se DY f(t) < 0 e D™ f(t) < 0 para todo t € (a,b) entdo f(t) € estritamente

decrescente sobre (a,b).
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O proximo exemplo mostra que a condigao D4 f(t) > 0 sozinha nao garante a mono-

tocidade estrita.

Exemplo 2.2.1 Considere a seguinte fungdo:

- set€[0,1);
flal { t—1 sete€(l,2].

Temos que D f(t) > 0 sobre (0,2), contudo, f(t) nao é estritamente crescente sobre
(0,2).

O préximo teorema mostra que para fungdes semicontinuas a nio-negatividade (néao-

positividade) de certas derivadas de Dini garantem a monotocidade.

Teorema 2.2.2 ([14], Teorema 1.13) Seja f(t) definida sobre [a,b].
1) Seja f(t) semicontinua inferior sobre [a,b].

Se D~ f(t) > 0 (D™ f(t) > 0) para todo t € (a,b] entdo f(t) € nao-decrescente (estri-

tamente crescente) sobre (a,b).

Se D f(t) <0 (D4 f(t) < 0) para todo t € [a,b) entdo f(t) € ndo-crescente (estrita-

mente decrescente) sobre [a,b).
12) Seja f(t) semicontinua superior sobre [a,b).

Se Dt f(t) >0 (D*f(t) > 0) para todo t € [a,b) entdo f(t) € ndo-decrescente (estri-

tamente crescente) sobre [a,b).

Se D_f(t) <0 (D-f(t) < 0) para todo t € (a,b] entdo f(t) € ndo-crescente (estrita-

mente decrescente) sobre (a,b].
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Prova: Suponhamos que f(t) é semicontinua inferior e a condigdo D~ f(t) > 0
(D~ f(t) > 0) é valida para todo t € (a,b]. Suponhamos por contradigio que f(t) é
estritamente decrescente (ndo-crescente). Entdo existem s;,s; € (a,b] tal que s; < s; e

f(s1) > f(s2) (f(s1) = f(s2)). Pelo Corolario 2.1.1 existe ¢; € (s1, s2] tal que

< f(s2) = f(s1)

DrffH)= St = )

Esta contradicdo prova a primeira afirmacgio de 7). As outras afirmages podem ser

provadas de maneira semelhante. 0

O préximo teorema mostra que para fungdes continuas a nao-negatividade (nao-

positividade) de qualquer uma das derivadas de Dini garante a monotocidade.

Teorema 2.2.3 Seja f(t) definida e continua sobre o intervalo aberto (a,b). Se para
todo t € (a,b) qualquer uma das prozimas condigées vale, entdo f(t) € uma fung¢do ndo-

decrescente (estritamente crescente) sobre (a,b):

D*f(t) >0 (D*f(t)> 0), (2.22)

Dif() 20 (Dif(t) > 0), (2.23)
D f(t) 20 (D™ f(t)>0), (2.24)
D_f(t) >0 (D-f(t) > 0). (2.25)

Prova: A demonstragdo é uma consequéncia imediata do Teorema 2.2.2.

Aplicando o teorema anterior para a fun¢ido ¢g(t) = —f(¢) e levando em conta as
identidades (2.1) e (2.2) podemos caracterizar fungdes nao-crescentes e estritamente de-

crescentes via derivadas de Dini.
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2.3 Continuidade-Lipschitz

Seja X um subconjunto de IR. Uma fungao f : X — IR chama-se Lipschitz quando

existe uma constante k > 0 (chamada constante de Lipschitz da funcao f) tal que

|f(z) = f(y)| < klz —y]

sejam quais forem z,y € X.

E ébvio que fungoes Lipschitz continuas possuem derivadas de Dini finitas e limitadas.

Agora provaremos a reciproca.
Lema 2.3.1 Seja f(t) definida e continua sobre (a,b).

i) Se qualquer uma das derivadas de Dini D* f(t), D4 f(t), D~ f(t), D_f(t) € limitada

superiormente com limite superior K entdo para todo ty,t; € (a,b)
f(t2) — f(t1) < K(ta —t4).

i) Se qualquer uma das derivadas de Dini D* f(t), Dy f(t), D™ f(t), D- f(t) € limitada

inferiormente com limite inferior k entdo para todo t,t; € (a,b)

f(t2) = f(t1) 2 k(t2 — ta).

Prova: Suponhamos que D' f(t) < K para todo t € (a,b). Considere a fungio
auxiliar g(t) = f(t) — Kt. Como D*g(t) = D* f(t) — K < 0 para todo t € (a,b) logo pelo

teorema 2.2.3 temos que g(t) é ndo-crescente, isto é, a < t; < t; < b implica que

f(t)) — Kt1 = g(t1) 2 g(t2) = f(t2) — Ktz

o que ¢ justamente a tese de 2).

A outra parte pode ser provada de maneira semelhante.
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Teorema 2.3.1 Seja f(t) definida e continua sobre (a,b). Se alguma das suas derivadas

de Dinil é limitadaisobre (a, b) entdo f(£).é Lipschitz eontinua sobre (a, b).
Prova: Suponhamos que
|D* f(t)] < K para todo t € (a,b).
Pelo resultado anterior (2.26) implica que

Bl ) ) — ) K — %)

para todo t;,%; € (a,b) o que significa que f(t) é Lipschitz continua sobre (a,b) com

constante Lipschitz K. 0

2.4 Condigoes de otimalidade de primeira e segunda

ordem

As proximas condigoes necessarias de otimalidade de primeira ordem em termos de

derivadas de Dini sao consequéncias imediatas das definicoes.
Teorema 2.4.1 Sejam f(t) definida sobre (a,b) e ty € (a,b).

i) Se f(t) possut um minimo local em to entdo

Dyf(to) 20 e D™ f(to) <0.

i1) Se f(t) possui um mazimo local em ty entdo

D_f(fg) 2 0 e D+f(f0) S 0.

Agora apresentaremos uma generalizacao das classicas condigoes de otimalidade sufi-
cientes de segunda ordem. Este resultado dado por Giorgi e Komlosi ([14], Teorema 1.18)
é uma versao modificada de um trabalho elaborado por Castagnoli [2] e baseado na idéia

de derivadas de Dini de segunda ordem.
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Derivadas de Dini de segunda ordem sao definidas de uma maneira muito natural e

usual, elas sao as derivadas de Dini das fung¢oes derivadas de Dini.

O simbolo Dy Dy f(to), por exemplo, denota a derivada de Dini inferior direita da

funcao Dy f(t) em to.

Teorema 2.4.2 Sejam f(t) definida sobre (a,b) ety € (a,b).

1) Seja f(t) semicontinua superior sobre (a,b). Entdo f(t) possui um minimo local

estrito em to se as sequintes condigoes sao validas:
(mi) Dif(to) 20 e DiDyf(to) >0,

(mii) D~ f(t)) <0 e D_Df(to) > 0.

1) Seja f(t) semicontinua inferior sobre (a,b). Entdo f(t) possui um mdzimo local

estrito em to se as sequintes condigoes sao validas:
(Mi) D_f(to) >0 e D*D_f(to) <0,

(Mii) D*f(t)) <0 e D~D*f(t) < 0.

Prova: A condigiao D, D, f(to) > 0 garante a existéncia de t' € (o, b) tal que para
cada to <t <t temos

0 < Dy f(to) < D4 f(t) < D* f(2).

Como f(t) é semicontinua superior, pelo Teorema 2.2.2 segue que f(t) é estritamente

crescente sobre (to,t").

Igualmente a condigao D_D~ f(to) > 0 garante a existencia de t € (a, o) tal que para
cada t' <t < to temos

D_f(t) < D~ f(t) < D~ f(to) < 0.
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Pelo Teorema 2.2.2 segue que f(t) é estritamente decrescente sobre (t',t,). Como

0 < Dyf(to) < +o0 e —oo < D™ f(tg) < 0 por esta razao as condigoes

f(to) = inf{f(t) : t € (to,t")} e [(to) =inf{f(t) : t € (',t0)}

sao validas, o que significa que f(¢) possui um minimo local estrito em ¢y (e que f(t) é

continua em tp).

A prova de 12) pode ser feita de maneira semelhante.

Teorema 2.4.3 Sejam f(t) definida sobre (a,b) e ty € (a,b).

i) Seja f(t) semicontinua superior sobre (a,b). Entdo f(t) possui um minimo local

estrito em ty se as sequintes condigoes sao validas:
(st) Dtf(te) >0 e DLDTf(to) >0,

(sii) D_f(to)) <0 e D_D_f(to) > 0.

12) Seja f(t) semicontinua inferior sobre (a,b). Entdo f(t) possui um mdzimo local

estrito em to se as sequintes condigoes sao validas:
(Si) D flts) 20 e D*Df(to) <0,

(Si1) Dif(to) <0 e D™Dyf(to) <O.

Observagao: Misturando as condigoes acima obtemos mais condigées suficientes de
otimalidade de segunda ordem. Por exemplo para fun¢oes semicontinuas superior qualquer

um dos seguintes pares

{(m2), (mai)}, {(s2), (ma2)}, {(ma), (si2) }, {(s7), (si2)}

¢ suficiente para to ser um ponto de minimo local estrito de f(¢). Se perdermos a condigao
de semicontinuidade imposta sobre f(t¢) nos Teoremas anteriores entdao as condigdes nao

sao suficientes para garantir a otimalidade local estrita.
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Capitulo 3

Derivadas direcionais generalizadas

O objetivo deste capitulo é estudar as derivadas de Dini direcionais de fungoes de varias
variaveis. Comegaremos este capitulo recordando as definigées de diferenciabilidade de

Fréchet, a condigdao Lipschitz e a derivada direcional de Clarke [3].

Diferenciabilidade segundo Fréchet: Seja f uma funcao de IR™ em [—o0, +00] € seja z
um ponto onde f é finita. Concordando com a defini¢ao usual, f é diferenciavel em z se

e somente se existe um vetor g (necessariamente inico) com a propriedade que

f(z) = f(z) + (9,2 — ) + 0(||z — zl]),
(onde (.,.) denota o produto interno no espago euclidiano IR") em outras palavras

i 1) = 1() = (9,2 = 2)

S PR

= 0.

Assim g, se existir, é chamado o gradiente de f em z e é denotado por V f(z).

Suponhamos que f é diferenciavel em z. Entao pela definigao, para qualquer y # 0,
o L)~ f(@) ~ (V) h)
A—ot Allyll
f(z39) = (Vf(2),y)
Iyl ‘

Portanto f (z;y) existe e é uma fungio linear na variavel y:
f(zy)=(Vf(2)y), Yy

27
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Seja f uma funcao diferenciavel em zo. Dizemos que f é estaciondria em zo se V f(zo) =

0. Neste caso, o ¢ chamado de ponto estacionario.

A condigao Lipschitz: Seja X um subconjunto de JR*. Uma funcao f : X — IR satisfaz

a condigao de Lipschitz (sobre X) se para algum escalar k ndo-negativo, temos
|f(z) = f(y)| < kllz - yll, Vz,y € X.

Dizemos que f é Lipschitz perto de z se para algum e > 0, f satisfaz a condigdo

Lipschitz sobre o conjunto z + €B, onde B denota a bola unitaria aberta do IR".

A derivada direcional generalizada de Clarke: Sejam f Lipschitz perto de um ponto z
dado e v qualquer outro vetor em IR". A derivada direcional generalizada de f em z na

dire¢do v, denotada por f°(z;v), é definida como sendo:

Pt dimpd W) S ily),

y—z t
t—0+

3.1 Derivadas de Dini de funcoes de varias variaveis

Sejam a fungao f(t) definida sobre o conjunto aberto S C IR*, onde n > 1ea € S.

Existem algumas maneiras para extender a nogao de derivadas de Dini para o caso de
varias variaveis.
3.1.1 Derivadas de Dini direcionais

Uma possivel extensdo é usar o conceito original de derivadas de Dini direcionais, o
que significa que esta nogao é aplicada para funcdes de uma variavel da seguinte forma

s(t)=f(a+td), te R, a,d€eR"; a+td€S.

Esta forma nos induz para a idéia de derivadas de Dini direcionais como segue:

D* f(a;d) = limsup fatid)— ), Dy f(a;d) = limg}rlf fla-ttd)—fla)

t 1

t—0+ t

D~ f(a;d) :limsupf(a-i-tdt) — I )1 D_f(a;d) = liminff(a-l-tc? = )
t—0- t—0~
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As derivadas Dt f(a;d) e D, f(a;d) sao usualmente chamadas de derivada de Dini

direcional superior e derivada de Dini direcional inferior de f(¢) em a.

Para cada d € IR™ temos:

D~ f(a;d) = =Dy f(a; —d) D_f(a;d) = —D* f(a; —d).

Prova: Fazendo s = —t, como quando ¢t — 0% temos que s — 0~. Logo

D flatd) = impr e =) = F()

t—0+ t

= limeup {00 =IO _ - g,

s—0— S

= lim sup
t—0+

f(a —td) — f(a)
=

A outra igualdade pode ser provada de maneira semelhante.

3.1.2 As derivadas de Dini-Hadamard

Uma outra extensao das derivadas de Dini € o conceito das derivadas de Dini-Hadamard.
Definimos as derivadas de Dini-Hadamard direcionais superior e inferior de f(¢) em a ao

longo da diregao d por

dF Flasd) = B up 2t 4] — ),

1
t—o0+t t
u—d

dy Flaid) = 1130{5& flat “’? —fla)

As préximas afirmacoes sao consequéncias imediatas das defini¢oes

d*[-fl(a;d) = —dy f(a;d),  dy[-fl(a;d) = —d" f(a; d); (3.2)

dy f(a;d) < Dy f(a;d) < D* f(a;d) < d* f(a; d). (3.3)

O exemplo a seguir mostra que a derivada de Dini direcional e a derivada de Dini-

Hadamard podem ser diferentes.

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 i unespwl 12 13 14 15 X6 17 18



Exemplo 3.1.1 Seja
t1 +12 se i, % 0,
0 se t, =0.

fti,t2) = {

Seja a = (0,0) e d = (1,0).

D* f(a:d) — tim sup £(0:0) +(1,0)) = F(0,0)

]
t—0+ t

=O;

& flasd) = timsup L&D FH0w) 2 /0.0
[ulnt:;iiit(l.ﬂ}

t -0
= limsup Hur+uz) -0

t—0+ t’
(u1,u2)—(1,0)

= 1.

Teorema 3.1.1 d; f(a;d) (d* f(a;d)) € uma fungdo semicontinua inferior (superior) de
dire¢ao d € IR".

Prova: Primeiro mostremos que d4 f(a;d) € semicontinua inferior em d, o que é

equivalente a seguinte propriedade: para todo ¢ € IR o conjunto
M={d : c<dsf(a;d)}

é aberto. Por definicao

dy f(a;d) = lim sq4(e, 7),

a—0t
=0t

si(a,7) = inf Jla i)~ f(a).

llu—d]| <e t
o<t

Como s4(a,T) € nao-decrescente tem-se

sd(a,7) < dy f(a;d)

para quaisquer « e T positivos.

Suponhamos que M # () e d € M arbitrario. Levando em conta as propriedades da

fungao s4(a, T) temos que existem nimeros positivos ag, 7o tal que

¢ < sq4(o, o).
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Seja G uma bola aberta em volta de d com raio ap. Agora mostremos que G C M, o

que provara que M é um conjunto aberto.

Seja z € G escolhido arbitrariamente e considere uma vizinhanca N de z, com raio g,

contida em G. Pela inclusdao N C G segue que

¢ < sa(ao, 7o) < 8:(B,70) < dy f(a; 2),

0 que prova que z € M.
A semicontinuidade superior de d* f(a;d) pode ser provada de maneira semelhante. O

Vale a pena mencionar que a condigao
D, f(a;d) = D* f(a;d)

¢é equivalente para a existéncia do limite

Flad) = tim L@ F D) = 1)

t—0+ t

que é, conhecida como a derivada direcional de f(z) em a.

Similarmente a condi¢ao
dy f(a;d) = d*t f(a; d)

¢ equivalente para a existéncia do limite

) = tig o)1)

1
que é chamada derivada direcional uniforme de f(z) em a.

Se a derivada direcional (uniforme) existe para todo d € IR™ entdo a fungdo f(z) é

chamada diferenciavel direcionalmente (uniformemente) em a.

A fungdo f(z) é chamada Gateaux diferenciavel (uniformemente) em a se a derivada

direcional (uniforme) f'(a;d) (df(a;d)) existe para toda direcdo d € IR"™ e é linear em d.
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O préximo exemplo mostra que a diferenciabilidade de Gateaux nao implica a diferen-
ciabilidade de Fréchet.

Exemplo 3.1.2 Consideremos a seguinte fung¢do tipo-Peano:

0580 y=0< o0ul ||yl ==*

f(w,y)Z{

1 caso contrario.

Seja a = (0,0). E facil ver que f'(a,d) = 0 para todo d € IR" e assim f(z,y) é Gateaux
diferencidvel na origem. Mas f(z,y) ndo é continua em (0, 0), portanto ela ndo é Fréchet

diferenciavel na origem.

O proximo teorema mostra que a diferenciabilidade de Gateaux uniforme é equivalente
a diferenciabilidade de Fréchet.

Teorema 3.1.2 ([14], Teorema 2.2) Se eziste g € IR" tal que a condigio
dy f(a;d) = d* f(a; d) = (g,d)

vale para todo d € IR", entdo f(z) € Fréchet diferencidvel em a.

Prova: A demonstragao segue do fato de a diferenciabilidade Fréchet

o @)= f(a) = (g2~ a)

- i Iz —

=0

ser equivalente a seguinte condi¢do (a qual é equivalente a (3.4)): Para todo d € IR"

i S0 ) = £(a)

t—0+ t
u—d

: <91d>'

O proximo teorema mostra que se f é Lipschitz em volta de a entao a derivada de
Dini direcional superior (inferior) de f em a coincide com a derivada de Dini-Hadamard

superior (inferior) de f em a.

Teorema 3.1.3 ([14], Teorema 2.3) Seja f(z) localmente Lipschitz em volta de a entdo
para todo d € IR"

d* f(a;d) = Dt f(a;d) e dyf(a;d) = D, f(a;d).
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Prova: Seja f(z) Lipschitz sobre G, uma vizinhanga de a, com constante Lipschitz
L. Seja d € IR™ arbitrario. Entdo existe 6 > 0 e 7 > 0 tal que para cada u € IR" e
t € IR satisfazendo as condigoes |[u — d|| < é e 0 < t < 7 temos a + tu, a + td € G;
consequentemente

|f(a +tu) — f(a+td)| < Lit|||u — 4,

o que da a seguinte relagao:

lim fla+td) — f(a + tu)

t—0+ t
u—d

= 0.

Aplicando este fato e propriedade de operagdes com limsup obtemos o resultado de-
sejado:
tu) —
d+f(a;d) = lim sup f(a i u) f(a)

t—0t t
u—d

ey LD = S@) a4 i) = fa ttd)

t—o0t t t—o0t t
u—d u—d

= D% f(a;d).

A outra parte pode ser provada de maneira semelhante.

Disto segue que para fungoes localmente Lipschitz a diferenciabilidade direcional uni-
forme coincide com a diferenciabilidade direcional. Consequentemente se a fungao lo-

calmente Lipschitz f(z) é em adi¢do Gateaux diferenciavel, entdo f(z) é Fréchet dife-

renciavel. E obvio que se f(z) é Fréchet diferencidvel em a, entdo as derivadas de Dini

em a sdo todas finitas para toda direcdo d € IR". A reciproca desta afirmacdo ndo é

verdadeira mas temos a seguir um resultado muito interessante de Slobodnik [34].

Teorema 3.1.4 Seja M C IR™. Se as derivadas de Dini D* f(z;d), D, f(z;d) sdo finitas
para qualquer x € M e para qualquer dire¢io d € IR™ entdo f(z) € Fréchet diferencidvel

em quase toda parte sobre M.

A falta do gradiente no caso ndo diferenciavel usualmente induz para a introdugao de

algumas classes de subdiferenciais. Penot [27] introduziu os seguintes conjuntos

P—I—f(a) = {g = Rn : (gad> S d+f(a:d)}a

P*f(a)={g € R": (g,d) > d" f(a;d)},
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os quais sao chamados de subdiferencial de Dini e superdiferencial de Dini de f(z) em a,

respectivamente. Nao é dificil mostrar que estes conjuntos podem ser descritos como:

Puste) = o B gt )= S@=Gs ), G} ,

|z -l

P* f(a) = {g € IR" : limsup f(z) = f(a) = (9,2 — a) SU}.

z—a |z — a|
Disto segue que
Py f(a) 0 P* f(a) #
se e somente se f(z) é Fréchet diferenciavel em a e
P, f(a) N P* f(a) = {Vf(a)},
onde V f(a) denota o gradiente de f(z) em a.

Os dois teorema abaixo descrevem algumas propriedades elementares, mas muito im-

portantes de subdiferenciais de Dini.
Teorema 3.1.5 ([14], Teorema 2.5)
a) Se f(z) atinge um minimo local em a entdo as sequintes condigoes valem:
0 € P, f(a), (3.5)

dyf(a;d) >0 para todo d € IR". (3.6)

b) Se 0 € P, f(a) entio para qualquer r > 0 a fungdo f(z) + r||z — a|| atinge um

minimo local estrito em a.

¢) Se qualquer uma das seguintes condig¢ées vale entdo f(z) atinge um minimo local

estrito em a:

0 € intPy f(a), (3.7)
dyf(a;d) >0 paratodo de IR",d#0. (3.8)

Prova: Suponhamos que f(z) atinge um minimo local em a. Entao é ébvio que a
condicado (3.6) é satisfeita. Visto que as condicdes (3.5) e (3.6) sdo equivalentes, o itém

a) esta provado.
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Para provar b) suponhamos por absurdo que f(z)+r||z—al| ndo possui um minimo local
estrito em a. Entdo existe uma sequéncia z, — a,z, # a tal que f(z,)+r||zn—a| < f(a).
Fixemos t, = ||z.—a||,u, = t;'(z,—a). Assim ||u,|| = 1 e podemos supor que u, converge

para algum d, ||d|| = 1. Portanto

dy f(a;d) <liminft ' (f(a + thus) — f(a)) =

= liminft;'(f(z,) — f(a)) < —r <0,

em contradigdo com a hipétese que 0 € Py f(a).

A demonstragdo de c¢) pode ser feita adotando o mesmo raciocionio aplicado para

provar a parte b) levando em conta que as condigdes (3.7) e (3.8) sdo de fato equivalentes,

pela semicontinuidade inferior de d4 f(a; d). 0

Teorema 3.1.6 [11] Seja f(z) uma fungdo semicontinua inferior definida sobre IR™.

Entdao Py f(z) # 0 sobre um subconjunto denso do dominio de f.

Prova: Sejam a € domf, r > 0 e fagamos g(z) = (r — ||z — a||?)~!. Se r é pequeno
o bastante de modo que f(z) é limitada inferiormente sobre uma vizinhanca de a com
raio r entao f(z) + g(z) atinge seu valor minimo sobre esta vizinhanga em algum ponto
u (porque g(z) — oo quando ||z — a|| — r). Visto que g(z) é continuamente diferenciavel
sobre seu dominio, segue que dy f(u;d) + (g (u),d) > 0 para todo d € IR", o que significa
que —g'(u) € Py f(u). -

Sejam f : S — IRU {+00,—0c0} e S um subconjunto de IR*. O conjunto

{(z,w)|z€ S, pe R, p> f(z)}

¢ chamado o epigrafo de f e é denotado por epi f.

As derivadas de Dini-Hadamard sao também chamadas de derivadas contingente ja
que existe um parentesco bem conhecido entre as derivadas de Dini-Hadamard inferior e
o chamado cone contingente e entre as derivadas de Dini-Hadamard superior e o chamado

cone de deslocamentos interiores. Para detalhes ver [12].
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Sejam £ C IR™ e e € clE. O cone contingente K(FE,e) de E em e € clF é dado por

K(E,e)={ve R™:3(v;) e(t;) tal que v; v, t; = 0%, e+tyv; € E}.

Se f(z) é uma fungao definida sobre IR" e E = epif, e = (a, f(a)) entao

(d,a) € K(E,e) & a > dy f(a; d).

Portanto o epigrafo da derivada de Dini-Hadamard inferior d4 f(a;d) coincide com o

cone contingente £ = epi f em e = (a, f(a)). Além disso a relagdo a seguir é verdadeira:
Pyf(a) ={g € R":(9,-1) € K(E,e)},
onde K*(E,e) denota o cone polar de K(E,e).
O cone de deslocamentos interiores I K(E,e) de E em e € clE é dado por
IK(E,e)={ve R™:VY(v)e(t) talque v;—v,t; = 0%, e+tv; € E}.
Se E =epif e e = (a, f(a)) entdo
(d,a) € IK(E,e) & a > d* f(a;d).

Portanto o epigrafo estrito da derivada de Dini-Hadamard superior coincide com o cone

de deslocamentos interiores de E = epif no ponto e = (a, f(a)). Além disso a relagao a

seguir ¢ verdadeira:

Ptf(a)={ge R":(—g,1) € IK*(E,e)}.

O cone contingente K(FE,e) permite extender as condi¢bes de otimalidade (3.6) e

(3.8) para um minimo local relativo. A demonstracao do teorema a seguir pode ser
feita adotando o mesmo raciocinio aplicado para provar o Teorema 3.1.5 com pequenas

modificagoes.
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Teorema 3.1.7 Sejam f(z) definida sobre o conjunto Q C IR* ¢ E C Q, E ndo neces-

sariamente aberto.

a) Se a € E € um ponto de minimo local de f(z) sobre E entao

dy f(a;d) > 0, Vd € K(E,a).
b) Seac E e
d+f(a;d) > U: Vd € I((Eaa): d :/é Da
entdo a € um ponto de minimo local estrito de f(z) sobre E.
Dado um ponto z € IR", dizemos que h é continua direcionalmente em z se para

qualquer d € IR" a funcdo s(t) := h(z +td) : t € [0,6), para algum § > 0, é continua a

direita em zero.

3.2 Derivadas de Dini de max-funcoes

Lema 3.2.1 Sejam as fungoes hj(z), j = 1,...,k continuas direcionalmente em a € IR".
Seja
h(z) = max{h;(z): j
Definimos

I(z) = {5 : h(z) = hj(z)}.

D*h(a;d) = max{D*h;(a;d) : j € I(a)}

Dih(a;d) = max{D4hj(a;d): j € I(a)}.
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Prova: Seja j € I(a) arbitrario. Entao para t > 0 pequeno, temos
hj(a + td) — hj(a) < h(a + td) — h(a).

Disto segue que

max{D*h;(a;d): j € I(a)} < D h(a;d)

max{D;h;(a;d): j € I(a)} < Dih(a;d).

Por outro lado, para todo j € I(a) e : € I(a) temos a seguinte desigualdade

hi(a) < h(a) = hj(a).

Como h; e h; sao continuas direcionalmente em a, existe 7' > 0 tal que para todo
0<t<Teparatodoje€ I(a)e: & I(a)

hi(a + td) < hj(a + td).

Isto significa que para todo 0 < t < T temos que I(a + td) C I(a). Sem perda
de generalidade podemos supor que existe um indice p tal que p € I(a + td) para todo
0 <t < T. Disto segue que h(a + td) coincide com h,(a + td) para todo 0 <t < T
consequentemente Dt h(a;d) = Dth,(a;d) e Dyh(a;d) = Dyhy(a;d) o que prova que as

desigualdades (3.9) e (3.10) sdao sempre satisfeitas com o sinal de igualdade. 0
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Capitulo 4

Convexidade e

quase-diferenciabilidade generalizada

Neste capitulo estamos interessados principalmente no estudo de invexidade e quase-
diferenciabilidade generalizada via derivadas de Dini direcionais. Comegaremos recor-
dando algumas defini¢ées e resultados basicos de convexidade generalizada, que poste-

riormente serao necessarios para o desenvolvimento de condigées de otimalidade.

4.1 Definicoes e resultados basicos

Definicao: 4.1.1 Seja f : S — IR, onde S € um conjunto convero ndo vazio S C IR".
Uma fungdo f € chamada quase-conveza se para cada x,a € S a sequinte desigualdade €

verdadeira:
f(Az + (1 = A)a) < max{f(z), f(a)} para cada ) € (0,1).
A partir da definigdo acima, uma fungao f é quase-convexa se para cada z,a € S a
seguinte implicagao é verdadeira:
B =) =10+l =Na) = /) Vhe (0,1,

Definigao: 4.1.2 Seja f : S — IR, onde S € um conjunto convero ndo vazio S C IR".
Uma fungdo f € chamada semi-estritamente quase-convera se para cada r,a € S com

f(z) # f(a) a sequinte desigualdade € verdadeira:

f(Az + (1 — Na) < max{f(z), f(a)} para cada X € (0,1).

39
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A partir da defini¢ao acima, uma fungao f é semi-estritamente quase-convexa se para

cada z,a € S a seguinte implicagdo é verdadeira:
f(z) < f(a) = f(Az + (1 — N)a) < f(a) VA€ (0,1).

O préximo exemplo de Karamardian [19] mostra que a quase-convexidade semi-estrita

nem sempre implica em quase-convexidade.

Exemplo 4.1.1 Considere a sequinte fung¢do

l sex=10
/() {0 sex #0.

E facil de verificar que f é semi-estritamente quase-convexa. Contudo f nao é quase-

convexa, visto que para z = 1 e a = —1 temos que f(z) = f(a) =0 mas

1 1

f(§$+§a)=f(0)=1>f(a)-

Se f é semicontinua inferior entao como mostraremos no préoximo lema, quase-convexidade

semi-estrita implica em quase-convexidade.

Lema 4.1.1 Sejam S um conjunto convero ndo vazio S C IR* e f : S — IR semi-

estritamente quase-convera e semicontinua inferior. Entdo f € quase-conveza.

Prova: Sejam z,a € S. Se f(z) # f(a) entdo pela quase-convexidade semi-estrita de

f devemos ter
f(Az + (1 — A)a) < max{f(z), f(a)} para cada A € (0,1).

Agora suponhamos que f(z) = f(a). Para mostrar que f é quase-convexa precisamos

mostrar que

f(Az 4+ (1 = AN)a) < f(z) para cada X € (0,1).
Suponhamos por contradigao que

f(uz + (1= p)a) > f(z) para cada p € (0,1).
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Denote pz + (1 — p)a por z. Como f é semicontinua inferior existe um A € (0,1) tal

que

f(z) > f(Az + (1 = A)2) > f(z) = f(a) (4.1)

Note que z pode ser representado como uma combinagao convexa de Az + (1 —X)z e a.

Visto que f(Az + (1 — X)z) > f(a) logo pela quase-convexidade semi-estrita de f temos
fAz + (1 =A)2) > f(a) = f(2) < f(Az + (1 — X)z2)

contradizendo (4.1). Esta contradi¢do completa a prova.

Modificando a caracterizagao de fungbes quase-convexas diferenciaveis Mangasarian
[24] introduziu o conceito de fungdes pseudo-convexas da seguinte maneira: Uma fungéao

diferenciavel f(z) é pseudo-convera sobre o conjunto convexo S C IR"™ se a seguinte
) g

implicacao é verdadeira:

z,a €S, f(z) < f(a) = (Vf(a),z —a) <0. (4.2)

Existem duas possibilidades para generalizar esta nocao para fungoes nao diferenciaveis
por meio das derivadas de Dini. Diewert [9] definiu fungido pseudo-convera Dini inferior

trocando a implicagao (4.2) com a implicagao abaixo:
PCX(LDini): =z,a € S, f(z) < f(a) = D4 f(a;z—a) <0,

enquanto pseudo-convezidade Dini superior é definida em [6, 7, 20, 21] pela seguinte

implicacao:
PCX(UDini): z,a € S, f(z) < f(a) = D* f(a;z —a) < 0.

Dizemos que f(z) é semicontinua inferior direcionamente sobre o conjunto convexo S

se a fungao s(t) = f(a +t(b—a)), t € [0,1] é semicontinua inferior para todo a,b € S.

O proximo teorema mostra que se f é semicontinua inferior direcionalmente entao
pseudo-convexidade implica em quase-convexidade e em quase-convexidade semi-estrita.

Mas antes precisamos do seguinte lema:
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Lema 4.1.2 ([15], Lema 3.2) Sejam f(z) definida sobre [a,b] C IR" e a fungdo s(t) =
f(a + t(b— a)) semicontinua inferior sobre [0,1]. Se ezisted =a+r(b—a), 0 <r <1
tal que

f(d) > M := max{f(a), f(b)}

entdo existem u,v € [a,b] para os quais temos
f(W) < f(v) ¢ Dyf(v,u—1v)>0.

Se ndo ezxiste segmento de linha (w,y) C [a,b] tal que f(z) € constante sobre (w,y)

com constante de valor K > M entdo a desigualdade acima vale da sequinte forma

f(u) < f(v) e Dyf(v,u—v)>0.

Teorema 4.1.1 ([8], Corolarios 15 e 16) Seja f semicontinua inferior direcionalmente
sobre o conjunto convero S C IR". Se f € pseudo conveza Dini superior sobre S entdo f

€ quase-conveza e semi-estritamente quase-conveza sobre S.

Prova: Pelo Lema 4.1.1 toda funcdo semi-estritamente quase-convexa e semicontinua
inferior direcionalmente é quase-convexa. Logo é suficiente provar que pseudo-convexidade

implica em quase-convexidade semi-estrita.

Suponhamos por contradi¢cdo que f é pseudo-convexa Dini superior mas niao é semi-

estritamente quase-convexa sobre S. Disto segue que existem a,y € S e d € (a,y) tal que

f(a) < f(y) e f(d) = f(y)- Mas

fla) < f(y) = D*f(y;a—y) <0

pela pseudo-convexidade Dini superior de f. Esta ultima desigualdade e a semicontinui-

dade inferior de f garante a existencia de um ponto b € (d,y) tal que

f(a) < f(b) < f(y) < f(d),

o que significa que f satisfaz a hipétese do Lema 4.1.2 sobre o segmento de linha [a, b].

Como f é pseudo-convexa Dini superior, f ndo pode ser constante sobre qualquer segmento
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de linha contido em [a,b] com constante superior a f(b). Logo pelo Lema 4.1.2 existe
u,v € [a,b] tal que
f(u)< f(v) e  Dyf(v,u—v)>0,

o que contradiz a hipdtese de pseudo-convexidade superior Dini. Esta contradi¢ao com-

pleta a prova. 0

4.2 Invexidade

A poucos anos atras, Hanson [17] considerou fungdes diferenciaveis do IR™ em IR para

as quais existe uma funcdo vetorial n(z,u) € IR" tal que
f(z) = f(u) = [n(z, w)]'V f(u). (4.3)

Claramente, fungdes convexas diferenciaveis satisfazem (4.3) visto que neste caso po-
demos tomar n(z,u) = z — u. Os resultados iniciais de Hanson inspiraram uma grande

quantidade de trabalhos posteriores. Por exemplo, Craven [4] chamou fungdes satisfazendo

(4.3) de invexas, Ben-Israel e Mond [1] (também Craven e Glover [5]) mostraram que a

classe de fungbes invexas é equivalente a classe de fungdes em que pontos estacionarios

sao minimos globais.

Teorema 4.2.1 ([1], Teorema 1) Uma funcgdo f € inveza se e somente se todo ponto

estaciondrio de f € um minimo global.

Prova: Claramente, se f é invexa, entao V f(u) = 0 implica f(z) > f(u). Suponhamos

agora que
V() =0 f(z) > f(u)
Se V f(u) = 0 tome n(z,u) = 0. Se V f(u) # 0 tome

_ @)~ f(w)]
VW)V ()

n(z,u) Vf(u).
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Corolario 4.2.1 Se f nao possui pontos estaciondrios entio f € inveza.
Prova: Segue imediatamente da iltima parte do teorema acima.

Hanson [17] notou que as condigdes,
(2, W'V f(u) 2 0= f(z) - f(u) 20
f(z) = f(u) 0= [n(z,u)]'Vf(u) 0.
sao extensoes simples de (4.3).

Craven chamou as fungoes satisfazendo (4.4) e (4.5) de pseudo-invexas e quase-invexas,

respectivamente.

E claro que tomando n(z,u) = (z — u) que fungdes convexas, pseudo-convexas, quase-

convexas sao respectivamente, invexas, pseudo-invexas e quase-invexas. Também é ébvio
a partir das defini¢coes que funcées invexas sdo pseudo-invexas e quase-invexas. Segue
facilmente do teorema 4.2.1 que fungoes pseudo-convexas e pseudo-invexas sao invexas.

Assim nao existe distingdo entre funcdes pseudo-invexas e fungdes invexas.

4.3 Invexidade-Dini

Seja a funcdo f(z) definida sobre o conjunto aberto S C IR*. Sejam u € S, u +
tn(z,u) € Set>0.

Definigao: 4.3.1 Uma funcdo f : S — IR € chamada inveza Dini superior em u se existe

uma fungdo vetorial, n: S x S — IR™ tal que a desigualdade

f(z) = f(u) > D* f(u,n(z,u)) (4.6)

¢ valida para cada = pertencente ao dominio da f.
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Uma fungdo f(z) é chamada invexa Dini superior sobre S C IR" se ela for invexa Dini

superior em cada ponto de S.

Definigao: 4.3.2 Uma fungdo f : S — IR € chamada pseudo-inveza Dini superior em u

se existe uma fungdo vetorial, n: S x S — IR™ tal que a condigdo

D* f(u,n(z,u)) 2 0= f(z) - f(u) 20 (4.7)

¢ vdlida para cada = pertencente ao dominio da f.

Uma fungdo f(z) é chamada pseudo-invexa Dini superior sobre S C IR" se ela for

pseudo-invexa Dini superior em cada ponto de S.

Notemos que a condigdo (4.7) é equivalente a seguinte condigao
f(z) = f(u) < 0= D* f(u,n(z,u)) < 0.

Se a funcao f(z) satisfaz esta implicagdo com S = V(u), onde V(u) é uma vizinhanca

de u, entao f(z) é localmente pseudo-invexa em u.

Definigao: 4.3.3 Uma fungdo f : S — IR € chamada quase-inveza Dini superior em u

se existe uma fungdo vetorial, n: S x S — IR™ tal que a condigdo
f(z) = f(u) < 0= D* f(u,n(z,u)) <0 (4.8)

¢ vdlida para cada x pertencente ao dominio da f.

Uma funcdo f(z) é chamada quase-invexa Dini superior sobre S C IR" se ela for

quase-invexa Dini superior em cada ponto de S.

Se trocarmos D* f(u,n(z,u)) por Dy f(u,n(z,u)) nas definigdes 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3
teremos invexidade Dini inferior, pseudo-invexidade Dini inferior e quase-invexidade Dini

inferior, respectivamente.
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Teorema 4.3.1 Se f ¢ invexa Dini superior em u entdo f € pseudo-invera Dini superior

em u.

Prova: Como f é invexa Dini superior em u, temos que existe uma funcao vetorial

n(z,u), tal que a condigao

f(z) = f(u) =2 D* f(u,n(z,u))

¢ valida para cada z pertencente ao dominio da f. Logo se D f(u,n(z,u)) > 0 temos que

f(z) = f(u) > 0 para cada z pertencente ao dominio da f. Portanto f é pseudo-invexa

Dini superior em u. 0

Teorema 4.3.2 Se f ¢ invera Dini superior em u entdo f € quase-inveza Dini superior

em u.

Prova: Como f é invexa Dini superior em u, temos que existe uma funcdo vetorial

n(z,u), tal que a condigao

f(&:) iR f(u) = -D+f(ua T?(i“: u))

é valida para cada z pertencente ao dominio da f. Logo se f(z) — f(u) < 0 temos que
D* f(u,n(z,u)) < 0 para cada z pertencente ao dominio da f. Portanto f é quase-invexa

Dini superior em wu. 0

Seja S C IR™ um conjunto aberto entdo qualquer que seja d € IR™ é uma diregao

factivel sujeito a S em wu.

Definigao: 4.3.4 Dizemos que um pontou € S € um ponto inf-estaciondrio de f(x) sobre

S se a condigdo Dy f(u;d) > 0 € satisfeita em u para toda direcdo d factivel.

Teorema 4.3.3 Sejam a funcdo f(z) pseudo-invezra Dint superior sobre o conjunto con-
vero aberto S C IR™ e u € S um ponto inf-estaciondrio de f(z) sobre S. Entdo f(x) possui

um minimo global sobre S.

Prova: Suponhamos por contradigio que existe um ponto z € S tal que f(z) <
f(u). Pela definigao de pseudo-invexidade Dini segue que Dy f(u;n(z,u)) < 0. Como
Dy f(u;d) > 0 para toda diregao factivel e como 7(z,u) é factivel, portanto o ponto u

deixa de ser um ponto inf-estacionario de f(z). Esta contradigao completa a prova. 0O
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Ben-Israel e Mond [1] (também Hanson e Mond [18]) consideraram uma classe de
fungoes chamada pré-inveza, para as quais existe uma fungao vetorial n : S x S — IR™ tal

que para cada z,u € S, u+ Ap(z,u) € S e tem-se
flutAn(z,u)) <AMf(z)+ (1 -N)f(u), 0<A<L (4.9)
Eles observaram que funcées diferenciaveis satisfazendo (4.9) também satisfazem (4.3).

O préximo exemplo de Weir e Mond [35] (também de Weir e Jeyakumar [36]) é um

exemplo simples de uma fungdo que nao é convexa mas é pré-invexa.

Exemplo 4.3.1 Seja
f(z) = —|zl,

f € pré-invexa com n dado por

r—y se y<0 z<0;
z—y se y>0 z=0
n(z,y) =

y—x se y>0 o

y—zx se y<0 2 >0,

O dois teoremas a seguir de Weir e Jeyakumar [36] nos diz que: como para fungoes
convexas, todo minimo local de uma fungéo pré-invexa é um minimo global e combinacdes

lineares nao-negativas de fun¢ées pré-invexas sao pré-invexas.

Teorema 4.3.4 [36] Seja f : S — IR pré-inveza, S C IR". Entdo qualquer minimo local

de f € um minimo global.

Prova: Seja p € S um minimo local de f, suponhamos que f(z) < f(p) para algum

z € §. Como f é pré-invexa existe uma fungdo vetorial n : S x S — IR" tal que

(@) + (1= Nf(p) 2 f(p+ M(z,p), 0<A<L.
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f(p+ An(z,p)) — f(p) < Alf(z) — f(p)] <O

para A > 0, arbitrdario pequeno, contradizendo a otimalidade local de p.

Teorema 4.3.5 [36] Seja f; : S — IR pré-inveza (com o mesmon) i =1,2,...,k. Entdo
Y Yifi(z) € pré-inveza (com o mesmo n), onde y; > 0,1 =1,2,..., k.

Prova:

)\ZJ1f($)+ 1_ Zy:fz y)

k
= S udMi(@) + (1= Nfi)} = > ihily + Mn(a,v).

1=1

Agora damos uma condigao suficiente para a invexidade Dini.

Teorema 4.3.6 Se f € pré-inveza em u entdo f € invera Dini superior em u.

Prova: Se f é pré-invexa em u entdo existe uma fungio vetorial, n(z,u), tal que a
condigao,

flu+tin(z,u)) = f(u) <tf(z) - fv)], 0<t<I

é valida para cada z pertencente ao dominio da f. Supondo t > 0 e dividindo por ¢
obtemos

f(u+ fﬂ(“"’;u)) — f(u) < f(z) = f(u)

tomando o lim sup quando ¢t — 0% temos

limsup fu+tn(z,u)) -

1
t—0+t t

Logo f € invexa Dini superior em u.

Como vimos anteriormente no Exemplo 4.3.1 a fungdo f(z) = —|z| é pré-invexa, assim
pelo resultado anterior f é invexa Dini, mas se definirmos invexidade com a derivada
direcional de Clarke a funcao anterior deixa de ser invexa, conforme um resultado de
Phuong, Sach e Yen ([29], Exemplo 4.1).
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4.4 Quase-diferenciabilidade superior generalizada

Recentemente Komlosi [22] introduziu o conceito de quase-diferenciabilidade generali-

zada da seguinte maneira.

Definicdo: 4.4.1 Uma fungdo f(z) € chamada quase-diferencidvel superior generalizada
em u se a derivada de Dini direcional superior direita D* f(u; d) € finita para cada d € IR"

e quase-convera em d.

Recordamos que uma fungio ¢(d), d € IR" é quase-convexa se e somente se S, = {d €

IR" | ¢(d) < ¢} é convexo para cada ¢ € IR.

Uma fun¢ao f : IR® — IR é chamada positivamente homogénea se para todo z € IR"

temos

f(Az) = Af(z), 0 <)< oo.

A envoltdria semicontinua inferior de f é a funcdo cujo epigrafo é o fecho em R™*!

do epigrafo de f.

O fecho de uma fungdo conveza f é a envoltdria semicontinua inferior de f se f nao
atinge o valor —oo em seu dominio, e é a funcao constante —oo se f é uma fungao convexa

impropria tal que f(z) = —oo para algum z. Denotamos o fecho de f por clf.

A propriedade mais importante de uma fung¢do quase-diferenciavel superior genera-
lizada é que sua D% f(u;d) é uma funcdo quase-convexa positivamente homogénea na
variavel d, assim o proximo resultado de Crouzeix produz uma ferramenta eficiente para

analisarmos posteriormente propriedades de funcoes quase-diferenciaveis superiores gene-

ralizadas.

Lema 4.4.1 ([7],Proposigao 12 e Corolario 13) Seja ¢(d) uma fungdo quase-conveza
positivamente homogénea de IR® em IRU {+oc0}. Suponha que dom ¢ # 0. Se uma das

duas prozimas condigoes € verdadeira:
(C1) o(d) >0 paratodo de€ R",

(C2) ¢(d) <0 paratodo de€ domep

entdo ¢(d) € conveza.
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Diregoes de descida: o vetor d € IR" é chamado uma dire¢cdo de descida da fungao

f(z) em u se existe T' > 0 tal que para qualquer 0 < ¢t < T temos f(u + td) < f(u). As

diregoes de descida de f(z) em u formam um cone, o qual denotamos por Dy(u).

Diregoes de descida fraca: o vetor d € IR" é chamado uma dire¢do de descida fraca
da funcao f(z) em u se para cada T' > 0 existe 0 < t < T tal que f(u +td) < f(u). As

dire¢oes de descida fraca de f(z) em a formam um cone, o qual denotamos por WD (u).

A préxima inclusao é uma consequéncia imediata das definigoes:
D¢(a) C WDg(a).
Introduzimos os seguintes cones
Dy(u) := {d € R" | D f(u;d) < 0},

D*(u) :={d € R" | D f(u;d) < 0}.

O cone D*(u) (D4(u)) é chamado o cone de dire¢ées de descida Dini (fraca) de f(z)

em u. O termo descida é justificado pelas seguintes inclusoes:
D*(u) C Dy(u) CWDs(u) e D¥(u)C Dy(u) C WDy(u). (4.10)
Ja que D* f(u;d) é quase-convexa, assim D*(u) é um cone convexo.

Separemos a parte negativa e nao-negativa de D% f(u;d), definimos entao as fungoes

0-(d) e 04+(d) a partir de Dt f(u; d):

o_(d) :___{ DY f(u;d) se de€ Dt(u);

400 caso contrario,

94(d) : { . se de D¥(u);

D* f(u;d) caso contrario.
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Nao é dificil ver que os conjuntos de nivel 9_(d) < ce 9;(d) < ¢, ¢ € IR sao convexos,
consequentemente 0_(d) e 04 (d) sdo fungdes quase-convexas e além disso elas também sao
positivamente homogéneas. De acordo com o Lema 4.4.1 0_(d) e 04(d) sdo fungdes con-
vexas. Visto que dom d; = IR", portanto d4(d) é uma fungdo positivamente homogénea
continua e assim, por um teorema bem conhecido da analise convexa ([31], Teorema 13.2)
ela é a funcdo suporte de um conjunto convexo fechado nao vazio, o qual denotamos por
04 f(u), assim temos

04+(d) = sup{(v,d) |v € 04 f(u)}. (4.11)

Levando em conta que 0 < 04(d) < 400 para cada d € IR" segue que 9, f(u) é
compacto, 0 € 04 f(u) e a operagao sup em (4.11) pode ser trocada com a operacio max

de acordo com o teorema de Weierstrass.

Infelizmente a funcao 0_(d) nao é em geral semicontinua inferior, assim nao podemos

aplicar para ela o teorema da representagao citado acima. Podemos contornar esta des-

vantagem de 0_(d) se trabalharmos com o fecho da fungdo ¢l 0_(d). A funcdo cl 9_(d)

¢ uma funcdo convexa positivamente homogénea semicontinua inferior e assim ela é a
fungao suporte de um conjunto convexo fechado nao vazio denotado por d_f(u), o que
significa que

cl0-(d) = sup{(w,d) |w € 9- f(u)}. (4.12)
Vale a pena mencionar que no caso de D*(u) = 0 temos d_ f(u) = IR™.

Definigao: 4.4.2 O conjunto convezo fechado 0_ f(u) € chamado de quase-subdiferencial

de f(z) em u.

Teorema 4.4.1 ([21], Teorema 2) Seja a fungdo f(z) quase-diferencidvel superior ge-
neralizada em u € IR". O ponto u € um ponto inf-estaciondrio local de f(z) se e somente

se temos que 0 € O_ f(u).

Prova: Condigao necessaria: Suponhamos que u € IR" seja um ponto inf-estacionario
local de f(z). Disto segue que D*(u) = 0 e por esta razao d_ f(u) = IR™.
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Condigao suficiente: Suponhamos que 0 € 0_ f(u). Entao para todo d € IR" temos a

seguinte desigualdade
cld_(d) = sup{(w,d) |w € 9-f(u)} > 0. (4.13)

Suponhamos por contradi¢ao que o ponto u nao é um ponto inf-estacionario local de
f(z), assim o cone convexo D*(u) ndo é vazio e entdao o seu interior relativo também
nao é vazio. Seja do € riD*(u) arbitrario (riD*(u) denota o interior relativo de D*(u)).
Como o cld_(d) coincide com d_(d) sobre ri dom 0_(d) = riD*(u) (cf. ([31], Teorema
7.4)) portanto temos

cd_(do) = 8_(do) = D* f(u; do) < 0,

o que contradiz (4.13) logo u é um ponto inf-estacionario local de f(z).

O préximo teorema é uma versiao modificada do que pode ser encontrado em ([21],

Teorema 3).

Teorema 4.4.2 Seja a fungdo f(z) quase-diferencidvel superior generalizada em u € IR".

Entao as seguintes afirmagoes sao verdadeiras.

t) 0 € 0_ f(u) € uma condi¢do necessaria para u ser ponto de minimo local de f(z).

11) Se em adigdo f(z) € localmente pseudo-inveza Dini superior em u entdo 0 € O_ f(u)

€ uma condigdo suficiente para u ser ponto de minimo local de f(z).

Prova: Seja u € IR" um ponto de minimo local de f(z). Entdo u é um ponto inf-

estacionario local de f(z) e pelo teorema 4.4.1 temos a inclusdo 0 € 0_ f(u), assim 7) esta

provado.

A partir da inclusao 0 € 0_f(u) pelo teorema 4.4.1 segue que u é um ponto inf-
estacionario de f(z) e como por hipétese f(z) é localmente pseudo-invexa Dini superior

em u, pelo teorema 4.3.3 segue o resultado desejado. O
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4.5 Quase-diferenciabilidade superior generalizada re-

gular

Definigao: 4.5.1 Uma fungdo f(z) quase-diferencidvel superior generalizada em u € IR"

€ chamada regular se ela possui as sequintes propriedades:
Ri) D* f(a;d) € semicontinua inferior em d,

Rii) o cone convexo D*(u) € aberto.

Teorema 4.5.1 ([15], Teorema 4.7) Seja a fungio f(z) continua e quase-conveza em
volta de u € IR*. Se D* f(u;d) € uma fungdo semicontinua inferior finita na varidvel d

entdo f(z) € quase-diferencidvel superior generalizada regular em wu.

Aplicando um resultado de Rockafellar ([31], Teorema 7.5) e levando em conta a

continuidade de 04 (d) temos

d9_(d) ::{ Dt f(u;d) se d € clD*(u); (14)

+o0 caso contrario,

0 se d € clD*(u);

D* f(u;d) caso contrério.

(4.15)

0+(d) := {

Combinando estes fatos com (4.11) e (4.12) obtemos

sup{(d,g) : g € _f(u)} se dE€ clD*(u),

Bl = { max{(d,v) : v € 0+ f(u)} se d¢g clD*(u),

(4.16)

sup{(d,g) : g € 0_f(u)} = 400, se d¢ clD*(u), (4.17)
max{(d,v) :v € 04+ f(u)} =0, se d€ clD*(u). (4.18)

Aplicando o Lema 3.2.1 para fun¢des quase-diferenciaveis superiores generalizadas

obtemos o seguinte resultado.

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 i unespwl 12 13 14 15 X6 17 18



54

Teorema 4.5.2 ([6], Proposicao 11 e [22], Teorema 3.13) Seja a funcdo hj(z), j =

1,2,...,k continuas direcionalmente e quase-diferencidveis superiores generalizadas (regu-

lar) em u € IR*. Entdo a maz-fungdo
h(z) = max{h;(z) : § = 1,..k}
€ quase-diferencidvel superior generalizada (regular) em u e
0_h(u) = conv U {0-hi(u) : 1 € I(u)},

Oyh(u) = conv U {04hi(u) : ¢ € I(u)}

(conv M denota a envoltéria conveza do conjunto M ).
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Capitulo 5

Condicoes de otimalidade

Agora estudaremos condigoes necessarias de otimalidade para os seguintes problemas:

minimizar f(z)

;1 (P1)
sujeitoa z € C, C C R",

minimizar f(z)

" . (P2)
sujeitoa C = {z € R*: g;(2) <0, i=1,2,..,m}

Um dos propésitos principais da teoria de otimizagao é caracterizar a solucao 6tima
local dos problemas (P1) e (P2).

Os resultados obtidos para estes problemas dependem crucialmente das propriedades
impostas sobre as fungdes envolvidas, contudo, existe uma idéia comum na grande maioria
das diferentes aproximagoes, isto é, a aproximagdo das fun¢des do problema por uma

derivada apropriada em um dado ponto.

Derivada significa, neste contexto, uma certa classe de derivada direcional generalizada
e apropriada significa que a derivada possui algumas propriedades “satisfatérias” tal como

linearidade, convexidade, continuidade, etc.

Para fungdes diferenciaveis a derivada direcional é linear em funcao da direcao. Para
fungoes convexas ou quase-diferenciaveis a derivada direcional e para fungoes Lipschitz

localmente a derivada direcional de Clarke é convexa em funcao da diregao [3, 31].

39
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Estes exemplos, com muitos outros, mostra que a maioria do desenvolvimento de
classes de problemas de otimizagao sao aqueles que admitem uma certa classe de derivadas
direcionais generalizadas convexas. A razao disto parece ser muito simples: os resultados

da analise convexa garantem uma enorme quantidade de propriedades para estas classes.

Recentemente alguns autores fizeram tentativas para extender a estrutura de convexi-
dade trocando a suposicao de convexidade pela condicao de quase-convexidade e a deri-

vada direcional pela derivada Dini direcional superior direita D* f(a;d) [6, 7, 9, 21, 22].

5.1 Problema (P1)

Estudaremos primeiro o problema (P1). Seja a uma solugao factivel deste problema,

assim a € C.

Diregoes factiveis: o vetor d € IR" é chamado uma dire¢do factivel sujeito a C em a se
existe T' > 0 tal que para qualquer 0 < t < T temos a + td € C. As diregoes factiveis de

C em a formam um cone denotado por C(a).

Por meio das dire¢oes de descida fraca podemos formular a seguinte condigiao de

otimalidade.

Condicao de otimalidade necessaria basica: se @ € C é uma solugao 6tima local do

problema (P1) entdo a préxima condigao deve ser verdadeira:

WDy(a) N C(a) = 0. (5.1)

Apesar desta condigao parecer ser bastante simples uma descrigao conveniente dos
cones WDy¢(a) e C(a), contudo, ndo é em geral uma tarefa facil, para obtermos condigoes
de otimalidade mais 1teis, uma maneira simples é aproximarmos o cone W D(a) por uma

aproximacao da fungao objetivo f(z) em a com alguma classe de derivada generalizada.

Estudaremos o caso em que as derivadas de Dini direcionais sao usadas para aproxi-

marmos a fungao objetivo.
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Pelas inclusdes (4.10) o cone D*(a) é uma aproximacdo interna para Ds(a) e W D¢(a)

enquanto que D% (a) e D (a) produzem aproximagdes internas para W D¢(a).

Por isso as proximas condigoes sao necessarias para a € C ser uma solucao étima local
para o problema (P1):
Di(a)NC(a) =0, (5.2)

D*(a) N C(a) = 0. (5.3)

Vale a pena mencionar que se a fungao objetivo f(z) é pseudo-invexa Dini inferior
(localmente) em a sujeito a C entdo a condigao (5.2) é suficiente para a ser uma solugiao
otima (local) do problema (P1). O mesmo é verdadeiro para a condicdo (5.3) se f(z) é

pseudo-invexa Dini superior (localmente) em a sujeito a C.

O préximo teorema que resume as afirmacoes anteriores € uma versao modificada do

que pode ser encontrado em ([9], Teorema 20, Teorema 21).

Teorema 5.1.1

i) A condig¢io (5.2) € necessaria para a € C ser uma solu¢io otima local do problema

(P1).

i) A condigdao (5.2) € suficiente para a € C' ser uma solugdo otima (local) do problema
(P1) se f(z) € pseudo-inveza Dini inferior (localmente) em a sujeito ao conjunto

convezo aberto C'.

i) A condig¢do (5.3) € suficiente para a € C ser uma solugdo 6tima (local) do problema
(P1) se f(z) € pseudo-inveza Dini superior (localmente) em a sujeito ao conjunto

convezo aberto C.

Estudaremos a seguir a forma geométrica da condicao de otimalidade (5.3) para o
problema (P1) em que a fungao objetivo f(z) é quase-diferenciavel superior generalizada.
Para isto introduziremos alguns conceitos geométricos. Por simplicidade, suponhamos
que o conjunto factivel C é localmente convexo em a € C, o que significa que existe uma
vizinhanga G de a tal que o conjunto C'N G € convexo. Neste caso C(a), o conjunto das

diregoes factiveis em a é um cone convexo. Sejam introduzidas as seguintes nogoes:
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Cone tangente: o cone convexo fechado
Te(a) =cl C(a)

€ chamado o cone tangente a C em a.

Cone normal: isto é o cone polar do cone tangente T¢(a) , que é

N¢(a) =Te(a)" = {z: (2,d) <0, paratodo d€ T¢(a)}.

Separabilidade estrita: Os conjuntos C;, C; C IR™ sdo chamados estritamente separa-
vets se existe um hiperplano e um numero positivo # > 0 tal que os conjuntos C, + B e
Cy + BB pertencem a sub-espagos diferentes determinados pelo hiperplano dado. Aqui B

denota a bola unitaria do IR™.

Proposigao 5.1.1 ([31], Teoremas 11.1 e 11.4) Os conjuntos ndo vazios M; e M,
sao estritamente separaveis se e somente se existe um vetor d € IR" tal que as seguintes

destqualdades valem:

inf{(u,d) : v € My} > sup{(z,d) : z € My}. (5.4)

Os conjuntos convezos ndo vazios Cy e Cy sdo estritamente separaveis se e somente
se a desigualdade
0 <inf{|lu—z| :u€Cze€Cy}, (5.5)

¢ satisfeita, a qual € equivalente a

0 ¢ cl(Cy — Ca). (5.6)

Em virtude da condigao (R:z) da defini¢do 4.5.1, a condigao (5.3)
DY (a)nC(a) =0

¢ equivalente para fungoes quase-diferenciaveis superiores generalizadas regulares a condigao

D*(a) N To(a) = 0. (5.7)
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Teorema 5.1.2 ([22], Teorema 2.3) Seja a funcdo f(z) quase-diferencidvel superior

generalizada regular em a € C'. Entao as sequintes condigoes sdo equivalentes:
QCi)  D¥(a)NTc(a) #0,
QCii) —0-f(a) e N¢(a) sdo estritamente separaveis,
QCiit) 0<m=unf{|z+g|l: z € Nc(a), g € 0_f(a)},
QCiv) 0 ¢ cl[Nc(a)+ 0-f(a)].
Prova: A equivalencia das condigées (QC1z), (QC1z) e (QCrv) segue imediatamente
da Proposicao 5.1.1. Para provar a implicagdo (QCi) = (QC4ii) provemos que para

qualquer

de D*(a)NTe(a)N S (5.8)

m > —Dy f(a;d) > 0. (5.9)

Suponhamos que d, ||d|| = 1, satisfaz a inclusédo (5.8) e z € N¢(a), g € 0-f(a)
arbitrarios. Entdao por um lado temos que (z,d) < 0 e por outro lado, pela desigualdade

de Cauchy-Schwarz e (4.16) temos que
| —9—2zll 2 (-9 — 2,d) = —(g,d) — (2,d) > —(g,d) > —D*(a; d),

o que prova (5.9).

Agora provemos a implicacao contraria (QCuiz) = (QCt). Suponhamos que m > 0.

Seja w o elemento de menor norma do conjunto convexo fechado cl[N¢(a) + 0- f(a)]. B

6bvio que ||w|| = m. Introduzimos o vetor normalizado s como sendo:

w
Sl 5.10)
ol :
Mostremos que
s € DY (a)NTg(a)N S. (5.11)
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Segue a partir da propriedade de menor norma de w que as seguintes desigualdades

valem para qualquer z € N¢(a) e g € 0_ f(a) (cf.([25], Teoremas 4.2.7 e 4.2.9))

(g+z—w,w) 20 e (g9+2,w) 2 (w,w).
Disto temos que (g + z,s) < —m, ou equivalentemente que
(g,8) < —m —(z,s). (5.12)

Como N¢(a) é um cone, (5.12) deve ser satisfeita para tz ao inves de z, assim para

qualquer ¢ > 0 temos que
(g,8) < [—(2,8)]t—m, t>0.
Disto segue imediatamente que

(2,8) <0 para qualquer  z € N¢(a) (5.13)

(g,8) <—m <0 para qualquer g € 0_f(a) (5.14)

De (5.13) temos que s € N¢(a)* = T¢(a) enquanto que de (4.16), (4.17) e (5.14) temos

D*(a;s) < —m <0, (5.15)

o que prova que s € D¥(a), consequentemente o vetor s satisfaz a inclusdo (5.11). A

prova esta completa. O

O préximo teorema expoe a existéncia de direcao de maxima descida Dini normalizada.

Teorema 5.1.3 ([22], Teorema 2.5) Seja a condigdo

0 ¢ cl[Nc(a) + 0-f(a)]
satisfeita. Seja w o elemento de menor norma do conjunto convezo fechado cl[Nc¢(a) +
0-f(a)]. Seja s o vetor definido por

= Tl
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s€ DY (a)NTg(a)NS

p€ Dt a)NTc(a)NS, p#s,

D*f(a;p) > D* f(ajs) = —m.

Prova: A afirmacao (5.16) segue da prova do Teorema 5.1.2. Seja p um vetor arbitrario

satisfazendo a hipétese. Como D f(a;p) < 0 por (4.16) para cada g € - f(a) temos que

(9,p) < D* f(a;p), consequentemente, sabemos que (z,p) < 0 para qualquer z € N¢(a)

dai segue que
(9 +z,p) < D* f(a; p) (5.18)

para qualquer g € 0-f(a) e z € N¢(a). Como w é um ponto de acumulagio do conjunto
Nc¢(a) + 0- f(a) segue de (5.18) que

(w,p) = —m(s,p) < D* f(a;p). (5.19)

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que (s,p) > —1 e desta desigualdade junto

com (5.19) temos que

D* f(a,p) > —m. (5.20)

Comparando (5.14) e (5.9) temos que D* f(a;s) = —m. Combinando esta equagao

com (5.20) obtemos (5.17). A prova esta completa. 0

Na condigao suficiente do préximo teorema, o qual é uma versao modificada de ([21],
Corolario 2), a hipdtese de f ser pseudo-convexa Dini superior foi trocada com a hipétese

de pseudo-invexidade Dini superior.

Teorema 5.1.4 Seja f(z) uma fungdo quase-diferencidvel superior generalizada regular
ema € C. Se a € uma solugdo dtima local do problema (P1) entio a seguinte condig¢do €
vdlida:

0 € cl[Nc(a) + 0-f(a)] (5.21)
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Se em adigdo f(z) € pseudo-inveza Dint superior (localmente) em a sujeito a C' entdo

a condigdo (5.21) € suficiente para a ser uma solugdo otima (local) de (P1).

Prova: A necessidade de (5.21) segue dos Teoremas acima e da condigao (5.7). Pro-

vemos a condigao suficiente para f pseudo-invexa Dini superior.

Suponhamos por contradigdo que existe z € C tal que f(z) < f(a). Pela definigao
de pseudo-invexidade Dini superior temos que D% f(a;d) < 0, onde d = n(z,a) € C(a).

Como d € D*(a) e ndo é dificil ver que
0 < sup{(v,d) : v € 0_f(a) + Ne(a)} = sup{(w,d) : w € 9_f(a)} =

=¢ld.(d) = Dt f(a;:d) < 0.

Esta contradi¢ao completa a prova.

5.2 Problema (P2)

O criterio de otimalidade (5.1) é adequado para obtermos criterios de otimalidade para
o problema (P2).

Uma maneira para obtermos estes criterios é a seguinte: E d6bvio que se K é uma
aproximagao interna de C(a), isto é se K C C(a), entdo as condigoes

KNWDsa)=0, KNDi(a)=0 e KND*(a)=0

sao todas condigdes necessarias locais de otimalidade para o problema (P1).

Agora construiremos uma aproximacao interna de C(a) para o problema (P2) usando

as derivadas de Dini direcionais das fungoes restricoes.

Recordamos que a restrigao g;(z) < 0 é chamada ativa em a se g;(a) = 0. O conjunto
de indices {1,2,...,m} é denotado por I e I(a) C I denota o conjunto de indices das

restrigdes ativas em a. Consideremos o seguinte cone:

K ={de R": D*gj(a;d) < +o0, j € I; D*g;(a;d) <0, j € I(a)}.
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Teorema 5.2.1 ([9], Corolario 23) O cone K € uma aprozimagdo interna de C(a),

consequentemente

KNWDy(a)=0

€ uma condigdo necessaria para a minimizagio do problema (P2).

Prova: Seja d € K arbitrario. Para j € I(a) a condigdo D*g;(a;d) < 0 e para j € I,
j & I(a), a condi¢do D*g;(a;d) < 400 implicam que existe T; > 0, j € I tal que para
todo 0 < t < T} temos g;(a + td) < 0. Isto significa que d € C(a). 0

As vezes é melhor transformar o problema de minimizagiao (P2) em um problema de

minimizagao sem restri¢oes. Uma maneira para fazer isto é a seguinte.

Associamos a (P2) o seguinte problema:

minimizar k(z) z € IR"

(P3)
h(z) = max{f(z) — f(a), 91(z), .., gm(z)}.

O parentesco entre (P2) e (P3) esta descrito no préximo lema dado por komlosi ([15],

Lema 5.6) o qual é uma variante do que pode ser encontrado em ([6], Proposicao 8).

Lema 5.2.1

i) Se a € IR* € uma solugdo otima de (P2) entio a também € uma solugdo dtima de

(P3).

it) Suponhamos que f(z) € semicontinua superior direcionalmente e as fungées res-
trigées g;(z) sdo todas quase-convezas e semi-estritamente quase-convezas sobre C.
Além disso suponhamos que eriste z € C tal que gj(z) < 0 para todo j. Se a € uma

solugdo otima de (P3) entdo a é uma solugio otima de (P2).

Prova: i) Seja a € C uma solugao 6tima de (P2). Entdo h(a) = 0. Suponhamos que
a nao € 6timo para (P3). Entao existe u € IR" tal que h(u) < h(a) = 0. Disto segue que
f(u) < f(a) e u € C, o que contradiz a otimalidade de a. Esta contradigdo prova que a

também é étimo para (P3).
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i1) Seja a € C uma solucao 6tima de (P3). Suponhamos que a nao é 6timo para (P2).
Entao existe u € IR™ tal que f(u) < f(a) e g;(u) < 0 para todo j. Restringimos as fungoes
do problema para o seguimento de linha [z,u]. Como as fungdes restrigdes sao quase-
convexas e semi-estritamente quase-convexas, logo g;(z) < 0 para todo = € (z,u) e para
todo j. Como f(z) é semicontinua superior em u, existe b € (z,u) tal que f(b) < f(a).

Como g¢;(b) < 0 para cada j temos que h(b) < 0 < h(a), o que contudo, contradiz a

otimalidade de a. Esta contradigao prova z). O

Combinando o Lema 5.2.1 e os Teoremas 4.1.1, 4.4.2 e 4.5.2 temos a seguinte condi¢do

de otimalidade para o problema (P2).

Teorema 5.2.2 ([6], Proposigao 12) Sejam as fungées f(z), gij(z), j = 1,2,...,m
quase-diferenciaveis generalizadas em a e continuas directonalmente em alguma vizinhanga

de a.

i) Se a € uma solugdo dtima do problema (P2) entdo temos

0 € conv[{U0_-g;(a): j € I(a)} UO-f(a))]. (5.22)

it) Se as fungoes restrigées sio PC X (U Dini) sobre C e Slater regular e f é PC X (U Dini)

em a sujeito a C entdo a condigcdo (5.22) € suficiente para a ser uma solugdo para

(P2).

Através do Teorema 4.5.2 é possivel expressar o cone normal N¢(a) em termos de

quase-subdiferenciais das fungoes restri¢oes.

Teorema 5.2.3 ([22], Teorema 3.14) Sejam as fungées restricées em (P2) continuas
direcionalmente e a condi¢do de regularidade Slater satisfeita. Sejam ainda as restrigées

ativas quase-diferencidveis superiores generalizadas e PC X (U Dini) em a. Entdo a igual-

dade a sequir € valida:
N¢(a) = ¢l cone conv{U0d_g;(a): j € I(a)}.

Combinando este resultado com o Teorema 5.1.4 obtemos a seguinte condigido de

otimalidade tipo Kuhn-Tucker.
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Teorema 5.2.4 ([22], Teorema 4.2) Sejam as fungées restrigies e a fungdo objetivo de
(P2) quase-diferencidveis superiores generalizadas e quase-diferencidvel superior genera-

lizada regular em a € C, respectivamente. Sejam as fungoes restrigoes continuas direcio-

nalmente em a e Slater regular sobre C. Sejam ainda as restrigées ativas PC X (U Dinz)

em a. Fntao

0 € cl[0-f(a) + cone conv {UD_g;(a): j € I(a)}] (5.23)

€ uma condi¢do necessaria para a ser uma solugdo dtima local do problema (P2).

Se em adi¢io f(z) é PCX(UDwni) (localmente) em a sujeito a C' entdo a condig¢io
(5.23) € suficiente para a ser uma solugdo otima (local) de (P2).
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