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RESUMO

Neste trabalho, expomos resultados básicos a respeito das derivadas de Dini
de funções de uma e de várias variáveis. As derivadas de Dini foram usa­
das como ferramenta na definição de algumas classes de funções convexas
generalizadas não diferenciáveis e de funções quase­diferenciáveis superiores
generalizadas. Estudamos condições de otimalidade para problemas de pro­
gramação não linear, expressas em termos de ferramentas previamente in­
troduzidas. Além disso, introduzimos a noção de invexidade Dini, generali­
zamos alguns resultados conhecidos sobre funções invexas e provamos que a
pseudo­invexidade Dini é uma condição suficiente de otimalidade para pontos
inf­estacionários.
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ABSTRACT

In this work we make an exposition of basic results on Dini Derivatives of
functions of both single variable and several variables. Dini derivatives were
used as tools in the definitions of generalized convex functions and generali­
zed upper quasi­differentiable functions. We study optimality conditions for
nonlinear programming problems, expressed in terms of previously introduced
tools. Moreover, we introduce a notion of Dini­invexity for functions, genera­
lize some known results on invex funtions and prove that Dini pseudo­invexity
for functions is a sufficient optimality condition for inf­stacionary points.
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Capítulo 1

Introdução

No estudo de problemas de otimização, principalmente a respeito de condições de
otimalidade, uma teoria bem desenvolvida e quase completa esta descrita em termos de
otimização diferenciável e convexa. Contudo, a diferenciabilidade das funções não é uma
ferramenta suficiente para lidarmos com problemas em várias aplicações modernas da
otimização. Nas últimas decadas muitos esforços tem sido feito para extender resultados
para o caso não diferenciável. Resultados importantes foram obtidos usando a noção de
gradiente generalizado introduzido por Clarke. Vários pesquisadores usaram esta noção,
e uma teoria extensa foi desenvolvida sob a hipótese de continuidade Lipschitz, para

detalhes ver [3, 27, 31].

Neste trabalho, estudaremos o caso em que as derivadas de Dini são usadas para
obtermos condições de otimalidade para funções não necessariamente diferenciáveis.

Historicamente, o estudo das derivadas de Dini teve raizes no final do século XIX com
Scheefer [32] e Dini [10].

No capítulo 2, estudamos as derivadas de Dini de funções de uma variável, discutimos
algumas propriedades básicas [26] e generalizações de alguns teoremas clássicos da análise
para funções não diferenciáveis [2, 9, 14, 16, 27, 28, 33, 26]. Estes resultados permitem
caracterizar monotocidade e continuidade em termos das derivadas de Dini. Além disso,
condições de otimalidade de primeira e segunda ordem são apresentadas.
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No capítulo 3, recordamos as definições de diferenciabilidade de Fréchet (usual) e a
derivada direcional de Clarke [3]. Algumas propriedades básicas das derivadas de Dini
direcional e das derivadas de Dini­Hadamard de funções de várias variáveis são apresen­
tadas e condições de otimalidade são obtidas através do subdiferencial Dini de Penot [27].
Além disso, discutimos regras de cálculo para max­funções [14].

No capítulo 4, introduzimos as noções de invexidade, pseudo­invexidade e quase­

invexidade (ver Hanson [17] no caso diferenciável e Reiland [30] no caso não diferenciável)
em termos das derivadas de Dini direcional e desenvolvemos condições de otimalidade para
a classe de funções pseudo­invexas Dini superior, com ferramentas previamente introdu­
zidas. Discutimos alguns resultados (de Weir e Jeyakumar [36]) de funções pré­invexas
introduzidas por Ben­Israel e Mond [1] (e Hanson e Mond [18]) e mostramos que a pré­
invexidade implica em invexidade Dini.

Além disso, estudamos a classe das funções quase­diferenciáveis superiores generaliza­
das introduzida por Komlosi [21], desenvolvemos condições de otimalidade para funções
quase­diferenciáveis superiores generalizadas e mostramos que a pseudo­invexidade Dini
superior é uma condição suficiente de otimalidade para pontos inf­estacionários.

No capítulo 5, condições de otimalidade para os problemas

minimizar f(x)
sujeito a x ECO, CC IR”,

minimizar f(x)
(P2)

sujeito a C = (rx ER": gj(r) <0, 1=1,2,..,m).

são estudadas para a classe de funções quase­diferenciáveis superiores generalizadas regu­
lares.

Ressaltamos que os Teoremas 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3, 4.3.6, 4.4.2, 5.1.1, e 5.1.4 são contri­
buições originais do autor desta dissertação.
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Capítulo 2

Derivadas de Dini de funçoes de uma
variável

2.1. O cálculo subdiferencial de Dini

Sejam f(t) uma função de valores reais definida sobre o intervalo aberto (a,b) e to €
(a,b). Definimos as quatro derivadas de Dini de f(t) em to como sendo:

D* f(to) = lim sup 2 — f(to)
totoy t— to

D" f(to) = lim sup S(t) — f(to)
tato t — to

/ Dy f(to) = liminf fio)—t ,

,

Onde D* f(to) é a derivada de Dini superior direita, D, f(to) é a derivada de Dini
inferior direita, D” f(to) é a derivada de Dini superior esquerda e D. f(to) é a derivada
de Dini inferior esquerda de f(t) em to.

Permitimos que as derivadas de Dini alcançem os valores +oo e —oco nas definições
acima, deste modo as derivadas de Dini sempre existem e admitem muitas regras de
cálculo. As próximas regras de cálculo resultam de operações com lim sup e liminf e da
definição de derivadas de Dini. Para uma coleção maior de tais regras encaminhamos o
leitor ao livro de McShane [26].

As duas desigualdades abaixo são válidas:

Dyifí(to) < D"f(t) e D­f(to)<D"f(to).

10
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Prova: Seja

= D* f(to) = lim sup f) = fo)
tto4 t— to

Assim existe uma sequência tr, tr É to, th — to+, tal que

ft) = fo),
tr — to

Logo é impossível se ter a desigualdade
t)— fth< liminfFf) f(to)—to+ t— to

pois neste caso não poderia existir nenhuma sequência ti, — to+ com
F(tn) — Sto)

— h.
trt

Portanto D,4 f(to) < D+ f(to).

A outra desigualdade pode ser provada de maneira semelhante.

Para f(t) arbitrária as seguintes regras podem ser facilmente verificadas:

D*[­fI(t)=­D41f(t), Dil­fI(t)=­D*f(t), (2.1)

DSI) =­D­f(t), D­[­fIt)=­Df(). (2.2)

Sejam f(t) e g(t) funções arbitrárias definidas sobre uma vizinhança de to E IR. Assim
qualquer uma das desigualdades abaixo que não envolvem expressões indeterminadas (isto
é, somas da forma co + (—co)) são verdadeiras:

D*[f + gl(to)< D* f(to) + D*g(to)
Dy4lf + gl(to)> D4 f(to) + Di9(to)

) > D* f(to) + Di g(to

to) < o + D*g(toás
g(to

g(to

(to)

(to)

+9(to)

(to)

(to)

(+9(to)
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2 3 4 5 6 7 unesp”", 13 14 15 16 17 18



Prova: Provemos primeiro (2.3). Seja

L = limsup [f + 0) = 3 +gl(to)
Isto implica que existe uma sequência tr, tr É to, tr — tor, tal que

U +alltn)­U+gol(to) Sn) S(to), gt) ol) 7
ta — to ta —to tn to

Seja t/ uma subsequência de tn, logo ty — to+. Suponhamos que

ft) — f(to) SL e gt.) — g(to) SL
ty to

'
ty to

á

Pela unicidade do limite L1 + La = L. Como

:
t)— ft

:lim supf) — f(to) > h limsup
t­to+ t— to t>to+ t— to

9(t) — g(to) > La

segue o resultado desejado.
(2.4) segue de (2.3) se nós trocarmos f(to) e 9(to) por — f(to) e —g(to), res­

pectivamente e usarmos (2.1). (2.7) segue de (2.3) e (2.9) segue de (2.4) se nós trocarmos
g(to) por —g(to) e usarmos (2.1). Para obter (2.5) basta trocar f(to) por f(to)+g(to) em
(2.7). A partir de (2.5) obtemos (2.6) trocando f(to) por —f(to) e 9(to) por —g(to). Se
trocarmos g(to) por —g(to) em (2.5) e (2.6) obtemos (2.8) e (2.10) respectivamente. — D

A próxima afirmação provém da ligação entre as derivadas de Dini e a derivada de
funções de uma váriavel: f(t) é diferenciável em to se e somente se as quatro derivadas
de Dini de f(t) em to são iguais e finitas. Assim

F'(to) = D* f(to) = D1 f(to) = D" f(to) = D­ f(to).

Em particular se 9'(to) existe, então

D*If + gl(to) = D* f(to) + 9'(to);

D+[f + gl(to) = D4 f(to) + 9'(to).
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Os resultados anteriores valem se trocarmos D, f(t) e D+ f(t) por D­ f(t) e D f(t),
respectivamente.

Teorema 2.1.1 ([14], Teorema 1.1) Seja f(t) definida sobre uma vizinhança de to. Se
cada uma das quatro derivadas de Dini é finita em to, então o quociente de diferenças

f(t) — f(to)
t— to

é limitado em uma vizinhança de to e consequentemente f(t) é contínua em to.

Prova: Se a função f(t) não é contínua em to, então existe e > 0 e uma sequência
tn — to tal que |f(tr) — f(to)| > e. Segue que

F(tn) — f(to)
to — +oo

para t, — to e isto implica que pelo menos uma das quatro derivadas de Dini não é finita
em to. "

Uma função f : (a,b) — IR chama­se monótona não­decrescente quando para x,y €
(a,b),7 <y > f(x) < f(y). Ser <y > f(t) > f(y), f diz­se monótona não­
crescente. Se vale a implicação mais estrita x <y => f(x) < f(y) dizemos que a função
J é estritamente crescente. Finalmente, se z <y => f(x) > f(y), dizemos que f é uma
função estritamente decrescente.

Lema 2.1.1 Seja f(t) definida sobre o intervalo aberto (a, b). Se D1 f(to) > O e D­ f(to) >
0, onde to E (a,b), então f(t) é estritamente crescente localmente em to. Se D+ f(to) <O
e D" f(to) <O então f(t) é estritamente decrescente localmente em to.

Prova: Suponhamos que Dy/f(to) > 0 e D­f(to) > O. Então existem t1,ta E
(a,b), t1 <to < ta tal que

t— to

para todo t E (t1,t2), t £ to. Portanto

f(t) < f(to) sempre que

f(t) > f(to) sempre que
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Logo f(t) é estritamente crescente localmente em to.

A segunda parte do teorema pode ser provada de maneira semelhante.

Lema 2.1.2 Seja f(t) estritamente crescente (decrescente) localmente em todo ponto do
intervalo fechado [a,b]. Então f(t) é estritamente crescente (decrescente) sobre [a, bl.

Prova: Seja f(t) estritamente crescente localmente em cada ponto de [a,b]. Supo­
nhamos por contradição que existe t1,t2 € [a,b], tal que ti <t2 e f(t1) > f(t2). Sejam

T=ft:hbh<t<t, e f(t1) < f(1))

to = sup T.

Como f(t) é estritamente crescente localmente em t, e ta, tem­se T£ det] <to<ta.

Como f(t) é estritamente crescente localmente em to, existe ó > O, tal que

to ­6<t <to=>f(t)< f(to) (2.13)

to <t <t+6=>f(to)< f(t). (2.14)

Pela definição de to, to < t” conclui­se que t” não pertence a T, consequêntemente
ft”) < f(t1). Levando em conta (2.14) para qualquer to < t < to + 6 temos f(to) <
f(t) < f(t1). Logo f(to) < f(t1).

Por outro lado, existe t E (to — 6,to) tal que t E T. Levando em conta (2.13) e a
definição de T, temos f(t1) < f(t') < f(to), o que contradiz a desigualdade f(t1) > f(to)
acima. Esta contradição completa a prova.

Para funções estritamente decrescente a prova é feita de maneira semelhante.
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Teorema 2.1.2 Sejam f(t) definida sobre o intervalo fechado [a,b] e f(a) = f(b). Então
eristem tt, e t27 E [a,b] tais que

Dyf(th)<O Df(t)<O;

D*f(t)>O Df(ta)>0.

Prova: Suponhamos por contradição que não existe 17 com a propriedade exigida.
Então D, f(t) > O e D­ f(t)>0 para todo t E [a,b]. Pelo Lema 2.1.1 segue que f(t) é
estritamente crescente localmente em cada ponto de [a,b] e pelo Lema 2.1.2 ela é estrita­
mente crescente sobre [a, bl, o que contradiz a hipótese f(a) = f(D).

A segunda parte do teorema pode ser provada de maneira semelhante. "

Teorema 2.1.3 (Teorema de Rolle generalizado) Sejam f(t) definida sobre o intervalo
fechado [a,b] e f(a) = f(b).

1) f(t) possui um valor mínimo m sobre [a,b].

Sem< f(a) = f(b) então existe t7 E (a,b) tal que

D­f(t)<0<Dyf(h),

enquanto que sem = f(a)= f(b) então temos

D7f(b) <0<Dyf(a.

1%) f(t) possui um valor máximo M sobre [a, bl.

Se M > f(a) = f(b) então existe 17 E (a,b) tal que

D* f(ta) <0 < D­ f(t2),

enquanto que se M = f(a) = f(b) então temos

D*f(a) <0< D­f().
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Prova: Por hipótese existe t7 E [a,b] tal que f(ti) = m. Sem < f(a) então t, € (a,b).
Neste caso f(t) > f(t1) para todo t E [a,b] e (2.15) é facilmente verificada. Se m = f(a)
temos que f(t) > f(a) = f(b) para todo t E [a, b] de onde (2.16) segue imediatamente.

À prova de it) pode ser feita de maneira semelhante.

Teorema 2.1.4 Seja f(t) uma função contínua definida no intervalo fechado [a,b]. Su­
ponha que f(a) = f(b). Então existem valores intermediários t1,t2,t3,ta E (a,b) tais
que

D;ifíhi)>O0, Dtf(t)<O0, Df(ta>)>O0, Df(ta)<O. (2.19)

Prova: Como o conjunto de valores de uma função contínua sobre um intervalo
fechado é um intervalo fechado então existem m e M E IR tais que

(S(t) : te [a,b]) = [m, M).

Caso 1) m = M.

Neste caso f(t) é constante sobre [a, b] assim todas as derivadas de Dini são iguais a O
para todo t E (a,b).

Caso 11) M > f(a).

Neste caso existe d E (a,b) tal que f(d) = M. Seja f(a) <y < M. Como f(t) é
contínua existe um último ponto d, € [a,d] e um primeiro ponto d, € [d,b] onde a função
f(t) atinge o valor y (y = f(di) = f(da)). Fazendo 17 = di, ta = d, ta = d eta = da não é
difícil mostrar que as desigualdades (2.19) são satisfeitas com esta escolha.

Caso 111) m < f(a).

A prova pode ser feita de maneira semelhante a 12).
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Teorema 2.1.5 (Teorema do valor médio generalizado) Seja a função f(t) definida sobre
o intervalo fechado [a,b]. Fazendo

a = FA fo) e h(t)=f(t)— f(a)­a(t­a), temos: (2.20)

1) Se f(t) é semicontínua inferior sobre [a,b] e

m = inffh(t) : a <t <b) <O,

então existe t7 E (a,b) tal que

D fh)<a< D.f(h),

enquanto que se m = O então temos

Df(bj)<as< D,f(a);

11) Se f(t) é semicontínua superior sobre [a,b] e

M =supfh(t) :' a <t <b) > O,

então existe t7 E (a,b) tal que

D*f(ta) <a < D­ f(ta),

enquanto que se M = O então temos

Dt f(a)<a<D­ f(D).

Prova: Pelo teorema de Welestrass generalizado uma função semicontínua inferior
(superior) possui um mínimo (máximo) sobre um intervalo fechado, portanto a função
h(t) satisfaz as condições do Teorema 2.1.3. Levando em conta que

Dth()=D*f(W)­a, Dh(t)=D"fll=a,
Dh(t)=Dyifll­=a Dh(t)=D fla

a demonstração segue imediatamente por meio do Teorema 2.1.3.
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Observação: Se f(t) é diferenciável então o teorema acima dá o teorema de Lagrange
e coincide com o resultado de Goodner ([16], Teorema 2) no caso de funções contínuas
com derivadas de Dini finitas.

Para ajudar os desenvolvimentos posteriores reformularemos o teorema acima para
funções semicontinuas inferiores.

Corolário 2.1.1 Seja f(t) semicontínua inferior sobre o intervalo fechado [a,b]. Então
existem t, E [a,b) e tz E (a,b] tais que

Difíi)>a e Df(tbl)<ã£a.

Deve ser mencionado que em comparação com o clássico teorema do valor médio
(para funções diferenciáveis) no caso de funções semicontínuas não é possível extender o
teorema do valor médio para imaginar t, e tz como valores intermediários de [a,b]. O
próximo exemplo demonstra este fato.

Exemplo 2.1.1 Considere a função semicontínua inferior:

O se0<t<il;

f(t) —2 set=O;
—l set=l.

É fácil ver que para a = 1 temos D, f(t) = O para todo t E (0,1) e Dy1 f(0) = +oco.
Assim o único ponto que satisfaz D1 f(t) > a é t= 0.

Giorgi e Komlosi [14] colocaram uma propriedade adicional sobre a função auxiliar h(t)
para que t, seja um valor intermediário, eles impõem que a função f(t) seja semicontínua
inferior e h(t) possui um máximo sobre [a, bl.
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Teorema 2.1.6 Seja a função f(t) definida sobre o intervalo fechado [a, bl.

1) Se f(t) é semicontínua inferior e h(t) possui um máximo sobre [a,b] então existem
valores intermediários t1,t2 E (a, b) tais que

Diffi)>a e Df(h)<sa

11) Se f(t) é semicontínua superior e h(t) possui um mínimo sobre [a,b] então existem
valores intermediários t1,t2 E (a,b) tais que

D'fítl)<a e Df(ltl)>a.

Prova: 1) Primeiro provemos que h(t) não pode ser estritamente crescente nem estri­
tamente decrescente sobre (a, b).

Suponhamos por contradição que h(t) é estritamente decrescente sobre (a,b). Além
disso h(t) também é semicontínua inferior sobre [a,b] e h(t) > h(a) = h(b) para todo
t E (a,b). De acordo com este fato segue que h(t) não possui um valor máximo sobre
[a, bl. Esta contradição mostra que h(t) não pode ser estritamente decrescente sobre (a, b).

Portanto, se h(t) é não­crescente ou não­decrescente sobre (a, b) então existe um ponto
to E (a,b) e uma vizinhança desse ponto onde h(t) é constante. Neste caso D,yh(to) =
D"h(to)=0 e além disso a afirmação do teorema acima vale para t7 = to e tz = to.

Finalmente, suponhamos que h(t) não é monótona sobre (a, b). Então existem s1,5S2 €
(a,b), 1 <S.EPM,ME (a,b), PI <P tais que

Pelo Corolário 2.1.1 existem t7 € [81,52) € t2 E (p1,pa] tais que
h(s2) — h(s1)

S2 81

Dh(ta)= D"f(ti)­af< hpa) — Pp) <o,
Dm

assim a afirmação do teorema é satisfeita com t, e ta.
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À prova de 11) pode ser feita de maneira semelhante.

O próximo teorema é uma consequência imediata do teorema acima, contudo ele pode
também ser deduzido a partir do teorema 2.1.4 aplicado para a função h(t).

Teorema 2.1.7 Seja a função f(t) definida e contínua sobre o intervalo fechado [a,bl..
Então existem t1,t2,ta,ta E (a,b) tais que

Difíhi)>a, D'f(t)<a D­f(ta>a Df(t)<a (2.21)

onde a quantidade a esta definida em 2.20

2.2 Monotocidade e derivadas de Dini

O cálculo diferencial é uma ferramenta eficiente para descrever o crescimento ou de­
crescimento de funções diferenciáveis. Para funções não diferenciáveis caracterizações
semelhantes são obtidas usando as derivadas de Dini.

É óbvio que se J(t) é não­crescente sobre (a, b) então para todo t € (a, b)

D*f(t)<0 e Df(1)<O,

e se f(t) é não­decrescente sobre (a, b) então para todo t E (a, b)

D;f(t)>0 e Df(t)>O.

Agora provaremos condições suficientes de monotocidade (estrita) para classes especiais
de funções. O próximo teorema é uma consequência imediata dos Lemas 2.1.1 e 2.1.2.

Teorema 2.2.1 Seja f(t) definida sobre (a,b).

1) Se DiS(t) > O e D­ f(t) > O para todotE (a,b) então f(t) é estritamente crescente
sobre (a, b).

1) Se DYf(t) < 0 e D­f(t) < O para todot E (a,b) então f(t) é estritamente
decrescente sobre (a,b).
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O próximo exemplo mostra que a condição D, f(t) > O sozinha não garante a mono­
tocidade estrita.

Exemplo 2.2.1 Considere a seguinte função:

—):t setE [0,1);ft) = | t—1 sete[1,2.
Temos que D, f(t) > O sobre (0,2), contudo, f(t) não é estritamente crescente sobre

(0,2).

O próximo teorema mostra que para funções semicontínuas a não­negatividade (não­
positividade) de certas derivadas de Dini garantem a monotocidade.

Teorema 2.2.2 ([14], Teorema 1.13) Seja f(t) definida sobre [a,b].

1) Seja f(t) semicontínua inferior sobre [a,b].

Se D" f(t) > O (D” f(t) > 0) para todo t E (a,b] então f(t) é não­decrescente (estri­
tamente crescente) sobre (a,bl.

Se Dy1 f(t) <O0 (D1 f(t) < 0) para todo t E [a,b) então f(t) é não­crescente (estrita­
mente decrescente) sobre [a,b).

ui) Seja f(t) semicontínua superior sobre [a, b).

Se D+ f(t) > O (D+ f(t) > 0) para todo t E [a,b) então f(t) é não­decrescente (estri­
tamente crescente) sobre [a,b).

Se D­ f(t) <O0 (D­ f(t)<0) para todo t E (a,b] então f(t) é não­crescente (estrita­
mente decrescente) sobre (a, bl.
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Prova: Suponhamos que f(t) é semicontínua inferior e a condição D" f(t) > O
(D­f(t) > 0) é válida para todo t E (a,bl. Suponhamos por contradição que f(t) é
estritamente decrescente (não­crescente). Então existem s1,52 E (a,b] tal que 5; <s3 e

f(s1) > f(s2) (f(s1) > f(s2)). Pelo Corolário 2.1.1 existe t7 E (s1,52] tal que
s2) — f(sD­ say<P10 (<o

829 — 8]

Esta contradição prova a primeira afirmação de 1). Às outras afirmações podem ser
provadas de maneira semelhante. O

O próximo teorema mostra que para funções contínuas a não­negatividade (não­
positividade) de qualquer uma das derivadas de Dini garante a monotocidade.

Teorema 2.2.3 Seja f(t) definida e contínua sobre o intervalo aberto (a,b). Se para
todo t E (a,b) qualquer uma das próximas condições vale, então f(t) é uma função não­
decrescente (estritamente crescente) sobre (a, b):

D*'f(t)>0 (D*'f(t)>O), (2.22)

Dyif(t)>0 (D'if(t)>O), (2.23)

DS >0 (DS(M)>O), (2.24)

Dfi>0 (DS(H)>O. (2.25)

Prova: À demonstração é uma consequência imediata do Teorema 2.2.2.

Aplicando o teorema anterior para a função g9(t) = —/f(t) e levando em conta as
identidades (2.1) e (2.2) podemos caracterizar funções não­crescentes e estritamente de­
crescentes via derivadas de Dini.
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2.3  Continuidade­Lipschitz

Seja X um subconjunto de IR. Uma função f : X — IR chama­se Lipschitz quando
existe uma constante k > O (chamada constante de Lipschitz da função f) tal que

f(x) — f()| < kle —y|

sejam quais forem r7,y € X.

É óbvio que funções Lipschitz contínuas possuem derivadas de Dini finitas e limitadas.
Agora provaremos a recíproca.

Lema 2.3.1 Seja f(t) definida e contínua sobre (a,b).

1) Se qualquer uma das derivadas de Dini D* f(t), D14 f(t), D" f(t), D­ f(t) é limitada
superiormente com limite superior K então para todo t1,t2 € (a, b)

S(t2) — f(ti) < K(t — ht).

ii) Se qualquer uma das derivadas de Dini D* f(t), D1 f(t), D7 f(t), D­ f(t) é limitada
inferiormente com limite inferior k então para todo t1,t2 € (a, b)

f(t2) — f(t1) > k(ta — ha).

Prova: Suponhamos que D*t f(t) < K para todo t E (a,b). Considere a função
auxiliar g(t) = f(t) — Kt. Como D*g(t) = D* f(t) — K < O para todo t E (a, b) logo pelo
teorema 2.2.3 temos que g(t) é não­crescente, isto é, a <t7 <t2 < b implica que

f(th1)— Kt1 = 9(t1) > 9(t2) = f(t2) — Kto,

o que é justamente a tese de 1).

À outra parte pode ser provada de maneira semelhante.
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Teorema 2.3.1 Seja f(t) definida e contínua sobre (a,b). Se alguma das suas derivadas
de Dini é limitada sobre (a, b) então f(t) é Lipschitz contínua sobre (a, b).

Prova: Suponhamos que

IDT f(t)| < K para todo t E (a,b).

Pelo resultado anterior (2.26) implica que

—K(t2 — ti) < f(t)) — f(t) < K(t = ht)

para todo t1,t2 E (a,b) o que significa que f(t) é Lipschitz contínua sobre (a,b) com
constante Lipschitz K. [

2.4 Condições de otimalidade de primeira e segunda
ordem

As próximas condições necessarias de otimalidade de primeira ordem em termos de
derivadas de Dini são consequências imediatas das definições.

Teorema 2.4.1 Sejam f(t) definida sobre (a,b) e to E (a,b).

i) Se f(t) possui um mínimo local em to então

Drifíto)>0 e Df(to)<O.

1) Se f(t) possui um máximo local em to então

Df(to)>0 e D*f(to)<O.

Agora apresentaremos uma generalização das clássicas condições de otimalidade sufi­
cientes de segunda ordem. Este resultado dado por Giorgi e Komlosi ([14], Teorema 1.18)
é uma versão modificada de um trabalho elaborado por Castagnoli [2] e baseado na idéia
de derivadas de Dini de segunda ordem.
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Derivadas de Dini de segunda ordem são definidas de uma maneira muito natural e
usual, elas são as derivadas de Dini das funções derivadas de Dini.

O símbolo Dx D+ f(to), por exemplo, denota a derivada de Dini inferior direita da
função D, f(t) em to.

Teorema 2.4.2 Sejam f(t) definida sobre (a,b) e to E (a,db).

1) Seja f(t) semicontínua superior sobre (a,b). Então f(t) possui um mínimo local
estrito em to se as seguintes condições são válidas:

(mi) Difít)>0 e DiDifíto)>O,

(mi) D­f(to)<O0 e DD" f(to)>O.

11) Seja f(t) semicontínua inferior sobre (a,b). Então f(t) possui um máximo local
estrito em to se as seguintes condições são válidas:

(Mi) Df(to)>0 e D*D­f(to)<O,

(Mi) Dtf(t)<0 e D­D*f(to)<O.

Prova: À condição Dy D, f(to) > O garante a existência de t' E (to,b) tal que para
cada to <t <t” temos

0 <Dyf(to) <D1f(t) < D*f().

Como f(t) é semicontiínua superior, pelo Teorema 2.2.2 segue que f(t) é estritamente
"

crescente sobre (to,t ).

Igualmente a condição DD” f(to) > O garante a existencia de t' E (a, to) tal que para
cada t <t < to temos

Df(t) < D7f(t) <D"f(to) <O.
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Pelo Teorema 2.2.2 segue que f(t) é estritamente decrescente sobre (t',to). Como
0 <D,y,f(to)<+ooe—co<D f(to)&<O por esta razão as condições

Sto) = inff f(t) : te (to,t!)) e f(to)=inf(íf(t): te (t,to))

são válidas, o que significa que f(t) possui um mínimo local estrito em to (e que f(t) é
contínua em to).

A prova de ti) pode ser feita de maneira semelhante.

Teorema 2.4.3 Sejam f(t) definida sobre (a,b) e to € (a,b).

1) Seja f(t) semicontínua superior sobre (a,b). Então f(t) possui um mínimo local
estrito em to se as seguintes condições são válidas:

(sit) D­f(t)<O0O e DD f(to)>O.

11) Seja f(t) semicontínua inferior sobre (a,b). Então f(t) possui um máximo local
estrito em to se as seguintes condições são válidas:

(Si) Df(to)>0 e DD f(to)<O,

(Su) Difít)<S<O0 e DDifíto)<O.

Observação: Misturando as condições acima obtemos mais condições suficientes de

otimalidade de segunda ordem. Por exemplo para funções semicontínuas superior qualquer
um dos seguintes pares

(mi), (mii)), ((st), (mã)), ((ma), (sti)), ((st), (sti))

é suficiente para to ser um ponto de mínimo local estrito de f(t). Se perdermos a condição
de semicontinuidade imposta sobre f(t) nos Teoremas anteriores então as condições não
são suficientes para garantir a otimalidade local estrita.
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Capítulo 3

Derivadas direcionais generalizadas

O objetivo deste capítulo é estudar as derivadas de Dini direcionais de funções de várias
variáveis. Começaremos este capítulo recordando as definições de diferenciabilidade de
Fréchet, a condição Lipschitz e a derivada direcional de Clarke [3].

Diferenciabilidade segundo Fréchet: Seja f uma função de IR" em [­0o, +oo] e seja x
um ponto onde f é finita. Concordando com a definição usual, f é diferenciável em x se
e somente se existe um vetor gq (necessariamente único) com a propriedade que

f(2) = f(x) +(g,2 =x) +O(llz— |),

(onde (.,.) denota o produto interno no espaço euclidiano IR”) em outras palavras

im = fla) = (g12=a)
o. 2 — |

=0O.

Assim q, se existir, é chamado o gradiente de f em r e é denotado por V f(x).

Suponhamos que f é diferenciável em x. Então pela definição, para qualquer y É O,

0 jim SETA) fe) (Vil) A)
220+ All

f(84) — (Vf(),y)
Hal

|

Portanto f'(r;y) existe e é uma função linear na variável y:

f(x;y)=(Vílo)Y), Vy

27
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Seja f uma função diferenciávelem ro. Dizemos que f é estacionária em xo se V f(xo) =
O. Neste caso, ro é chamado de ponto estacionário.

A condição Lipschitz: Seja X um subconjunto de IR”. Uma função f : X — IR satisfaz
a condição de Lipschitz (sobre X) se para algum escalar k não­negativo, temos

f(x)— f(y)| < kllz —y), Vr,yE X.

Dizemos que f é Lipschitz perto de x se para algum e > O, f satisfaz a condição
Lipschitz sobre o conjunto r + eB, onde B denota a bola unitaria aberta do IR”.

À derivada direcional generalizada de Clarke: Sejam f Lipschitz perto de um ponto x
dado e v qualquer outro vetor em IR”. A derivada direcional generalizada de f em x na
direção vu, denotada por fº(r;v), é definida como sendo:

fº(x;v) — lim sup f(y + tv) = f)
yos t

t—0+

3.1 Derivadas de Dini de funçoes de várias variáveis

Sejam a função f(t) definida sobre o conjunto aberto 5 C IR", onden >lea€ES.
Existem algumas maneiras para extender a noção de derivadas de Dini para o caso de
várias variáveis.

3.1.1 Derivadas de Dini direcionais

Uma possível extensão é usar o conceito original de derivadas de Dini direcionais, o
que significa que esta noção é aplicada para funções de uma variável da seguinte forma
s(t)= f(a+td), teR ade; at+tdeo.

Esta forma nos induz para a idéia de derivadas de Dini direcionais como segue:

D* f(a;d) = lim sup f(artd) f(o) D, fía;d) = iming e Ft) )
,

t—40+ t t—0+ t ,

D” f(a;d) = lim sup f(a+td) fla) D. f(a;d) =liminf f(a +td) — f(a)
120" t ?

t—07 t
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As derivadas Dtf(a;d) e D, f(a;d) são usualmente chamadas de derivada de Dini
direcional superior e derivada de Dini direcional inferior de f(t) em a.

Para cada d E IR” temos:

D" f(a;d) = —D, f(a;—d) D­ f(a;d)=—D*f(a;­d).

Prova: Fazendo s = —t, como quando t — 0* temos que s — 07. Logo

= cmiLe! 100
*“="* lim sup farsd)­ fia) D" f(a;d).

so" Ss

A outra igualdade pode ser provada de maneira semelhante.

3.1.2 As derivadas de Dini­Hadamard

Uma outra extensão das derivadas de Dini é o conceito das derivadas de Dini­Hadamard.

Definimos as derivadas de Dini­Hadamard direcionais superior e inferior de f(t) ema ao
longo da direção d por

d* f(a; d) = lim sup fla +tu)— f(a).J

t—o+t t
ud

d7 f(a;d) = lim inf fia + 2 — fa)
u—d

As próximas afirmações são consequências imediatas das definições

d*[­fl(a;d) =­d]f(a;d), — di[­fl(a;d) =d* f(a;d); (3.2)

di f(a;d) < Di f(a;d) < D* f(a;d) < d* f(a;d). (3.3)

O exemplo a seguir mostra que a derivada de Dini direcional e a derivada de Din'­
Hadamard podem ser diferentes.
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Exemplo 3.1.1 Seja
t+ t o;

Seja a = (0,0) e d=(1,0).

t=0+ t

se tz=O0.

O;

d*f(a;d)=" limsup F((0,0) + tm u2)) — f(0,0)
t—o+t

(u1,u2)>(1,0)

= limsup tu +u) O+Fu2) O
t—0+t t

(u1nu2) (1,0)

=|.

Teorema 3.1.1 d1 f(a;d) (d+ f(a;d)) é uma função semicontínua inferior (superior) de
direção d E IR”.

Prova: Primeiro mostremos que d, f(a;d) é semicontínua inferior em d, o que é
equivalente a seguinte propriedade: para todo c € IR o conjunto

M=<íid: c<dif(a;d))

é aberto. Por definição

d17 f(a;d) = lim sa(a,7),
T—0+

sala,T)= inf fla +tu) fa)
llu=dll<a t
o0<t<T

Como sa(a,T) é não­decrescente tem­se

sa(a,T) < dy f(a;d)

para quaisquer a e 7 positivos.

Suponhamos que M £ P e dE M arbitrário. Levando em conta as propriedades da
função sa(a,T) temos que existem números positivos ao, To tal que

ec < sa(ao, To).
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Seja G uma bola aberta em volta de d com raio ao. Ágora mostremos que G C M,o
que provará que M é um conjunto aberto.

Seja z E GG escolhido arbitrariamente e considere uma vizinhança N de 2, com raio À,

contida em (7. Pela inclusão N C G segue que

c < sa(0o,To) < s2(B,1o) < d7 f(a;z),
o que prova que z E M.

A semicontinuidade superior de d* f(a; d) pode ser provada de maneira semelhante. D

Vale a pena mencionar que a condição

D, f(a;d) = D* f(a;d)

é equivalente para a existência do limite

f(a;d)= lim f(a +td) — f(a)
t—0+ t ?

que é, conhecida como a derivada direcional de f(r) em a.

Similarmente a condição
d, f(a;d) = d* f(a;d)

é equivalente para a existência do limite

df(a;d) = lim fia +to —f(9)
t—0+

que é chamada derivada direcional uniforme de f(r) em a.

Se a derivada direcional (uniforme) existe para todo d E IR" então a função f(x) é
chamada diferenciável direcionalmente (uniformemente) em a.

A função f(x) é chamada Gâteaux diferenciável (uniformemente) em a se a derivada
direcional (uniforme) f'(a;d) (df(a;d)) existe para toda direção d E IR” e é linear em d.
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O próximo exemplo mostra que a diferenciabilidade de Gâteaux não implica a diferen­
ciabilidade de Fréchet.

Exemplo 3.1.2 Consideremos a seguinte função tipo­Peano:

O se y=0 ou |ly|>?%;sem | l caso contrário.

Seja a = (0,0). É facil ver que f(a,d) = O para todo d E IR” e assim f(x,y) é Gâteaux
diferenciável na origem. Mas f(x,y) não é contínua em (0,0), portanto ela não é Fréchet
diferenciável na origem.

O próximo teorema mostra que a diferenciabilidade de Gâteaux uniforme é equivalente
a. diferenciabilidade de Fréchet.

Teorema 3.1.2 ([14], Teorema 2.2) Se existe g E IR” tal que a condição

di f(a;d) = d* f(a;d) = (9,d)

vale para todo d E IR”, então f(x) é Fréchet diferenciável em a.

Prova: À demonstração segue do fato de a diferenciabilidade Fréchet

im 9 = fla) (12 = a)
2a llz — al|

=0O

ser equivalente a seguinte condição (a qual é equivalente a (3.4)): Para todo d E JR”

im Slartu)— f(a)
t—0o+t t

= (9,d).

O próximo teorema mostra que se f é Lipschitz em volta de a então a derivada de

Dini direcional superior (inferior) de f/ em a coincide com a derivada de Dini­Hadamard
superior (inferior) de f em a.

Teorema 3.1.3 ([14], Teorema 2.3) Seja f(z) localmente Lipschitz em volta de a então
para todo d E IR”

d*f(a;d)=Dt f(a;d) e difía;d)= Dyf(a;d).
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Prova: Seja f(x) Lipschitz sobre G, uma vizinhança de a, com constante Lipschitz
L. Seja d E IR” arbitrário. Então existe ó > O e 7 > O tal que para cada u E IR e
t E IR satisfazendo as condições |lu— d]|| < 6 e0<t<7Ttemosattuyatitde G;
consequentemente

|f(a + tu) — f(a +td)| < Lit] |u—dl,

o que dá a seguinte relação:

im S(a +td) — f(a+tu) =.
tor t

Aplicando este fato e propriedade de operações com lim sup obtemos o resultado de­
sejado:

d* f(a;d) = lim sup f(a+tu)— f(o)
t—0o+t t
ud

— lim sup f(a +td) — f(a) + lim sup f(a+tu)— f(a +td)
t—0+t t t—0o+t t
ud ud

= D* f(a;d).

À outra parte pode ser provada de maneira semelhante.

Disto segue que para funções localmente Lipschitz a diferenciabilidade direcional uni­
forme coincide com a diferenciabilidade direcional. Consequentemente se a função lo­
calmente Lipschitz f(x) é em adição Gâteaux diferenciável, então f(x) é Fréchet dife­
renciável. É óbvio que se f(x) é Fréchet diferenciável em a, então as derivadas de Dini
em a são todas finitas para toda direção d E IR”. A recíproca desta afirmação não é

verdadeira mas temos a seguir um resultado muito interessante de Slobodnik [34].

Teorema 3.1.4 Seja M C IR”. Se as derivadas de Dini D* f(x; d), Dy f(x;d) são finitas
para qualquer x E M e para qualquer direção d E IR” então f(x) é Fréchet diferenciável
em quase toda parte sobre M.

À falta do gradiente no caso não diferenciável usualmente induz para a introdução de
algumas classes de subdiferenciais. Penot [27] introduziu os seguintes conjuntos

P*f(a)=(9 ER: (9,d) > d* f(a;d)),
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os quais são chamados de subdiferencial de Dini e superdiferencial de Dini de f(t) ema,
respectivamente. Não é difícil mostrar que estes conjuntos podem ser descritos como:

Pta) = (6 em timin = (109) o) ;le — al|

Pt f(a)= fo E IR” : limsup fz) fla) (gx a) < ) :1a llt — al|

Disto segue que
Prfla)NP*f(a) 0

se e somente se f(x) é Fréchet diferenciávelem a e

P, f(a) N P*f(a) = (Vf(a)),

onde V f(a) denota o gradiente de f(x) em a.

Os dois teorema abaixo descrevem algumas propriedades elementares, mas muito im­
portantes de subdiferenciais de Dini.

Teorema 3.1.5 ([14], Teorema 2.5)

a) Se f(x) atinge um mínimo local em a então as seguintes condições valem:

0 E Pr f(a), (3.5)

di fía;d)>O0 paratodo de RR". (3.6)

b) Se 0 E Pr f(a) então para qualquer r > O a função f(x) + rllt — a|| atinge um
minimo local estrito em a.

c) Se qualquer uma das seguintes condições vale então f(x) atinge um mínimo local
estrito em a:

0 E intP, f(a),

di fía;d)> 0 paratodo de R,dÃ£o.

Prova: Suponhamos que f(x) atinge um mínimo local em a. Então é óbvio que a
condição (3.6) é satisfeita. Visto que as condições (3.5) e (3.6) são equivalentes, o itém
a) esta provado.
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Para provar b) suponhamos por absurdo que f(x)­+rl|x—al| não possui um minimo local
estrito em a. Então existe uma sequência tv, — a, x, É a tal que f(rn)+rllen—all < f(a).
Fixemost, = ||tn—all,un = tz (xtn—a). Assim |[ur|| = 1 e podemos supor que ur converge
para algum d, ||dl| = 1. Portanto

dr f(a;d) < liminft=*(f(a + tnun) — f(a)) =

= liminft7*(f(xn) — f(a)) < —r <O,

em contradição com a hipótese que 0 E P, f(a).

À demonstração de c) pode ser feita adotando o mesmo raciocíonio aplicado para
provar a parte b) levando em conta que as condições (3.7) e (3.8) são de fato equivalentes,
pela semicontinuidade inferior de dy f(a; d). O

Teorema 3.1.6 /11] Seja f(x) uma função semicontínua inferior definida sobre IR”.
Então P, f(x) £ OQ) sobre um subconjunto denso do domínio de f.

Prova: Sejam a E domf, r > O e façamos g(x) = (r — ||r — a|[?)*. Se r é pequeno
o bastante de modo que f(x) é limitada inferiormente sobre uma vizinhança de a com
raio r então f(x) + g(x) atinge seu valor mínimo sobre esta vizinhança em algum ponto
u (porque g(x) — oo quando l|x — a|| — r). Visto que g(x) é continuamente diferenciável
sobre seu domínio, segue que dy f(u;d) + (g(u), d) > O para todo d E IR”, o que significa
que ­9'(u) € Pyf(u). D

Sejam f : 5 — IRU f+0o,­0o) e 5 um subconjunto de JR”. O conjunto

tUz,u)|z ES, ue RR, n>f(x))

é chamado o epigrafo de f e é denotado por epi /.

As derivadas de Dini­Hadamard são também chamadas de derivadas contingente já
que existe um parentesco bem conhecido entre as derivadas de Dini­Hadamard inferior e
o chamado cone contingente e entre as derivadas de Dini­Hadamard superior e o chamado
cone de deslocamentos interiores. Para detalhes ver [12].
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Sejam E C IR” eeEclF. O cone contingente K(E,e) de E em e E clE é dado por

K(EF,e)=(vE R" : Avi) e (ti) talque vimsu, tio 0, e+tvie E).

Se f(x) é uma função definida sobre IR? e E = epif, e = (a, f(a)) então

(da) E K(E,e) SB a>d,f(a;d).

Portanto o epígrafo da derivada de Dini­Hadamard inferior dy f(a;d) coincide com o
cone contingente E = epifem e = (a, f(a)). Além disso a relação a seguir é verdadeira:

P, f(a) = (9 E IRº : (9,—1) E IU(E,e)),

onde K*(E,e) denota o cone polar de K(E,e).

O cone de deslocamentos interiores IK(F,e) de E em e E clE é dado por

IK(EF,e)= (ve IR" : Vivi) e (ti) talque vis u,tjo Ot, e+tvie E).

Se E=epif e e=(a,f(a)) então

(da) EIK(EF,e) Ss a>d*'f(a;d).

Portanto o epígrafo estrito da derivada de Dini­Hadamard superior coincide com o cone

de deslocamentos interiores de E = epif no ponto e = (a, f(a)). Além disso a relação a
seguir é verdadeira:

PT f(a)=(g ER :(—g9,1) E IK(E,e)).

O cone contingente K(F,e) permite extender as condições de otimalidade (3.6) e
(3.8) para um mínimo local relativo. À demonstração do teorema a seguir pode ser
feita adotando o mesmo raciocínio aplicado para provar o Teorema 3.1.5 com pequenas
modificações.
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Teorema 3.1.7 Sejam f(x) definida sobre o conjunto O CR e ECN, E não neces­
sariamente aberto.

a) SeaE E é um ponto de mínimo local de f(x) sobre E então

di fí(a;d) > O, vde K(E,a).

b)SeaeEe
d7 f(a;d) >O, Vde K(E,a), d£O,

então a é um ponto de mínimo local estrito de f(x) sobre E.

Dado um ponto r E IR”, dizemos que h é continua direcionalmente em x se para
qualquer d E IR” a função s(t) := h(x +td) : t E [0,6), para algum 6 > O, é contínua a
direita em zero.

3.2 Derivadas de Dini de max­funçoões

Lema 3.2.1 Sejam as funções h;(x), 37= 1,...,k contínuas direcionalmente em a E IR”.
Seja

h(x) = maxfhi(x): j=1,2,...,k).

Definimos

I(&) = (3: h(z) = hj(0)).

D*th(a;d) = max(D*h;(a;d): j E I(a))

D,h(a;d) = max(Dyh;(a;d): j E I(a)).
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Prova: Sejaj E I(a) arbitrário. Então para t > O pequeno, temos

hi(a + td) — h;(a) < h(a + td) — h(a).

Disto segue que

max( D*hi(a;d): j € I(a)) < D*h(a;d)

maxíf( Dyh;(a;d): j € I(a)) < Dih(a;d).

Por outro lado, para todo j E I(a) e 1 £ I(a) temos a seguinte desigualdade

hi(a) < h(a) = hi(a).

Como h; e h; são contínuas direcionalmente em a, existe T' > 0 tal que para todo
0<t<T e para todo j E I(a) ei € I(a)

hila +td) <hj;(a+td).

Isto significa que para todo 0 < t < T temos que I(a + td) C I(a). Sem perda
de generalidade podemos supor que existe um índice p tal que p E I(a + td) para todo
0<t<T. Disto segue que h(a + td) coincide com hy(a + td) para todo 0 <t <T

consequentemente D*h(a;d) = Dt h,(a;d) e Dr h(a;d) = Dihh/(a;d) o que prova que as
desigualdades (3.9) e (3.10) são sempre satisfeitas com o sinal de igualdade. D
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Capítulo 4

Convexidade e

quase­diferenciabilidade generalizada

Neste capítulo estamos interessados principalmente no estudo de invexidade e quase­
diferenciabilidade generalizada via derivadas de Dini direcionais. Começaremos recor­
dando algumas definições e resultados básicos de convexidade generalizada, que poste­
riormente serão necessarios para o desenvolvimento de condições de otimalidade.

4.1 Definições e resultados básicos

Definição: 4.1.1 Seja f : 5 — IR, onde 5 é um conjunto convexo não vazio S C IR”.
Uma função f é chamada quase­convera se para cada x1,a E S a seguinte desigualdade é
verdadeira:

f(Ar +(1— M)a) < max( f(x), f(a)) para cada À E (0,1).

A partir da definição acima, uma função f é quase­convexa se para cada 1r,a E Sa
seguinte implicação é verdadeira:

fz) < fla) > SA +(1­ Ma) < fla) VA E(0,1).

Definição: 4.1.2 Seja f : 5 — IR, onde 5 é um conjunto convexo não vazio S C IR”.
Uma função f é chamada semi­estritamente quase­convexa se para cada x1,a E S com

f(x) £ f(a) a seguinte desigualdade é verdadeira:

f(Ar +(1— A)a) < maxf( f(x), f(a)) para cada À E (0,1).

39
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A partir da definição acima, uma função f é semi­estritamente quase­convexa se para
cada r,a E 5 a seguinte implicação é verdadeira:

S(z) < f(a) > fz +(1—­4)a) < f(a) VA E(0,1).

O próximo exernplo de Karamardian [19] mostra que a quase­convexidade semi­estrita
nem sempre implica em quase­convexidade.

Exemplo 4.1.1 Considere a seguinte função

1 ser=0so =| O sexto.
E fácil de verificar que f é semi­estritamente quase­convexa. Contudo f não é quase­

convexa, visto que para x = 1 e a = —1 temos que f(x) = f(a) = O mas

Sã +30) = S(00) =1> f(a).
Se f é semicontínua inferior então como mostraremos no próximo lema, quase­convexidade

semi­estrita implica em quase­convexidade.

Lema 4.1.1 Sejam 5 um conjunto convexo não vazio 5 C IR e f: 5 — IR semi­
estritamente quase­convexa e semicontínua inferior. Então f é quase­converxa.

Prova: Sejam 1,a € 5. Se f(x) £ f(a) então pela quase­convexidade semi­estrita de
f devemos ter

f(Ar +(1— M)a) < max( f(x), f(a)) para cada À € (0,1).

Agora suponhamos que f(x) = f(a). Para mostrar que f é quase­convexa precisamos
mostrar que

f(Ar +(1— X)a) < f(r) para cada À € (0,1).

Suponhamos por contradição que

(ur +(1—­u7)a)> f(x) para cada nu € (0,1).
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Denote ur + (1 — u)a por z. Como f é semicontínua inferior existe um à € (0,1) tal
que

f(2) > SAz +(1—­2)2) > f(x) = f(a) (4.1)

Note que z pode ser representado como uma combinação convexa de Ar +(l1— A)z ea.
Visto que f(Ar + (1 — A)z) > f(a) logo pela quase­convexidade semi­estrita de f temos

fr + (1— 2)z) > f(a) > f(2) < ft +(1—X)z)

contradizendo (4.1). Esta contradição completa a prova.

Modificando a caracterização de funções quase­convexas diferenciáveis Mangasarian
[24] introduziu o conceito de funções pseudo­convexas da seguinte maneira: Uma função
diferenciável f(x) é pseudo­convera sobre o conjunto convexo S C IR" se a seguinte
implicação é verdadeira:

r1,aE 5,f(x)< f(a) > (VÍ(a),1r—a)<O. (4.2)

Existem duas possibilidades para generalizar esta noção para funções não diferenciáveis
por meio das derivadas de Dini. Diewert [9] definiu função pseudo­convera Dini inferior
trocando a implicação (4.2) com a implicação abaixo:

PCX(LDini): rn,a€S, f(x) < f(a) > Di f(a;r —=a)<O,

enquanto pseudo­converidade Dini superior é definida em [6, 7, 20, 21] pela seguinte
implicação:

PCX(UDini): tn,a€S, f(x) < f(a) > Dt f(a;r — a) <O.

Dizemos que f(x) é semicontínua inferior direcionamente sobre o conjunto convexo S
se a função s(t) = f(a +t(b— a)), t E [0,1] é semicontínua inferior para todo a,beE 5.

O próximo teorema mostra que se f é semicontínua inferior direcionalmente então
pseudo­convexidade implica em quase­convexidade e em quase­convexidade semi­estrita.

Mas antes precisamos do seguinte lema:
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Lema 4.1.2 ([15], Lema 3.2) Sejam f(x) definida sobre [a,b]) C IR” e a função s(t) =
f(a +t(b— a)) semicontínua inferior sobre [0,1]. Se eriste d= a+r(b—­ a) O0<r<1
tal que

f(d) > M := max(f(a), f(b))

então existem u,v E [a,b] para os quais temos

Stu) <fS(w) e Diflwyu­=v)>O0.

Se não existe segmento de linha (w,y) C [a,b] tal que f(x) é constante sobre (w,y)
com constante de valor K > M então a desigualdade acima vale da seguinte forma

fu) <f() e Diflojyu­=v)>0.

Teorema 4.1.1 ([8], Corolários 15 e 16) Sejaf semicontínua inferior direcionalmente
sobre o conjunto convexo S C IR”. Se f é pseudo convexa Dini superior sobre S então f
é quase­convexa e semi­estritamente quase­convexa sobre S.

Prova: Pelo Lema 4.1.1 toda função semi­estritamente quase­convexa e semicontínua
inferior direcionalmente é quase­convexa. Logo é suficiente provar que pseudo­convexidade
implica em quase­convexidade semi­estrita.

Suponhamos por contradição que f é pseudo­convexa Dini superior mas não é semi­
estritamente quase­convexa sobre 5. Disto segue que existem a,y € 5 e d E (a,y) tal que
f(a) < f(y) e f(d) > f(y). Mas

f(a) < f(y) > Dt f(ya­y)<O

pela pseudo­convexidade Dini superior de f. Esta última desigualdade e a semicontinui­
dade inferior de f garante a existencia de um ponto b € (d,y) tal que

f(a) < f(b8) < f(y) < f(d),

o que significa que f satisfaz a hipótese do Lema 4.1.2 sobre o segmento de linha [a, b].
Como f é pseudo­convexa Dini superior, / não pode ser constante sobre qualquer segmento
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de linha contido em [a,b] com constante superior a f(b). Logo pelo Lema 4.1.2 existe
u,v E [a,b] tal que

fu)<fw) e Difuu­v)>O,

o que contradiz a hipótese de pseudo­convexidade superior Dini. Esta contradição com­
pleta a prova. "

4.2 Invexidade

À poucos anos atrás, Hanson [17] considerou funções diferenciáveis do IR" em IR para
as quais existe uma função vetorial n(x,u) E IR” tal que

f(z) — f(u) > [7(2, u)]'V f(u). (4.3)

Claramente, funções convexas diferenciáveis satisfazem (4.3) visto que neste caso po­
demos tomar n(x,u) = x — u. Os resultados iniciais de Hanson inspiraram uma grande
quantidade de trabalhos posteriores. Por exemplo, Craven [4] chamou funções satisfazendo
(4.3) de invexas, Ben­Israel e Mond [1] (também Craven e Glover [5]) mostraram que a
classe de funções invexas é equivalente a classe de funções em que pontos estacionários
são mínimos globais.

Teorema 4.2.1 ([1], Teorema 1) Uma função f é invexa se e somente se todo ponto
estacionário de f é um mínimo global.

Prova: Claramente, se f é invexa, então V f(u) = 0 implica f(x) > f(u). Suponhamos
agora que

Se V f(u) = O tome n(z,u) = 0. Se Vf(u) £ O tome

ofsia ATOTO MARA
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Corolário 4.2.1 Se f não possui pontos estacionários então f é invexa.

Prova: Segue imediatamente da última parte do teorema acima.

Hanson [17] notou que as condições,

M(z,u)]'Vf(4) > 0 f(x) — f(u) >O

f(x) — f(u) < 0 [n(z, u)]'VS(u) < O.

são extensões simples de (4.3).

Craven chamou as funções satisfazendo (4.4) e (4.5) de pseudo­invexas e quase­invexas,
respectivamente.

E claro que tomando n(r,u) = (7 — u) que funções convexas, pseudo­convexas, quase­
convexas são respectivamente, invexas, pseudo­invexas e quase­invexas. Também é óbvio
a partir das definições que funções invexas são pseudo­invexas e quase­invexas. Segue
facilmente do teorema 4.2.1 que funções pseudo­convexas e pseudo­invexas são invexas.
Assim não existe distinção entre funções pseudo­invexas e funções invexas.

4.3 Invexidade­Dini

Seja a função f(x) definida sobre o conjunto aberto S C IR”. Sejam u E Sy u+
tnít,u)E Set>O.

Definição: 4.3.1 Uma função f : S — IR é chamada invexa Dini superior em u se existe
uma função vetorial, n: S x 5 — IR" tal que a desigualdade

f(x) — f(u) > D* f(u,n(z,u)) (4.6)

é válida para cada x pertencente ao domínio da f.
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Uma função f(x) é chamada invexa Dini superior sobre S C IR” se ela for invexa Dini
superior em cada ponto de 5.

Definição: 4.3.2 Uma função f : 5 — IR é chamada pseudo­invera Dini superior em u
se existe uma função vetorial, nº: 5 x S — IR? tal que a condição

D* f(u,n(z,u)) > 0 = f(x) — f(u) 20 (4.7)

é válida para cada x pertencente ao domínio da f.

Uma função f(x) é chamada pseudo­invexa Dini superior sobre 5 C IR” se ela for
pseudo­invexa Dini superior em cada ponto de 5.

Notemos que a condição (4.7) é equivalente a seguinte condição

Se a função f(x) satisfaz esta implicação com S = V(u), onde V(u) é uma vizinhança
de u, então f(x) é localmente pseudo­invexa em u.

Definição: 4.3.3 Uma função f : 5 — IR é chamada quase­invexa Dini superior em u
se eriste uma função vetorial, n: 5 x 5 — IR” tal que a condição

f(x) — f(u) < 0 => D* f(u,n(z,u)) SO (4.8)

é válida para cada x pertencente ao domínio da f.

Uma função f(x) é chamada quase­invexa Dini superior sobre S C IR" se ela for
quase­invexa Dini superior em cada ponto de 5.

Se trocarmos D* f(u,n(r,u)) por Di f(u,n(r,u)) nas definições 4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3
teremos invexidade Dini inferior, pseudo­invexidade Dini inferior e quase­invexidade Dini
inferior, respectivamente.
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Teorema 4.3.1 Se f é invera Dini superior em u então f é pseudo­invexa Dini superior
em u.

Prova: Como f é invexa Dini superior em u, temos que existe uma função vetorial
n(x,u), tal que a condição

é válida para cada x pertencente ao domínio da f. Logo se D* f(u,n(x,u)) > O temos que
f(x) — f(u) > O para cada rx pertencente ao domínio da f. Portanto f é pseudo­invexa
Dini superior em u. "

Teorema 4.3.2 Se f é invexra Dini superior em u então f é quase­invexa Dini superior
em u.

Prova: Como f é invexa Dini superior em u, temos que existe uma função vetorial
níxr,u), tal que a condição

f(x) — f(u) > D* f(u,n(x,u))

é válida para cada z pertencente ao domínio da f. Logo se f(x) — f(u) < O temos que
D+ f(u,n(r,u)) < O para cada z pertencente ao domínio da f. Portanto f é quase­invexa
Dini superior em u. O

Seja S C IR” um conjunto aberto então qualquer que seja d E IR” é uma direção) ]

factível sujeito a 5 em u.

Definição: 4.3.4 Dizemos que um ponto u E S é um ponto inf­estacionário de f(x) sobre
S se a condição Dy1 f(u;d) > O é satisfeita em u para toda direção d factível.

Teorema 4.3.3 Sejam a função f(x) pseudo­invera Dini superior sobre o conjunto con­
vero aberto S C IR” eu E S um ponto inf­estacionário de f(x) sobre S. Então f(x) possui
um mínimo global sobre S.

Prova: Suponhamos por contradição que existe um ponto z E 5 tal que f(2) <
f(u). Pela definição de pseudo­invexidade Dini segue que D,y f(usn(z,u)) < 0. Como
Dr. f(u;d) > O para toda direção factível e como n(z,u) é factível, portanto o ponto u
deixa de ser um ponto inf­estacionário de f(x). Esta contradição completa a prova. ­— D
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Ben­Israel e Mond [1] (também Hanson e Mond [18]) consideraram uma classe de
funções chamada pré­invexa, para as quais existe uma função vetorial n : 5 xS — IR" tal

que para cada r,u € S, u+ An(r,u) E S e tem­se

f(u+Inlz,1)) < M(2) + (1­9), — 0<X<L. (4.9)

Eles observaram que funções diferenciáveis satisfazendo (4.9) também satisfazem (4.3).

O próximo exemplo de Weir e Mond [35] (também de Weir e Jeyakumar [36]) é um
exemplo simples de uma função que não é convexa mas é pré­invexa.

Exemplo 4.3.1 Seja

f é pré­invexa com 17 dado por

xT—­y sey<O T<oO;

xT—y sey>0 x>O;n(z,y)=
y­—­xr sey>0 T<O;

y­r sey<O x>O0.

O dois teoremas a seguir de Weir e Jeyakumar [36] nos diz que: como para funções
convexas, todo mínimo local de uma função pré­invexa é um mínimo global e combinações
lineares não­negativas de funções pré­invexas são pré­invexas.

Teorema 4.3.4 /36] Seja f : 5 —s IR pré­invexa, S C IR”. Então qualquer mínimo local
de f é um minimo global.

Prova: Seja p € S um mínimo local de f, suponhamos que f(x) < f(p) para algum
x E 5. Como f é pré­invexa existe uma função vetorial n : S x 5 — IR" tal que

Mf(x) + (1­2) f(p) > f(p + An(x,p)), O<A<L
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Ássim

S(p + An(x,p)) — f(p) < Alf(x) — f(D)] <O

para À > O, arbitrário pequeno, contradizendo a otimalidade local de p.

Teorema 4.3.5 [36] Seja f;: S —s IR pré­invexa (com o mesmo n)i=1,2,...,k. Então
3  yifi(o) é pré­invexza (com o mesmo nm), onde y; > O, i=1,2,...,k.

Prova:
k k

2 vifila) +(1—) 2 vifi(y) =

=X ylMS(1) + (1—­ N)f)) > 2 yifily + An(z,y)).
1=1

Agora damos uma condição suficiente para a invexidade Dini.

Teorema 4.3.6 Se f é pré­invera em u então f é invexa Dini superior em u.

Prova: Se f é pré­invexa em u então existe uma função vetorial, n(z,u), tal que a
condição,

f(u+tn(z,u))— f(u) <tlf(z)­ f(u)), —O0O<1t<1

é válida para cada rx pertencente ao domínio da f. Supondo t£ > O e dividindo por t
obtemos

fS(u+tn(z,u))— f(u)
t

tomando o lim sup quando t — 0* temos

lim sup [4 tnía, 1) = SC)
t—0o+ t

< f(x)— f(u)

< f(2) — f(u).

Logo f é invexa Dini superior em u.

Como vimos anteriormente no Exemplo 4.3.1 a função f(x) = —|rx| é pré­invexa, assim
pelo resultado anterior f é invexa Dini, mas se definirmos invexidade com a derivada
direcional de Clarke a função anterior deixa de ser invexa, conforme um resultado de
Phuong, Sach e Yen ([29], Exemplo 4.1).
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4.4 Quase­diferenciabilidade superior generalizada

Recentemente Komlosi [22] introduziu o conceito de quase­diferenciabilidade generali­
zada da seguinte maneira.

Definição: 4.4.1 Uma função f(x) é chamada quase­diferenciável superior generalizada
em u se a derivada de Dini direcional superior direita D* f(u; d) é finita para cada d E IR”
e quase­convexra em d.

Recordamos que uma função v(d), d E IR” é quase­convexa se e somente se 5, = (d €
IR” | p(d) < c) é convexo para cada c E JR.

Uma função f : IR” — IR é chamada positivamente homogênea se para todo x E IR”
temos

f(Az) = Af(ox), 0<A< co.

A envoltória semicontinua inferior de f é a função cujo epígrafo é o fecho em IR"+'
do epigrafo de f.

O fecho de uma função convexa f é a envoltória semicontínua inferior de f se f não
atinge o valor —co em seu dominio, e é a função constante —oo se f é uma função convexa
impropria tal que f(x) = —oo para algum x. Denotamos o fecho de f por cl/f.

A propriedade mais importante de uma função quase­diferenciável superior genera­
lizada é que sua D* f(u;d) é uma função quase­convexa positivamente homogênea na
variável d, assim o próximo resultado de Crouzeix produz uma ferramenta eficiente para

analisarmos posteriormente propriedades de funções quase­diferenciáveis superiores gene­
ralizadas.

Lema 4.4.1 ([7]), Proposição 12 e Corolário 13) Seja (d) uma função quase­convera
positivamente homogênea de IR” em IRU f+oo). Suponha que dom é £ Q. Se uma das
duas próximas condições é verdadeira:

(Cl) ç(d)>0 paratodo de IR",

(C2) Á(d)<0 paratodo de dom

então vÁ(d) é conveza.

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”". 12 13 14 15 16 17 18



50

Direções de descida: o vetor d E IR” é chamado uma direção de descida da função

f(r) em u se existe T > O tal que para qualquer O <t < T temos f(u+td) < f(u). Às
direções de descida de f(x) em u formam um cone, o qual denotamos por Dyr(u).

Direções de descida fraca: o vetor d € IR” é chamado uma direção de descida fraca
da função f(x) em u se para cada T > O existe O <t < T tal que f(u+td) < f(u). As
direções de descida fraca de f(x) em a formam um cone, o qual denotamos por W Dr(u).

AÀ próxima inclusão é uma consequência imediata das definições:

Di(a) € W Ds(a).

Introduzimos os seguintes cones

Dy4(u):= (de R" | Dif(u;d) <04,

Dt(u):= (de Rº | D'f(u;d) <O0).

O cone D*(u) (Dz (u)) é chamado o cone de direções de descida Dini (fraca) de f(x)
em u. O termo descida é justificado pelas seguintes inclusões:

D*t(u) € Di(u) CWDj(u) e D*(u)C Di(u)C WDy(u). (4.10)

Já que D* f(u;d) é quase­convexa, assim Dt(u) é um cone convexo.

Separemos a parte negativa e não­negativa de D* f(u; d), definimos então as funções
0­(d) e 9,(d) a partir de D* f(u; d):

Dtf(ud) se de D*(u);
+oo caso contrário,0­(d) := |

se de Dt(u);
caso contrário.
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Não é difícil ver que os conjuntos de nível 0­(d) < ce 04,(d) <c, c E IR são convexos,
consequentemente 9. (d) e 0, (d) são funções quase­convexas e além disso elas também são
positivamente homogêneas. De acordo com o Lema 4.4.1 09.(d) e 0,(d) são funções con­
vexas. Visto que dom 0,7 = IR", portanto 9,(d) é uma função positivamente homogênea
contínua e assim, por um teorema bem conhecido da análise convexa ([31], Teorema 13.2)
ela é a função suporte de um conjunto convexo fechado não vazio, o qual denotamos por
04 f(u), assim temos

O4(d) = sup((v,d) |» E 94 f(u)). (4.11)

Levando em conta que O < 0,(d) < +co para cada d E IR" segue que 0, f(u) é
compacto, 0 E 047 f(u) e a operação sup em (4.11) pode ser trocada com a operação max
de acordo com o teorema de Weierstrass.

Infelizmente a função 0­(d) não é em geral semicontínua inferior, assim não podemos
aplicar para ela o teorema da representação citado acima. Podemos contornar esta des­

vantagem de 3(d) se trabalharmos com o fecho da função cl 0.(d). A função cl 3 (d)
é uma função convexa positivamente homogênea semicontínua inferior e assim ela é a
função suporte de um conjunto convexo fechado não vazio denotado por 0f(u), o que
significa que

cla (d) = supfí(w,d)|w E 0­ f(u)). (4.12)

Vale a pena mencionar que no caso de D*(u) = 0) temos 3f(u) = IR”.

Definição: 4.4.2 O conjunto convexo fechado 8f(u) é chamado de quase­subdiferencial
de f(x) em u.

Teorema 4.4.1 ([21], Teorema 2) Seja a função f(x) quase­diferenciável superior ge­
neralizada em u E IR”. O ponto u é um ponto inf­estacionário local de f(x) se e somente
se temos que 0 € 0. f(u).

Prova: Condição necessaria: Suponhamos que u € IR” seja um ponto inf­estacionário
local de f(x). Disto segue que D*t(u) = À) e por esta razão 0. f(u) = IR”.
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Condição suficiente: Suponhamos que O € 0f(u). Então para todo d E IR” temos a
seguinte desigualdade

cl. (d) = supí((u,d) |w ed f(u))>O. (4.13)

Suponhamos por contradição que o ponto u não é um ponto inf­estacionário local de
f(x), assim o cone convexo D*t(u) não é vazio e então o seu interior relativo também
não é vazio. Seja do E riD+t(u) arbitrário (riD*(u) denota o interior relativo de D*(u)).
Como o cld­(d) coincide com 3(d) sobre ri dom 0.(d) = riD*(u) (cf. ([31], Teorema
7.4)) portanto temos

clô­ (do) = O­(do) = D* f(u;do) < O,
o que contradiz (4.13) logo u é um ponto inf­estacionário local de f(x).

O próximo teorema é uma versão modificada do que pode ser encontrado em ([21],
Teorema 3).

Teorema 4.4.2 Seja a função f(x) quase­diferenciável superior generalizada em u E IR”.
Então as seguintes afirmações são verdadeiras.

1) 0 E O f(u) é uma condição necessaria para u ser ponto de mínimo local de f(x).

11) Se em adição f(x) é localmente pseudo­invexa Dini superior em u então 0 E 0 f(u)
é uma condição suficiente para u ser ponto de mínimo local de f(x).

Prova: Seja u E IR” um ponto de mínimo local de f(x). Então u é um ponto inf­
estacionário local de f(x) e pelo teorema 4.4.1 temos a inclusão 0 E 0 f(u), assim à) esta
provado.

A partir da inclusão 0 E 3­f(u) pelo teorema 4.4.1 segue que u é um ponto inf­
estacionário de f(x) e como por hipótese f(x) é localmente pseudo­invexa Dini superior
em u, pelo teorema 4.3.3 segue o resultado desejado. "
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4.5 Quase­diferenciabilidade superior generalizada re­

gular

Definição: 4.5.1 Uma função f(x) quase­diferenciável superior generalizada em u E IR”
é chamada regular se ela possui as seguintes propriedades:

Ri) Dt f(a;d) é semicontínua inferior em ad,

Rii) o cone convexo D*(u) é aberto.

Teorema 4.5.1 ([15], Teorema 4.7) Seja a função f(x) contínua e quase­convera em
volta de u E IR”. Se Dt f(u;d) é uma função semicontínua inferior finita na variável d
então f(x) é quase­diferenciável superior generalizada regular em u.

Aplicando um resultado de Rockafellar ([31], Teorema 7.5) e levando em conta a
continuidade de 0, (d) temos

Dtf(ud) se declDt(u);
"É

(4.14)
+oo caso contrário,cld­(d) := |

0 se declDt(u);
Dt f(u;sd) caso contrário.d1(d) := | (4.15)

Combinando estes fatos com (4.11) e (4.12) obtemos

supí(d,9) : 9 € O­f(u)) se declD*(u),
(4.16)

maxf(d,v) : vE 04 f(u)) se déclD*(u),D* f(u;d) = |
supí(d,9) : g Ed f(u))=+0oo, se déclD*(u), (4.17)

maxf(d,yv) : vE 04 f(u)) =0, se declDt(u). (4.18)

Aplicando o Lema 3.2.1 para funções quase­diferenciáveis superiores generalizadas
obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 4.5.2 ([6], Proposição 11 e [22], Teorema 3.13) Seja a função hji(x),j =
1,2, ..., k contínuas direcionalmente e quase­diferenciáveis superiores generalizadas (regu­
lar) emu € IR”. Então a max­função

h(x) = max(hi(x): j=1,...hk)

é quase­diferenciável superior generalizada (regular) em u e

O­h(u) = conv U (O­hi(u):i E I(u)),

0,7 h(u) = conv U (0, hi(u) :1 E I(u))
(conv M denota a envoltória convexa do conjunto M).
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Capítulo 5

Condições de otimalidade

Agora estudaremos condições necessarias de otimalidade para os seguintes problemas:

minimizar f(x)
|

(P1)
sujeito a r EC, CCR”,

minimizar f(x)
:o

(P2)
sujeito a C=(x7 ER": gj(r) <0, 1 =1,2,...,m).

Um dos propósitos principais da teoria de otimização é caracterizar a solução ótima
local dos problemas (P1) e (P2).

Os resultados obtidos para estes problemas dependem crucialmente das propriedades
impostas sobre as funções envolvidas, contudo, existe uma idéia comum na grande maioria
das diferentes aproximações, isto é, a aproximação das funções do problema por uma
derivada apropriada em um dado ponto.

Derivada significa, neste contexto, uma certa classe de derivada direcional generalizada
e apropriada significa que a derivada possui algumas propriedades “satisfatórias” tal como
linearidade, convexidade, continuidade, etc.

Para funções diferenciáveis a derivada direcional é linear em função da direção. Para
funções convexas ou quase­diferenciáveis a derivada direcional e para funções Lipschitz
localmente a derivada direcional de Clarke é convexa em função da direção [3, 31].

DO
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Estes exemplos, com muitos outros, mostra que a maioria do desenvolvimento de
classes de problemas de otimização são aqueles que admitem uma certa classe de derivadas
direcionais generalizadas convexas. À razão disto parece ser muito simples: os resultados
da análise convexa garantem uma enorme quantidade de propriedades para estas classes.

Recentemente alguns autores fizeram tentativas para extender a estrutura de convexi­
dade trocando a suposição de convexidade pela condição de quase­convexidade e a deri­

vada direcional pela derivada Dini direcional superior direita D* f(a;d) [6, 7, 9, 21, 22].

5.1. Problema (P1)

Estudaremos primeiro o problema (P1). Seja a uma solução factível deste problema,
assim a E C.

Direções factíveis: o vetor d E IR” é chamado uma direção factível sujeito a C em a se
existe T > O tal que para qualquer 0 <t < T temos a +td E C. Às direções factíveis de
C em a formam um cone denotado por C(a).

Por meio das direções de descida fraca podemos formular a seguinte condição de
otimalidade.

Condição de otimalidade necessaria básica: se a € C é uma solução ótima local do
problema (P1) então a próxima condição deve ser verdadeira:

WDrs(a)NC(a)=9. (5.1)

Apesar desta condição parecer ser bastante simples uma descrição conveniente dos
cones W D;s(a) e C(a), contudo, não é em geral uma tarefa fácil, para obtermos condições
de otimalidade mais úteis, uma maneira simples é aproximarmos o cone W Dr(a) por uma
aproximação da função objetivo f(r) em a com alguma classe de derivada generalizada.

Estudaremos o caso em que as derivadas de Dini direcionais são usadas para aproxi­
marmos a função objetivo.
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Pelas inclusões (4.10) o cone D*t(a) é uma aproximação interna para Ds(a) e W Dr(a)
enquanto que D*t(a) e D;y(a) produzem aproximações internas para W Ds(a).

Por isso as próximas condições são necessarias para a € (7 ser uma solução ótima local
para o problema (P1):

Dyi(a)NC(a)=9, (5.2)

D*(a)NC(a) =. (5.3)

Vale a pena mencionar que se a função objetivo f(r) é pseudo­invexa Dini inferior
(localmente) em a sujeito a C então a condição (5.2) é suficiente para a ser uma solução
ótima (local) do problema (P1). O mesmo é verdadeiro para a condição (5.3) se f(x) é
pseudo­invexa Dini superior (localmente) em a sujeito a C.

O próximo teorema que resume as afirmações anteriores é uma versão modificada do
que pode ser encontrado em ([9], Teorema 20, Teorema 21).

Teorema 5.1.1

1) À condição (5.2) é necessaria para a E O ser uma solução ótima local do problema
(Pl).

à) A condição (5.2) é suficiente para a E C ser uma solução ótima (local) do problema
(PI!) se f(x) é pseudo­invexza Dini inferior (localmente) em a sujeito ao conjunto
convexo aberto C.

it) A condição (5.3) é suficiente para a E O ser uma solução ótima (local) do problema
(P1) se f(x) é pseudo­invexa Dini superior (localmente) em a sujeito ao conjunto
convexo aberto C.

Estudaremos a seguir a forma geométrica da condição de otimalidade (5.3) para o
problema (P1) em que a função objetivo f(x) é quase­diferenciável superior generalizada.
Para isto introduziremos alguns conceitos geométricos. Por simplicidade, suponhamos
que o conjunto factível C é localmente convexo em a E (, o que significa que existe uma

vizinhança G de a tal que o conjunto C N (7 é convexo. Neste caso C(a), o conjunto das
direções factíveis em a é um cone convexo. Sejam introduzidas as seguintes noções:
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Cone tangente: o cone convexo fechado

Te(a) = cl C(a)

é chamado o cone tangente a Cem a.

Cone normal: isto é o cone polar do cone tangente Tc(a) , que é

Ne(a) = Tc(a)" = (2: (z,d) <O0, paratodo de Te(a)).

Separabilidade estrita: Os conjuntos C1, C2 C IR” são chamados estritamente separa­
veis se existe um hiperplano e um número positivo À > O tal que os conjuntos Cy + BB e
C2 + BB pertencem a sub­espaços diferentes determinados pelo hiperplano dado. Aqui B
denota a bola unitaria do IR”.

Proposição 5.1.1 ([31], Teoremas 11.1 e 11.4) Os conjuntos não vazios M, e M,
são estritamente separaveis se e somente se existe um vetor d E IR" tal que as seguintes
desigualdades valem:

infí(u,d) : u € M1) > sup((2,d) : z E M3). (5.4)

Os conjuntos converos não vazios C7 e Ca são estritamente separaveis se e somente
se a desigualdade

0 <inffllu—z|:uEeCi z E Co), (5.5)

é satisfeita, a qual é equivalente a

0 E cl = C). (5.6)

Em virtude da condição (Rii) da definição 4.5.1, a condição (5.3)

D*(a)NC(a)=0

é equivalente para funções quase­diferenciáveis superiores generalizadas regulares a condição

D*(a)NTe(a) =. (5.7)
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Teorema 5.1.2 ([22], Teorema 2.3) Seja a função f(x) quase­diferenciável superior
generalizada regular em a E C. Então as seguintes condições são equivalentes:

Qi) Dt(a)NTo(a)ÃÊO,

QCu) —O­f(a)eNo(a) são estritamente separaveis,

Qi) O<m=infillz+gl: z E No(a), 9 € 3­f(a)),

QCiv) 0 clNeo(a)+ Of(a).

Prova: À equivalencia das condições (QCit), (QC11) e (QUiv) segue imediatamente
da Proposição 5.1.1. Para provar a implicação (QCi) = (QCi) provemos que para
qualquer

dE D*(a)NTe(a)NS (5.8)

m > —D,;.f(a;d)>O. (5.9)

Suponhamos que d, ||d]l = 1, satisfaz a inclusão (5.8) e z € No(a), g E Of(a)
arbitrários. Então por um lado temos que (z,d) < O e por outro lado, pela desigualdade
de Cauchy­Schwarz e (4.16) temos que

o que prova (5.9).

Agora provemos a implicação contrária (QCiti) > (QC1). Suponhamos que m > O.
Seja w o elemento de menor norma do conjunto convexo fechado cl[Nc(a) + d­ f(a)]. É
óbvio que ||w|| = m. Introduzimos o vetor normalizado s como sendo:

s=—— (5.10)lee]

Mostremos que
s € D(a)NTe(a)NS. (5.11)
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Segue a partir da propriedade de menor norma de w que as seguintes desigualdades
valem para qualquer z € Nc(a) e g € 9— f(a) (cf.([25], Teoremas 4.2.7 e 4.2.9))

(g+z—­w,w)>0 e (gt+z,w)>(w,w).

Disto temos que (g + z,s) < —m, ou equivalentemente que

(9,5) <—­m—(2z,s). (5.12)

Como Nr(a) é um cone, (5.12) deve ser satisfeita para tz ao inves de z, assim para
qualquer t > O temos que

(9,5) < [­(2, )]t=m, t>O.

Disto segue imediatamente que

(2,8) <O para qualquer z E Neo(a) (5.13)

(9,5) <­m <O para qualquer — g€ Of(a) (5.14)

De (5.13) temos que s € Nc(a)* = Tç(a) enquanto que de (4.16), (4.17) e (5.14) temos

D*(a;s)<—­m+<O, (5.15)

o que prova que s E D*t(a), consequentemente o vetor s satisfaz a inclusão (5.11). A
prova esta completa. "|

O próximo teorema expõe a existência de direção de máxima descida Dini normalizada.

Teorema 5.1.3 ([22], Teorema 2.5) Seja a condição

0 é cllNo(a) + 3­f(a)]

satisfeita. Seja w o elemento de menor norma do conjunto convexo fechado cllNe(a) +
Of(a)l. Seja s o vetor definido por

— w
leo]
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s € D'(a)NTe(a)NS

p € D'(a)NTc(a)NS, pÉs,

D* f(a;p) > D* f(a;s) = —=m. (5.17)

Prova: A afirmação (5.16) segue da prova do Teorema 5.1.2. Seja p um vetor arbitrário
satisfazendo a hipótese. Como D* f(a;p) < O por (4.16) para cada g E 8. f(a) temos que
(9,p) < D* f(a;p), consequentemente, sabemos que (z,p) < O para qualquer z E No(a)
dai segue que

(g+2,p) < D* f(a;p) (5.18)

para qualquer g € 9. f(a) e z E Nc(a). Como w é um ponto de acumulação do conjunto
Ne(a) + 0 f(a) segue de (5.18) que

Da desigualdade de Cauchy­Schwarz temos que (s,p) > —1 e desta desigualdade junto
com (5.19) temos que

D*f(a,p) > —m. (5.20)

Comparando (5.14) e (5.9) temos que Dt f(a;s) = —m. Combinando esta equação
com (5.20) obtemos (5.17). À prova esta completa. [

Na condição suficiente do próximo teorema, o qual é uma versão modificada de ([21],
Corolário 2), a hipótese de f ser pseudo­convexa Dini superior foi trocada com a hipótese
de pseudo­invexidade Dini superior.

Teorema 5.1.4 Seja f(x) uma função quase­diferenciável superior generalizada regular
ema€EC. Sea é uma solução ótima local do problema (P1) então a seguinte condição é
válida:

0 E cllNe(a) + 8. f(a)] (5.21)
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Se em adição f(x) é pseudo­invera Dini superior (localmente) em a sujeito a C então
a condição (5.21) é suficiente para a ser uma solução ótima (local) de (P1).

Prova: À necessidade de (5.21) segue dos Teoremas acima e da condição (5.7). Pro­
vemos a condição suficiente para f pseudo­invexa Dini superior.

Suponhamos por contradição que existe z € C tal que f(2) < f(a). Pela definição
de pseudo­invexidade Dini superior temos que D* f(a;d) < 0, onde d = n(z,a) E C(a).
Como d € D*(a) e não é difícil ver que

O < sup((v,d) : v € d­f(a) + Neo(a)) = supí(w,d) : w € 09. f(a)) =

= cld.(d) = D*'f(a;d) <O.

Esta contradição completa a prova.

5.2 Problema (P2)

O criterio de otimalidade (5.1) é adequado para obtermos criterios de otimalidade para
o problema (P2).

Uma maneira para obtermos estes criterios é a seguinte: E óbvio que se K é uma
aproximação interna de C(a), isto é se K C C(a), então as condições

KnWDs(a)=0, KnND;(a)=0 e KnNnD'(a)=0

são todas condições necessarias locais de otimalidade para o problema (P1).

Agora construiremos uma aproximação interna de C(a) para o problema (P2) usando
as derivadas de Dini direcionais das funções restrições.

Recordamos que a restrição g;(x) < O é chamada ativa em a se g;(a) = 0. O conjunto
de índices (1,2,...,m) é denotado por 1 e I(a) C TI denota o conjunto de índices das
restrições ativas em a. Consideremos o seguinte cone:

K=(deKW: D'igi(a;d) <+0o, je, D*'gi(a;d) <0O0, j E I(a)).
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Teorema 5.2.1 ([9], Corolário 23) O cone K é uma aprozimação interna de C(a),
consequentemente

Kn WDr(a) = 0

é uma condição necessaria para a minimização do problema (P2).

Prova: Seja d E K arbitrário. Paraj E I(a) a condição Dtg;(a;d) <O e parajE,
] € I(a), a condição D*g;(a;d) < +co implicam que existe T; > O, j E 1 tal que para
todo 0 <t < T; temos g;(a + td) < O. Isto significa que d € C(a). "

As vezes é melhor transformar o problema de minimização (P2) em um problema de
minimização sem restrições. Uma maneira para fazer isto é a seguinte.

Associamos a (P2) o seguinte problema:

minimizar h(x) x € IR”
(P3)h(z) = max(f(z) — f(a), g1(0), ..,In(a)).

O parentesco entre (P2) e (P3) esta descrito no próximo lema dado por komlosi ([15),
Lema 5.6) o qual é uma variante do que pode ser encontrado em ([6], Proposição 8).

Lema 5.2.1

i) Sea E JR” é uma solução ótima de (P2) então a também é uma solução ótima de
(P3).

ii) Suponhamos que f(x) é semicontínua superior direcionalmente e as funções res­
trições g;(x) são todas quase­converas e semi­estritamente quase­convexas sobre C.
Além disso suponhamos que existe z E C tal que g;(z2) < O para todo j. Sea é uma
solução ótima de (P3) então a é uma solução ótima de (P2).

Prova: i) Seja a € C uma solução ótima de (P2). Então h(a) = 0. Suponhamos que
a não é ótimo para (P3). Então existe u E IR” tal que h(u) < h(a) = O. Disto segue que
Íf(u) < f(a) eu € CO, o que contradiz a otimalidade de a. Esta contradição prova que a
também é ótimo para (P3).
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11) Seja a E O uma solução ótima de (P3). Suponhamos que a não é ótimo para (P2).
Então existe u E JR” tal que f(u) < f(a) e g;i(u) < O para todo j. Restringimos as funções
do problema para o seguimento de linha [z,ul. Como as funções restrições são quase­
convexas e semi­estritamente quase­convexas, logo g;(r) < O para todo r E (z,u) e para
todo j. Como f(x) é semicontínua superior em u, existe b E (z,u) tal que f(b) < f(a).
Como g;(b) < O para cadaj temos que h(b) < O < h(a), o que contudo, contradiz a
otimalidade de a. Esta contradição prova ti). O

Combinando o Lema 5.2.1 e os Teoremas 4.1.1, 4.4.2 e 4.5.2 temos a seguinte condição
de otimalidade para o problema (P2).

Teorema 5.2.2 ([6], Proposição 12) Sejam as funções f(x), gji(x), j = 1,2,...,m
quase­diferenciáveis generalizadas em a e continuas direcionalmente em alguma vizinhança
de a.

1) Sea é uma solução ótima do problema (P2) então temos

O E conv[í(UI. g;(a): ]j E I(a)) UU 3 f(a)|. (5.22)

ii) Se as funções restrições são PC X(U Dini) sobre C e Slater regular e f é PC X(U Dini)
em a sujeito a C então a condição (5.22) é suficiente para a ser uma solução para
(P2).

Através do Teorema 4.5.2 é possível expressar o cone normal Ne(a) em termos de
quase­subdiferenciais das funções restrições.

Teorema 5.2.3 ([22], Teorema 3.14) Sejam as funções restrições em (P2) contínuas
direcionalmente e a condição de regularidade Slater satisfeita. Sejam ainda as restrições

ativas quase­diferenciáveis superiores generalizadas e PCX(U Dini) ema. Então a igual­
dade a seguir é válida:

No(a) = cl cone conv(UA g;(a): 3 E I(a)).

Combinando este resultado com o Teorema 5.1.4 obtemos a seguinte condição de
otimalidade tipo Kuhn­ Tucker.
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Teorema 5.2.4 ([22], Teorema 4.2) Sejam as funções restrições e a função objetivo de
(P2) quase­diferenciáveis superiores generalizadas e quase­diferenciável superior genera­
lizada regular em a E CC, respectivamente. Sejam as funções restrições contínuas direcio­

nalmente em a e Slater regular sobre C. Sejam ainda as restrições ativas PCX(U Dini)
em a. Então

0 E cl[0­f(a)+ cone conv UA g;(a): ] E I(a))] (5.23)

é uma condição necessaria para a ser uma solução ótima local do problema (P2).

Se em adição f(x) é PCX(U Dini) (localmente) em a sujeito a C então a condição
(5.23) é suficiente para a ser uma solução ótima (local) de (P2).
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