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RESUMO

As tradicionais condi¢Oes necesséarias de otimalidade fornecidas pelo Principio do Méximo
de Pontryagin podem nao ser validas em alguns problemas de controle 6timo com restri-
¢Oes mistas, mesmo em aplicagoes simples. Para lidar com isso, neste trabalho propomos
um novo conjunto de condigoes necessarias de otimalidade de primeira ordem, do tipo
sequencial, para problemas de controle 6timo que podem envolver func¢oes de custo nao
suaves, campos vetoriais nao suaves e restricoes mistas de estado e de controle na forma
de igualdades e desigualdades. Denominamos tal conjunto de Principio do Maximo Fraco
Assintético. Como uma segunda contribuicao, apresentamos uma variante adequada do
método de Lagrangiano aumentado classico capaz de gerar sequéncias que satisfazem es-
sas condigoes e discutimos suas propriedades de convergéncia em relagao a otimalidade e
factibilidade. Para demonstrar a viabilidade pratica do algoritmo proposto, fornecemos
alguns resultados numéricos. Como terceira e tltima contribuicao, estudamos situacoes
minimas sobre as quais o principio do maximo fraco assintético implica no principio do

maximo fraco classico e derivamos uma nova condicao de qualificacao.

Palavras-chave: Condicoes de qualificacao. Dindmica e custo nao suaves. Método de

Lagrangiano aumentado. Principio do Maximo Fraco Assintético. Restrigoes mistas.



ABSTRACT

The traditional necessary optimality conditions provided by Pontryagin’s Maximum Prin-
ciple may not hold in some optimal control problems with mixed constraints, even in sim-
ple applications. To address this, we propose a new set of first-order necessary optimality
conditions, of sequential type, for optimal control problems that may involve non-smooth
cost functions, non-smooth vector fields, and state and control mixed constraints in the
form of equalities and inequalities. We call such a set of necessary optimality conditions
as the Asymptotic Weak Maximum Principle. As a second contribution, we present a
suitable variant of the classical augmented Lagrangian method capable of generating se-
quences that satisfy these conditions and discuss its convergence properties concerning
optimality and feasibility. To demonstrate the practical viability of the proposed algo-
rithm, we provide some numerical results. As a third and final contribution, we study
minimal situations under which the asymptotic weak maximum principle implies the clas-

sical weak maximum principle, and we derive a new constraint qualification.

Keywords: Constraint qualifications. Non-smooth dynamics and cost. Augmented La-

grangian method. Asymptotic Weak Maximum Principle. Mixed constraints.
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1 INTRODUCAO

Quando estudamos problemas de otimizacao, as condigdes necessarias de otimali-
dade sao inegavelmente importantes. Em um problema classico de programagao nao linear
com restrigoes de igualdades e desigualdades, onde as fungoes sao suaves, é conhecido que
as solucoes Otimas, sob algumas hipéteses, satisfazem regras de multiplicadores de La-
grange. Por exemplo, as condigbes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [46, 51]. No contexto
da teoria de controle 6timo, as condig¢oes necesséarias de otimalidade para problemas com
restricoes mistas de controle e de estado mais conhecidas sao dadas por formas fortes e
fracas do Principio do Maximo, do inglés Mazimum Principle (MP), [6, 7, 24, 28, 33, 34,
35, 36, 37, 52, 61, 73].

Como, a depender do problema de otimizacdo estudado, nem sempre podemos
encontrar solugdes exatas (analiticas), mesmo que elas existam, a verificagdo de condigoes
como KKT ou Principio do Méximo (forte ou fraco) pode ser uma tarefa muito dificil
ou mesmo impossivel. Felizmente, em muitos casos, isso nao é necessario, ja que uma
solucdo numérica aproximada (obtida por métodos numéricos) pode fornecer informagoes
suficientes para os propoésitos pretendidos. Numericamente, o que necessitamos sao de
condi¢oes de otimalidade que possam ser verificadas em cada iteracdo do método e que
fornecam alguma garantia de que, a partir da k-ésima iteracdo, a solucdo u* obtida seja
satisfatéria, levando a parada do algoritmo. As ferramentas teéricas que validam essa

abordagem sao fornecidas pelas condi¢des de otimalidade sequenciais.

Em linhas gerais, uma condicao de otimalidade sequencial associada a proposi¢ao
matematica &2 é satisfeita em u se existe uma sequéncia {u*} convergindo (em alguma
topologia) para u tal que 2 (u") é verificada. A proposicao deve ser formulada de modo

¥ convergindo

que, sempre que u € uma solucdao do problema, exista uma sequéncia u
(em alguma topologia) para u que satisfaca &?. Tipicamente, a validade de & esta
vinculada a uma sequéncia de varidveis de tolerdncia ao erro {e*} que converge (em
alguma topologia) para 0. Assim, se soubermos que um algoritmo gera uma sequéncia
que satisfaz 22, é seguro encerrar sua execucdo quando o pardmetro £ associado for

suficientemente pequeno.

Em [3], Andreani, Haeser e Martinez introduzem condigoes de otimalidade sequen-
ciais para problemas de programagao nao linear em espagos de dimensao finita chamadas
de Approzimate (ou Asymptotic) Karush-Kuhn-Tucker (AKKT) conditions. Essas condi-
¢oes podem ser consideradas como versoes inexatas das classicas condigoes KKT. Com
base no trabalho de Andreani, Haeser e Martinez, Borgens et al. em [13] estenderam o
conceito das condi¢bes AKKT para problemas postos em espagos de dimensao infinita,
mais especificamente em espagos de Banach (reais). Seus resultados sdo os mais gerais

dentre uma série de trabalhos relacionados, incluindo [14, 45, 75]. Dados os espagos de
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Banach (reais) % e 4, a versao do problema de otimizacio nao linear estudada em [13]
¢é dada por:
minimizar J(u) sobre u € C satisfazendo G(u) € K, (1.1)

em que C C B e K C % sio conjuntos nio vazios, fechados e convexos, e as fungoes
J: B—-ReG: B — P sio continuamente diferencigveis no sentido de Fréchet.

Diferentemente da programacao nao linear, condigdes de otimalidade sequenci-
ais para problemas de controle 6timo permanece uma area pouco explorada. Tendo em
mente esta constatagdo e motivados pelas andlises das condigoes AKKT (dimensao finita
e infinita), o presente trabalho tem como objetivo investigar condigoes necessérias de oti-
malidade de primeira ordem, do tipo sequencial, para problemas de controle étimo que
podem envolver funcoes de custo nao suaves, campos vetoriais nao suaves e restrigoes mis-
tas tanto nas variaveis de controle quanto nas variaveis de estado, na forma de igualdades

e desigualdades. O problema em questao, denotado por (P), tem a seguinte apresentagao:

minimizar ¢(x(S),z(T))
sobre fungoes absolutamente continuas x : [S,T] — R" e fun¢des mensuraveis

u: [S,T] — R™ satisfazendo

B(t) = F(t 2(0),u(t)  q.tp. em [S,T], (12)
0=0b(t,x(t),u(t)) q.t.p. em [S, 71, (1.3)
0> g(t,x(t),u(t)) q.t.p. em [S,T], (1.4)
u(t) € U(t) q.t.p. em [S,T7, (1.5)
(z(9),x(T)) € C, (1.6)

em que o intervalo [S,T], as fungoes ¢ : R" x R" — R, f : [S,T] x R" x R™ — R",
b:[S,T] x R" x R™ — R™ e g : [S,T] x R" x R™ — R™ a multifuncio' nio vazia
U:[S,T] ~ R™ e o conjunto C' C R" x R" sao dados.

Como apontado por de Pinho e Rosenblueth em [30], é bem conhecido que o Prin-
cipio do Méximo de Pontryagin [68] geralmente nao se aplica a (P). Contudo, se algumas
hipéteses de regularidade sao impostas sobre as restricoes mistas, como evidenciado em
6, 7, 28, 33, 73], tal aplicagdo passa a ser possivel. Essas hipéteses sdo conhecidas como
Constraint Qualifications (CQ) que, em Portugués, sao referidas como condigdes de qua-
lificacao, ou também como qualificacoes de restricio. A CQ mais comum na literatura
envolve uma condi¢ao de posto completo da matriz Jacobiana das restrigoes mistas em

CC 2

relacdo a variavel de controle , como exemplo podemos citar o estudo de de Pinho e
[lchmann feito em [28]. Mas além disso, existem condigoes de qualificagdo do tipo posto
constante [6], Mangasarian-Fromovitz [7, 24, 30, 33], Weak Basic Constraint Qualification

1

Dizemos que uma aplicagao F' : [S,T] ~» R™ é uma multifuncio se para cada t € [S,T], F(t)
¢é subconjunto de R™.
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(WBCQ) [52], algumas das quais requerem hipéteses de interioridade e convexidade [73],

entre outras.

Adotando uma abordagem semelhante a feita na investigacdo das condigdes
AKKT, podemos explorar condi¢oes sequenciais de otimalidade necessarias no contexto
da teoria de controle 6timo como aproximagoes das condi¢oes dadas pelo principio do
méximo fraco® cldssico [6, 7, 28, 33, 73]. A formalizacdo dessas condicdes para problemas
na forma de (P) é o primeiro objetivo do presente trabalho. Chamamos tais condigoes de
Principio do Maximo Fraco Assintético ou condigoes Asymptotic Weak Maximum Prin-
ciple (AWMP) em referéncia as formas aproximadas das condigoes dadas pelo principio
do méximo fraco classico, por exemplo, em [6, 27, 30]. Uma das vantagens da utilizagao
das condicoes AWMP reside no fato de podermos evitar a utilizacdo de qualquer tipo
de condic¢oes de qualificacdo como as que foram mencionadas anteriormente, que na
pratica podem ser extremamente dificeis de serem verificadas. Além disso, a carac-
teristica sequencial das condigoes AWMP torna sua aderéncia aos métodos numéricos
essencialmente natural. Por exemplo, elas podem ser usadas para justificar critérios de
parada para alguns algoritmos. Vale ressaltar que o conceito de Approzimate Maximum
Principle (AMP) proposto por Mordukhovich e Shvartsman, como visto em [62, 63, 64],
é diferente do conceito de AWMP. Apesar da nomenclatura semelhante e de ambas serem
formulagoes relaxadas das condigoes do principio do méaximo classico, as analises AMP
seguem uma formulagao discreta do problema de controle 6timo, enquanto os estudos das
condigoes AWMP sao derivados a partir da formulagdo continua (Problema (P)). Res-
saltamos também que o conceito de condicoes AWMP é diferente de “subotimalidade”,
do inglés suboptimality, apresentado em [39, Teorema 7.1], [43, Teorema 2, p. 63| e [44,
Corolario 1]. Apesar das condigoes de subotimalidade poderem ser aplicadas mesmo
nos casos onde nao garantimos a existéncia de solugoes Otimas, tais nogoes ainda nao
estao estabelecidas (até onde sabemos) para problemas na forma de (P) (problemas com
restrigoes mistas de estado e de controle). Mesmo para problemas mais simples como
os encontrados em [39, Segao 7], [43, Secdo 2, p. 63], e [44, Se¢do 4], a subotimalidade,
apesar de estar relacionada a nocao de solugao aproximada, nao requer nenhum tipo de
convergéncia das sequéncias de processos {(z*,u")} que satisfazem, de forma relaxada,

as condig¢oes do principio do maximo, como ocorre nas condigoes AWMP.

Dada a generalidade do Problema (1.1), Borgens et al. em [13] conseguem resolver
alguns problemas de controle 6timo. No entanto, para que as condigoes AKKT sejam
aplicadas, é necesséria suavidade nas fungdes objetivo e de restrigdes. Em nossas analises,
nao impomos nenhuma hipotese de diferenciabilidade no campo vetorial f que descreve a
dindmica e nem mesmo na fun¢ao objetivo £. Derivamos as condigoes de otimalidade em

termos de subdiferenciais limites. Portanto, mesmo que consigamos escrever (P) na forma

2 O termo “principio do méximo fraco” vem do inglés Weak Mazimum Principle (WMP).
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de (1.1), as fungdes objetivo e de restrigao resultantes nao serdo necessariamente suaves.
Todavia, escrever (P) no formato do Problema (1.1) ndo é uma tarefa ficil e nem mesmo
sabemos se é sempre possivel. As estratégias de reescritas encontradas na literatura sao
para versoes simplificadas de (P), por exemplo, para a versao que denotamos por (p),
em que {(z(S),z(T)) = l(x(T)) e C = {xzs} x R" para um vetor zg € R" dado, e sobre
algumas hipdteses adicionais, como por exemplo, f € C? (f duas vezes continuamente
diferencidvel). Um maior detalhamento pode ser consultado em [16, Capitulo 1]. Assim,
para problemas no formato de (P), nossa abordagem é mais geral do que a apresentada
por [13], no sentido de que pode ser aplicada a uma classe mais ampla de problemas.
Outra caracteristica interessante da andlise desenvolvida neste trabalho é que o espaco
das funcoes de restricbes ndo precisa necessariamente ser de Hilbert, por exemplo, L2
como usado por Kanzow, Steck e Wachsmuth em [45], ou mesmo estar densamente imerso
em algum espaco de Hilbert arbitrario, como feito por Borgens, Kanzow e Steck em [14].
Além disso, conseguimos evitar todas as hipdteses de reflexividade dos espagos, como

aquelas necessérias em [13, 14, 45].

Como comentamos anteriormente, as condi¢oes de otimalidade sequenciais sao fer-
ramentas tedricas que podem ser usadas para justificar a parada de métodos numéricos.
Neste trabalho, trazemos um algoritmo no qual as condigoes AWMP funcionam com tal
finalidade. Antes de entrar nos detalhes desta investigacao, vamos primeiro comentar a
respeito da diferenca entre abordagens numéricas diretas e indiretas em controle 6timo.
Em [77], Zhu, Trélat e Cerf enfatizam que métodos indiretos resolvem o problema nu-
mericamente com base no principio do maximo, enquanto métodos diretos envolvem a
discretizacao das varidaveis de estado e controle para resolver o problema de otimizacao
nao linear resultante. Por meio dessa classificacdo, as condigoes AWMP sao naturalmente
mais adequadas aos métodos indiretos, pois possuem a mesma esséncia, isto é, sao base-
adas no principio do maximo. Para problemas de controle 6timo sem restri¢goes mistas
na forma de igualdades e desigualdades, os métodos de aproximacoes sucessivas, como
os apresentado por Krylov e Chernous’ko [49, 50], os métodos de Hamiltoniano aumen-
tado, como os de Bonnans [12] e Sakawa e Shindo [72], e o método Sequential Quadratic
Hamiltonian (SQH) (combinagao dos dois tltimos) proposto por Breitenbach e Borzi em
[17], especificamente sua versdao para problemas de controle 6timo com EDOs, veja [16,
Algoritmo 2.3], sdo exemplos de métodos indiretos. Pesquisamos na literatura por méto-
dos indiretos capazes de resolver problemas no formato de (P) (ou mesmo na forma mais
simples, (ﬁ’)) e gerar sequéncias no formato AWMP, mas nao obtivemos sucesso. Dois
dos principais estudos que se alinham com (Jf’) sdo apresentados por Sakawa em [71] e
Borzi em [16, Secao 2.3]. No primeiro, Sakawa, usando uma condigdo de qualifica¢ao do
tipo posto completo, resolve uma versao mais simples de (]3)7 que é suave e possui apenas

restricoes mistas de estado e de controle na forma de desigualdades. No segundo, Borzi
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usa o método SQH-PE? para problemas semelhantes a (13) No entanto, as sequéncias
produzidas por ambos os métodos nao atendem aos requisitos estabelecidos pelo principio
do méaximo fraco assintético. O método SQH-PE, em particular, ndo possui um meca-
nismo para uma escolha adaptativa do parametro de penalizacao e dos multiplicadores
de Lagrange associados as restrigoes mistas, essencial para as investigagoes das condig¢oes
AWMP. Nesse cendrio, chegamos ao segundo objetivo deste trabalho, que é apresentar
um método numeérico capaz de resolver problemas de controle 6timo na forma de (]5) e
gerar sequéncias cujas condicoes AWMP funcionam como critério geral de parada. Para
isso, utilizando como fontes de inspiracao as abordagens existentes para problemas de
programagao nao linear, como [5, 14, 45|, e a ideia de penalizacdo do método SQH-PE,

propomos uma variante adequada do método de Lagrangiano aumentado.

O método de Lagrangiano aumentado para problemas de programagao nao linear
estd entre os mais conhecidos e notaveis. Exemplos no caso de dimensao finita incluem
[10, 66], e no caso de dimensdo infinita [14, 45]. No entanto, pouco se discute sobre
sua aplicacao no contexto de problemas de controle 6timo. Algumas obras que seguem
uma linha semelhante, como as realizadas por Aguiar, Camponogara e Foss em [1, 2],
tratam de problemas diferentes de (P) ou (P). O foco estd em problemas na forma
de Equagoes Diferenciais Algébricas, do inglés Differential Algebraic Equations (DAE), e
apenas no caso em que existem somente restrigoes mistas de estado e de controle na forma
de igualdades. Nesse sentido, a contribuicdo deste trabalho é apresentar uma variante
adequada do método de Lagrangiano aumentado para problemas de controle 6timo que
podem ter fungoes de custo nao suaves, campos vetoriais ndo suaves e restricoes mistas
de estado e de controle na forma de igualdades e desigualdades, capaz de gerar sequéncias
no formato AWMP. As andlises tedricas apresentadas por [10, 14, 45, 66] serviram como

fontes de inspiracao para o desenvolvimento do nosso estudo.

O terceiro e ultimo objetivo deste trabalho é apresentar uma nova condigao de
qualificacao fundamentada nas situagdes minimas sob as quais as condi¢coes AWMP im-
plicam na validade do principio do maximo fraco classico. Novamente inspirados no con-
texto da programacao nao linear, mais especificamente nas condigoes Cone Continuity
Property (CCP) [3], Asymptotically Mordukhovich-regularity (AM-regularidade) [60] e
AKKT-regularidade (ou AKK T-regularity) [13], propomos uma nova condigao de regulari-
dade, denominada AWMP-regularidade (ou AWM P-regularity), que assegura a implica¢ao
desejada, ou seja, a validade do principio do maximo fraco classico para (P) a partir das
condi¢oes AWMP, funcionando, assim, como uma condi¢do de qualificacao. A AWMP-
regularidade foi formulada a partir de duas estratégias. A primeira segue imediatamente
da caracterizacao de condicoes AWMP exibida no Capitulo 3, mais especificamente pe-

las Defini¢oes 3.1 e 3.2, e é satisfeita apenas quando as sequéncias de multiplicadores

3 PE é uma abreviatura para Penalty Estimates.
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{\:} € [0,4+00) e {pF} € W' sdo limitada e uniformemente limitada, respectivamente, e
vale a implicacao “se A, — A e p* — p uniformemente para algum (X, p) € [0, +o00) x W1,
entdo (A, p) # (0,0)”. J4 na segunda estratégia, apresentamos um estudo que incorpora os
conceitos de continuidade completa e semicontinuidade sequencial fraca, vide as Defini-
¢oes 2.5 e 2.6. A ideia basica consiste em reformular as condigoes AWMP apresentadas no
Capitulo 3 de uma forma mais restrita na qual a hipétese necessaria a primeira estratégia
seja dispensavel. Em ambas as estratégias adotadas, caracterizamos o cenario sob o qual a
AWMP-regularidade é a condicao mais fraca que precisamos impor para que as condigoes
AWMP impliquem no principio do maximo fraco classico. Por exemplo, uma hipdtese
que usamos foi exigir que a funcao de custo £ e a fungao que descreve a dinamica f fossem
continuamente diferenciaveis. Também estabelecemos alguns critérios suficientes para a

validade da AWMP-regularidade.

As condigoes de otimalidade sequenciais fornecidas pelo principio do maximo fraco
assintotico destacam-se dos trabalhos presentes na literatura, pois podem ser obtidas, por
exemplo, através de uma versao adequada do método de Lagrangiano aumentado. Em
outras palavras, sdo condi¢oes de otimalidade com um grande potencial pratico, ja que
existem ferramentas para gera-las. Além disso, a regularidade AWMP estabelece condi-
¢Oes minimas sob as quais as condigoes sequenciais implicam nas condig¢oes de otimalidade
classicas estabelecidas pelo principio do méximo. Portanto, o principio do maximo fraco
assintotico fornece ferramentas tedricas que podem ser aplicadas de forma pratica para a
escolha de candidatos a solugoes de problemas de controle 6timo e a regularidade AWMP,
quando satisfeita, filtra esse conjunto de candidatos com a mesma precisao do principio

do maximo.

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma. Comegamos introduzindo
as principais defini¢bes, notagoes e resultados classicos utilizados ao longo do texto no Ca-
pitulo 2. No Capitulo 3, estabelecemos as condigoes AWMP como condi¢oes necessarias
de otimalidade para o Problema (P) e ilustramos sua relagdo com as condigoes do prin-
cipio do maximo fraco classico. O Capitulo 4 é dedicado a apresentacao de uma variante
adequada do método de Lagrangiano aumentado para problemas de controle 6timo ca-
paz de gerar sequéncias cujas condigoes AWMP funcionam como critério geral de parada.
Ainda no Capitulo 4 fornecemos exemplos numéricos que demonstram a viabilidade pra-
tica do algoritmo proposto. No Capitulo 5 fazemos um estudo da regularidade AWMP e
propomos uma nova condic¢ao de qualificacdo para problemas na forma de (P), enquanto
no Capitulo 6 exibimos uma forma alternativa para o estudo da regularidade AWMP
desenvolvida no Capitulo 5 que envolve hipdteses de continuidade completa e semiconti-
nuidade sequencial fraca. Por fim, algumas consideragoes finais e projecoes para trabalhos

futuros sao feitas no Capitulo 7.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo expomos as principais notagoes, defini¢oes, resultados e hipdteses
que foram essenciais no estudo da condi¢ao necessaria de otimalidade sequencial para
problemas de controle 6timo proposta neste trabalho. Com o objetivo de uma melhor
organizacao, dividimos o capitulo em duas se¢oes. Na Secao 2.1 apresentamos as nota-
¢oes, defini¢oes e resultados basicos e na Sec¢do 2.2 exibimos o conjunto das hipoteses

fundamentais para a teoria desenvolvida.

2.1 NOTACOES, DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS

Ao longo deste trabalho, denotamos convergéncia forte, fraca e fraca estrela por
—, — e =" respectivamente. Usamos B para a bola unitaria fechada centrada na origem
independentemente da dimensao do espago euclidiano subjacente e da sua norma | - |;
LY com 1 < p < oo para representar os tradicionais espagos LP([S,T ];Rl); VVll’1 para
o espago das fungdes absolutamente continuas = : [S,T] — R", também denotado por
WS, T]; RY); %, para o espaco das funcdes mensuraveis u : [S,7] — R™; e (b, g)(*)
para (b(-), g(-)). Além disso, dado (Z,u), (z*,u*) € W' x %, k € N, b(t), g(t), b*(t)
e ¢*(t) sdo usados para b(t, Z(t), u(t)), g(t,z(t),u(t)), b(t, z"(t),uf(t)) e g(t, z"(t), u" (1)),
nessa ordem. A funcao Hamiltoniana ndo maximizada H : [S,T] x R" x R" x R™ x R™9 x

R™ — R associada ao Problema (P) ¢ dada por:

H(t,z,p,q,r,u) :=p- f(t,z,u) +q-b(t,z,u)+7r-g(t,z,u).

Além das notagdes mencionadas, vamos considerar os seguintes resultados.

Proposicao 2.1. Sejam {ax},{bx} C R. As sequintes implicacoes sio satisfeitas:

(i) se{ar} e {bx} sdo sequéncias limitadas superiormente, entdo

lim sup(ax + bx) < limsup ay, + lim sup by;

k—o0 k—o0 k—o00
(7i) se {arp} e {bx} sdo sequéncias limitadas inferiormente, entdo
liminf(ay + bx) > liminf ay + lim inf by.
k—o0 k—o00 k—o0
Uma demonstragao para o Item (i) da Proposi¢ao 2.1 pode ser encontrada em [26, p. 93]
e o Item (ii) segue de maneira semelhante.

Proposigao 2.2. Seja {ay} C R. Se lilgn inf ay, existe, entao também existe uma sub-
—00

sequéncia {ay, }, com | € N, tal que

lim ay, = liminf a.
l—00 k—o0
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Uma demonstragao para a Proposigao 2.2 pode ser encontrada em [48, Prova da Propo-
sicao 2.33, p. 33].

Relembramos também algumas defini¢oes basicas da teoria de controle 6timo que

sao amplamente utilizadas no decorrer do presente trabalho.

Definigao 2.1. Um processo para o Problema (P) é um par (z,u) formado por um
controle u € %, e um arco x € W' que é solucdo de i(t) = f(t,z(t), u(t)) para quase

todo ponto em [S, T, ou seja, solugao de (1.2).

Definigao 2.2. Um processo factivel para o Problema (P) é um processo que satisfaz
as restrigoes (1.3), (1.4), (1.5) e (1.6), isto ¢é, quase todo ponto em [S,T], valem 0 =
b(t,z(t),u(t)), 0> g(t,z(t),u(t)), u(t) € U(t) e (x(S),z(T)) € C.

Defini¢ao 2.3. Um processo factivel (z,u) é dito minimo local fraco de (P) se existe
5 > 0 tal que ¢(z(5),z(T)) < l(x(S),z(T)) para todos os processos factiveis (z,u) tais
que (x(t),u(t)) € Qs(t) == {(y,v) € R" x R™ : |(y,v) — (&(t),u(t))| <} para quase todo
ponto em [S, 7.

As Definigoes 2.4, 2.5 e 2.6 apresentadas adiante podem ser encontradas em [22,
Definigao 2.11, p. 31], [65, Item (b) da Definigdo 2.1, p. 15] e [47, Definicao 12.21],

respectivamente.

Defini¢ao 2.4. Seja .7 um espago topolégico. Uma funcao ¢ : 7 — R U {400} é dita
semicontinua inferior (em inglés, lower semicontinuous ou, de forma abreviada, lsc) se,
para todo M € R, o conjunto de subniveis {v € 7 : ¥(v) < M} é fechado.

Quando 7 é um espaco métrico, existe uma caracterizacao muito util das funcoes

semicontinuas inferiores.

Proposigao 2.3 (Caracterizagao de fungoes lIsc [22, Proposicao 2.15, p. 32]). Seja 7 um
espago métrico, e : T — RU{+oo}. Entio ¢ € lsc se, e somente se, para cada v € T
e M € R, temos

lim v* =v, lim (") <M = ) <M.

k—o0 k—o0

Definigio 2.5. Sejam % e & espacos de Banach reais e D um subconjunto nio vazio de
A. Dizemos que ¢ : D — B é completamente continua se para toda sequéncia {xk +cD

k

tal que 2¥ — 2, com x € D, tivermos que ¢(z*) — ¢(x).

Definigao 2.6. Seja ¢ : A4 — R uma func¢do definida no espago normado .4". Dizemos
que @ é fracamente sequencialmente semicontinua inferior (ou fracamente sequencial-
mente Isc) se para toda sequéncia {z*} C A e todo x € A4 tal que 2* — z, tivermos

o(r) < liminf p(z").

k—o0
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De maneira simétrica estabelecemos o conceito de funcao fracamente sequencial-

mente semicontinua superior.

Definigao 2.7. Seja ¢ : A4 — R uma func¢do definida no espago normado .4". Dizemos
que ¢ é fracamente sequencialmente semicontinua superior (ou fracamente sequencial-

k

mente uscl) se para toda sequéncia {:Bk} C A etodo x € A tal que 2" — z, tivermos

p(x) > limsup p(z").
k—o0
Relembramos a definicdo de funcao convexa, pois ela sera importante para o Teo-

rema 2.1 apresentado em sequéncia.

Definigao 2.8. Seja ¢ : A" — R uma func¢ado definida no espago normado .4". Dizemos

que ¢ é convera se

(1 —a)z+ay) < (1 —a)p(z) + ap(y)
para todo z,y € A e a € [0,1]. Se —y for convexa, entdo dizemos que p é concava.

Teorema 2.1 ([47, Teorema 12.25, p. 397]). Seja ¢ : A — R uma fung¢io convera
definida no espaco normado N e fortemente sequencialmente lsc, isto €, tal que para
toda sequéncia {x*} C N e todo x € N, temos que

w2 = p(z) <liminf p(2").

k—o0

Entao, ¢ é fracamente sequencialmente lsc.

Observagao 2.1. Como consequéncia do Teorema 2.1, se ¢ for concava, entdao ¢ ¢é fra-
camente sequencialmente usc. Mais que isso, se ¢ for afim (portanto, convexa e concava
simultaneamente), entdo ¢ é fracamente sequencialmente continua, ou seja, para toda
sequéncia {2"} C A e todo z € A tal que ¥ — 2, temos que

o(x) = lim @(aF).

k—o0

Uma ilustragdao deste resultado pode ser conferida em [47, Figura 12.4, p. 398].

A Definicao 2.9, exibida logo abaixo, estabelece o conceito de conjunto fracamente

sequencialmente fechado.

Definicao 2.9 ([32, Defini¢do 9.15, p. 207]). Um subconjunto K de um espag¢o com

produto interno # é dito fracamente sequencialmente fechado se {2*} C K e ¥ — x

implica em = € K.

L' O termo “usc” vem do inglés upper semi-continuous.
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Alguns conceitos padroes de analise nao suave também sao usados neste trabalho.
Aqui destacamos apenas alguns dos principais. Desta forma, um melhor detalhamento

pode ser consultado em, por exemplo, [22, 23, 25, 76].

Definig¢ao 2.10 (Cone normal proximal [76, Defini¢do 4.2.1, p. 129]). Dado um conjunto
fechado C' C R"™ e um ponto x € C, o cone normal proximal a C' em x, escrito como

NZ (), é o conjunto
NE(z) .= {v eR™: existe M >0tal quev-(y—2)< Mly— x|* para todo y € C}.
Os elementos em N (z) sdo chamados normais prozimais a C' em x.

Definicao 2.11 (Cone normal limite [76, Defini¢ao 4.2.3, p. 130]). Dado um conjunto
fechado C' C R"™ e um ponto = € C, o cone normal limite a C' em x, escrito como N¢(z),

¢é o conjunto
Ne(z) = {v € R" : existem 2* 5 2z, v — v tais que v* € N (2*) para todo k}.

Os elementos em N¢(z) sao chamados normais limites a C em x. Esse cone também ¢é

conhecido como cone normal de Mordukhovich.

As Definigoes 2.12 e 2.13 apresentadas abaixo serao titeis para definirmos o conceito

de subdiferenciais limites.

Definigao 2.12 (Epigrafo). O conjunto
epi(f) :={(z, M) e R" xR : M' > f(x)}
é o epigrafo da f.

Defini¢ao 2.13 (Dominio efetivo). O dominio efetivo de uma funcao f em S C R", que

denotamos por dom(f), é a projecdo em R" do epigrafo de f:
dom(f) = {z: existe p tal que (z,pu) € epi(f)} = {z: f(z) < oo}.

A partir da nogao de cone normal limite, pode ser estabelecido o conceito de

subdiferencial limite, como apresentado na préxima definicao.

Defini¢ao 2.14 (Subdiferencial limite [76, Definicao 4.3.1, p. 135]). Tome uma fungao
semicontinua inferior f : R" — R U {400} e um ponto x € dom(f). A subdiferencial

limite de f em x é o conjunto

Of () == {€: (&, 1) € Nepi(p (. f(2)) -

A subdiferencial limite também é conhecida como subdiferencial de Mordukhovich.
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A Definicao 2.15 apresentada adiante caracteriza o que sao e-minimizadores.

Definig¢ao 2.15 (e-minimizador [76, p. 111]). Seja (W, dw ) (aqui dy é a métrica do espago
W) um espago métrico completo, uma fungao semicontinua inferior ¥ : W — RU {400},

xo € dom(W¥) e € > 0. Dizemos que xg é um e-minimizador para ¥V, se

U(xg) < xlélva U(x)+e.

A seguir enunciamos alguns dos principais teoremas usados ao longo deste traba-
lho. Nao apresentamos suas demonstragoes, mas indicamos referéncias que podem ser

consultadas para tal fim.

Teorema 2.2 (Principio variacional de Ekeland [39, Teorema 1.1]). Tome um espago
métrico completo (W, dw ), uma funcio semicontinua inferior W : W — R U {400}, um

ponto xo € dom(¥) e niumeros o >0 e B > 0. Assuma que
W(ao) < inf W)+ Bo

Entao, existe x € W tal que

(1) () < W(xo),
(i) dw(zo,7) < B,
(iii) V(z) < V(x) + adw(z, ) para todo x € W.

Teorema 2.3 (Principio variacional de Ekeland - Versao fraca [8, Teorema 3.3.1, p.
91]). Tome um espago métrico completo (W, dw) e uma fungio ¥ : W — R U {400}
semicontinua inferior, nao trivial (tal que dom (V) # &) e limitada inferiormente. Além

disso, considere o € dom(W¥) e um nimero € > 0. Entao, existe T € W, tal que

(1) U (Z) + edw(xo,z) < V(xo),
(i) V(x) < ¥(x)+ edw(z,x) para todo x # T.

Teorema 2.4 (Teorema de Dunford-Pettis - Versao enunciada por Vinter em [76, Teorema
2.5.1, p. 87]). Se Z é um subconjunto limitado de L, entio as sequintes condigoes sao

equivalentes.
(i) Toda sequéncia em Z tem uma subsequéncia convergindo para alguma fungdo L,
com relagdo a topologia fraca de L ;

(i) Para cada € > 0 existe § > 0 tal que para cada conjunto mensurdvel Ip C [S,T] e

x € Z satisfazendo med(Ip) < 0 (aqui a medida referida é a de Lebesgue), temos

/ x(t)dt < e.

Ip



24

Uma demonstragao para o Teorema 2.4 pode ser encontrada em [38].

Seguindo as afirmagoes feitas por Vinter em [76, p. 87], quando a Condigao (ii)
do Teorema 2.4 é satisfeita, dizemos que “a familia de fungoes Z é equi-integravel”. Uma
condicao suficiente para verificar a equi-integrabilidade consiste em checar se a familia de
fungoes é “uniformemente integravelmente limitada” no sentido de que existe uma funcao

integravel ¢ € L} tal que

()] < 6(t)  q.t.p. em [S,T].

2.2 HIPOTESES FUNDAMENTAIS

A seguir apresentamos o conjunto das principais hipdteses que utilizamos ao longo
deste trabalho. Com o objetivo de destacar melhor cada uma, elas foram divididas em
um total de seis. As trés primeiras sao tratadas na Subsecao 2.2.1 e recebem o termo
“basicas”, pois sao necessarias para a aplicacao do principio do maximo sem restrigoes
mistas, que é um resultado fundamental para a nossa abordagem. As outras trés sao
referidas como “adicionais” e exibidas na Subsecao 2.2.2. Tais hipdteses sao comumente

encontradas na literatura, por exemplo em [6, 28, 29, 30, 67].

2.2.1 Hipobteses Basicas

As trés hipdteses tratadas nesta subsecao sao necessarias a uma versao fraca do
Principio do Méximo de Pontryagin [68], proposta por de Pinho e Vinter em [31, Teorema
3.2], para uma variante de (P), denotada por (Pr), obtida descartando as restri¢oes mistas
(1.3) e (1.4), ou seja, dada por:

minimizar ¢(z(S),z(T))

sobre (x,u) € W' x %, satisfazendo
(t) = f(t,x(t),u(t)) q.t.p. em [S, T],
u(t) € U(t) q.t.p. em [S,T],
(x(S),z(T)) € C.

Chamamos (Py) de problema de controle étimo sem restrigoes mistas, ou simplesmente,

problema irrestrito.
A fungao Hamiltoniana ndo maximizada associada ao Problema (P;) é dada por
Hp, : [S,T] x R" x R" x R™ — R em que
Hp, (t,z,p,u) :=p- f(t,x,u).

Observagao 2.2. As definigoes de processo factivel (Definigdo 2.2) e minimo local fraco
(Defini¢ao 2.3) mudam para o Problema (Pr). Porém a mudanca é pequena, basta des-

considerarmos as restri¢oes mistas.



25

Tomando um processo de referéncia (z,u) para (Pr) e um parametro 6 > 0, as

hipéteses basicas sao dadas por:

(H1) A fungdo f(-,x,u) é Lebesgue mensuravel para cada (x,u) e existe uma funcao

integravel k; tal que, para todo (z,u), (¢/,u") € Qs(t) e quase todo ponto em [S, T,
|f(t,x,u) o f(t,x’,u’)\ < kf(t)Kx?u) o (xlvu/>|‘

(H2) O gréfico de U, dado por Gr(U) := {(t,v) : t € [S,T] ev € U(t)}, é um conjunto
Borel mensuravel e Us(t) := (u(t) + 6B) N U(t) é fechado em quase todo ponto em
1S, T7.

(H3) C é fechado e £ é localmente Lipschitz em uma vizinhanca de (2(5),z(T)).

O teorema abaixo ¢ uma versao nao suave e fraca do Principio do Maximo de

Pontryagin [68] que foi proposta por de Pinho e Vinter em [31, Teorema 3.2].

Teorema 2.5 (Principio do maximo fraco classico para problemas irrestritos). Seja (z,u)
um minimizador local fraco para o Problema (Py). Suponha que as Hipdteses (H1) — (H3)
sejam satisfeitas para algum 6 > 0. Entdo, evistem X € [0,+00), p € Wt e ( € LL tais

que, para quase todo ponto em [S, T,

A+ [pllre # 0,

(—p(t), (1)) € codpuHp, (t,Z(t), p(t), u(t)),

((t) € coNy (u(t)),

(p(S), =p(T)) € AH(z(S),2(T)) + Ne((S), 2(T)).

Observagao 2.3. Os multiplicadores A € [0, +00) e p € W' sdo comumente conhecidos
como o multiplicador custo e o co-estado (ou arco adjunto), respectivamente. Além disso,
as quatro condigoes necessarias fornecidas pelo Teorema 2.5 sao homogéneas com respeito
aos multiplicadores (A, p), ou seja, se (A, p) funcionam como um conjunto de multiplica-
dores, entao para qualquer a > 0, (a), ap) também funcionam. Como A + ||p[|e # 0,
podemos tomar o = (A + ||p||ze) ™", definir (X, p) := (@, ap) e concluir que o Teorema

2.5 continua valido para os novos multiplicadores (X, §) com A + ||| e = L.

Observacgao 2.4 ([76, p. 204]). O jacobiano generalizado de Clarke [23, Defini¢ao 2.6.1,
p. 70] de uma func¢ao L : R" — R™ em um ponto y, denotado por DL(y), tem a seguinte
propriedade (vide [23, Proposi¢ao 2.6.4, p. 71]), para qualquer vetor r € R™,

cod(r - L)(y) =rDL(y),
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em que O(r - L)(y) é a subdiferencial limite da fungdo y — 7 - L(y). Dessa propriedade

segue que a conclusao
_p(t) € Coax,uHPI (ta :i‘<t>7p(t)’ a@)) q.t.p. em [Su T]
do Teorema 2.5 pode ser equivalentemente escrita como

—p(t) € p(t) Do f(E,2(1), u(t))  q.t.p. em [S,T],

em que D, , f(t,z,u) denota o jacobiano generalizado de Clarke de f com respeito a (z, u)
no ponto (¢,z,u). Além disso, pela Hipotese (H1), existe uma funcao integravel k; tal

que, para todo (x,u), (z',u") € Qs(t), L =1,...,n e quase todo ponto em [S, T,

|fl<t7mvu) - fl(t’x/7u/)| < |f(t>$’u) - f(t,x',u’)| < kf(t)|($7u) - (‘r/’u/”'

Logo, usando [23, Item (d) da Proposigao 2.6.2, p. 70], com K (t) := max{k(t),...,ks(t)} =
ks(t) para todo t € [S,T], podemos concluir que

D,of(t,z,u) C ke(t)B

para todo (z,u) € Qs(t) e quase todo ponto em [S, 7.

A partir do Teorema 2.5 podemos falar de estacionariedade de processos para

problemas de controle 6timo.

Defini¢ao 2.16. Dizemos que um processo (Z,u) é estacionario para o Problema (Fy),

se ele satisfaz as condicoes do Teorema 2.5.

2.2.2 Hipobteses Adicionais

Tomando um processo de referéncia (z,u) para (P) e um pardmetro § > 0, as

hipéteses adicionais consideradas nesta subse¢ao sao dadas por:

(H4) (b,9)(+,x,u) é mensuravel para cada (x,u).

(H5) (b, g)(t,,-) é continuamente diferencidvel em (Z(t),u(t)) + d B quase todo ponto em
[S, T e existe uma fungao integravel ky, tal que, para todo (x,u), (z',u’) € Qs(t) e

quase todo ponto em [S, 77,
(0, 9)(t, 2, u) = (b, g)(t, 2", u)| < kg (B)[(,u) — (2, ).

(H6) Existem fungoes integraveis cy e ¢y, tais que |f(t, z,u)| < cf(t) e [(b, g)(t, z,u)| <
cyy(t) para todo (z,u) € Qs(t) e quase todo ponto em [S, T7.

A afirmagdo adiante estabelece uma hipdtese alternativa a (H6).
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Afirmacgao 2.1. Se as Hipdteses (H1) e (H5) forem validas, entdao a Hip6tese (H6) pode

alternativamente ser substituida por:

(H6)" As fungoes Ky(t) := |f(t,z(t),u(t))] e Kpy(t) := |(b,g)(t, (L), u(t))| sdo integriveis
sobre [S,T] e u € L.

A validade da Afirmacao 2.1 dar-se pelo fato das hip6teses (H1), (H5) e (H6)'

implicarem em (H6). A prova deste resultado pode ser conferida no Apéndice A.

Considerando a validade de (H1) — (H6), sob certas hipéteses, como podem ser
vistas em [6, 7, 28, 29, 30, 33, 67, 73] por exemplo, o Principio do Maximo Fraco classico

¢ dado como segue.

Teorema 2.6 (Principio do Maximo Fraco cléssico). Seja (Z,u) um minimizador local

fraco para o Problema (P). Entdo evistem \ € [0,4+00), p € W' qe L}  re L,lng e

mp’?

¢ € L tais que, para quase todo ponto em [S,T],
APl # 0,
(—=p(t),¢(1)) € coduuH(t, 2(E), p(t), q(t), r(t), u(t)),
((t) € coNyq)(u(t)),
r(t)-g(t,z(t),u(t)) =0 e r(t) <0,
(p(S), =p(T)) € AL(x(S), 2(T)) + Ne(z(S), 2(T)).

Feitas todas as consideragoes sobre notagoes, principais defini¢oes, alguns resulta-
dos da literatura e as hipdteses fundamentais, ja podemos iniciar nossas anélises sobre as
condigoes AWMP. Esse é o foco do Capitulo 3.
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3 UMA CONDICAO DE OTIMALIDADE SEQUENCIAL

O objetivo deste capitulo é apresentar o principio do maximo fraco assintotico,
em inglés Asymptotic Weak Maximum Principle (AWMP), e garantir que as condigoes
fornecidas por ele sao genuinas condigoes necessarias de otimalidade para problemas de
controle 6timo na forma de (P). De maneira geral, as condigoes do principio do maximo
fraco assintotico podem ser compreendidas como aproximacoes das condi¢oes do principio
do méximo fraco classico, tais como as versoes apresentadas em [6, 27, 30]. Além disso,
sua validade independe de condigoes de qualificacao e ele é naturalmente adequado para
métodos numéricos, pois suas condi¢oes podem ser empregadas como critérios de parada

em algoritmos, conforme discutiremos no Capitulo 4.

Para uma melhor organizacao das ideias, dividimos o presente capitulo da seguinte
forma. Na Secao 3.1 apresentamos as defini¢goes de sequéncias e processos AWMP, que
sao fundamentais para a versao do principio do maximo fraco assintético apresentado na
Secao 3.2. Por fim, na Secao 3.3, estabelecemos a relacao entre o principio do maximo

fraco assintético e o Principio do Maximo Fraco classico (Teorema 2.6).

3.1 SEQUENCIAS E PROCESSOS AWMP

As duas defini¢oes fundamentais do presente trabalho sdo apresentadas abaixo.
A primeira pode ser considerada como uma versao relaxada (aproximada) das condigoes
do principio do méximo fraco classico (Teorema 2.6) em termos de sequéncias. Exis-
tem muitas possibilidades dessa relaxacao, a que foi usada é uma das mais simples e
que nos permitiu chegar aos resultados deste trabalho. A segunda justifica por que o
termo “asymptotic” (assintético) é empregado em “Asymptotic Weak Maximum Princi-

ple” (Principio do Méximo Fraco Assintético).
Iniciamos definindo o conceito de sequéncia associada ao principio do mdximo

fraco assintotico ou simplesmente sequéncia AWMP.

Definicao 3.1 (Sequéncias AWMP). Uma sequéncia {(z", u*, ¢, p*, ¢*,v*, A\)} € Wht x
Uy X LE x W x L}nb X L}ng x [0, 400) é chamada de uma sequéncia associada ao principio
do mazimo fraco assintotico, ou simplesmente uma sequéncia AWMP, se existirem um
§ > 0 e sequéncias {(¢",n")} c LL x L}, {#*} ¢ € = {¢ ¢ L,lng Cgi(t) <0, j =
L,...,my, q.t.p. em [S,T]} e {(9*, %)} € R™ x R" tais que, para cada k € N e quase
todo ponto em [S, 77,

(©) M+ [l ]|2ge # 0;
(it) (=p"(6),¢" (1) = ("(t), n"(1)) € coduuM(t, 2" (1), " (), 4" (1), 7" (1), u*(1));

(iii) ¢*(t) € coNy,m(u*(t));
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(iv) rf(t)gj_(t,:vk(t),uk(t)) = Hf(t) e Tf(t) <0, j=1,...,my;

(v) (°(8), =p"(T)) = (9", %) € M0l(2"(S), 2"(T) + Ne(2"(S), 2*(T));

em que
g; (t,z,u) = max{—g;(t,x,u),0} Vte€[S,T], j=1,...,my,

e ~0em L, n* = 0em L}, Hf(t) — 0 para quase todo ponto em [S,T] e para cada

jzl,...,mg,ﬁk—>0eyk—>0.

Na Definicao 3.1 nao impomos nenhuma forma de convergéncia da sequéncia
{(2®,u*, %, p", ¢",r" M)}, Se considerarmos algum tipo de convergéncia da sequéncia
{(2*,u*)} teremos algumas implicacdes, como por exemplo, a segunda definicdo mais

relevante deste trabalho, que é a de processos AWMP, apresentada a seguir.

Definicao 3.2 (Processos AWMP). Seja (z,u) um processo factivel para o Pro-
blema (P). Chamamos (z,u) de um processo limite do principio do mdximo fraco
assintotico, ou simplesmente um processo AWMP, se existir uma sequéncia AWMP

—_ . d —
{(®,u*, % p%, ¢",r*, M)} tal que 2 — Z uniformemente e u* ™% u.

Na Definicao 3.2 nao estamos assumindo qualquer tipo de convergéncia ou limi-
tacdo sob a sequéncia de multiplicadores associados as restrigoes mistas {(¢",r")}. Tam-
pouco, sob as sequéncias dos outros multiplicadores {(p*, \i)} e {¢*}. Além disso, a

convergéncia uniforme da sequéncia {xk } pode ser expressa como
k- —
2% = Z[| e — 0,

e a convergéncia da sequéncia {u"} ocorre na medida de Lebesgue, ou seja, para qualquer

0 > 0, segue que

med({t € [S,T] : |u"(t) — u(t)| > o}) — 0.

3.2 O PRINCIPIO DO MAXIMO FRACO ASSINTOTICO

O teorema a seguir foi inspirado nos resultados de programacao nao linear para
espagos de Hilbert [75, Proposicao 3.50, p. 53| e espagos de Banach [13, Proposigao 3.3].
Essencialmente, mostramos que todo minimizador local de (P) é um processo AWMP,
ou seja, provamos que AWMP é uma condigao de otimalidade para o Problema (P). E
importante enfatizar que nenhuma condigao de regularidade (ou qualifica¢do de restrigao)

ou hipétese de interioridade foi imposta sobre as fungoes de restrigoes b e g.

Teorema 3.1 (Principio do Maximo Fraco Assintotico). Seja (z,uw) um minimizador local
fraco de (P). Se, para algum 6 > 0, as Hipoteses (H1) — (H6) forem satisfeitas, entdo
(z,u) é um processo AWMP.
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Demonstra¢io. Reduzimos § > 0, se necessario, de modo que (Z, %) seja um minimizador
local fraco do Problema (P) com relagdo a todos os processos factiveis (z,u) tais que
(x(t),u(t)) € Qs(t) quase todo ponto em [S, T e as Hipdteses (H1) — (H6) sejam satisfeitas.

Com a finalidade de organizar as ideias, dividimos a prova em quatro passos.
Passo 1: Aplicamos o Principio Variacional de Ekeland.

Comecamos definindo o conjunto

z(t) = f(t,z(t),u(t)) q.t.p. em [S,T],
Woe d () € WM x 2, x(t) € z(t) + 0B q.t.p. em [S,T], |
u(t) € Us(t) q.t.p. em [S,T],

e a aplicagao dy : W x W — R,

(), () = [2(8) = #(S)] + [ Ju(t) — /(0] .

Note que como (z,u) € W, W é nao vazio.

Tomamos também uma sequéncia de nimeros positivos {¢} tal que ¢, — 0 quando

k — +oo e, para cada k € N, definimos a fungao ¢, : W — R como

Ur(w,u) = egexp((x(S5), 2(T)) — €(x(S), 2(T))) + l7’(%“),

€k
em que a funcao P : W — R ¢é dada por
P(x,u) = /ST li(bi(t,x(t),u(t)))2 + Xé(max{gj(t,x(t),u(t)),O})2 dt. (3.1)

Finalmente, podemos considerar a seguinte sequéncia de problemas de otimizagao:

minimizar f(z,u) sobre (z,u) € W. (3.2)

A afirmacao a seguir estabelece algumas condi¢oes necessarias para a aplicacao do
principio variacional de Ekeland (Teorema 2.2) e uma verificagdo da sua validade pode

ser conferida no Apéndice A.

Afirmacgao 3.1. A aplicacao dy define uma métrica em W, (W, dy,) é um espago métrico

completo e a fungao ¢ é semicontinua inferior em (W, dy) para cada k € N.

Como, (Z,u) é um minimizador local fraco do Problema (P), em particular, é um
processo factivel, de modo que, £(Z, %) = €; para cada k € N. Além disso, pelo fato de

/) ser uma fungao que assume apenas valores nao negativos, segue que

Ek(f, Q_L) < (m}ggwgk($, U) + Ei.
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Portanto, para cada k € N, concluimos que (Z, ) é um e;-minimizador (Definicao 2.15)
para o Problema (3.2). Logo, pelo principio variacional de Ekeland (Teorema 2.2), existe

uma sequéncia {(z*,u*)} € W tal que, para cada k € N,
dw ((a*,u"), (z,7)) < & (3.3)
e (¥, u*) minimiza a funcio de custo perturbada

O (2, u) + epdy (2%, uF), (z,u)) (3.4)
sobre W.

Passo 2: Obtemos as convergéncias da Defini¢iao 3.2.

De (3.3) segue que

xk(S) —z(S) e Huk —ullpy — 0. (3.5)
Pela desigualdade de Chebyshev (Teorema B.10), para qualquer ¢ > 0,

med({t € [S,T] : |[u*(t) — a(t)| > o}) < ;/ST ik (t) — a(t)| dt

para cada k € N. Entdo, de (3.5), u* med 7, Portanto, pelo Teorema de Riesz (Teorema
B.11), podemos concluir, extraindo uma subsequéncia (nio renomearemos), que u*(t) —
u(t) quase todo ponto em [S,T]. Além disso, como {(z",u*)} € W para todo k € N,
*(t) = f(t,2"(t),u"(t)) para todo k € N e quase todo ponto em [S,T], pela Hipétese
(H6), a sequéncia {i*} é uniformemente integravelmente limitada. Assim, pelo Teorema
de Dunford-Pettis (Teorema 2.4), podemos extrair uma subsequéncia (novamente nao

k

renomearemos), tal que {xk} converge fracamente em L', isto é, ©* — ¢ para alguma

funcdo ¢ € L!. Logo, definindo
5(0) = 2(8) + [ <(s)ds,
concluimos que Z(t) = ¢(t) quase todo ponto em [S,T], Z(S) = z(S) e
2 (t) = 28 (S) + /St i*(s)ds — #(S) + /St ¢(s)ds = Z(t) uniformemente, (3.6)
pois 2% € W' para todo k € N, 2%(S) — z(9) e

¢ t
/ i*(s)ds —>/ 0(s)ds uniformemente.
S s

Como ja vimos, 2"(t) = f(t,2"(t),u"(t)) para todo k € N e quase todo ponto

em [S,T]. Assim, integrando ambos os lados da igualdade de S a ¢, tomando o limite
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com k — oo, usando as convergéncias fraca de {#*}, uniforme de {2*} e quase todo
ponto em [S, 7] de {u*} juntamente com a Hipétese (H6) e o Teorema da Convergéncia
Dominada (Teorema B.9), concluimos que #(t) = f(t,#(t),u(t)) quase todo ponto em

[S,T]. Consequentemente, Z é uma solugao para o problema

#(t) = f(t, 2(t),a(t)) q.t.p. em [S,T],

(3.7)
2(S) = z(S).

Pela unicidade da solucao de (3.7) (Teoremas B.2 e B.3), concluimos que Z(t) = Z(t) para
quase todo t € [S, T]. Portanto, por (3.6), z*(t) — Z(t) uniformemente.

Passo 3: Estudamos a otimalidade do problema perturbado.

Partindo do Problema (3.4) e usando as definigdes de W e dy, concluimos que,

para cada k € N, (2", 4") é um minimizador local fraco para o Problema (P*):
minimizar €, exp(£(x(S), z(T)) — £(z(S),Z(T)))

+ l73(x7u) + x|z (S) — 2 (S)| + € /T lu(t) — u®(t)| dt
€L S
sobre (x,u) € W' x %, satisfazendo
i) = f(t,a(t), u(t) atp. em [S,T),
x(t) € z(t)+ B q.t.p. em [S,T1,
u(t) € Us(t) q.t.p. em [S, 7],
(x(S),z(T)) € C.

Como z*

— 7 uniformemente, descartando os termos iniciais da sequéncia {z*} (mais
uma vez nao renomearemos), garantimos que x*(t) € z(t) + (6/2) B quase todo ponto em
[S,T]. Consequentemente, para cada k € N, (2, ") também ¢ um minimizador local
fraco para uma variante do Problema (P*), denotado por (P*), obtida ao descartar a
restricao z(t) € Z(t) + 0B quase todo ponto em [S,T]. A partir de agora trabalharemos

com este problema.

A funcao Hy : [S, T xR™ xR™ xR™ — R é a funcdo Hamiltoniana nao maximizada

associada ao Problema (P*), definida como

Hy(t, v, p,u) == p- f(t,z,u)

Y [elk (i(bi(t, z,u))? + Z%l(max {g;(t,z,u), 0})2) + €x|u — uk(t)‘] .

Portanto, pelo principio do méximo fraco para problemas irrestritos (Teorema 2.5), ga-

rantimos a existéncia de Ay > 0, p* € W' e ¢ € L} tais que, para cada k € N e quase
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todo ponto em [S, 77,

Mo A 1PF |z = 1, (3.8)
(—p"(1), (1)) € codruMy* (t, 2" (1), p" (), u* (1)), (3.9)
CE(t) € coNy, (uF (1)), (3.10)
(r"(S), —p*(T)) € A [3(62 exp(£(z"(S), z"(T)) — U(z(5), 2(T))))

+ exB x {0}] + Ne(2F(S), 2*(T)). (3.11)

Passo 4: Deduzimos as condigoes (i)-(v) da Defini¢io 3.1.

A Condicao (iii) da Definicao 3.1 é obtida diretamente de (3.10). Verifiquemos,
portanto, as demais condigoes. Com efeito, partindo de (3.9), usando a Regra da Soma
(Proposicao B.2), comutagao com (—1) (Proposi¢ao B.3) e a Regra da Cadeia (Teorema
B.12), para cada k € N e quase todo ponto em [S, T,

(—H(1), C* () € codpu(p"(8) - £(t, 2(8), u (1)) + { [z () anabi(t, 2 (8), (1))

+ irf(t)vx,ugj(w’“(t),uk(t)) } +{(E" (), 7" (1)} (3.12)
em que, para todo k € Net € [S,T],
¢ (t) == —2;% (t, 2" (1), u* (), i=1,...,my, (3.13)
ri(t) == —22 max{g;(t, 2 (t),u*()),0}, j=1,...,m,, (3.14)
ef(t) =0
0 (t) == —e " (t) (3.15)

para alguma funcio Lebesgue mensuravel ¢* tal que £¥(t) € B para cada k € N e quase
todo ponto em [S,T]. A existéncia da funcao Lebesgue mensurdvel &* tal que £(t) €
B para cada k € N e quase todo ponto em [S,7] é garantida por algum teorema de
selecao mensuravel adequado, por exemplo, o Teorema de Selegdo Mensuravel de Aumann
(Teorema B.14).

Por (3.12) e pelos Corolérios B.1 e B.2,
(=p" (1), C*(1) — (e"(1), 0" (1)) € coduuM(t, a"(8), (1), 4" (1), 7" (1), u*(1))

para cada k € N e quase todo ponto em [S,T.

Como &¥(t) € B para cada k € N e quase todo ponto em [S,T], e, — 0 e, por

(3.8), {\x} é uma sequéncia limitada, de (3.15), segue que n* — 0 uniformemente. Logo,
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converge forte em L}n e, como consequéncia da Proposicio B.1, nf — 0. Obviamente,
e¥ — 0. Além disso, de (3.15), (¢*,7%) € L. x L} para cada k € N, e da Hipotese
(H6), (3.13) e (3.14), concluimos que (¢*,r") € L}, x Ling para cada k € N. Portanto, a
Condigao (ii) da Definigao 3.1 é verificada.

Definindo 6;‘?(75) =0 para todo k € N, j =1,...,mg, quase todo ponto em [S, 77,
e usando (3.14), segue que #* C €,
i)y (8,2t (t),u" (1) = 05(t) e () <0 (3.16)
para cada k € N, j = 1,...,m,, quase todo ponto em [S,T]. Portanto, a Condicao (iv)
da Defini¢ao 3.1 é satisfeita.

Usando a Regra da Cadeia (Teorema B.12), para cada k € N,

O(eg exp(((z"(8),2"(T) — £(x(S),2(T))))
C e exp(U(a"(S), 2"(T)) — 6(z(S), 2(T)))9(a*(5), 2*(T)).

Portanto, a partir de (3.11), para cada k € N, segue que

(P*(S), —p"(T)) € Areg exp((z*(S), z"(T)) — £(z(S), 2(T)))dl(a"(S), z*(T))
+ Ai(ex7", 0) + No (2" (S), 2*(T))

para algum 7 € B. Portanto, definindo Ay, := Ages exp((z*(S), 2¥(T)) — £(z(S), 2(T)))
e (0%, V%) == (\rexy®, 0) para todo k € N, temos que

(°(S), =p"(T)) = (0%, %) € \dl(a"(8), 2" (T)) + Ne(2*(S), a"(T))

para cada k € N. E claro que 9% — 0, uma vez que {\;} e {7*} sdo limitadas e e, — 0.
Evidentemente, pela prépria definicio, v — 0. Consequentemente, a Condicao (v) da

Definicao 3.1 é verificada.

Finalmente, a partir de (3.8), deduzimos que Ay + ||p"|| 1 # 0, completando assim

a demonstracao do teorema. O

Observacao 3.1. Na prova do Teorema 3.1, as sequéncias {(¢)} e {#"(¢)} sdo uniforme-
mente limitadas para todo k € N e quase todo ponto em [S,T]. Nao impomos nenhuma
limitacao a tais sequéncias na Defini¢ao 3.1, porém, em resultados subsequentes, quando

necessario, faremos uma suposicao adicional dessa natureza.

3.3 PRINCIPIO DO MAXIMO FRACO ASSINTOTICO x PRINCIPIO DO MAXIMO
FRACO CLASSICO

Comecamos esta secao apresentando um exemplo onde tanto as condig¢oes do prin-

cipio do méximo fraco classico (Teorema 2.6), quanto as condigdes do principio do maximo
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fraco assintético sao verificadas. Em seguida evidenciamos as relagoes existentes entre os
dois resultados. Em sintese, o principio do maximo fraco classico implica no principio do
maximo fraco assintético, mas a volta nem sempre é satisfeita, como podemos ver nos

Exemplos 3.2 e 3.3, exibidos mais adiante.

Exemplo 3.1 ([6, Exemplo 4.5]). O problema de controle 6timo estudado neste exemplo
¢é dado por:
minimizar (1)
sobre (7,u) € WH([0,1];R) x L>([0, 1]; R?) satisfazendo
@(t) = tuy (t)? + ug(t)? q.t.p. em [0,1],
0= a(t) + us(t) + ua(t) q.t.p. em [0, 1],
0 =2x(t) + 2uy(t) + 2u2(t) q.t.p. em [0, 1],

(z(0),z(1)) € {0} x R.

Pelo fato de @(t) = tui(t)* + u(t)* > 0 para quase todo ponto em [0, 1], temos

que z é crescente. Assim, como z(0) = 0, segue que x(1) > 0. Se (1) = 0, entao
i) =0 = tu(t)+ut)*=0 = u(t)=u(t)=0 qt.p. em [0,1].
Consequentemente, (z, (41, u2)) = (0, (0,0)) é o minimizador local fraco para o problema,

pois é o tnico processo tal que z(1) = 0.

A funcao Hamiltoniana nao maximizada para este problema é dada por

H(t,z,p, (q1,42), (U1, u2)) = p(tu; +u3) + q1(z + ug + u2) + ¢2(2% + 2uy + 2uy)

e as condi¢oes do principio do méximo fraco classico (Teorema 2.6) sdo dadas por

A+ [Ipll Lo o,a1) # 0,
—p(t) = @1 (t) + 2¢a(t) q.t.p. em [0, 1],
0 =2tp(t)us(t) + q1(t) + 2q2(t)  q.t.p. em [0, 1],
0 =2p(t)us(t) + q1(t) + 2¢2(t) q.t.p. em [0, 1],
(p(0), —p(1)) € {0} x {A} + R x {0},

em que \ € [0,4+00), p € WH([0,1];R) e ¢ = (q1,¢2) € L'([0, 1]; R?).

Portanto, o principio do maximo fraco classico é valido com A\ = 1, p(t) = —1,

a(t)=0e qt)=0.

Vamos mostrar que (z, (uy, u2)) = (0, (0,0)) também é um processo AWMP. Com

O,
efeito, para todo k € N, tomamos (z", (uf, u%)) = (0, (0,0)) e, para algum & > 0, cada
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k € N e quase todo ponto em [0, 1], consideramos o seguinte sistema

A+ [|P¥] o< (o, 17:) # 0,

PH(t) = e"(t) = ar (t) + 245 (1), (3.17)

Cr(t) — i (t) = 2tp" (H)ui(t) + gy (1) + 2q5(t), (3.18)

G2 (1) =12 (t) = 2" (uz (1) + @y (1) + 245(1), (3.19)

(CY(1), (1) € Mawasen+smnmxm(ur (1), uz (1) = {0} x {0}, (3.20)

(p"(0), =p" (1)) = (9, %) € M{(0, 1)} + Npoyur(2"(0), 2" (1)) = R x {\},  (3.21)

em que {((¢f,G3). 9", (a1, 45), M)} C LY([0,1;R?) x WH([0,1;R) x L'([0,1]; R?) x
[0, +00), {(*, (1, m5))} € LY([0,1];R) x L'([0,1;R?), {(¥*,v*)} C R x R, &* — 0 em
LY([0,1];R), (n¥,n5) — (0,0) em L'([0,1];R?), ¥* — 0 e vF — 0.

Para todo k € N, definimos (¢§(¢), ¢5(t)) = (0,0). Assim, de (3.17) — (3.20),
Pt = —€"(t), mi(t)=0 e m(t)=0

para cada k € N e quase todo ponto em [0, 1]. Como p* € W(]0,1];R) para cada k € N,
tomando £¥(t) = 1/k para todo k € N, temos que

t
P =) + [ () ds =) - [ 4 ds (3.22)

para cada k € N e todo t € [0,1]. Consequentemente,

k k t

pr(1) =p"(0) = | o dt
0
para cada k£ € N. Usando (3.21), segue que
k k t 1 k k 1

- = X\, =p"(0) — OEdt (0)_E = p"0)=—v —)\k—l—% (3.23)

para cada k € N. Entao, de (3.22) e (3.23),

1 1
F)y = —Z¢t— v -\ 4+ =
p(t) 2 4 k+k

para cada k € N e todo ¢t € [0,1]. Logo, tomando A\, = 1 e v* = 0 para todo k € N,
obtemos
1 (k—1)

Rty = ——t —
Prt) =~ k,

para cada k € N e todo ¢ € [0,1]. Portanto, como A + [|p*|| e (0,1;r) > 1 para cada k € N,

definindo ¥* = 0 para todo k € N, segue que (Z, (i, ii3)) é um processo AWMP.

No Exemplo 3.1, se tivéssemos tomado

(xk(t)7 (u’f(t),ug(t)),pk(t) (ql (t) ( )) )‘k) = (7<t)7 (ﬁl(t)’EJ?(t))vp(t)v <Q1(t)7Q2<t>>7/\)
= (0,(0,0),—1,(0,0),1)
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(1), (i (8), m5 (1)), 9%, %) = (0,(0,0),0,0),

para cada k € N, também garantirfamos que (Z, (4, 42)) é um processo AWMP. Este fato
é sempre valido, ou seja, se (z,u) for um processo para o Problema (P) que satisfaz o
principio do méximo fraco cléssico (Teorema 2.6), com (¢, p,q,7, \) € L} x W x L,lnb X

L:nq X [0,400), entdo tomando

(" (8, u (), " (1), (1), ¢ (1), 7" (1), \e) = (2,0,¢,p, g, 7, A)

("), n* (1), 6% (1), 9%, v*) = (0,0,0,0,0)

para cada k € N, podemos concluir que (Z,u) também é um processo AWMP.

Os Exemplos 3.2 e 3.3, exibidos logo abaixo, exploram o fato do principio do
maximo fraco classico ndo ser verificado e o principio do maximo fraco assintético ser

satisfeito.
Exemplo 3.2 ([6, Exemplo 4.1]). Considere o seguinte problema de controle étimo:

minimizar (1)

sobre (z,u) € WH([0,1];R) x L>(]0, 1]; R?) satisfazendo
z(t) = ui(t) q.t.p. em [0, 1],
0=x(t) + us(t) + 2uz(t) q.t.p. em [0, 1],
0 = uy(t) + 2us(t) q.t.p. em [0, 1].

O tnico processo factivel é (z, (uy, u2)) = (0, (0,0)), consequentemente, ele é 6timo. Além

disso, como a fun¢ao Hamiltoniana nao maximizada para este problema é dada por
H(t, 2, p, (q1,G2), (u1,u2)) = pus + qu (@ + uy + 2us) + g2(u1 + 2uy),

as condigbes do principio do maximo fraco cldssico (Teorema 2.6) sao dadas por

A+l e o.1%) # 0, (3.24)
—p(t) = qi(t) q.t.p. em [0, 1],

=p(t) + qi(t) + q2(t) «q.t.p. em [0,1], (3.25)

0 =2q(t) + 2go(t) q.t.p. em [0, 1], (3.26)

(p(0), =p(1)) = A(0,1), (3.27)

em que A € [0,+00), p € WH([0,1;R) e ¢ = (q1, ) € L'([0, 1]; R?).

De (3.26), q1(t) + q2(t) = 0 para quase todo t € [0,1]. Substituindo esse resultado
m (3.25), pela continuidade de p em [0, 1], segue que p(t) = 0 para todo t € [0,1] e
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consequentemente, (3.27) implica em A = 0. Logo, A + ||p||ze(jor) = 0 e por (3.24)
o sistema de equagdes nao pode ter solucao. Portanto, o principio do méaximo nao é

satisfeito.

Agora vamos mostrar que (Z, (u1,us)) = (0,(0,0)) é um processo AWMP. Com
efeito, para todo k € N, tomamos (2", (uf, u%)) = (0,(0,0)) e, para cada k € N e quase

todo ponto em [0, 1], consideramos o seguinte sistema

A+ 197z o,11:%) # O,

—p"(t) — (1) = i (1), (3.28)
—ni(t) = p*(t) + af (1) + g5 (1), (3.29)

—n5(t) = 24§ (t) + 245 (1), (3.30)

(p"(0), =p*(1)) — (9%, %) = Ai(0, 1), (3.31)

em que {(p", (1, 5), \)} € WH([0,1];R) x L*([0,1];R?) x [0, +00), {(¢", (nt,n5))} C
L'([0,1];R) x L'([0, 1; R?), {(¢*,v*)} C R x R, &* — 0 em L'([0,1]; R), (11, n3) — (0,0)
em L'([0,1];R?), v* = 0 e vF — 0.

Tomando (gf(t),¢5(t)) = (0,0) para todo k € N, de (3.28), (3.29) e (3.30),
pE(t) = —<"(t), ') =-nm(t) e um(t)=0 (3.32)
para cada k € N e quase todo ponto em [0, 1]. Além disso, de (3.31),
POy =0" e pH(1) =N - (3.33)
para cada k € N. Assim, como p* € W"'([0,1];R) para cada k € N, de (3.32) e (3.33),
P +/p )ds = 9F — /Ot e*(s)ds

para cada k € N e quase todo ponto em [0, 1]. Logo, considerando v* = 0 para todo
k € N, de (3.33), para cada k € N,

1
A= —pF(1) = —F +/0 e

Finalmente, tomando 9* = —1/k e €*(t) = 1/k para todo k € N, segue que

1 117 2
( k) o B
1t (t+1)
k _ _ = - _
Pt =~ - Akw —,
t+1
ny(t) = —pFt) = o

para cada k € N. Portanto, A\ + ||pk||Loo([o,1];R) # 0 para cada k € N e, consequentemente,
(z, (uy,u2)) = (0,(0,0)) é um processo AWMP.
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O Exemplo 3.3, exibido logo abaixo, evidencia o fato de podermos aplicar as
condigoes AWMP mesmo em problemas nao regulares. No caso do exemplo abaixo, nao
valem as condigoes de regularidade de posto completo [27], de Mangasarian-Fromovitz [24,
30] e de posto constante [6]. Em problemas nao regulares, o principio do méaximo cléssico
pode nao valer; vale, porém, uma versao estendida, onde a varidvel adjunta (co-estado)
nao é necessariamente absolutamente continua, mas uma funcao de variacao limitada,
e a equacao adjunta contém um novo termo que envolve uma medida nao-negativa e
uma fungao “salto”. No caso do principio do méaximo assintotico, podemos trabalhar sem
este novo termo e com a sequéncia de variaveis adjuntas absolutamente continuas. Mais
detalhes sobre problemas nao regulares podem ser conferidos em, por exemplo, [9, 34, 35,

36, 61] e nas referéncias neles contidas.

Exemplo 3.3 (Problema nao regular [36, Exemplo 1]). Sejam S = —(c+«), T =0+ «,
>0 a>0epB=0a?/2 O problema de controle 6timo nao regular estudado neste

exemplo é dado por:

minimizar xo(T) — z2(5)
sobre (x,u) € WH([0,1]; R?) x L™=([0,1]; R) satisfazendo

1(t) = u(t) q.t.p. em [S,T7,
:t'g(t)lz x1(t) q.t.p. em [S, 7],
0> —(u(t)* — 2x.(t)) q.t.p. em [S,T],

2
(21(5), 2:(T)) € {8} x {A},
(22(5),22(T)) € R x R.

&
-
n

Em [36], Dmitruk e Osmolovskii provam que

(F1 (1), Bo(8)), (t)) = ((;(t + o), é(t + 0)3> Tt a> . setelS,—o),

(t)) = ((0,0),0), sete[—0o,0],

(21(8), B2(1)), (1)) = ((;(t — o), é(t - 0)3> e 0)  sete (o]

—~
—
81

=
—
~
SN—
=l
no
~~
~
N—
N—
|

satisfaz as condi¢bes de uma versao do principio do maximo classico para problemas
nao regulares, intitulada por eles como local minimum principle (LMP). Neste exemplo,
vamos mostrar que ((Z1,Zs),u) também é um processo AWMP. Com efeito, para todo
k € N, tomamos ((2¥(t), 25(t)), u"(t)) = (Z1(t), 22(t)), u(t)). Além disso, como a funcio

Hamiltoniana nao maximizada para o problema é dada por

1
H(t, (z1,22), (p1,p2), 7, u) = pru+ poxy + 7 [Q(UQ - 2331)} )
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para cada k € N e quase todo ponto em [S, T, vamos considerar o seguinte sistema

M+ "l # 0,

—p (1) — (1) = p5(t) — (1), (3.34)
—p5(t) — e5(t) = 0, (3.35)
=" (1) = pi(t) + r*(t)u(D), (3.36)
rf () (max{—(1/2)(u"(t)* — 227(t)),0}) = (1), (3.37)
r*(t) <0, (3.38)
(P1(S), =p}(T)) — (97, v1) € R x R,
(p5(S), =p5(T)) = (95, 15) = {=Ae} x { M} (3.39)

em que {((p},p5), 7%, M)} € Wyt x L x [0, +00), {((eF,e3), ")} € Ly x Ly, {(9", ")}
R x R, (¢¥ e5) — (0,0) em L3, n* — 0 em L}, 6%(t) — 0 quase todo ponto em [S,T7,
(07,93) = (0,0) e (1, v5) = (0,0).

Tomando £%(¢) = 0 para todo k € N, de (3.35),
pa(t) = e5(t) = 0

para cada k € N e quase todo ¢ € [S, T]. Logo, pk é constante para cada k € N e, de (3.39),
ph(t) = =\ + V% para todo k € N e quase todo ponto em [S,T]. Assim, considerando
A = 1 e 9% = 0 para todo k € N, segue que p5(t) = —1 para todo k € N.

Tomando
(t+0), setelS, —o),

set € [—o,0],

(t—o), sete(o,T]

3
—
~
~
N—
I
= O -

, setelS, —o),
, seté€|—o,0],

., sete(o0,T]

3
=
—~
~
~
I

— ety =-1—7%t) qt.p. em [S,—0),

—eft)=-1—=7t) qt.p. em [—0,0],
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para cada k € N. Consequentemente,

rF(t) = ¥(t) — ; q.t.p. em [S, —0o),
rR(t) =eb(t) =1  qt.p. em [0, 0], (3.40)
P (1) = h(t) — ; t.p. em (o, T]

para cada k € N. Como por (3.38), 7*(t) < 0 para cada k € N e quase todo ponto em
1S, T, segue que

q.t.p. em [S, —0),

q.t.p. em [—0o, 0],

q.t.p. em (o, 7]

n
-
~—~
~
S~—
[\
N~ = N

rk(t) - —3 q.t.p. em [S, —0),

’I"k<t) = —1 qtp e1m [_07 U]a
1

) =—5  atp. em (07

para cada k € N. Logo, de (3.36),

—nF(t) ;(t +o0)+ :—(t + 0): q.t.p. em [S, —0),

—nf({t) =0 q.t.p. em [~0,0],

M) = (- o)+ —S(=0)|  atp em (o7]

para cada k € N. Assim, nk(t) = 0 para todo k € N.
De (3.37), para cada k € N,

—; (max{—; [(t—i— o) —2 (;(t—i- 0)2” }) =0*(t) q.t.p. em [S,—0),

—;(maX{0,0}) =0(t) q.t.p. em [—0,0],

_; (max {_; [(t —0)? -2 <;(t — a)zﬂ }) = 0"(t) q.t.p. em (0,7

Portanto, tomando 6%(t) = 0 e 9% = v¥ = & = 0 para todo k € N, concluimos que

((Z1, Z9),u) é um processo AWMP.
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4 UM METODO DE LAGRANGIANO AUMENTADO PARA CON-
TROLE OTIMO

Em problemas de controle 6timo nem sempre podemos encontrar solugoes exa-
tas', mesmo que elas existam, tornando a verificacdo de condicdes como as fornecidas
pelo Principio do Maximo desafiadora. Felizmente, solugoes aproximadas muitas vezes
sao suficientes. Numericamente, buscamos condi¢oes de otimalidade verificaveis em cada
iteracao, garantindo que a solugdo obtida a partir da k-ésima iteracao seja satisfatoria,
permitindo a parada do algoritmo. Isso é respaldado por condi¢oes de otimalidade se-

quenciais, como por exemplo as condigoes AWMP.

Neste capitulo, apresentamos detalhadamente uma variante adequada do método
de Lagrangiano aumentado classico cujas condigoes AWMP podem ser usadas como cri-
tério geral de parada. A andlise tedrica teve como fonte de inspiragao os trabalhos [10,
14, 45, 66]. Para uma simplificagdo no estudo desenvolvido, trabalhamos com uma versao

A

restrita do Problema (P), denotada por (P), na qual

((x(S), x(T)) = £((T))

z(S) = xg

para algum vetor xg € R" dado. As investigagoes da versao geral, isto é, problemas na

forma de (P), sdo pretensoes para trabalhos futuros.

O método de Lagrangiano aumentado em problemas de programagao nao linear é
amplamente reconhecido, destacado em trabalhos como [10, 66] para dimensoes finitas e
[14, 45] para dimensoes infinitas. Apesar disso, existe uma escassez de discussoes sobre
sua aplicacao em problemas de controle 6timo. Trabalhos anteriores, como por exemplo o
estudo realizado por Aguiar, Camponogara e Foss em [1, 2], abordam problemas distintos

de (P), concentrando-se em Equagoes Diferenciais Algébricas com restrigoes mistas apenas

na forma de igualdades.

Para nossas analises, consideramos as seguintes hipoteses:

(H1) A funcdo f(-,x,u) é Lebesgue mensurével para cada (z,u) e existe uma funcio
integravel ]%f tal que, para todo (z,u),(2',u") € R" x R™ e quase todo ponto em
(5,7,

|f(t7x’u) - f(twr,?ul)‘ < l%f(t”(x’u) - (x’,u’)|.

(f] 2) O grafico de U é um conjunto Borel mensuravel e U(t) é fechado quase todo ponto
em [S,T].

1 No presente contexto, solugdes exatas sdo entendidas como minimizadores locais fracos.
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(H3) ¢ é Lipschitz em R,
(H4) (b, g)(-,2,u) é mensuravel para cada (z,u).

(H5) A funcio (b, g)(t,,-) é continuamente diferencidvel em R™ x R™ para quase todo
ponto em [S, T e existe uma funcao integréavel /Acbg tal que, para todo (z,u), (z/,u') €

R"™ x R™ e quase todo ponto em [S, T],
|(b7 g)<t’ Z, u) - (bv g)(t7 xla u/)l < ’I%bg(t>|(xa u) - (ZE,7 U,)|
(H6) Existem fungdes integréveis ¢ e &, tais que |f(t,z,u)| < &(t) e |(b,g)(t, z,u)| <
Cpg(t) para todo (z,u) € R" x R™ e quase todo ponto em [S, 7.

(H7) U(t) é limitado para quase todo ponto em [S, T7.

41 O METODO

Na presente secao, apresentaremos o método de Lagrangiano aumentado para pro-
blemas na forma de (P) cujas condigoes AWMP sdo utilizadas como um critério geral de
parada. Mas, antes de detalharmos o algoritmo do método proposto, vamos considerar o

seguinte conjunto:

(t) = f(t,x(t),u(t)) q.t.p. em [S,T],
W= (z,u) € W x %, | u(t) € U(t) q.t.p. em [S,T],
z(S) = xg

Por definigdo, para cada u € %, tal que u(t) € U(t) quase todo ponto em [S, T}, existe
um tnico € W tal que (z,u) € . Com base nessa unicidade, dado (x,u) € W,

dizemos que x é uma trajetoria correspondente a u.

Consideramos também a seguinte definicao de funcao Lagrangiano aumentado.

Defini¢ao 4.1. Para algum p > 0, definimos a fun¢do Lagrangiano aumentado L, :
R™ x R™ x R x R™ — R por

T
Lofa,q.ru) = (D) + [ Ly(t,qru)dt

em que L, : [S,T] x R" x R™ x R} x R™ — R ¢ dada por

Lt 2, q,ru) == g {% (bi(t,x,u) + %)2 + % (max {gj(t,x,u) + 7;,0})2] .

i=1 j=1
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Algoritmo 4.1 Método de Lagrangiano aumentado para controle étimo
Escolha u°(t) € U(t) quase todo ponto em [S,T], Ao € [0,+00), ¥ > 1, py > 0,
7€ (0,1), qr,qr € R™ e rg € R™ com qg > q e rg > 0.

Calcule 2°(t) usando @ (t) = f(t, z(t),u’(t)) quase todo ponto em [S, T], com x(S) = z.

Escolha (¢°(t),7°(t)) € Rp quase todo ponto em [S, T], em que

(p,0) € L,lnb X L,lnq e

Rp = {(cﬁ(t)w(t)) SR (00,0) < (60, 0(1) < (anor) Vt € [S.T) }

Tome ¢ € 3(2°(T)), w € D, f(t,2°,u") e encontre p” resolvendo

p(t) = —wlp — Z NV b (t, 2°, u’) — %(—fo)vxgj(t,xo,uo),
j=1
com p(T) = —\go.
Para todo t € [S,T] e j = 1,...,my V/(t) := max {gj(t,xo(t),uo(t)),O} e
(@°(1),7°(t) = (=3°(1), =7"(1)).
k=0.
Enquanto (:L‘k uf p", ", ¥, A1) nao satisfaz um critério de parada adequado, faga

k+1 k+1

Passo 1. Calcule um controle subdtimo u"" ", a trajetéria correspondente """ e
os multiplicadores associados (Aj.1, p*™) para (B):

minimizar £, (z,§", 7", u) sobre (z,u) eWw.

(As condigbes para um determinado controle ser subdtimo para (Pk) podem ser
encontradas no Lema 4.1, apresentado mais a frente).

Passo 2. Para todot e [S,T]ej=1,...,myg,
VI () = max {g; (¢, 27 (1), w5 (1), =75 (1) /i -
Se
max{[[b(, 2 (), u (), L IV 2, 3
< mmax{[[b(, 2" (), u* ()za,, - V¥ Iy, 3
entao pr+1 = pr; Caso contrario, pri1 = Ypk-

Passo 3. Paratodot € [S,T],i=1,....,mpej=1,...,mgy ¢ (t) = —(g(t)
prbi(t, 2" (1), (), 1) = — max{F(t) + prgs (1,25 (1), (1)), 0)

(@1 (1), 757 (8) = projg,, (—¢ ™ (£), =17 (1)).

Passo 4. k =k + 1.

As condi¢es para um determinado controle ser sub6timo para (P;) podem ser

encontradas no Lema 4.1 apresentado logo abaixo.
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Lema 4.1. Se as Hipdteses (ﬁl) - (f]?) forem wdlidas, entao para cada sequéncia de
nimeros positivos epy1, com expq — 0, existem {(z*, u**)Y € W (para cada k € N,
¥ ¢ a trajetoria correspondente a uFtY), {(Apyr, p"T €T} € (0, 400] x W x L

{("n")}y c LL x L}, e {v*} C R", tal que, para cada k € N,

Epk( kHank ~k kH) S( 11)1£W£pk<$ q " u)+€k+1

para cada py, € [0,4+00) e (¢",7%) € Rp. Além disso, para cada k € N e quase todo ponto
em [S,T1],

Moyt + 1P e = 15

(=01 (1), € (1) = (5(1), " (1)) € co DM, (8, 21 (8), pHH (1), @ (1), 7 (2), w1 (1));
M) € coNpp (u(1));

o pk+1 (T) o I/k+1 c )\k+1a€(xk+l(T>)’

em que ﬂp(t,x,p, ¢, 7u) == p- f(t,x,u) — L,(t,x,q,7,u). Além disso, f ~0em L},

k+1

" —0em L. e —0.

Demonstragao. Definindo o mapeamento dy : W x W — R como

(), () = () = /(8| + [ Jult) /(0]

de forma semelhante a prova da Afirmacao 3.1, podemos concluir que (W,dW) é um
espago métrico completo e que £, (-,¢", 7, -) é semicontinua inferior em (W, dy,) para
cada k € N, p, € [0,4+00) e (¢°,7") € Rp. Portanto, pelo Principio Variacional de
Ekeland (Teorema 2.2), existe uma sequéncia {(z*+!, «**1)} ¢ W (para cada k € N, 2+

k—i—l)

¢é a trajetoria correspondente a u tal que, para cada k € N,

L, (x R GE PP uM ) < inf L, (z,d", " U)+€k+1
(z,u)eW
e
Lo (a7 0 < L, (2,7 u) + epady (2 M), () (41)

para cada k € N, p € [0, +00), (§%,7) € Rp e todo (z,u) € W.

Para concluirmos o resultado, seguindo o mesmo raciocinio dos Passos 3 e 4 da
demonstragdo do Teorema 3.1, basta escrevermos (4.1) como um problema de controle
6timo, usar o principio do maximo fraco (Teorema 2.5) e, para todo k € N e t € [S,T],

definirmos
=0 e (), 0 (1) = (0, ey T (1))

para alguma funcdo Lebesgue mensuravel 4**1 tal que v**'(t) € B para cada k € N
e quase todo ponto em [S,T]. A existéncia da funcio Lebesgue mensuravel " tal
que 7+ (t)
teorema de selecao mensuravel adequado, por exemplo, o Teorema de Selecao Mensuravel
de Aumann (Teorema B.14). O

€ B para cada k € N e quase todo ponto em [S,T] é garantida por algum
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4.2 UM ESTUDO DA OTIMALIDADE E DA FACTIBILIDADE

O teorema a seguir, sob algumas hipdteses, garante uma propriedade de otimali-
dade para os pontos de acumulacao das sequéncias geradas pelo Algoritmo 4.1, quando

eles existem.

Teorema 4.1. Seja (Z,4) um ponto de acumulacio da sequéncia {(z* u*)} gerada pelo
Algoritmo 4.1 no sentido de que, por meio da extra¢io de uma subsequéncia (nao reno-
mearemos), ¥ — T uniformemente e u* . Se (Z,1) é um processo factivel para (P)
e as Hipéteses (H1) - (HT) sio satisfeitas, entdo (Z,1) é um processo AWMP.

Demonstragio. Pelas Hipoteses (H1) - (H7), o Passo 1 do Algoritmo 4.1 e o Lema 4.1,
as Condigoes (i), (iii) e (v) da Definigdo 3.1 sdo satisfeitas para cada k € N e quase

k+1

todo ponto em [S,T], com "™ — 0. A Condigao (ii) também é uma consequéncia do

Lema 4.1, sendo suficiente definir ¢/ () := — (' (t) +pubs (¢, 2" (t), u* (1)) e Pi1(2) :=

— max {7} (t) + prg; (t, 2" (t), u"*'(t)),0} para todo k € N, i =1,....mp, j =1,...,m,
et €[S, T]. A convergéncia de {(*,7")} segue diretamente do Lema 4.1.

Para verificar a validade da Condi¢do (iv) da Definigao 3.1, tomamos 9?“(15) =
i () gy (2" (), u* () para todo k €N, j =1,...,mg e todo ¢ € [S,T]. Além disso,

d . : ,
k% 4, pelo Teorema de Riesz (Teorema B.11), podemos considerar, através

dado que u
da extracio de uma subsequéncia (nio renomearemos), que 1" (t) — 4(t) quase todo ponto
em [S,T]. Logo, pela convergéncia uniforme de {2*} e a continuidade de g;(t,-,-) quase
todo ponto em [S,T], com j = 1,...,m,, segue que gf“(t) = g;(t, 2"TH(), WP () —
g;(t) = g;(t, z(t),u(t)) quase todo ponto em [S,T], com j = 1,...,m,. Vamos analisar os

dois casos a seguir:

(a) {px} € limitada. Nesse caso, concluimos que existem kg e p > 0 tais que py = p para

todo k > kg. Isso significa que o Algoritmo 4.1 encontrou uma sequéncia em que
max{[[b(-, 2" (), uM Oy, IV, )
< masc{ b, (), u (), V51, } ¥k > ko,

Como 7 € (0,1), tomando o limite com & — oo, [|[V*™||;1  — 0. Assim, de acordo
mg
com Teorema B.6, podemos considerar, através da extracao de uma subsequéncia

(ndo renomearemos), que
VIF(E) = max {g} T (£), — 75 (£) /pi} — 0 (4.2)

quase todo ponto em [S,T], com j =1,...,m,. Fixamos arbitrariamente ¢ € [S, T

ejed{l,...,my}, e consideramos dois subcasos:
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(i) Definimos Ny = {k : V/™'(t) = —ff(t)/pk}. Se N; for vazio ou finito, é
suficiente excluir o Subcaso (i) (considerando uma subsequéncia) e focar apenas

no Subcaso (ii), exibido adiante. Caso contrério, para k € Ny,

& )+ i) < 0.

Logo, i (t) = — max{7 (t) + prg} ' (t),0} = 0 para k € N e

k k — k k
9j+1(t) = rj“(t)gj (t, 2" (), u* (1)) = 0, k € Ny.

(ii) Definimos Ny := {k : V*"'(t) = g/*'(t)}. Se Ny for vazio ou tiver um niimero
finito de elementos, entao é suficiente (considerando uma subsequéncia) excluir

o Subcaso (ii) e trabalhar apenas com o Subcaso (i). Caso contrério, para
ke No,

& )+ prgi () > 0.

Assim, 7§+ (t) = —max {7} (t) + prg; T (1), 0} = =5 () — g}t (), k € N, e

J
{rf*l (t)} é uma sequéncia limitada quase todo ponto em [S, T (veja a defini¢ao
de 7 no Passo 3 do Algoritmo 4.1; note ainda que {gj’-““(t)} é convergente, e

portanto limitada). Além disso, por (4.2), quando k € Ny e k — o0,

g; (t, M (), uF T () = max{—gf“(t), 0} — 0.

Logo,

9;?“(25) = rf“(t)gj_ (t, "L (), " (1) — 0

sempre que k € Ny e k — o0.

Em sintese, 9;?“(15) — 0 quase todo ponto em [S,T], com j = 1,...,m,. Além
disso, é imediato que {#*™} C €.

(b) pr — 4o00. Novamente, fixamos arbitrariamente t € [S,T] e j € {1,...,m,}, e

consideramos dois subcasos:
(i) Definimos N3 :={k € N: gf“(t) > 0}. Para k € N3,

g5 (t, 2" (1), u" (1)) = max{—g{T'(t),0} =0

e, consequentemente,

O3 (t) = ri TN () gy (2" (E), WM (E) = 0.
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(i) Definimos Ny := {k € N : ¢"*'(¢) < 0}. Se o conjunto Ny for vazio ou conter um

numero finito de elementos, por meio de uma subsequéncia, podemos excluir o

Subcaso (ii). Portanto, s6 precisamos analisar o caso em que Ny possui infinitos

elementos. Para isso, observe que {g;-“rl

[S,T], j& que é convergente, e {ff (t)} é uniformemente limitada por construcao

(vide Passo 3 do Algoritmo 4.1). Assim, 7 (t) + prg} ™ (t) < 0 para k € Ny

(t)} é limitada quase todo ponto em

suficientemente grande. Logo,

rit(t) = — max {5 (t) + pegi (1), 0} = 0,

para k € Ny suficientemente grande. Consequentemente,
k10p\ k1 —(p k1 k41 _
057 (1) = ri " (t)gy (2" (1), u"" (1)) =0
para k € Ny suficientemente grande.

Por (i) e (ii), (9;?“(15) — 0 quase todo ponto em [S,T], com j = 1,...,my. Além

disso, como no Subcaso (a), ¢ imediato que {#*™'} C €.

Portanto, dos Subcasos (a) e (b), verificamos a validade da Condi¢ao (iv) da

Defini¢ao 3.1 e concluimos o resultado. 0

No Teorema 4.1, assumimos a factibilidade do processo (Z,u). Infelizmente, nao
podemos garantir se essa propriedade é sempre valida ou ndo. No entanto, podemos
assegurar que (z,u) é um forte candidato a factibilidade, como pode ser visto no Teorema
4.2 apresentado logo abaixo. As ideias apresentadas aqui sdo derivadas de [13, 14], onde os
autores também encontraram um problema na verificacdo da factibilidade do ponto limite
da sequéncia gerada pelo algoritmo do tipo Lagrangiano aumentado proposto por eles,
embora no contexto das condicoes AKKT. Como o método de Lagrangiano aumentado
é, essencialmente, um método de penalidade, a dificuldade em demonstrar a factibilidade

dos pontos de acumulagao das sequéncias geradas ja era, de fato, esperada.

Teorema 4.2. Seja (7,1u) um ponto de acumulacio da sequéncia {(z*,u*)} gerada pelo
Algoritmo 4.1 no sentido de que, por meio da extra¢io de uma subsequéncia (ndo reno-
mearemos), t¥ — T uniformemente e u* med 7, Suponha que as Hipdteses (ﬁl) - (ﬁ]?)

sejam satisfeitas. Além disso, assuma que:

(H8) existam constantes positivas My e My, com |*(t)] < My e |n*(t)| < M, para todo
k € N e quase todo ponto em [S,T], em que as sequéncias {e*} C L} e {n*} c L}
sao dadas pelo Lema 4.1.
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Entao, (Z,u) é um processo estaciondrio para o Problema (Pp):

minimizar /T ; [gﬁ(bi(t, z(t),u(t)))* + i(max{gj(t, x(t),u(t)),0})?| dt

s i—1 j=1

sobre (x,u) € W.

Demonstragio. Primeiro, verificamos a viabilidade de (Z,u) para o Problema (Pp).

Como u* ™% u, pelo Teorema de Riesz (Teorema B.11), podemos considerar,
extraindo uma subsequéncia (ndo renomearemos), que u*(t) — 4(t) quase todo ponto em
[S,T]. Assim, u(t) € U(t) quase todo ponto em [S,T]. Além disso, pelo Lema 4.1 e pela
Hipétese (H6), {i*} é uniformemente integravelmente limitada. Portanto, pelo teorema
de Dunford-Pettis (Teorema 2.4), podemos escolher uma subsequéncia (novamente, nao
renomearemos) de modo que {*} convirja fracamente em L! para alguma funcio ¢ € L} .
Portanto, definindo Z(t) := z(S) + /Stg(s) ds, concluimos que Z(t) = ¢(t) quase todo
ponto em [S,T], #(S) = #(S) e 2"(t) — #(t) uniformemente. Devido & unicidade do
limite, # = Z em W', No entanto, i"(t) = f(t,2"(t),u"(t)) para cada k € N e quase
todo ponto em [S,T]. Integrando ambos os lados da igualdade de S até ¢, tomando o
limite com k — 0o, usando a convergéncia fraca de {i"}, a convergéncia uniforme de {z*}
e a convergéncia quase todo ponto em [S, T] de {u*} juntamente com a Hipétese (H6) e o
Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema B.9), concluimos que z(t) = f(t, z(t), u(t))

quase todo ponto em [S,T]. Portanto, o processo (Z,u) é vidvel para o Problema (Pp).
Agora, consideramos os dois seguintes casos.
Caso 1: {p;} tem uma subsequéncia limitada.

Da mesma forma que foi feito no Subcaso (a) da prova do Teorema 4.1, podemos

concluir que
max{[|b(-, 2" (), u" () les,, IV e, 3 — 0.

Assim, pelo Teorema B.6, podemos considerar, através da extragao de subsequéncias (nao
renomearemos), que b(t,z"(t),u*(t)) — 0 e V¥(t) — 0 quase todo ponto em [S,T]. Pela
continuidade de (b, g)(-) (vide Hipétese (H5)) e pelas convergéncias de {2} e {u"}, segue
que b(t, z(t),u(t)) = 0 quase todo ponto em [S,T]. Além disso, como

gj(t, ,’L‘k+1<t)’ ukt () < max {gj (t, karl(t)’ ukt ®)), _f;c(t)/pk} _ ‘/}k+1(t)

para todo k € N, j = 1,...,m, e quase todo ponto em [S,T], podemos concluir que
g(t,z(t),u(t)) < 0 quase todo ponto em [S, T].
Portanto, (z,u) é uma solu¢ao 6tima global para o Problema (Pp).

Caso 2: {p;} nao possui uma subsequéncia limitada.
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Usando o Lema 4.1 e definindo

(ﬁk-i-l (Zf), §k+1 (t), gh+1 (t), ﬁk-i-l (t), aan (Zf))
= o (P (), €51 (), €5 (), " (1), (1)

para todo k € N et € [S,T], segue que

E (1) € coNp (1), P"N(T) = —pi N Vil (&FH(T)) — D4 (4.3)

(=0 (0), E1 (1) — (B (), (1) € oD (P*(E) - F (8, 2T (1), (1))
my
_ { [Z cif“(t)vx,ubf“ + Z Ak—i—l xugj:—i-l(t)] } , (4.4)
i=1
para cada k € N e quase todo ponto em [S,T], com

~ ~k
4 gi (t A (1)
GETL(t) = DF (1) + a(t) e PTHt) := max {gf“( ) +-+—,0
Pk Pk
paratodo ke N, i=1,....my, j=1,... myete[S,T].

Agora, observe que, pelo Algoritmo 4.1 e pela Hipdtese (]:I 6), existe uma fungao
integravel ¢ tal que |/ (¢)|+[F! ()| < é&(t) quase todo ponto em [S, T]. Além disso, pela
Hipétese (H1) e as conclusdes da Observacao 2.4, cody (9F1(t) - f(t, 25F1(t), u"F1(1))) =
DY) Dy f (£, 1), "L (1)) € Do f(t, 2"H(t), u"*1(t)) C ky(t) B quase todo ponto em
[S,T7], e de acordo com a Hipétese (H5), V,(b,g) é limitada por uma funciio integrével
quase todo ponto em [S, T']. Assim, por (4.4) e pela Hipdtese (]f[ 8), garantimos a existéncia

de uma funcao integravel K tal que, para cada k € N e quase todo ponto em [S, 77,
P ()] < k(D)1 (0)] + K ().

Portanto, pela desigualdade de Gronwall (Lema B.1),

0] < exp(ligllo) [ @)+ 1K)

para todo k € N e t € [S,T]. Por (4.3), vemos que p**(T) — 0, entao {p*TH(T)} ¢

limitada. Consequentemente, existe uma constante M > 0 tal que
B ()] < M.

Pelo teorema de Dunford-Pettis (Teorema 2.4), por meio da extragdo de uma subsequén-
cia, segue que, para alguma funcdo absolutamente continua p € W', P — p unifor-
memente e pF* — pem L.

Similarmente, podemos garantir (através de uma subsequéncia, se necessario) que

EF1 ¢ para algum € € L. Além disso, pela Hipotese (H7), as sequéncias {e"+(¢)}
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e {n"(t)} sdo uniformemente limitadas. Consequentemente, &*"'(¢t) — 0 e #*™(t) — 0

quase todo ponto em [S, 7.

A partir das convergéncias de {z"} e {u"}, da continuidade de (b, g)(t,-,-) em
R™ x R™ quase todo ponto em [S,T], e da limitagio uniforme de {¢*(t)} e {#*(t)} para
todo t € [S,T] garantida pelo Algoritmo 4.1, segue que

G ) = b(t) e PT(t) = max {g(t),0}

quase todo ponto em [S, T1.

Uma modificacao direta na prova do Teorema da Compacidade das Trajetorias
[23, Teorema 3.1.7, p. 118] e um apelo as propriedades de semicontinuidade superior dos
cones normais limites e subdiferenciais limites, permitem-nos tomar limite nas rela¢oes

(4.3) e (4.4) e concluir que
(=5(t),£(1)) € codnu(p(t) - f(t, Z(t), u(t)))
- { (% Bl(t>vx,u61(t) + ig max{gj (t)a O}Vm,u% (t)) } ’

§(t) € coNy(u(t)),
p(T) =0

quase todo ponto em [S, 7.

Portanto, (z,u) é um processo estacionario para o Problema (Pp). O

4.3 APLICACOES

Nesta se¢ao, apresentamos algumas aplica¢oes do método de Lagrangiano aumen-
tado para problemas de controle 6timo proposto neste trabalho (Algoritmo 4.1). A imple-
mentagio computacional foi realizada no MATLAB® [56]. Tomamos py := 1072, v := 1.71
e7:=10"%. O critério geral de parada para o Algoritmo 4.1 foi composto pelas Condi¢oes
(i)-(v) da Definicdo 3.1. Utilizamos uma precisio de 107°. Adotamos 10* como o niimero
méximo de iteragoes e 80 pontos para discretizar uniformemente o intervalo [S,T]. Para
ilustrar a versatilidade do algoritmo proposto, apresentamos duas estratégias distintas

para resolver os Subproblemas (By).

4.3.1 Estratégia 1

O Lema 4.1 fornece a existéncia e a caracterizagao de solugdes subotimas para
os Subproblemas (pk), mas nao estabelece condi¢oes para o calculo delas. O préximo
resultado, inspirado no estudo desenvolvido por Hamel em [43], garante que, para cada
k € N, qualquer método capaz de fornecer um ¢;-minimizador para o Subproblema (Pk),

com ¢ > 0 para cada k € N e ¢, — 0, cumpre o critério do Passo 1 do Algoritmo 4.1.
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Proposicao 4.1. Sejam {ex+1} uma sequéncia de nimeros positivos, com €xr1 — 0, e
{(@F, 4"} € W, tais que, para cada k € N, py, € [0,+00) e (G°,7) € Rp,

L, (g7 aMh) < ( ir;gw L, (2, d", 7 u) + e, (4.5)

Se as Hipdteses (H1) - (HG) forem wdlidas, entio existem {(z"*',u**)} < W,
{( Mg, PP, €Y € (0, 400 x WHE X LE {(e ")} € LL x LY e {v*} C R, tais que,
para cada k € N,

,Cpk(l‘k—’—l,qk,fk,uk—i_l) <£ ( k—i—qu Tk Ak—i-l) < inf Epk(x (] Tk: u)+€k+1a

(z,u)eW

para cada py € [0,+00) e (¢°,7%) € Ry e todo (x,u) € W. Além disso, para cada k € N
e quase todo ponto em [S,T],

[t —a* Ly < ern;

Moyt + 1P e = 15

(=p" (), €71 (1)) — (1), 0 (1)

€ c00puH,, (t, 2 (1), pFT(E), 3 (1), 7 (1), u" T (2));
() € coNyw (W™ (1));
CpEFUTY — UM e A 80 (TY):;

em que 7:[p é definido como no Lema 4.1. Além disso, ¥ — 0 em L, "t~ 0 em LY

e v/ 0.

Demonstracio. A demonstracao deste resultado é semelhante & do Lema 4.1. Portanto,

vamos considerar o mesmo conjunto W e a mesma aplicacao dy;,, isto €,

@(t) = f(t,z(t), u(t)) q.t.p. em [S,T],
W= (z,u) € W x %, u(t) € U(t) q.t.p. em [S, 71,
z(S) = xg

edW:WXW%Rdadapor

(), () = [2(8) = #(S)] + [ ut) = w'(0) .

Assim, usando os mesmos argumentos da prova da Afirmacao 3.1, podemos concluir que
(W,dy,) é um espago métrico completo e que L, (-, g*, 7", -) é semicontinua inferior em

(W@W) para cada k € N, p;, € [0, +00) e (¢",7") € Rp.

Como, por hipédtese, (4.5) é valida, pelo Principio Variacional de Ekeland (Teorema

2.2), existe uma sequéncia {(z"*! «*)} ¢ W (para cada k € N, zF*!
k41 k41

é a trajetoria

correspondente a u tal que, para cada k € N, ||[u""" — ﬁkHHL;n < €pyp1 €

L, (2" G 7 WY < L, (2R G, R, A §( 1r)1£W£pk(x G5 7 u) + ey, (4.6)
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para cada p € [0, +00) e (§*,7*) € Rp e todo (z,u) € w.

Usando um raciocinio analogo ao dos Passos 3 e 4 da demonstracao do Teorema 3.1,
para concluirmos o resultado, é suficiente escrevermos (4.6) no formato de um problema
de controle 6timo, usar o principio do maximo fraco (Teorema 2.5) e, para todo k € N e
t € [S,T], tomar /¥ := 0 e (" (1), " () := (0, —er; 17" T (t)) para alguma funcao
Lebesgue mensuravel 4" tal que ’yk“(t) € B para cada k € N e quase todo ponto em

k1 segue de algum teorema de selecio mensurével

[S,T]. A garantia da existéncia de =y
adequado, por exemplo, o Teorema de Selegdo Mensurdvel de Aumann (Teorema B.14).

]

A Estratégia 1 consiste inicialmente em utilizar a mesma abordagem empregada
por Borgens, Kanzow e Steck em [14], Borzi em [16] e Kanzow, Steck e Wachsmuth em
[45], isto é, reescrever problemas de controle 6timo como problemas de programagao nao
linear (em dimensdo infinita) por meio de um “mapa de controle para estado”. No

contexto dos Subproblemas (B), partindo do PVI

(t) = f(t,x(t),u(t)) q.t.p. em [S,T],
z(S) = zg,

(4.7)

com u(t) € U(t), vamos supor que seja possivel encontrar um mapa de controle para
estado S : %, — W' tal que

S(u) = .

Assim, podemos reescrever (P;) como um novo problema que possui apenas a restricao
u(t) € U(t) quase todo ponto em [S,T]. Algumas condi¢bes para a existéncia e boa

definicdo do mapa de controle para estado S sao discutidas por Borzi em [16, Capitulo 1].

Em sintese, resolvemos (Fy) da seguinte forma:

(i) Consideramos uma discretizacdo 2 do intervalo [S,T], com N pontos. Para cada
t € 2, encontramos u""(t) usando alguma funcdo do MATLAB, por exemplo,

fmincon, resolvendo o seguinte problema de programacao nao linear:
minimizar £ (¢, S(u)(t), §"(t), 7 (t), )
sobre wu(t) € U(t).
(Na pratica, vemos o mapa de controle para estado S como um solucionador do

PVI (4.7), que, para um dado u, retorna um tnico z. Em nossos testes, utilizamos

o método de Runge-Kutta de quarta ordem.)

O termo “mapa de controle para estado” consiste de uma traducao literal do termo em inglés
control-to-state map.
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k+

(ii) Obtemos o estado z"*! associado a u**! resolvendo:

@(t) = f(t,z(t),u*(t), 2(S) =g

. em que p**t é o coestado associado a uF ! e

(iii) Calculamos (p+!, ¢*+1)

k1 k41 ~ktl
+ 1o ¢kt ¢

L}, resolvendo:

(B(t), C(t)) = —p(t)Vauf (£, 2" (1), (1))
b Vaud i (t, 2*L(), ¢H(E), P (), W (1)),
p(T) = =Vl(x(T)) w1y,
C(t) € coNy (u*t1(t))

k+

em que ¢"™ e r**1 sd0 definidos conforme o Passo 3 do Algoritmo 4.1.

Além das condi¢oes AWMP, o critério geral de parada para o Algoritmo 4.1 deve
garantir que a sequéncia gerada satisfaga as condi¢oes da Proposicao 4.1. Desta forma,

precisamos usar a seguinte condicao adicional:

L v (, 2 FH(), @ (), P (), uF T () — L (8, 28 (2), @ (8), 7 (), vF(2))] < 1072

Feitas as devidas consideracoes, exibimos dois exemplos que ilustram a aplicagao
da Estratégia 1. O primeiro exemplo é uma pequena adaptacao do Exemplo 3.2, pois
adicionamos restricoes ao estado inicial e ao conjunto das variaveis de controle. Essas
modificacoes nao afetam as andlises desenvolvidas anteriormente, e o problema ainda
possui a solugao tnica (z, (u1,us)) = (0, (0,0)), que, por sua vez, nao satisfaz o principio
do maximo fraco classico (Teorema 2.6). O segundo exemplo traz o bastante conhecido

Problema de Rayleigh, ver por exemplo [40, 59].
Exemplo 4.1. Considere o seguinte problema de controle étimo:

minimizar (1)
sobre (z,u) € WH([0,1];R) x L*°([0, 1]; R?) satisfazendo

x(t) = uq(t) q.t.p. em [0, 1],
0=x(t) + us(t) + 2us(t) q.t.p. em [0, 1],
0 = uy(t) + 2us(t) q.t.p. em [0, 1],
(ug(t),ua(t)) € [-1,1] x [-1,1]  q.t.p. em [0, 1],
z(0) = 0.

O método de Lagrangiano aumentado proposto forneceu as solugoes numéricas
apresentadas na Figura 1. Os erros absolutos entre as solugoes exatas e aquelas calculadas
pelo Algoritmo 4.1 para x, u; e uy foram aproximadamente e, ~ 1,790 x 107%, e,, ~
1,136 x 102 e €y, ~ 5,700 x 1073, respectivamente.
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Figura 1 — Resultados numéricos para (u(t),ud(t)) = (1,1), ¢z = (=50, —50), qr = (50, 50),
(@), @) = (10,10). O método executou 36 iteracoes.

Como ja mencionamos, o principio do maximo fraco classico nao é valido para este
problema. No entanto, o principio do maximo fraco assintotico é satisfeito. Além disso,
conseguimos resolvé-lo usando o Algoritmo 4.1, o que reforca a validade das afirmagoes

feitas ao longo deste trabalho.

A versdao do Problema de Rayleigh que trazemos no Exemplo 4.2, apresentado
logo abaixo, é a mesma que foi investigada por Maurer e Osmolovskii em [59]. A tnica
modificagao feita foi considerar o espaco das variaveis de estado como sendo o de fun¢oes
absolutamente continuas, ou seja, W' ([0, 4,5]; R?) em vez do espaco W'>°([0, 4,5]; R?).
No entanto, isso ndo é um problema, pois W ([0, 4,5]; R*) ¢ W*([0, 4,5]; R?).

Exemplo 4.2 (Problema de Rayleigh). Considere o seguinte problema?:

45
minimizar / (z1(t)* + (zo(t))*dt
0
sobre (z,u) € WH([0, 4,5]; R?) x L*>([0, 4,5]; R) satisfazendo

11 (t) = zo(t) q.t.p. em [0, 4,5],
Bo(t) = —m1(t) + 22() (1.4 — 0.14(22(1))?) +u(t) q.t.p. em [0, 4,5],
0>a—u(t)—x(t), a € R, q.t.p. em [0, 4,5],
0>u(t)+z1(t) — 5, B ER, q.t.p. em [0, 4,5],
u(t) e R q.t.p. em [0, 4,5],

(21(0), 22(0)) = (=5, =5).

Em [59], Maurer e Osmolovskii, utilizaram o pacote de solucionadores de problemas
de controle 6timo Numerical Discretisation method for Optimal Control problems with
Constraints in Controls and States (NUDOCCCS) desenvolvido por Buskens em [19]

(veja também [20]) em conjunto com o método de parametrizagdo de arcos (em inglés,

3 O problema do Exemplo 4.2 est4 escrito na forma de Lagrange, enquanto o Problema (ﬁ)

estd escrito na forma de Mayer. Felizmente, isso ndo é um obstdaculo para nossas analises,
pois problemas na forma de Lagrange podem ser reescritos na forma de Mayer, veja por
exemplo [67, Observagao A.1.].
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arc-parametrization method) [57] e condigbes suficientes de segunda ordem [59, Teorema
3.1] para resolver o Problema de Rayleigh, quando fixado alguns valores de v e 3. O
pacote NUDOCCCS resolve problemas de controle 6timo discretizados usando métodos
de programagcao nao linear. Como métodos de integracao adaptativa de alta ordem sao
implementados no NUDOCCCS, é necessario menos de 1000 pontos de grade para obter
solugoes altamente precisas, como afirmam Maurer e de Pinho em [58]. Nas simulagoes

realizadas por Maurer e Osmolovskii em [59] foram utilizados de 500 - 1000 pontos.

Assim como Maurer e Osmolovskii em [59], consideramos trés combinagoes distin-

tas para a e 8. As trés situagdes analisadas foram dadas como segue.

Casol: a=—-5¢e 3 =0;

Caso II: a =—-8e 3 =0;

Caso III: « =—10e 5= 0.
De acordo com Maurer e Osmolovskii em [59], o comportamento do minimizador

local fraco para o problema é bang-bang no Caso I (ver Figura 2), bang-bang no Caso II

(ver Figura 4) e bang-bang-singular no Caso III (ver Figura 6).

Os resultados numéricos fornecidos pelo método de lagrangiano aumentado pro-

posto para os Casos I, II e III sao fornecidos pelas Figuras 3, 5 e 7, respectivamente.
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Figura 2 — Resultados apresentados por Maurer e Osmolovskii em [59, Figura 3| para o Caso L.
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Figura 3 — Resultados numéricos para o Caso I tomando u°(t)

(7(t), 7 (t)) = (10, 10), apds 33 iteracoes.
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Os resultados nas Figuras 3, 5 e 7 comparados com os obtidos por Maurer e Osmo-
lovskii em [59] (Figuras 2, 4 e 6) evidenciam que o Algoritmo 4.1 capturou eficientemente o
comportamento das solugoes para o Problema de Rayleigh nos diferentes casos estudados,

reforcando o bom desempenho do método proposto.

Ao selecionar o Problema de Rayleigh, foi possivel avaliar a habilidade do método
em identificar a estrutura de minimizadores locais fracos e lidar com nao linearidades.
O Algoritmo 4.1 provou sua eficicia ao capturar de maneira precisa o comportamento
das solugoes em cenarios diversos, reforcando assim a confiabilidade do método perante

desafios complexos.

4.3.2 Estratégia 2

Resolvemos os Subproblemas (ﬁk) utilizando o método SQH proposto por Brei-
tenbach e Borzl em [17], mais especificamente sua versao para EDOs, por exemplo, [16,
Algoritmo 2.3]. Os pardmetros utilizados foram esqu = 1.6, ksqu = 1078, Osqu = 9,
Csqu = 107% e ngqu = 10°. O ntimero maximo de iteracdes foi definido como 200. Es-
colhemos o método SQH porque, sob certas hipoteses, que os exemplos escolhidos nesta
secao satisfazem, ele gera sequéncias que cumprem as condigoes necessarias do Passo 1
do Algoritmo 4.1, veja [16, Se¢ao 2.5].

Exemplo 4.3 ([74, Exemplo 1, p. 271]). O problema consiste em:

minimizar /0 1 —z(t)dt

sobre (z,u) € WH([0,1];R) x L>([0, 1];R) satisfazendo
(t) = x(t) +u(t) q.t.p. em [0,1],
0>u(t)+z(t)—2 qt.p. em[0,1
u(t) € [-1,1] q.t.p. em [0, 1
z(0) = 0.

I
]

Uma solugao exata (Z,u) para este problema, juntamente com os multiplicadores associ-
ados (p,7), é dada por
(z(t),u(t), p(t),7(t)) = (e" = 1,1, (4 —2In(2))e~" — 1,0)
para todo t € [0,1n(2)] e
(Z(t),u(t),p(t),r(t) = (2t +1—2In(2),14+2In(2) — 2¢t,1 —t,—(1 — 1))

para todo t € (In(2), 1], veja [74, p. 273]%.

4

Em [74, Exemplo 1, p. 271] a restricdo mista é dada na forma 2 — z(t) — u(t) > 0 quase
todo ponto em [0, 1]. Contudo, para aplicarmos o Algoritmo 4.1, reescrevemos essa restrigao
como 0 > u(t) + z(t) — 2 quase todo ponto em [0, 1]. Essa mudanga provocou a inversao no
sinal do multiplicador 7 em relagdo ao seu equivalente g3 em [74, p. 273].
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Na Figura 8, além da solugdo exata, exibimos os resultados obtidos pelo método
proposto para x, u e os multiplicadores p e r. Os erros absolutos fornecidos pelo Algoritmo
4.1 para x, p, e r foram aproximadamente e, ~ 3,871 x 1073, ep ~ 1,711 x 1072, e e, ~
4,131 x 107°, respectivamente. Além disso, como a funcao Hamiltoniana nao maximizada

associada ao problema é dada por
H(t,z,p,r,u) =plr+u)+x+r(u+z—2),

segue que H(1,z(1),p(1),7(1),u(1)) = &(1), pois p(1) = 7(1) = 0. Portanto, qualquer
u € [—1,1] minimiza H(1,z(1),p(1),7(1),u). Assim, o método SQH pode apresentar
problemas em ¢t = 1, como ¢ possivel ver na Figura 8. No entanto, como procuramos
uem L>([0,1];R), podemos desconsiderar u(1) em nossa analise de erro, resultando em

ey & 3,708 x 1073 como erro absoluto para a variavel de controle.

2 1 ‘
A15 ?»‘)\N‘ 05 7 \
= e, g
i 1 ..’t...'.. Py 0 ! ".'..0-‘
:>% ""-..,' = * Aprox. u | e
05/ e, | .05 —Exata u
’ ..., ||+ Aprox.r
0 ‘ ‘ ‘ "'-.,“_*‘."".’.. ] ---Exatar
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 8 — Resultados numéricos para u’(t) = 1, rg = 50, 7°(t) = 10 e 20 iteracdes.

No Algoritmo 4.1, a suavidade da fungao de custo nao é necessaria, semelhante as

condigoes AWMP. O exemplo a seguir ilustra essa situagao.

Exemplo 4.4. O problema ¢é dado por:

minimizar |z(1) — 2|

sobre (z,u) € WH([0,1];R) x L>([0, 1];R) satisfazendo
z(t) = u(t) q.t.p. em [0, 1],
0> —u(t) + 0.52(t) q.t.p. em [0, 1],
u(t) €10, 2] q.t.p. em [0, 1],
z(0) = 0.

Como a fungdo de custo é ndo negativa e o par (z(t),u(t)) = (2t,2) para todo
t € [0,1] é vidvel, concluimos que é uma solugdo 6tima. Na Figura 9, apresentamos o
grafico dessa solucdo juntamente com os resultados obtidos pelo método de Lagrangiano
aumentado proposto. Os erros absolutos fornecidos pelo Algoritmo 4.1 para x e u foram

aproximadamente e, ~ 1,888 x 1077 e e, ~ 6,428 x 107", respectivamente.
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Figura 9 — Resultados numéricos para u’(t) = 0, rg = 50, 7°(t) = 10, \g = 1 e 14 iteracdes.

Com base nos resultados apresentados nos Exemplos 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4, podemos
concluir que o método proposto conseguiu encontrar solugoes aproximadas para problemas
com diferentes caracteristicas, tais como problemas onde nao vale o principio do maximo
fraco classico, problemas nao lineares, captacao de descontinuidades em problemas com
solugoes do tipo bang-bang e problemas com funcao de custo nao suave, demonstrando
assim sua viabilidade pratica e potencial. A aplicagdo do método a problemas mais

complexos esta prevista para trabalhos futuros.
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5 UMA NOVA CONDICAO DE QUALIFICACAO

Neste capitulo, investigamos as condi¢coes minimas sob as quais as condigoes
AWMP propostas no Capitulo 3 implicam no principio do méaximo fraco classico (Te-
orema 2.6), seguindo algumas ideias que foram exploradas no contexto da programacao
nao linear [3, 13, 60]. Mais especificamente, no caso de dimensao finita para problemas
suaves, na condicao Cone Continuity Property (CCP) [3], no caso de dimensao finita
para problemas nao suaves, na condigdo Asymptotically Mordukhovich-reqularity (AM-
regularidade) [60] e, no caso de dimensao infinita para problemas suaves, na regularidade
AKKT (ou AKKT-reqularity) [13]. Através da inspiracao obtida, propomos uma nova
condicao de regularidade para as condigoes AWMP denominada AWMP-regularidade (ou
AWMP-regularity). Esta nova condigdo, como veremos neste capitulo, atua como uma

condicao de qualificacao e assegura a validade do principio do méximo fraco classico.

5.1 CONDICAO DE QUALIFICACAO AWMP-REGULARIDADE

Motivados pelas condicdes AWMP, dado § > 0, para cada * € W', u € %, e

6 € €, vamos considerar os seguintes conjuntos:

para quase todo ponto em [S, 71,

i) (p(0) %(2),7.6)

Mau)=3 DU | € (€000u(0) - St a(0).u(t)) — (=50, 0)).
n MOU(x(S). 2(T)) = {(p(S). ~p(D))}).

(A,p) € [0,+00) x Wit e A+ [pllgs # 0

para quase todo ponto em [S, 71,
(0(8), (1), 7. €)

(zqz (Vs ubi(t, 2(8), u(t))

+ ZTJ lugj t ZL’(t) U(t)),0,0)

Ma(m,uﬁ) = (@7¢777£) (O7—C( )77177‘(2)7
€L} x L} xR"xR" (¢.r) € L} x L}
(C,?Tl,’ﬂ'g) - L}n Xan X Rn,
((t) € coNy,@(u(t)),
ri(t)g; (6, x(t),u(t)) = 6;(t), j=1,...,mg,
ri(t) <0, j=1,...,m,
(m1,m2) € Ne(x(S), 2(T))

O lema apresentado adiante estabelece uma forma alternativa para escrever o

principio do méximo fraco classico (Teorema 2.6).
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Lema 5.1. Seja (z,u) um processo factivel para (P). Entdo as condigoes do principio do

mdximo fraco classico (Teorema 2.6) sao satisfeitas em (T, u) se, e somente se,
para algum § > 0.

Demonstragio. =) Pelo principio do méximo fraco classico (Teorema 2.6), existem
(A p,¢.q,r) €[0,400) x Wl x L), x L, X L}ng tais que
A+ [Pl #0, (5.1)
(—p(t),C(1)) € codeuM(t, Z(t), p(t), q(t), r(t), u(t)), (5.2)
((t) € coNuy (u(t)), (5.3)
r(t) - g(t,z(t),u(t)) =0 e r(t) <0, (5.4)
(p(S), =p(T)) € A0L(x(S5), 2(T)) + Ne(z(5), 2(T)) (5.5)

para quase todo ponto em [S, 7.

Como, por hipétese, (Z,u) é factivel, de (5.4),

ri(t)g; (8, 2(t), u(t)) = r;(t) (max{—g;(t, z(t),u(t)),0}) = r;(t)(=g;t, 2(1), u(t))) = 0

para j = 1,....m, e quase todo ponto em [, T).
Por (5.2),
(P(0),6(0)) € ctunlp(t) - F(1,7(0),5(0) — (<5(0),0) atp. em [ST],  (5.6)
em que
(40, 5(0) = = 3090, 500,10 - jz_‘?r]<t>vz 038, 708), (0)) + (0,¢(1)

para todo t € [S, 1.

Pelas conclusdes da Observagdo 2.4, segue que co0,.(p(t) - f(t,z(t),u(t))) =
p(t)Dy . f(t, 2(t), u(t)) quase todo ponto em [S,T] e D, f(t,z(t),u(t)) C ks(t)B quase
todo ponto em [S, T|. Assim, como p € L}, pois p € W', usando (5.6), podemos concluir
que (,9) € Ly, x Ly,

De (5.3), ((t) € coNyu(u(t)) = coNy,w(u(t)) para qualquer 6 > 0 e quase todo
ponto em [S, T7.

Por (5.5),

(), 2(T)) = (p(S), =p(T))

I

(7,6) € A0/
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para algum —(v,&) € Ng(z(S),Z(T)). Portanto, usando (5.1), concluimos a primeira
parte do resultado.

¢) Seja (907 7%%5) € M<i‘7ﬂ) N <_M5<i‘>ﬂ7 O)) Por deﬁnigéo, (907 ¢777€) € L711 X Lin X
R™ x R" e existe (\,p, q,7) € [0, +00) x Wht x L x L}nb X LTlng7 tal que, para quase todo
ponto em [S, T,

(o), (1) € codzulp(t) - f(£,2(2), u(t))) — {(=p(t),0)}, (5.7)
(o (1), Zqz () Veubi(t, 2(t), u(t))

- il?“j(t)vx,ugj(t,x(t)aU(t)) +(0,¢(1)), (5-8)
C(t) € coNy,(u(t)) para algum 6 > 0, (5.9)
ri(t)g; (t,2(t),u(t)) = e r;i(t) <0, j=1,...,myg, (5.10)
(7, &) € Ao(z(5), #(T )) (p(S), —p(T)), (5.11)
= (1,€) € Ne(2(5), (1)), (5.12)
A+ pllzge # 0. (5.13)

Por (5.7), (5.8) e os Corolarios B.1 e B.2,

(—5(8), C(1)) € codyu(p(t) - F(£, (), a(1)))
+zm %wtﬂ)(m+:w@%wN@WMm

= co0p H(t, Z(t), p(t), q(t), (), ult))

quase todo ponto em [S, T]. Além disso, de (5.9), ((t) € coNy,(u(t)) = coNy(u(t)) quase
todo ponto em [S,T] e, de (5.11), (5.12) e (5.13),

(p(5), =p(T)) € A(x(5), (1)) — {(7,€)} € A0U(x(S), 2(T)) + Ne(z(S), 2(T))

com A+ [|pll= # 0.

Agora, note que da factibilidade de (z,u) e de (5.10), para j = 1,...,m, e quase
todo ponto em [S, 77,

Tj<t)(_gj(t7 f(t)7 ﬂ(t))) =T (t>(max{_gj(tv j(t)’ ﬂ@))? 0}) =T (t)gj_ <t7 j(t)’ ﬂ(t)) = 0.

Portanto, r(t) - g(t,z(t),u(t)) = 0 quase todo ponto em [S,T] e concluimos a prova. [

O Lema 5.2, enunciado e demonstrado adiante, garante que, sob algumas hipdteses,

podemos representar as condicoes AWMP de uma forma alternativa que envolve o limite
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externo/superior fraco do tipo Painlevé-Kuratowski da multifuncio M; : W' x %, x
€ ~ L} x L}, x R" x R" dado por

w-lim sup Mj(x,u,0) =

_ med_
T, u — U
0—0

3 {(a:’“ ub 0F)y Cc WM X U, x € -

med —
ZU — T unlformemente Uk — u,

(90’7#7,}/75) ek( ) — 0]( ) qtp €ml [SaTL ] = 17"‘amga
€L x L xR*xR" | (o %) = (p,¢) em L. x L} |
('Vk’} ) (7, 6),
(%, 0k AF ) € Ms(a®, ", 6%) para todo k € N

Lema 5.2. Seja (z,u) um processo AWMP para o Problema (P), em que valem as Hipdte-
ses (H1) — (H6) e a sequéncia AWMP associada seja dada por {(z*,u®, ¥ p*, ¢, r* X))} C
Wt x Uy x Ly, x Wit x Ly, x L}ng x [0, +00), com {(",n*)} c L. x L. como na
Definicao 3.1. Suponha que

(H7) existam funcoes integrdveis k. e k, tais que |¥(t)] < k.(t) e [n*(t)| < k,(t) para todo
k € N e quase todo ponto em [S,T];

(H8) exista uma fungdo integravel k, tal que

Zqz E)Vabi(t, 2" (1), uf (1)) + D () Vag; (8, (), u*(1))] < ky(t)

para todo k € N e quase todo ponto em [S,T);

(H9) exista M > 0, com A\, + |[p"||ze < M para cada k € N; e se Ay = X ep” — p
uniformemente, entao existe to € [S,T] tal que X+ |p(to)| # 0.

Entao

M(z,u) N | —w-limsup Ms(z,u,0) | # 2.

_ med _
T—T,u — U
6—0

Demonstra¢io. Como, por hipétese, (z,u) é um processo AWMP para (P), entdao, por
definicdo, existem 0 > 0 e sequéncias {(z* u*, %, p* ¢", r* M)} € W x 2, x L} x
WX L x LY x [0,+00), {(e%, 1)} € L1 x L1, {0} € % e {(#",1")} C R" x R”
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tais que, para cada k € N e quase todo ponto em [S,T],

Mo+ Il 70, (5.14)

(=p"(1),C"(1)) — (" (1), 0" (1)) € codu H(t, 2" (1), (1), " (1), 7" (1), u" (1)),  (5.15)

¢ (t) € coNy, ) (u* (1)), (5.16)

ri(t)g; (t,a"(t),u" () =65(t) e i) <0, j=1,....,my, (5.17)

("(8), =p*(T)) — (%, %) € NDl(2"(S), 2" (T)) + Ne(2*(S), 2"(T)), (5.18)

em que ¥ = 0em L}, ¥ — 0 em L}, 6’;?(15) — 0 quase todo ponto em [S,T], com
Jj=1...,mg, 9* — 0, 8 — 0, 2" — Z uniformemente e u* med 7

Por (5.16), u"(t) € Us(t) para cada k € N e quase todo ponto em [S,T], pois do

contrario, pela defini¢io de cone normal, coNy, ) (u”"(t)) seria vazio.
De (5.18), existe algum (7§, 75) € Ne(2%(S), 2¥(T)) tal que
(p"(8), =p"(T)) — (9", %) € Nedl(a"(S), 2" (T)) + {(7), m3)} (5.19)

para cada k € N. Entéo, para todo k € N e quase todo t € [S, T], vamos definir
(0,400 = (= SO (1240040
—ZT Viugi(t, 2" (t), u (t)),o,o) (0,¢"(t), =, —m3).
Logo, usando (5.16), (5.17) e (5.19), podemos concluir que

(0", % 7*, ") € =M (aF u*, 6%)

para todo k € N. Pela Hipétese (HS8), existe uma funcgao integravel k, tal que | (t)] <
k,(t) para cada k € N e quase todo ponto em [S,T|. Portanto, pelo Teorema de Dunford-
Pettis (Teorema 2.4), por meio da extragdo de uma subsequéncia (ndo renomearemos),

podemos concluir que ¢* — ¢ para alguma funcio ¢ € L..

Pela Hipétese (H9), A\, < M e [p"(T)| < M para cada k € N. Assim, pelo
Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema B.1), podemos extrair uma subsequéncia (nao

renomearemos) e garantir que A\, — A e p*(T) — pr, com (), pr) € [0, +o00) x R™.

Por (5.15) e (5.18), para cada k € N e quase todo ponto em [S, T,

(" (6), 0" () = (£°(), n" (1)) € coduu(p®(t) - f(t,2"(t), u" (1)) — {(="(t),0)}  (5.20)

(7%,6") — (0%, v%) € Mal(ah(S), aM(T)) = {("(S), —p"(T))}- (5.21)
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Como pelas conclusdes da Observacao 2.4, cod,.(p"(t) - f(t, 2" (t),u"(t))) C
PP Dy f(t, 2" (t), u (1)) € Dyuf(t,2%(t),u"(t)) C ks(t)B para cada k € N e quase todo
ponto em [S, T, de (5.20) e das Hipdteses (H7) e (HS),

5 (0)] < [ (0)] ks (1) + [ ()] + [ (D)]
< [P Oks(t) + K (1) + Ky ().

Logo, pela desigualdade de Gronwall (Lema B.1),

()] < el L) )]+ (ke + K]
< exp(kgll c)[M + (ke + Byl (522)

para todo k € N e quase todo ponto em [S,T]. Consequentemente, {p*} é uniformemente
integravelmente limitada. Entao, com a ajuda do Teorema de Dunford-Pettis (Teorema
2.4), através da extragdo de uma subsequéncia (ndo renomearemos), podemos concluir

que, para alguma funcdo p € W, p¥ — p uniformemente e p* — p em L.

Pela Hipotese (H7), existe uma funcao integravel k, tal que |[n"(t)| < k,(t) para
todo k € N e quase todo ponto em [S,T]. Assim, por (5.20) e (5.22), segue que

O] < 1A O lks(0) + I (1)
< [exp(lkpllg) (M + 11k + ko) [2)] by (8) + ko ()

para cada k € N e quase todo ponto em [S, T]. Consequentemente, {1/*} é uniformemente
integravelmente limitada. Assim, novamente pelo Teorema de Dunford-Pettis (Teorema
2.4), extraindo uma subsequéncia (mais uma vez nao renomearemos), concluimos que

Y* — 4 para alguma funcio ¢ € L} .

Como A, < M e, pela Hipdtese (H3), £ é localmente Lipschitz, de (5.21) e (5.22),
segue que a sequéncia {(7*, &%)} é limitada. Entdo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass
(Teorema B.1), podemos tomar uma subsequéncia (ndo renomearemos) tal que (7%, &%) —
(77, &) para algum (v,&) € R" x R™.

Portanto,

(p,1,7,€) € —w-limsup Ms(z,u,0).
_ med_
o0

Uma modificagdo direta na prova do Teorema da Compacidade das Trajetorias
[23, Teorema 3.1.7, p. 118] e um apelo as propriedades de semicontinuidade superior dos
cones normais e subdiferenciais limites, permitem-nos tomar limite nas relagoes (5.20) e
(5.21) para obter

(o), ¥(t),7,8) € coduu(p(t) - (£, 2(2),u(t)) — {(=p(t),0)}
x (A(z(5), 2(T)) = {(p(S), —p(T))})
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quase todo ponto em [S,7]. Além disso, como A\, — A e p* — p uniformemente, pela
Hipétese (H9), existe um ¢y € [S,T] tal que A + [p(ty)| # 0. Consequentemente, \ +
|[p|lrse # 0, pois p € W', Portanto,

(¢, 1,7, &) € M(Z,1u)

e concluimos a demonstracao. O]

No Exemplo 3.1, verificamos a validade das condigoes AWMP, quando consideradas

as sequéncias

I
\.H
s

ke
—~
~
~—

I

|

\

~

I

(" (1), (u(t), u3(1))) = (0,(0,0)), Ay

H(t) = 7, (0, 5(0) = (0,0), 9 =0 ¢ v =

R (4 (), a5(t)) = (0,0),

para todo & € N et € [0,1]. Logo, pelo fato da sequéncia {*(#)} ser uniforme-
mente limitada para todo k € N, a Hipétese (H7) é satisfeita. Mais que isso, definindo

bi(t,x, (ur,us)) := o +uy + ug e bo(t, x, (uy, us)) := 2z + 2uy + 2us, podemos concluir que
gy () Vaby (8, 2" (1), (uf (1), u5 (1)) + g5 (£) Vaba(t, 2" (t), (uy(t), u5 () = gy (t) + 2¢5(t) = 0

para cada k € N e quase todo ponto em [0,1]. Consequentemente, a Hip6tese (H8) é
verificada. Por fim, como A\, — 1 =: X e p* — —1 =: p uniformemente, segue que
A+ Pl 2o o,3m) = A +7gl[3>1<}{|p(t)|} = 2. Logo, como A\ + |p(t)| > 0 para todo t € [0, 1], a
Hipétese (H9) também é satisfeita. Portanto, podemos perceber que as Hipdteses (H7) —

(H9) nao sao de dificil verificagao.

Inspirados nos resultados fornecidos pelos Lemas 5.1 e 5.2, definimos a regularidade

AWMP para o Problema (P) como segue.

Defini¢ao 5.1. Um processo (z,u), factivel para o Problema (P), é dito Asymptotic
Weak Mazximum Principle regular, ou simplesmente processo AWMP-regular (ou AWMP-

reqular), sempre que

w-limsup M(z,u,0) C Ms(Z,u,0).

_ med_
=T, u — U
6—0

Com base na Definicao 5.1, o proximo resultado segue imediatamente dos Lemas
5.1 e 5.2. Basicamente, ele nos diz que a condicao AWMP-regular funciona como uma
condicao de qualificagdo para o Problema (P), ou seja, garante a validade do principio do

méximo fraco classico.

Teorema 5.1. Seja (T, u) wm minimizador local fraco para (P). Suponha que as Hipdteses
(H1) - (H9) sao satisfeitas. Se (x,u) for um processo AWMP-regqular de (P), entdo (Z,u)

satisfaz as condigoes do principio do mdzimo fraco cldssico (Teorema 2.6).
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Exemplo 5.1. No Exemplo 3.2, exploramos o fato do principio do méximo fraco cléssico
(Teorema 2.6) nao ser verificado e o principio do maximo fraco assintético ser satisfeito.

Na ocasiao, a sequéncia AWMP considerada foi dada por

2 t+1

(a0, (1) (1)) = (0, (0,0)), A= 2, ph(1) =~ L (qb(0),45(0)) = (0,0,
0 = 1 (R0 50) = (F0), o == e vF=0

para todo & € N et € [0,1]. Assim, como a sequéncia {(t)} ¢ uniformemente li-
mitada para todo k € N, a Hipotese (H7) é verificada. Além disso, se definirmos

bi(t, x, (ur,us)) := o + uy + 2us e bo(t, x, (ug, us)) := uy + 2uy, entao
gy (£)Vaby (t, 2" (1), (uf (£), u5 () + g (£) Vaba(t, (1), (uf(t), us(t))) = i (t) =0

para cada k € N e quase todo ponto em [0,1]. Logo, a Hipdtese (H8) é satisfeita.
Contudo, como era de se esperar, alguma das hipoteses do Teorema 5.1 deve falhar, nesse
caso podemos ver que a Hip6tese (H9) ndo se cumpre. Basta observar que A, — A =0e

p" — p = 0 uniformemente, mas nao existe nenhum ¢, € [0, 1] tal que X + |p(to)| # 0.

5.2 CONDICAO DE REGULARIDADE MAIS FRACA

A presente se¢ao tem como objetivo a verificagao de que a condigago AWMP-regular
¢é a condigao mais fraca sob a qual AWMP implica no principio do maximo fraco classico.
O sentido de “condicao mais fraca” deve ser entendido como o do enunciado do Lema
5.3, apresentado logo abaixo. Além disso, é relevante destacar que analisamos apenas o
caso suave. O caso nao suave traz grandes dificuldades técnicas e, por esse motivo, serd

deixado como tema de investigagoes futuras.

Antes de apresentarmos o enunciado do Lema 5.3, vamos considerar a seguinte

relagao:

(R) (z,u) um processo AWMP para (P), com a sequéncia {(Ay,p*)} C [0, +o00) x WH!
em que Ay — A e p* — p uniformemente = (Z, %) um processo que satisfaz as con-

digdes do principio do méaximo fraco classico (Teorema 2.6), com os multiplicadores
(A, p) €0, +00) x WH.

Lema 5.3. Sejam dados (7,u) € W' X %,, § > 0, as fungdes de restrigoes mistas
b e g, o conjunto fechado C e a multifungdo nao vazia U. Suponha que as restricoes
(1.3), (1.4), (1.5) e (1.6) sejam satisfeitas, isto €, para quase todo ponto em [S,T], valem
0 =0b(t,z(t),u(t)), 0 > g(t,z(t),u(t)), u(t) € U(t) e (x(S),z(T)) € C. Se as Hipdteses
(H2), (H4}) - (H6) forem vdlidas e para cada par de fungoes ((-,-) e f(t,-,-) continuamente
diferencidveis em quase todo ponto em [S,T|, a Rela¢io (R) for verificada, entio (z,u) é

um processo AWMP-regular.
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Demonstracio. Seja § > 0, tal que as Hipdteses (H2), (H5) e (H6) sejam satisfeitas.

Vamos considerar

(p,,7,€) € w-limsup Ms(x,u,0).
_ med_
050 "

Por definicdo, existem {(z",u*, 0"} ¢ W x %, x € e {(o*, ¢, ~*, %)} ¢ L} x L} x
R" x R" tais que 2" — Z uniformemente, u %' 4, 0% (t) — 0 quase todo ponto em [S, T1,

Com] = ]‘7 AR 7mg7 (gpk7¢k) - (4107 ¢)7 (/yk7€k) _> (’Y’ g)?
(", F A% ) € Ms(a®, u”, 0F) (5.23)
para todo k € N.

Pelo Teorema de Riesz (Teorema B.11), podemos considerar, extraindo uma sub-

sequéncia (ndo renomearemos), que u*(t) — @(t) quase todo ponto em [S, T7.

De (5.23), garantimos a existéncia de sequéncias {(¢*,r")} C Ly, X L}ng, {¢MY ¢
Ly, e {(7,73)} C No(2"(S),2"(T)) tais que 75 (t)g; (t, 2" (t), u"(t)) = (1), 75(t) <0,
CF(t) € coNy o (u*(t)) e

(H(0), (1) (z O aabilt, 2 (0), (1)

+Z7“ :cug] t 'y (t> (t))’()?()) (O Ck( ) 71.1’7-(—]5)

para cada k € N, j =1,...,m, e quase todo ponto em [S, T].

Pela definicio de Mj e de cone normal limite, u*(t) € Us(t) e (2*(S),2*(T)) € C
para cada k € N e quase todo ponto em [S, T, pois do contrario Mg(z", u*, 6*) = & para

cada k € N e terfamos uma contradi¢gdo com (5.23).

Agora, para todo t € [S,T], vamos definir as seguintes matrizes

prt) 0 -0 Ui(t) ha(t) - Pm(t)
AlS) = 0 @2'@) 0 . B(t) = 0 0 0
0 0 - put) . 0 0o .- 0 o

Além disso, consideramos também o seguinte problema de controle étimo auxiliar (Py):

minimizar (x(S),z(T))

sobre (w,u) € W' x %, satisfazendo
(t) = f(t,z(t),u(t)) qt.p. em
0=0(t,z(t), u(t)) q.t.p. em
0> g(t,z(t),u(t)) q.t.p. em
u(t) € Us(t) q.t.p. em

(x(5),2(T)) € C,
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em que
0(2(9),(T)) := (=27 + 11) 2(S) 4+ (=26 — 1,1) (7)) (5.24)
e, para todo t € [S,T],

F(t,2(t),u(t)) == —2A0)x(t) — 2B(t)u(t). (5.25)

Para todo k € N e t € [S,T], vamos definir

- t):=1| = .

; 70 <2>nxl

Assim, (Ag,p%) € [0, +00) x W, Ap + [|p"|| e = 1 e p*(t) = 0 para cada k € N. Além
disso, A, — 1/2 =: X e (p*,p") — (p,p) = (1/2,0) uniformemente.

)\k =

Para todo k € N e t € [S,T], definimos também

(°(t), 0" (1)) == = Vauf (£, 2" (8), u" ()P () + (=5"(£),0) — (¥" (1), ¥"(1))  (5.26)

(0%, 07) = =M VR (S), 25(T)) + (0"(S), —p*(T) — (", €"). (5.27)

De (5.24) — (5.27),

(°(), 0" (1)) = (), % (1)) — (¢* (1), " (1)) (5.28)

(0, 0%) = (7,8) — (", €F)

para cada k € N e quase todo ponto em [S,T]. Logo, €¥ = 0 em L}, n* — 0 em L!
¥ — 0 e ¥ — 0. Consequentemente, (Z, ) é um processo AWMP para (P,). Portanto,
por hipétese, (z,u) satisfaz as condigdes do principio do maximo fraco (Teorema 2.6),
com os multiplicadores (X, p(t)) = (1/2,1/2), isto ¢, existem ¢ € L}, e (¢,7) € L, X L}ng

tais que, para quase todo ponto em [S, T7,

A+l # 0,

(=p(t),¢(1) = Ve uH(E, 2(2), p(1), q(t), (1), u(t)), (5.29)
((t) € coNy(ul(t)), (5.30)
r(t) - gt z(t),u(t)) =0 e r(t) <0,

(p(S), —p(T)) € AW(f(S)ﬂZ‘(T))Jr/\fc(S??(S)JYJ(T))- (5.31)

Assim, como (z,u) é vidvel,

ri()g; (¢, 2(t), u(t)) = r;(t)(=g;(t, 2(t), u(t))) = —r;(t)g;(t, z(t), u(t)) = 0
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para j = 1,...,m, e quase todo ponto em [S, 7.

Por (5.29), para quase todo ponto em [S, T],
= Vo f (t,2(8), (1) p(t) + (—5(t),0)

(Z qi(t) Vo ubi(t, (), u(t)) + ZTj(t)Vx,ugj(t,fC(t),U(ﬂ)) +(0,=¢(#)). (5.32)

De (5.31), existe (1, m) € Ne(2(S),z(T)), tal que

(1, M) = =AVL(Z(S), 2(T)) + (p(S), —p(T))- (5.33)

Portanto, por (5.26), (5.27), (5.32) e (5.33), pelas convergéncias de {z"}, {u"},
{(p"}, {p"} e {\i}, pela continuidade de £ e f, e pela unicidade dos limites,

(o (t) (Z% (1) Ve ubi(t, Z( +Zn Veugi(t, 2(t), (t))) +(0,—¢(®))
para quase todo ponto em [S,T] e
(7,€) = (71, m2).

Como de (5.30), ((t) € coNy(u(t)) = coNy,(u(t)) quase todo ponto em [S,T],

segue que

(¢7¢a7a€) € M(S(:Z‘JLO)

e, portanto, (z,u) é um processo AWMP-regular. ]

5.3 CRITERIOS SUFICIENTES PARA A REGULARIDADE AWMP

Finalizamos este capitulo apresentando alguns critérios suficientes a regularidade
AWMP. Tais critérios estao organizados no Lema 5.4, apresentado mais adiante. Mas,

antes de enuncia-lo, vamos considerar a seguinte observacao.

Observacao 5.1. Lembre-se de que, dadas quaisquer sequéncias {(xk u”, 0’“)} c Whtx
Uy xC e { (", ", 47, €M)} € LEx L1 xR™ xR™ com (", % 4%, &%) € Ms(a*, u*, 0%) para
todo k € N, pela definicao de M;(z*,u*,6"), existem sequéncias {(¢*,7*)} C L}, x L,lng7
{C*"} € Ly, e {(n1,m5)} C Ne(a™(9),2M(T)) tais que rj(t)g; (t,2"(t), u"(t)) = 65(t),
rf(t) <0, ¢kt e CONUé(t)(Uk(t)) e

(), 04 (0), (Zqi (V0 abi(ts 2 (1), (1)

+Zr )V ey (1, 25 (2), u <t>>,o,0) (0, ~CH(t), =¥, k)
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para cada k € N, j = 1,...,m, e quase todo ponto em [S,T]. Em geral, as sequéncias
{(q )} C Lmb X L}ng e {¢*} ¢ L. podem ser ilimitadas mesmo se {(z*,u", %)} e

O resultado a seguir discute a situacdo sob a qual as sequéncias {(¢*,7")} C

Ll x L}ng e {¢*} ¢ L} podem ser escolhidas como limitadas.

mp

Lema 5.4. Seja (z,u) um processo factivel para (P). Suponha que dados § > 0 e

(0,10,7,€) € w-limsup M(z,u,0),

_ med _
T—T,u — U
6—0

as Hipéteses (H3) — (H6) sejam wvdlidas e que as sequéncias {(¢",v")} C Ly, <L e

Mg

{¢*} C L}, (vide Observagio 5.1) satisfazem as sequintes condigoes:

(i) existem fungdes integrdveis ky e k, tais que |¢"(t)| < k,(t) e [r*(t)| < k() para todo
k € N e quase todo ponto em [S,T],

(i) existe uma funcdo integrdvel ke tal que |C*(t)| < k¢(t) para todo k € N e quase todo
ponto em [S,T)].

Entdo, (Z,u) € um processo AWMP-reqular.

Demonstracao. Sejam 6 > 0 e

(p,1,7,€) € w-limsup Mg(x,u,0).

med
T—T,u — T

6—0

Por definigio, existem { (2% u* %)} Cc W' x %, x € e {(¢", ", A%, M)} c L x L} x
R™ x R™ tais que ¥ — Z uniformemente, u mad u, Hf(t) — 0 quase todo ponto em [S, T/,

com j = 1,...,my, (&", %) = (p,9) em L, x Ly, (7¥,€%) = (7,€), (¢", 0", 7", €") €
Ms(x®, u”, 6F) para todo k € N. Ainda por definicio, existem sequéncias {(¢*,7")} C
Ly, % Ly, {C*} € Ly, e {(nf,75)} C Ne(a"(S), 25(T)) tais que ¢*(t) € coNy @ (u* (1)),

ri(8)g; (6" (t), u*(8)) = 65 (t), (1) <0 (5.34)

(G (8), (), 1, €)= (zqz ()0 ubilt, 2 (8), (1))
+Zr Vg (b, (1) <t>>,o,o) (0, (), 7 7h) (5.35)

para cada k € N, j =1,...,m, e quase todo ponto em [S,T].



73

Pelo Teorema de Riesz (Teorema B.11), podemos considerar, extraindo uma sub-

sequéncia (nao renomearemos), que u*(t) — @(t) quase todo ponto em [S, T7.

Por (5.35), (7}, 75) = (v*,&") para cada k € N. Como (7%, &%) — (v, &), segue
que (75, 78) — (7,€). Além disso, por hipétese, existe uma funcio integravel k; tal que
IC¥()] < k¢(t) para todo k € N e quase todo ponto em [S,T]. Logo, pelo Teorema de
Dunford-Pettis (Teorema 2.4), existe uma subsequéncia {¢*} (mais uma vez nao renome-

aremos) tal que (¥ — ¢ em Ll e

t t
/S(k(s) ds—>/S((s) ds  uniformemente.

Mais uma vez usando as hipoteses, garantimos a existéncia de fungoes integraveis
kq e k, tais que |¢"(2)] < ky(t) e |r*(t)| < k.(t) para todo k € N e quase todo ponto em
[S,T]. Portanto, definindo

q'(t) =

qk(t) e fk(t) — rk(t)
1+ ky(t) + k. (2) 1+ ky(t) + k(1)
paratodo k € Net € [S,T], segue que {¢*} e {#*} sdo uniformemente limitadas. Logo, por
meio da extragdo de subsequéncias (ndo renomearemos), podemos concluir que g —*ge
= Fem LY e Ly, respectivamente. Além disso, de (5.34) e (5.35), para cada k € N,

j=1,...,my, e quase todo ponto em [S, T,

g 000 =080 (e ) 00 639

(‘Pk(t) (1 n kq(ti Tk (t)) WD) (1 n kq(ti n k:r(t)>>

(Z () Va ubi(t, 25 (0), k(t))+sza)vz,ugj(t,xk(t),u‘f(t)))

=1

+ (0, —¢*(t) (1 T k;q(ti + kr(t))> 7

com Hf(t) — 0 para j = 1,...,m, e quase todo ponto em [S,T]. Assim, de (5.36), para

qualquer conjunto Lebesgue mensuravel I C [S,T], para j =1,...,m,, deduzimos que

1 ke
Jox (1 o kr(t)> dt = [ (g (& a*(0), 0 (1)) at
= [ F Wl (t.2"0). 0 (1) — g5 (& 2(0), 5())] at

+ / Bg; (£ 5(1), a(t)) dt (5.37)
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para cada k € N. Lembramos que 2" — z uniformemente, u”*(t) — @(t) quase todo ponto

m [S,T] e #* —* 7 em Ly, . Como {#*} é uniformemente limitada e, pela Hipotese
(H6), existe uma funcao 1ntegrével cr tal que |g;(t, 2" (1), u ()] < |g(t, 2" (1), v (1)) <
cp(t) para todo k € N, j = 1,...,my, e quase todo ponto em [S,T], segue que
{ff(t)gj_ (t, 2" (t),u"(t))} é uma sequéncia dominada (isto é, possui uma funcdo inte-
gravel que a limita em quase todo ponto em [S,T]). Consequentemente, por (5.36),
{05(t)}(1 + kg(t) + k-(t))”" também é uma sequéncia dominada. Logo, tomando limite
com k — oo em ambos os membros de (5.37) e (5.38), podemos aplicar o Teorema da
convergéncia dominada (Teorema B.9) na integral no primeiro membro da igualdade e na
primeira integral no segundo membro e usando o fato de g(t, -, -) ser continua para quase

todo ponto em [S, T, para concluir que
Fi(t)g; (tz(t),ut) =0 e 7(t) <0 (5.39)

para j = 1,...,m, e quase todo ponto em [S,7T]. De modo semelhante, note que para

qualquer conjunto Lebesgue mensuravel Ic [S,T], usando (5.35), podemos concluir que

J <1+k § )dt /Z ) [Vabilt, 2 (1), ub (8)) — Vbt 2(2), a(t)] dt
+/Z7“ Vg5 (t, 2" (t), u*(¢)) —ngj(t,:f:(t),a(t))} dt

/ 0 (T ) O [T 0.0 — Ve a0 o)

- J.¢ (1 n kq(t; n kT(t)> dt

para cada k € N. Assim, aplicando limite com k — oo, usando as convergéncias uniforme
de {2"}, quase todo ponto em [S,T] de {u*}, fraca em L} x L} x L} de {(¢*, " ")} e
fraca estrela em L x L2 de {(G",7")}, juntamente com a continuidade de V., (b, g)(t, -, -)

quase todo ponto em [S, T, vide Hipotese (H5), a limitagio uniforme de {G"} e de {7*}
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e o Teorema da convergéncia dominada (Teorema B.9), vide Hipétese (H6), segue que

<“”“><1+kq<§+k<>>"”(“<1+k<§ w)))

_qu (£)V gubi(t, Z(t +er Vaug;(t, (t), ult))

i (0’ ) (1 + kq(t; + k(1) >> (5.40)

quase todo ponto em [S, 7.

Definindo q(t) := (1 + ky(t) + k. (2))q(t) e r(t) := (1 + ky(t) + k.(t))7(t) para todo
€ [S,T], de (5.39) e (5.40), temos que

ri(t)g; (t,2(t),u(t)) =0 e 7ri(t) <0

Mg

(4o ( Zqz (O)Vaubi(t, 2(t), u(t)) + D1 (t) Vaug; (8, 2(t), a(t)) + (0, —¢(1))
j=1
quase todo ponto em [S,T]. Por fim, recorrendo as propriedades de semicontinuidade

superior dos cones normais limites, concluimos que

C(t) € coNy(ult)) e (7,€) € Ne(z(S5),z(T))

quase todo ponto em [S,T]. Logo,

(%wa%f) S M(s(‘f?a? 0)

e, portanto, (Z,u) é um processo AWMP-regular. ]

Em [13, Teorema 5.2], Borgens et al. ao estudarem as relagoes da AKKT-
regularidade com outras condig¢oes de qualificacao para problemas de programagao nao
linear em espagos de dimensao infinita provam, usando um resultado similar ao Lema 5.4,
que a condigdo de Robinson (RCQ) (condicao equivalente a condi¢ao de Mangasarian-
Fromovitz para problemas em espacos de dimensao finita) implica na AKKT-regularidade.
Portanto, acreditamos que o Lema 5.4 sera muito ttil para estabelecer conexoes entre a
condic¢ao de qualificacio AWMP-regularidade e as condig¢oes de qualificagdo presentes na
literatura para problemas de controle 6timo, tais como as CQs do tipo posto completo
28], posto constante [6], Mangasarian-Fromovitz [24, 30] ¢ WBCQ [52]. Isso ocorre
porque, sob as hipdéteses do Lema 5.4, a parte mais desafiadora torna-se a verificagao
das limitagoes das sequéncias {¢"}, {r*} e {¢*} por funcdes integraveis k,, k. e ke,

respectivamente.
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6 UMA FORMA ALTERNATIVA PARA O ESTUDO DA REGULARI-
DADE AWMP

No Capitulo 5, mais especificamente no Lema 5.2, quando estudamos condigoes
minima sob as quais AWMP implicava no principio do méximo fraco classico (Teorema
2.6), uma hipdtese adicional precisou ser usada. Assumindo que a sequéncia AWMP
associada ao processo (Z,1) seja dada por {(aF u® ¢* p* ¢" v \)} € WH x %, x

1 1,1 1 1 iy . - .
Ly, x Wy X Ly, X Ly, % [0,+00), a hipitese em questao consistia em exigir que

(H9) exista M > 0, com A, + [[p|lzc < M para cada k € N; e se Ay = Aep® = p
uniformemente, entdo existe ¢ty € [S,T] tal que A + |p(to)| # 0.

Neste capitulo mostramos que podemos abrir mao da Hipdtese (H9) ao adotar uma ou-
tra abordagem que envolve os conceitos de continuidade completa e semicontinuidade
sequencial fraca, Defini¢des 2.5 e 2.6, respectivamente. Com este propésito, dado o > 0,

definimos as seguintes fungoes
F: DcWytx L} — LY
(x,v) — F(z,v): [S,T] — R"
t
oo Flao)t) = [ fls.a(s), () ds
em que D = {(z,v) € W x E : 2(t) € z(t) + 6B q.t.p. em [S,T]}, com E := {v €
L2 :v(t) € Us(t) q.t.p. em [S,T]}, e
P: Wylx L2 — R
(z,v) = Pz,v)
com
T | My mg
Ptmv>ﬁ:[;[}:@Aux@%vﬁnf-%}j@mm{gxtxﬁhvanxnf a6
i=1 j=1

A Afirmagao 6.1, apresentada mais adiante, garante a boa defini¢do de F. A boa defini¢ao

de P segue diretamente da boa definigao das fungoes b e g.

Afirmacgao 6.1. Se valem as Hipdteses (H2) e (H6) e o conjunto Us(t) for convexo para

quase todo ponto em [S, T, entdo F(z,v) € L;° para todo (u,v) € D.

Prova. Seja (z,v) € D. Pela definicao de D, (x(t), u(t)) € Qs(t) para quase todo ponto em
[S,T). Logo, pela Hipétese (H6), existe uma funcao integravel ¢y tal que |f (¢, z(¢), v(t))| <
c(t) quase todo ponto em [S,T]. Assim, para quase todo ponto em [S, 77,

PO < [ 176,006 0@ ds < [Lesls)ds < [[egrar<an

para algum M > 0. Portanto, F(z,v) € L;° para todo (u,v) € D. O
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Dados o processo de referéncia (z,u) e 6 > 0 como os mesmos das Hip6teses (H1)

— (H6), para as investigagoes deste capitulo, vamos considerar a seguinte hipdtese:

(H10) As fungoes F e P sdo completamente continua e fracamente sequencialmente se-
micontinua inferior (ou fracamente sequencialmente lsc), respectivamente. Além

disso, o conjunto Us(t) é convexo para quase todo ponto em [S, T7.

6.1 UMA VERSAO ALTERNATIVA DAS CONDICOES AWMP

Nesta segao reestruturaremos as condigoes AWMP trocando a Condigao (i) da
Definicao 3.1 por uma condi¢do mais restritiva, isto é, ao invés de pedirmos que A\, +

”pkHLgo = (0 para cada k € N, vamos exigir que
Mo+ Pz =1 (62)

para cada k € N.

Note que a Condic¢ao (6.2) implica na Hipotese (H9). Tendo em mente essa ob-
servagao, neste capitulo, vamos considerar uma versao modificada de processos AWMP

dada pela seguinte definicao.

Defini¢ao 6.1 (Processos AWMP - Versao alternativa). Seja (Z,u) um processo factivel
para o Problema (P). Chamamos (z,u) de um processo limite do principio do mdzximo
raco assintdtico, ou simplesmente um processo , se existir uma sequéncia
ntoti impl t P AWMP, isti quéncia AWMP
", VP gt T )} tal que A + ||p¥llre = 1 para cada k € N, ¥ — T uniforme-
Fouk R Rt )} tal que A e =1 da k € N, z* f
mente e u* 25 .
A partir da Hip6tese (H10) e da Definigdo 6.1, podemos apresentar a seguinte

versao alternativa para o principio do méaximo fraco assintético.

Teorema 6.1 (Principio do Méximo Fraco Assintético - Versao alternativa). Seja (z,u)
um minimizador local fraco de (P). Se, para algum § > 0, as Hipdteses (H1) — (H5), (H6)
e (H10) forem satisfeitas, entdo (,u) é um processo AWMP no sentido da Definicio 6.1.

Demonstra¢io. Reduzimos § > 0, caso seja necessario, de modo que (T, u) seja um mi-
nimizador local fraco de (P) com rela¢do a todos os processos factiveis (z,u) tais que
(x(t),u(t)) € Qs(t) quase todo ponto em [S, T e as Hipoteses (H1) — (H6) e (H10) sejam

satisfeitas. Para organizar as ideias, dividimos a prova em quatro passos.

Passo 1: Penalizamos as restricoes mistas e aplicamos o principio variacional de Ekeland.
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Consideramos W e dy, como na demonstracao do Teorema 3.1, isto é,

(t) = f(t,z(t),u(t)) q.t.p. em [S,T],

Wom d(au) € WM x %, x(t) € z(t) + 6B q.t.p. em [S,T], |
u(t) € Us(t) q.t.p. em [S,T7,
(x(S),z(T)) e C

e dy : W x W — R definida como

dw ((z,u), (', u")) := |z(S) — 2/ (9)| + /ST lu(t) — o/ (t)| dt.

Pela Afirmacao 3.1, (W, dy ) é um espaco métrico completo. Além disso, como (z,u) € W,

W é nao vazio.
Para k € N, tomamos a fungao Ji : W — R U {+0o0} definida por
Jp(z,u) == l(x(9),2(T)) + Qz,u) + kP(x,u)
em que
Q: W — R
T T
() = Qa.u)= [ o) —F(O)Pdt+ [ |ult) - a(t) at,

e P é definida como em (3.1), ou seja, P : W — R em que

T | mb mg
P(z, u) r=/S [Z(bi(t,w(t),U(t)))Q + Z(maX{gj(t,w(t),U(t)),O})Ql dt.
i=1 j=1
Além disso, construimos a seguinte sequéncia de problemas de otimizacao:
minimizar Ji(z,u) sobre (z,u) e W. (6.3)

Afirmacgao 6.2. A fungao Ji é semicontinua inferior em (W, dy ) para cada k € N.

A prova da Afirmacao 6.2 segue de forma analoga a da Afirmacao 3.1.

Aplicamos a versao fraca do principio variacional de Ekeland (Teorema 2.3) e
garantimos a existéncia de uma sequéncia {(z",u*)} C W tal que, para cada k € N e
para todo (x,u) € W,

02" (S), 2"(T)) + Q(z", u¥) + kP(2*, uF) < 0(x(S), 2(T)) + Q(z,u) + kP(x,u)

+ ]idw(($,u>, (l‘kﬂuk)) (64)

Passo 2: Obtemos as convergéncias da Defini¢ao 6.1.

Como {(z*,u*)} € W, (2%(t),u*(t)) € Qs(t) quase todo ponto em [S, T]. Assim,

12F(S) —Z(S)| <8 e |uF —illpe <5 VEEN. (6.5)
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Por (6.5) e a Hipétese (H6)', ||u¥| e < M, com M := 6+ ||it| o Assim, |uf(2)] <

M quase todo ponto em [S,T] e, consequentemente,
T T .
/ WP ()2 dt < / N2dt Yk e N.
S S

Tomando M’ := M*(T — S) concluimos que ||u"||;2, < M’ para todo k € N. Entao, pelos

Teoremas B.7 e B.8, existe uma subsequéncia {u*} C L? (ndo renomearemos), tal que

u* — @ para alguma funcdo @ € L?,. Além disso, como {(z* u*)} C W, segue que

ub € Bi={uc L% u(t) € Us(t) qt.p. em [S,T]}
para todo k € N.

Vamos considerar a seguinte afirmagao.

Afirmacgao 6.3. Dado § > 0, considere o conjunto nao vazio
E:={velL? v(t) €Us(t) qt.p. em [S T}

Se a Hipétese (H2) for valida e o conjunto Us(t) for convexo para quase todo ponto em

[S,T], entdo E é um conjunto fracamente sequencialmente fechado.

Exibimos uma demonstracao para a Afirmacao 6.3 no Apéndice A.

Entdo, pela convergéncia fraca de {u*} e a Afirmacdo 6.3, & € E. Consequente-
mente, 4(t) € Us(t). Portanto,

at) e U(t)  q.t.p. em [S,T]. (6.6)

Usando novamente (6.5) podemos concluir que |z¥(S)| < M” para todo k € N,
com M" := §+|z(S)|. Desta forma, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema B.1),
através da extragdo de uma subsequéncia (mais uma vez nao renomearemos), temos que
2*(S) — xg para algum zg € R". Além disso, pela Hipétese (H6), existe uma fungio
integravel c; tal que |#(t)] < ¢f(t) para todo k € N e quase todo ponto em [S,T].
Consequentemente, {xk} é uniformemente integravelmente limitada e pelo Teorema de
Dunford-Pettis (Teorema 2.4) garantimos a existéncia de uma subsequéncia {*} (nao

k

renomearemos) tal que #* — ¢ para alguma fungdo ¢ € L}. Logo, tomando

2(t) == xs + /St s(s)ds,
concluimos que Z(t) = ¢(t) quase todo ponto em [S, T], #(S) = zg e
2¥(t) — #(t) uniformemente, (6.7)
pois, 2F € W 2%(S9) = zg e

¢ t
/ i*(s)ds — / ¢(s) ds uniformemente.
S s
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Assim, z* — &, com % € W,}b’l. Entéo, pela Proposicdo B.1, ¥ — Z. Além disso, como
(T / [ (6) = 2P dt < [|la* — 2[5 (T = ) VkeN,
de (6.7), segue que

¥ -2 em L2 (6.8)

Pela definicao de W, #*(t) = f(t,2"(t),u*(t)) para cada k € N e quase todo ponto

em [9, T]. Integrando ambos os lados de S a t e tomando o limite com k& — oo, temos que

lim tj:k(s) ds = lim tf(s,xk(s),uk(s))ds = lim F(a", u*)(t).

k—oo JS k—oo J S k—o0

Assim, usando as convergéncias fracas de {i*}, {2"} e {«*} mais a Hipétese (H10),

/ "i(s) ds = F(3,a)(t) = /t f(s,2(s),2(s))ds  q.t.p. em [S,T].

Portanto,

i(t) = f(t,&(t),a(t)) qt.p. em [S,T). (6.9)

Considerando (x,u) = (Z,u) em (6.4), temos

((z*(8),aM(T)) + Q(a*, u") + kP (2", u*) < £(2(S5), 2(T)) + ;dw((f, w), (2", u®))

para cada k € N. Aplicando lim sup com £ — oo em ambos os lados, concluimos que

((T(S), 2(T)) > limsup [£(z*(8), 25(T)) + Q(a*,u*) + kP (a*,u")] (6.10)

k—o0

pois, por (6.5),

(7, 7), (2", u)) = |a* I+ [ () — o) e
<0+ [lu” = allLg (T - 8)
<§(1+T-295)
para cada k € N.

Por (6.10), e pelo Item (ii) da Proposigao 2.1,

((E(S), 2(T)) > limsup [£(z*(S), 2*(T)) + Q(a*, uF) + kP (z*,u")]

k—o00

> lim inf L@H(9), 2%(T)) + Q(a, ub) + kP (a*, uP)]
—00
> hgg}lfﬁ(x (S),z"(T)) +11}£I_l)golf Q(z", u )—l—h}zgggf [kP(x LU )} . (6.11)
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Além disso, como por definicdo Q(z,u) > 0 para todo (z,u) € W, segue que
lilgninf Q(z",u*) existe. Assim, pela Proposicio 2.2, extraindo uma subsequéncia
—00

(ndo renomearemos), podemos concluir que

liminf Q(x*, u*) = klim Q(2* uF) = lim sup Q(a*, uF). (6.12)
—00

k—o0 k—o0

Portanto, usando (6.11), a continuidade local de ¢, vide Hipétese (H3), a convergéncia

uniforme de {z*} e (6.12), ao longo de uma subsequéncia (nao renomearemos), temos que

0(@(S),2(T)) = (&(S), (1)) + limsup Q(a*, u*) + lim inf kP M) (6.13)

k—o00
Agora, note que de (6.13) e da nao-negatividade da fungdo Q,

UT(S), B(T)) > L(#(S), #(T)) + lim inf [kP(a*, u")] . (6.14)

k—o0

Consequentemente,

lim inf P (2", u*) = 0,

k—00

pois do contréario a relacao (6.14) nao poderia ser satisfeita, visto que k& — +o00. Entao,

pelas convergéncias fracas de {2*} e {u"} juntas com a Hipétese (H10),

0 = lim inf P (2", u")
k—r00

> P(z,1)
_ /ST [i(bxt, i(t), a(t)? + i(max {g;(t, 2(t), (1)), 0})* | dt.

Logo, b(t,2(t),a(t)) = 0 e g(t,2(t),a(t)) < 0 quase todo ponto em [S,T]. Além disso,
por (6.9), pela convergéncia uniforme de {2*}, por (%(S),2"(T)) € C para todo k € N,
e pelo fato de C' ser fechado (Hipétese (H3)), (t) = f(t,2(t), 4(t)) quase todo ponto em
[S,T] e (2(S),2(T)) € C. Portanto, como por (6.6), @(t) € U(t) quase todo ponto em

[S, T, podemos concluir que o processo (Z, ) é factivel para o Problema (P).

Pelo fato de (Z,4) € Qs(t) quase todo ponto em [S, 7], usando a minimalidade
local fraca de (z,u), quando considerada a nao-negatividade da fungao P, concluimos de
(6.13) que

0(z(S), 2(T)) > £(&(S), 2(T)) + limsup Q(z*, u*)

k—o00

> ((2(9),#(T)) + lim sup (/ST lz*(t) — z(t)|> dt + /ST lu(t) — a(t)? dt) :

k—o00

Logo,

[uf =@l =0 e |a¥—Z]2 — 0. (6.15)
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Pela unicidade do limite em L? e as convergéncias em (6.8) e (6.15), & = 7 em L2.
Entdo, #(t) = z(t) quase todo ponto em [S,T]. Portanto, pela continuidade de 2" para

cada k € N e (6.7), 2" — & uniformemente.

Pela desigualdade de Chebyshev (Teorema B.10), para qualquer o > 0,

med({t € [S,T] : |u*(t) - a(t)] > o) = med({t € [S.T] : [u*(t) — a(t)* > ¢*})

1

<Q2/S Wb (t) — a(t)|? dt
1 _
Elluk a7

para cada k € N. Portanto, usando (6.15), concluimos que u” med g,

Passo 3: Aplicamos o Principio do Mdximo Fraco.

Expressamos a propriedade de minimizagao dada por (6.4) da seguinte forma: para

cada k € N, (2", ") ¢ um minimizador local fraco para o Problema (PF):

minimizar {(x(S),z(T)) + Q(x,u) + kP(x,u)
rla(8) ~ ¥ ()] + ¢ [ Jult) — w )] ar
sobre (z,u) € Wh! x %, satisfazendo
i) = f(t,a(t), ult) atp. em [S,T),
x(t) € z(t) + B q.t.p. em [S,T],
u(t) € Us(t) q.t.p. em [S,T],
(x(S),z(T)) € C.

Como zF — Z uniformemente, descartando os termos iniciais das sequéncias, garantimos
que z"(t) € Z(t) + (6/2)B para cada k € N e quase todo ponto em [S,T]. Logo, (z*,u*)
é um minimizador local fraco para uma variante do Problema (PF), denotado por (PF),
obtida descartando a restrigdo z(t) € z(t) + d B quase todo ponto em [S,T]. A partir de

agora iremos trabalhar apenas com este problema.

A funcdo Hamiltoniana para (PF) é dada por

ﬂg(ta:mpvu) :pf(t,I,U)—A Q(t7xau)+kp(t7$au)+;|u_uk(t)| )

com Q:[S,T] xR*xR™ - Re P:[S,T] x R" x R™ — R dadas por
Qt,x,u) == |z — Z(t)] + |u — u(t)|?

5 mp Mg

Ptz u) == (b(t,z,u))* + > (max {g;(t, z,u),0}).

i=1 j=1
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Aplicando o principio do maximo fraco (Teorema 2.5) ao Problema (PF) garanti-
mos a existéncia de A\, > 0, p* € Wwhte ¢k e L} tais que, para cada k € N e quase todo
ponto em [S, T,

Mo+ [P o = 1, (6.16)
(=p"(£), C" (1)) € cody  H" (¢, 2" (1), p"(1), u" (1)), (6.17)
Ck(t) € CONUa(t) (uk(t))w ( )
(PH(8), —p*(T)) € A [0 (9), (7)) + k7B x {0}] + Ne(@H(S),a(T)).  (6.19)

Passo 4: Deduzimos as condigoes da Definicao 3.1 e a condi¢io adicional dada por (6.2).

A condigio adicional, isto é, A, + |[p*|lze = 1 para cada k € N, é fornecida
diretamente de (6.16) e, consequentemente, a Condigao (i) da Defini¢do 3.1 também é
verificada. Além disso, a Condigao (iii) da Definigao 3.1 é dada por (6.18). Vamos agora
investigar as demais. Com efeito, partindo de (6.17), usando a Regra da Soma (Proposigao
B.2), a comutagao com (—1) (Proposigao B.3) e a Regra da Cadeia (Teorema B.12), para
cada k € N e quase todo ponto em [S, T, temos

(=p*(1), ¢ (1) € codr (P"(t) - f(t, 2" (1), u" (1))
+ {(—ZAk(xk(t) —z(t)), =2\, (u"(t) — ﬁ(t))))

Zqz ()Vaubit 2" (1), k(t))+%Tf(t)vx,ugj(t,xk(t),uk(t))]}

j=1
+ {0} x =\, <k3) (6.20)
em que, para todo k € N e quase todo t € [S,T],
qF(t) = —2k\ibi(t, 2% (1), u"(), i=1,...,m (6.21)
e
rh(t) == =2k, max{g;(t, 2" (t),u"(1)),0}, j=1,....,my. (6.22)

Logo, pelas Hipéteses (H5) e (H6)', ¢" € L, er" € L}ng para cada k € N. Além
disso, usando algum teorema de selecao mensuravel adequado, por exemplo, o Teorema de
Sele¢ao Mensurédvel de Aumann (Teorema B.14), garantimos a existéncia de uma sequéncia
de funcdes Lebesgue mensuraveis {£*} tal que £¥(t) € B para cada k € N e quase todo
ponto em [S,T]. Assim, para todo k € N e quase todo ponto em [S, 7], podemos definir

H(t) = =2 (2 () — F(1)) e () = =20 (uk(E) — A(t)) — M (}ﬁ%)) . (6.23)
Consequentemente, de (6.20) — (6.23),

(—p"(t), ¢*(£)) € codpu(p®(t) - f(E,2"(t),u" (1)) + {(ék(t)mk(t))}
{ qu (t)Vaubilt, R, ut(t)) + er(t)vx7ugj(t,xk(t),uk(t))] }
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Logo, pelos Corolarios B.1 e B.2, para cada k € N,
(=5 (1), " (1)) — (£°(), 0" (1)) € codp H(t, 2" (2), (1), " (1), (1), u* (1))

De (6.23), da limitacao de {\} e da definicio de W, segue que (¢*,7*) € L} x

k k

— w em L2, segue que u* — 4 em L.

m?

L} para cada k € N. Além disso, como u

(consequéncia da desigualdade de Hélder dada pelo Teorema B.5). Assim, pela Proposigao

k

B.1, v — @ em L’ . De forma anéloga podemos concluir que 2" — Z em L. Logo, mais

uma vez usando (6.23), concluimos que
b —~0 e npf—o.

Portanto, a Condicao (ii) da Defini¢ao 3.1 ¢é verificada.
Definindo 9;?(15) =0paratodo keN, j=1,...,my, et e[S, T], eusando (6.22),
segue que % C €, rf(t) <0e
ri(#)g; (82" (), u* (1)) = =2k (max{g; (¢, 2" (1), u"(t)), 0} max{—g;(t, " (t), u* (1)), 0})

_ pk
— 65(1)

para cada k € N, 7 =1,...,m, e quase todo ponto em [S,T]. Logo, a Condicao (iv) da

Definigao 3.1 é cumprida.

Por fim, observe que a partir de (6.19),

("(8), =p*(T)) € Mdt(a*(S), 2"(T)) + Ak(k™'*, 0) + Ne(a™(S), 2*(T))
para cada k € N e algum ¢* € B. Consequentemente,

("(8), =p"(T)) — Mu(k™0*,0) € MdU(a"(S), 2" (T)) + Ne(a"(S), 2*(T))

para cada k € N e algum ¢* € B. Entdo, definindo 9* := k~'\;o* e v* := 0 para todo
k € N, temos que

(pk<S)7 _pk(T>> - (ﬁkv Vk) S /\kag(l‘k(s)vxk(T)) +NC<$k(S)7xk(T))

para cada k € N. Além disso, como {\;} é uma sequéncia limitada e o® € B, segue que

¥ — 0 e verificamos a Condigdo (v) da Definicdo 3.1, como querfamos. O

6.2 REGULARIDADE AWMP

Nesta segao, baseados no conceito de processos AWMP para o Problema (P) es-
tabelecido pela Defini¢ao 6.1, vamos verificar que a condicdo AWMP-regular (Definigao
5.1) ainda é uma condi¢do de qualificacdo para (P) quando a Hipdtese (H9) é substi-
tuida pela Hipotese (H10). Seguindo um caminho semelhante ao realizado na Segao 5.1,

apresentamos o lema a seguir.
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Lema 6.1. Seja (z,u) um processo AWMP para o Problema (P) no sentido da Defini¢io
6.1. Assuma que a sequéncia AWMP associada seja dada por {(z*,u* % p*, ¢ % M)} C
Wt X Uy, x Ly, x Wit x Ly, x Lrlng x [0, +00), com {(",n*)} € L. x L. como na

Definicao 3.1; que

(H7) existam funcoes integrdveis k. e k, tais que |¥(t)] < k.(t) e [n*(t)| < k,(t) para todo
k € N e quase todo ponto em [S,T;

e que
(H8) exista uma fungdo integravel k, tal que

z:qZ )V aubi(t, oF —i—Zr Vougi(t, 2%(t), u" ()| < k,(t)
para todo k € N e quase todo ponto em [S,T].

Entao

M(z,u) N | —w-limsup Ms(z,u,0) | # 2.

med
=T, u — u

9~>O

A demonstragdao do Lema 6.1 segue de forma semelhante a do Lema 5.2. A tnica
alteracdo substancial é que a nova condicdo dada por (6.2), isto é, Ay + ||p¥||r= = 1 para

cada k € N, cumpre o papel da Hipétese (H9).

Com base na Definicao 5.1, o resultado apresentado adiante segue imediatamente
dos Lemas 5.1 e 6.1. Em linhas gerais ele garante que a condicao AWMP-regular é uma
condigao de qualifica¢do para o Problema (P), ou seja, garante a validade do principio do

maximo fraco cléssico.

Teorema 6.2. Seja (,u) um minimizador local fraco de (P). Suponha que as Hipdteses
(H1) - (H5), (H6), (H7), (H8) e (H10) sao satisfeitas. Se (z,u) for um processo AWMP-
reqular de (P), entao (Z,u) satisfaz as condigoes do principio do mdzimo fraco cldssico
(Teorema 2.6).

Exemplo 6.1. Novamente retomamos o Exemplo 3.2. Vamos verificar inicialmente
que a Hipdtese (H10) é satisfeita. Com efeito, definimos f(t,z, (u1,u2)) = wuy,
bi(t,x, (ur,us)) == « + up + 2uy e bo(t,x, (ug,uz)) = wu; + 2us. Note que as
fungoes f(t,-, (-,-)), bi(t,-,(+,-)) e ba(t,-, (-,-)) sdo afins para quase todo ponto em
[0,1]. Logo, pelo resultado da Observagio 2.1, para toda sequéncia {(z", (vF,v4))} C
W([0,1];R) x L*([0,1];R?), tal que (2, (vF,v5)) — (&, (01, D)), temos

klim by(t, 2", (vF, 0b)) = bi(t, 2, (01, 02)),
—00

klim bo(t, 2%, (vF 0h)) = by(t, 2, (01, D2))
— 00
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klim ft,aF (F 08)) = f(t, 2, (D, D).
—00
para quase todo ponto em [0, 1].

Como (z, (uy,uz2)) = (0,(0,0)), segue que
Ky(t) = [f (8, 2(t), (ua(t), u2(t)))| = |ua(t)] = 0

Ky, (1) := [(01(L, 2(1), (wi(t), ua(t))), bi(t, 2(¢), (ur(t), ua(t))))]
= [(z(t) + u1(t) + 2ux(t), ur (t) + 2ua(t))|
=0

para quase todo ponto em [0, 1]. Consequentemente, Ky e Ky, , sdo integraveis. Pelo fato
de (@1,1s) = (0,0), é imediato que (uy,u2) € L*([0,1];R?). Portanto, a Hipotese (H6)’
é satisfeita. Como pela linearidade de f a Hipdtese (H1) também é satisfeita para f, a
Hipétese (H6) é cumprida para f (vide Afirmacao 2.1) e pelo Teorema da convergéncia
dominada (Teorema B.9),

t

lim F(at, (o, 00)(0) = Jim [ (s, 24(s), (0 (5), 05(5))) ds

k—o0 k—o0

-/ ,}:fazf . (s), (05(s), eh(5))) ds
—/ f(s,&(s), (01(5), Ba(s))) ds
F(z, (b1, 02))(t)

para quase todo ponto em [0, 1]. Além disso, usando o Lema de Fatou (Lema B.2),

lim inf P(a:k (vF,vh))

~ lim inf [ (by (0, 24(0), (0} (), 05 + (ba(t, 2*(0), (040, 05(0)) 7]
> [ lllggg)lf (a1, 24 (0), 0, 502 + (ot (0), (o 1), wh(0))))?]

= / [(ba(t, 2 (2), (0n(1), 0 <t>>>>2+(bz<t,at~<t>,<@1<t>,@2<t>>>>2}dt
P(, (01,02)).

Logo, F é completamente continua e P ¢é fracamente sequencialmente semicontinua infe-

rior. Portanto, a Hipétese (H10) é verificada.

Na andlise desenvolvida no Exemplo 3.2, consideramos

(80, (1), 1) = (0.(0,0)), A= 2. () = =T, (ab (1), 6h(0)) = (0,0),

1) = 1 (R0 0) = (F0), o =1 e vF=0
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para todo k € N e t € [0,1]. Tal sequéncia nao garante que (0, (0,0)) seja um processo
AWMP para o Problema (P) no sentido da Definigao 6.1. Basta ver que

2 t+1 3
et I = g+ s {|- [ = 7 #1

para cada k € N. Contudo, considerando as sequéncias

k
0, setelo ),

(1), (1), 1) = (0.0,0)), M= () =1 v P v
_<2>t—|—2, sete |]H‘r ]

(gr (£):g5(5) = (=" (1), 8"()) , (1) = 0, (i (1), M () = (=p*(£),0), ?* =0 e vF =0

para todo k € N et € [0, 1], teremos a garantia de (0, (0,0)) é um processo AWMP para o
Problema (P) no sentido da Definigao 6.1. Entretanto, a Hipdtese (H8) nao ¢é verificada.

Com efeito, note que

a1 () Vabi(t, 2" (), (ui(8), u3(1)) + g5 () Vaba(t, 2" (2), (ui(8), u5(1)) = ar'(1)

para cada k € N e quase todo ponto em [0, 1]. Como

k
0 te |0, —
y S€ 6[7k+1>a

ai(t) = —5*(t) =
BLER <k 1]

para todo k € N e quase todo ponto em [0, 1], a sequéncia {¢F} ndo pode ser limitada
quase todo ponto em [0, 1] por uma funcao integréavel que independa de k € N. Conse-

quentemente, a Hip6tese (H8) nao é satisfeita.

Como vimos no Exemplo 3.2, as condi¢oes do principio do maximo fraco classico
(Teorema 2.6) nao sao verificadas para o problema. Logo, j& esperdvamos que alguma das

hipoteses do Teorema 6.2 falharia.

A verificagdo de que AWMP-regular (caso em que £ e f(t, -, ) sdo suaves quase todo
ponto em [S, T']) é a condi¢ao mais fraca sob a qual AWMP implica no principio do maximo
fraco classico e a analise dos critérios suficientes para a garantia da validade da condicao
AWMP-regular, estudadas nas Sec¢oes 5.2 e 5.3, respectivamente, permanecem validas
sob a defini¢do alternativa de processos AWMP estabelecida pela Definicao 6.1. Além
disso, os resultados verificados no Capitulo 4 para o método de Lagrangiano aumentado

proposto também continuam sendo satisfeitos.

Portanto, os resultados apresentados nos Capitulos 5 e 6 estabelecem situacoes
alternativas sob as quais podemos usar a nova condi¢ao de qualificacdo proposta neste

trabalho, ou seja, a condicado AWMP-regular. Mais especificamente, no Capitulo 5, uma
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hipétese sob os multiplicadores associados as fungoes £ e f precisou ser usada. Ja no Capi-
tulo 6, abrindo mao dessa hipétese, precisamos usar hipdteses de continuidade completa,
semicontinuidade sequencial fraca e convexidade sobre o conjunto Us(t) para quase todo
ponto em [S,T]. Desta forma, a escolha da abordagem adequada deve ocorrer mediante

as caracteristicas fornecidas pelo problema de interesse.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, apresentamos as condicoes AWMP. Elas sao condigbes necessé-
rias de otimalidade sequenciais para certos problemas de controle 6timo que envolvem
restrigoes mistas nas variaveis de estado e de controle na forma de igualdades e desigual-
dades. Para organizar os conceitos, primeiro definimos o que sao sequéncias AWMP e
depois o que sao processos AWMP. Demonstramos que todo minimizador local fraco de
um problema de controle 6timo da forma (P) é necessariamente um processo AWMP, o
que significa que as condigoes satisfeitas pelos processos AWMP podem ser consideradas
como genuinas condigoes necessarias de otimalidade. Nenhuma condigdo de qualifica-
¢ao foi imposta. Em um segundo momento, propomos um método do tipo Lagrangiano
aumentado para problemas de controle 6timo que, sob certas hipdteses, gera sequéncias
cujas condigoes AWMP funcionam como critério geral de parada. Além disso, aplicamos
o algoritmo proposto para resolver numericamente alguns problemas de controle 6timo
mais simples encontrados na literatura, demonstrando a viabilidade pratica do algoritmo
e destacando seu potencial. Nossa terceira e ultima contribuicdo foi derivar uma nova
condicao de regularidade, a qual denominamos AWMP-regularidade. Essa condicao, por
sua vez, atua como uma condi¢ao de qualificagao, isto é, garante a validade do princi-
pio do méaximo. Mostramos também que, sob certas hipoteses, AWMP-regularidade é
a condi¢cao minima sob a qual as condigoes AWMP implicam no principio do maximo e

estabelecemos alguns critérios suficientes para a AWMP-regularidade.

Como as condigoes de otimalidade tradicionais tém que ser verificadas na solu-
¢ao otima do problema estudado, que a depender de sua complexidade, pode tornar a
obtencao de tal solucdo uma tarefa ardua ou mesmo impraticavel, as condigoes de oti-
malidade sequenciais, tais como as fornecidas pelo principio do méximo fraco assintotico,
se destacam como poderosas ferramentas, visto que existem caminhos praticos para a
sua obtencao, por exemplo, através de uma versao adequada do método de Lagrangiano
aumentado. Adicionalmente, a regularidade AWMP estabelece condi¢gbes minimas sob as
quais essas condi¢Oes sequenciais implicam nas condi¢oes de otimalidade classicas estabe-
lecidas pelo principio do maximo. Em resumo, o principio do maximo fraco assintotico
define critérios praticos para a selecao de candidatos a solugdes em problemas de controle
otimo e a regularidade AWMP, quando atendida, assegura que esses critérios possuem

precisao equivalente as condi¢oes do principio do maximo.

Embora as condicbes AWMP representem um conjunto de condi¢oes necessarias
de otimalidade que podem ser obtidas de maneira pratica, a abordagem escolhida no
presente trabalho, que consiste em utilizar uma versao adequada do método de Lagran-
giano aumentado, introduz uma dificuldade inerente a natureza desse método. Dado que
os métodos do tipo Lagrangiano aumentado sao, em esséncia, métodos de penalizacao,

a verificagao da factibilidade dos pontos de acumulagao das sequéncias por eles gerados



90

se torna uma tarefa nao trivial. Acreditamos que uma possivel superacao desse desafio

poderia envolver a exploracao de outros métodos.

Dada a natureza de (P), tivemos que trabalhar com espagos de dimensao infi-
nita, tais como L7, VVll’1 e ,. Desta forma, além da dificuldade destacada no paragrafo
anterior, tivemos problemas com a extracao de subsequéncias convergente, visto que fer-
ramentas comumente usada em espacgos de dimensao finita, por exemplo, o Teorema de

Bolzano-Weierstrass (Teorema B.1), nao se aplicam a tais espagos de dimensao infinita.

Em linhas gerais, uma das maiores contribuigoes deste trabalho foi trazer o conceito
de condigoes de otimalidade sequenciais para o contexto de controle 6timo. Esperamos
que os resultados obtidos sirvam como um ponto de partida para futuras pesquisas nesta
area, estimulando o desenvolvimento continuo do conhecimento e praticas no campo da

teoria de controle 6timo e condi¢des de otimalidade.

Como investigagoes futuras pretendemos:

- Estabelecer as relagoes entre a AWMP-regularidade e as condigoes de qualificagao
para problemas de controle 6timo existentes na literatura, por exemplo, as CQs
do tipo posto completo [28], posto constante [6], Mangasarian-Fromovitz [24, 30],
WBCQ [52], entre outras.

- Propor novas condicoes de otimalidade sequenciais de segunda ordem para proble-
mas de controle 6timo, algo semelhante as condigoes AKKT2 [4] da programagao

nao linear.

- Implementar o método de Lagrangiano aumentado para problemas de controle 6timo
mais complexos (problemas na forma de (P), niimero maior de restrigdes, restrigdes

nao lineares, etc.).

- Investigar se outros métodos numéricos satisfazem as condicoes AWMP. A ideia
inicial consiste em estudar versoes para controle 6timo de métodos para problemas
de programacao nao linear que satisfazem as condi¢oes AKKT, tais como os métodos
de programacao quadratica sequencial [69], alguns métodos de pontos interiores [21]

e métodos de restauracao inexata [54].

- Aplicar nossa teoria a problemas reais, por exemplo, em modelos de espalhamento
de doengas como a Covid 19 e a dengue, tratamento do cancer, extracao avancada

de petréleo, dentre outros.

- Estudar outras condicoes de otimalidade sequenciais para problemas de controle
6timo na forma de (P). Um primeiro caminho que julgamos vidvel é, assim como
fizemos com as condigoes AWMP, recorrer a programacao nao linear, mais especifi-

camente as condigoes AGP (Approzimate Gradient Projection) [55].
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A DEMONSTRACOES SUPRIMIDAS NO TEXTO

Neste apéndice encontram-se algumas das demonstragdes mais técnicas que foram
suprimidas ao longo do texto para garantir uma maior fluidez na leitura. Foi utilizado o

padrao de repetir o enunciado do resultado e em seguida demonstra-lo.

Afirmacgao 2.1. Se as Hipoteses (H1) e (H5) forem validas, entdao a Hipdtese

(H6) Existem funcoes integraveis ¢y e cp, tais que |f(t, z,u)| < cp(t) e |(b, g)(t, z,u)| <
Che(t) para todo (x,u) € Qs(t) e quase todo ponto em [S, T

pode alternativamente ser substituida por:

(H6) As fungoes K(t) := |f(t,z(t), u(t))| e Kpy(t) := |(b,9)(t, Z(t),u(t))| sdo integraveis
sobre [S,T] e u € L.

Prova. Suponha que a Hipétese (H1) seja satisfeita. Entao, existe uma fungao integravel

ks tal que para todo (z,u) € Qs(t) e quase todo ponto em [S, T,

[F(twu) = f(8,2(8), u(t)] < kp(0)] (2, u) = (2(2), alt))]

Logo, para todo (z,u) € Qs(t) e quase todo ponto em [S, 71,

[F(tzu)] < kp ()] (2, u) = (2(8), a(®)] + | £t 2(), u(t))] < e (2)

em que cp(t) = ke(t)o + |f(t,z(t),u(t))] q.t.p. em [S,T]. Pela Hipdtese (H6)', ¢

integravel.

De modo analogo, pela Hipotese (H5), existe uma funcao integravel Ly, tal que

para todo (z,u) € Qs(t) e quase todo ponto em [S, T,
(6, 9) (¢, 2, u) — (b, g) (£, 2(t), u(t))| < Lug(£)| (2, u) — (z(t), u(t))].
Assim, para todo (x,u) € Qs(t) e quase todo ponto em [S, T,

(0, 9) (&, 2, w)| < Loy (8) (2, w) = (2(2), u(t))| + [ (b, ) (2, T(2), u(t))] < ey (t),

com cpg(t) := Lpg(t)6 + |(b, 9)(t, z(t), u(t))| quase todo ponto em [S,T]. Portanto, pela

Hipétese (H6)', ¢y, é integravel, e concluimos o resultado. m

Afirmacao 3.1. A aplicacao dy : W x W — R,

dw (2, ), (@', 0)) = |2(S) — 2'( y+/ (t)| dt
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define uma métrica em

(t) = f(t,x(t),u(t)) qt.p. em [S,T],

Woe d () € WM x 2, x(t) € z(t) + 6B q.t.p. em [S,T], |
u(t) € Us(t) q.t.p. em [S,T],
(x(9),z(T)) e C

(W, dw) é um espago métrico completo e a fungao ¢, : W — R,

Ur(w,u) = e exp(U(x(S), x(T)) — €(x(S),2(T))) + 1]€7’(x,u),

€

em que a funcao P : W — R é dada por

P(x,u) = /ST [%(bi(t,ar:(t),u(lf)))2 —l—%(max{gj(t x(t),u(t)),0})?

i—1 j=1

é semicontinua inferior em (W, dy, ) para cada k € N.

Prova. Mostremos inicialmente que dy, ¢ uma métrica em W. Para isso, vamos considerar
(l', U), (.T/, 'LL/), (':CH7 U’H) € W
(a) E imediato das propriedades das normas |- | e || - ||z que dw ((z,u), (2',u)) > 0.

(b) Mostremos que dy ((z,u), (z',u’)) = 0 se, e somente se, (z,u) = (z',u') em W.

<) Se (z,u) = (2/,u') em W, segue que z(t) = 2/(t) para todo ¢t € [S,T] (em
particular, xz(S) = 2/(5)) e u(t) = «'(¢t) quase todo ponto em [S,T]. Logo,
dw ((z,u), (', u")) = 0.

=) Suponha que dy ((x,u), (z',u")) = 0. Pela defini¢do de dy, z(S) = 2'(5) e
u(t) = u/'(t) quase todo ponto em [S,T]. Consequentemente, pela definicio de W e
pela unicidade da solucao do PVI

{y(t) = f(ty(E),u(t))  q.tp. em [S,T],
y(S) = 2(8) = 2/(S)

dada pelo Teorema de Carathéodory (Teoremas B.2 e B.3), segue que z(t) = 2'(¢)
para todo t € [S, 1.

(c) Pelas propriedades das normas || e |||z , dw((z,u), (', ")) = dw ((a',u), (x,u)).

(d) Por fim, novamente usando as propriedades das normas |- | e || - |11 ,

dw ((z,u), (2", u")) = |2(5) — 2"(S)| + /ST Ju(t) —u"(t)| dt
< [ (S) = 2'(S)] + [2(S) — 2" (9)]
+/ lu(t) — u'( |dt+/ ' (¢ ()| dt
= dw((z, u), (2, ) + dw ((2', ), (2", u")).
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Portanto, (W, dy/) é um espago métrico.

Agora, vamos mostrar que (W, dy ) é completo. Com efeito, tome uma sequéncia
de Cauchy {(2*, u*)} C W, isto §, tal que dyw ((2*,u*), (2!, u')) — 0, quando k,I — +oo.
Desta forma, pela definicao de dy, quando k,l — 400,

]:vk(S) — :cl(S)| —0 e Huk - ulHL}n — 0.

Consequentemente, {z"(S)} e {u*} sio sequéncias de Cauchy em R™ e L}

m?

respectiva-

mente. Como R" é completo,
2*(S) = xg (A.1)

para algum zg € R"”. Além disso, pelo Teorema de Fischer-Riesz (Teorema B.4), L} ¢
um espago de Banach com a norma || - ||z . Logo, {u*} converge para algum u € L.
Assim, u é mensuravel e, consequentemente, u € %,. Além disso, como u* — u na norma

L}n, temos que
T
/3 Wb (t) — u(t)] dt — 0. (A.2)

Pelo Teorema B.6, existe uma subsequéncia (nido renomearemos), tal que u*(t) — wu(t)

quase todo ponto em [S, 7.

Pelo fato de {(2*,u*)} € W, u*(t) € Us(t) para cada k € N e quase todo ponto
em [S,T]. Consequentemente, como Us(t) é fechado para quase todo ponto em [S,T],
vide Hipétese (H2), u(t) € Us(t) quase todo ponto em [S, T]. Portanto, u(t) € u(t) + 6B
e u(t) € U(t) quase todo ponto em [S, T.

Como pela definicio de W, i*(t) = f(t,2%(t),u"(t)) para cada k € N e quase
todo ponto em [S,T], usando a Hipdtese (H6), garantimos a existéncia de uma fungio
integravel cg, tal que |#%(t)] < c;(t) para todo k € N e quase todo ponto em [S,T].
Logo, {#"} é uniformemente integravelmente limitada e, pelo Teorema de Dunford-Pettis
(Teorema 2.4), existe uma subsequéncia {"} (mais uma vez nao renomearemos) tal que
k

i — ¢ para alguma funcio ¢ € L}. Desta forma, definindo

t
x(t) == xg +/S s(s)ds,
segue que (t) = ¢(t) quase todo ponto em [S,T], #(S) = x5 e x € W', Assim, como
t t
*(S) — xg, / i*(s)ds — / ¢(s)ds uniformemente
S S
ezt e WLt para cada k € N, podemos concluir que

t ¢
2*(t) = 2F(S) + / i*(s)ds — g + / s(s)ds = z(t) uniformemente.
S s
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Pela definicao de W, 2(t) € Z(t) + 6B e (z"(9),2"(T)) € C para cada k € N
e quase todo ponto em [S,T]. Assim, pela convergéncia uniforme de {z*} e por C' ser
fechado, vide Hipotese (H3), z(t) € z(t) +JB quase todo ponto em [S,T] e (z(5),z(T)) €
C.

Sabemos que @¥(t) = f(t,2%(t),u"(t)) para cada k € N e quase todo ponto em
[S,T]. Logo, integrando ambos os lados sobre s de S a ¢, tomando limite, usando as
convergéncias uniforme de {2*}, fraca de {"} e quase todo ponto em [S, 7] de {u*} mais
a Hipotese (H6), o Teorema da convergéncia dominada (Teorema B.9) e a continuidade
de f(t,-,-) garantida pela Hipétese (H1), segue que
t t
/m(s) ds:/ f(s,z(s),u(s))ds q.t.p. em [S,T].
s S
Consequentemente, 4(t) = f (¢, z(t), u(t)) quase todo ponto em [S,T] e (z,u) € W.

Portanto, como pelas convergéncias (A.1) e (A.2), dw ((z*,v*), (z,u)) = 0, con-

cluimos que (W, dy) é completo.

Para finalizar a prova da Afirmacao 3.1, usando a Proposicao 2.3, vamos mostrar
que a fungao ¢ é semicontinua inferior em (W, dy ) para cada k € N. Com efeito, sejam
{(z", v}y c W, (z*,u*) € W e M € R. Suponha que

dw (2", uh), (2%, u*)) =0 e lli)rglofk(xl,ul) <M (A.3)
para cada k € N.
Por (A.3),
2'(S) = 2*(S) e |u'—u| —0.

Assim, pelo Teorema B.6, existe uma subsequéncia {u'} (ndo renomearemos), tal que
u'(t) — u*(t) quase todo ponto em [S,T]. Além disso, da definicdo de W, i'(t) =
f(t,2'(t),u'(t)) para cada | € N e quase todo ponto em [S,7T]. Logo, pela Hipotese (H6),
existe uma funcdo integravel c; tal que, |#'(t)| < ¢;(t) para todo [ € N e quase todo
ponto em [S,T]. Consequentemente, {#'} é uniformemente integravelmente limitada e
pelo Teorema de Dunford-Pettis (Teorema 2.4), existe uma subsequéncia {#'} (mais uma

vez ndo renomearemos) tal que @' — ¢ para alguma funcio ¢ € L. Entdo, tomando
(1) =2(5) + [ "o(s) ds
concluimos que Z(t) = ¢(t) quase todo ponto em [S, T, #(S) = 2*(5) e
)+ / s)ds — Z(t )+ / s)ds uniformemente,
pois 2! € W para cada | € N, 2/(S) — 2*(5) e

/ s)ds — / s)ds uniformemente.
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Como vimos, 2'(t) = f(t,2'(t),v'(t)) para todo [ € N e quase todo ponto em
[S,T]. Assim, integrando ambos os lados da igualdade de S a ¢, tomando o limite com
| — oo, usando as convergéncias fraca de {4'}, uniforme de {z'} e em quase todo ponto
em [S,T] de {u'} juntamente com a Hipétese (H6) e o Teorema da Convergéncia Domi-
nada (Teorema B.9), concluimos que Z(t) = f(t,Z(t),u*(t)) quase todo ponto em [S,T].
Consequentemente, ¢ uma solucao para o problema de valor inicial

#(t) = f(t.z(t),u"(t)) q.t.p. em [S,T], (A.4)

Logo, pela unicidade da solugao de (A.4) (Teoremas B.2 e B.3), concluimos que #(t) =
x*(t) para quase todo t € [S,T]. Portanto, 2" (t) — x*(¢) uniformemente.

Voltando a (A.3), usando a definicao da funcao ¢, para cada k € N, temos
> 1 Lo
M > lligloﬁk(x ,u)

= lim [ei exp(£(a!(S), 2! (1)) — (2(8), #(T))) + —P(a )

€k

em que a funcao P : W — R é dada por

Pl = [ [ﬁbxt,x(t),u(t)))? - i(rnax{gj(t,x<t>,u<t>>,0}>2] dt.

S 1i: =1

Logo, das convergéncias uniformes de {z'} e quase todo ponto em [S,T] de {u'}, das
continuidades de ¢ e quase todo ponto em [S,T] de (b, g)(t,-,-) (Hipéteses (H3) e (H5)),
juntamente com a Hipétese (H6) e o Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema B.9),
1
M > e exp(U(x*(S),z*(T)) — £(2(9),z(T))) + E—P(x*, u*) = Lp(x*,u")
k

para cada k € N. Portanto, pela Proposi¢ao 2.3, podemos concluir que ¢ é semicontinua

inferior em (W, dy ) para cada k € N. O

Afirmacgao 6.3. Dado § > 0, considere o conjunto nao vazio
E:={velL? v(t)€Us(t) qt.p. em[S T}

Se a Hipétese (H2) for valida e o conjunto Us(t) for convexo para quase todo ponto em

[S,T], entdo E é um conjunto fracamente sequencialmente fechado.

Demonstracao. Mostramos inicialmente que E ¢é sequencialmente fechado. Com efeito,
seja {u*} C E tal que v* — wem L? . Entao, pelo Teorema B.6, existe uma subsequéncia
{u*} (ndo renomearemos) tal que u*(t) — u(t) quase todo ponto em [S, T]. Pela definicio
de E, u*(t) € Us(t) para todo k € N e quase todo ponto em [S, T]. Assim, como Us(t) é
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fechado, vide Hipotese (H2), u(t) € Us(t) para quase todo ponto em [S,T]. Logo, u € E

e, consequentemente, o conjunto F ¢é sequencialmente fechado.

Agora mostramos que E é convexo. Para isso, tomamos v,v" € E e o € [0, 1].
Evidentemente, (1 —a)v+av’ € L2 e v(t),v'(t) € Us(t) para quase todo ponto em [S, T7.

Por hipétese Us(t) é convexo para quase todo ponto em [S, T]. Entao,
(1 —a)v(t)+av'(t) € Us(t) q.t.p. em [S,T].

Logo, (1 — a)v+ av’ € E e concluimos que E é convexo.

Portanto, como L?n é um espago com produto interno, por [32, Item (2) do Teorema

9.16, p. 207], segue que F é fracamente sequencialmente fechado. n
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B TEOREMAS, RESULTADOS E DEFINICOES AUXILIARES

Neste apéndice exibimos uma colecao de teoremas e resultados auxiliares que foram
utilizados ao longo do texto. Nao apresentamos suas demonstra¢oes, mas apontamos

referéncias que podem ser consultadas para tal fim.

Teorema B.1 (Bolzano-Weierstrass [53, Teorema 5, p. 17]). Toda sequéncia limitada em

R™ possui uma subsequéncia convergente.

Lema B.1 (Desigualdade de Gronwall [29, Lema 1]). Tome uma fun¢do absolutamente
continua ¢ : [S,T] — R™. Suponha que existam fungoes integraveis nao negativas k e v

tais que

O] < k()60 +v(t)  g.t.p. em [S,T).

Entao,

oto) < o [ wts)as) o+ [ o ( [ bs)as) oag
para todo t € [S,T]. Além disso,
600 < exp(tlsp) 6] + el
para todo t € [S,T).

Teorema B.2 (Teorema de Carathéodory 1 [15, Teorema 3.8, p. 35]). Sejam (to,zo) €
RxR"e¢p:RxR" — R definida em V' dado por

Vi={(t,x) e RxR": |t —to| < a,|z — x0| < b}.

Suponha que ¢ seja mensurdvel em t para cada x fizo e continua em x para cada t fixo.

Se existe uma fungdo integrdvel ndo negativa c, no intervalo |t —to| < a tal que
|f(t,2)] <cplt), (t,z) €V,

entao existe uma solugdo x de

no sentido de

o(t) =0+ [ F(sp(s))ds (B.2)

em algum intervalo |t — to| < ¢, ¢ > 0, satisfazendo x(0) = xy.
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Teorema B.3 (Teorema de Carathéodory 2 [15, Teorema 3.9, p. 37]). Suponha que as
hipoteses do Teorema B.2 sejam wvdlidas e ainda que ¢ seja localmente Lipschitz. Entdao
existe uma unica solu¢io x para (B.1) no sentido de (B.2) em algum intervalo I; =

[to — ¢, z0+¢|, ¢ > 0.

Teorema B.4 (Teorema de Fischer-Riesz [18, Teorema 4.8, p. 93]). LP é um espago de
Banach para qualquer p, 1 < p < oo.

Teorema B.5 (Desigualdade de Holder [18, Teorema 4.6, p. 91]). Seja 1 < p < oo e
p € R tal que

Sepe Ll epe P, entio pp € L' e

166l < 19l s 1l o

Teorema B.6 ([18, Teorema 4.9, p. 94]). Assuma que # seja um espago de medida
separdvel. Seja {¢*} uma sequéncia em LP(M) e ¢ € LP(M) tal que ||¢* — || oy — 0.
Entdo, existe uma subsequéncia {¢"} (ndo renomearemos), tal que ¢* — ¢ para quase

todo ponto em M .

Teorema B.7 ([18, Teorema 4.13, p. 98]). Assuma que A seja um espac¢o de medida
separdvel. Entio LP(.A) é separdvel para qualquer p, 1 < p < 0o.

Teorema B.8 ([18, Teorema 3.18, p. 70]). Seja % um espaco de Banach separdvel e {¢*}
uma sequéncia limitada em 9. Entdo existe uma subsequéncia {¢*} (ndo renomearemos),

tal que ¢* — = em que x € B.

Proposicao B.1 ([18, Item (ii) da Proposicao 3.5, p. 58|). Sejam % um espago de
Banach, ¢ € B e {¢*} C B. Se ¢ — ¢, entio ¢F — ¢.

Teorema B.9 (Teorema da convergéncia dominada [42, Teorema 3.25, p. 45]). Sejam
S, T €R com S < T, {¢"} uma sequéncia de fungoes integrdveis definidas em [S,T] e ¢
uma fungio integravel em [S,T]. Suponha que ¢*(t) — ¢(t) quase todo ponto em [S,T).
Se |p*(t)| < p(t) para todo k € N e quase todo ponto em [S,T), entdo ¢ é integrdvel em
(S,T] e

T T
lim /S $F(1) dt = /S o(t) dt.

k—00

Lema B.2 (Lema de Fatou [42, Teorema 3.20, p. 43]). Sejam S, T € R com S < T. Se

{#F} € uma sequéncia de fungdes mensurdveis ndo negativas definidas em [S,T], entdo

T T
/ lim inf ¢* < lim inf / o
s 5

k—o00 k—o0
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Teorema B.10 ([11, Teorema 2.5.3, p. 123]). Seja £ um espago com a medida de

Lebesgque. Para qualquer fungdo integravel ¢ e qualquer o > 0 tem-se

med({t € 2 : |6(t)] > 0}) < ; | Jotoa

Teorema B.11 (Teorema de Riesz [70, Teorema 4, p. 100]). Sejam £ um espago com a
medida de Lebesque e {¢"} € £. Se ¢F gl ¢ com ¢ € L, ou seja, converge na medida
em £, entdo existe uma subsequéncia {¢*} (ndo renomearemos), que converge quase todo

ponto para ¢ em L.

A préxima defini¢ao pode ser encontrada, por exemplo, em [23, p. 30] e serd ttil

para os resultados que sao apresentados em sequéncia.

Definicdo B.1. Sejam % e % espacos de Banach. Diremos que ¥ : 2 — £ admite uma
derivada estrita em Z, que também é um elemento de .Z(2, %) (espaco dos funcionais
lineares continuos de 4 para %7’) denotado DW¥(x), quando para cada v, vale

lim U (zk + tv) — W(z*)

zk%i t
t—0

= DVU(x) - v,
e desde que a convergéncia seja uniforme para v em conjuntos compactos.
O corolario apresentado adiante estabelece uma relacao entre funcgoes suaves e

estritamente diferencidveis.

Corolario B.1 (Relagao entre suavidade e diferenciabilidade estrita [23, p. 32]). Se ¢ ¢é
continuamente diferencidvel em T, entdo ¢ € estritamente diferencidvel em T e, portanto,

Lipschitz proximo a T.

Proposicao B.2 (Regra da Soma [23, Proposi¢ao 2.3.3, p. 38|). Sejam ¢; : R" —
R U {400}, i = 1,...,m fungdes semicontinuas inferiores e & € N;dom(¢;). Defina
@:=¢1+ -+ ¢n. Entao,

cod (é gbi) (7) € gcoﬁgbi(x).

O corolario apresentado a seguir segue diretamente da Proposicao B.2.

Corolario B.2 ([23, Corolario 1, p. 39]). A igualdade na Proposicio B.2 serd vdlida
quando todas, exceto mno mdximo uma das fungoes ¢;, 1 = 1,...,m, forem estritamente

diferencidveis em .

Proposigao B.3 (Comutagdo com (—1) [76, Proposigao 4.7.5, p. 157]). Considere uma
funcio ¢ : R™ — R que seja Lipschitz continua em uma vizinhanca de um ponto x € R".
Entao

cod(—¢)(x) = —codp(z).
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Teorema B.12 (Regra da Cadeia [23, Teorema 2.3.10, p. 45]). Seja ¢ uma aplicagao de
B para outro espaco de Banach B, e seja @ uma funcao real em B. Suponha que ¢ seja
diferencidvel em T e que ¢ seja Lipschitz em uma vizinhanga ¢(x). Entdo ¢ = @ o ¢ é

Lipschitz em uma vizinhanga x, e tem-se
0 (&) C codp(6(F)) o V(7).

A Defini¢ao B.2 apresentada abaixo pode ser encontrada, por exemplo, em [76, p.

71].

Definigao B.2. Tome uma multifungao I' : [, 7] ~» R". Dizemos que uma fungao

x: [S,T] = R™ é uma selecao mensurdvel para I" se

(i) x é Lebesgue mensurével, e

(ii) =(t) € I'(t) q.t.p. em [S,T].

A partir da Definicao B.2, podemos exibir os seguintes resultados.

Teorema B.13 ([76, Teorema 2.3.11, p. 71]). Seja I' : [S,T] ~» R™ uma multifun¢io nao

vazia. Assuma que I' € fechada e mensurdvel. Entdo I tem uma selecao mensurdvel.

Teorema B.14 (Teorema de Sele¢do Mensurdvel de Aumann [76, Teorema 2.3.12, p.
71]). Seja T : [S,T] ~» R™ uma multifuncio nao vazia. Assuma que Gr(I') seja Borel

mensurdvel. Entao, I tem uma selecio mensurdvel.
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