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RESUMO
O presente Trabalho de Graduagdo apresenta o projeto, a simulacao e a implementagao pratica
de um controlador moderno, o Regulador Linear Quadratico (LQR), aplicado ao sistema
Helicoptero 3-DOF da Quanser, disponivel no Laboratorio de Pesquisa em Controle (LPC) da
Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira (UNESP). A proposta fundamenta-se na modelagem
matematica em espaco de estados e na solucao da Equagao Algébrica de Riccati, com o objetivo
didatico de capacitar estudantes no projeto e operagao segura de sistemas dindmicos
multivaridveis. A metodologia adotada explora a sintonia das matrizes de ponderagao (Q e R)
para garantir que a norma do ganho de realimentagao respeite a faixa de seguranca operacional
60 < ||K|| < 200, do sistema. Os resultados obtidos, tanto em simula¢des via Matlab/
Simulink® quanto na bancada experimental, validaram a eficiéncia do controlador na
estabilizacdo dos angulos de elevagdo, arfagem e viagem, demonstrando o compromisso entre

desempenho dinamico e facilidade no projeto.

Palavras-chave: Controle Moderno. Helicoptero 3-DOF. Regulador Quadratico Linear (LQR).
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ABSTRACT
This Undergraduate Thesis presents the design, simulation, and practical implementation of a
modern controller, the Linear Quadratic Regulator (LQR), applied to the Quanser 3-DOF
Helicopter system, available at the Control Research Laboratory (LPC) of the Faculty of
Engineering of Ilha Solteira (UNESP). The proposal is based on state-space mathematical
modeling and the solution of the Algebraic Riccati Equation, with the didactic objective of
training students in the design and safe operation of multivariable dynamic systems. The
adopted methodology explores the tuning of the weighting matrices (Q and R) to ensure that
the feedback gain norm respects the system's operational safety range 60 < ||K|| < 200. The
results obtained, both in simulations via Matlab/Simulink® and on the experimental testbed,
validated the efficiency of the controller in stabilizing the elevation, pitch, and travel angles,

demonstrating the trade-off between dynamic performance and ease of design.

Keywords: Modern Control. 3-DOF Helicopter. Linear Quadratic Regulator (LQR).
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1 INTRODUCAO

A evolugdo da engenharia de controle, a partir de 1960, teve como importante desdobramento
o surgimento da teoria de controle moderno. Até entdo, no controle classico, os resultados eram
obtidos por meio de analises de resposta em frequéncia e lugar das raizes, aplicados principalmente
a sistemas de entrada e saida unica (SISO — Single Input, Single output). Com o avango dos
computadores, da eletronica e sistemas dinamicos, tornou-se evidente a necessidade de controlar
sistemas cada vez mais complexos, caracterizados por suas multiplas entradas e saidas (MIMO —
Multiple Input, Multiple Output). Nesse contexto, a teoria de controle moderno, baseada em
modelos matematicos reais € na formalizacdo por varidveis de estado, foi desenvolvida para

superar limitagdes intrinsecas do controle classico (Ogata, 2010).

Segundo Dorf e Bishop (2011), a produtividade pode ser entendida como a relagdo entre saida
obtida e os recursos empregados como entrada. Nesse sentido, na busca pela produgdo cada vez
mais precisa de produtos confidveis e exatos, o homem vem aperfeicoando suas técnicas,
reduzindo forca bruta e substituindo-a pela mecanizacdo progressiva. Processos antes realizados
manualmente passam a ser executados por maquinas, implementadas com tecnologia avangada,
um conceito conhecido como automagdo. Assim, a automagdo ¢ empregada para aumentar a
produtividade e melhorar o desempenho de sistemas, possibilitando a realiza¢ao de tarefas com

maior precisdo, rapidez e constancia.

Para que a automagdo atinja seus objetivos de precisdao e constancia, ¢ essencial comandar o
comportamento dessas maquinas € processos, que sao, por natureza, sistemas dindmicos. Os
sistemas dindmicos, que sdo o objeto de estudo central na engenharia de controle moderno,
caracterizam-se por apresentarem um comportamento dependente ndo apenas do instante presente,
mas também do passado, influenciando o estado futuro do sistema. Essa dependéncia ¢
formalizada pela nocdo de variaveis de estado, que constituem o menor conjunto de varidveis
independentes necessdrias para descrever completamente a dindmica do sistema a qualquer
instante. Essa abordagem ¢ fundamental para o desenvolvimento de controladores eficazes que
garantam a estabilidade e o desempenho desejados, mesmo em processos dindmicos € sujeitos a

variacoes constantes (Ogata, 2010).

As variaveis de estado podem ser utilizadas em sistemas de controle tanto de malha aberta
quanto de malha fechada. O sistema de controle em malha fechada, também conhecido como

sistema de controle com realimentacdo (feedback, em inglés), € aquele no qual as varidveis de
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estado do sistema sdo realimentadas e comparadas com um sinal de referéncia, de modo que a
diferenga resultante, ou erro, determine a acdo de controle. Esse tipo de sistema ¢ o mais
comumente empregado devido a sua capacidade de corrigir perturbagdes e garantir maior precisao
no controle. A partir desse conceito surge a otimizagdo dinamica, base do controle 6timo, que visa
encontrar uma lei de controle que minimize um indice de desempenho, sujeita a restri¢des tanto
nas varidveis de estado quanto nas varidveis de controle. Essa abordagem permite projetar

controladores que otimizam o desempenho do sistema sob condigdes reais e limitagdes praticas.

(Alves, 2022).

Este trabalho utiliza as técnicas do Regulador Linear Quadratico (do inglés, Linear Quadratic
Regulator — LQR), uma metodologia consolidada da teoria de controle. O LQR baseia-se na
solugdo da equacdo algébrica de Riccati, associada a critérios de estabilidade de Lyapunov, e tem
como objetivo otimizar uma fun¢do de custo quadratica. Na pratica, essa otimizagdo resulta em
uma ponderacdo 6tima que equilibra o menor dispéndio de energia de controle com a maior
precisdo possivel das varidveis controladas (Neto e Silva, 2023). A escolha desta metodologia
fundamenta-se na abordagem sistemdtica que o LQR oferece para o projeto de controladores
otimos, operando por meio da retroagdo das varidveis de estado. Embora esta técnica seja
amplamente consolidada, sua implementagdo eficaz em sistemas realistas apresenta desafios. A
dependéncia direta das variaveis de estado da planta torna o controlador sensivel a variagcdes

paramétricas e disturbios externos, fatores que podem comprometer o desempenho desejado.

O Helicoptero com trés graus de liberdade (3-DOF) ¢ um modelo de simulagdo de voo que
permite 0 movimento em trés eixos distintos: viagem, arfagem e elevagdo. No modelo 3-DOF da
Quanser, disponivel no Laboratério de Pesquisa em Controle (LPC), dois motores de corrente
continua (DC) sdo fixados nas extremidades de uma estrutura retangular, acionando duas hélices
cujos eixos sdo paralelos, com o vetor de empuxo perpendicular ao quadro. O corpo do helicoptero
estd suspenso por uma junta instrumentada localizada na extremidade de um braco longo,
permitindo sua inclinagdo livre ao redor do centro. Esse brago estd conectado a uma junta com
dois graus de liberdade, permitindo inclinagao e rotacao. A outra extremidade do braco possui um
contrapeso para que a massa efetiva seja reduzida, facilitando que o impulso gerado pelos motores
eleve o sistema. A aplicacdo de uma tensdo positiva ao motor frontal provoca uma inclinagao
positiva, enquanto a mesma tensao aplicada ao motor traseiro resulta em inclinagdo negativa. De
maneira semelhante, qualquer comando positivo nos motores também gera a elevagao do conjunto,

ou seja, a inclina¢do do braco (Quanser, 2012).
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A realizacdo deste projeto sera fundamental para o entendimento do conceito tedrico sobre
controle moderno por meio da aplicagdo do método Regulador Linear Quadratico, implementado
de forma pratica no Helicoptero de Bancada 3-DOF da Quanser® a fim de demonstrar, de maneira
didatica e aplicada, a eficiéncia do projeto de controladores em espago de estados e possibilitar
que futuros alunos(as) possam compreender, implementar e operar o sistema com seguranga,

consolidando conhecimentos tedricos e praticos na area de controle automatico.

1.1 OBJETIVO

O objetivo deste trabalho ¢ projetar ¢ implementar um controlador Regulador Linear
Quadratico (LQR) para o Helicoptero de Bancada 3-DOF da Quanser®, com foco didatico para
capacitar estudantes a compreender os conceitos tedricos essenciais e aplicar esse conhecimento
na pratica, operando o equipamento com seguranca. A eficiéncia do método LQR serd validada

por meio de simulagdes e implementagdo pratica, seguida da analise dos resultados.

2 REVISAO DE LITERATURA

O projeto do Regulador Linear Quadratico (LQR), técnica central de controle 6timo abordada
neste trabalho, exige uma fundamentacao tedrica robusta. Antes que a formulagdo do LQR possa
ser detalhada (Secdo 2.4), ¢ imprescindivel estabelecer a linguagem matematica sobre a qual ele

opera: a teoria dos sistemas dinamicos.

Enquanto o resultado final almejado neste trabalho € o controle pratico do helicoptero 3-DOF:
um sistema inerentemente instavel que precisa ser ativamente estabilizado em seu ponto de
operacgdo; esta secdo ¢ dedicada a formalizar os conceitos que permitem essa traducdo. Serd
abordado aqui como a dinamica fisica da planta ¢ modelada matematicamente, primariamente
através da representacdo em espago de estados (Secdo 2.2.2). Esta formulagdo € o alicerce que

permite, posteriormente, analisar a estabilidade (Se¢do 2.3.1) e projetar o controlador.
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2.1 EVOLUCAO DA ENGENHARIA DE CONTROLE
A palavra controle ¢ amplamente utilizada em diferentes contextos, e neste trabalho assume
papel central. Controle refere-se ao ato de governar ou regular algo, visando manter ou alcancar

um determinado estado ou comportamento.

Este conceito ndo se limita a processos complexos, estd presente em diversas situagdes do
cotidiano e acompanha a humanidade desde seus primoérdios. Por exemplo, no futebol, a técnica
da “embaixadinha” consiste em controlar a bola por meio de impulsos sutis dos pés para manté-la
estavel e sob dominio. Outro exemplo popular € o controle remoto, um dispositivo eletronico que
permite ajustar parametros diversos, como o canal e o volume da televisdo, facilitando a interacao

do usuario com o aparelho.

Embora diferentes em natureza, esses exemplos ilustram a esséncia do controle: agir sobre um
sistema ou processo para atingir objetivos predefinidos. No campo da engenharia, a teoria do
controle trata exatamente dessa atuagdo sobre sistemas dinamicos, utilizando conhecimentos
fisicos e matemadticos para modelar e manipular variaveis relevantes de forma precisa (Garcia,

2017).

Ampliando esse conceito, sistemas de controle compreendem o conjunto formado pelo
sistema a ser controlado (chamado planta) e o controlador, que manipula suas variaveis de entrada
para alcancar uma saida desejada atendendo a critérios de desempenho especificos. Segundo Nise
(2013), esses sistemas estdo presentes em diversos aspectos da sociedade moderna, desde
mecanismos naturais, como o pancreas, que regula o nivel de glicose no sangue, até aplicacdes
tecnoldgicas complexas, como o controle da trajetoria de um Onibus espacial em orbita da Terra.
A fim de facilitar a visualizacdao do conceito, a Figura 1 apresenta uma descricao simplificada de

um sistema de controle, ilustrando seus componentes basicos € a interagao entre eles (Nise, 2013).

Figura 1 — Descri¢do simplificada de um sistema de controle.

Entrada; excitacio b Sistema de Saida; resposta .

» >

Resposta Controle Resposta real

Fonte: Nise (2013).
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A partir da compreensdo de que sistemas de controle podem ser modelados, analisados e
manipulados de forma cientifica, a engenharia passou a desenvolver métodos sistematicos para
estudar e projetar controladores capazes de atingir objetivos especificos. Historicamente, a busca
por solugdes mais adequadas a crescente complexidade dos processos levou a consolidacao de
diferentes abordagens para analise e sintese de sistemas de controle. Dentre as principais,
destacam-se o controle classico e o controle moderno. Compreender a logica e as limitagdes do
controle classico, portanto, ¢ fundamental para entender por que surgiu a necessidade de métodos
mais avancados, culminando no desenvolvimento do controle moderno.

A seguir, serdo apresentados os principios, aplicagdes e limitacdes da abordagem classica,

estabelecendo a base para a discussdo evolutiva da engenharia de controle.

2.1.1 Controle Classico: Principios e Limitac6es

O controle classico, em seu conceito, refere-se ao método baseado em resposta em frequéncia
e lugar das raizes, utilizando combinagdes de métodos analiticos como transformadas de Laplace.
Sua caracteristica principal ¢ a natureza SISO (single-input, single-output), ou seja, possuir uma
unica entrada e uma Unica saida. Essa abordagem ¢ comumente aplicada a plantas lineares e
invariantes no tempo. Devido a sua limitagao a sistemas com uma unica entrada e saida, o controle
classico apresenta aplicabilidade restrita em sistemas multivaridveis, conhecidos como MIMO
(multiple-input, multiple-output). Entretanto, essa restricdo do controle classico ao paradigma
SISO nao deve ser encarada de forma negativa, pois foi justamente essa limitacdo que motivou o
desenvolvimento de técnicas baseadas na formulagdo em espaco de estados, direcionadas ao
controle de sistemas MIMO, e que fundamentam a teoria do controle moderno atualmente.

(Aguirre et al., p.86, 2007).

Nesse contexto do controle classico, a fun¢do de transferéncia emerge como uma
representacao fundamental. Ela constitui uma propriedade inerente ao sistema, sendo independente
da forma da entrada ou do tipo de excitacdo aplicada. Quando essa fun¢do ndo € previamente
conhecida, ela pode ser obtida de maneira experimental, por meio da aplicag@o de sinais de entrada

conhecidos e da andlise das respostas correspondentes do sistema (Ogata, 2010).

Reforgando a sua importancia nesse dominio, em Assuncdo e Teixeira (2018), a fungdo de
transferéncia ¢ apresentada como ferramenta fundamental para a analise e projeto de controladores
classicos, por permitir relacionar matematicamente a entrada e a saida dos sistemas no dominio de

Laplace. Dessa forma, essa abordagem possibilita a aplicagdo de métodos como o lugar das raizes
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e a analise da resposta em frequéncia. Apesar da utilidade da fungdo de transferéncia, sua aplicagao
¢ restrita a sistemas dindmicos lineares invariantes no tempo, o que limita o projeto para sistemas
com caracteristicas diferentes, como os sistemas variantes no tempo que serao abordados neste
trabalho. Ainda assim, os autores exemplificam aplica¢des praticas do controle classico em
sistemas como servomotores, que podem ser empregados em experimentos de controle de
equilibrio, por exemplo, na manuten¢do da posi¢ao de uma esfera sobre uma superficie movel,
situagdo analoga ao ato de manter uma bola em equilibrio com impulsos sutis, como na execugao
de uma embaixadinha. Esse exemplo ilustra o uso efetivo desses conceitos em sistemas reais.
Assim como o desafio de manter uma bola em uma “embaixadinha” exige um controle preciso e
continuo para compensar perturbagdes ¢ alcancar um objetivo de equilibrio, a engenharia de

controle busca solugdes para desafios semelhantes, porém em contextos técnicos mais complexos.

2.1.2 Surgimento da Teoria do Controle Moderno

A teoria de controle moderno desloca o foco do engenheiro do tratamento isolado de polos e
frequéncias para a modelagem explicita e ao espaco de estados, privilegiando uma descrigdo
temporal que permite projetar controladores a partir do proprio modelo matematico da planta.
Entretanto, essa aproximagdo traz a tona uma tensdo crucial: a dependéncia do desempenho e,
sobretudo, da estabilidade a precisdo do modelo. Esse problema ndo ¢ mero detalhe técnico, € um
principio orientador do projeto: aceitar que modelos sdo aproximativos leva diretamente a
formulagdo de controladores que toleram incertezas estruturais e paramétricas. Assim nasce o
problema do controle robusto, cuja esséncia pratica ¢ transformar incertezas conhecidas em
requisitos de projeto: definir o "envelope" de erro admissivel e garantir, dentro desse envelope,
estabilidade e desempenho. No contexto deste trabalho, entender esse percurso do modelo ideal
ao projeto robusto permite justificar escolhas de metodologia (por exemplo, projeto por espago de
estados com andlise de margens de robustez) e orientar experimentos que quantifiquem qudo

sensivel ¢ a planta real as imprecisdes do modelo (Ogata, 2010).

O surgimento da teoria de controle moderno consolidou-se como uma abordagem capaz de
representar sistemas dindmicos de maneira mais completa, utilizando o formalismo matricial e as
varidveis de estado para descrever simultaneamente varias entradas e saidas. O desafio
fundamental nesses sistemas ¢ o acoplamento, onde uma Unica entrada afeta multiplas saidas,

tornando ineficazes as abordagens classicas baseadas em lacos de controle independentes (SISO).
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O helicoptero 3-DOF, objeto deste estudo, ¢ um exemplo candnico de sistema MIMO acoplado, o

que justifica a necessidade da abordagem moderna.

Convém observar que a representacao no espago de estados, base matematica dessa nova
teoria, sera abordada em detalhe na Secao 2.2.2, evidenciando como essa formulagao estabelece o

elo entre a modelagem dinamica e o projeto de controladores modernos.

2.2 MODELAGEM MATEMATICA EM ESPACO DE ESTADOS

Embora a modelagem de sistemas dinamicos possa ser descrita por diferentes formalismos,
como as equagdes diferenciais de alta ordem ou as fungdes de transferéncia, a teoria de controle
moderno adota primariamente a representacdo no espaco de estados. Este formalismo foca na
dindmica interna do sistema no dominio do tempo e ¢ a linguagem matematica fundamental para

o projeto do LQR.
Para estabelecer esta representagdo, ¢ essencial definir seus conceitos-chave:

e Estado: O estado de um sistema dindmico ¢ o menor conjunto de varidveis, tais
que o conhecimento dessas variaveis em t = t,, junto ao conhecimento da entrada
para t = t,, determina totalmente o comportamento do sistema para qualquer
instante t > t, (Ogata, 2010).

e Variaveis de Estado: As variaveis de estado de um sistema dindmico sdo aquelas
que constituem o menor conjunto de variaveis capazes de determinar o estado deste
sistema dindmico. Dessa forma, caso ao menos n variaveis Xxq, Xy, ...X, S30
necessdarias para descrever todo o comportamento de um sistema dindmico, de tal
modo que, sendo dada a entrada para t = ¢, e especificado o estado inicial em t =
toy, o estado futuro do sistema fique completamente estabelecido e, entdo, essas n
variaveis formem um conjunto de varidveis de estado (Ogata, 2010).

e Vetor de Estado: Caso sejam necessarias n varidveis de estado para descrever
completamente o comportamento de dado sistema, entdo essas n variaveis de estado
poderdo ser consideradas os n componentes de um vetor x. Este vetor serd o vetor
de estado, dado um estado do sistema x(t) para qualquer instante t > t,, uma vez
que € sabido o estado em t = t, e a entrada u(t) para t > t, € especificada (Ogata,

2010).
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e Espaco de Estados: o espaco de estados provém de um espago de dimensao n,
cujos eixos coordenados sao formados pelos eixos x4, X5, ... X, €m que X1, X3, ... X,

sdo as variaveis de estado (Ogata, 2010).

Ainda, para Bishop (2011), as variaveis de estado descrevem a resposta futura de um sistema,
dado o estado presente, as excitacdes de entrada e as equagdes que descrevem a dindmica. Assim,

a forma geral de um sistema dindmico estd mostrada na Figura 2.

Figura 2 — Descri¢ao de um sistema dindmico de forma geral.

Condigoes iniciais x(0)

u(t) => Estado x(t) de um => y (f)
sistema dindmico Saida

Entrada

Fonte: Bishop (2011).

2.2.1 Definicao Matematica

Na modelagem de sistemas dindmicos usando o espaco de estados, trabalham-se trés tipos
fundamentais de varidveis: as varidveis de entrada (que influenciam o sistema), as variaveis de
saida (que podem ser medidas ou observadas) e as varidveis de estado (que representam o "estado
interno" do sistema e sua memoria dindmica). A representacdo de um mesmo sistema fisico no
espaco de estados pode ser feita de varias formas diferentes, ou seja, ndo existe um conjunto
especifico de equagdes para descrever o sistema. Contudo, apesar dessas variagdes na modelagem,
uma caracteristica constante ¢ que o nimero de varidveis de estado necessarias para descrever
completamente a dindmica do sistema ¢ sempre o mesmo, independentemente da representacao
escolhida. Isso quer dizer que, embora possa haver diferentes maneiras de escrever as equacdes no
espaco de estados, a dimensao do vetor de estado (quantidade de varidveis de estado) permanece

invaridvel para o mesmo sistema (Ogata, 2010).

Em um sistema dinamico, os elementos responsaveis por 'memorizar' os valores das entradas
desempenham papel fundamental na descri¢do da dinamica do sistema. No contexto de sistemas
de controle de tempo continuo, os integradores funcionam como dispositivos de memoria cujas
saidas podem ser consideradas varidveis que definem o estado interno do sistema. Portanto, as

saidas dos integradores podem ser escolhidas como variaveis de estado, € o nlimero total dessas
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variaveis de estado representa completamente a dindmica do sistema, correspondendo ao nimero

de integradores presentes no modelo (Ogata, 2010).

Seja um sistema com multiplas entradas e multiplas saidas com » integradores e r entradas

Uy (t), uy(t), ..., u,-(t) em m saidas y;(t),y,(t), ..., ym(t), em que as n saidas dos integradores

serdo as variaveis de estado x4 (t), x,(t), ..., x,(t), entdo tém-se

X’l(t) = fl(xl,xZ, ...,Xn; ul,uz, ...,u-r; t),

xz(t) = fz(xl,xZ, ...,xn; ul,uz, ...,ur; t),

Xn(t) = fr(xq, X3, oo, X3 Uq, Uy, oo, Ups T),

em que as saidas sdo dadas por

y1(t) = g1(x1, X2, oo, X3 U, Ug, v, Uy 1),

yZ(t) = gZ(xli-XZ; ---:xn; U, Uy ey Uy t):

Ym () = gm (X1, Xg, ooy X Uq, Ug, oor, Uy T).

Mas, definindo em matrizes, tém-se

%1 (1) [f1(x1, %2,
x(t) = lx{(t)‘, Flo,ut) = fa(x1, %7, ...

xn(©)

}’1(t) _gl(xl,xz,
}/(t) — yZ(t) , g(x’ u, t) = gZ(xlleI

ym(t) —gm(xlixZ'

Simplificando, obtém-se

& = (%,28¢8),

y=g(x,ut).

[ fr (X1, X5, ...

(D
(2)
ey X Uq, Uz, vy Uy T)
,xn; ul,uz, ...,ur; t) (3)
, Xy U, Ug, e, Uy £)
8 Xn; Uyl L)
;xn; ulluZl ---:ur; t) p (4)
o X3 Tip U5, Fopll0%; t)
(5)
(6)

Linearizando (5) e (6) em torno de um ponto especifico de operacao, t€ém-se
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x(t) = A@®x () + B(Ou(®), (7)
y(&) = C([®)x(t) + D(Ou(d), (8)

em que A(t) é a matriz de estado, B(t) a matriz de entrada, C (t) a matriz de saida ¢ D (t) a matriz
de transmissao direta (Ogata, 2010). A Figura 3 apresenta essa representacdo em diagrama de

blocos.

Figura 3 — Diagrama de blocos de um sistema de controle linear de tempo continuo,
representado no espago de estados.

M D(0)

u(t) x(t) x(t) y(t)
| N B(0) [a C(t)

A(t)

Fonte: Ogata (2010).

Ainda, um sistema dindmico consiste em um numero finito de elementos concentrados e pode
ser descrito por equagdes diferenciais ordindrias, nas quais o tempo ¢ a variavel independente.
Dessa forma, utilizando a notagdo vetorial-matricial, uma equacdo diferencial de ordem n
elementos do vetor formam um conjunto de varidveis de estado, entdo a equagdo diferencial
vetorial-matricial € uma equagdo de estado. Assim, relacionando com as equacdes (7) e (8), pode-

se definir a equacao de estado matricial-vetorial em

[x1] [Q11 Q12 = Q] [X%1 bi1 by bin][Ua]
55.2 _ Cl:21 Cl:zz a?n‘ lle n Ib:zl b?z b?n u:z : ©
Xn an1 Gn2 Annl [ Xn bpi bnz - ban -unj
(V1] [C11 C12 - Cin][Xa diy, diz 0 din] 'uq
}’:2 _ C:21 C2:2 C?n“ |ﬁC2“ & Ile d22 d2n u;z . (10)
| Vin | [Cn1 Cn2 Crnth L%, 1% don dn] [Un

Da mesma forma, as equagdes diferenciais que descrevem a dindmica do sistema podem ser

expressas de forma compacta através da notacdo vetorial-matricial. Ao agrupar as n varidveis de
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estado na matriz coluna x(t), que definimos como vetor de estado, e agrupar os r sinais de entrada
no vetor de entrada u(t), o sistema de equacdes ¢ consolidado na equagdo diferencial de estado

apresentada em
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (11)
y(t) = Cx(t) + Du(t), (12)

As equacdes (9) e (10) apresentam a forma vetorial-matricial explicita do modelo de estado.
Para simplificar a notagdo e facilitar a manipulagdo algébrica, estas equacdes sdo comumente

reescritas de forma compacta, como apresentado em (11) e (12).

Portanto, (11) € referida como a Equacao de Estado e (12) como a Equagdo de Saida. De modo
geral, a modelagem matematica em espago de estados de um sistema de controle linear e invariante
no tempo (LTI) € representada por este par de equagdes, que ¢ a base para o projeto de controle

moderno.

2.2.2 Espaco de Estados

Definido a equagdo do espago de estados, podemos retornar a discussdo sobre a evolucao
da engenharia de controle. Embora a Func¢ao de Transferéncia (FT) seja o pilar da teoria de controle
classica e a representacdo em Espago de Estados (EE) seja a fundacdo da teoria moderna, € crucial
entender que elas ndo sdo abordagens excludentes. Pelo contrario, para sistemas Lineares
Invariantes no Tempo (LTI), ambas sdo descricdes matematicas complementares do mesmo
sistema fisico, cada uma oferecendo uma perspectiva Unica e poderosa. A Funcdo de
Transferéncia, G(s), oferece uma perspectiva externa, descrevendo a relagdo de entrada-saida
(y/u) do sistema. A FT, entdo, permite uma analise clara da estabilidade (via polos e zeros) e do
desempenho em frequéncia (via diagramas de Bode), sendo a base para a analise de margens de

robustez (margem de ganho e fase).

Fica claro que sua principal limitagdo, contudo, ¢ a dificuldade intrinseca em lidar com
sistemas de multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO), como o helicoptero 3-DOF, devido ao
fendmeno do acoplamento. Por outro lado, a representacdo em Espago de Estados descreve a
dindmica "interna" completa do sistema através do vetor de estado x(t). Esta abordagem ¢é superior
para a modelagem de sistemas MIMO e ¢ a linguagem matematica necessaria para técnicas de

controle 6timo, como o LQR, que ¢ formulado explicitamente sobre as matrizes A e B.
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Subsequentemente, as ferramentas do Controle Classico sdo empregadas para a andlise de
robustez. Assim, a funcdo de transferéncia de um sistema representado por uma equacao
diferencial linear invariante no tempo ¢ definida como a relagdo entre a transformada de Laplace
da saida (fun¢do de resposta) e a transformada de Laplace da entrada (fungdo de excitagdo),

admitindo que as condig¢des iniciais sejam nulas.

2.2.2.1 Forma Canonica Controlavel

Além da modelagem derivada das leis da fisica, a representacdo em espago de estados pode
ser estruturada em formas padronizadas, conhecidas como Formas Canonicas, que estabelecem
uma ligacdo direta entre os coeficientes da fun¢do de transferéncia do sistema e os elementos das
matrizes A, B e C. Neste contexto, destaca-se a Forma Canonica Controlavel (FCC). A forma
canoOnica controlavel ¢ importante na discussdo do projeto de sistema de controle pela abordagem

por alocagdo de polos e ¢ representada por

(2] 70 1 o oMy
| %2 | 0 0 1 0 | X3 [o]
| I=‘ 5 5 : R A H (13)
fnos o o 0o 1 [xn_l 0
xn l—an _an_l _an_z _alj xn | 1
X1
X
¥ = [by — anbo|bpn—y — an-1bol ... |by — a1 bo] ;2 + bou. (14)
xn-

2.3 CRITERIO DE ESTABILIDADE DE LYAPUNOV

Para Assungdo e Teixeira (2018), a estabilidade de um sistema ¢ definida por sua capacidade
de manter uma resposta controlada diante de qualquer excitacdo. Se um sistema recebe uma
perturbacdo, dois resultados sdo possiveis: ou o sistema demonstra ser estavel, retornando ao seu
estado de equilibrio ap6s a perturbagdo, ou demonstra ser instavel, caso a perturbacao interfira de
forma que sua resposta saia do controle. Partindo desse principio, a anélise da estabilidade torna-

se uma abordagem fundamental no projeto de sistemas de controle.

Para formalizar a andlise da estabilidade, Assun¢do e Teixeira (2018) argumenta que a
avaliacdo puramente empirica ou por observacao ¢ insuficiente, sendo imperativa a adogdo de
critérios matematicos sistematicos. Neste contexto, um dos pilares conceituais ¢ a estabilidade

BIBO (Bounded-Input, Bounded-Output). Este critério estabelece que um sistema ¢ estavel se, e



avay UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA 27

WA
u ne Sp ¥ 40LI0 DE MESQUITA FILHO”

Campus de llha Solteira

somente se, todo e qualquer sinal de entrada limitado (bounded) aplicado ao sistema produzir um
sinal de saida correspondentemente limitado. Segundo o autor, a aplicag@o rigorosa deste principio
assegura a generalidade e a confiabilidade na analise, superando as limitagdes dos métodos
experimentais. Esta abordagem analitica ¢, portanto, fundamental para o desenvolvimento ¢ a
validagdo de sistemas de controle, permitindo o projeto de sistemas robustos € com comportamento

previsivel sob diversas condi¢des de operagao.

As ferramentas candnicas do Controle Classico, também detalhadas em Assungdo e
Teixeira (2016), sdo projetadas precisamente para avaliar este critério BIBO. Técnicas como o
critério de Routh-Hurwitz, a anélise do Lugar das Raizes e os diagramas de Bode e Nyquist, todas
fundamentadas na representagdo por fun¢ao de transferéncia, sio comprovadamente eficazes para
a analise de sistemas de entrada unica e saida unica (SISO). Contudo, a complexidade inerente a
sistemas de multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO), como o modelo de helicoptero 3-DOF
objeto deste estudo, expde as limitagdes dessa abordagem cldssica. Para tais sistemas, a
representacdo por espaco de estados (Controle Moderno) ¢ mais adequada, exigindo um critério
de estabilidade focado na estabilidade interna. Esta ¢ rigorosamente avaliada pelo Método Direto
de Lyapunov, que, por sua vez, constitui a base tedrica para o projeto de controladores 6timos

como o LQR que sera abordado de forma mais especifica adiante.

2.3.1 Método de Lyapunov

O método direto de Lyapunov, indicado para analise de sistemas nao lineares e/ou variantes
no tempo, ¢ aplicavel a sistemas de qualquer ordem. Para realizar essa andlise, ¢ fundamental

definir alguns conceitos basicos (Assunc¢do; Teixeira 2016).

A andlise de estabilidade pelo Método Direto de Lyapunov exige uma formalizacdo
matematica rigorosa do comportamento dos estados do sistema. Diferente da andlise classica
(BIBO), esta abordagem foca na estabilidade interna. Para fundamentar esta analise, € imperativo
definir formalmente os conceitos-chave, come¢ando pelo Ponto de Equilibrio e pela Regido
Esférica, que delimita a vizinhanca da andlise. A partir disso, pode-se diferenciar os
comportamentos das trajetorias do sistema em: Estabilidade (no sentido de Lyapunov), que garante
que as trajetorias permanecam nessa vizinhanca; Estabilidade Assintdtica, que garante a

convergéncia de volta ao equilibrio; e Instabilidade.
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Considere um sistema dindmico descrito pela equagdo (9) que nao possui entrada de controle,

isto €, u = 0. Nesse caso, tem-se que:
x(t) = Ax(t). (15)
A partir do sistema descrito, analisa-se 0s conceitos:

o Estado de equilibrio: Um vetor constante x, ¢ um estado de equilibrio do sistema (15) se
x(t) = Ax, = 0. Ou seja, se todas as derivadas das variaveis de estado forem nulas. Isto
significa que as varidveis de estado ndo estdo variando no tempo. Neste caso, o estado x,
¢ dito estado em equilibrio ou ponto de equilibrio.

e Regido Esférica: Para a definicdo de estabilidade, considere uma regido esférica de raio k
em torno de um estado de equilibrio x, dada por:

[1x — x.1| <k, (16)

em que ||x — x.|| denota norma euclidiana e ¢ dada por

N[~

(17)

||x - xell = [(xl - xle)2 + (xz - xle)2 + et (xn - xne)z] .

Seja S(8) a regido que consiste no conjunto de todos os pontos tais que
[|x — x.|| < &, sendo x, o estado inicial e S(§) a regido que consiste em todos os pontos

para os quais ||x — x.|| < &,V t > 0 (Assuncao; Teixeira, 2016).

e [Estabilidade: Um ponto de equilibrio x, ¢ classificado como estavel por Lyapunov por
qualquer regido de tolerancia S(§) definida ao seu redor, for possivel encontrar uma regiao
de partida S(&) suficientemente proxima do equilibrio, tal que toda trajetoria iniciada
emS(6) permanega confinada dentro de S(§) para todo tempo (Assungdo; Teixeira,
2016).

e Estabilidade Assintética: O equilibrio ¢ dito assintoticamente estavel se, além de ser
estavel por Lyapunov, ele também atrair as trajetorias proximas, fazendo com que toda
solugdo iniciada em S(&) convirja para x, a medida que o tempo tende ao infinito
(Assuncao; Teixeira, 2016).

e Instabilidade: Um equilibrio € instavel se ele nao for estavel; ou seja, se existir uma regiao
S(§) para a qual nenhuma regiao de partida S(8) (por menor que seja) consiga garantir que
as trajetorias permanegam em S (), existindo sempre a0 menos uma trajetoria que escapa."

(Assuncao; Teixeira, 2016).
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A Figura 4 ilustra as possibilidades apresentadas (Assuncao; Teixeira, 2016).

Figura 4 — Interpretagao geométrica de estabilidade e instabilidade de estados de equilibrio.

SE) ™= S(5) s@)— S ® SE) ()

Estado de equilibrio Estado de equilibrio Estado de equilibrio
ESTAVEL ASSINTOTICAMENTE ESTAVEL INSTAVEL

Estado de equilibrio
ESTAVEL

Estado de equilibrio
INSTAVEL

Fonte: Assuncéo e Teixeira (2016).

As defini¢oes de estabilidade sdo conceituais, mas verifica-las na pratica exigiria a analise de
todas as trajetorias do sistema, o que € inviavel. Para solucionar isso, o Método Direto de Lyapunov
(ou Segundo Método de Lyapunov) fornece uma ferramenta analitica poderosa. Este método
baseia-se na busca por uma fun¢do escalar V (x), chamada de "Fun¢do Candidata de Lyapunov",
que age de forma andloga a "energia" total de um sistema fisico. A estabilidade do sistema pode
ser provada simplesmente analisando as propriedades matematicas desta fung¢do V(x) e de sua

derivada temporal, V (x).

Uma fungio escalar V(x) ¢ definida positiva em uma regido Q se V(x) > 0 para todos os
vetores de estado ndo nulos x na regido Q e V(0) = 0. Da mesma forma, uma fungdo escalar V' (x)

¢ dita definida negativa se —V (x) for definida positiva (Assungao; Teixeira, 2016).
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De maneira similar, uma fun¢ao escalar ¢ dita semidefinida positiva se for positiva ou nula
para todos os vetores de estado x em uma regido (), sendo nula na origem x =0.
Consequentemente, uma fun¢ao escalar ¢ dita semidefinida negativa se —V (x) for semidefinida

positiva (Assunc¢ao; Teixeira, 2016).

Embora essas defini¢des sejam gerais para qualquer fungdo V' (x), a sua aplicagdo torna-se
concreta no estudo de sistemas lineares. Para esta classe de sistemas, a candidata a Funcao de
Lyapunov V(x) ¢ universalmente escolhida como uma Forma Quadratica, que tem a estrutura

matematica V(x) = x!Px, onde P é uma matriz simétrica.

A forma quadratica constitui uma classe de funcdes escalares que desempenham um papel

importante na andlise de estabilidade. Ela ¢ dada por:
Pyy Ppp Pin][*1
e P x
V(x) = XTPX = [Xl X, U xn] P12 PZZ . :Zn :2 , (18)
xn

O critério de Sylvester fornece a condigdo necessaria e suficiente para determinar se uma
forma quadratica V(x) é definida positiva. A condic¢ao ¢ que todos os menores principais sucessivos

de P sejam positivos (Assungao; Teixeira, 2016):

Py Py ot Py
P P .. P
Py >0,det| !t "1 >0,..,det P?Z Faz L ) (19)
P22 P22 . . ‘. .
Pln Pzn LR Pnn

Uma vez estabelecido como testar se V(x) = xT Px ¢ positiva, a segunda condic¢io é que sua

derivada temporal, V(x) seja definida negativa. Seja a derivada de V (x):
V(x(@®) = xT(©)(ATP + PA)x(). (20)

Por convengdo, impomos que essa matriz seja igual a uma matriz definida negativa genérica,
—Q@, onde Q ¢ qualquer matriz simétrica definida positiva. Assim, a condi¢ao de estabilidade ¢

formalmente expressa pelo Teorema de Lyapunov.

Teorema de Lyapunov: Considerando o sistema dado por (15), em que x(t) € o vetor de
estado e 4 uma matriz constante (n X n), com elementos reais, uma condi¢do necessdria e

suficiente para que o estado de equilibrio x, = 0 seja assintoticamente estavel ¢ que, dada uma
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matriz Q simétrica definida positiva qualquer, exista uma matriz P simétrica definida positiva de

modo que
ATP + PA = —Q. (21)

A Figura 5 ilustra o aspecto da funcao de Lyapunov usada para demonstrar estabilidade de um

sistema dinamico.

Figura 5 — Interpretacdo geométrica do Teorema de Lyapunov.

Estado de Fungdo V(x) = x" Px
Equilibrio associada a uma condigdo
Xe inicial x(0) e a equagdo

diferencial x(2) = Ax(?)

o9,
(L7
S

7L
0L 7
0Ll 27774

V(x)=xPx

-10
20) x1()

Fonte: Assuncéo e Teixeira (2016).

2.4 REGULADOR LINEAR QUADRATICO

Ao abordar o Controle Otimo, é fundamental entender que nio se trata apenas de mais uma
técnica para estabilizar um sistema dindmico. O controle classico, muitas vezes focado em corrigir
o0 erro, tem a estabilidade como seu objetivo principal. No controle 6timo, essa perspectiva muda:
a estabilidade deixa de ser o fim e passa a ser o ponto de partida, sendo um requisito minimo. A
compreensdo do controle 6timo pode ser abordada sob trés perspectivas complementares:

matematica, fisica e de engenharia (Bishop 2011).
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e Engenharia: Define o que ¢ "6timo" ao ponderar o que € mais importante:
velocidade de resposta, consumo de energia, seguranca, robustez a distarbios, etc.

e Matematica: Traduz essas metas de engenharia em uma fun¢do de custo (um
funcional) a ser minimizada.

e Fisica: Garante que o modelo usado e os custos associados (como o esfor¢o de

controle) representem fielmente as limitagdes fisicas do sistema real.

Essa nova abordagem, inserida no contexto do Controle Moderno, ¢ imensamente
poderosa. Ela permite tratar de sistemas variantes no tempo e nao lineares, abrindo possibilidades
cruciais para processos complexos onde "energia consumida, tempo, seguranca ¢ atendimento de
vinculos sdo cruciais", como em missdes aeroespaciais ou processos quimicos, que impulsionaram

seu desenvolvimento nas décadas de 1950 e 1960.

Contudo, como aponta Neto e Silva (2023), hd um "preco" a se pagar: a necessidade de
uma nova ferramenta matematica. A otimizac¢ao ndo ¢ mais de varidveis algébricas, mas sim de
um funcional (uma fungao de fungdes). Felizmente, para a classe de sistemas lineares e utilizando
um funcional de custo quadratico, essa complexa otimizagao resulta em uma solucgdo elegante e

de forma fechada: o Regulador Linear Quadratico (LQR).

O LQR se torna, portanto, a ferramenta pratica que aplica a teoria do controle 6timo para

garantir o desempenho desejado, sendo o objeto de estudo deste trabalho.

2.4.1 Definicio de Regulador Linear Quadratico

O conceito teorico do controle 6timo tem como solu¢do o Regulador Quadratico Linear, o
qual nesta secdo serd descrito em suas equagdes e sistematicas. O método classico de controle
otimo LQR (Linear Quadratic Regulator) resolve uma equagdo de Riccati “para trds no tempo” no

qual € necessario o conhecimento do modelo do sistema (Lewis; Vrabie; Syrmos, 2012).

Enquanto a formulagdo geral do problema de horizonte finito resulta em uma Equagao
Diferencial de Riccati (DRE) com um ganho K (t) variante no tempo, o problema do Regulador
foca no caso de horizonte infinito (ty — o). Neste cendrio, busca-se um ganho de controle
constante que garanta a estabilidade do sistema em malha fechada indefinidamente. Essa condi¢do
simplifica a DRE para a sua forma de estado estacionario, a Equagao Algébrica de Riccati (ARE),

que ¢ a base do LQR classico (Lewis; Vrabie; Syrmos, 2012)
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Segundo Bishop 2011, o desempenho de um sistema de controle, escrito em termos das

variaveis de estados do sistema, pode ser expresso como

t
J= f fg(x.u, t)dt, (22)
0

seja x o vetor de estado, u o vetor de controle e tf o instante final, J definird o custo, isto €, o

comportamento do sistema, com base no vetor de estado para um sistema em equilibrio. Para o
problema de regulagdo, o interesse reside em minimizar o erro do sistema, levando-o ao seu ponto

de equilibrio (Bishop 2011).

Neste tipo de problema, o vetor de estado desejado é a origem, ou seja, x4 = 0.
Consequentemente, o proprio vetor de estado x pode ser interpretado como o vetor de erro, pois
qualquer afastamento do equilibrio (x # 0) ¢, por definicdo, um erro que se deseja minimizar

(Bishop 2011).

Conforme estabelecido, o problema do regulador visa anular o erro, que neste caso ¢
analogo ao proprio vetor de estado x. A solugdo classica para este problema ¢ o Problema do
Regulador Quadratico Otimo, que, como aponta Ogata (2010), se distingue por definir o custo do
desempenho através de uma fungdo quadratica. Esta escolha ¢ fundamental, pois traduz o objetivo
de engenharia de penalizar tanto o erro quanto o gasto de energia (esfor¢o de controle) em uma
forma matemadtica que admite uma solugdo analitica elegante. O indice de desempenho J para o
problema do regulador quadratico em horizonte infinito ¢, portanto, expresso

como:

J= [, &T(®)Qx(t) + uT (H)Ru(t))dt, (23)

sendo Q uma matriz simétrica definida positiva (ou semidefinida positiva) ¢ R uma matriz
simétrica definida positiva. Note que o primeiro termo se refere ao custo associado ao erro de

estado e o segundo termo representa o consumo de energia dos sinais de controle.

As matrizes Q e R determinam a importancia relativa do erro e o consumo dessa energia.
Assim, se o sistema for controldvel, a minimizagdo de / em (22) sempre torna o sistema estavel

em malha fechada.
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2.4.2 Solucao do Problema da Otimizacao
Para encontrar a lei de controle u(t) que realiza a minimizag¢do do funcional J, conforme
na Equacdo (22), aplica-se esta otimizacao a um sistema linear invariante no tempo, cuja dinamica

¢ descrita em espaco de estados por (Ogata 2010):
x = Ax(t) + Bu(t), (24)

A teoria de controle 6timo demonstra que a solugdo 6tima que minimiza o indice de
desempenho é uma realimentagdo de estados (malha fechada), onde o vetor u(t) é dado por uma

matriz de ganho constante K (Ogata 2010):
u(t) = —Kx(t), (25)
substituindo a (25) em (24), obtemos:
x = Ax(t) — BKx(t) = (A — BK)x(t), (26)

Sendo (26) o resultado da solugdo 6tima que descreve a dindmica do novo sistema em malha

fechada. A configurag¢do 6tima comentada nesta se¢do pode ser vista na Figura 6.

Figura 6 — Sistema Regulador Otimo.

u X
x =Ax + Bu

Fonte: Adaptado de Ogata (2010).

Desta forma, o projeto LQR pode ser compreendido como uma sintese de trés perspectivas
complementares. A perspectiva da Fisica estabelece o modelo do sistema da Equacdo (24),
representando as leis e restrigdes reais da planta. A perspectiva da Engenharia define o que ¢
"otimo", materializando-se no julgamento de engenharia para a escolha e ponderagao das matrizes
de custo Q e R. Por fim, a perspectiva da Matematica fornece a ferramenta (notavelmente a
Equagdo de Riccati) que une o modelo fisico (A, B) aos objetivos de engenharia (Q, R) para,

sistematicamente, calcular a solu¢ao de controle 6tima.
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2.4.3 Equacao Algébrica de Riccatti (ARE)
Como introduzido, a ferramenta matematica que une o modelo fisico da planta e os
objetivos de engenharia para encontrar o ganho 6timo K ¢ a Equagdo Algébrica de Riccati (ARE).

Considerando que o sistema realimentado (26) seja estavel, substituindo (25) em (23):

] = foo(xT(t)Qx(t) +xT(OKT(t)RKx(t))dt,
0
_ f (x"(0)(Q + KTRK)x(8))dt. (27)
0

A partir deste ponto, aplicando os conceitos de estabilidade de Lyapunov comentados

anteriormente, considera-se P uma matriz simétrica definida positiva:
r d
xT(®)(Q + KTRK)x(t) = —a(xT(t)Px(t)), (28)
Dessa forma, agora considerando x(t) = (A — BK)x(t):
d . :
xT()(Q + KTRK)x(¢t) = —E(XT(t)Px(t)) = —xT(t)Px(t) — xT (t)PxT),

= —xT[(A — BK)TP + P(A — BK)]x(). (29)

comparando ambos os lados da Equagdo (37) € possivel notar que, para x(t) qualquer, temos que

(A—BK)TP + P(A— BK) = —(Q + KTRK). (30)

A comparacao dos termos na Equacao (29) resulta na Equagao de Lyapunov para o sistema
em malha fechada, apresentada na Equacdao (30). Esta equacdo ¢ a conclusdo da prova de
estabilidade, pois ela conecta formalmente a estabilidade do sistema realimentado (26) a existéncia
de uma matriz P simétrica e definida positiva. Desta forma, a teoria de Lyapunov garante que, se
for possivel resolver a Equacdo (30) e encontrar tal matriz P, o sistema em malha fechada ¢
comprovadamente estavel, possuindo todos os seus polos (os autovalores da matriz A — BK) com

partes reais negativas.

Ainda, retomamos que o indice de desempenho pode ser calculado considerando P =

(Q + KTRK).
] = f (xT(®)(Q + KTRK)x(t))dt
0
J = —=x"®)Px@®IF (31)

J = —xT(0)Px() + xT(0)Px(0).
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Suposto que todos os autovalores de (A — BK) tenham pares reais negativas, tem-se x(c0) —

0. Portanto,
J = x7(0)Px(0). (32)
garantindo que J pode ser obtido em termos da condi¢do inicial x(0) e P.

Por fim, para comprovar que K satisfaz o minimo valor do indice de desempenho, obtendo-
se a solucao do problema de controle quadratico 6timo, supde-se que R seja uma matriz simétrica

definida positiva R = TTT, em que T é uma matriz ndo singular
(AT —BTK")P+ P(A—BK)+ Q + K'TTTK = 0. (33)
reescrita como:
ATP + PA+ [TK — (TT)"BTP]T[TK — (TT)"*BTP] — PBR™'BTP + Q = 0. (34)
A minimizagdo de /] em relagdo a K requer minimizagao de
xT()[TK — (TT)"BTP]T[TK — (TT) BT P]x(t) = 0. (35)

em relacdo a K. Como o termo em (35) ndo ¢ negativo, o minimo ocorre quando ele é zero ou

quando
TK = (TT)"1BTP. (36)
Portanto,
K=T"Y(T")"1BTP = R™1BTP. (37)

A Equacdo (37) fornece a formula explicita para o ganho 6timo K. No entanto, note que
este ganho K &, ele proprio, dependente da matriz P, que ainda precisa ser determinada. Para isso,

quando o indice do desempenho ¢ dado em (23), ¢ linear e ¢ dada por:
u(t) = —Kx(t) = —R~*BTPx(T). (38)

A matriz P em (37) deve satisfazer (30) ou considerando (33)-(37), a seguinte equagdo

reduzida:
ATP + PA— PBR™BTP + Q = 0. (39)

Essa equacdo reduzida ¢ denominada equacao matricial reduzida de Riccati.
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3 SISTEMA HELICOPTERO 3-DOF
3.1 DESCRICAO DO SISTEMA

A figura apresentada ilustra o equipamento em andlise. Pode-se observar que o corpo do
helicoptero possui dois motores de corrente continua (CC): o motor dianteiro (front motor) e o
motor traseiro (back motor), responsaveis pela movimentacao do helicoptero de bancada por meio
das suas hélices propulsoras. Em uma das extremidades da haste retangular que conecta o corpo
do helicoptero hd um contrapeso, cuja fungao principal € garantir o equilibrio e a estabiliza¢do do
sistema, contrapondo o peso do helicoptero. Dessa forma, o sistema realiza movimentos em trés
graus de liberdade: viagem (travel 1), elevacdo (elevation ¢€) e arfagem (pitch p), como apresenta

a Figura 7 e Figura 8.

Figura 7 - Helicoptero 3-DOF da Quanser.

Fonte: Quanser (2012).

Figura 8 — Helicoptero 3-DOF da QUANSER do LPC.

Fonte: Autoria propria.
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O Helicoptero conta com trés encoders, que funcionam como sensores responsaveis por
fornecer um feedback preciso ao sistema de controle, permitindo que ele tome decisdes para
manter a estabilidade. Cada encoder monitoriza um grau de liberdade especifico do sistema, ou
seja, existe um sensor dedicado para cada tipo de movimento. O diagrama do Helicoptero 3-DOF

¢ apresentado na Figura 9.

Figura 9 — Diagrama do Helicoptero 3-DOF.

Pitch axis

p>0

Back Motor
Fy

Front Motor

\ */\/;
Travel axis l—h \‘, /"
Meg
0 /La
/
/
//
>0 //
Counterweight Elevation N
ounterweight ks //
- ™
b ot

Fonte: Quanser (2012).

As entradas deste sistema sdo as tensdes de cada motor e a saida, 0 movimento em si. Dessa
forma, ao entrar com tensdes nos motores, isso fard com que o corpo suba, no eixo de elevacao.
Caso a tensdo do motor dianteiro V; seja maior que a tensdo no motor traseiro V,, o Helicoptero
sofrerd uma inclinacao no eixo de arfagem, movendo o corpo para frente, que consequentemente
gera um movimento no eixo de viagem. As varidveis e y representam as integrais dos angulos

de elevagdo e deslocamento, respectivamente ou seja (Quanser, 2012):

£= f (& = &0y )dit | y = f (A= Ao )dt, (40)
0 0

em que &rer € Apey 830 as referéncias para a elevagao e deslocamento do sistema, evitando que o
sistema va sempre a zero. Além disso, ndo h4 uma referéncia para o angulo pitch (p), ja que é o
angulo de controle do sistema e estard sempre entorno de zero. O Helicoptero 3-DOF também

possui um sistema de massa ativa para criar perturbagdes, porém nao sera explorada (Quanser,

2012).
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A Figura 10 apresenta o modelo fisico real do helicoptero de bancada analisado neste estudo.

Figura 10 —- BOEING H-47 CHINOOK.

Fonte: https://www.boeing.com/defense/ch-47-chinook.

3.2 EQUACIONAMENTO DO SISTEMA E MODELO NO ESPACO DE ESTADOS DO
HELICOPTERO 3-DOF

Este sistema apresenta os seguintes parametros:

Tabela 1 — Parametros e valores do sistema do Helicoptero 3-DOF da Quanser.

Simbolo Descricao Valor Unidade
K¢ Constante de for¢a de propulsio da hélice 0,1188 N/V
M, Massa do Helicoptero (corpo, propulsores, encoders, etc.) 1,15 kg
M, Massa do contrapeso 1,87 kg
Mg Massa do propulsor dianteiro (metade do corpo do Helicoptero) 0,575 kg
M, Massa do propulsor traseiro 0,713 kg
Lg Distancia do eixo de viagem até o corpo do Helicoptero 0,660 m
Ly Disténcia do eixo de arfagem até cada motor 0,178 m
L, Distancia do eixo de viagem até o contrapeso 0,470 m
g Constante de gravidade 9,81 m/s?
Jw Momento de inércia do motor 3,9 X 1077 kg.m?
Je Momento de inércia sobre o eixo de elevacao 0,91 kg.m?
m Massa das pegas do conjunto de massa ativa 0,154 kg

Fonte: Quanser (2012).

Usando a férmula de Euler-Lagrange (56), sdo derivadas as equagdes ndo lineares de

movimento do sistema de Helicoptero 3-DOF. Essas equagdes sdo linearizadas em torno do zero


https://www.boeing.com/defense/ch-47-chinook
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e ¢ encontrado o modelo linear de espaco de estados (4, B, C, D) que descreve a dinamica de

posicao angular em relagdo a tensdo do sistema. Assim, da representacdo de espaco de estados,

tém-se
of o of
oy axayT 0, (41)
g =Ax+BU (42)
5 X = Ax+BU,
0 —Cy+D.U (43)
5y =Cy+D.U.

Ainda, define-se que o vetor de estados do Helicoptero ¢

d ad o0

T _ _ - J—
= [E’p’l’atg’atp’at

287, (44)
e, com ¢, p, A sendo angulo de elevagado, arfagem e viagem respectivamente, o vetor de saida sera

y' =g p, Al (45)

Com isso, a matriz de espaco de estados do Helicoptero sera dada por (46), (47) e (48), sendo

explorada na proxima secao (Quanser, 2012).

0 0 0 1.0 0 0 0
0 0 0 01 0 0 O
0 0 0 001 0 O
0 0 0 000 0 O
Agyg = 0 0 0O 0 0O OO0 O , (46)

(Lymy, — 2Loms)g

0 - 0 0 0 O
my, L%, + 2mpLy + 2meL2 O
0 0 0 0 o
0 0 1 0 0 0 0 O
0 0
0 0
0 0
LoK; LoK;
2mel2 + m, L2, 2msL% +m,, L2
"t fHa whtw fHa wtw
B8><2 - 1 Kf 1 Kf ) (47)
szLh meLh
0 0
0 0
0 0
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1 00 0 0 0 0 0
C3X8=[01000000. (48)
001 0 0 00O

4 PROJETO E IMPLEMENTACAO DE UM CONTROLADOR PARA O
HELICOPTERO 3-DOF

4.1 PROJETO DO CONTROLADOR

No Capitulo 2.4, foi estabelecida a fundamentacdo teoria do Regulador Linear Quadratico
(LQR), detalhando como a solug¢do da Equagao Algébrica de Riccati (ARE) permite encontrar um

ganho de controle 6timo K que minimiza um indice de desempenho quadratico .

Inicia-se nesta etapa (Secdo 4.1) o projeto, e consequentemente, a implementacao (Se¢do 4.2),
que aplica essa teoria a0 modelo do Helicoptero 3-DOF. Conforme discutido na Secdo 2.4.2, o
projeto LQR une as perspectivas da fisica (modelo), da matematica (solu¢do da ARE) e da

engenharia (ponderacao de custos).

Na pratica de projeto, o foco ndo esta no célculo direto de K, que ¢ uma consequéncia
matematica, mas sim na escolha e sintonia das matrizes de ponderagdo Q e R. Essas matrizes sdo
as ferramentas que traduzem os objetivos de desempenho do sistema em termos matematicos. Elas
atuam como os graus de liberdade do projeto, permitindo traduzir requisitos fisicos, como rapidez
de resposta ou economia de bateria, em parametros numeéricos que a equagao de Riccati possa

processar.

Evidencia-se, portanto, que a atribui¢do arbitraria de valores a tais matrizes ¢ inadequada para
garantir a eficacia do projeto. Nesse contexto, propde-se uma analise criteriosa dos elementos da
diagonal principal de Q e R, os quais ponderam diretamente a energia e a importancia relativa de

cada estado na func¢do de custo.
A metodologia adotada para a definicdo das matrizes segue os principios descritos a seguir:

e Matriz Q: A Matriz Q, definida como a Matriz de Penalidade de Estado, atua
diretamente sobre a precisdo do sistema. Para que a importancia de cada variavel de
estado seja ponderada de forma independente, esta matriz ¢ usualmente estruturada na

forma diagonal. Nesse arranjo, os elementos da diagonal principal definem a
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prioridade de convergéncia: valores maiores indicam uma necessidade de reducdo
mais rapida do erro para aquele estado especifico.

Exemplo: g, refere-se a importancia do erro de x;. Quando maior g,, mais rapido

serda reduzido o erro de x; , assim por diante (de forma semelhante para

X5, X3,..., Xy). Por exemplo,

g 0 0
Q=[0 qz 0]. (49)
0 0 g3

e Matriz R: A Matriz R ¢ a matriz de penalidade de esfor¢o. Ela ¢ responsavel por

regular o dispéndio de energia do sistema. A atribui¢do de valores elevados a esta

matriz penaliza o acionamento excessivo dos atuadores, resultando em sinais de

controle mais conservadores ¢ suaves. Essa caracteristica ¢ essencial para evitar a
saturacdo dos motores e prevenir danos aos componentes fisicos do Helicoptero.

Exemplo: r; refere-se a energia absorvida da entrada u;. Quanto maior ¢é 7,

menor ¢ a energia absorvida de u;, e mais lento ¢ o controle dependente dessa

entrada. Quanto menor r; maiores os ganhos relativos a entrada u; .
[ O
R = [ i ] . (50)

Uma vez estabelecida a metodologia para a ponderacdo das matrizes Q e R, ¢

consequentemente obtido o ganho 6timo K, a implementa¢do do controlador segue a topologia

classica de realimentagdo de estados. Nesta estrutura, o vetor de estados x(t) ¢ medido e

realimentado através da matriz de ganho, gerando o sinal de controle u(t) que atua sobre a planta.

A Figura 11 ilustra o diagrama de blocos desta implementac¢ao aplicada ao Helicoptero de

Bancada.

Figura 11 — Diagrama de blocos do Helicoptero de Bancada com regulador 6timo.

Helicoptero de Bancada

r(t) :®u(t):' . < | x(), .
|

y(®) y

Fonte: Adaptado de Ogata (2010).
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Estabelecida a estrutura de controle, volta-se a aten¢do para o objeto de estudo. O objetivo
¢ elaborar um sistema de controle capaz de regular os angulos de elevacdo (€) e de deslocamento

(A) do Helicoptero de Bancada 3-DOF.

Embora a dindmica real do sistema seja ndo linear, adota-se para o projeto do controlador
LQR o modelo linearizado no ponto de operagdao, em consonancia com as diretrizes do fabricante
(Quanser, 2002) e a modelagem da Se¢do 3. A Equacdo (51) apresenta a representacdo matricial
deste modelo nominal. As matrizes de estado A e de entrada B ali expostas foram obtidas mediante

a substitui¢do direta dos parametros fisicos (Tabela 1) nas equagdes dinamicas do sistema.

0 0 0100 0 0 - 00 1
0 0 0010 00 0 0
0 0 00010 0 0 0
0 0 0000 00 0,0858 0,0858

4=10 0 000000 ¢ B=|ossi0 —oss10|° OV
0 —1,2304 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0000 00 0 0
o 0 1000 0 o L o0 0

Observacao: Todos os outros detalhes técnicos dos sensores, placas de interface, drivers,

amplificadores de poténcia, etc, podem ser encontrados no manual do fabricante (Quanser, 2012).

A tradugdo da fundamentacdo tedrica para aplicagdo pratica concretizou-se através da
modelagem computacional no ambiente do software Matlab®. Nessa etapa, as matrizes dindmicas
A e B, Equagdo (51), foram transcritas de forma que as matrizes de ponderagcdo Q e R fossem
implementadas para atuar como diretrizes de desempenho, isto ¢, ditar as regras de comportamento
do sistema e conduzir o calculo do ganho K. Analisou-se os ganhos K da realimentacdo, de forma
a manter um intervalo seguro de operagdo de 60 < ||K|| < 200, em que ||K]|| ¢ a Norma

Euclidiana definida como a raiz da soma do quadrado de cada elemento da matriz K.

Desta forma, as simulacdes a seguir t€m como objetivo validar o comportamento do
controlador nos extremos dessa faixa de segurancga. Serdo analisados cenarios onde a ponderagao
de @ leva a norma do ganho para valores préximos ao limite inferior aceitavel e ao limite superior,

verificando se o desempenho se mantém robusto mesmo nas fronteiras da operagao segura.

Para a sintonia do controlador, optou-se por fixar a matriz de ponderag¢do do esfor¢o de
controle, R, e variar apenas a matriz de ponderagcdo dos estados, Q. Essa abordagem justifica-se
pelo fato de que o ganho 6timo K no projeto LQR ¢ determinado pela relacdo relativa entre as

penalidades Q e R, e ndo por seus valores absolutos. Fixar R estabelece uma penalidade base
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constante para o consumo de energia, permitindo que a agressividade do controlador e,
consequentemente, a norma do ganho ||K||, sejam ajustadas exclusivamente através da
ponderagdo dos erros em Q. Isso simplifica o projeto sem perda de generalidade na busca pelo

desempenho desejado.

4.2 SIMULACAO DO PROJETO

A seguir serdo demonstrado e comentado os prompts usados no ambiente Matlab. Para a
execucao da simulacdo, foram seguidos os passos descritos abaixo:

1. Carregar os parAmetros e as matrizes A ¢ B do sistema no Matlab/Simulink®;

clear all
clc
%Parametros

% Constante de forg¢a de empuxo da hélice encontrada experimentalmente
(N/V)
Kf = 0.1188;
% Massa do corpo do Helicoptero (kg)
m_h = 1.15;
% Massa do Contrapeso (kg)
mw = 1.87;
% Massa do conjunto da hélice dianteira = motor + prote¢do + hélice
+ corpo (kg)
mf=mh/ 2;
% Massa do conjunto da hélice traseira = motor + prote¢ao + hélice +
corpo (kg)
m_b =m_h / 2;
% Distancia entre o pivd de arfagem (pitch) e cada motor (m)
Lh = 7.0 * 0.0254;
% Distancia do pivo de elevagdo até o corpo do helicéptero (m)
La = 26.0 * 0.0254;
% Distancia do pivd de elevacao até o contrapeso (m)
Lw = 18.5 * 0.0254;
% Constante Gravitacional (m/s”2)
g = 9.81;
Je=(m_w*Lw 2)+(m_f*Lar2)+(m_b*Lar2);
%Momento de Inercia de Deslocamento
Jt=(m_w*Lw"2)+(m_f*((La*2)+(Lh*2)))+(m_b*((La”2)+(Lh"2)));
%Je=0.91;
%Jt=Je;

%Equagoes
A62=(2*m_f*La-m_w*Lw)*g/(2*m_f*Lar2+2*m_f*Lh"2+m_w*Lw"2);
B4l=La*Kf/(m_w*Lw 2+2*m_f*La"2);

B51=1/2*Kf/m_f/Lh;

B42=B41;

B52=-B51;

%Matrizes

A=[0 0 01 0000;00001000,00000100,00000000;000
0 0000;0 A62000000;,10000000;001000009]

B=[0 © © B41 B51 © © 0;0 © © B42 B52 0 0 9]'

C=<[19000000;01000000;0010080 0 0]
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2. Com base na teoria apresentada anteriormente, criou-se as matrizes ¢ R de dimensdes
adequadas (ou seja, cada matriz Q sera uma matriz 8x8 ¢ R uma matriz 2x2);

Seja o Helicoptero 3-DOF da Quanser, um projeto que conta com 8 estados, a sintonia das
3 posigoes, 3 velocidades e 2 parcelas integrais foi ajustada para que o esfor¢o de controle

permanecesse no limiar inferior de seguranga. A Matriz Q,,;, estabelecida ¢ disposta em

18 0 0 0 0 0 0 0j
0 18 0 0 O 0 O0 O
0 0 18 0 0 0 0 O0
0 0 0 1.2 0 0 0 0
Omn=10 0 0 0 12 0 0 0 (52)
0 0 0 0 0 12 0 O
0 0 0 0 0 0 12 0
Lo 0 0 0 0 0 0 12

Analogamente, propdem-se agora ponderagdes para as posi¢oes, velocidades e integrais
que resultem em uma norma de ganho proxima ao limite superior da faixa de seguranca. A

Matriz Q,,, estabelecida ¢ disposta em

255 0 0 0 O 0 0 01
0 255 0 0 0 O O 0
0 0 255 0 0 O 0 O
O 0 O 17 0 O 0 0

Omax =| 0 0 0 17 0 0 0 (53)

O 0 O 0 0 17 0 0
O 0 O O 0 0 170 O

Lo 0o o o0 O 0 o0 170

Conforme a metodologia adotada, o valor proposto para a penalidade da agdo de controle,

R, disposto em (54), mantém-se constante para ambos os extremos de Q.

_10.1000 0
R=| 0 0.1000]' G4
R = diag([@.1 0.1])
% --- Norma Minima (K~60) ---
Qmin = diag([18 18 18 1.2 1.2 1.2 12 12]);
% --- Norma Maxima (~200) ---
Qmax = diag([255 255 255 17 17 17 170 170]);

3. Encontrar os ganhos K da realimentagao utilizando a fungao ‘/gr’ do Matlab/Simulink®.
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% --- Norma Minima (K~60) ---
[Kmin, Pmin, Emin] = 1lqr(A, B, Qmin, R);

% --- Norma Maxima (~200) ---
[Kmax, Pmax, Emax] = 1lqr(A, B, Qmax, R);

46

4. Testar as condi¢des iniciais do sistema x, = [1 —0.1 —100000]T, verificar se o
projeto ¢ eficiente, ou seja, se as variaveis de estado do sistema vao a zero. Além disso,

vocés vao verificar a norma de K, por meio do comando ‘norm(K)’. A norma deve estar

entre 60 e 200 por motivos de seguranca do equipamento;

% --- Norma Minima (K~6@) ---
NormaMin = norm(Kmin)
% --- Norma Maxima (~200) ---

NormaMax = norm(Kmax)

%Resposta a condicdo inicial para Qmin ----------
AAmin=[A-B*Kmin];

BBmin=B;

CCmin=C;

DDmin=[0];

Xemin=[1 -0.1 -1 ©6 0 @ 0 0]";

1=0:0.001:10;

[pmin,gmin]=size(t);

umin=zeros(2,qmin);
[ymin,xmin]=1sim(AAmin,BBmin,CCmin,DDmin,umin,t,X@min);

ylimin=[1 @ © ©0 @ @ @ @]*xmin';
yl2min=[@ 1 © © @ @ @ @]*xmin';
y13min=[@ @ 1 0 @ @ @ @]*xmin';
figure(1)

plot(t,yllmin, 'LineWidth"', 3);
hold on

plot(t,yl2min, 'r:', 'LineWidth', 3);
plot(t,yl3min, 'k-.", 'LineWidth"', 3);

grid on;

set(gca, 'FontName', 'Arial','FontSize',18);

ylabel('Varia¢ao das Posig¢des Angulares [rad]');

xlabel('Tempo [s]');

title('Grafico para Qmin')
legend('Elevagao’', "Arfagem', 'Deslocamento’, 'Location’, 'northeast’');

%Resposta a condicao inicial para Qmax ----------
AAmax=[A-B*Kmax];

BBmax=B;

CCmax=C;

DDmax=[@];

X@max=[1 -0.1 -1 0 0 0 0 0]"';

t=0:0.001:10;

[pmax,gmax]=size(t);

umax=zeros(2,qmax);

[ymax, xmax]=1sim(AAmax, BBmax,CCmax,DDmax,umax, t,Xemax) ;

ylimax=[1 © © @ @ © @ @]*xmax';
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yl2max=[@ 1 © © @ @ @ @]*xmax';
yl3max=[@ @ 1 @ @ @ @ @]*xmax';
figure(2)

plot(t,yllmax, 'LineWidth"', 3);
hold on

plot(t,yl2max, 'r:', 'LineWidth"', 3);
plot(t,yl3max, 'k-.", 'LineWidth"', 3);

grid on;

set(gca, 'FontName', 'Arial’, 'FontSize',18);

ylabel('Varia¢ao das Posig¢des Angulares [rad]');

xlabel('Tempo [s]');

title('Grafico para Qmax')
legend('Elevacdo’, 'Arfagem', 'Deslocamento’, 'Location’, 'northeast');

A execugdo do algoritmo LQR para os cenérios propostos resultou em valores exatos de
norma de ganho de ||K|| = 60,2771 para o cenédrio de minima atuacdo e ||K|| = 197,2246
para o cenario de méxima atuacdo. Esses resultados confirmam que ambos os projetos respeitam
rigorosamente os limites da faixa de seguranca operacional estabelecida 60 < ||K|| < 200, mas

geram comportamentos dindmicos distintos que refletem a fisica do voo.

No cenario conservador ( ||K|| = 60,2771 ), observa-se na curva de Elevagdo um
comportamento subamortecido acentuado, onde a inércia do corpo do helicoptero vence
momentaneamente a a¢do dos motores, gerando um undershoot significativo antes da
estabilizacdo. Em contraste, no cendrio agressivo (||K|| = 197,2246), a alta penalidade sobre os
erros confere ao sistema uma rigidez dindmica: o controlador atua quase instantaneamente para

frear a descida e corrigir a posi¢do, reduzindo drasticamente o tempo de acomodagao.

A diferenca de desempenho torna-se ainda mais evidente na relacdo acoplada entre
Arfagem (Pitch) e Deslocamento (Travel). Como o sistema ¢ subatuado, a corre¢do do
deslocamento depende da inclinagdo do "nariz" do helicoptero para vetoragdo do empuxo. No caso
de ||K|| = 197,2246, essa manobra ¢ executada com eficicia superior: a oscilacdo répida da
Arfagem indica que o controlador inclina o helicoptero agressivamente para gerar aceleracdo
lateral e, tdo logo o erro diminui, retoma a postura horizontal, travando o movimento. Ja para
||K|| = 60,2771, a resposta de Arfagem ¢ lenta e suave, o que resulta em uma corre¢do de
deslocamento arrastada, priorizando a economia de energia em detrimento da precisao de
rastreamento. Em condigdes operacionais reais, a dindmica do sistema tende a exigir o
comportamento observado no cendrio de maxima atuagdo. A presenga de perturbacdes nao
modeladas, assimetrias mecanicas e ruidos de medicdo impde a necessidade de respostas rapidas

de arfagem e corre¢des rigidas de deslocamento. A utilizagdo de controladores conservadores
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comprometer a rejeicao de disturbios e elevar o risco de saturagao.

Apesar dessas discrepancias temporais, ambas as simulagdes demonstraram que o projeto
¢ eficiente, uma vez que todas as variaveis de estado angular convergiram para zero, indicando a
estabilizacao bem-sucedida do sistema na origem ¢ a anulagdo do erro estacionario gracas a agao

integral. A resposta comparativa do helicoptero para essas condigdes iniciais e os diferentes ganhos

pode ser visualizada nas Figuras (12) e (13).

Figura 12 — Resposta simulada do Helicoptero de Bancada 3-DOF para as condicdes iniciais de

Qmin .
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Fonte: Autoria Propria.
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Figura 13 — Resposta simulada do Helicoptero de Bancada 3-DOF para as condicdes iniciais de

Qméx .
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Fonte: Autoria Propria.

Considerando os limites de estabilidade definidos por Ky,sx € Kmin, utilizou-se o script
apresentado a seguir para plotagem das curvas de resposta reais. A andlise detalhada do

desempenho e a discussao dos resultados obtidos serdo apresentadas na se¢ao subsequente.

clear; clc; close all;

load tempofile
load estadospraticos
load tensaopratico

% Conversao para graus
estados_graus = 180 * estados / pi;
tempo_vec = tempo(1,:);

%% Figura 1: Estados (Angulos) - Qmax
figure(1)

set(gcf, 'Color', 'w');

hold on; % Permite plotar linha por linha

Elevacao

plot(tempo_vec, estados_graus(2,:), 'Color',

plot(tempo_vec, estados_graus(3,:), 'Color',

'r' ,'LineWidth', 4); %

'b','LineWidth', 4); % Arfagem
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plot(tempo_vec, estados_graus(4,:), 'Color', 'g','LineWidth', 4); % Viagem
hold off;

grid on; grid minor;

xlabel('Tempo (s)', 'FontSize', 12, 'FontWeight', 'bold');

ylabel('Angulo (graus)', 'FontSize', 12, 'FontWeight', 'bold');
title('Resposta Temporal das Posi¢des Angulares para Qmax', 'FontSize',
14);

legend({'Elevacado', 'Arfagem', 'Viagem'}, 'FontSize', 12, 'Location’,
'best');

% Maximiza a janela na tela

set(gcf, 'WindowState', 'maximized');

% FORCA O MATLAB A SALVAR EXATAMENTE COMO VOCE VE NA TELA

set(gcf, 'PaperPositionMode', 'auto');

%% Figura 2: Sinal de Controle (Tensdo) - Qmax

figure(2)
set(gcf, 'Color’,
hold on;

% Plotando cada motor com sua cor

plot(tempo_vec, tensao(2,:), 'Color', 'b', 'LineWidth', 2); % Motor 1
plot(tempo_vec, tensao(3,:), 'Color', 'r','LineWidth', 2); % Motor 2
hold off;

grid on; grid minor;

xlabel('Tempo (s)', 'FontSize', 12, 'FontWeight', 'bold');
ylabel('Tensdo (V)', 'FontSize', 12, 'FontWeight', 'bold');
title('Esfor¢o do controle para Qmax', 'FontSize', 14);
legend({'Motor 1 (Dianteiro)', 'Motor 2 (Traseiro)'}, 'FontSize', 12,
'Location', 'best');

% Maximiza a janela na tela

set(gcf, 'WindowState', 'maximized');

% FORCA O MATLAB A SALVAR EXATAMENTE COMO VOCE VE NA TELA

set(gcf, 'PaperPositionMode', 'auto');

saveas(figure(l), 'Angulos_Qmax.png'); saveas(figure(2),
"Esforco_Qmax.png');

w');

%Foi feito a mesma coisa para Qmin

4.3 IMPLEMENTACAO

Como validagdo do controlador projetado, tém-se as equagdes a seguir com as matrizes K,

e Kisx, bem como as Figuras (14) e (15) que apresentam os resultados de desempenho referentes,

respectivamente, as posi¢des angulares e a tensdo dos motores para Qusx € @min-

K. 17,7832 21,9209 -22,5210 14,6040 6,6128 —26,9298 7,7460 —7,7460
min = 17,7832 —21,9209 22,5210 14,6040 —6,6128 26,9298 7,7460 7,7460

53,1260 64,4277 -—80,1967 26,5372 13,9960 —88,4333 29,1548

(55)

—29,1548

Khmx::[5&1260 —64,4277 80,1967 26,5372 —13,9960 88,4333 29,1548 29,1548 ](56)
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Figura 14 — Resposta Temporal das Posi¢des Angulares.
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Fonte: Autoria Propria.
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Figura 15 — Esfor¢co do Controle (Tensdao em Volts)
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Fonte: Autoria Propria.

A resposta dindmica dos estados para ambos 0s cendrios (Qumsx € Q@min), apresentada na
Figura (14), evidencia que o movimento predominante ocorre no eixo de Travel, o qual rastreia

com precisdo a referéncia de trajetoria de 360°.

No cenario Qi , observa-se no eixo de 7Travel um dindmica de aproximagdo suave,
caracterizada, contudo, por um sobressinal (overshoot) indicativo de uma acao de frenagem lenta.
O sistema excede a referéncia e demanda um tempo de acomodag¢do consideravel para dissipar o
momento inercial e retornar ao ponto de equilibrio. Esse comportamento evidencia que o

controlador, ao priorizar a economia de energia, exerce menor autoridade de frenagem sobre a
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inércia do corpo, diferentemente do cenario Q,sx, onde a recuperacao da trajetédria ocorre de forma

imediata.

O comportamento da eleva¢ao de ambos os cendrios se destaca pela robustez: partindo da
posicdo de repouso mecanico em -27,5° o sistema alcanga o ponto de operagdo (0°) de forma
suave, sem apresentar sobressinal (overshoot) excessivo, o que demonstra um amortecimento
eficaz do controlador. Uma vez em regime permanente, a elevacdo mantém-se estavel em 0°,
comprovando a capacidade do LQR em sustentar o voo pairado (hover) e vencer a gravidade,

retornando a posi¢do de repouso apenas no pouso final.

Simultaneamente, o angulo de Arfagem (Pitch) exibe um comportamento coerente com a
fisica do sistema: observa-se uma inclinagdo negativa inicial, onde o nariz abaixa, gerando o vetor
de empuxo necessario para impulsionar o helicoptero para frente. As pequenas perturbacgoes

observadas posteriormente refletem as correcdes dinamicas para manutencao da velocidade.

A eficacia da implementagdo € corroborada pela analise comparativa do esforgo de controle
Figura (15). Em ambos os cendrios, as tensdes aplicadas aos motores dianteiro e traseiro operaram
em torno do ponto de equilibrio necessario para a compensagao gravitacional, mantendo-se sempre
distantes dos limites de saturagdo. Contudo, a comparagdo visual revela o custo do desempenho:
enquanto o cendrio Qp,, resultou em sinais de comando suaves e limpos, o cenario Q. sx
apresentou um sinal ruidoso e oscilatério. Essa caracteristica no ganho méaximo evidéncia que a
busca por uma resposta rigida amplifica ruidos de medi¢ao e impde maior estresse vibratorio aos

atuadores.

Diante da estabilidade global observada nos estados e da seguranga operacional nos
atuadores, conclui-se que a implementacdo pratica foi um sucesso, validando o projeto do

controlador LQR para o helicoptero 3-DOF.
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5 CONCLUSAO

Para a realizacao deste trabalho, foi fundamental o mergulho nas ferramentas matematicas
que definem o Controle Moderno: a modelagem em espago de estados, a analise de estabilidade
via critério de Lyapunov e a otimizagdo quadratica através da Equacao Algébrica de Riccati.
Através delas, e utilizando o modelo do Helicoptero 3-DOF, foi possivel projetar controladores
que nao apenas estabilizassem o sistema, mas que obedecessem rigorosamente a restricdo de

norma do controlador 60 < ||[K|| < 200, essencial para a seguranga da implementagdo pratica.

Assim, apos as simulacdes em ambiente Matlab/Simulink®, explorou-se a dualidade
matematica permitida por essa faixa de seguranca. Ao contrario da abordagem robusta, que lida
com incertezas paramétricas e falhas, o projeto LQR nos permitiu testar os limites do desempenho
puro. Elaborou-se cenarios distintos variando as matrizes de ponderacdo Q, resultando em dois
comportamentos antagonicos dentro da mesma zona de seguranca: um controlador conservador

Qminl|K|| = 60.2771 e um agressivo Qx| K|l = 197.2246.

A implementag¢ao pratica no Helicoptero 3-DOF do LPC revelou que apesar das faixas de
sintonia testadas representarem extremos operacionais, ambas garantiram o equilibrio do sistema.
Observou-se que o uso do ganho maximo Q,,;, ndo implica necessariamente em um aumento da
qualidade da estabilidade, mas reflete uma compensagao direta: a rigidez obtida cobra seu prego
no aumento do esfor¢o de controle e ruido. Isso demonstra que o projeto eficaz ndo deve buscar
apenas a agressividade, mas sim o ponto de balango ideal entre desempenho e preservagao dos

atuadores.

Por fim, constata-se que a aplicacdo do método LQR possibilitou a compreensao detalhada
da dindmica interna do sistema, fundamentando a analise em termos de energia e variaveis de
estado, o que estabelece o alicerce tedrico indispensavel para o desenvolvimento de técnicas
subsequentes, como o Controle Robusto, abordado em trabalhos correlatos, as quais surgem para
mitigar falhas e incertezas ndo contempladas pelo modelo linear. Sob essa Otica, constata-se que
os controladores projetados atenderam as especificacdes com é€xito e o experimento final
demonstrou que, ndo obstante ser uma técnica consolidada, o LQR oferece li¢des fundamentais
sobre o equilibrio entre a prudéncia operacional, necessdria a preservacdo do equipamento, € a
assertividade exigida para o dominio da dindmica de voo, evidenciando, assim, que a robustez

efetiva origina-se, primordialmente, da compreensao otima do sistema.



AVA
AVAVAv UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA 55

u ne Sp ¥ 40LI0 DE MESQUITA FILHO”

Campus de llha Solteira

REFERENCIAS
AGUIRRE, L. A. et. al. Enciclopédia de Automatica Controle & Automagdo. 1. ed. Sdo Paulo:
Bliitcher, 2007.

ASSUNCAO, E.; TEIXEIRA, M. C. M. Controle Linear - Volume 1: Sistemas Continuos no
Tempo. Ilha Solteira: UNESP/FEIS, 2018.

ASSUNCAO, E.; TEIXEIRA, M. C. M. Controle Linear - Volume 2. Ilha Solteira:
UNESP/FEIS, 2016. (Revisado em Fevereiro de 2023)

ASSUNCAO, E.; TEIXEIRA, M. C. M. Controle Linear - Volume 3: Sistemas Discretos no
Tempo. Ilha Solteira: UNESP/FEIS, 2020.

ALVES JUNIOR, D. A. Projeto de controlador robusto LQR via desigualdades matriciais
lineares. 2022. 50 f. Dissertagdo (Mestrado em Engenharia Elétrica) — Faculdade de Engenharia
de Ilha Solteira, Universidade Estadual Paulista "Julio de Mesquita Filho", Ilha Solteira, 2022.

DORF, Richard C.; BISHOP, Robert H. Modern Control Systems. 12. ed. Upper Saddle River:
Prentice Hall, 2011.

GARCIA, H. B. Teoria de controle moderno. Londrina: Editora ¢ Distribuidora Educacional
S.A. 2017. 240 p.

LEWIS, F. L.; VRABIE, D. L.; SYRMOS, V. L. Optimal Control. 3. ed. Hoboken: John Wiley
& Sons, 2012.

NISE, N. S. Engenharia de sistemas de controle. Traducdo e revisdo técnica Jackson Paul
Matsuura. - 6. ed. - [Reimpr.]. - Rio de Janeiro: LTC, 2013.

OGATA, K. Modern control engineering. Prentice hall, 2010.
QUANSER. Position Control 3-DOF Helicopter Reference Manual. 2012.
SILVA, V. G.; NETO, J. V. F. Desacoplamento e Controle LQR com Formula¢ciao LMI para

Sistemas MIMO. Trends in Computational and Applied Mathematics, v. 24, n. 4, p. 679-698,
2023.



