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RESUMO

O escorregamento de massas sólidas em lagos de águas tranquilas geram ondas devido à

transferência de energia da massa deslizante para o corpo d’água. Essas ondas, chamadas de

ondas de submersão, em particular as ondas solitárias, são conhecidas e estudadas há vários

anos principalmente pela capacidade energética deste tipo de onda e seu potencial danoso.

Entretanto, aproximações analíticas do fenômeno em tela esbarram em diversas dificulda-

des. Em outras palavras, a fase de geração de ondas, notadamente das ondas de impacto, é

sabidamente complexa, não apenas pela dificuldade no estabelecimento da superfície livre

(região do splash), mas também pelo relacionamento da dinâmica do material impactante

com a altura da onda resultante. Por esse motivo, técnicas numéricas vêm sendo emprega-

das nestes fenômenos. Entre as aproximações numéricas utilizadas mais recentemente, os

métodos sem malha vêm ganhando notoriedade, principalmente frente às suas vantagens.

Livres da discretização da malha, problemas de superfície livre, mesmo com alta variabi-

lidade, são factíveis. Neste contexto, lança-se mão de um código baseado no modelo SPH
(Smoothed Particle Hydrodymanics), desenvolvido no âmbito desta Tese de Doutoramento

e validado utilizando casos clássicos da literatura em escoamentos de fluido ideal (ruptura

de barragens, geração e quebra de onda e esvaziamento de um reservatório) e real, de reo-

logia newtoniana (Poiseuille com superfície livre, Poiseuille plano, escoamento de Couette

e ruptura de barragens). De posse do código numérico, estima-se a altura da onda solitária

gerada a partir do impacto de uma massa deslizante em meio líquido. A massa deslizante é

representada por duas formas distintas: um bloco indeformável, modelado como um corpo

rígido e um fluido ideal. No caso do bloco indeformável, embora o perfil de onda seja

bem representado, a altura da onda é superestimada, fato também relatado pela literatura

no assunto. No caso da massa deslizante modelada por um fluido ideal, há concordância

numérico-experimental tanto na forma quanto na amplitude da onda gerada.

Palavras-chave: Onda solitária. Impacto. SPH.





ABSTRACT

Landslides that impact into water (such as lakes) can generate waves due to the energy

transfer from the solid to the water. These submerged waves, or more specifically solitons,

are well known and have been studied for many years specially because of their massive

energy and destructive potential. However, analitical approches of this problem are difficult.

In another words, the wave’s generation phase is complex, primary due to the determination

of the free surface (splash) and correlation between the energy of the landslide and the

genereted wave. So, numerical methods are an alternative and interesting option. Among

the recently used numerical methods, the mesh free has become notorious because of its

advantages. Without the mesh restrain, free surface problems are easier to handle. In this

context it is proposed a program based on SPH (Smoothed Particle Hydrodymanics) model,

developed in this Thesis and tested in different scenarios considering the flow of ideal (dam

break, wave generation and wave breaking and reservoir) and newtonian fluids (free surface

Poiseuille flow, plane Poiseuille flow, Couette flow and dam break). So, the numerical code

is used in order to evaluate the solitary wave height that is generated from the impact of

a mass, which represents a landslide in a fluid. The mass is represented by two forms: an

undeformable solid block and an ideal fluid. Both forms are tested, and the solitary wave

is reproduced, and compared to experiments. Differences are noted among wave heights

using a solid block, as reported by the literature. The comparison with the results from the

mass represented as an ideal fluid showed a good approach for both the shape and the wave

amplitude.

Keywords: Soliton. Impact. SPH.
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NAGHAN, 2008)

W representa a função peso, ou núcleo de suavização

w frequência da onda (s−1)

x direção ou coordenada horizontal (m)

y direção ou coordenada vertical (m)

Z alcance adimensional da frente, em problemas de ruptura de barragens

z alcance da frente de onda, em problemas do tipo ruptura de barragens (m)

MPS Moving Particle Semi-implicit Method

SPH Smoothed Particle Hydrodymanics

ALE Arbitrary Lagrange Euler

EFGM Element-free Garlekin Method

ISPH Incompressible Smoothed Particle Hydrodynamics

LES Large Eddy Simulation

MDF Método das Diferenças Finitas

MEC Método dos Elementos de Contorno

MEF Método dos Elementos Finitos

MFI Método de Fronteira Imersa, ou Immersed Boundary Method

MLS Moving Least Squares

MSM Métodos Sem Malha

MVF Método dos Volumes Finitos

PIV Particle Image Velocimetry

VOF Volume of fluid
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1 INTRODUÇÃO

As ondas, sejam mecânicas ou eletromagnéticas, representam ao mesmo tempo um

fenômeno complexo e de fundamental importância para toda humanidade. Tal assertiva pode

ser verificada observando a gama de situações que tem ligação direta com o conceito de ondas,

por exemplo: a propagação da luz natural do sol, a capacidade de distinguir sons diversos ou a

quebra de ondas do mar na praia. As situações evocadas dão apenas uma ideia dos diferentes

ramos em que as ondas são o fenômeno característico e principal objeto de estudo.

Dada a importância e a frequência com que as ondas são observadas na natureza, os pes-

quisadores vêm dispendendo esforços no sentido de compreender e evitar os problemas relacio-

nados a esses fenômenos. Pode-se citar, com intuito ilustrativo, os prejuízos e as consequências

que podem ser ocasionadas pelas ondas, em situações não controladas:

a) prejuízos financeiros, através de uma falha no sistema de distribuição de energia elétrica;

b) danos ambientais, causados por uma ruptura de uma barragem retendo rejeitos de indús-

trias de papel;

c) prejuízos materiais, através da ruína de estruturas portuárias devido à excessiva ondulação

causada por mau tempo e;

d) perda de vidas, como no caso de uma tsunami atingindo uma comunidade junto à linha

de costa.

Sendo assim, desenvolvem-se meios de evitar ou ao menos aliviar os efeitos danosos

apontados, e que passam, invariavelmente, pela análise do padrão de onda. Não é preciso lem-

brar, todavia, que as análises do padrão de onda só são possíveis graças a etapa de monitora-

mento, o que muitas vezes ocasiona dificuldades por causa da quantidade excessiva de dados a

serem tratados, tornando a intervenção uma tarefa mais lenta (ALLEN; APOSTOLV; KREISS,

2005).

No caso do sistema de distribuição de energia elétrica, há uma necessidade em se obter,

de forma rápida, o tipo de anomalia presente na onda de tensão, tais como transitórios, variação

de tensão, distorções de forma, flutuações ou oscilações (MALANGE, 2010). A rapidez é ne-

cessária para que ações de mitigação possam ser empreendidas, afim de evitar, em um caso mais

extremo, um colapso no sistema (vulgo “apagão”). As ações de intervenção são balizadas por

um tratamento prévio dos parâmetros da onda (frequência, amplitude, simetria e formato), obti-

dos com a utilização de métodos tais como: Tranformadas de Fourier, Wavelets, Redes Neurais,

Lógica Fuzzy ou uma combinação entre eles (MALANGE, 2010).
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De forma semelhante, sistemas de previsão e alerta de navegação de embarcações ba-

seiam-se no monitoramento dos ventos incidentes e principalmente ondas, e no tratamento dos

dados. Tendo em vista o caráter estratégico das hidrovias no desenvolvimento do país, principal-

mente no tocante ao transporte de mercadorias, projetos como o FINEP Ondisa, desenvolvido

na Unesp - Ilha Solteira, visam integrar um sistema de monitoramento e previsão de altura de

ondas para identificar rotas mais seguras para embarcações na hidrovia Tietê-Paraná. Não é pre-

ciso ressaltar que o sucesso do sistema de alerta passa pelos modelos empregados no tratamento

dos dados.

Sendo assim, sabe-se que diversas técnicas numéricas e de programação foram desen-

volvidas para lidar com o tratamento dos sinais, ou de maneira mais específica, da onda inci-

dente. Por exemplo, Allen, Apostolv e Kreiss (2005) ressaltam os benefícios na substituição de

um tratamento prévio dos dados de entrada através de programas específicos, em detrimento a

dispositivos físicos, resultando em uma redução do tempo para a tomada das ações de mitiga-

ção. Nesse sentido, alguns esforços também são dirigidos não só para o tratamento do sinal em

si, mas também da sua geração.

Uma onda pode ser gerada das mais variadas formas, sendo caracterizada por uma per-

turbação ou pulso que tem capacidade de transportar energia. Por exemplo, podem-se citar as

ondas geradas pelo deslocamento de uma embarcação em meio líquido (ondas de Kelvin, ou

ship waves), ondas geradas pelo impacto da estrutura do casco de embarcações na superfície da

água (slamming), ondas geradas por impacto de massas sólidas em meio líquido (deslizamento

de terra ou rocha em lagos de barragem), entre outras.

Modelos numéricos são desenvolvidos, baseados nas mais diferentes premissas, com o

intuito de reproduzir numericamente o fenômeno físico como um todo. Tradicionalmente, mé-

todos numéricos para reprodução de fenômenos físicos, como a geração de ondas, baseiam-se

na discretização do domínio de cálculo em malhas. Entretanto, frente à limitação de representa-

ção de domínios de geometrias complexas, descontinuidades ou superfícies móveis, aplicam-se

algumas técnicas para contornar tais inconvenientes, como a reestruturação de malha ou ma-

lhas adaptativas. Dessa forma, é possível tratar as descontinuidades do domínio, mas que, em

contrapartida, aumentam consideravelmente o tempo de processamento além de atrelar a confi-

abilidade da solução obtida ao algoritmo de reestruturação de malha.

Novos métodos numéricos, desvencilhados do paradigma de discretização da malha,

vêm ganhando força nos últimos anos, principalmente pela capacidade em representar fenôme-

nos altamente não-lineares e a naturalidade com a qual trata descontinuidades. Estes métodos

são conhecidos como métodos de partículas.

Os métodos de partículas podem ser definidos, de uma maneira geral, como métodos

numéricos de solução de um problema físico que não necessitam de malhas no domínio a ser

simulado (meshfree). Este domínio é representado por um conjunto de partículas, cuja dinâmica

é determinada de acordo com as equações de balanço (massa e quantidade de movimento),
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escritas na forma Lagrangiana. Dentre os métodos de partículas destacam-se o SPH (Smoothed

Particle Hydrodymanics) e o MPS (Moving Particle Semi-implicit Method).

Frente à possibilidade de eliminar as restrições decorrentes da utilização de malhas em

domínios de geometrias cada vez mais complexas e ao desenvolvimento recente, eventos e pu-

blicações internacionais acerca dos métodos de partículas vêm aumentando significativamente.

Esse fato reforça e elucida o interesse da comunidade científica internacional na aplicação dos

métodos de partículas aos problemas de Engenharia e sua potencialidade. No entanto, essa ten-

dência internacional, no tocante a publicações e formação de recursos humanos, é ainda muito

incipiente no cenário nacional.

1.1 OBJETIVO

Diante do exposto, pretende-se lançar mão de um código próprio, desenvolvido e testado

no âmbito desta Tese de Doutoramento, com base no método SPH, para simular fenômenos

que envolvam geração de ondas, com especial atenção aos problemas de ondas de impacto. O

código desenvolvido será confrontado com resultados experimentais, analíticos e numéricos,

quando houver disposição, de modo a aferir seu desempenho global.

1.2 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

Este documento está organizado em 8 capítulos e duas partes. A primeira parte é dedi-

cada à introdução, que compreende a revisão bibliográfica e a descrição dos métodos numéricos.

A segunda parte trata especificamente dos estudos de caso efetuados, ou seja, das simulações

numéricas de problemas de Engenharia. É dada uma breve descrição do que se espera, em cada

capítulo, na sequência.

O capítulo 2 é dedicado ao Estado da Arte, em que será apresentado os tipos de mé-

todos numéricos, culminando com os métodos particulados. São observados os dois métodos

particulados cogitados para serem utilizados no âmbito deste trabalho, sendo o primeiro deles,

o MPS, detalhado no capítulo 3. Na sequência, no capítulo 4 é mostrado em detalhes o mo-

delo Lagrangiano SPH. Por se tratar de uma técnica relativamente recente, foi incluído todo o

equacionamento utilizado e o passo a passo necessário ao seu completo entendimento.

Já na Parte II, no capítulo 5, ilustram-se algumas simulações de casos teste, normal-

mente análises de desempenho e validação do código numérico. Utilizam-se, para tal fim, a

simulação do problema de ruptura de barragens (seção 5.1, p. 59), a geração, propagação e

quebra de ondas (seção 5.2, p. 62) e o esvaziamento de um reservatório (seção 5.3, p. 67). O

escoamento é considerado, no capítulo 5, bidimensional e ideal, regido pela equação de Euler.

Os escoamentos reais são abordados no capítulo 6, através de estudos de caso clássicos

em escoamentos de reologia newtoniana, como o Poiseuille em superfície livre (seção 6.2.2,

p. 78), o Poiseuille plano (seção 6.2.3, p. 80) e o escoamento Couette (seção 6.2.4, p. 81).
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Análises transientes e estacionárias são realizadas, onde é possível observar o comportamento

do código SPH implementado. Posteriormente, é apresentado o equacionamento do escoamento

não newtoniano, a problemática e estudos de caso.

No capítulo 7 aborda-se a geração de ondas devido ao impacto de massas sólidas em

meio líquido em repouso. É feita uma breve revisão do problema e simulações com material

indeformável (seção 7.2.5.1, p. 96) e fragmentado (seção 7.2.5.3, p. 102), comparando com

resultados da literatura.

As discussões e conclusões a respeito do trabalho em geral são apresentadas no capítulo

8. Faz-se um adendo posterior com as perspectivas para o encaminhamento do trabalho e possí-

veis mudanças ou melhorias são propostas, com objetivo de continuação da linha de pesquisa.

São referenciados, também, os trabalhos publicados pela equipe de trabalho, com enfoque na

temática abordada.

Em seguida, apresentam-se a bibliografia citada no texto e apêndices.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Dos vários fenômenos físicos observados pelo homem, se é capaz de modelar apenas a

parte minoritária, sendo traduzida em equações matemáticas. Estabelecidas as equações mate-

máticas e hipóteses, segue-se a tentativa de resolvê-las. Muitas vezes, a solução analítica não

é possível para uma determinada situação, em decorrência de dificuldades diversas (topologia

complexa, não-linearidades, singularidades, entre outras). Dessa forma, recorre-se a métodos

de solução alternativos, como a modelagem numérica.

Na modelagem numérica, aplicam-se alguns conceitos às equações originais (diferen-

ciais parciais) que regem o fenômeno físico, transformando-as em equações algébricas, para

que possam ser resolvidas de forma incremental, em passos. Vistos dessa forma, pode-se dizer

que os métodos numéricos nada mais são do que uma ferramenta para a solução de equações

algébricas. Existem, no entanto, várias categorias de métodos numéricos, como será visto na

sequência.

2.1 FORMULAÇÃO EULERIANA × LAGRANGIANA

Existem duas maneiras diferentes de descrever um sistema físico: a Euleriana e a La-

grangiana. Essas duas visões distintas são importantes, uma vez que influenciam diretamente

no sistema de equações resultante de um dado problema.

A formulação Lagrangiana acompanha o movimento de um elemento, espacial e tem-

poralmente. O comportamento global do sistema é conhecido quando é determinada a trajetória

de todos os elementos do domínio. Já na formulação Euleriana observa-se a variação das gran-

dezas pontualmente (na verdade, em uma pequena região do domínio). Os elementos não são

acompanhados e o comportamento global do sistema é determinado quando o campo estudado

é conhecido em todo o domínio. Existe também uma aproximação mista, chamada ALE, que

figura como alternativa para algoritmos de malhas adaptativas.

2.2 MÉTODOS NUMÉRICOS TRADICIONAIS

Chamam-se, neste trabalho, de métodos numéricos tradicionais aqueles que necessitam

de malha e que, geralmente, seguem a formulação Euleriana. Em termos de métodos numéricos

de resolução do problema, atualmente, pode-se apontar como os mais comuns: o Método das

Diferenças Finitas (MDF), Volumes Finitos (MVF), Elementos Finitos (MEF), Elementos de

Contorno (MEC).

A utilização do MDF é adequada para grandes domínios e com requerimentos interme-
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diários de memória. Entretanto, para compensar a falta de precisão, o domínio deve ser dividido

em pequenos elementos, resultando em uma malha densa e estruturada. O MVF pode ser consi-

derado como uma variação do MDF, sendo a principal diferença o balanço integral da grandeza

avaliada em cada célula do domínio numérico, além de poder ser escrito na forma conservativa e

ser mais flexível com o uso de malhas adaptativas. Cabe ainda lembrar o VOF (Volume of fluid),

técnica muito utilizada na dinâmica dos fluidos computacional para determinar a posição da

superfície livre. Kleefsman et al. (2005), lançam mão da técnica VOF associada ao MVF para

determinar a superfície livre, regida pela equação de Navier-Stokes, para simular problemas de

impacto em meio liquído, como o embarque de água no convés (green water), analisado como

um problema tipo ruptura de barragem com presença de obstáculo posterior, e o slamming de

um diedro e cilindro rígidos incidindo sobre meio líquido em repouso. Cheng e Arai (2002) ana-

lisam o efeito do sloshing tridimensionalmente em seu modelo numérico em diferenças finitas

juntamente com a técnica Surf para determinação da posição da superfície livre.

Cheng (1995) modela numericamente em duas dimensões o slamming utilizando as

equações de Euler (em coordenadas generalizadas), considerando a separação do escoamento

do corpo incidente e ação gravitacional. As equações são discretizadas através de um esquema

em diferenças finitas de forma explícita. Maciel (1991) analisa a queda de elementos sólidos in-

deformáveis e fragmentados, analisando experimental, numérica e analiticamente o fenômeno

de avalanches nos grandes lagos europeus. O autor reproduz a energia adquirida pelo fluido em

termos da altura da onda solitária gerada, analisando as teorias de Saint-Venant, Boussinesq

e Serre (MACIEL, 1991). Nascimento (2001) usa um modelo numérico (MVF) com base nas

equações de Serre para estimar a energia da onda formada pela incidência de um bloco, conside-

rado indeformável, que desliza em um plano inclinado e incide num meio líquido em repouso.

Mais recentemente, Souza (2007) perfaz o mesmo caminho, agora com material fragmentado

(granular) e equipamentos de elevada precisão tanto na determinação do campo orbital quanto

nas alturas de onda. Um estudo analítico do impacto hidrodinâmico em águas restritas é rea-

lizado por Korobin (1999), através de métodos assintóticos, analisando um objeto tipo caixa.

Oliver (2002) também estuda o impacto hidrodinâmico em águas rasas de forma algébrica, res-

saltando a importância em conhecer a mecânica desse fenômeno complexo.

O MEF possui boa acurácia com poucos elementos, entretanto o método tem a desvan-

tagem de alto consumo de memória. O MEF é usado normalmente para descrever o comporta-

mento de sólidos. Mitra e Sinhamahapatra (2005) usam o MEF para descrever o comportamento

da superfície livre submetida ao sloshing em um tanque retangular usando uma formulação em

termos da pressão. Bereznitski (2003) utiliza a formulação MEF tanto para representar a es-

trutura quanto o fluido em seu estudo sobre a influência da hidroelasticidade nos impactos

hidrodinâmicos.

O MEC tem a vantagem de diminuir a dimensão do problema, pois precisa apenas en-

contrar a solução no contorno do domínio. Tanizawa (1998) utiliza a formulação MEC no do-
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mínio fluido em seu modelo totalmente não-linear, com equações que se baseiam na velocidade

e aceleração, em problemas de impacto hidrodinâmico em superfícies elásticas.

2.3 DIFERENÇAS ENTRE MÉTODOS TRADICIONAIS E MÉTODOS SEM MALHA (M-

SM)

É evidente que, em relação aos métodos numéricos mais tradicionais, como o MDF e

MEF, a diferença fundamental dos MSM é que não há necessidade da criação de uma malha. Em

geral, nos MSM, o domínio físico é definido por uma porção de partículas, podendo ser geradas

de forma aleatória e que não possuem qualquer tipo de conectividade. Entretanto, alguns MSM

como o Element-free Garlekin Method (EFGM) se apoiam em células para fazer a integração

do sistema matricial (BELYTSCHKO; LU; GU, 1994 apud LIU, 2003), não se caracterizando,

portanto, essencialmente como um método de partícula.

Há ainda de se ressaltar que, na criação de malhas, as geometrias curvas, por exemplo,

são representadas por elementos compostos por segmentos de reta com topologia bem definida

e que acompanham a fronteira. Portanto, a equivalência entre o domínio físico e o discretizado é

maior quando há mais elementos. Nos MSM, a fronteira pode ser representada por uma série de

partículas, sem conectividade entre elas. Pode-se perceber, deste fato, de que a forma da mais

complexa geometria pode ser representada sem maiores dificuldades. Na figura 1 é ilustrado

um problema dificilmente tratado pelos métodos numéricos tradicionais, com variação brusca

da superfície livre, um sólido com movimento livre (três graus de liberdade no plano) e uma

fronteira em arco de circunferência.

As condições de contorno são fundamentais para que seja obtida a solução do problema

proposto. Nos métodos tradicionais, há uma equivalência entre a condição de contorno mate-

mática e numérica, sendo uma questão de definir o comportamento das variáveis nas fronteiras

do domínio computacional. O mesmo artifício não é tão direto em MSM, até porque não há

partículas fora do domínio, o que resulta em diversas técnicas para lidar com essas dificuldades.

No caso particular do SPH, os maiores exemplos de condições de contorno são as fronteiras

reativas (boundary forces) e as partículas fantasma (ghost particle). Utilizando as condições de

contorno do tipo boundary forces, especial atenção deve ser dada às condições iniciais de si-

mulação. Em outras palavras, deve-se garantir, nos instantes iniciais, o equilíbrio das partículas.

Isso significa que a posição inicial das partículas tem influência no resultado final, diferente do

que foi preconizado inicialmente (MONAGHAN, 2006). Condições iniciais também afetam as

simulações com partículas fantasma (LACHAMP, 2003).

O método SPH em particular aproxima um campo qualquer em um domínio definido

por uma mescla de pontos de discretização (partículas). Para cada uma dessas partículas, pode-

se escrever uma formulação integral do campo. Entretanto, quando esses métodos são utilizados

para resolver problemas de impacto hidrodinâmico, em geral, os esforços calculados apresen-

tam oscilações. Especula-se que a origem de tais oscilações possam decorrer dos erros maiores
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Figura 1 – Exemplo de problema complexo: uma comparação entre um experimento (à es-

querda) e o modelo numérico SPH desenvolvido pelo autor (à direita), em instantes aproxima-

damente iguais.

Fonte: Do próprio autor.
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que o SPH comete na aproximação integral de derivadas, em relação à aproximação integral de

funções. Dessa forma, o cálculo do gradiente da pressão na equação do balanço de quantidade

de movimento incorre em um erro naturalmente maior, que aliado a uma distribuição irregu-

lar de massa específica, e por conseguinte pressão, possa resultar nas oscilações de esforços

observadas.

2.4 PASSOS GERAIS PARA RESOLVER UM PROBLEMA USANDO MSM

Uma vez definidas, de maneira geral, as diferenças e semelhanças entre os métodos tra-

dicionais e os MSM, descrevem-se os passos para solução de problemas usando MSM. Primei-

ramente, define-se o domínio a ser simulado através da distribuição de partículas. A densidade

de partículas pode ser constante ou não, e algumas vezes é necessário que existam mais par-

tículas em regiões de interesse. A partícula contém informações diversas como massa, massa

específica, velocidade, posição, energia interna, entre outras, dependendo do problema.

A relação entre as diversas partículas se dá por meio de uma função peso, que apresenta

certas propriedades interessantes e que depende essencialmente do inverso da distância entre as

partículas. Desse modo, a maior influência no cálculo das grandezas envolvidas está condicio-

nada às partículas mais próximas. Por esse motivo, geralmente limita-se o raio de atuação da

função peso a uma distância conhecida da partícula em questão. Essa distância pode ser cha-

mada de domínio de suporte (rs, support domain), e deve ser escolhida de modo a garantir uma

área adequada para interpolação. Normalmente, o domínio de suporte é escolhido com base na

distância característica da simulação, que pode ser tomada como uma fração do espaçamento

médio entre partículas (Δx), ou seja, rs = κ Δx.

Algumas das propriedades que as funções peso apresentam são comentadas na sequên-

cia. A mais importante e comum aos MSM é em relação à unicidade (equação 1), ou seja:

∑
j

Wj(�x) = 1. (1)

Outras propriedades são desejáveis, e variam de método para método. Uma delas é uma

similaridade entre a função peso e a função Delta de Dirac, por exemplo.

Uma vez discretizadas, forma-se o sistema de equações a ser resolvido. Normalmente,

para problemas de dinâmica dos fluidos, o sistema de equações resultante é composto por equa-

ções diferenciais em relação ao tempo, que podem ser resolvidas usando métodos dependendo

a abordagem (explícita ou implícita).

Não é raro se deparar (e principalmente quando lida-se com problemas implícitos) com

o sistema linear do tipo Ax = b, onde a incógnita x é a entrada para o passo de tempo seguinte.

Neste caso, há métodos específicos para a solução do sistema linear, que podem ser iterativos

ou diretos. Exemplos de métodos diretos são a eliminação de Gauss e a decomposição matricial
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LU. Já como métodos iterativos, pode-se citar o método de Gauss e suas variantes (Gauss-

Jacobi e Gauss-Seidel), Successive over-relaxation method, entre outros. Independentemente da

abordagem explícita ou implícita, com a solução do sistema de equações discretizado, obtém-se

a variação temporal dos deslocamentos, velocidades e acelerações das partículas.

2.5 PRINCÍPIOS DOS DIFERENTES MÉTODOS NUMÉRICOS

O desenvolvimento de um método numérico passa pelo estabelecimento de um princípio

matemático e de certas hipóteses de simplificação. Tomando-se inicialmente o MDF: nesse mé-

todo, as equações parciais são aproximadas por equações algébricas embasadas no conceito de

derivação, através da expansão da função em séries de Taylor. O MEF, por exemplo, baseia-se

tradicionalmente nos princípios dos trabalhos virtuais. Da mesma forma, os MSM baseiam-se

em diferentes princípios para sua construção. Pode-se dizer também que, quando um método

numérico baseia-se nos métodos residuais, por exemplo, suas equações estão escritas na for-

mulação fraca (weak form). Os métodos baseados em expansões de Taylor são baseados na

formulação forte (strong form).

O ideal, em termos de modelagem, seria a obtenção da solução das equações escritas

segundo a formulação forte. Esse fato, no entanto, não é possível em alguns problemas de

Engenharia. Por esse motivo, uma das alternativas é alterar as equações de balanço do problema

em questão, fazendo com que elas não sejam mais totalmente consistentes. Dessa forma, obtém-

se soluções fracas em relação a funções ou vetores teste, o que resulta na formulação fraca.

Em relação aos MSM, existem aqueles escritos na formulação fraca e forte. Para desen-

volver o trabalho de doutoramento em tela, várias alternativas de MSM foram cogitadas para

utilização como ferramenta na análise de problemas de geração de ondas. Era desejável que o

método adotado seguisse a formulação forte, como por exemplo o MPS e o SPH.

Embora o SPH tenha sido criado para resolver problemas no domínio astrofísico (LUCY,

1977; GINGOLD; MONAGHAN, 1977), este método tem sido aplicado em diversas áreas, no-

tadamente a mecânica dos fluidos (COLAGROSSI, 2004; LACHAMP, 2003; MONAGHAN,

1982; MORRIS, 1996; OGER et al., 2006; VILA, 1998). Já o MPS foi desenvolvido para li-

dar especificamente com escoamentos incompressíveis (KOSHIZUKA; NOBE; OKA, 1998),

sendo bastante difundido na Engenharia Naval.
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3 O MÉTODO MPS

O método MPS foi concebido originalmente para lidar com escoamentos incompressí-

veis. Em termos gerais, pode-se dizer que o problema da geração de ondas por impacto hidrodi-

nâmico apresenta baixa dependência com a compressibilidade do fluido, o que tira ainda maior

proveito da arquitetura desse método. Sendo assim, as equações motrizes utilizadas no MPS são

as equações da continuidade e de Navier-Stokes, com a hipótese de escoamento incompressível:

�∇ ·�u = 0, (2)

d�u
dt

=− 1

ρ
�∇p+ν�∇2�u+�g. (3)

Adota-se, para restringir as interações entre as partículas a uma região de raio finito (rs),

uma função peso ϖ , definida como:

ϖ(r) =

{
rs
ri j
−1 ri j < rs,

0 ri j ≥ rs.
(4)

A função peso pode, no entanto, apresentar formulações diferentes. Um estudo nesse sentido

foi empreendido por Ataie-Ashtiani e Farhadi (2006), comparando os resultados experimentais

e numéricos resultantes de seis formulações diferentes para a função peso, avaliado para o

problema tipo ruptura de barragens.

Um indicativo da massa específica da partícula, Ni, é definido por:

Ni = ∑
j 	=i

ϖ(r ji). (5)

Pela definição do gradiente, pode-se perceber que o operador nabla aplicado a um campo

escalar φ qualquer entre duas partículas i e j, é:

�∇φ =
φ j −φi

r2
ji

(�r j −�ri). (6)

O vetor gradiente da partícula i é obtido medianizando os vetores gradiente segundo a

função peso:

�∇φi =
D
Ni

∑
j 	=i

[
(φ j −φi)(�r j −�ri)

r2
ji

ϖ(r ji)

]
. (7)

Já o operador laplaciano é dado por:

∇2φi =
2D

λ N0
∑
j 	=i

(φ j −φi)ϖ(r ji), (8)
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com:

λ =

∫
v ϖ(r)r2 dv∫

v ϖ(r)dv
. (9)

Para resolver o sistema de equações governantes, utiliza-se um algoritmo semi-implícito.

Primeiramente, no passo explícito, a dinâmica das partículas é determinada pela solução da

equação de conservação de quantidade de movimento:

(�u)∗i = (�u)t
i +Δt (ν∇2(�u)t

i +�gi), (10)

(�r)∗i = (�r)t
i +Δt (�u)∗i . (11)

No passo seguinte, a equação da continuidade é resolvida implicitamente:

�∇ · (�u),i = − 1

Δt
ρ t+Δt

i −ρ∗
i

ρ0
=− 1

Δt
Nt+Δt

i −N∗
i

N0
, (12)

(�u),i = −Δt
ρ
(�∇pt+Δt

i ). (13)

com (�u),i = (�u)t+Δt
i +(�u)∗i . Na equação 12, substitui-se a massa específica pelo seu respectivo

indicativo (equação 5). Combinando as duas equações acima resulta:

(∇2 p)t+Δt
i =

ρ
Δt2

[
Nt+Δt

i −N∗
i

N0

]
. (14)

Adotando que o indicativo de massa específica do fluido é uma função linear da massa

específica, tem-se:

Nt+Δt
i
N0

=
ρ t+Δt

i
ρ0

, (15)

desconsiderando os efeitos de compressibilidade do fluido. Substituindo a equação 15 na equa-

ção 14 chega-se a equação de pressão final que é resolvida pelo método:

(∇2 p)t+Δt
i =− ρ

Δt2

[
N∗

i −N0

N0

]
. (16)
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4 O MÉTODO SPH

O método SPH foi criado inicialmente para resolver problemas astrofísicos no espaço

tridimensional (LUCY, 1977; GINGOLD; MONAGHAN, 1977). No entanto, a simplicidade

com que fenômenos complexos são modelados faz do SPH uma ferramenta de solução inte-

ressante, tendo sido estudada extensivamente e estendida para diversos problemas e áreas de

atuação (VILA, 1998).

O SPH, como é um método sem malha, lagrangiano e de partícula, possui características

particulares. Sem dúvida, possui vantagens especiais sobre os métodos numéricos tradicionais,

baseados em malhas, sendo a mais significativa a natureza adaptativa do SPH. Essa adaptabili-

dade é alcançada em um estágio inicial na aproximação da variável do campo, que é realizada

em cada passo de tempo baseada na quantidade atual e local de partículas.

O significado da sigla SPH exprime a filosofia do método. O primeiro termo Smoothed

representa a suavização ou medianização segundo o peso das variáveis do campo na vizinhança

da partícula, visando principalmente a estabilidade do método. O termo Particle refere-se à

utilização de partículas para discretização do domínio físico. O terceiro termo Hydrodynamics

representa o nicho de atuação do método. Assim, a combinação da adaptabilidade, natureza

particulada e lagrangiana leva o método SPH a ser aplicado em diferentes áreas da engenharia

e ciência. De certa maneira, o termo Hydrodynamics pode ser interpretado como mecânica de

forma geral. Em algumas literaturas (KUM; HOOVER; POSCH, 1995 apud LIU, 2003) esse

método é chamado de Smoothed Particle Mechanics.

4.1 FUNDAMENTOS DO MÉTODO SPH

Do ponto de vista computacional, representa-se o fluido por uma porção de partículas

evoluindo com a velocidade do escoamento. Cada partícula representa um ponto de interpolação

na qual todas as propriedades do fluido são conhecidas. Exprimindo então a função φ como um

campo variável qualquer (escalar, vetorial ou tensorial), a seguinte igualdade verifica:

φ(�r) =
∫

φ(�r j)δ (�r−�r j)d�r j (17)

Se a função delta de Dirac for substituída por uma função W (�r−�r j,h), que satisfaça as seguintes

condições:

∫
W (‖�r−�r j‖,h)d�r j = 1 (18)

lim
h→0

W (‖�r−�r j‖,h) = δ (�r−�r j) (19)
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A função φ pode, então, ser reescrita como:

φ(�r)≈
∫

φ(�r j)W (‖�r−�r j‖,h)d�r j (20)

Na forma apresentada pela equação 20, a função φ(�r) pode ser considerada como sendo

uma regularização da função φ original. O termo W inserido, cujas propriedades assemelham-

se às do delta de Dirac, justificam a nomenclatura núcleo de suavização (smoothing kernel) e

o parâmetro h é o domínio de suporte, que no SPH recebe a denominação de comprimento de

suavização (smoothing lenght) do núcleo.

Aplicando a equação 20 no domínio discretizado, tem-se:

〈φ(�r)〉= ∑
j

φ j
m j

ρ j
W (‖�r−�r j‖,h) (21)

no qual, de maneira geral, o valor de φ em�r j (ou na partícula j) é denotado por φ j.

Pode-se ainda aplicar o gradiente à função φ , utilizando novamente a equação 20:

�∇φ(�r)≈
∫
�∇φ(�r j)W (‖�r−�r j‖,h)d�r j (22)

Integrando a equação 22 por partes, desprezando os termos de superfície e aplicando as

propriedades do núcleo W (OGER et al., 2007) que serão discutidas posteriormente (na seção

4.2, p. 41), resulta:

�∇φ(�r)≈
∫

φ(�r j)�∇W (‖�r−�r j‖,h)d�r j (23)

Que pode ser escrito como:

〈�∇φ(�r)〉= ∑
j

φ j
m j

ρ j
�∇W (‖�r−�r j‖,h) (24)

No entanto, utiliza-se comumente a equação 25 (MONAGHAN, 2005):

ρ�∇φ(�r) = �∇(ρ φ(�r))−φ(�r)�∇ρ (25)

Que dá origem a uma das expressões para o gradiente de φ que pode ser utilizada no

SPH:

〈�∇φ(�r)〉i =
1

ρi
∑

j
m j

(
φ j −φi

)
�∇W (ri j,h) (26)

Da mesma forma, para o divergente do campo vetorial�u, pode-se obter diretamente:

〈�∇ ·�u〉i = ∑
j

m j�u j ·�∇W (ri j,h) (27)

Novamente, opta-se por um rearranjo no divergente, escrevendo-o como (MONAGHAN,

2005):

�∇ ·�u =
1

ρ
[�∇ · (ρ�u)−�u ·�∇ρ] (28)
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Que resulta na proposta de aproximação do divergente de uma função vetorial �u, muito

comum na formulação SPH:

〈�∇ ·�u〉i =
1

ρi
∑

j
m j (�u j −�ui) ·�∇iW (ri j,h) (29)

sendo que o termo �∇iW (ri j,h) representa o gradiente de W (ri j,h) em relação às coordenadas

da partícula i.

As representações do divergente e gradiente de uma função qualquer serão utilizadas

para reescrever as equações de balanço (continuidade e quantidade de movimento) segundo a

forma SPH. De modo a facilitar, emprega-se a notação: Wi j = W (ri j,h), φi j = φi − φ j e φ̄i j =

(φi+φ j)/2. Os símbolos indicando funções aproximadas (〈·〉) também serão omitidos, de agora

em diante, considerando-os implícitos nas equações.

4.2 A FUNÇÃO NÚCLEO DE SUAVIZAÇÃO W

O núcleo de suavização é uma função analítica e contínua e tem a responsabilidade de

interpolar uma grandeza qualquer entre partículas, limitada pela máxima distância K h, K con-

tante. Pode-se dizer que o núcleo de suavização tem o mesmo papel dos esquemas de discreti-

zação nos métodos tipo MDF (central, upwind, etc.). Sendo respeitadas as restrições impostas

pelas equações 18 e 19, qualquer função pode ser candidata a representar W . A regulariza-

ção gaussiana (equação 30) pode ser considerada a primeira categoria de núcleo de suavização

aplicada (MONAGHAN; KOS; ISSA, 2003):

W G
( r

h

)
=

1√
π

exp

[
−
( r

h

)2
]

(30)

Para facilitar a notação, comumente adota-se s = r/h.

Existem vantagens na adoção do núcleo gaussiano, sendo uma delas obtida pelo com-

portamento da função exponencial, no sentido que derivadas do núcleo pode ser escrita em

função do próprio núcleo:

dW G

ds
=−2sW G (31)

Além disso, Morris (1996) aponta que a transformada de Fourier do núcleo gaussiano

é gaussiano e que há boa estabilidade do método como um todo quando o núcleo gaussiano é

utilizado. No entanto, a falta de suporte compacto faz com que todas as partículas do domínio

influenciem umas as outras (ou seja, K é infinito), mesmo que as contribuições sejam pequenas

para partículas afastadas.

Um outro tipo de núcleo bastante utilizado são as funções splines, sendo a cúbica bidi-
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mensional dada pela equação 32:

W SC(s) =
10

7πh2

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

2
3 − s2 + s3

2 , se 0 < s ≤ 1
(2−s)3

6 , se 1 < s ≤ 2

0, se s > 2

(32)

Uma das maiores vantagens na utilização do núcleo regido pela spline cúbica é que a

função é exatamente nula para s > 2, ou seja, para uma distância superior a 2h, como pode ser

visto na equação 32. Essa propriedade é o suporte compacto, que reduz drasticamente o tempo

computacional, já que a contribuição das partículas é limitada a um raio 2h. No entanto, em

algumas aplicações, pode-se notar acentuados efeitos dispersivos (MORRIS, 1996). A figura 2

ilustra a aplicação do núcleo de suavização, no caso em que o raio de interação é limitado em

2h.

Figura 2 – À esquerda, o raio de ação da função W e à direita os valores da grandeza inter-

polados, representados pelas barras verticais cuja altura é proporcional ao inverso da distância

ri j.

Fonte: Do próprio autor.

Independente da formulação do núcleo de suavização, é importante lembrar que a trans-

formação do domínio contínuo para o discreto passa por estabelecer as distâncias entre as par-

tículas intervenientes, uma vez que W →W (ri j,h). O estabelecimento das partículas vizinhas,

ou simplesmente da vizinhança, exige um esforço computacional, que pode ser reduzido pela

propriedade de suporte compacto de alguns núcleos de suavização. Entretanto, para que seja ex-

plorada as vantagens do suporte compacto, algumas alterações são exigidas no SPH. Em outras

palavras, não há vantagens significativas em usar o núcleo regido por splines se é necessário

varrer todas as partículas para verificar se a distância até a partícula considerada é menor que

2h. Para contornar esse inconveniente, Morris (1996) apresenta um algoritmo de busca de vizi-

nhos, baseado na subdivisão do domínio em células quadradas, de lado 2h. Conhecendo-se, de
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antemão, quais partículas pertencem a cada célula (através de uma lista de ligação), é possível

restringir a pesquisa das partículas vizinhas apenas às células adjacentes (células pintadas na

figura 3). Esse artifício reduz drasticamente o tempo computacional exigido para a construção

das vizinhanças das partículas. Há outras técnicas, como a tabela Verlet (COLAGROSSI, 2004,

Verlet table), que consiste na introdução de um segundo raio, maior que o original apenas por

um valor Δ. Garante-se que, para um dado número de passos de tempo, uma partícula, mesmo

com a máxima velocidade permitida, não ultrapassaria a região ao qual pertence. Dessa forma,

otimiza-se ainda mais a busca por vizinhos, garantindo que durante os números de passo de

tempo estabelecidos, todos os vizinhos da partícula em questão estarão incluídos.

Figura 3 – Subdivisão do domínio computacional para diminuir o número de partículas de

busca na criação da lista de vizinhança. À esquerda, vê-se todo o domínio computacional, en-

quanto à direita vê-se o detalhe da região de interesse.

Fonte: Do próprio autor.

A diferenciabilidade do núcleo de suavização é um fator importante, uma vez que a

aproximação do gradiente de uma função qualquer depende exclusivamente das derivadas da

função de suavização, como mostram as equações 26 e 29. Há um consenso geral de que o

erro no cálculo de derivadas de funções (equação 26) é maior do que a aproximação de funções

(equação 21) (MONAGHAN, 2005). A figura 4 ilustra os núcleos gaussiano e spline cúbico.

4.3 COMPRIMENTO DE SUAVIZAÇÃO

O comprimento de suavização h está intimamente relacionado à resolução numérica

desejada, e é uma denominação particular do SPH para o domínio de suporte (rs). Se o escoa-

mento simulado não apresenta regiões com grande variação de massa específica, o comprimento

h pode-se manter constante. Contudo, para simular choques ou impactos, onde há variação sú-

bita da massa específica localmente, é preciso variar h de acordo, de tal forma que o número de

partículas vizinhas se mantenha próximo de um valor constante.
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Figura 4 – Função de suavização ou núcleo W .

Fonte: Do próprio autor.

Toma-se h como uma proporção do espaçamento da partículas inicial (Δx). Normal-

mente, em problemas bidimensionais, h = 1,2Δx. Para esse valor de h, e considerando o su-

porte compacto do núcleo de raio 2h, espera-se a presença de, em média, 20 partículas vizinhas

(MORRIS, 1996).

Propõe-se, como aproximação inicial, uma expressão que relacione diretamente h com

a variação da massa específica (equação 33). Essa expressão, todavia, necessita estabelecer

previamente a massa específica da partícula i, cujo cálculo depende de hi.

hi = h0

(
ρ0

ρi

) 1
d

(33)

Desse modo, para estabelecer uma expressão para h, deriva-se a equação 33 com relação

a t, injetando a equação da continuidade no termo resultante, obtém-se:

dh
dt

=
1

d
h�∇ ·�u (34)

4.4 EQUAÇÃO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO

A equação da quantidade de movimento:

d�ui

dt
=−

(
�∇p

)
i

ρi
(35)
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implica na representação do gradiente de um escalar na formulação SPH. Aplicando a equação

26, resulta: (
�∇p

)
i
=− 1

ρi
∑

j
m j pi j�∇iWi j (36)

A expressão 36, contudo, não conserva a quantidade de movimento linear e angular

exatamente. Para solucionar esse problema, reescreve-se o gradiente de outra forma, de acordo

com a equação 37:
�∇p
ρ

= �∇
(

p
ρ

)
+

p
ρ2

�∇ρ (37)

A equação resultante para a quantidade de movimento fica:

d�ui

dt
=−∑

j
m j

(
pi + p j

ρi ρ j

)
�∇iWi j (38)

que conserva exatamente a quantidade de movimento linear e angular. No entanto, existem ou-

tras maneiras de reescrever o gradiente que conservam a quantidade de movimento exatamente

(LACHAMP, 2003; MORRIS, 1996).

4.5 DESLOCAMENTO DE PARTÍCULAS

As partículas são deslocadas de acordo com:

d�ri

dt
=�ui (39)

Existem métodos que melhoram a estabilidade da equação 39. Um desses métodos é o

XSPH, que adiciona o seguinte termo à equação 39:

Δ�ui = ε ∑
j

m j
�ui j

ρ̄i j
Wi j (40)

sendo ε uma constante que varia entre 0 e 1 (valor usual: ε = 0,5). Segundo Monaghan e

Kos (1999), essa correção mantém as partículas mais ordenadas, além de prevenir penetração

em casos de escoamentos de alta velocidade. Lachamp (2003) ressalta que o termo corretor

sugerido (equação 40) não introduz dissipação viscosa suplementar, aumentando ligeiramente,

todavia, a dispersão do sistema.

4.6 EQUAÇÃO DA CONTINUIDADE

Devido às características do sistema particulado, pode-se dizer que o balanço de massa

é dispensável no SPH, uma vez que a massa das partículas é constante e, numa determinada

simulação, não há acréscimo nem redução no número de partículas. No entanto, o escoamento

de fluidos como a água, no SPH, é considerado como fracamente compressível. Dessa forma,
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não se garante que a massa específica seja constante, tampouco �∇ ·�u = 0. Ou seja, resolve-se a

equação:
dρ
dt

=−ρ�∇ ·�u (41)

Como já visto (seção 4.1, p. 39), pode-se obter a aproximação desejada aplicando dire-

tamente o conceito do SPH ao divergente (equação 24), que resulta:

ρi = ∑
j

m j Wi j. (42)

A equação 42 conserva exatamente o volume total, uma vez que o número de partícu-

las e massa de cada partícula são constantes ao longo da simulação. Mas, principalmente em

problemas com superfície livre, nota-se um decaimento acentuado na massa específica nas pro-

ximidades da superfície livre, o que resulta em comportamentos indesejáveis nessa região. Para

contornar esses inconvenientes, opta-se por um rearranjo na formulação do divergente (equação

28), que aplicado à equação da continuidade resulta:

dρi

dt
= ρi ∑

j

m j

ρ j
�ui j ·�∇iWi j (43)

Utilizando a equação 43, o problema de queda repentina na massa específica é con-

tornado pois a massa específica pode ser atribuída a cada partícula, fazendo assim com que a

variação dρ/dt dependa da aproximação ou afastamento relativo entre as partículas (termo �ui j

não nulo). Podem ser aplicadas correções e/ou suavizações à massa específica de tempos em

tempos na simulação, para contornar o fato da equação 43 não conservar o volume total.

4.7 CORREÇÕES APLICADAS AO SPH

As imposições ao núcleo de suavização (equações 18 e 19), que devem ser obedecidas

para que o núcleo de suavização assuma as propriedades do delta de Dirac num limite quando

h → 0, podem ser eventualmente violadas. Isto pode acontecer dada uma certa desorganização

no posicionamento das partículas, que somam um número finito distribuídas em um domínio

discreto. Em outras palavras, não é garantido que o número de vizinhos de cada partícula perma-

neça constante, nem tampouco guardem a mesma distância entre partículas. Colagrossi (2004)

mostra as equações que normalmente deveriam, mas não são sempre satisfeitas pelo núcleo de

suavização:

∑
j

m j Wi j/ρ j = 1 ∑
j

m j�∇Wi j/ρ j =�0

∑
j
�r j m j Wi j/ρ j =�ri ∑

j
m j�r j ·�∇Wi j/ρ j = I. (44)

A seguir, são discutidas duas técnicas diferentes para corrigir alguns erros no SPH: A

renormalização e a reinicialização da massa específica.
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4.7.1 Reinicialização da massa específica

A reinicialização da massa específica é uma correção aplicada em intervalos de tempo

pré-definidos (LAIGLE; LACHAMP; NAAIM, 2007) cujo objetivo é amenizar os efeitos nega-

tivos na utilização da equação 43 para a equação da continuidade. A correção envolve aplicar,

para todas as partículas, a equação 42, que conserva totalmente o volume na simulação.

Entretanto, caso o núcleo de suavização Wi j não seja normalizado, ou seja, ∑ j Wi j 	= 1,

a aplicação da correção insere ainda mais erros, causando a degradação do campo de pressões.

Sendo assim, altera-se o núcleo de suavização original, através dos interpoladores de Shepard

ou o MLS (Moving Least Squares).

4.7.1.1 Interpolador de Shepard

O interpolador de Shepard (SHEPARD, 1968) é uma técnica simples, de baixo consumo

de tempo computacional, que permite uma correta interpolação de funções constantes, ou seja,

pode-se dizer que é uma técnica de ordem zero. A correção aplicada ao núcleo de suavização é

dada por:

W IS
i j =

Wi j

∑l ml Wil/ρl
. (45)

4.7.1.2 Interpolador MLS

O interpolador MLS apresenta ordem n, sendo capaz de interpolar exatamente um po-

linômio de mesma ordem. No entanto, por causa do número crescente de operações e tempo

computacional, limita-se a técnica à ordem 1. Para o caso supracitado, o núcleo de suavização

é dado por:

W MLS
i j =

(
ζ (0)i +ζ (1)i(x j − xi)+ζ (2)i(y j − yi)

)
Wi j, (46)

sendo que o vetor ζi é calculado, bidimensionalmente, resolvendo um sistema de equações

lineares, Ai jζi = b, sendo:

Ai j

⎡
⎢⎣

ζ (0)i

ζ (1)i

ζ (2)i

⎤
⎥⎦=

⎡
⎢⎣

1

0

0

⎤
⎥⎦ , (47)

com:

Ai j = ∑
j

⎡
⎢⎣

1 x j − xi y j − yi

x j − xi (x j − xi)
2 (x j − xi)(y j − yi)

y j − yi (x j − xi)(y j − yi) (y j − yi)
2

⎤
⎥⎦Wi j

m j

ρ j
. (48)

É interessante notar que, em casos onde a partícula tem poucos vizinhos, a matriz Ai j

pode ser singular. Como esse fato impossibilita a aplicação do interpolador de forma plena,

faz-se uma verificação da possibilidade de redução da matriz, para uma submatriz que possua

determinante não-nulo. Esta característica de envelopamento de Ai j constitui uma das caracte-

rísticas do interpolador MLS, que baseia-se em uma ordem variável (DILTS, 1999).
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Como a ordem do interpolador escolhida é 1, logicamente que a submatriz resultante

dá origem a um método de ordem zero, que é o interpolador de Shepard (ζ (1)i e ζ (2)i iguais a

zero na equação 46).

4.7.2 Renormalização

Por meio da renormalização, procura-se satisfazer as restrições ao núcleo de suaviza-

ção (equação 18), independente da escolha do comprimento de suavização ou da organização

das partículas. Bonet e Lok (1999) destacam as vantagens das correções, tanto no núcleo de

suavização quanto no gradiente. Sendo assim, uma função qualquer pode ser calculada como:

φi = ∑
j

φ j m j W IS
i j /ρ j. (49)

sendo W IS
i j dado pela equação 45. Essa correção nada mais é do que a aplicação do interpolador

de Shepard.

Quanto ao gradiente, tem-se a equação 50:

�∇φi = ∑
j

φ j m j ∇̃W IS
i j /ρ j. (50)

sendo que o termo ∇̃W IS
i j é obtido corrigindo o gradiente do núcleo de suavização W IS

i j , fazendo:

∇̃W IS
i j = Bi j∇W IS

i j .

O cálculo de ∇W IS
i j é obtido aplicando o gradiente à equação 45, que resulta em:

∇W IS
i j =

(
∇Wi j ∑ j m j Wi j/ρ j

)− (
Wi j ∑ j m j ∇Wi j/ρ j

)
(
∑ j m j Wi j/ρ j

)2
(51)

Finalmente, para determinar ∇̃W IS
i j resta estabelecer Bi j. Essa matriz é obtida impondo

a condição
∫
(x j − xi)Wi jdr j = 0 ao gradiente do núcleo de suavização, que resulta em:

Bi j =

⎡
⎣∑ j

m j
ρ j

∂W IS

∂ r
x j(xi−x j)

ri j
∑ j

m j
ρ j

∂W IS

∂ r
y j(xi−x j)

ri j

∑ j
m j
ρ j

∂W IS

∂ r
x j(yi−y j)

ri j
∑ j

m j
ρ j

∂W IS

∂ r
y j(yi−y j)

ri j

⎤
⎦
−1

(52)

No trabalho de doutoramento em tela, opta-se apenas pela renormalização do gradiente

do kernel. Dentre os motivos principais, destaca-se que a correção mista sugerida por Bonet e

Lok (1999) (equação 50) pode ser substituída pela aproximação:

�∇φi = ∑
j
(φ j −φi)m j ∇Wi j/ρ j, (53)

que ainda campos constantes serão calculados exatamente. Adotando a equação 53, a matriz de

correção Bi j fica:

Bi j =

⎡
⎢⎣ −∑ j

m j
ρ j

∂W IS

∂ r
(xi−x j)

2

ri j
∑ j

m j
ρ j

∂W IS

∂ r
(xi−x j)(y j−yi)

ri j

∑ j
m j
ρ j

∂W IS

∂ r
(yi−y j)(x j−xi)

ri j
−∑ j

m j
ρ j

∂W IS

∂ r
(yi−y j)

2

ri j

⎤
⎥⎦
−1

(54)
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4.8 LEIS DE ESTADO PARA PRESSÃO

A modelagem da pressão é um ponto delicado da técnica SPH aplicada a escoamentos

incompressíveis, devido à falta de controle explícito da massa específica local. Como o SPH

converge bem para escoamentos compressíveis, aproxima-se o caso incompressível por um

escoamento quase-compressível através de uma equação de estado para a pressão. Essa equação

de estado é da forma p = p(ρ) e, além de fechar o sistema de equações do SPH, mantém

sua característica essencialmente explícita. Outras técnicas, como o MPS (e também o ISPH,

ou SPH Incompressível), dispensam a utilização de uma equação de estado pois apostam na

solução implícita da equação da pressão (equação de Poisson, ∇2φ +K = 0, K é uma constante),

gerando naturalmente um cenário de incompressibilidade.

Cabe lembrar que a aproximação para o caso incompressível está intimamente ligada à

escolha da celeridade do som da simulação. Isso porque, em escoamentos com baixo número

de Mach (Ma), as variações de massa específica são proporcionais a Ma2, sendo Ma dado por:

Ma = u/c (55)

Então, restringindo-se as velocidades no fluido para que Ma seja da ordem de O(10−1),

garante-se que as variações de massa específica sejam na ordem de 1%. Normalmente, a ce-

leridade do som utilizada na simulação segue esse procedimento, isso porque a utilização do

valor físico da celeridade do som implicaria em um tempo de processamento muito maior, sem

no entanto qualquer ganho significativo. Em outras palavras, o valor de c na simulação deve

ser suficientemente alto para reduzir as oscilações de ordem numérica (ex: simulação de esco-

amentos ideais) e suficientemente baixo para permitir que o modelo tenha um passo de tempo

razoável. Assim, via de regra, considera-se um valor c bem menor do que o seu valor real. É

comum adotar c = 10V , sendo V a máxima velocidade encontrada na simulação.

Existem diversas propostas para a equação de estado. Uma das formulações mais co-

muns é aquela dada pela equação 56, sendo a relação entre pressão e massa específica dada por:

pi =
c2ρ0

7

[(
ρi

ρ0

)7

−1

]
(56)

Laigle, Lachamp e Naaim (2007) utilizam uma expressão bem simples para a pressão

(equação 57), e segundo os autores resultados satisfatórios foram obtidos da análise de escoa-

mentos não-Newtonianos sobre obstáculos:

pi = p0 + c2(ρi −ρ0) (57)
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4.9 VISCOSIDADE ARTIFICIAL

Observa-se, em problemas de escoamento regidos pela equação de Euler sem qualquer

tipo de viscosidade, oscilações que não correspondem à física, geralmente ocasionadas por uma

difusão numérica de pequena ordem. Assim como em outros métodos, adiciona-se à equação de

quantidade de movimento um termo para anular essas oscilações, correspondendo à conhecida

viscosidade numérica. No SPH, vários termos de correção já foram propostos (LACHAMP,

2003; MORRIS, 1996), mas aquele que é mais largamente utilizado é uma espécie de pressão

viscosa, dada por:

Πi j =

⎧⎨
⎩

−α c̄i j μ̃i j+β μ̃2
i j

ρ̄ , se �ui j ·�ri j < 0

0, se �ui j ·�ri j ≥ 0
(58)

com:

μ̃i j =
h�ui j ·�ri j

ri j2 +0,01h2
(59)

Introduzindo o termo Πi j (equação 58) na equação de quantidade de movimento (equa-

ção 38), resulta:
d�ui

dt
=−∑

j
m j

(
pi + p j

ρi ρ j
+Πi j

)
�∇iWi j (60)

Pode-se perceber pela equação 60 o motivo da denominação de pressão viscosa ou pres-

são artificial para o termo Πi j, uma vez que é inserido diretamente no termo de gradiente de

pressões da equação de quantidade de movimento. Recentemente, Kajtar e Monaghan (2008)

propõem um novo tipo de equação para a viscosidade artificial, que é dada por:

Πi j =−α vsig�ui j ·�j
ρ̄i jri j

(61)

Prova-se que as duas formulações para viscosidade artificial (equações 58 e 61) são idênticas

(pode ser verificado no capítulo 6, seção 6.1.2, p. 72).

Percebe-se, pela maneira como a viscosidade artificial é equacionada, que ela é diferente

de zero apenas quando �ui j ·�ri j ≥ 0. Isso ocorre porque quando o produto escalar em destaque

é negativo, as partículas estão se aproximando. Nesta situação, a viscosidade artificial é posi-

tiva, gerando uma força de repulsão entre as partículas. No caso em que o produto escalar é

positivo, as partículas estão se afastando e a viscosidade artificial é negativa, gerando uma força

de atração entre as partículas. Dessa forma, é comum considerar a viscosidade artificial apenas

quando as partículas aproximam-se umas das outras, anulando seu efeito de atração no caso de

distanciamento.

4.10 CONDIÇÕES DE CONTORNO

Originalmente, o SPH foi concebido para tratar de problemas no domínio astrofísico,

portanto em problemas com condições de fronteira menos restritivas que fronteiras sólidas, por
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exemplo. Além disso, não há a necessidade de estabelecer certas condições de contorno. Por

exemplo, não é necessário estabelecer a condição dinâmica ou cinemática na superfície livre.

Essas condições estão, de certa forma, incorporadas à formulação do método (OGER et al.,

2007).

Entretanto, na grande maioria dos problemas em Engenharia, lida-se com condições

de contorno mais restritivas (impermeabilidade de paredes, condição de aderência, etc). Tais

condições de contorno não são satisfeitas automaticamente pelas equações do método. Dessa

forma, o tratamento das fronteiras recebe atenção especial e seguem basicamente duas vertentes:

a adoção das partículas fantasma (ghost particles) ou fronteiras reativas (boundary forces).

4.10.1 Partículas fantasma

No caso das partículas fantasma, quando uma partícula aproxima-se da fronteira, há o

espelhamento da partícula, criando uma partícula fictícia com a mesma distância normal à pa-

rede. Essa partícula fictícia, ou partícula fantasma, possui as mesmas características da partícula

real, entretanto o sentido da velocidade segue a condição de contorno da parede. Esse artifício

aumenta a vizinhança da partícula próxima à parede, garantindo unicidade do somatório do nú-

cleo de suavização (equação 18). A figura 5 exemplifica como são criadas as partículas fantasma

para simular uma condição de contorno.

Figura 5 – Partículas fantasma, com condição �ugh ·�t =−�ui ·�t, ∀i.

Fonte: Do próprio autor.

De acordo com a condição de impenetrabilidade, a componente normal da velocidade

da partícula fantasma deve ser contrária à da partícula real. Sendo assim:

�ugh ·�n =−�ui ·�n, (62)

para fronteiras que não se movem.
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Já para a componente tangencial da velocidade da partícula fantasma, existem basica-

mente três maneiras diferentes de representação, considerando a fronteira em repouso:

a) �ugh ·�t =−�ui ·�t, ∀i

b) �ugh ·�t = �ui ·�t, ∀i

c) �ugh ·�t = 0, ∀i

Na primeira forma, a componente tangencial da velocidade da partícula fantasma é igual

e oposta à da partícula fluida. Esta seria a melhor tradução da condição de contorno do tipo

aderência (no-slip). Já a segunda forma lança mão da simetria, ou espelhamento das proprieda-

des. Esta condição de contorno representa bem a condição de deslizamento (free-slip) (COLA-

GROSSI, 2004).

Finalmente, a terceira forma de representar a componente tangencial da velocidade das

partículas fantasma é considerá-la com a mesma velocidade da fronteira (velocidade relativa

nula), qualquer que seja i. Embora não existe equivalência matemática para esse conceito, pode-

se considerar que o efeito que essa imposição causa ao escoamento é da aderência.

Rodriguez-Paz e Bonet (2004) abordam a condição de aderência para fluidos Bingha-

mianos, utilizando o SPH, como uma compatibilidade de forças na fronteira, adicionando o

atrito do fundo de acordo com o atrito interno do material escoante. Além disso, os autores

também discorrem a respeito da possibilidade das partículas escaparem do domínio, passando

através de uma fronteira impermeável. Nesta situação, considera-se que há uma condição de

reflexão, de maneira que a partícula é reintroduzida no domínio em uma posição que depende

da elasticidade da fronteira.

Takeda, Miyama e Sekiya (1994) utilizam uma aproximação que mescla a atribuição

de velocidades das partículas fantasma com partículas fixas. Os autores, para estabelecer as

condições de contorno cinemáticas nas fronteiras do escoamento Poiseuille plano criam, de

forma aleatória, partículas fora do domínio fluido, as chamadas partículas imaginárias. Quando

uma partícula real tem uma imaginária como vizinha, a velocidade da imaginária é calculada

com: �ugh = −dB/dA�ui, onde dB é a distância normal da partícula imaginária gh à fronteira e

dA é a distância normal da partícula real i à fronteira. A proposta de Takeda, Miyama e Sekiya

(1994) garante uma interpolação linear da velocidade entre as partículas i e gh de tal forma que,

na fronteira, a velocidade é nula. Morris, Fox e Zhu (1997) utilizam uma equação semelhante,

limitando o valor de �ugh em 1,5�ui.

Recentemente, em um estudo feito por Maciá et al. (2011), os autores verificaram o cál-

culo do laplaciano da velocidade na fronteira em escoamentos newtonianos no SPH. A despeito

dos cálculos incorretos, os autores apontaram que a condição de aderência apresentada por Ta-

keda, Miyama e Sekiya (1994) é a que mais se aproxima do valor esperado, dentre as formas

usuais de representar esta condição de contorno.
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A implementação das partículas fantasma seguiu os preceitos apontados anteriormente,

através de uma matriz de transformação. No capítulo 6 serão feitos vários testes numéricos

utilizando as partículas fantasma.

4.10.2 Fronteiras reativas

No caso de fronteiras reativas, utiliza-se o conceito de atração e repulsão molecular

(MONAGHAN; KOS, 1999). Sendo assim, a fronteira é representada por uma linha de partícu-

las reais que exercem uma força a qualquer partícula que entrar em seu raio de vizinhança.

Em termos de equacionamento, as fronteiras reativas são tratadas como proposto por

Peskin (ou, mais precisamente, por Sirovich, já que o autor considera as fronteiras não elásti-

cas, diferentemente de Peskin) (MONAGHAN; KAJTAR, 2009). Segundo estes autores, não

é feita uma analogia matemática das condição de contorno, mas sim adiciona-se um termo à

equação fonte (quantidade de movimento) cujo efeito global seja o mesmo. Em outras palavras,

não é feita uma compatibilidade cinemática correspondente à condição de contorno na fronteira

(�u normal à parede nula), mas sim uma compatibilidade de forças. Sabe-se que com esse arti-

fício, Peskin (2002) vem obtendo sucesso com o Método de Fronteira Imersa na representação

de sistemas cardiovasculares e aplicações na biomecânica em geral. Inserindo o termo repre-

sentativo da força exercida pela parede na equação de quantidade de movimento (60), tem-se:

d�ui

dt
=−∑

j
m j

(
pi + p j

ρi ρ j
+Πi j

)
�∇iWi j +∑

k

(
�fik −mkΠik

�∇iWik

)
(63)

sendo que a soma em j abrange as partículas fluidas enquanto k as partículas de parede.

Ressaltam-se os problemas oriundos do acréscimo de um termo suplementar à equa-

ção de quantidade de movimento, em problemas que exigem a estacionaridade como condição

inicial. Nessas situações, frequentemente faz-se um aquecimento do modelo, através de um

amortecimento artificial, para que as partículas se acomodem e que a posição de equilíbrio seja

naturalmente atingida.

O desenvolvimento das fronteiras reativas acontece, naturalmente, quando o SPH co-

meça a ser aplicado a problemas em superfície livre (MONAGHAN, 1994). Inicialmente, a

força da parede assume a forma:

�fik = K
((

Δx
‖�rik‖

)p1

−
(

r0

‖�rik‖
)p2

)
�rik

‖�rik‖2
(64)

sendo que p1 e p2 devem satisfazer a condição p1 > p2. Para os valores típicos, são reportados

(MONAGHAN, 1994) p1 = 4 e p2 = 2 e K é escolhido conforme o tipo de problema. Para o

caso de ruptura de barragens, toma-se K = gH0.

Posteriormente, Monaghan e Kos (1999) descrevem a força exercida pela parede como

uma composição de duas parcelas, uma vertical (Q) e uma horizontal (P), sendo:

�fik = P(ψik)Q(ξik)�n (65)
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A figura 6 ilustra uma situação com o emprego das fronteiras reativas.

Figura 6 – Croqui esquemático com as distâncias horizontais (ψ) e verticais (ξ ) entre as partí-

culas da fronteira e fluida.

Fonte: Do próprio autor.

Já Monaghan, Kos e Issa (2003) alteram os valores dos componentes Q e P propostos

em Monaghan e Kos (1999), inserindo uma formulação que varia com a distância, semelhante

ao comportamento do núcleo de suavização. Uma nota importante e inovadora das fronteira re-

ativas apresentadas por Monaghan, Kos e Issa (2003) é o tratamento do escoamento nos cantos

da fronteira. Os autores modificam o vetor normal se a partícula fluida está na região entre as

normais das paredes que compõe o canto. O vetor normal, nesse caso, será dado pelo vetor uni-

tário que liga o canto à partícula fluida. Notam-se, pela alteração do vetor normal e a utilização

de uma parcela na composição da força da parede semelhante a um núcleo de suavização, os

preconizadores da formulação de fronteira radial, apresentada em Kajtar e Monaghan (2008).

Finalmente, Kajtar e Monaghan (2008) alteram a forma de como a força de fronteira

é calculada. Inicialmente, os autores mostram, através da transformada de Fourier da força da

fronteira, que esta é proporcional à função do núcleo de suavização. Posteriormente, os autores

mostram que a força tangencial tradicionalmente inserida nos modelos têm baixa intensidade

se comparada com a força radial. Sendo assim, Kajtar e Monaghan (2008) desprezam os termos

tangenciais da força de fronteira (P na equação 65) e chegam a:

�fik =
0,01

βm
c2

i�rik W (rik/h) (66)

4.11 INSTABILIDADES NO SPH

De modo geral, podem surgir algumas instabilidades no SPH, um delas sendo caracte-

rizada por um aglutinamento de partículas que não tem correspondência com nenhum aspecto

físico. Esse aglutinamento acontece devido a pressões negativas, induzidas pela equação de es-

tado, por isso é conhecida como instabilidade de tensão (tensile instability). Um dos primeiros
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trabalhos que identificaram a instabilidade de tensão foi Swegle, Hicks e Attaway (1995), atra-

vés de uma análise para definir os critérios de estabilidade do SPH. Os autores utilizaram como

referências o estado de tensão no escoamento e a derivada segunda do núcleo de suavização.

Apesar de apontar as fontes da instabilidade, que são basicamente o aparecimento de pressões

negativas, os autores não propõe um método para a sua correção, além de recomendar cuidados

adicionais na escolha do núcleo de suavização. Seguiram-se posteriormente estudos a respeito

da estabilidade do SPH, tal como Morris (1996).

Mais tarde, Monaghan (2000) propõe que a instabilidade de tensão pode ser eliminada

a partir da inserção de uma tensão artificial. A ideia é garantir que o aglutinamento seja evitado,

a partir de um termo adicional de repulsão entre partículas. Esse termo seria então somado

ao balanço de quantidade de movimento (equação 60), e representa a repulsão física entre os

átomos em um sólido real. No caso de escoamentos de fluidos, essa tensão artificial se reduz a

uma pressão artificial, dada por:

Ri j =

(
e1

|pi|
ρi ρ j

+ e2
|p j|
ρi ρ j

)(
W (ri j)

W (Δx)

)4

, (67)

sendo e1 = 0,01 caso pi > 0, caso contrário e1 = 0,2. Da mesma forma, e2 = 0,01 caso p j > 0,

caso contrário e2 = 0,2.

A equação de quantidade de movimento fica então, sem considerar as condições de

fronteira e as forças de corpo:

d�ui

dt
=−∑

j
m j

(
pi + p j

ρi ρ j
+Πi j +Ri j

)
�∇iWi j (68)

4.12 EVOLUÇÃO TEMPORAL

Considerando, inicialmente, que o sistema de equações do SPH pode ser escrito na

forma:

d�r
dt

= �u (69)

d�u
dt

= �F (70)

dρ
dt

= D (71)

e no caso de considerar a variação do comprimento de suavização h:

dh
dt

= H . (72)

Para solucionar esse sistema de equações explícitas, pode ser aplicado qualquer mé-

todo de integração de equações diferenciais de primeira ordem, como o Leap-Frog ou Preditor-

Corretor, desde que a máxima ordem do erro do método seja O(Δh2), sendo Δh o incremento
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do método. A limitação com relação à ordem do erro se dá, principalmente, pelo erro intrínseco

do SPH. Sabe-se, por expansão em séries de Taylor, que o SPH possui um erro da ordem de

O(h2), portanto não há razão para utilizar métodos de integração de ordem superior a O(Δh2).

Monaghan (2005) cita que as propriedades conservativas do método de integração são

mais atrativas do que uma elevada ordem de precisão. Para apoiar essa assertiva, Monaghan

(2005) fez uma simulação utilizando dois métodos de integração: o Runge-Kutta de 4a ordem

e um integrador do tipo Verlet. Embora seja de segunda ordem, os resultados obtidos com o

integrador Verlet são melhores que aqueles obtidos com o esquema Runge-Kutta. A justifica-

tiva reside no fato de que o integrador Verlet conserva a quantidade de movimento angular

e é reversível. Faz-se importante ressaltar, entretanto, que há certa relação entre as condições

de contorno e os métodos de integração. Nas simulações feitas por Monaghan (2005), foram

utilizadas as condições de contorno do tipo fronteira reativa.

Ilustram-se, brevemente, os passos de alguns dos métodos de integração utilizados

4.12.1 Preditor-Corretor

O método Preditor-Corretor, ou Euler Melhorado, pode ser sintetizado nos seguintes

passos:

a) Calcular�u, �F e D no instante atual (t);

b) Calcular�u, �F e D no instante intermediário (t +Δt/2);

c) Os valores em t +Δt serão dados pela equação do método:

�r t+Δt = �r t +
1

2
Δt [�ut +�ut+Δt/2] (73)

�u t+Δt = �u t +
1

2
Δt [ �F t + �F t+Δt/2] (74)

ρ t+Δt = ρ t +
1

2
Δt [D t +D t+Δt/2] (75)

4.12.2 Método Verlet

O método de integração simplético Verlet utiliza-se das características conservativas do

integrador simplético (KAJTAR; MONAGHAN, 2008). Este método pode ser resumido nos

seguintes passos:

a) Calcular �F t e D t (t é o instante atual);

b) Calcular �r t+Δt/2 e ρ t+Δt/2 no instante intermediário, fazendo:

�r t+Δt/2 = �r t +
1

2
Δt�u t , (76)

ρ t+Δt/2 = ρ t +
1

2
ΔtD t ; (77)
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c) Com as coordenadas no tempo intermediário definidas, pode-se proceder o cálculo de

�F t+Δt/2;

d) A última etapa consiste em determinar �u t+Δt e �r t+Δt , fazendo:

�u t+Δt = �u t +Δt �F t+Δt/2, (78)

�r t+Δt = �r t+Δt/2 +
1

2
Δt�u t+Δt ; (79)

e) Com �u t+Δt e �r t+Δt , calcula-se D t+Δt ;

f) Finalmente, determina-se ρ t+Δ fazendo:

ρ t+Δ = ρ t+Δt/2 +
1

2
ΔtD t+Δt . (80)

4.12.3 Runge-Kutta

O método de Runge-Kutta de segunda ordem é empregado em algumas simulações, ao

longo deste trabalho. O método pode ser descrito como:

a) Calcular �F t e D t no instante atual;

b) Calcular�rt+Δt/2,�ut+Δt/2 e ρ t+Δt/2 no instante intermediário;

�r t+Δt/2 = �r t +
1

2
Δt�ut , (81)

�u t+Δt/2 = �u t +
1

2
Δt �F t , (82)

ρ t+Δt/2 = ρ t +
1

2
Δt D t ; (83)

c) Com os valores intermediários, calcular �F t+Δt/2 e D t+Δt/2:

d) Finalmente, calcular as grandezas no tempo final:

�r t+Δt = �r t +
1

2
Δt�ut+Δt/2, (84)

�u t+Δt = �u t +
1

2
Δt �F t+Δt/2, (85)

ρ t+Δt = ρ t +
1

2
Δt D t+Δt/2; (86)

As equações de evolução temporal valem para todas as partículas fluidas. Para casos

especiais, por exemplo, na presença de um sólido com movimento livre, devem ser observadas

restrições adicionais, que serão tratadas oportunamente (seção 7.2.3, p. 95). As condições de

estabilidade numérica também variam de problema para problema.
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4.13 COMPARAÇÃO ENTRE MÉTODOS NUMÉRICOS: SPH e MPS

É interessante notar que, embora seja um método que reproduza bem a incompressibi-

lidade do escoamento, a função núcleo do MPS não possui derivada primeira contínua, o que

resulta em maior oscilação para um mesmo número de partículas em comparação com o SPH

(MONAGHAN; KOS; ISSA, 2003).

Há, também, uma variante do SPH que descarta a necessidade de uma equação de estado

para a pressão, assim como no MPS. Shao (2006) usa essa variante do SPH para analisar a

quebra da onda e galgamento em barragens, incluindo efeitos turbulentos em sua modelagem.

Diante do exposto, decidiu-se utilizar o SPH como método numérico neste trabalho.
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5 ESCOAMENTO DE FLUIDOS IDEAIS

De modo a validar o código apresentado na Parte I, apresentam-se testes clássicos da

literatura para geração de ondas e escoamentos em superfície livre. Nesta fase, serão avalia-

dos os casos de ruptura de barragens (dam break), a geração de ondas por meio de batedor

(wavemaker) e o esvaziamento de um reservatório, através de um orifício. Nos problemas ali-

nhavados, observa-se principalmente o comportamento do código no que tange à representação

de escoamentos ideais bidimensionais.

5.1 RUPTURA DE BARRAGENS

O problema típico de ruptura de barragem ou barreira é caracterizado por uma porção

de líquido retido por uma comporta, que subitamente é removida. A massa liquida avança, en-

tão, como uma onda, com velocidade da frente definida. Tal categoria de fenômeno apresenta

grande interesse do ponto de vista de Engenharia, e devido à facilidade de implementação, é

comumente usado como um caso teste para verificação de códigos numéricos em desenvolvi-

mento. A figura 7 ilustra um ensaio experimental do problema em questão.

Figura 7 – À esquerda, um croqui esquemático de uma ruptura de barragens, enquanto que à

direita, observa-se o líquido retido, em ensaio experimental.

Fonte: Do próprio autor. Fonte: Minussi (2007).

Utilizam-se, neste primeiro teste, os resultados obtidos por Martin e Moyce (1952). Os

autores usaram um canal de pequenas dimensões, 5,72×5,72×12,7 cm, de modo que a altura

e a largura do fluido retido pudessem ser alteradas, de modo a possibilitar a obtenção de diversas

relações geométricas.
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5.1.1 Descrição do modelo numérico

Representam-se as variáveis do problema de ruptura de barragens através da altura do

material retido, tal como ilustrado na figura 7. O material retido é modelado como um fluido

ideal, com massa específica ρ = 1000 kg/m3. A lâmina d’água varia nos ensaios em dois valo-

res: 2,86 e 5,72 cm. Os efeitos da viscosidade artificial estão presentes, com α = 0,3 e β = 0.

O núcleo de suavização usado é o spline cúbico 2D, cujo comprimento de suavização

vale h = 1,2Δx, sendo que Δx variou entre 1,25 e 2,5 mm, com o propósito de manter a resolu-

ção constante (ou seja, o número de partículas distribuídas na vertical). A celeridade do som da

simulação vale c = 23 m/s.

As condições de contorno são representadas pelas fronteiras reativas, sendo que a força

na parede é dada pelo produto de um termo horizontal (P) e outro vertical (Q, apresentados na

equação 65), são dados por:

P(ψ) =

{
1− ψ

Δp , se 0 < ψ < Δp

0, se 0 ≥ ψ ≥ Δp
(87)

Q(ξ ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
3 K, se 0 < ξ/h < 2/3

K
(

2
ξ
h − 3

2

(
ξ
h

)2
)
, se 2/3 < ξ/h < 1

1
2 K (2−ξ/h)2, se 1 < ξ/h < 2

0, se ξ ≥ 2

(88)

sendo K = 0,02c2/ξ . Como condição inicial, foi imposto o gradiente de pressão teórico para

todas as partículas fluidas. Usa-se a correção XSPH para deslocamento das partículas, com

ε = 0,5, e a clássica equação de estado para a pressão (equação 56).

O passo de tempo Δt obedece às restrições impostas pela condição CFL (Courant-

Friedrichs-Lewy) e é o menor valor entre Δt1 e Δt2, sendo Δt1 = hi/(c+ 0,6α) calculado para

todas as partículas fluidas e Δt2 = y/(0,1c), calculado para todas as partículas interagindo com

a fronteira. O integrador numérico utilizado foi do tipo Preditor-Corretor (apresentado na seção

4.12.1).

5.1.2 Resultados

De modo a facilitar na organização, os resultados são agrupados e apresentados com

mesma relação H0/L0. Sendo assim, para o caso de H0/L0 = 1, foram escolhidas duas configu-

rações: uma com H0 = 2,86 cm e outra com H0 = 5,72 cm. No caso de H0 = 2,86 cm, tem-se

a respectiva simulação SPH, contando com quase 1500 partículas para representação do fluido

escoante e fronteiras do problema. A figura 8a mostra a comparação dos resultados obtidos com

os resultados experimentais de Martin e Moyce (1952). Já na figura 8b, faz-se a mesma compa-

ração, mas para o segundo caso, com H0 = 5,72 cm, contando com uma simulação com pouco

mais de 1500 partículas.
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Figura 8 – Comparação numérico-experimental, para uma relação H0/L0 = 1 com (a) H0 =
2,86 cm e (b) H0 = 5,72 cm.

Fonte: Do próprio autor.

Para o caso H0/L0 = 2, foram também ensaiados para duas composições geométricas:

H0 = 5,72 cm e H0 = 2,86 cm. No primeiro caso, foram geradas partículas com espaçamento

médio de 1,25 mm, o que resultou em aproximadamente de 2800 partículas. Mantendo o mesmo

Δx, para a segunda altura de material retido, obteve-se pouco mais de 1400 partículas. Os resul-

tados, com a respectiva simulação numérica, são mostrados nas figuras 9a e 9b.

Figura 9 – Comparação numérico-experimental, para uma relação H0/L0 = 2 com (a) H0 =
5,72 cm e (b) H0 = 2,86 cm.

Fonte: Do próprio autor.

Nas figuras 8 e 9, os resultados numéricos foram normalizados, sendo Z = z/L0 o al-

cance adimensional da frente, e T = t
√

H0 g/L2
0 o tempo adimensional. Tanto nos dados ex-

perimentais quanto nos numéricos, há um ajuste no zero, mediante a incapacidade do aparato

experimental na determinação precisa do tempo inicial do ensaio. Em termos práticos, esse

procedimento apenas translada a envoltória obtida para o alcance da frente.
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É possível notar em algumas figuras uma repentina mudança de declividade na ten-

dência dos resultados experimentais. Esse fato pode ser explicado pela influência dos aspectos

viscosos do escoamento, uma vez que as dimensões características do ensaio e notadamente da

frente da ruptura são relativamente pequenas. No entanto, a análise de fluido ideal restringe-se

à etapa inercial da ruptura, evidenciada nos primeiros momentos do fenômeno. Nesta região,

principalmente nos casos em que a frente de ruptura possui menor razão H0/L0 (figuras 8a e 8b),

há concordância entre resultados experimentais e numéricos. Essas verificações comprovam a

validade do modelo para ruptura de barragem em fluido ideal.

5.2 GERAÇÃO, PROPAGAÇÃO E QUEBRA DE ONDAS

É sabido que o padrão de ondas incidente em áreas costeiras é de fundamental impor-

tância, não só pela determinação de zonas com baixa influência das ondas, mas também para o

dimensionamento de obras de contenção e proteção.

A dinâmica das ondas em áreas costeiras, objeto de estudo da Hidráulica Marítima,

está assentada, de modo geral, na existência de um potencial de velocidades donde derivam as

propriedades cinemáticas do escoamento. Uma aproximação analítica apresenta dificuldades,

uma vez que as equações que regem o problema da onda, com diminuição da profundidade,

têm forte característica não-linear. Nesse contexto, avaliar ainda a dinâmica da quebra da onda,

torna o problema ainda mais complexo. Modelos numéricos tradicionais aplicados ao problema

em foco apresentam dificuldades, mesmo em se tratando de modelos munidos de malhas adap-

tativas.

Sendo assim, pretende-se discutir as seguintes fases: geração, propagação e quebra das

ondas.

5.2.1 Fase de geração

A geração das ondas, na natureza, ocorre em alto mar, em regiões distantes e que sofrem

a ação constante dos ventos. Em ensaios laboratoriais, é praticamente impossível reproduzir o

mesmo cenário natural, portanto recorre-se a geradores ou batedores de onda. Tais equipamen-

tos são instalados na extremidade de um canal, que gera ondas a partir de seus movimentos, cuja

frequência e amplitude dependem do tipo de onda desejada. Existem basicamente três tipos de

geradores de onda: os do tipo pistão, os flaps e os de cunha. Na outra extremidade do canal, nor-

malmente é instalada uma praia amortecedora, com declividade de 30◦, que é responsável pela

minimização dos efeitos da onda refletiva. De plano, pode-se observar um esquema do ensaio

de geração de ondas através da figura 10.

Serão feitas comparações, inicialmente, entre as características da onda gerada nume-

ricamente com resultados teóricos, advindos da teoria de onda de pequena amplitude. Em se-

gundo lugar, a onda gerada será confrontada com os resultados da teoria dos geradores de onda
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Figura 10 – Disposição geral para geração de ondas: (a) croqui esquemático e (b) domínio

discretizado.

Fonte: Do próprio autor.

(DEAN; DALRYMPLE, 1991).

5.2.1.1 Teoria de pequena amplitude

Sabe-se que a relação teórica entre a frequência do gerador com o comprimento de onda

é dada por:

w2 = gk0 tanh(k0 d) (89)

Sendo assim, foram simuladas cinco frequências diferentes do gerador, sendo que o

comprimento de onda numérico foi medido a partir das imagens geradas na etapa de pós-

processamento. A lâmina d’água foi mantida constante, sendo d = 0,15 m e a massa específica

do fluido ρ = 1000 kg/m3.

5.2.1.2 Modelo numérico

A simulação da geração da onda considera o escoamento do fluido como ideal, assim

como a teoria de pequena amplitude. Mesmo nesses casos, é necessária a presença da visco-

sidade artificial, com α = 0,01 e β = 0. A celeridade do som da simulação foi adotada como

c = 10 m/s.

O núcleo de suavização usado é o spline cúbico 2D, com comprimento de suavização

vale h = 1,2Δx, sendo Δx = 1 cm. Nessas condições, foram geradas quase 6 mil partículas,

distribuídas entre partículas fluidas e de fronteira, em uma grade quadrada de lado Δx, em um

canal de dimensões reduzidas. As condições de contorno são as fronteiras reativas, sendo a

força da parede dada por Monaghan, Kos e Issa (2003). A condição inicial é o perfil de pressão

teórico, com as partículas em repouso (�u =�0). A correção XSPH, com ε = 0,5, e a equação de

estado para a pressão (equação 56), são usadas.

As partículas, quando dispostas no canal para simulação, podem apresentar uma pe-

quena perturbação, devido à não estacionaridade das partículas, fruto da formulação de fronteira

utilizada. Por esse motivo, uma simulação teste foi empreendida, apenas para avaliar essa osci-
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lação, sem a influência do gerador de ondas. No entanto, foi observada perturbação na ordem

O(10−3) na posição central do canal.

5.2.1.3 Resultados

A figura 11 mostra a comparação entre os resultados obtidos. Optou-se por um canal de

dimensões reduzidas (4 m de comprimento), com registro da elevação da superfície livre obtido

na posição central. Desta forma, limita-se a frequência do gerador de ondas de tal forma que o

máximo comprimento de onda gerado seja menor que a metade da dimensão do canal.

Figura 11 – Comparação teórico-numérica da frequência da onda gerada pelo batedor.

Fonte: Do próprio autor.

Justificam-se os erros na comparação teórico-numérica tendo como base a profundidade

relativa (d/L) e declividade (H/L) das ondas geradas. O valor de d/L está próximo do limite

entre águas intermediárias e águas rasas. Sabe-se que a teoria de pequena amplitude, base para

obtenção da equação 89, representa bem as ondas em regime de águas profundas, não repetindo

o mesmo grau de sucesso para ondas em regime de águas rasas.

Além disso, os valores de declividade figuram entre 1,5 e 8%, considerados altos para

comparação com a teoria linear. Todavia, a configuração necessária para simular um caso perto

do ideal seria desvantajoso do ponto de vista numérico, pois demandaria uma quantidade maior

de partículas (aumento considerável da lâmina normal). Normalmente, considerando apenas

uma máquina (processamento não paralelizado), limita-se a simulação em 20 mil partículas.

Cabe ainda lembrar que, em problemas com condição de contorno periódica, pode apa-

recer a instabilidade de tensão (tensile instability). Evitando a instabilidade mencionada, simu-
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lações numéricas foram realizadas e comparadas com a proposta teórica de Dean e Dalrymple

(1991) (equação 90).

Mesmo com os inconvenientes citados, a configuração apresentada foi escolhida prin-

cipalmente pelo tempo de processamento e número de partículas que uma simulação em águas

profundas necessitaria. Consideram-se os resultados satisfatórios, dentro do erro esperado em

projetos de Engenharia que, a exceção de uma frequência com erro relativo de 10,44%, todos

os erros obtidos foram menores que 10%.

5.2.1.4 Teoria do gerador de onda

A relação teórica entre altura de onda e deslocamento do gerador (H/S) do tipo pistão,

de acordo com o equacionamento apresentado em Dean e Dalrymple (1991), é:

H
S
=

2(cosh(2k0 d)−1)

sinh(2k0 d)+2k0 d
(90)

Realiza-se uma simulação numérica do código SPH para verificar a equação 90. A con-

figuração é a mesma apresentada no caso de geração de ondas, com a exceção da lâmina d’água,

que vale d = 0,3 m e do Δx = 2,01 cm. Com isso, foram dispostas quase 16 mil partículas num

canal de 15 m de comprimento.

A figura 12 mostra o resultado da comparação teórico-numérica. Vale observar que o

número de onda da simulação foi obtido através da imagem (medição direta da distância entre

duas cristas sucessivas).

Para o ponto próximo a (H/S;k0 d) = (1;1) na figura 12, mudou-se a profundidade nor-

mal para 1,5 m e diminuindo a resolução, mantendo o número de partículas e demais parâmetros

praticamente iguais. Nota-se que a penalização na resolução influencia diretamente o desempe-

nho dos resultados numéricos, e que por causa dessa limitação, não foi possível a obtenção de

mais pontos em outras regiões do gráfico.

No entanto, para a região em que a resolução é adequada, os resultados são próximos da

proposição teórica propostos por Dean e Dalrymple (1991) e dentro da margem de erro esperada

em projetos de Engenharia.

5.2.2 Propagação de ondas

Para verificar a propagação de ondas no SPH, que aparentemente é uma tarefa trivial,

bastaria constatar que as ondas geradas na seção anterior mantivessem as mesmas características

ao longo de todo o comprimento do canal. Entretanto, foi observado a partir de várias simula-

ções que a altura das ondas diminui à medida que se propagam. Tal fato comprova que existe

algum aspecto dissipativo no modelo e contraria os fundamentos teóricos. Ou seja, a dissipação

observada só pode ter origem numérica.
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Figura 12 – Comparação teórico-numérica da altura H/S da onda gerada pelo batedor.

Fonte: Do próprio autor.

Uma das razões possíveis que explica tal comportamento é o próprio equacionamento

do SPH, que garante que o modelo é conservativo apenas na ausência de forças externas. Como

a força motriz do fenômeno em questão é a ação restauradora da gravidade (força externa de

corpo), não se pode mais dizer, com certeza, que o modelo é conservativo. Sabe-se que, com o

aumento do número de partículas, os efeitos de dissipação na altura da onda são minimizados,

mas não são eliminados. Esta comprovação leva a crer que a dissipação é inversamente pro-

porcional ao número de partículas. Talvez pelas dificuldades apontadas na propagação da onda

no SPH, tenha havido um crescente interesse, recentemente, em modelos de acoplamento entre

o SPH e modelos de propagação de ondas, como o FUNWAVE (NARAYANASWAMY et al.,

2010). Desse modo, restringe-se o SPH a fase de quebra e interação com fronteiras sólidas, que

por si só caracterizam-se como fenômenos complexos, onde pequenas dissipações podem ser

desprezadas.

5.2.3 Quebra de ondas

A quebra da onda é um fenômeno que ocorre quando a velocidade da partícula na crista

é maior que a celeridade da onda. Existem também critérios de quebra com relação ao ângulo

de abertura da onda na crista. Para problemas de águas restritas, pode-se caracterizar a quebra

da onda como uma resposta do escoamento à mudança de topografia do fundo, ou seja, ligada a

diminuição de profundidade.

Por ser um fenômeno complexo, não existe uma aproximação analítica da quebra da
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onda. Há, no entanto, critérios indicativos de que acontecerá a quebra, baseados nas carac-

terísticas da onda e na profundidade normal. Sendo assim, aplica-se o método SPH a uma

configuração de problema em que aconteça a quebra da onda.

O gerador de ondas, na simulação numérica, obedece uma lei tipo 0,25 sin(5,5 t +Φ).

Nessa configuração, o comprimento (L) e a altura (H) da onda gerada são de, respectivamente,

1,9 e 0,38 m. Ambos os resultados estão em consonância com aqueles observados na simula-

ção.

Novamente, utiliza-se a viscosidade artificial (α = 0,01 e β = 0). O núcleo de suaviza-

ção é do tipo spline cúbico 2D, com h/Δx = 1,2. O número de partículas é pouco maior que

4 mil e o tempo de processamento (programa principal) é da ordem de 15 minutos. Percebe-se

que a onda gerada na situação simulada quebrará, considerando o critério de Mei (1989). A

figura 13 ilustra a superfície livre quando da quebra da onda.

Figura 13 – Posição da superfície livre, para o tempo t = 3,91 s, com w = 5,5 Hz, S = 0,25 m,

declividade da praia de 10% e a profundidade normal de 0,5 m

Fonte: Do próprio autor.

Os resultados para a quebra da onda, assunto bastante estudado em Engenharia Oceâ-

nica, mostram que a forma da onda pode ser reproduzida através do SPH. Esse problema, do

ponto de vista numérico, é de difícil tratamento, se aplicados os métodos tradicionais de rastre-

amento da fronteira em VOF, por exemplo.

5.3 ESVAZIAMENTO DE UM RESERVATÓRIO

O problema de estimar o tempo necessário para o esvaziamento de um reservatório

resulta de um simples balanço de massa, onde a variação de massa no volume de controle deve

ser igual ao fluxo de massa que sai através de um orifício. A solução teórica pode ser expressa,

para um reservatório de área constante, em termos da equação 91:

tt0+Δt − tt0 = 2
Ar

Cd Ao
√

2g

√
Ht0

y −Ht0+Δt
y (91)
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O modelo numérico segue as mesmas características apresentadas, com aproximada-

mente 13 mil partículas e c = 35 m/s. As dimensões do reservatório e orifício simulados, assim

como a disposição geral das partículas para simulação em SPH podem ser vistas na figura 14.

Figura 14 – À esquerda, são apresentadas as características geométricas do reservatório e ori-

fício simulados. À direita, percebe-se a disposição inicial das partículas para um nível de apro-

ximadamente 1,2 m no reservatório.

Fonte: Do próprio autor.

Para aplicação da equação 91 resta a definição do coeficiente de descarga. Foi obtido

um coeficiente de contração de 0,4 (relação entre a área do jato e área do orifício), com auxílio

das imagens geradas na simulação. Já o coeficiente de velocidade foi estimado em 0,77, que

resultou em um coeficiente de descarga próximo de 0,3.

A comparação da diminuição do nível no reservatório numérica com os resultados teó-

ricos é mostrada na figura 15.

A diferença inicial observada no resultado numérico apresentado na figura 15 deve-se à

maneira como a fronteira é modelada. Como foi usada a condição de contorno do tipo fronteira

reativa, que responde à aproximação de uma partícula com uma força inversamente proporci-

onal à distância normal, sabe-se que a posição inicial em que as partículas estão dispostas não

corresponde à posição de equilíbrio. Em outras palavras, existe uma distância ótima para haver

o equilíbrio do sistema, e essa distância ótima depende da profundidade local e da distribuição

inicial das partículas.
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Figura 15 – Comparação teórico-numérica da variação do nível do reservatório.

Fonte: Do próprio autor.

Algumas imagens em tempos diferentes são dispostas na figura 16, de modo que podem

ser observados tanto a formação do jato livre quanto o escoamento à jusante.

Pode-se perceber que os resultados do SPH são compatíveis com a aproximação teórica,

além de fornecer indícios do escoamento caótico à jusante do orifício.
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Figura 16 – Evolução temporal no problema de esvaziamento de um reservatório. As diferentes

figuras (da esquerda para a direita, de cima para baixo), correspondem aos tempos 0,53, 1,38,

2,63 e 3,61 s de simulação.

Fonte: Do próprio autor.
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6 ESCOAMENTO DE FLUIDOS REAIS

Sem dúvida, a modelagem de escoamentos de fluidos ideais é mais simples, em relação

aos escoamentos de fluidos reais, sejam eles newtonianos ou não newtonianos. Entretanto, esco-

amentos de fluidos newtonianos aparecem com certa frequência na natureza, e apresentam um

desafio a sua solução, uma vez que são regidos pela equação de Navier-Stokes. Para problemas

com condições de contorno simples, existem soluções analíticas, o que não é o caso de proble-

mas mais complexos, no qual se enquadram a grande maioria dos problemas da Engenharia.

Como exemplo, vários conceitos simples da Hidráulica fundamental tem ligação direta com a

viscosidade do escoamento. Da distribuição de velocidades no interior de um conduto à relação

entre a perda de carga e a velocidade, todos passam por considerar, de antemão, os aspectos

viscosos do fluido escoante. Além disso, problemas como deslizamentos de terra, debris flows,

escoamentos de efluentes, também são exemplos de problemas que levam em conta uma lei

reológica não newtoniana, que é bem diferente da ideal, invíscida. Os fatos citados reforçam a

necessidade da modelagem de escoamentos de fluidos reais.

Aliado aos fatos comentados, salienta-se também a crescente utilização de modelos nu-

méricos, seja como uma ferramenta de auxílio em projetos, seja na previsão ou comportamento

geral do escoamento. Nesse contexto, os métodos sem malha (MSM) aparecem como opção

recente e interessante, tendo em vista suas vantagens em relação aos métodos tradicionais, que

necessitam de uma malha para discretização do domínio. Uma dessas vantagens é a capacidade

de lidar com descontinuidades, que podem aparecer em problemas de superfície livre.

Sendo assim, utiliza-se o código SPH para realização de testes numéricos em proble-

mas clássicos de escoamentos de fluidos reais. Em uma primeira etapa, são abordados os esco-

amentos de fluidos newtonianos aplicados aos problemas do Poiseuille plano, Poiseuille com

superfície livre e o escoamento de Couette. Avaliam-se tanto a solução permanente quanto a

transiente, de modo a atestar a capacidade do modelo empregado.

Em um segundo momento, aborda-se a reologia não newtoniana, elucidando o equaci-

onamento, as condições de contorno e condições iniciais para o problema tipo Poiseuille com

superfície livre e Poiseuille plano.

6.1 ESCOAMENTO DE FLUIDOS NEWTONIANOS

Nesta primeira etapa, apresentam-se os problemas relacionados ao equacionamento do

laplaciano segundo a filosofia SPH (seção 6.3.2), as aproximações para o tratamento do termo

viscoso (seções 6.1.2 e 6.1.3), os inconvenientes oriundos da formulação do termo viscoso

empregada (seção 6.1.4) e finalmente os estudos de caso (seção 6.2).
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6.1.1 Incorporação do tensor de tensões

O equacionamento do termo viscoso da equação de Navier-Stokes, no SPH, apresenta

particularidades e modos diferentes de discretização. Primeiramente, não convém aplicar a ex-

pressão
d2φ
dx2 = d

dx

(
dφ
dx

)
diretamente à filosofia SPH. Neste caso, a discretização seria dada por:

(
d2φ
dr2

)
i
= ∑

j
m jφ j

d2Wi j

dr2
i
. (92)

Como nota-se pela equação 92, a derivada segunda da função qualquer φ está intima-

mente ligada à derivada segunda do núcleo de suavização utilizado. Sendo assim, é natural que

o fenômeno físico deva ser compatível com as propriedades matemáticas do núcleo de suaviza-

ção escolhido. Não é o caso, em decorrência de uma mudança de sinal na derivada segunda de

todos os núcleos de suavização com s.

De modo a exemplificar o que a mudança de sinal da derivada segunda do núcleo de

suavização significa, em termos de simulação, toma-se um exemplo em que a equação 92 esteja

representando a difusão de calor em uma barra. Não faz sentido algum a transferência de calor

da partícula i para j ser função da distância entre elas, e não da temperatura entre as partícu-

las. Além do problema supracitado, a equação 92 não conserva exatamente a quantidade de

movimento.

Em suma, o comportamento das funções em destaque é mostrado na figura 17.

Sendo assim, buscam-se outras maneiras de representar derivadas segundas no SPH.

Algumas tentativas foram feitas, como por exemplo a utilização da própria expressão da visco-

sidade artificial clássica. Mostra-se tal assertiva na sequência.

6.1.2 Viscosidade numérica como viscosidade real

Nesta seção, serão verificadas tanto a equação da viscosidade artificial clássica quanto

uma equação para viscosidade recente (KAJTAR; MONAGHAN, 2008), que inclusive vem

sendo usada como representante da viscosidade real do fluido escoante (CAPONE, 2009).

Pretende-se demostrar que não houve alteração no equacionamento. Sendo assim, a formulação

tradicional para viscosidade artificial é dada por:

Πi j =

⎧⎨
⎩

−α c̄i j μi j+β μ2
i j

ρ̄i j
, se �ui j ·�ri j < 0

0, se �ui j ·�ri j ≥ 0
(93)

com:

μi j =
h̄i j�ui j ·�ri j

‖�ri j‖2 +0,01 h̄2
i j

. (94)
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Figura 17 – Função de suavização, derivada primeira e derivada segunda de W , considerada

como sendo do tipo spline cúbica 2D normalizada neste exemplo. Como dito no texto, percebe-

se uma mudança de sinal na derivada segunda com a distância adimensional s. (Nota: as deri-

vadas são calculadas por métodos numéricos de primeira ordem).

Fonte: Do próprio autor.

A nova equação, pode ser escrita da forma geral (KAJTAR; MONAGHAN, 2008; MO-

NAGHAN; KAJTAR, 2009):

Πi j =−α vsig�ui j ·�j
ρ̄i j‖�ri j‖ (95)

Faz-se, então, a manipulação da equação 93, para chegar em 95. Primeiramente, é im-

portante destacar a importância do parâmetro β (da equação 93). Esse termo foi incluído tendo

em mente problemas astrofísicos, normalmente em situações com alto número de Mach, para

evitar que as partículas nessas simulações penetrassem umas nas outras. Sendo assim, para o

caso particular de problemas de hidráulica, onde o número de Mach é pequeno, não faz sentido

considerar β (pode-se ver esse pormenor em vários trabalhos, por exemplo, MONAGHAN;

KOS, 1999). Portanto, adota-se β = 0 e inserindo esse valor na equação 93 resulta:

Πi j =−α c̄i j

ρ̄i j

(
h̄i j�ui j ·�ri j

‖�ri j‖2 +0,01 h̄2
i j

)
(96)

O termo 0,01 h̄2
i j foi adicionado à formulação original apenas para evitar a indetermina-

ção na divisão por zero. Nesse sentido, é bom lembrar que a equação da viscosidade numérica

foi toda construída, ou seja, não parte de nenhum conceito físico. O que mais se aproxima é a

semelhança da viscosidade numérica SPH de viscosidades numéricas de outros métodos.
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Com base nas elucidações anteriores, pode-se retirar o termo 0,01 h̄2
i j, dando origem a:

Πi j =−α c̄i j h̄i j�ui j ·�ri j

ρ̄i j ‖�ri j‖2
(97)

Se for adotado vsig = (ci + c j)/2, chega-se a:

Πi j =−α vsig h̄i j�ui j ·�ri j

ρ̄i j ‖�ri j‖2
(98)

Finalmente, considerando �j = hi j�ri j/‖�ri j‖ (conceito do vetor permanece o mesmo),

chega-se à equação 95. Ou seja, não houve qualquer tipo de alteração na formulação da vis-

cosidade artificial. Apenas escreve-se a equação 93 de forma mais compacta e já adaptada a

problemas de superfície livre (β = 0).

6.1.3 Demais aproximações

Pode-se citar, ainda no contexto de representação da derivada segunda no SPH, Mor-

ris, Fox e Zhu (1997), que descrevem a derivada segunda combinando uma discretização SPH

com diferenças finitas. A equação da conservação da quantidade de movimento com a parcela

viscosa toma a forma:

d�ui

dt
=−∑

j
m j

(
pi

ρ2
i
+

p j

ρ2
j

)
�∇iWi j +∑

j

m j(μi +μ j)�ui j

ρiρ j

(
1

�ri j

∂Wi j

∂�ri

)
. (99)

Sabe-se que a expressão 99 conserva exatamente a quantidade de movimento linear, mas

a quantidade de movimento angular é apenas conservada de maneira aproximada (ambos os

casos, na ausência de forças externas). Pode-se dizer também que a contribuição ao Laplaciano

é paralela ao vetor de diferença de velocidades entre as partículas (SOUTO-IGLESIAS et al.,

2010).

Morris, Fox e Zhu (1997), utilizando a equação 99, simularam com sucesso os casos

de escoamento de fluido viscoso com baixo número de Reynolds como o Poiseuille plano e o

Couette, assim como o escoamento entorno de um cilindro.

Opta-se, no entanto, por uma aproximação mais completa, adotada por Lachamp (2003).

A formulação adotada tem a vantagem de poder, com uma alteração do tensor de tensões, poder

abranger outras leis reológicas. Segundo Lachamp (2003), a equação de balanço de quantidade

de movimento para uma lei reológica qualquer, é dada por:

∂ux
i

∂ t
= ∑

j
m j

(
σ i

xx +σ j
xx

ρiρ j
+Πi j

)
∂Wi j

∂ rx
+∑

j
m j

(
σ i

xy +σ j
xy

ρiρ j

)
∂Wi j

∂ ry
. (100)

A equação 100 foi implementada para a reologia newtoniana. Ou seja, para definir o

tensor de Cauchy, teve-se que construir, paralelamente, o tensor de deformações para avaliar o

tensor newtoniano ( �T = μ(�D −1/2�∇ ·�u�I)).
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6.1.4 Inconvenientes da formulação adotada

Em um primeiro momento, a utilização da equação 100 apresenta problemas em forma

de oscilações em torno da solução teórica permanente, quando feitas simulações com escoa-

mento de fluido viscoso e que afetam de maneira global a resposta do modelo. Essas oscilações

foram removidas utilizando uma correção no campo de velocidades, similar àquela empregada

à pressão, e são mostradas na seção 6.2. Entretanto, poucos casos na literatura relatam esse tipo

de procedimento. Basa, Quinlan e Lastiwka (2009), por exemplo, apresentam instabilidades

parecidas com aquelas encontradas neste trabalho (figura 18a), entretanto a correção proposta

pelos autores reside no fato de aplicar uma correção no campo de pressões. Maciá et al. (2011)

e Souto-Iglesias et al. (2010) alertam para o fato de que, utilizando a velocidade tangencial con-

trária para representar a condição de aderência, o Laplaciano da velocidade é nulo na parede

(para um modelo unidimensional, como aquele apresentado na equação 99).

Figura 18 – Perfil de velocidade para o Poiseuille plano permanente (à esquerda), para um Re≈
0,01 e resultados de Cueille (2005), para o Poiseuille plano, com Re = 0,01 e sem suavização

do campo de velocidades (à direita).

Fonte: Do próprio autor. Fonte: Cueille (2005, p. 73, fig. 3.2).

O fato do Laplaciano ser nulo independe do perfil de velocidades. Uma provável solução

seria alterar a condição de aderência na parede, para que o valor correto na parede seja obtido

(TAKEDA; MIYAMA; SEKIYA, 1994; MACIÁ et al., 2011). Foi observado, no entanto, que

o comportamento apresentado é inerente à formulação, conforme relatado por Cueille (2005) e

ilustrado na figura 18b. Neste caso, a suavização do campo de velocidades, como realizada, é

recomendada.
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6.2 ESTUDOS DE CASO

6.2.1 Fronteiras periódicas

Neste tipo especial de condição de contorno, as partículas fluidas que abandonam o

domínio são automaticamente reintroduzidas, em uma outra região, de modo que seja possível

alcançar, ao cabo de tempo finito, um regime de escoamento permanente. Além disso, a criação

das partículas fantasma, para este tipo de fronteira, é bem diferente do convencional, e será

explicado a seguir.

Normalmente, em problemas de escoamento onde deseja-se reduzir o domínio compu-

tacional, são necessárias duas fronteiras periódicas (A e B), sendo que as partículas saem por

uma e reentram por outra. Para que o efeito de escoamento seja obtido, as partículas reais que

estão próximas à parede A criam partículas fantasma em B, assim como as partículas reais pró-

ximas a B criam partículas fantasma em A. Em outras palavras, o efeito de espelhamento é

inverso: na fronteira A estão as partículas espelhadas por B e vice-versa. Para que o efeito dese-

jado fosse obtido, os arquivos responsáveis pela criação das partículas fantasma e reintrodução

das partículas no domínio (reflexão) foram alterados segundo as premissas descritas.

De modo a testar a fronteira periódica em uma simulação, propõe-se um problema si-

milar àquele apresentado por Monaghan (2006). Trata-se de um escoamento em um domínio

retangular (1,0×0,6), com condição de contorno periódica tanto nas fronteiras verticais quanto

nas horizontais. O núcleo de suavização usado é o spline cúbico 2D, cujo comprimento de sua-

vização vale h = 1,2Δx. A resolução espacial escolhida foi de Δx = 0,017 m, o que resultou em

um número de partículas pouco maior que 2100. A viscosidade artificial não é utilizada (α = 0

e β = 0).

As condições cinemáticas iniciais contemplam ux = 2π sin(y/0,6) e uy = 0. As partí-

culas são posicionadas nos vértices formados por quadrados, de lado Δx. A massa específica

inicial das partículas ρi = ρ = 1000 kg/m3, o que resulta em pi = 0. O fluido possui uma vis-

cosidade cinemática ν = 10−3m2/s, caracterizando escoamento com número de Reynolds de

600.

É aplicada, a cada 0,01 s, uma correção que visa diminuir a oscilação da pressão, co-

mum em métodos particulados, que é uma interpolação baseada no método MLS. Tal correção

é aplicada à massa específica. Emprega-se, também, a renormalização do gradiente do núcleo

de suavização, como medida adicional de correção.

O passo de tempo Δt é calculado automaticamente a cada iteração, aproveitando da

característica explícita do SPH, e é o menor valor entre Δt1 e Δt2 , sendo Δt1 = 0,5hi/(|�ui|+c) e

Δt2 = 0,25h2
i ρi/μ , calculado para todas as partículas fluidas. O integrador numérico utilizado

foi do tipo Runge-Kutta de 2a ordem, e a celeridade do som da simulação vale c = 23,29 m/s.

A figura 19 mostra a distribuição de velocidade em t = 1,5 s. Dois importantes pontos
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Figura 19 – Comparação entre o perfil de velocidades esperado (linha contínua, teórica) com

o numérico (pontos). Mesmo com a presença da viscosidade, as partículas se mantém organi-

zadas, fato esse ilustrado pelos pontos na figura, que representam uma linha de partículas, que

permanecem com a mesma altura do começo da simulação.

Fonte: Do próprio autor.

podem ser observados a partir da figura 19. O primeiro diz respeito à reprodução da fronteira

periódica, em que o perfil de velocidades se manteve inalterado. Tal comportamento, de uma

maneira similar, foi obtido por Monaghan (2006), com exceção aos pontos onde a derivada

∂ 2ux/∂y2 é grande. Na região apontada, os resultados de Monaghan (2006) apresentam uma

ligeira redução do campo de velocidade.

O segundo aspecto de destaque é a reprodução de um escoamento predominantemente

inercial por um modelo viscoso, mesmo com as dificuldades inerentes quando μ → 0. Ou seja,

obtém-se o comportamento de fluido ideal, para altos números de Reynolds, e a reprodução

integral do perfil de velocidades justifica tal assertiva.

Já na figura 20, são apresentadas tanto a variação de massa específica quanto a posi-

ção das partículas. Nota-se, de antemão, que não há variação substancial na massa específica,

que consequentemente ilustra pouca variação do campo de pressões (uma vez que p = p(ρ)).
Percebe-se também que as partículas permanecem organizadas, que aliado com os comentários

anteriores mostram sucesso na representação da condição de contorno periódica.
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Figura 20 – À esquerda, a variação espacial da massa específica, no tempo t = 1,5 s, mostra

que a condição de incompressibilidade é reproduzida no escoamento. À direita, a posição das

partículas no mesmo instante.

Fonte: Do próprio autor.

6.2.2 Poiseuille com superfície livre

Uma vez avaliadas as condições de contorno do tipo fronteiras periódicas, passam-se

aos testes clássicos de escoamentos de fluidos viscosos, com baixo número de Reynolds. O

primeiro caso teste em questão procura simular o regime permanente de um Poiseuille com

superfície livre, que nada mais é do que um escoamento de fluido viscoso, em canal inclinado.

O regime completamente desenvolvido é atingido quando a força gravitacional for equilibrada

pela resistência ao escoamento (atrito interno viscoso).

Neste caso, a intensidade do perfil de velocidades teórico ux(y) é dada por (MORRIS;

FOX; ZHU, 1997):

ux(y) =
ρgd2 sinθ

μ

(
y
d
− 1

2

( y
d

)2
)
. (101)

A configuração da simulação foi a mesma utilizada para o teste da fronteira periódica.

No entanto, para encontrar uma resolução adequada, foram escolhidas quatro configurações

distintas para a razão entre a altura da lâmina d’água e o espaçamento inicial (d/Δx): 25, 35 40

e 50. Com isso, procurou-se estabelecer uma resolução espacial cuja solução numérica fosse o

mais próximo possível da analítica, com a menor quantidade possível de partículas.

Faz-se também um teste relativo à condição de contorno no fundo do canal. Como

nesse caso a condição é de aderência, utiliza-se tanto a velocidade nula ( �ugh ·�t = 0) quanto a

velocidade igual e oposta ( �ugh ·�t =−�ui ·�t) na atribuição das velocidades das partículas fantasma.

Para retratar o Poiseuille com superfície livre, foram escolhidos os seguintes parâmetros

físicos e geométricos: ρ = 1000 kg/m3, d = 0,6 m, inclinação de 16,45◦ e uma viscosidade

cinemática de 1 m2/s, que resulta em um número de Reynolds de 0,3.
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Em virtude da implementação realizada, não se faz necessário inclinar o domínio com-

putacional, como pode ser visto na figura 21. Ao invés disso, aplica-se o efeito da inclinação a

ação gravitacional, permitindo, dessa forma, manter o domínio na horizontal.

Figura 21 – À esquerda, disposição das partículas nos instantes iniciais e, à direita, o esco-

amento no instante t = 0,29 s. O domínio é retratado apenas em um trecho de 1 m, sendo a

fronteira periódica capaz de reproduzir, na simulação, o regime permanente. A coloração indica

a intensidade do vetor velocidade (azul escuro, u = 0, vermelho, u = umax).

Fonte: Do próprio autor.

Os resultados, ilustrando o comportamento da simulação com a variação do número de

partículas e o efeito da velocidade da partícula fantasma no perfil de velocidades permanente

podem ser vistos na figura 22.

Figura 22 – À esquerda, comparação entre o perfil de velocidade analítico e numérico, com

variação na resolução espacial. À direita, influência do tipo de velocidade atribuída às partículas

fantasma, para condição de contorno de aderência no fundo do canal, com d/Δx = 35.

Fonte: Do próprio autor.

Pode-se notar, através da figura 22, que mesmo para a menor razão d/Δx, o perfil de
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velocidade apresenta um erro relativo na velocidade máxima de pouco mais de 2%. Também

é possível notar que o perfil dado pela condição de contorno �ugh ·�t = 0 apresenta melhores

resultados na parte superior do perfil de velocidades, em relação a condição de contorno �ugh ·�t =
−�ui ·�t. Cabe lembrar que foi escolhido t∞ = 2 s de simulação como o tempo t∞, ou o tempo para

atingir o regime permanente.

Diante dos resultados apresentados, escolhem-se d/Δx = 35 e a condição de contorno

�ugh ·�t = 0 para os próximos estudos de caso. Além disso, pode-se comprovar que o tensor de

tensões implementado reproduz o perfil de velocidades analítico, no caso permanente. A seguir,

aspectos transientes serão testados, com o Poiseuille plano e o escoamento tipo Couette.

6.2.3 Poiseuille plano

O Poiseuille plano é um escoamento que se dá entre placas paralelas, consideradas infi-

nitas, com uma força motriz, que pode ser um gradiente de pressão. Neste problema, utiliza-se

como força motriz uma força de corpo (Fx), paralela às placas. A componente horizontal da

velocidade teórica transiente ux(y, t) desenvolvida em termos de séries é dada por (MORRIS;

FOX; ZHU, 1997):

ux(y, t) =
Fx

2ν
y(H0−y)−

∞

∑
n=0

4FxH2
0

νπ3(2n+1)3
sin

(
ny
H0

(2n+1)

)
exp

(
−(2n+1)2π2ν

H2
0

t
)
. (102)

A disposição inicial das partículas, bem como a evolução da simulação em um instante

são ilustradas na figura 23.

Figura 23 – À esquerda, disposição das partículas nos instantes iniciais e, à direita, o escoa-

mento no instante t = 0,20 s. O domínio é retratado apenas em um trecho de 1 m e a coloração

indica a intensidade do vetor velocidade (azul escuro, u = 0, vermelho, u = umax).

Fonte: Do próprio autor.

Utilizam-se, para realização das simulações do Poiseuille plano, ρ = 1000 kg/m3, H0 =

0,6 m, Fx = 2,78 m/s2 e ν = 1 m2/s, que resulta em um número de Reynolds de 0,075. A
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resolução espacial obedece à razão d/Δx = 35 e a massa específica das partículas vale ρi =

1,02ρ , de modo que a pressão inicial não seja nula, evitando comportamentos indesejáveis

(MONAGHAN, 2006). O método MLS é aplicado, neste caso, a cada 20Δt, com correções

no campo de velocidade. A condição de contorno de impenetrabilidade nas placas superior e

inferior são do tipo partículas fantasma, com �ugh ·�t = 0.

Os perfis de velocidade na parte central do domínio (x = 0,5 m), ao fim de 0,15 s de

simulação (t∞ = 0,15 s), podem ser vistos na figura 24.

Figura 24 – Resultados analíticos e numéricos do perfil de velocidade do Poiseuille plano no

centro do domínio computacional , nos tempos t = 0,01 s (+), 0,02 s (×), 0,05 s (∗), 0,1 s (�) e

∞ (�). Os símbolos indicam os resultados numéricos, enquanto que a linha contínua representa

os resultados analíticos, nos respectivos tempos.

Fonte: Do próprio autor.

Como pode ser observado na figura 24, os resultados numéricos aproximam-se dos ana-

líticos, indicando que o modelo SPH implementado consegue reproduzir o escoamento transi-

ente.

6.2.4 Couette

O problema tipo Couette nada mais é do que o escoamento entre duas placas parale-

las, também consideradas infinitas, sendo que uma das placas possui velocidade não nula. Na

simulação SPH, a placa superior é dotada de velocidade, cuja intensidade Vps é de 0,1 m/s,
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deslocando-se da esquerda para a direita. A componente horizontal da solução teórica transi-

ente ux(y, t) do problema é dada por (MORRIS; FOX; ZHU, 1997):

ux(y, t) =
Vps

H0
y+

∞

∑
n=1

2Vps

nπ
(−1)n sin

(
nπ
H0

y
)

exp

(
−ν

n2π2

H2
0

t
)
. (103)

Para o escoamento do tipo Couette, é feita uma adaptação do simulador do Poiseuille

plano, alterando a condição de contorno na placa superior: �ugh = (Vps;0), e removendo a força

de corpo:�g = (Fx;Fy) = (0;0). A figura 25 mostra a posição e velocidade das partículas em dois

instantes da simulação.

Figura 25 – À esquerda, disposição das partículas nos instantes iniciais e, à direita, o esco-

amento no instante t = 0,10 s. O domínio é retratado apenas em um trecho de 1 m, sendo a

fronteira periódica capaz de reproduzir, na simulação, o regime permanente. A coloração indica

a intensidade do vetor velocidade (azul escuro, u = 0, vermelho, u = umax).

Fonte: Do próprio autor.

A comparação dos resultados analítico e numérico, do aspecto transiente do escoa-

mento, pode ser vista na figura 26.

Os resultados numéricos apresentados na figura 26 corroboram o desempenho do mo-

delo SPH, que reproduz tanto aspectos transientes quanto permanentes de escoamentos de flui-

dos viscosos, com baixo número de Reynolds. Isso só foi possível através da construção do

modelo fundado nas condições de contorno do tipo partículas fantasma e fronteiras periódicas,

que foram previamente tratadas em problemas particulares.

6.2.5 Ruptura de barragem

Rupturas de barragem são problemas que vêm sendo estudados desde o final do século

XIX, com os trabalhos de Ritter, sendo o escoamento de fluido ideal (sem atrito). Posterior-

mente, para levar em conta os aspectos viscosos do fluido escoante, o efeito do atrito de fundo

(proporcional ao coeficiente de Chézy) foi adicionado. O sistema de equações resultante, com
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Figura 26 – Resultados analíticos e numéricos do perfil de velocidade do Couette no centro

do domínio computacional, nos tempos t = 0,01 s (+), 0,02 s (×), 0,03 s (∗), 0,04 s (�) e ∞
(�). Os símbolos indicam os resultados numéricos, enquanto que a linha contínua representa os

resultados analíticos, nos respectivos tempos.

Fonte: Do próprio autor.

a hipótese de águas rasas, tem sido resolvido com o auxílio de métodos numéricos (FAURE;

NAHAS, 1961 apud NSOM; DEBIANE; PIAU, 2000).

Considerando o impacto social e importância, o problema de ruptura de barragens é

usado como aplicação do modelo numérico newtoniano desenvolvido neste trabalho. Para tal,

são utilizados os resultados experimentais de Minussi (2007) e Leite (2009). Os autores uti-

lizaram o mesmo aparato experimental, composto por um reservatório de dimensão 0,5 m de

largura por 0,3 m de profundidade.

Minussi (2007) utilizou um fluido composto por uma solução de glicose, com massa

específica ρs = 1285 kg/m3 e viscosidade dinâmica μ = 0,205 Pa s determinada em reômetro.

O autor avaliou o problema de ruptura de barragem para duas alturas: H0 = 0,07 e 0,1 m. Já

Leite (2009) utilizou glicerol como fluido retido (ρs = 1262 kg/m3 e μ = 0,86 Pa s), com as

alturas de 0,08, 0,1 e 0,12 m.

Nesta simulação, a equação de estado para pressão é dada pela equação 56. A celeridade

do som c vale 8,29 e 9,9 m/s, para as lâminas de 0,07 e 0,1 m, respectivamente (MINUSSI,

2007), e 8,88, 9,93 e 10,88 m/s para as lâminas de 0,08, 0,1 e 0,12 m, respectivamente (LEITE,
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Figura 27 – Comparação entre os resultados experimentais de Minussi (2007), teóricos de

Ritter e numéricos para o problema de ruptura de barragem retendo material newtoniano, com

altura de 0,07 m (a) e 0,10 m (b).

Fonte: Do próprio autor.

2009). A condição inicial é de pressão hidrostática. A condição de contorno cinemática nas

fronteiras é de impenetrabilidade e aderência, com velocidade tangencial contrária ( �ugh ·�t =
−�ui ·�t). Os resultados para o avanço da frente, podem ser vistos nas figuras 27 e 28.

Foram feitas diversas implementações ao código numérico desenvolvido pelo autor para

simular escoamentos de fluidos dotados de reologia newtoniana. Entre as mais importantes,

destacam-se a codificação das partículas fantasma, as condições de contorno de aderência e as

fronteiras periódicas. O resultado de tal empreitada pode ser conferido através do estudo de

caso com o Poiseuille plano, com superfície livre e o Couette, onde o perfil de velocidades

esperado é reproduzido pelo modelo numérico (figuras 22, 24 e 26). Além disso, um estudo de

caso particular, aplicado a um problema de interesse na Engenharia, a ruptura de barragem, foi

verificado. Pode-se dizer que o código numérico reproduz o alcance da frente, para o caso de

escoamento de fluido newtoniano (figuras 27 e 28).

6.3 ESCOAMENTO DE FLUIDOS NÃO NEWTONIANOS

Seja uma encosta de um reservatório de uma barragem que, em virtude de um plano

preferencial de fissuração ou qualquer outro motivo, desestabiliza-se e parcela solta vem a in-

cidir no lago formado pelo reservatório. A estratégia para simular a massa que se desprende

da encosta pode ser dividida em duas correntes principais: considerá-la formada por um bloco

único e indeformável, ou o conjunto de várias partículas pequenas. Se considerada um bloco

único, pode-se aplicar as equações que regem um corpo livre, caso contrário pode-se aproximar

a massa deslizante por um fluido, de reologia invíscida, ideal. Tais estratégias são abordadas

oportunamente no capítulo 7.
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Figura 28 – Comparação entre os resultados experimentais de Leite (2009) e numéricos para

o problema de ruptura de barragem retendo material newtoniano, com altura de 0,08 m (a),

0,10 m (b) e 0,12 m (c).

Fonte: Do próprio autor.

No entanto, sabe-se que o material que se desprende da encosta pode vir a apresentar

características singulares, diferentes daquelas idealizadas nas aproximações supracitadas. Al-

gumas destas singularidades podem ser, por exemplo, alto atrito interno, o que dissiparia parte

da energia cinética adquirida ao deslizar em direção ao lago; ou ainda coesão, onde pequenas

partes do material ficam aderidas às paredes da encosta. Tais características são retratadas por

Shao e Lo (2003), tratando do problema de ruptura de barragens retendo material newtoniano

e não newtoniano em uma versão incompressível do SPH. Ghadampour et al. (2013), também

utiliza o ISPH para reproduzir escoamentos de fluidos não newtonianos, notadamente a ruptura

de barragens e o escoamento sob uma comporta. Diferentemente de Shao e Lo (2003), Ghadam-

pour et al. (2013) utilizam o modelo turbulento LES (Large Eddy Simulation) na determinação

do tensor de tensões. O modelo não newtoniano utilizado pelos autores é baseado no conceito

de viscosidade aparente (elucidado na seção 6.3.2, p. 86).

Hosseini, Manzari e Hannani (2007), baseando-se em um modelo SPH explícito, simu-

laram escoamentos newtonianos e não newtonianos utilizando como condição de contorno na
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fronteira uma aproximação semelhante ao adotado por Takeda, Miyama e Sekiya (1994), com

a exceção de que as partículas externas não são geradas aleatoriamente e impõe-se a condição

de velocidade nula às partículas externas (�u =�0).

Sendo assim, propõe-se uma aproximação do material que desliza de um plano inclinado

e incide em um lago de águas tranquilas por um fluido, de características não newtonianas, para

simular tanto o atrito interno quanto a coesão das partículas sólidas que constituem o material

deslizante. Para tanto, faz-se inicialmente uma revisão dos conceitos básicos da reologia não

newtoniana, seu equacionamento e o modelo implementado utilizado no SPH.

6.3.1 Reologia

A reologia é a ciência que estuda o comportamento da matéria escoante, ou seja, sua

fluidez. De uma forma simplista, a reologia busca modelos de fechamento (ou equações cons-

titutivas) para a equação de balanço de quantidade de movimento, normalmente relacionando

tensões e taxas de deformações. Sendo assim, definem-se fluidos não newtonianos como aque-

les que apresentam uma relação não linear entre tensão de cisalhamento e taxa de deformação,

ao contrário dos escoamentos de fluidos newtonianos.

Em alguns casos, onde há a presença de uma tensão crítica e a tensão aplicada ao fluido

é menor que a tensão crítica, o fluido não newtoniano se comporta como um sólido. Em outras

palavras, pode-se escrever:

|�D |
{

= 0, se T ≤ Tc

	= 0, se T > Tc
(104)

Como pode-se perceber pela equação 105, só há escoamentos se T > Tc. Neste caso,

a tensão de cisalhamento atuante no fluido, caso o fluido siga o modelo de Herschel-Bulkley, é

dada por T = Tc +K |�D |N . No entanto, existem vários tipos de modelos distintos de fluidos

não newtonianos, como é ilustrado pela figura 29.

O objetivo da implementação do modelo não newtoniano desta Tese de Doutoramento

é tratar o caso mais geral, ou seja, modelo de Herschel-Bulkley. Na sequência, é mostrado o

equacionamento dos modelos não newtonianos em termos da filosofia SPH.

6.3.2 Tensor de tensões

Assim como para problemas de escoamentos de fluidos newtonianos, existem várias

tentativas de incorporar a reologia não newtoniana no SPH. Capone (2009) utiliza a formula-

ção de viscosidade artificial (equação 95, p. 73), mas com um αe f f , que varia de partícula para

partícula e depende da taxa de deformações. Este tipo de abordagem é bastante comum, princi-

palmente em análises empíricas, e é conhecida por viscosidade aparente (μapp). A viscosidade

aparente é uma função que varia de partícula para partícula e transforma o cálculo do tensor não
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Figura 29 – Tipos de leis reológicas.

Fonte: Do próprio autor.

newtoniano em um newtoniano equivalente:

T = Tc +K |�D |N → �T =

(
Tc

|�D | +K |�D |N −1

)
�D , (105)

com:

μapp =
Tc

|�D | +K |�D |N −1. (106)

Em outras palavras, o tensor de tensões não newtoniano, escrito na forma simétrica,

vale �T = μapp(�D−1/2�∇ ·�u�I). Com o conceito de viscosidade aparente (equação 106), pode-se

utilizar a mesma equação do balanço de quantidade de movimento do caso newtoniano (equação

100, p. 74) no SPH. Entretanto, nota-se que para taxas de deformação pequenas, a viscosidade

aparente assume valores cada vez maiores (figura 30). Sendo assim, limita-se a variação da

viscosidade aparente, adotando:

μapp = min

(
Tc

|�D | +K |�D |N −1,μmax

)
. (107)

A determinação de μmax tem influência direta no perfil final do escoamento. Hammad e

Vradis (1994, apud SHAO; LO, 2003) sugerem que, a partir de um valor de 103 K , os resulta-

dos de seu modelo numérico para simular escoamentos de fluidos binghamianos não apresenta-

vam diferenças significativas. Já para Lachamp (2003), testes devem ser feitos para verificar o

limite a partir do qual μmax não interfere. Hosseini, Manzari e Hannani (2007), em seu modelo
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Figura 30 – Variação da viscosidade aparente com a profundidade, em um problema tipo Poi-

seuille com superfície livre, com μmax = 1000 Pa s.

Fonte: Do próprio autor.

SPH para determinação de escoamentos de fluidos não newtonianos, não fazem comentários

adicionais acerca da escolha de μmax, embora utilizem um modelo baseado na viscosidade apa-

rente.

Shao e Lo (2003) lembram que o modelo de Cross pode ser utilizado em detrimento da

viscosidade aparente, para evitar instabilidades numéricas. Um dos motivos para instabilidades

na adoção da viscosidade aparente pode ser explicado devido ao desconhecimento da condição

de contorno ∂ μapp/∂�n, o que impossibilita sua aplicação a alguns problemas. Lachamp (2003)

salienta esse fato ao lembrar que a viscosidade aparente deve ser de classe C1 na fronteira, de

tal forma que sua derivada possa ser calculada. Desse modo, deve-se evitar, ao trabalhar com

partículas fantasma, que as propriedades das partículas sejam simplesmente espelhadas. Como

condição de contorno, Hosseini, Manzari e Hannani (2007) utilizam dummy particles e apenas

salientam a condição tipo aderência para a velocidade.

Outro inconveniente é que, se for utilizada a condição de contorno para velocidade

tangencial nula, a equação 107 fornece μmax para as partículas fantasma sendo que o valor seria

K .
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7 ONDAS DE IMPACTO

Problemas com ondas de impacto aparecem com frequência em vários cenários na En-

genharia, como por exemplo no choque do casco de embarcações rápidas com a superfície da

água ou o desmoronamento de massa sólidas em lagos de águas tranquilas. No caso específico

do desmoronamento de massas sólidas, seja o material sólido na forma de uma massa única ou

como fragmentos, há a preocupação de se quantificar a altura da onda gerada. Por esse motivo,

e devido à quantidade de energia envolvida no processo, desde a metade do século passado,

pesquisadores vêm desenvolvendo e aprimorando métodos para estimar a altura de onda ge-

rada. Em outras palavras, procura-se estudar o processo de transferência de energia mecânica

do material deslizante, cuja cinética pode ser obtida, para o meio líquido.

A modelagem matemática do fenômeno em questão apresenta dificuldades, e frequen-

temente esquemas numéricos aparecem como alternativa viável de solução. Aproveitando as

características lagrangianas da formulação SPH, será quantificada, nessa seção, a onda gerada

pelo impacto de uma massa sólida, tanto na forma fragmentada como uma massa sólida única,

indeformável, em um canal de ondas. No caso de um material indeformável, será possível veri-

ficar o equacionamento adotado para sólidos com deslocamentos livres (na seção 7.2.3).

A preocupação no entendimento do fenômeno descrito é reforçada face à quantidade de

acidentes reportados no literatura, alguns conhecidos mundialmente. Os dois casos de enverga-

dura mundial mais conhecidos são o da baía de Lituya, nos Estados Unidos, e do rio Vajont, na

Itália, relatados em diversos trabalhos (CAPONE, 2009; FRITZ, 2002; SOUZA, 2007). Faz-se

aqui um breve relato de ambos acidentes.

A baía de Lituya situa-se na costa sul do Alasca, Estados Unidos. Em 1958, um intenso

tremor de terra fez com que um volume de rocha de aproximadamente 0,03 km3 adentrasse

na baía. A onda formada atingiu uma floresta a quase 525 m acima do nível da baía, e que

foi totalmente destruída. Nesse cenário extremo, especula-se que os efeitos sísmicos tenham

contribuído para a geração de uma onda de tal altura. Porém, acredita-se que o deslocamento

do material sólido para a baía foi o fator determinante na formação da onda gigante.

Em 1960 foi construída uma barragem, no rio Vajont, a aproximadamente 100 km ao

norte de Veneza, Itália. Três anos mais tarde, ocorreu um grande deslizamento, que causou uma

verdadeira catástrofe. O fato ocorreu quando o volume retido na barragem era pouco maior que

dois terços da capacidade total. Foi então que uma rocha, cujo volume era de aproximadamente

0,27 km3 penetrou quase horizontalmente no reservatório, gerando uma onda que alcançou a

Vila de Casso, situada a 270 m acima do nível da água e 245 m da crista mais alta da barragem.

No cenário nacional, também há relatos de ondas formadas por deslizamentos de terra,
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que incidem basicamente em lagos de barragens, como aqueles em Paraibuna, em São Paulo,

e Paraitinga, no Rio de Janeiro (JORGE, 1984). Existem também casos de deslizamentos no

reservatório de Furnas, onde instabilidades detectadas na encosta do morro dos Cabritos permi-

tiam o desprendimento de massas sólidas, que ganhavam velocidade e atingiam o reservatório,

provocando ondas capazes de romper cabos de 0,5 polegada (JORGE, 1984). Temendo que

acontecesse o escorregamento de massas sólidas com maior volume para o reservatório, foi

proposto um estudo em modelo reduzido (escala 1:75), na década de 80, que incluíram medidas

de contenção e proteção das encostas.

Assim exposto, e devido à série de consequências causadas por fenômenos de impacto

em maior ou menor magnitude, torna-se importante quantificar seus riscos potenciais, que estão

diretamente ligados à energia da onda (ou seja, sua altura). A energia que a onda adquire de-

pende da quantidade de movimento da massa deslizante e agrega fatores tais como velocidade

de queda e massa deslocada.

7.1 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

As primeiras observações de ondas formadas por quedas de materiais sólidos podem ser

atribuídas a Scott Russell, que em 1844 gerou ondas do tipo solitária a partir da queda vertical

de um bloco em um canal de ondas. De lá para cá, pode-se perceber algumas tendências nos

trabalhos, que serão observadas na sequência.

Após mais de um século das observações de Scott Russell, começaram a surgir mais

trabalhos relacionados à geração de ondas causadas pelo deslocamento de massas sólidas. A

maioria dos trabalhos baseiam-se em modelos empíricos, como aqueles feitos por Prins (1958).

Neste trabalho, os ensaios tiveram como objetivo a geração de ondas através de uma pertur-

bação local na superfície livre. Dentre os principais resultados alcançados por Prins (1958)

pode-se citar a dependência entre a amplitude da perturbação inicial e a profundidade local e o

comprimento do deslizamento com a profundidade local.

Os trabalhos analíticos ficavam restritos a hipóteses demasiadamente simplificadoras.

Neste contexto, destacam-se os trabalhos de Kranzer e Keller (1955), realizados no intuito de

determinar os efeitos de ondas geradas por explosões na vizinhança da superfície livre. Estes

estudos também baseados na teoria linear das ondas de gravidade fornecem formulações diretas

que permitem determinar alturas de ondas (em primeira aproximação) produzidas por impulsões

localizadas em meio fluido de profundidade finita.

A solução clássica para as ondas geradas por uma elevação ou depressão da superfície

livre com velocidade inicial nula foi inicialmente formulada por Cauchy-Poisson. A partir des-

tes resultados, Unoki e Nakano (1953) realizaram um estudo bidimensional com perturbação

inicial agindo sobre uma superfície limitada e de profundidade infinita. Tal trabalho foi utilizado

no cálculo de tsunamis oriundas de maremotos.
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Wiegel (1955) baseia-se na teoria da onda solitária para desenvolver seu modelo, as-

sociando a energia contida na onda gerada pelo impacto localizado com a energia potencial

disponível do deslizamento. Wiegel (1955) limita em 2% da energia potencial disponível à ge-

ração da onda. Como material deslizante, o autor utilizou blocos de geometria variada (e sempre

submersos) em um modelo reduzido de um reservatório. Vale ressaltar que o método apresenta,

contudo, uma certa fragilidade quanto à limitação de 2% no balanço energético entre o desli-

zamento e a onda formada. Uma série de experimentos realizados por Maciel (1991) chegou a

coeficientes que variaram entre 5% a 15% da energia cinética incidente.

A partir da década de 70, aparecem trabalhos que levam em conta a cinemática do

corpo impactante (NODA, 1970). Mesmo assim, vários pesquisadores ainda consideram que

os aspectos geométricos do deslizamento seriam preponderantes na geração da onda (HUBER,

1980).

Nos anos 90, os modelos numéricos, baseados em Diferenças Finitas ou variantes, apa-

recem com o objetivo de quantificar a energia transferida da massa deslizante ao meio líquido,

e consequentemente prever a altura da onda gerada. Maciel (1991), dentre muitas outras va-

lidações de formulações e realização de experimentos, utilizou duas técnicas, em modelo nu-

mérico, para a simulação de geração de ondas devido a deslizamento impactando em meio

líquido. A primeira técnica implementada pelo pesquisador no Modelo de Saint Venant leva

em consideração a geração da onda como resultado do balanço entre o atrito na interface des-

lizamento/líquido, deslizamento/canal associado a uma modificação da topografia do fundo,

devido à intrusão de massa sólida. A segunda técnica leva em consideração a geração da onda

pela diferença de entrada de uma vazão líquida proporcional à vazão sólida correspondente ao

deslizamento. O coeficiente de proporcionalidade é determinado experimentalmente.

Dando continuidade aos estudos de Maciel, Nascimento (2001) operacionalizou um mo-

delo numérico a partir das equações de Serre, tendo validado as mesmas para o caso de desliza-

mento de blocos indeformáveis. O autor fez uma comparação de seus resultados experimentais

e numéricos para validação do seu modelo numérico. Nascimento (2001) também avaliou as ta-

xas de transferência de energia do bloco único deslizante para a água e encontrou valores entre

1 a 14%, não ultrapassando os encontrados por Huber (1980) para materiais granulares de 20%,

tampouco os de Maciel (1991) de 15%.

Carvalho e Carmo (2006) realizaram um estudo numérico e experimental sobre ondas

geradas por deslizamentos. Neste estudo, os autores ensaiaram o deslizamento de blocos de

calcário de volume variável em um canal, provido de rampa de lançamento. Através dos expe-

rimentos, Carvalho e Carmo (2006) validaram dois modelos numéricos apresentados: um base-

ado nas equações de Navier-Stokes para a conservação de massa e quantidade de movimento,

bidimensional e outro, baseado nas equações de Boussinesq, unidimensional.

Estudos de ondas geradas por impacto no SPH só foram possíveis a partir da defini-

ção das condições de contorno em fronteiras sólidas (MONAGHAN, 1994). Monaghan e Kos
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(2000) simularam a queda de um bloco vertical e geraram ondas solitárias, com pequenos erros

relativos (numérico × experimental) na altura. Quando em um plano inclinado, Monaghan, Kos

e Issa (2003) tentaram estabelecer uma relação entre as características físicas e geométricas do

bloco incidente com a altura da onda refletida, considerando válida a suposição de que a onda

refletida se comporte como uma onda solitária de Kortweg-de Vries, usando o modelo numérico

SPH. Desta vez, o modelo numérico superestimava a altura da onda, em relação aos resultados

experimentais. Vale lembrar que o bloco simulado pelos autores permanece na rampa e não

experimenta mudança de inclinação ao longo do percurso.

Alguns trabalhos de cunho experimental, com novos equipamentos, também figuram

na literatura. Pode-se citar, como exemplo, Fritz (2002), que estudou a fase inicial das ondas

geradas por deslizamento. Para tanto, utilizou material fragmentado e a tecnologia PIV (Particle

Image Velocimetry), possibilitando o estudo dos campos de velocidades do material deslizante

através da cinemática das partículas. Fritz (2002) apresentou duas importantes contribuições: a

previsão da máxima crista de onda gerada por um deslizamento e o volume da primeira onda a

uma distância conhecida.

Souza (2007) retoma os trabalhos de Maciel (1991), agora considerando o impacto de

materiais granulares. O autor utilizou a metodologia numérica, a partir de alterações no modelo

de Nascimento (2001) e experimental, através de ensaios de queda de material fragmentado em

canal. Entretanto, o modelo numérico utilizado por Souza (2007) sofre com várias limitações

impostas pela técnica de volumes finitos. Uma dessas, por exemplo, é que o modelo numérico

considera o material deslizante apenas na fase submersa.

O objetivo deste capítulo é, independente dos trabalhos de ordem numérica que figuram

na literatura, em diferenças finitas e volumes finitos, efetuar a simulação numérica do fenômeno

de deslizamento de material sólido único e fragmentado, através da técnica Lagrangiana SPH.

O desempenho geral do código será avaliado através da comparação numérico experimental,

principalmente, da altura da onda de submersão gerada. Aspectos secundários, como a dinâmica

do material deslizante (velocidade do centro geométrico), também serão tratados.

7.2 METODOLOGIA

Por se tratar de dois tipos de problemas distintos, um considerando o material único e

outro fragmentado, e devido à necessidade de resultados para validação do modelo numérico,

esta seção será dividida em duas partes: procedimento experimental e numérico. No procedi-

mento experimental, será feito um relato de como os dados foram obtidos e as configurações do

aparato experimental utilizado. Já no procedimento numérico, serão descritos os dois modelos

numéricos simulados, tanto para material fragmentado quanto único, descrevendo também as

equações para sólidos com movimentos livres no SPH.
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7.2.1 Procedimento experimental: material fragmentado

Os resultados para validação do modelo SPH com material fragmentado foram realiza-

dos por Souza (2007), no Laboratório de Hidráulica da Unesp, Ilha Solteira, em um canal de

ondas com 0,30 m de largura, 0,50 m de altura e 10 m de comprimento. Para o lançamento

do material deslizante foi instalada uma rampa metálica, com um ângulo de inclinação de 30◦

e uma transição suave até o fundo do canal. A rampa foi dotada de um fechamento acrílico

nas laterais para evitar a fuga de material. A comporta que mantém o material condicionado à

rampa é aberta mecanicamente por meio de um solenoide. A figura 31 mostra um panorama do

aparato experimental.

Figura 31 – À esquerda, pode-se ver o canal de ondas onde os ensaios foram efetuados e à

direita, um detalhe da rampa de lançamento de material deslizante com comporta aberta.

Fonte: Souza (2007, p. 84).

O material deslizante utilizado é composto por esferas de vidro. As esferas apresentam

uma boa esfericidade, com um diâmetro médio de 19,88 mm (±0,1 mm) e massa específica

de 2530 kg/m3 (±250 kg/m3). A altura da onda gerada é medida através de sondas capacitivas

micro controladas.

Para a determinação do campo de velocidades da massa deslizante no meio líquido, foi

utilizada a técnica de cinematografia. Os ensaios eram gravados com uma filmadora profissional

JVC GY-DV500U, que possui o sistema de cor NTSC (imagens com resolução de 720×480

pixeis). Os vídeos obtidos foram convertidos em imagens estáticas para tratamento em programa

vetorial. Esse tratamento envolve a determinação do centro geométrico do material deslizante, a

velocidade do centro geométrico e a velocidade da frente do material deslizante. As velocidades

foram obtidas a partir da distância percorrida entre uma imagem e outra, e sabendo-se que o

intervalo entre fotografias é de 1/30 s (considerando uma aproximação do padrão NTSC), foi

possível a obtenção de uma velocidade média no percurso. A figura 32 ilustra a obtenção da
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velocidade da frente do deslizamento.

Figura 32 – Procedimento para determinação da velocidade da frente do deslizamento pelo

tratamento de imagens sucessivas.

Fonte: Souza (2007, p. 103).

7.2.2 Procedimento experimental: material único

A comparação entre os resultados do código numérico e experimentais é realizada para

duas situações distintas: a primeira segue o trabalho de Monaghan, Kos e Issa (2003), em que

os autores estudaram a influência do impacto de um bloco único através da medição da altura da

onda em um canal. O aparato experimental dos autores conta com um canal de ondas de 40 cm

de largura por 40 cm de altura por 7 m de comprimento e com um ângulo de inclinação de

10◦. Devido à intensidade do impacto, formação do jato e incorporação de ar no seio da massa

líquida, Monaghan, Kos e Issa (2003) mediram a altura da onda refletida no fundo do canal.

Neste caso, a dinâmica do bloco não é conhecida.

A segunda situação avaliada baseia-se nos resultados experimentais de Maciel e Nas-

cimento (2002), obtidos no Laboratório de Hidráulica da Unesp – Ilha Solteira, portanto em

um canal de ondas com as mesmas dimensões apontadas na subseção 7.2.1 (0,30 m de lar-

gura, 0,50 m de altura e 10 m de comprimento). Utilizou-se uma versão modificada do código

SPH para tratar a rampa de inclinação de 30◦ e a conformação em arco de circunferência entre

a rampa e o fundo do canal, sendo as forças reativas calculadas de acordo com Monaghan e

Kajtar (2009). O campo de velocidades do bloco é conhecido.
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7.2.3 Procedimento numérico: dinâmica de um corpo rígido

A representação do deslizamento de material solido único passa por estabelecer, se-

gundo os conceitos do SPH, a dinâmica de um corpo rígido. Sendo assim, pode-se descrever

os limites do corpo rígido como compostos por partículas de fronteira, que exercem uma força

de repulsão exatamente como estabelecido nas condições de contorno do tipo fronteira reativa

(MONAGHAN; KOS; ISSA, 2003). A principal diferença é que o corpo rígido obedece equa-

ções adicionais, que são a dinâmica do centro de massa e rotação em torno do centro de massa.

A equação da dinâmica do corpo de centro �C e massa M é:

M
d�U
dt

= �F (108)

Já para a rotação em torno do centro de massa, tem-se:

J
d�Ω
dt

=�τ (109)

Escrevendo as equações 108 e 109 em termos da partícula de fronteira k, tem-se:

M
d�U
dt

= ∑
k

mk �fk (110)

J
d�Ω
dt

= ∑
k

mk (�rk −�C)×�fk (111)

Considerando �fk a força exercida pelas partículas fluidas no corpo rígido, tem-se:

�fk = ∑
i

�fki (112)

Como deseja-se que o princípio de ação e reação seja preservado na ausência de forças

externas (conservação da quantidade de movimento linear e angular), escreve-se:

�fki =− mi

mi +mk
�fp (113)

De maneira análoga, a força por unidade de massa na partícula de fluido i devido à

partícula de parede k é dada por:

�fik =
mk

mi +mk
�fp (114)

de tal forma que mk�fki =−mi�fik.

Uma vez determinadas as forças e consequentemente as velocidades �U e �Ω, faz-se a

mudança de posição das partículas do corpo rígido:

d�rk

dt
= �U +�Ω× (�rk −�C) (115)
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7.2.4 Procedimento numérico: material fragmentado

A modelagem, no SPH, do material fragmentado, é apenas a adição de outro fluido ideal

na simulação, com características físicas próprias, como massa específica. O método numérico

SPH, com características Lagrangianas, particulado e sem malha, é adequado para representar

problemas com grandes distorções no domínio fluido. O código utilizado para realização das

simulações foi desenvolvido pela equipe de trabalho e validado para alguns casos de escoamen-

tos de fluido ideal, como a geração e quebra de ondas (VASCO et al., 2009) e ondas de impacto

(VASCO; MACIEL; MINUSSI, 2010).

7.2.5 Resultados

7.2.5.1 Material único: comparação com Monaghan, Kos e Issa (2003)

De posse das novas equações a serem introduzidas no modelo (113 e 115, além das

equações 108 e 109), foram realizadas simulações de impacto de um bloco único em meio

líquido em repouso. A água, com massa específica ρ = 1000 kg/m3, é modelada como fluido

ideal. O bloco utilizado possui a forma de cubo com 38,5 cm de largura por 10,7 cm de altura

por 30 cm de comprimento e uma massa de 37,7 kg. A lâmina d’água normal é de 21 cm e

variam-se as velocidades de impacto do bloco.

Utiliza-se o núcleo de suavização do tipo spline cúbico 2D. O comprimento de suavi-

zação das partículas h = 1,2Δx, sendo Δx ≈ 7 mm, o que dá mais de 18 mil partículas. Como

condição inicial, as partículas estão dispostas nas arestas de uma grade quadrada de lado Δx,

com perfil de pressões hidrostático e velocidade nula. As coordenadas ótimas do bloco único

são determinadas através de uma rotina de pré-processamento, através da solução implícita das

equações 108 e 109, baseada em um algoritmo tipo Newton-Raphson. O bloco é animado de

velocidade inicial, que varia conforme o ensaio.

A viscosidade artificial e a pressão são calculadas segundo as equações clássicas (equa-

ção 56), com α = 0,01. É utilizado o integrador Preditor-Corretor (seção 4.12.1) e o passo de

tempo Δt é calculado e atualizado automaticamente em cada passo de tempo. Elege-se Δt como

o menor valor entre Δt1, Δt2 e Δt3, sendo Δt1 = hi/(c+0,6α) calculado para todas as partículas

fluidas, Δt2 = y/(0,1c) e Δt3 = hi/ f 2
ik calculados para todas as partículas interagindo com a

fronteira. A celeridade do som da simulação é de c = 30 m/s.

A figura 33 mostra a relação entre o número de Froude no impacto do bloco e a respec-

tiva onda gerada adimensional, para cinco velocidades de impacto diferentes. Nota-se que os

resultados numéricos obtidos estão mais próximos dos experimentais. No entanto, salienta-se o

desconhecimento da dinâmica do bloco ensaiada por Monaghan, Kos e Issa (2003). Em outras

palavras, Monaghan, Kos e Issa (2003), diferentemente da aproximação adotada neste trabalho,

incluíram pequenos ajustes na vizinhança das partículas no impacto para coincidir a dinâmica

do bloco numérico com o experimental. Além disso, no aparato experimental utilizado por Mo-
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Figura 33 – Comparação numérico e experimental para a onda gerada pelo impacto de um

bloco único

Fonte: Do próprio autor.

naghan, Kos e Issa (2003), o bloco único viaja em rampa de baixa declividade (10◦), não passa

por mudança de declividade, sendo a onda formada quase que unicamente pelo mecanismo de

transferência de energia. Fatores como a declividade do fundo podem ser descartados, simplifi-

cando o problema, principalmente do ponto de vista analítico.

A figura 34 mostra uma sequência de imagens obtida da simulação numérica. Pode-se

perceber a formação do jato e a dificuldade na simulação de tais problemas.

7.2.5.2 Material único: comparação com Maciel e Nascimento (2002)

Em uma primeira aproximação do código SPH aplicado aos resultados de Maciel e Nas-

cimento (2002), pensou-se em utilizar a mesma geometria de Monaghan, Kos e Issa (2003), que

resulta na alteração da inclinação da rampa (de 30 para 10◦) e a ausência de uma conformação

em arco de circunferência adequada entre a rampa e o fundo. O bloco indeformável possui, na

simulação, as dimensões apresentadas em Maciel e Nascimento (2002): 0,325 m de compri-

mento, 0,29 m de largura, 0,075 m de altura, massa de 9 kg e um chanfro de 45◦. A figura 35

mostra as dimensões do bloco na primeira aproximação.

Para a configuração supracitada, os erros na altura da onda, medidos a 4,5 m do ponto de

impacto, em relação aos resultados de Maciel e Nascimento (2002), são da ordem de 30%. En-

tretanto, o que chama a atenção é que a onda gerada pelo modelo numérico assemelha-se mais

a um ressalto móvel do que a uma onda solitária, que é o perfil observado experimentalmente.
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Figura 34 – Impacto do bloco e formação da onda, sendo as características da simulação as

mesmas que as utilizadas em Monaghan, Kos e Issa (2003)

Fonte: Do próprio autor.

Portanto, faz-se necessário buscar alternativas de modelagem para representar fielmente o apa-

rato experimental. Isso foi possível graças a utilização do conceito de força radial apresentado

em Monaghan e Kajtar (2009), descrito brevemente no final da seção 4.10.2.

De modo a verificar que a formulação de fronteira radial Monaghan e Kajtar (2009)

não altera demasiadamente o balanço de forças nas partículas fluidas, um teste numérico foi

proposto para determinar a pressão no fundo de um tanque em repouso. Embora pareça um

teste simples, sabem-se das dificuldades inerentes à reprodução da estacionaridade em simula-

ções com fronteiras reativas, tendo em vista a adição de termos extra a equação de balanço de
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Figura 35 – À esquerda, bloco utilizado por Maciel e Nascimento (2002) e à direita, configu-

ração da primeira aproximação.

Fonte: Do próprio autor.

quantidade de movimento. Para evitar esse inconveniente, faz-se um aquecimento do modelo,

utilizando um fator de amortecimento (que vale 0,98), que é aplicado a equação de integração

numérica (seção 4.12.2, p. 56). De forma geral, os parâmetros são os mesmos de Monaghan e

Kajtar (2009). Os resultados podem ser vistos na figura 36.

Figura 36 – À esquerda, a comparação numérica para o cálculo de pressão em um tanque em

repouso. À direita, a resultante do balanço de quantidade de movimento numérica gerada apenas

pelo gradiente de pressão. O valor teórico de tal balanço deve ser igual a 9,81.

Fonte: Do próprio autor.

Frente ao sucesso na reprodução da fronteira radial (figura 36), empreende-se um estudo

prévio de calibração do modelo no que tange aos parâmetros numéricos, notadamente a viscosi-

dade artificial e o espaçamento médio entre as partículas. Quanto maior α , menor é a oscilação

da posição experimentada pela partícula. Por consequência, maior será o efeito dissipativo na

propagação das ondas. Em contrapartida, Δx determina a quantidade de partículas e qual am-

plitude de onda será bem representada na simulação. Antuono et al. (2010) recomendam, como

espaçamento ótimo para propagação de ondas, a relação rp/H ≈ O(10−1). Considerando, se-

gundo os resultados experimentais de Maciel e Nascimento (2002), uma altura de onda de 0,03

a 0,05 m, tem-se d/Δx = 15. Definido o espaçamento, o número de partículas total correspon-

dente é de 8276, distribuídas em 1473 para fronteiras e 6803 para o fluido.
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A massa específica da água vale ρ = 1000 kg/m3 e o núcleo de suavização utilizado

é o Wendland 2D quartic (MONAGHAN; KAJTAR, 2009). Já para o cálculo das forças nas

paredes, utiliza-se o Wendland 1D quintic (MONAGHAN; KAJTAR, 2009). O comprimento de

suavização das partículas vale h = 1,5Δx. A pressão é calculada segundo a equação de estado

clássica (equação 56) e a viscosidade artificial é aplicada ao problema (α = 0,02, equação 61),

assim como a correção para evitar a instabilidade de tensão.

Utiliza-se o integrador Verlet (seção 4.12.2), com passo de tempo Δt obedecendo às

restrições impostas pela condição CFL e uma celeridade do som de c = 50 m/s. Disso, resulta

um passo de tempo Δt da ordem de O(10−4) a O(10−5).

A figura 37 ilustra uma comparação entre os níveis da água, medidos a 4,5 m do ponto

de impacto, obtidos experimentalmente por Maciel e Nascimento (2002) e numericamente pelo

código SPH proposto neste trabalho, para cinco velocidades de lançamento do bloco distintas.

Figura 37 – Comparação numérico experimental da onda gerada pelo impacto de um bloco em

águas tranquilas, em função do número de Froude no impacto.

Fonte: Do próprio autor.

Os resultados numéricos, de acordo com a figura 37, superestimam a altura da onda.

Atribui-se tal fato aos aspectos não modelados pelo código numérico, como o ar (problema

bifásico) e o escoamento nas laterais e fundo do bloco, que podem alterar substancialmente

o atrito experimentado pelo bloco. Este fato corrobora observações de outros autores (MO-

NAGHAN; KOS; ISSA, 2003) de que o SPH necessita de um tratamento especial para repre-

sentar a transferência de energia do bloco para o meio líquido. Entretanto, é importante ressaltar
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a representação correta da onda solitária pelo modelo numérico proposto, como observada na

figura 38.

Figura 38 – Geração numérica da onda solitária com o código SPH, utilizando as condições de

contorno dadas pelas forças radiais (MONAGHAN; KAJTAR, 2009).

Fonte: Do próprio autor.
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7.2.5.3 Material fragmentado

Foi empreendido um estudo prévio de calibração do modelo no que tange aos parâ-

metros numéricos. O material fragmentado tem massa específica ρs = 2530 kg/m3 e a água

ρ = 1000 kg/m3. Ambos são simulados como escoamentos ideais. A lâmina d’água varia nos

ensaios, sendo três valores distintos: 0,15, 0,175 e 0,20 m.

O núcleo de suavização usado é o Wendland 2D quartic. As condições de contorno são

do tipo fronteira reativa, lançando mão da formulação mais recente na literatura (equação 66),

utilizando o núcleo do tipo Wendland 1D quintic para o cálculo das forças (MONAGHAN;

KAJTAR, 2009). O comprimento de suavização das partículas h = 1,5Δx, sendo Δx = d/20,

o que resulta em um número de partículas diferente para cada lâmina d’água. Como condição

inicial, as partículas estão dispostas nas arestas de uma grade quadrada de lado Δx. De modo

a evitar que as partículas adquiram movimentações excessivas no início da simulação, é feito

um aquecimento do modelo, utilizando um fator de amortecimento. O fator de amortecimento

é aplicado na evolução das partículas (velocidade e posição) quando acontece a integração nu-

mérica, e vale 0,98. Para os resultados deste capítulo, o fator de amortecimento está presente

até 1,0 s.

A pressão é calculada segundo a equação de estado clássica (equação 56). A viscosidade

artificial é aplicada ao problema (α = 0,025, equação 61), assim como a correção para evitar a

instabilidade de tensão. Para a evolução no tempo, utiliza-se, o integrador Verlet (seção 4.12.2),

mais interessante por possuir características conservativas (MONAGHAN, 2005). O passo de

tempo Δt obedece às restrições impostas pela condição CFL, e é o menor valor entre Δt1 e Δt2,

sendo Δt1 = hi/(2c) calculado para todas as partículas fluidas e Δt2 = |rik −Δx|/V calculado

para todas as partículas interagindo com a fronteira. A celeridade do som da simulação é de

c = 22,15 m/s.

A figura 39 ilustra o resultado da comparação, para a lâmina d’água de 0,15 m.

Cabe salientar que foi efetuado um ajuste do zero da simulação. Mesmo sem ajuste, as

diferenças de fase entre os resultados numéricos e experimentais são da ordem de um décimo

de segundo. Além disso, percebe-se que o modelo numérico reproduz a altura da onda experi-

mental, com erro relativo da ordem de 1% (altura numérica de 0,238 m e altura experimental

de 0,241 m).

Já para o caso da figura 39b, que reproduz a dinâmica do centro de gravidade do material

deslizante, nota-se o comportamento parabólico da evolução do deslocamento × velocidade de

avanço. Tal comportamento é esperado, devido à ação das forças externas atuantes no material

fragmentado. De maneira resumida, assume-se que o material acelera, devido à gravidade, até

que o seu centro de gravidade cruza a linha d’água. A partir daí, há uma desaceleração, causada

pela resistência imposta pelo meio líquido. Essa desaceleração acontece até que o material

deslizante esteja completamente em repouso.
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Figura 39 – (a) Posição da superfície livre, medida a aproximadamente 1,7 m do ponto de

impacto e (b) a dinâmica do centro de gravidade do material deslizante, para d = 0,15 m (8022

partículas).

Fonte: Do próprio autor.

Devido à técnica de captura da imagem, há uma variação considerável dos resultados

experimentais. No entanto, o alcance do material acompanha a tendência percebida pelos resul-

tados experimentais, evidenciados pela figura 39b.

Já para a lâmina d = 0,175 m, segue a comparação entre os resultados numérico e o

experimental, mostrados na figura 40.

Figura 40 – (a) Posição da superfície livre, medida a aproximadamente 1,7 m do ponto de

impacto e (b) a dinâmica do centro de gravidade do material deslizante, para uma lâmina d’água

de 0,175 m (6878 partículas).

Fonte: Do próprio autor.

Como pode ser notado na figura 40a, o resultado numérico reproduz, com fidelidade,

a altura da onda. O erro relativo, nesse caso, é menor que 1%. Os dois casos ilustrados nas

figuras 39a e 40a também foram bem representados pelo modelo numérico em Volumes Finitos

de Nascimento (2001), conforme testes realizados em Souza (2007).
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Os resultados ilustrando o comportamento do modelo para o último caso, com lâmina

de 0,20 m, são apresentados na figura 41.

Figura 41 – (a) Posição da superfície livre, medida a aproximadamente 1,7 m do ponto de

impacto e (b) a dinâmica do centro de gravidade do material deslizante, para uma lâmina normal

de 0,20 m (6035 partículas).

Fonte: Do próprio autor.

Com a lâmina de 0,20 m, a tendência é a diminuição do número de partículas e uma

relativa degradação dos resultados numéricos em detrimento dos experimentais. Este fato pode

ser verificado através do erro relativo, que desta vez esteve na casa dos 2% (altura numérica de

0,265 m e altura experimental de 0,27 m). Mesmo assim, considera-se que a diferença esteja

na casa do erro experimental e numérico cometido nos respectivos ensaios.

De modo a ilustrar o progresso da simulação, é mostrada a figura 42, que compara,

quadro a quadro, a evolução do modelo numérico com o ensaio experimental. Pode-se perce-

ber que no splash (tempo t = 0,53 s), o modelo numérico assume uma interrupção brusca da

superfície livre, diferente do que acontece experimentalmente (uma incorporação gradativa da

parte sólida e parte gasosa - ar - no seio da massa líquida). Talvez este fato seja decorrente da

não modelagem do ar, tampouco da tensão superficial da água. Na sequência, há semelhanças

entre os resultados nos instantes t = 0,8 e 1,1 s, com a ressalva que, no último, há a formação

precoce da segunda onda. No entanto, é objetivo do estudo em tela a modelagem apenas da

onda principal, por ser mais danosa do ponto de vista energético.

Nos instantes que seguem (t = 1,4 e 1,76 s), também pode-se perceber a compatibili-

dade entre os resultados para o perfil da linha d’água. Já em relação à dinâmica do material,

ou mais precisamente o alcance do material deslizante, percebe-se que os resultados numéri-

cos estão aquém dos resultados experimentais. Uma possível razão é um valor elevado para

viscosidade artificial, que foi imposto para suavização do modelo numérico.

No geral, pode-se dizer que o modelo bem representou as principais características do

fenômeno complexo de impacto de material fragmentado em meio líquido.
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Figura 42 – Imagens para vários tempos (de cima para baixo): 16/30, 24/30, 33/30, 42/30 e

53/30 s. À esquerda, resultados experimentais e à direita as simulações SPH.

Fonte: Souza (2007, p. 114) Fonte: Do próprio autor.





107

8 DISCUSSÃO E CONCLUSÕES

Inicialmente, é apresentada, nesta Tese de Doutorado, uma introdução aos modelos la-

grangianos, com ênfase no SPH. Este método numérico, sem malha, mostra-se como uma opção

atraente para a solução de problemas de Engenharia, principalmente frente às suas vantagens.

Dessa forma, como estabelecido na seção Objetivos (seção 1.1, p. 29), desenvolveu-se um có-

digo baseado no modelo SPH para simular fenômenos que envolvam geração de ondas, com

especial atenção aos problemas de impacto em águas tranquilas.

Passa-se, numa segunda fase, a uma aplicação do código desenvolvido para escoamentos

de fluidos ideais em problemas de Engenharia, através de estudos de caso, no capítulo 5. Frente

aos resultados apresentados para os problemas de ruptura de barragens (figuras 8, p. 61 e 9,

p. 61), geração e quebra de onda (figuras 11, p. 64; 12, p. 66 e 13, p. 67) e esvaziamento de

um reservatório (figura 15, p. 69), pode-se dizer que o desempenho foi satisfatório e dentro das

margens de erro esperadas.

Posteriormente, estudos de caso foram empreendidos para escoamentos de fluidos reais,

inicialmente para uma reologia newtoniana, no capítulo 6. Entre os estudos de caso, destacam-se

o Poiseuille com superfície livre (figura 22, p. 79), Poiseuille plano (figura 24, p. 81) e o esco-

amento de Couette (figura 26, p. 83). Tal empreitada só foi possível mediante a implementação

do tensor de tensões viscoso (seção 6.1.3, equação 100, p. 74) e das condições de contorno do

tipo partículas fantasma (descrita na seção 4.10.1, p. 51), que aliada com a adoção de fronteiras

periódicas (seção 6.2.1, p. 76), possibilita a simulação de um problema transiente até a obtenção

do regime permanente. Apresentam-se, também no capítulo 6, os escoamentos de fluidos não

newtonianos (seção 6.3, p. 84), em termos do equacionamento e as técnicas numéricas para si-

mulação. Entretanto, em virtude do desconhecimento da condição de contorno para viscosidade

aparente no fundo (condição tipo Neumann ∂ μapp/∂�n), não foi possível a obtenção do regime

permanente.

As modelagens de escoamentos de fluidos ideais e reais atuam como pano de fundo para

a problemática evidenciada nesta Tese de Doutoramento. O problema de impacto hidrodinâmico

de uma massa sólida que desliza por um plano inclinado pode ser visto como a simplificação da

desestabilização de uma encosta de um reservatório de uma barragem, por exemplo. A massa

deslizante pode ser modelada como um bloco único e indeformável, ou o conjunto de várias

partículas pequenas. Se considerada um bloco único, pode-se aplicar as equações que regem

um corpo livre, caso contrário pode-se aproximar a massa deslizante por um fluido. Tal fluido

pode seguir uma reologia ideial ou real, seja newtoniana ou não newtoniana.

Sendo assim, a partir dos resultados dos capítulos 5 e 6, aliado a modelagem de um
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sólido como um corpo livre (três graus de liberdade no plano, seção 7.2.3, p. 95) e as condições

de contorno dadas por forças radiais recentemente apresentadas em Monaghan e Kajtar (2009)

(seção 4.10.2, p. 53), devidamente testadas (figura 36, p. 99), pôde-se realizar o estudo da gera-

ção de ondas devido ao impacto no capítulo 7, comparando os resultados do modelo numérico

com os resultados experimentais de Monaghan, Kos e Issa (2003) (figura 33, p. 97) e Maciel

e Nascimento (2002) (figura 37, p. 100). Embora os resultados numéricos ilustrados pelas fi-

guras 33 e 37 não se aproximam dos resultados experimentais, a formação da onda solitária é

observada numericamente, assim como experimentalmente, como pode ser visto na figura 38

(p. 101).

Cabe ressaltar, também, as correções implementadas ao modelo SPH. Entre estas, pode-

se citar as correções para evitar erros de interpolação (interpolador de Shepard, seção 4.7.1.1,

p. 47 e interpolador MLS, seção 4.7.1.2, p. 47) e garantir que o soma da função núcleo de sua-

vização em todas as partículas vizinhas é unitária, também chamada de renormalização (seção

4.7.2, p. 48). Realiza-se, então, um estudo prévio para avaliar a implementação realizada do

interpolador MLS (apêndice B.1, p. 121), avaliando as vantagens na adoção de um interpolador

espacial de ordem elevada. Neste sentido, alia-se uma correção na equação da conservação da

massa com a renormalização do núcleo de suavização W , para evitar a inserção de mais erros,

tal como preconizado na seção 4.7.1 (p. 47). Observam-se os benefícios da implementação das

correções nos resultados do capítulo 6.

Sendo assim, e tendo em vista os resultados apresentados, onde foi observado o desem-

penho do SPH, pode-se dizer que o método possui potencialidades e que não se restringe a

um nicho de aplicação, pois além de reproduzir fenômenos intrinsecamente não-lineares e/ou

descontínuos, também obteve resultados próximos na comparação teórico numérica quando

aplicado a problemas clássicos, como àqueles da Hidráulica Fundamental.

8.1 PERSPECTIVAS DE TRABALHOS FUTUROS

Embora muito tenha sido feito, alguns pontos ainda carecem de maior investigação.

Dentre eles, o mais importante é com relação à reologia do material escoante, no problema de

geração de ondas devido ao impacto. Dessa forma, é desejável que as condições de contorno

sejam corretamente implementadas no código SPH em desenvolvimento. Dessa forma, pro-

blemas de ruptura da barragens envolvendo materiais viscoplásticos poderiam ser simulados e

serviriam de base para uma validação do código.

Entretanto, é importante salientar que o ideal seria implementar a reologia não new-

toniana no mesmo código que trata do corpo livre, com as condições de contorno dadas por

forças radiais (MONAGHAN; KAJTAR, 2009). Isso porque a criação de partículas fantasma

não é simples para problemas de geometria qualquer, principalmente nos cantos do domínio

que diferem de 90◦. Utilizando as forças radiais e a viscosidade artificial como a real, como

preconizado em Capone (2009), seria possível simular as encostas, com uma geometria qual-
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quer. Outros pontos que podem ser explorados:

a) encontrar uma função que relacione a dinâmica do bloco indeformável com a altura da

onda, de modo a representar mais fielmente a transferência de energia do bloco para o

meio líquido;

b) verificar a possibilidade de paralelização do código, para tratar uma quantidade maior de

partículas. Problemas que lidam com propagação de ondas poderão, assim, representar

mais fielmente os resultados experimentais;

c) forçar a incompressibilidade do escoamento, através de uma mudança no sistema de equa-

ções (ISPH);

d) introdução da equação do transporte difusivo, através da adoção de uma propriedade extra

por partícula (concentração). Dessa forma, seria possível avaliar transporte de massa e

problemas correlatos.

8.2 TRABALHOS PUBLICADOS

A título de informação, seguem os trabalhos publicados baseados na linha de pesquisa

em questão.

a) VASCO, J. R. G.; MACIEL, G. F.; MINUSSI, C. R.; VILA, J. P. Métodos numéricos la-

grangeanos: estudos de caso aplicados a problemas de engenharia hidráulica e de recursos

hídricos. In: SIMPÓSIO BRASILEIRO DE RECURSOS HÍDRICOS, 18., 2009, Campo

Grande. Anais... Campo Grande: [s.n.], 2009.

b) VASCO, J. R. G.; DIDIER, E.; NEVES, M. G.; MACIEL, G. F.; MINUSSI, C. R. Mo-

delagem numérica da geração e quebra de ondas usando o método SPH. In: ESCOLA

DE PRIMAVERA DE TRANSIÇÃO E TURBULÊNCIA, 7., 2010, Ilha Solteira. Anais...

Ilha Solteira: [s.n.], 2010.

c) VASCO, J. R. G.; MACIEL, G. F.; MINUSSI, C. R. Condições de contorno em técni-

cas lagrangeanas: tratamento de fronteiras. In: CONGRESO LATINOAMERICANO DE

HIDRÁULICA, 24., 2010, Punta del Leste. Anais... Punta del Leste: [s.n.], 2010.

d) VASCO, J. R. G.; SOUZA, A. L. O.; MACIEL, G. F.; MINUSSI, C. R. Desenvolvimento

de um método numérico lagrangeano na determinação de alturas de ondas de impacto em

meios líquidos. In: CONGRESSO DE MÉTODOS NUMÉRICOS EM ENGENHARIA,

2011, Coimbra. Anais... Coimbra: [s.n.], 2011.

e) DIDIER, E.; MARTINS, R.; NEVES, M. G.; VASCO, J. R. G. Interaction between wave

and coastal structure: Validation of two lagrangian numerical models with experimental
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results. In: INTERNATIONAL CONFERENCE ON COMPUTATIONAL METHODS

IN MARINE ENGINEERING - MARINE, 2011, Lisboa. Proceedings... Lisboa: [s.n.],

2011.

f) VASCO, J. R. G.; MACIEL, G. F.; MINUSSI, C. R. Uma introdução às técnicas lagran-

geanas: Uma aplicação do método SPH a problemas de engenharia. Revista Brasileira de

Recursos Hídricos, Porto Alegre, v. 16, n. 1, p.67–82, 2011. ISSN 1414-381X.

g) VASCO, J. R. G.; MACIEL, G. F.; MINUSSI, C. R. Geração de ondas solitárias com

o SPH. In: SIMPÓSIO BRASILEIRO DE RECURSOS HÍDRICOS, 19., 2013, Bento

Golçalves. Anais... Bento Golçalves: [s.n.], 2013.

h) VASCO, J. R. G.; MACIEL, G. F.; MINUSSI, C. R. Técnicas de correção em métodos

numéricos particulados: um estudo de caso baseado no SPH. In: CILAMCE, 34., 2013,

Pirenópolis. Anais... Pirenópolis: [s.n.], 2013.

Além disso, há um trabalho em avaliação:

a) VASCO, J. R. G.; MACIEL, G. F.; MINUSSI, C. R. Simulação de escoamentos viscosos

no SPH. Revista Brasileira de Recursos Hídricos, Porto Alegre, 2014. Submetido em 11
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data 27 nov. 2013.
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que W é uma função impar em (x− x′), resulta:

φI(x) = φ(x)+
Kh2

2

d2φ(x)
dx2

+ . . . (117)

sendo K uma constante que depende do tipo de núcleo de suavização. Aqui, percebe-se que o

erro na interpolação integral é de, pelo menos, segunda ordem, e que K explicita a relação entre

o tipo de núcleo de suavização e a expansão em série de Taylor. Sendo assim, pode-se supor

que K é a constante para a qual a integral do núcleo de suavização é unitária.

Os termos de terceira ordem são nulos por causa da simetria do problema, abrindo ca-

minho para um modelo de ordem superior (4, desde que anule-se K, o que pode ser conseguido

com alguns núcleos de suavização específicos). Um resultado interessante é que todas as estima-

tivas feitas anteriormente assumem a extensão por todo o domínio. Sendo assim, onde existem

fronteiras e há o truncamento do domínio fluido, o erro é naturalmente maior. Cabe lembrar

que, quando as condições de contorno do tipo partículas fantasma são usadas, não há problemas

com truncamento de domínio.

A.2 ERROS NA INTERPOLAÇÃO DO SOMATÓRIO

Considerando as partículas igualmente espaçadas, pode-se usar a fórmula de Poisson

para estimar o erro no somatório:

∞

∑
j=−∞

f ( j) =
∫ ∞

−∞
f ( j)d j+2

∞

∑
r=1

∫ ∞

−∞
cos(2πr j) f ( j)d j, (118)

sendo j, no segundo membro da equação 118, tratado como uma grandeza contínua.

Considerando a interpolação da função g(x) = αI +βIx e as partículas igualmente es-

paçadas com espaçamento Δ ao longo de uma linha infinita com ρ = 1 e m = Δ, a interpolação

SPH no ponto xa = Δa para a função g(x) resulta:

Δ
∞

∑
j=−∞

(αI +βI jΔ)W (aΔ− jΔ,h). (119)

Se for feita uma translação ao ponto aΔ e for usada a fórmula de Poisson juntamente

com a consideração de que o núcleo de suavização é uma função ímpar, a equação 119 torna-se:

(αI +βIaΔ)
(∫ ∞

−∞
W (q,h)dq+2

∫ ∞

−∞
cos

(
2πq

Δ

)
W (q,h)dq+ . . .

)
. (120)

A equação 120 mostra que o erro depende da transformada de Fourier do núcleo de

suavização (SCHOENBERG, 1946 apud MONAGHAN, 2005). Ou seja, pode-se particularizar

a equação 120 para o tipo de núcleo de suavização utilizado. Por exemplo, se o núcleo de

suavização for do tipo spline cúbico, a equação 120 fica:

(αI +βIaΔ)

(
1+2

(
sin(πh/Δ)

πh/Δ

)4

+ . . .

)
. (121)
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Observa-se que, para o núcleo de suavização em questão, os erros desaparecem caso

h = Δ e são pequenos caso h > Δ. Os mesmos resultados podem ser obtidos em duas dimensões.

Entretanto, note que os resultados obtidos valem apenas se as partículas estiverem igualmente

espaçadas, o que é muito difícil em uma simulação do SPH. Mas, de qualquer forma, evidencia-

se a relação entre o desordenamento das partículas e o erro no método numérico.

A.3 ERROS NA INTERPOLAÇÃO DAS DERIVADAS

Sabe-se que, para o caso das derivadas, o erro na estimativa dg(x)/dx é maior que a

estimativa da função g(x). Talvez por causa desse comportamento, oscilações no campo de

pressão são observadas com frequência no SPH, uma vez que a aceleração total da partícula é

igualada ao gradiente da pressão na equação do balanço de quantidade de movimento.

Pode-se generalizar e dizer, com certeza, que existem dois principais fatores que influ-

enciam e são fontes de erro no SPH: o fato das partículas não estarem igualmente espaçadas e

a descontinuidade de partículas. Nesse sentido, a utilização de métodos de correção, tais como

a reinicialização da massa específica, a renormalização e a utilização das partículas fantasma

como condição de contorno (evita a descontinuidade de partículas nas fronteiras sólidas) pare-

cem opções no sentido de melhorar o desempenho do método SPH.

Outra fonte de erros, evidenciada na interpolação no somatório de uma função, depende

da escolha do núcleo de suavização e dos parâmetros h e Δ. Em termos gerais, de acordo com

o apresentado anteriormente, pode-se assumir que este erro é pequeno desde que seja adotado

h>Δ. Bierbrauer, Bollada e Phillips (2009) chamam esses erros de erro de suavização (depende

de h) e o erro de discretização (depende da relação h/Δx).
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Figura 43 – À esquerda, resultado exato para interpolação proposta e à direita os resultados do

interpolador MLS.

Fonte: Do próprio autor.

Figura 44 – À esquerda, resultado do SPH para interpolação da função f (x,y) = x+y e à direita

os erros envolvidos.

Fonte: Do próprio autor.
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Figura 45 – À esquerda, resultado exato para interpolação proposta e à direita os resultados do

interpolador MLS, agora com as partículas desordenadas.

Fonte: Do próprio autor.

Mesmo no interior do domínio, a representação da função linear, pelo SPH standard não

é satisfatória (figura 46a). Os erros da interpolação são ainda maiores, como já era esperado,

em relação ao caso com as partículas ordenadas, chegando a mais de 70%, conforme ilustra a

figura 46b.
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Figura 46 – À esquerda, resultado do SPH para interpolação da função f (x,y) = x+y e à direita

os erros envolvidos, com as partículas desordenadas.

Fonte: Do próprio autor.


