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RESUMO

As estruturas com formato de cascas cilindricas de paredes finas sdo amplamente utilizadas
em diversos ramos da industria, incluindo as areas de engenharia civil, mecénica, nuclear,
naval, petrdleo, aeroespacial, entre outras. A vasta aplicabilidade das cascas cilindricas e a
importancia do conhecimento sobre o fendmeno da instabilidade constituem as principais
motivacdes para realizacdo deste trabalho, uma vez que tais fatores possuem grande
importancia no desenvolvimento de projetos de engenharia. Apresenta-se um estudo
detalhado sobre a analise da instabilidade de cascas cilindricas baseado em teorias analiticas,
cujos resultados sdo comparados com os resultados obtidos pelo método dos elementos
finitos. O tipo de carregamento e as condi¢des de contorno analisadas baseiam-se nos tipos
mais comuns encontrados nos projetos de engenharia e se referem respectivamente a pressao
externa e a restricdo radial do deslocamento nas bordas das extremidades dos cilindros. Os
cdlculos baseados no método dos elementos finitos foram executados com o auxilio do
programa ANSYS 13.0. Os resultados obtidos com esses cédlculos possuem grande coeréncia
com a teoria apresentada na nota técnica NACA N° 1341 (BATDORF, 1947), considerando
uma larga faixa de aplicacdo. Por outro lado, o método apresentado no livro "Theory of
Elastic Stability" (TIMOSHENKO; GERE, 1936) possui aplicagdo restrita e apresentou

desvios consideraveis em varios casos.

PALAVRAS-CHAVE: Cascas cilindricas de paredes finas, pressdo externa, instabilidade,

método dos elementos finitos.



BRAGA, L. D. Instability analysis of thin walled cylindrical shells subjected to lateral
external pressure. 2012. 68 p. Monograph (Undergraduate Work in Mechanical Engineering)
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ABSTRACT

Thin walled cylindrical shells are widely used in many areas of industry, including civil,
mechanical, nuclear, marine, petroleum and aerospace engineering. The wide application of
thin cylindrical shells and the importance of instability phenomenon are the motivation basis
to this study, since these factors have a great importance in engineering projects. It is
presented a detailed study about the instability of cylindrical shells based on theoretical
calculation, which results are compared with finite elements method calculation. The loading
and boundary conditions analyzed are based on the most common types verified in real
engineering projects and refer respectively to lateral (external) pressure and cylinders with
simply supported edges. The calculation based on the finite elements method was executed
with ANSYS 13.0 software. The results obtained with this calculation are in good agreement
with the analytical theory presented in the technical note NACA N° 1341 (BATDORF, 1947)
considering a wide range of applicability. On the other hand, the analytical method presented
in the book "Theory of Elastic Stability" (TIMOSHENKO; GERE, 1936) has a very restrict

applicability and has presented considerable deviations in a great sort of the analyzed cases.

KEYWORDS: Thin cylindrical shells, lateral or external pressure, instability, finite elements
method.
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1 INTRODUCAO

A tecnologia tem apresentado nas ultimas décadas um desenvolvimento acelerado, o
qual é impulsionado principalmente pelas necessidades dos mercados industriais. As
inddstrias de praticamente todos os setores tém enfrentado um cendrio de alta
competitividade, no qual a redu¢do de custos e a qualidade dos produtos sdo impostas como

questao de sobrevivéncia para qualquer empresa.

A inddstria aerondutica, por exemplo, investe constantemente no projeto de aeronaves
que possam voar com velocidades cada vez maiores e isso resulta na busca por estruturas cada
vez mais leves. A redu¢do do niimero de nervuras e de outros elementos que fornecem rigidez
a estrutura pode ser considerada uma solucdo vidvel para a reducdo de massa de uma
aeronave. Como consequéncia, os revestimentos passam a suportar maiores parcelas do
carregamento e a capacidade para prever com precisdo o comportamento mecanico desse tipo

de elemento torna-se cada vez mais importante (BATDOREF, 1947).

Os elementos de casca, tais como os revestimentos das aeronaves, estdo presentes em
outros diversos ramos da industria. No ramo da engenharia civil, estruturas de casca podem
ser encontradas em grandes coberturas e em uma diversidade de pontes; na industria
automobilistica, muitas estruturas também sdo cascas; na indudstria aerondutica, as fuselagens
de aeronaves e foguetes sdo feitas de estruturas do tipo casca; na arquitetura naval, os cascos
dos navios também constituem cascas. Em todos esses casos, uma estrutura de parede fina

cobre uma grande area e deve suportar cargas externas (CHAPELLE; BATHE, 2003).

Uma estrutura de casca consiste basicamente em uma estrutura tridimensional, a qual é
delgada em uma direcao e longa nas demais. Essas estruturas sdo encontradas em abundancia
na natureza e apesar de possuirem espessuras pequenas, podem suportar cargas consideraveis

de forma efetiva (CHAPELLE; BATHE, 2003).
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As principais suposi¢des apresentadas nas teorias cldssicas de placas finas também
constituem a base das teorias analiticas de cascas finas. Entretanto, existe uma grande
diferen¢a no comportamento mecanico dessas estruturas quando submetidas ao carregamento
de cargas externas. O equilibrio estdtico de uma placa plana submetida a uma carga lateral
somente € possivel pela acdo de momentos fletores e torsores acompanhados de forcas
cortantes. Por outro lado, as cascas transmitem as cargas superficiais por tensdes de
membrana, as quais agem paralelamente ao plano tangencial da superficie média da casca e
também sao distribuidas uniformemente ao longo da espessura. Essa propriedade interessante
que as cascas possuem as tornam em geral estruturas muito mais rigidas e econdmicas do que

placas submetidas as mesmas condicdes (TIMOSHENKO; KRIEGER, 1959).

As estruturas cilindricas de paredes finas constituem elementos estruturais do tipo casca
e sdo amplamente utilizadas na constru¢@o de produtos associados as industrias de engenharia

civil, mecanica, nuclear, naval, petroleo (off-shore), aeroespacial, entre outras.

As figuras apresentadas a seguir ilustram algumas possiveis utilizagdes para estruturas

cilindricas de paredes finas.

Figura 1 — Tubos para transporte de fluidos petroquimicos (XinYuanTai Steel Pipe Group).



1. Tubo de succao

Figura 2 — Tubo de suc¢do da usina hidrelétrica de Itaipu — didmetro de 11 m

(Jornal de Itaipu eletrénico - jie.itaipu.gov.br).
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Porta de acesso

Estrutura do tanque intermedidrio

Figura 3 — Tanque intermedidrio presente em um 6nibus espacial — (modificada)

(http://science.ksc.nasa.gov).
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Os primeiros estudos analiticos de estruturas do tipo casca datam do inicio do século 20.
Na época, os métodos utilizados se baseavam no conhecimento fisico/matemdtico dos
problemas de casca. As teorias e as solugdes encontradas eram aproximacgdes do

comportamento fisico real desse tipo de estrutura (CHAPELLE; BATHE, 2003).

Uma diversidade de teorias analiticas foi desenvolvida ao longo do século 20 obtendo-
se uma série de solugdes aproximadas, entretanto, 0s avan¢os mais significativos pertinentes a
andlise de cascas foram obtidos com o desenvolvimento do método dos elementos finitos

(CHAPELLE; BATHE, 2003).

O método dos elementos finitos aplicado a andlise do comportamento mecanico de
estruturas formadas por cascas passou por um grande desenvolvimento ao longo das dltimas
décadas. A capacidade do método dos elementos finitos continua a se desenvolver em virtude
dos desafios presentes na andlise de estruturas formadas por cascas. As dificuldades sdo
aparentes quando se considera as cascas complexas com curvaturas arbitrdrias, imperfei¢des
relativas aos materiais, condi¢des de contorno e carregamento diversos, principalmente no que

se refere as estruturas com espessuras finas (CHAPELLE; BATHE, 2003).

Dada as caracteristicas de sua geometria, as cascas cilindricas de paredes finas sdo
suscetivelis ao fendmeno de instabilidade, principalmente quando as mesmas estdo submetidas
ao carregamento de pressdo externa. No que se refere ao projeto desse tipo de estrutura, o
fendmeno de instabilidade deve ser cuidadosamente analisado e coeficientes de seguranca
coerentes devem ser adotados, pois esse tipo de fendmeno nao apresenta indicios anteriores a

falha e pode ser catastréfico para qualquer projeto mecanico.

As cascas cilindricas apresentam uma forma geométrica simples, a qual pode ser
parametrizada em funcdo de um pequeno numero de varidveis (raio, espessura e
comprimento), entretanto, o estudo analitico da estabilidade eléstica desse tipo de estrutura se

baseia na resolugdo de sistemas de equagdes diferenciais de grau elevado.

A importincia da instabilidade de cascas cilindricas nos projetos de engenharia e as
dificuldades associadas ao estudo desse fenOmeno constituem as principais motivacdes para a

realizag¢do do presente trabalho.
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1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Esse trabalho apresenta como objetivo geral avaliar o fendmeno de instabilidade elastica
em cascas cilindricas de paredes finas submetidas ao carregamento de pressdo externa e
uniforme, considerando a condi¢do de contorno de extremidades (bordas externas)

simplesmente apoiadas (restri¢do de deslocamento na direcao radial dos cilindros).

1.1.2 Objetivos Especificos

- Avaliar os resultados de carga critica de instabilidade determinados a partir de

solucdes analiticas encontradas na literatura.

- Avaliar os resultados de carga critica de instabilidade determinados a partir do célculo

baseado no método dos elementos finitos (MEF) com a utiliza¢do do programa ANSY'S 13.0.

- Comparar os resultados obtidos com os diferentes métodos analisados, determinar os
principais parametros que influenciam a instabilidade desse tipo de estrutura e avaliar a

aplicabilidade de cada método de célculo.
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2 REVISAO DA LITERATURA

2.1 Estudo da estabilidade de tubos de paredes finas submetidos a torcao

N

Os primeiros estudos analiticos referentes a estabilidade de cascas cilindricas estdao
relacionados com o comité americano de consultoria aerondutica - NACA (National Advisory
Committee for Aeronautics). Os primeiros trabalhos publicados datam das décadas de 30 e 40.
O relatério NACA N° 479 (DONNELL, 1935) apresenta um estudo sobre a estabilidade de
tubos redondos de paredes finas submetidos a tor¢do. Uma solucdo tedrica € desenvolvida
objetivando a determinacao da carga critica de tor¢ao sob a qual os tubos se tornam instaveis.
A solugdo proposta foi obtida através de um processo de derivacao simplificada das equagdes
diferenciais de equilibrio, na qual alguns termos puderam ser negligenciados sem grandes

prejuizos para o nivel de precisdo da solucdo.

Os resultados tedricos obtidos sdo comparados com uma série de testes experimentais
indicando que o torque de falha experimental € sempre menor que o torque de falha tedrico. O
torque de falha experimental apresentou uma média de 75% e um minimo de 60% do torque
teérico calculado. Entretanto, as deformacgdes verificadas nos testes experimentais
apresentaram grande proximidade com os valores calculados teoricamente para uma ampla
gama de formas e materiais. Por esse motivo, a diferenca de resultados existente entre a
solucdo tedrica e os testes experimentais foi atribuida as imperfei¢cdes geométricas dos tubos

reais (excentricidades).

No estudo apresentado no relatério NACA N° 479 (DONNELL, 1935), as equacdes de
equilibrio dos elementos de uma casca cilindrica foram obtidas através de uma forma
simplificada. A figura ilustrada a seguir indica os componentes de deslocamento da superficie
média de uma casca cilindrica durante a ocorréncia da instabilidade devida ao carregamento

de torgao.



19

P (posicdo deslocada)

Figura 4 — Coordenadas e componentes de deslocamento — (modificada) (DONNELL, 1935).
Uma coordenada circunferencial “s” € utilizada em preferéncia a uma angular, uma vez
que isso resulta em expressoes mais simples e facilita a visualizacdo da relagdo existente entre

€C_00

uma placa curva e o caso limite de uma placa plana (raio “r” infinito).

As hipéteses adotadas para cdlculo estdo de acordo com as mais usuais, incluindo
material perfeitamente eldstico, tubo perfeitamente cilindrico e deflexdes pequenas
comparadas as espessuras. A distor¢do devido ao cisalhamento transversal é negligenciada,

pois a magnitude desse carregamento apresenta uma influéncia muito pequena nos célculos.

Se as linhas perpendiculares a superficie média da casca permanecem deste modo
durante a distor¢do, entdo os deslocamentos de todos os pontos de uma casca cilindrica podem
ser determinados em fun¢do das coordenadas “u”, “v” e “w” (axial, tangencial e radial
respectivamente). Primeiramente sdo determinadas as relagdes geométricas entre essas
coordenadas e as deformagdes em todas as partes da casca cilindrica. A seguir, as relacdes
entre tensdes e deformagdes sao determinadas pelas relacdes de Hooke e Poisson. Por dltimo,
todas as tensdes atuantes em dado elemento da casca cilindrica s@o relacionadas pelas

equagoes de equilibrio.
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As deformagdes longitudinais (y,, ¥s Vis) € de flexao (k,, ks, ki) na superficie média da
casca cilindrica devido a instabilidade podem ser determinadas através das seguintes

expressoes:

Ju ov w Ju Jv
=52 5 Vs=oot T 5 Vs T oot oo
) =62_W o =62_W . _ 92w (1)
* o 9x2 S 0sz 7 S 0x0s

Essas expressdes sdo as mesmas conhecidas para o caso de uma placa plana com a
inclusdo do termo “w/r” na expressao de y;, onde “r” € o raio da superficie média da casca.
Esse termo se deve a mudanga nas dimensdes circunferenciais quando ocorre uma mudanca

no raio, o qual produz a seguinte deformacao:

2)

r+w w
r r

As forgas normais (N,, Ny) e cortantes (T, Ty, Ty, Tys’) € 0s momentos fletores e torsores
(Gx, G, Gy, Gy,’) resultantes por unidade de comprimento da sec¢do da casca cilindrica sdo
obtidos pela somatéria das tensdes atuantes sobre a espessura desta se¢do conforme indicado

na figura a seguir:

Figura 5 — Forcas e momentos atuantes no elemento de casca cilindrica (DONNELL, 1935).
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Et Et
Tx=1_#z(yx+uys) ; Ts=1_#z(ys+uyx)
T,.=T..= ke G, = Et7 (k, + uky) 3
xXs — XS — 2(1 +u) YXS ) X 12(1 _‘le) pe M S ( )
Et3 Et3

(ks + /lkx) ;o Gy = st’

6 =a— o = 20T

£ . 9 Z

Onde “E” € o modulo de elasticidade do material, “#” é a espessura da casca e “u” € o

coeficiente de Poisson.

Para o caso de um tubo submetido a tor¢do, a distribui¢do de tensdes antes do inicio da
instabilidade serd a mesma indicada pela mecanica basica. Uma tensdo de cisalhamento “S”
estard presente nos planos normal e longitudinal. Devido a essa tensdo serd verificada uma

distor¢ao na direcdo circunferencial.

A solugio geral indicada no relatério NACA N° 479 (DONNELL, 1935) é obtida apds

um extenso processo de simplificacio matemética das equacdes de equilibrio, a qual

(IS €9

independe dos termos “u” e “v”, tal como ilustrado a seguir:

. gow + 2O s (22) @)
12(1 — u?) W2 oxt dxds)
Onde:
9% 9%
Y
V=0 T o

E V*equivale ao operador VZaplicado duas vezes consecutivas.

A equacdo (4) corresponde ao mesmo resultado obtido para o caso de uma placa plana,

com excecdo do segundo termo. Se “r” tender ao infinito nessa equagdo, o segundo termo da
equagdo serd nulo. Isso significa que esse termo representa o principal efeito sobre a curvatura
em uma grande quantidade de problemas e, portanto, tal equacdo representa a condicdo
completa de equilibrio na maior parte dos problemas. Para tubos submetidos a uma pressao

662

externa “p”, o tltimo termo da equagio (4) serd dado por “V*p

2
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2.2 Um método simplificado de analise da estabilidade elastica de cascas cilindricas

As equagdes de equilibrio de cascas cilindricas determinadas no relatério NACA N° 479
(DONNELL, 1935) para encontrar as tensoes criticas de cilindros sob tor¢ao sao utilizadas na
nota técnica NACA N° 1341 (BATDORF, 1947) para encontrar as tensdes criticas que
causam a instabilidade de cascas cilindricas com extremidades apoiadas e sob outras

condi¢des de carregamento.

O estudo apresentado indica que as equagdes do relatério NACA N° 479 fornecem
solucdes que podem ser obtidas de forma fécil e os resultados obtidos dependem basicamente
de dois parametros adimensionais, sendo um dependente das tensdes criticas e outro
dependente essencialmente da geometria do cilindro. A precisdo das solugdes tedricas pode

ser comparada com uma série de testes experimentais.

A maior parte dos trabalhos tedricos relacionados a instabilidade de cascas cilindricas
utilizavam trés equacOes diferenciais simultdneas para expressar as relacdes entre as
componentes de deslocamento “u”, “v” e “w” (axial, circunferencial e radial) na superficie
média da casca. Entretanto, o estudo apresentado no relatério NACA N° 479 (DONNELL,
1935) conseguiu mostrar que as diferentes solugdes tedricas possuiam diferencas baseadas na
inclusd@o ou omissdo de termos relativamente sem importancia ou de ordem superior. A
solugdo proposta no relatério NACA N° 479 (DONNELL, 1935) se resume a utiliza¢do de
equagdes mais simples que dependem apenas dos termos mais essenciais. Além disso, foi
possivel demonstrar que os termos omitidos possuiam pequena influéncia nos resultados, e

entdo, respeitando-se as condi¢des analisadas, tem-se que as equagdes simplificadas podem

ser aplicdveis a uma grande quantidade de problemas préticos.

De acordo com a teoria proposta no relatério NACA N° 479 (DONNELL, 1935), o
equilibrio de uma casca cilindrica pode ser determinada por uma dnica equagdo em termos da
componente “w”. Essa equacdo consiste basicamente na equagdo (4) aplicada para o caso de

€C__ 9%

tubos submetidos a uma pressao externa “p”, a qual pode ser reescrita da seguinte forma:
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s Eto*w L 0Pw d%w d%w .
DV W+T_2W+tv O'xax2+2'[6xay+0'ya—yz +Vp=0 (5)

£ Z e 99

Onde “E” é o modulo de elasticidade do material, “7” € a espessura e “r” € o raio da
99 €C_9

casca cilindrica. “o,”, “7” e “o,” representam respectivamente as componentes de tensdo axial,

cisalhante e circunferencial atuantes na casca.

“D” € uma varidvel de cdlculo chamada de rigidez flexional de uma placa plana. Essa
varidvel relaciona a equacdo diferencial da curva de deflexdo da placa com o respectivo
momento fletor resultante da aplicacdo de uma carga transversal (TIMOSHENKO,

KRIEGER; 1959).

Para o caso especifico de um cilindro submetido a uma pressdo lateral externa
constante, apenas tensdes circunferenciais sdo causadas, e, além disso, para uma pressao “p”
constante, o termo “V*p” que aparece na equacgio (5) é nulo. Deste modo, a equacio (5) pode

ser reduzida a seguinte equacao:

o Et 0*w 462W
DV W+r—zﬁ+0ytv a—yz=0 (6)
Onde:
pr Et3
—_— — D = ee,—————
T O° 12(1 - 1)

Dividindo-se a equagdo (6) por “D” e fazendo-se as substituicdes necessarias, obtém-se

a seguinte equacao:

e | 12Z%0%'w n? _, 0%w
Vew + 14 W-}_kyl,_zv a—yz:O (7)
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7z

Onde “Z” € um parametro de curvatura dos cilindros e “k,” € um coeficiente de tensdo

circunferencial, os quais podem ser determinados pelas seguintes expressoes:

Z_LZ N : " _ayLZt
ot peoe Y m2p

Onde “L” € o comprimento das cascas cilindricas.

As condi¢des de contorno correspondentes as extremidades simplesmente apoiadas

(auséncia de deflexdo/momento nas extremidades) sdo dadas pelas seguintes relagdes:

2%w 0?2

w
w(Oy)=w(Ly)=0 e W(O,y) :W(L’Y) =0

Considerando essas condicdes de contorno, a solucdo da equacdo (7) pode ser descrita

pela seguinte expressao:

. Ty | mmux
W = WpSin—Sin
0> 4 L

®)

Onde "m" é um ndmero inteiro.

Aplicando-se essa solu¢do na equagdo (7) e apds simplificagdo matemdtica obtém-se a

seguinte solucdo para “k,”:

(m? + p?%)? 12Z°m*
ky = E + TtB2(m? + f2)2 ©)
Onde:
_ L
F=3

O parametro A equivale a metade do comprimento da onda na dire¢do circunferencial.
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O valor critico de “k,” € obtido minimizando-se o lado direito da equagdo (9) em fungdo
dos valores de “m” e “f”. Esse valor critico de “k,” corresponde a tensdo critica que causa a
instabilidade na casca cilindrica. Se o numerador e o denominador do dltimo termo forem
divididos por m*, e considerando-se ainda que “m” deve ter um valor inteiro, torna-se

evidente que o valor minimo de “k,” ocorre para m = 1. Logo:

1+ B?)? 1272
k=0, (10)
Frm B
Os resultados encontrados apds a minimizagdo da equacao (10) em funcdo de “f” sao

apresentados graficamente na Figura 6 em funcdo de “Z” considerando uma série de curvas
com diferentes razdes de “r/f”. Para valores de “Z” pequenos, a instabilidade € caracterizada

por um grande nimero de ondas circunferenciais. Com o aumento de “Z”, o nimero de ondas
. .. . . . . L, . , . nr
circunferenciais diminui até chegar ao valor minimo possivel que equivale a 2 (/1 = 7),

correspondente a instabilidade com a forma de uma elipse na se¢do transversal.

i [o

: ; - :
L F"-.-"Il —;;2 20 5071

£

EERLN

T

| f\.]]ll

HAT IOMAL ASYISORY
COMMETTEL FOR ACMWCEASTICE

| L L 1Ll L Jlill!ll__...x L L LBl | 1 1111 L1 111
| 10 i0* i0® 10*

g 1? =
A | II f— r-
yE Y

Figura 6 — Valores criticos do coeficiente de tensdo circunferencial “k,” para cilindros com extremidades

simplesmente apoiadas — (modificada) (BATDORF, 1947).

10*
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A Figura 7 apresenta a comparaciao entre a solucdo tedrica proposta na nota técnica
NACA N° 1341 (BATDOREF, 1947) com uma série de testes experimentais e outras solugdes

tedricas encontradas na literatura pertinente.

10
: o
~ Sturm Fﬁ.."l — u?
i 480—
a5
10° -
- Timashenko
= ro—
; - F‘III|I1 _IHZ
crj.l'.'! - A 500
miD L 100
0 | -
P Test results (Sturm) O
: / /Q.ﬁmumenhﬂ MATIOMAL ATVISORY
/ COMMITTEE FOR AZNWALTECS
| L1 bl L1 elill L 1| 1114t L L 1111 11 1l

I 10 0* . 103 10 10°

# S EEEE——
2=—J1—put
eV Tk

Figura 7 — Comparagdo entre a solucao tedrica proposta com testes experimentais e outras solucdes

tedricas encontradas na literatura — (modificada) (BATDOREF, 1947).

A teoria apresentada para determinar a pressdo lateral externa sob a qual um cilindro
com paredes finas ird perder a estabilidade considera que a falha € ocasionada apenas pela

acdo de uma tensdo circunferencial “o,”:

%D
BT

(1)

Oy

A abscissa do grafico corresponde ao pardmetro de curvatura "Z", o qual fornece uma
indicacdo da razdo do quadrado do comprimento do cilindro dividida pelo produto do raio e

13 2

espessura do mesmo. A Figura 6 indica que para pequenas curvaturas, “k,” se aproxima de



27

uma constante igual a 4. Esse caso representa a condicdo de uma placa plana apoiada

submetida a compressao longitudinal.

Quando o parametro de curvatura “Z” aumenta, o coeficiente de tensdo circunferencial
“k,” também aumenta, sendo que para grandes valores de “Z”, a curva do grafico se aproxima

a uma reta com inclinagao %2, a qual pode ser aproximada pela seguinte expressao:
ky, = 1,04Z%/2 (12)

Para um dado valor de “#/f’, quando a razdo “LYrf” aumenta, o numero de ondas
circunferenciais diminui. As curvas das Figuras 6 e 7 foram obtidas com a hipdtese de que o
nimero de ondas circunferenciais “n” pode variar continuamente, entretanto, na pratica, sabe-
se que “n” deve assumir apenas valores inteiros com um valor minimo igual a 2. Logo,
quando o parametro “Z” se torna grande, as curvas dos resultados devem ser divididas
segundo os diferentes valores de “r/f”. Cilindros com paredes espessas podem atingir n = 2

com comprimentos moderados, entretanto, cilindros com paredes finas podem atingir n = 2

apenas com comprimentos extremamente grandes.

Na Figura 7, os resultados sdo comparados com outras teorias e resultados
experimentais. Verifica-se que para valores de “Z” inferiores a 20, a teoria apresentada por
Timoshenko (TIMOSHENKO, 1936) apresenta resultados muito inferiores aos resultados
obtidos com a teoria apresentada na nota técnica NACA N° 1341 (BATDOREF, 1947).

Os resultados da nota técnica NACA N° 1341 (BATDOREF, 1947) indicam que para
cilindros muito longos, os quais apresentam n = 2, uma das condi¢des de validade da equagdo
(4) (n? >> 1) ndo € mais satisfeita e, portanto, erros razodveis podem ser esperados. Neste
caso, a pressao critica calculada pela equacao (4) é dada por 4D/r3, enquanto outros resultados
tedricos baseados em teorias mais complexas fornecem para o mesmo caso 3D/r3. Estes casos
especificos sdo aplicdveis apenas quando (é) > (S—tr), ou seja, para cilindros com paredes
finas, sendo que esta condi¢do s6 € obtida para razdes “comprimento/raio” extremamente
grandes. Recomenda-se entdo que nestes casos seja utilizado um coeficiente de correcdo

equivalente a 0,75.
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2.3 Instabilidade de anéis e tubos circulares sob a acdo de pressao externa uniforme

Segundo a teoria apresentada no livro “Theory of Elastic Stability” (TIMOSHENKO;
GERE, 1936), a instabilidade de um anel circular submetido a pressdo uniforme externa pode
ser determinada analiticamente considerando os esforcos atuantes nesse elemento conforme

Figura 8 a seguir:

- r— =

Figura 8 — Secdo de um anel sob a acdo de pressdo externa uniforme — (modificada)

(TIMOSHENKO; GERE, 1936).

A Figura 8 apresenta a metade da secdo de um anel. A linha tracejada representa a
forma circular inicial do anel e a linha continua representa a forma deformada devido a acao
de uma pressado externa. Os eixos “AB” e “OD” sdo considerados como eixo de simetria para a
forma de instabilidade. A acdo da parte inferior removida age sobre a parte superior do anel.
Esse efeito pode ser representado por uma for¢a compressiva “S” e por um momento fletor
“M,” atuantes nas duas partes do anel. Sendo “r”’ o raio inicial do anel, “p” a pressdo externa
uniforme por unidade de comprimento e “wy” os deslocamentos radiais em “A” e “B”, entdo a

forca compressiva “S” atuante em “A” e “B”, e o momento fletor “M” atuante em qualquer

secdo transversal “C” serdo dados por:

(13)
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Aplicando-se esses esforcos na equacao diferencial da curva de deslocamento do anel

circular, obtém-se a seguinte equagao:

(14)

do?

d*w cwl1s pr¥\ _ —Myr? +priw,
Y\CTEN) T El

7z z

Onde “E” é o mddulo de elasticidade do anel e “I”” € a inércia transversal considerada.

z

A pressdo critica € obtida pela integracdo dessa equagdo, considerando a seguinte

solucdo geral:

_ —Myr? + priw,
w = A;sinkf + A, cos kf + El T pr3 (15)

Onde:

A menor raiz diferente de zero dessa expressao é k = 2.

Portanto, para um anel circular submetido ao carregamento de pressdo externa, a

pressdo critica “p.,”” que causa a instabilidade eldstica do anel € dada pela seguinte equacao:

_ 3EI

Per = T_3 (16)

Para o caso de um tubo circular, basta substituir “E” por “E /(1 — u?)” e “I" por “t3/12”

7z

na equacao anterior, onde “¢’ € a espessura do tubo. Logo:

per == (5 (17)
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A Equacdo (16) foi determinada para anéis circulares, entretanto, a utilizagdo dessa
equacgdo pode ser ampliada para cascas cilindricas com extremidades livres submetidas a acao
de pressao lateral externa uniforme. Essa equacdo pode ainda ser utilizada para cascas com
determinadas restri¢des nas extremidades, desde que o comprimento do cilindro seja tao longo

que o efeito da restricdo imposta nas extremidades possa ser desprezada.

Por outro lado, quando a razdo comprimento/diametro ndo for muito grande, as
condi¢des de contorno impostas nas extremidades das cascas cilindricas ndo poderdo ser
desprezadas. Nesse caso, a determinacao da pressdo critica que causa a instabilidade deve ser
determinada com base nas equacdes diferenciais que definem as relacdes de deformacdo em

uma casca cilindrica.

'z

Figura 9 — Esforgos atuantes na casca cilindrica (TIMOSHENKO; GERE, 1936).

Os esforcos indicados por “N,”, “N,”, “N,,~ e “N,,” representam as forcas normais,
“Q)", “Qy” representam as forcas cortantes, e “M,”, “M,”, “M,,” e “M,,” representam os
momentos fletores e torsores atuantes em um dado elemento da casca cilindrica.
Considerando os esfor¢os atuantes devido a acdo de uma pressdao externa uniforme, pode-se

concluir que com excegdo de “N,”, os demais esfor¢os podem ser desprezados:

(18)
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Neste caso, o equilibrio da casca cilindrica se resume as seguintes equagdes:

ON, ON,, <62v 8W>
+ - y =

"3 a0 9x00  ox
oN,  ON
4 Yx _ — 19
50 T T =0 (19)
90, 9Q, v 92
N (1422 -
ax T o0 "M\t 75 Trgez) TP =0

Onde “r” € o raio da casca cilindrica.

Nessas equacdes, admite-se que os momentos fletor e torsor sdo pequenos e, portanto,
os produtos derivados desses momentos em funcdo de “u”, “v” e “w” podem ser desprezados.
Uma solucao particular dessas equacdes € obtida assumindo-se que sob a acdo de uma pressao
externa uniforme, a casca cilindrica mantém sua secdo transversal cilindrica apresentando

apenas uma compressdo uniforme na dire¢do circunferencial. Entéo:

7 7

Onde “E” € o mddulo de elasticidade do material e “s” € a espessura da casca cilindrica.

A determinagdo da pressdo critica que causa a instabilidade se resume a solu¢do do
conjunto de equagdes diferenciais (19). Considerando uma casca cilindrica com extremidades

simplesmente apoiadas, t€ém-se as seguintes condi¢des de contorno:

92w 0
x2
Ap6s um extenso trabalho matemético, obtém-se a seguinte equagdo para determinagdo

da pressao critica que causa a instabilidade em cascas cilindricas:
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1—p? 1—p? t 2n% —1—
(L= 1)t _ p (z n u) 20)

+ -1+
Et (n? — 1) +n2L2/m?r?) 12r2 1+ n?L?/n?r?

7z [T Y 669 £

Onde “L” € comprimento da casca cilindrica, “u” € o coeficiente de Poisson, e “n” € o

ndmero de ondas circunferenciais verificados durante a instabilidade.

Quando a casca cilindrica for muito longa, “L/r” assume um valor muito grande e os

termos contendo o quadrado dessa razdo no denominador podem ser desprezados. Logo:

_E(n*-1)

C12r3(1 — p?) @D

pCT

Para “n = 27, a Ultima equacdo se resume a solu¢do encontrada para a instabilidade de
um anel circular (equacdo (16)). Os resultados obtidos com a equagdo (21) foram ilustrados
graficamente no livro “Theory of Elastic Stability” (TIMOSHENKO; GERE, 1936)

considerando a seguinte notacao:

pr(d—p?) _ . t? _,
Et ¢ 1272

€69

Neste caso, para um dado valor de “L/r” e para um valor adotado de “n”, obtém-se uma
relacdo linear entre as coordenadas “a” e “¢”. A pressdo critica pode ser estimada com base
nessas relacdes. Considera-se ainda que o nimero de ondas circunferenciais sob as quais
ocorre a instabilidade aumenta com a diminuicdo do comprimento e da espessura da casca

cilindrica. Tais resultados sdo ilustrados no grafico a seguir:
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'___,,.-“‘
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Figura 10 — Relacdo linear entre as coordenadas “a” e “¢@” obtida para valores fixos de “L/¥” e “n” -

(modificada) (TIMOSHENKO; GERE, 1936).

2.4 Introducio ao Método dos Elementos Finitos (MEF)

O método dos elementos finitos (MEF) € um procedimento numérico utilizado para
obter solu¢des numéricas para uma série de problemas de engenharia, incluindo andlise de

tensodes, transferéncia de calor, eletromagnetismo e mecanica dos fluidos (MOAVENI, 1999).

Esse método foi originalmente desenvolvido na década de 50 na inddstria aerondutica, a
qual necessitava na época de meios efetivos para representar o comportamento de complexas

estruturas acronduticas em andlises estdticas e dinamicas (NASR-BISMARCK, 1993).
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Muitos problemas de engenharia ndo possibilitam a obtencdo de solugdes analiticas
exatas. Essa incapacidade de obter solugdes exatas pode ser atribuida a natureza das equagdes
diferenciais que governam esses problemas, as quais podem ser extremamente complexas e
podem gerar grandes dificuldades relacionadas as condig¢des iniciais € de contorno. O método

dos elementos finitos contorna essas incapacidades com aproximacdes numéricas

(MOAVENTI, 1999).

No método dos elementos finitos, considera-se que a regido de andlise € constituida por
diversas sub-regides interconectadas, ou seja, os elementos. Para cada elemento assume-se
uma solucdo conveniente a partir da qual as condicdes gerais de equilibrio podem ser
derivadas. A solucdo aproximada é obtida quando todas essas condi¢des de equilibrio sdo

satisfeitas (RAO, 2005).

Uma soluc¢do baseada no método dos elementos finitos pode ser dividida em trés etapas

basicas (STOLARSKI; NAKASONE, 2006):

1 — Pré-processamento: definicdo da geometria e das propriedades mecanicas dos

materiais, selecdo do tipo de elemento e a discretizacdo do modelo em elementos através da

aplicacao de uma malha adequada.

2 — Solugdo: definicdo dos carregamentos e das condi¢des de contorno e posterior

solucdo numérica das equagdes relativas ao problema modelado.

3 — Pés-processamento: Andlise dos resultados incluindo deslocamentos nodais, reagdes

(forcas e momentos) e distribui¢do de tensdes ou temperatura, dependendo do tipo de andlise.

O método dos elementos finitos utiliza uma formulagao integral para criar uma série de
equagoes algébricas utilizando uma funcao continua para representar a solucdo aproximada de
cada elemento. A solucdo completa € entdo obtida através da organizacdo das solucdes de

cada elemento considerando a condicdo de continuidade nas regides de transicdo

(MOAVENT, 1999).
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O método dos elementos finitos pode apresentar diferentes formas de resolucdo entre as
quais se destacam a formulacdo direta, na qual as equagdes de equilibrio dos nds sdao

arranjadas de forma a se obter uma equagdo matricial representada pela seguinte forma geral:

{R} = [K]{u} - {F}
Onde:
{R} = matriz das reacdes;
[K] = matriz de rigidez;
{u} = matriz de deslocamento;

{F} = matriz do carregamento externo.

Outra forma comum de resolu¢do dos problemas é a formulagdo baseada na energia
potencial total minima. Nesse caso, considera-se que as cargas externas aplicadas sobre um
corpo irdo resultar em uma dada deformacgdo. Durante a deformacdo, o trabalho realizado
pelas forcas externas € armazenado no material na forma de energia eldstica, também
chamada de energia de deformacgdo. Essa formulacdo declara que para um sistema estavel, o
deslocamento de uma determinada posi¢do de equilibrio ocorre de tal modo que a energia

potencial total do sistema é a minima.

2.5 Analise de instabilidade linear utilizando o ANSYS 13.0

O programa ANSYS consiste em uma ferramenta de andlise baseada no método dos
elementos finitos que possui uma variedade de aplicacdes e é utilizada para a obteng¢do da
solu¢@o numérica de uma variedade de problemas mecénicos. Esses problemas podem incluir
analises estatica e dinamica, estrutural (linear e nao linear), transferéncia de calor, mecanica
dos fluidos, bem como problemas acusticos e de eletromagnetismo (STOLARSKI;

NAKASONE, 2006).

Uma andlise de instabilidade linear (linear buckling) indica a carga tedrica sob a qual
determinada estrutura ird falhar. Esse método corresponde as abordagens encontradas na
literatura. A flambagem de uma coluna, por exemplo, seguird o comportamento descrito pela

teoria de Euler. Entretanto, imperfei¢cdes e singularidades evitam que a maior parte das
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estruturas reais obedeca aos comportamentos de instabilidade deduzidos teoricamente. Por
outro lado, uma andlise de instabilidade ndo-linear apresenta resultados mais precisos. Isto
ocorre, pois nesse tipo de andlise considera-se os efeitos de grandes deformacdes; ou seja, a
matriz de rigidez dos elementos é atualizada a cada iteracdo. Esse método ainda possibilita a

inclusdo de imperfei¢des iniciais, deformagao plastica e folgas.

Cascas cilindricas de paredes finas submetidas ao carregamento de pressdo externa
podem ser simuladas com um modelo de cédlculo simples. Por esse motivo sera utilizada uma
andlise de instabilidade linear para comparar os diferentes resultados encontrados com o

método dos elementos finitos e com os métodos analiticos tedricos.

Uma andlise de instabilidade linear deve sempre ser precedida por uma andlise
estrutural estdtica. Os resultados obtidos com a andlise de instabilidade linear sao

representados por fatores de carga que escalam as cargas aplicadas na andlise estrutural.

Uma estrutura qualquer pode apresentar infinitos modos de instabilidade, cada um
associado a um diferente padrdo de instabilidade. Na maioria dos casos, o modo de
instabilidade mais importante € o que apresenta o menor fator de carga, uma vez que esse

modo representard o maior risco para a estrutura.

Outro ponto importante referente a uma andlise de instabilidade linear consiste na
visualiza¢do dos modos de instabilidade. Apesar de facilitar o entendimento sobre como uma
parte ou montagem se deforma durante o fendmeno da perda de estabilidade, os resultados
obtidos com esse tipo de andlise ndo representam deformacOes reais. Analogamente, as
tensoes resultantes desse cdlculo representam apenas a distribuicdo de tensdes em um dado

componente no momento de ocorréncia da instabilidade.

Os passos necessdrios para realizar uma andlise de instabilidade linear consistem
basicamente em realizar um pré-cilculo com um modelo de cdlculo estrutural estdtico e a
seguir realizar a andlise de instabilidade. Os parametros mais importantes nesse tipo de
andlise sdo a quantidade de modos de falha a serem calculados e a op¢do de cdlculo dos

resultados de tensdo e deformaco.
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3 METODOLOGIA DE CALCULO

O estudo proposto possui como objetivo avaliar os parametros que influenciam o
fendmeno de instabilidade em cascas cilindricas. Para tanto sdo realizados calculos analiticos,
os quais sdo comparados com célculos realizados com o método dos elementos finitos
utilizando o programa ANSYS 13.0. Para facilitar a analise dos resultados, os testes propostos
possibilitam a avaliacdo da influéncia de dois parametros principais. Esses dois parametros
sdo baseados na nota técnica NACA N° 1341 (BATDOREF, 1947) e consistem em um fator de

curvatura do cilindro “Z” e um fator que relaciona a razao entre raio e espessura “G””:

z z z 6, 9 Z

Onde “L” é o comprimento, “r” é o raio e “t” € a espessura da casca cilindrica. “u” é o

coeficiente de Poisson do material analisado.

Para efeito de calculo considera-se 27 modelos de cascas cilindricas. Esses 27 modelos
estdo divididos em 3 grupos, cada um apresentando um determinado valor fixo do pardmetro
“G” (G = 20, 50 e 100). O parametro “Z” apresenta a mesma variacdo dentro desses trés
grupos (Z =5, 10, 50, 100, 500, 1000, 5000, 10000 e 50000). Os modelos de célculo foram
definidos de modo a facilitar a anélise dos resultados, pois baseado na nota técnica NACA N°
1341 (BATDORF, 1947), espera-se que os parametros “Z” e “G” influenciem
significativamente o fendmeno da instabilidade nesse tipo de estrutura. As caracteristicas
geométricas de cada modelo foram definidas com base nos valores de “G” e “Z”,
considerando-se uma espessura fixa “r’ de 5 mm. Deste modo, as demais caracteristicas

geométricas de cada modelo, incluindo o comprimento “L” e o raio “r’ s@o definidos através

das equagdes que definem os parametros “Z” e “G”.

As propriedades mecanicas adotadas se referem a um ago carbono com propriedades
mecanicas comuns encontradas na literatura, incluindo moddulo de elasticidade “E” de
(13 2 e 9%

210 GPa e um coeficiente de Poisson “u” igual a 0,3. A pressao de teste utilizada “p” equivale

a uma carga nominal de 1,00 MPa.
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A tabela a seguir indica os parametros geométricos utilizados em cada modelo de

calculo:

Tabela 1 — Parametros geométricos dos modelos de calculo.

Modelo G Z t[(mm] L [mm] r[mm]
1 20 5 5,00 52,50 104,83
2 20 10 5,00 74,20 104,83
3 20 50 5,00 165,80 104,83
4 20 100 5,00 234,50 104,83
5 20 500 5,00 524,20 104,83
6 20 1000 5,00 741,30 104,83
7 20 5000 5,00 1657,50 104,83
8 20 10000 5,00  2344,10 104,83
9 20 50000 5,00  5241,50 104,83
10 50 5 5,00 82,90 262,07
11 50 10 5,00 117,30 262,07
12 50 50 5,00 262,10 262,07
13 50 100 5,00 370,70 262,07
14 50 500 5,00 828,80 262,07
15 50 1000 5,00 1172,10 262,07
16 50 5000 5,00 2620,80 262,07
17 50 10000 5,00 3706,30 262,07
18 50 50000 5,00  8287,50 262,07
19 100 5 5,00 117,30 524,14
20 100 10 5,00 165,80 524,14
21 100 50 5,00 370,70 524,14
22 100 100 5,00 524,20 524,14
23 100 500 5,00 1172,10 524,14
24 100 1000 5,00 1657,50 524,14
25 100 5000 5,00  3706,30 524,14
26 100 10000 5,00 5241,50 524,14

N
-

100 50000 5,00  11720,20 524,14
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3.1 Calculos baseados em métodos analiticos

A execucao dos célculos analiticos estd baseada nas teorias apresentadas na nota técnica
NACA N°1341 (BATDOREF, 1947) e no livro “Theory of Elastic Stability” (TIMOSHENKO;
GERE, 1936).

Considerando os resultados apresentados na nota técnica NACA N° 1341 (BATDOREF,
1947), as pressOes criticas que causam a instabilidade em cada modelo de célculo sdo
determinadas a partir do grafico apresentado na Figura 6. Cada modelo de célculo possui um
determinado valor para o parametro “Z” e para o parametro “G”. Com esses dois parametros
de entrada pode-se obter do grafico o coeficiente de tensdo circunferencial “k,”, a partir do

qual pode-se determinar a tensdo critica de instabilidade utilizando a equagdo (11):

D

" T b

o, =k

Com o valor da tensdo critica pode-se entdo determinar a respectiva pressao critica de

que causa a instabilidade na casca cilindrica utilizando a seguinte equacao:

Considerando as teorias apresentadas no livro “Theory of Elastic Stability”
(TIMOSHENKO; GERE, 1936), as pressoes criticas que causam a instabilidade (p.,) podem
ser obtidas diretamente com as equagdes (20) e (21). A equacdo (21) é uma forma
simplificada da equagdo (20) e se aplica apenas quando a razdo entre o comprimento e raio é

muito grande.

1— u?)pe,r 1—pu? t 2n? —1-—
(A = #)pert _ H N W?— 1+ 2 20)
Et (n?2 — 1) +n2L2/m?r?) 12r2 1+ n?L?/n?r?
Et3(n®-1)
Der = 21

C12r3(1 — p?)
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3.2 Calculo baseado na teoria dos elementos finitos - ANSYS 13.0

Dada a grande quantidade de célculos a serem realizados, optou-se por elaborar uma
macro para facilitar e agilizar o processo de obtengdo de resultados com o ANSYS 13.0. A

macro utilizada € apresentada na seqiiéncia:

/PREP7

MAT,1

MP.EX,1,2.1E5
MP,PRXY,1,0.3
ET,,SHELL281,
SECTYPE,1,SHELL, LAYERI,
SECDATA,ESPESSURA,1,,,
K,1,0,0,0
K,2,0,0,COMPRIMENTO/2
K,3,0,0,COMPRIMENTO
CIRCLE,1,RAIO,,,,
CIRCLE,2,RAIO,,,,
CIRCLE,3,RAIO,,,,

L.4,8

L,8,12

L,5.9

L9,13

L,6,10

L,10,14

L,7,11

L,11,15

AL,1,5,13,15

AL,2,6,15,17

AL,3,7,17,19

AL4,8,19,13

AL,5,9,14,16

AL,6,10,16,18

AL,7,11,18,20

AL,8,12,20,14
AESIZE,ALL,TAMANHODAMALHA
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AMESH,ALL
AREVERSE,ALL,0
SF,ALL,PRES,PRESSAODETESTE
CSYS,1
LSEL,S,LINE,,1,4,1,0
LSEL,A,LINE,,9,12,1,0
CM,BORDAS,LINE
NSEL,S,NODE,,BORDAS
D,ALL,UX.,0
WSPRINGS

ALLSEL
NROTAT,ALL

/SOLU

PSTRES,ON

SOLVE

FINISH

/SOLU
OUTRES,ALL,ALL
ANTYPE,BUCKLE
BUCOPT,LANB,3,
MXPAND.,3

SOLVE

FINISH

Os comandos ilustrados nas 7 primeiras linhas da macro servem para ativar as opcoes
de elaboragdo do modelo de cdlculo. O comando “/PREP7” ativa o pré-processador
habilitando as opcdes para definir as propriedades mecanicas do material utilizado, a

geometria, a malha, as condi¢des de contorno e os carregamentos do modelo de célculo.

O comando “MAT,1” cria o material “1” e os comandos ‘“MP,EX,1,2.1E5” e
“MP,PRXY,1,0.3” associam a esse material respectivamente um modulo de elasticidade de

210000 MPa e um coeficiente de Poisson de 0,3.

Os comandos “ET,,SHELL?281,”, “SECTYPE,1,SHELL,,LAYER1,” e
“SECDATA,ESPESSURA,1,,,” definem o tipo de elemento utilizado e a esse elemento
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associam uma determinada se¢do com uma determinada espessura. O elemento utilizado é um
elemento de casca do tipo SHELL281, o qual possui oito nds e seis graus de liberdade:
translacoes em X, Y e Z, e rotacdes sobre os eixos X, Y, e Z. Esse tipo de elemento pode ser
utilizado em vdrias aplicagdes, incluindo instabilidade linear e modelos com grandes

deformacdes/rotagdes.

A figura a seguir ilustra a geometria, as posi¢coes dos nos e o sistema de coordenadas do
elemento SHELL281. O elemento € definido pelas informagdes da secdo (espessura) € por
oito n6s (I, J, K, L, M, N, O e P). O elemento também pode ter uma forma triangular quando

os nos K, L e O assumem o mesmo ndmero de né.

]

Figura 11 — Elemento de casca SHELL281 (ANSYS 13.0).

As linhas de nimero 8 até 29 correspondem a construcdo da geometria dos cilindros.
Primeiramente sdo criados alguns “keypoints” na linha de centro dos cilindros nas
extremidades e na secdo central. Nessas posi¢cdes s@o criados circulos com o raio do cilindro.
Entdo, sdo criadas linhas conectando os circulos e a partir dessas linhas sao criadas as dreas
que formam o cilindro. As numeracdes adotadas para realizar as conexdes entre as entidades

geométricas foram ajustadas de forma a se adequar a sequéncia automética do programa.
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Os comandos  “AESIZE ALL,TAMANHODAMALHA” e “AMESH,ALL”
respectivamente definem o tamanho da malha nas dreas que formam os cilindros e a seguir

aplicam essa malha configurada no modelo de calculo de forma automatica.

O comando “AREVERSE,ALL,0” inverte a normal das areas dos cilindros de forma
que a pressao de teste seja aplicada na parte externa dos cilindros e ndo na parte interna. O
comando “SF,ALL,PRES,PRESSAODETESTE” aplica a pressdo de teste adotada em todas

as superficies do cilindro.

O comando “CSYS,1” altera o sistema de coordenadas ativo para o sistema cilindrico e
os comandos “LSEL,S,LINE,,1,4,1,0” e “LSEL,A,LINE,,9,12,1,0” selecionam as linhas das
extremidades dos cilindros. O comando “CM,BORDAS,LINE” cria um componente
especifico com as duas linhas das extremidades e o comando “NSEL,S,NODE,,BORDAS”
seleciona todos os nds pertencentes a essas linhas. Com esses nos selecionados, aplica-se o

comando “D,ALL,UX,0” para restringir o movimento desses nos na direcao radial (UX).

Os primeiros testes realizados ndo alcancaram a convergéncia devido a uma
instabilidade verificada na direcdo axial (Z) do modelo. Para contornar essa instabilidade
foram aplicadas molas fracas (“Weak Springs”) através do comando “WSPRINGS”. Esse
comando importa uma macro automdtica do proprio programa que aplica molas nas
extremidades do modelo. Essas molas sdo conectadas a um referencial fixo e possuem uma

rigidez tdo pequena que a influéncia nos resultados pode ser desprezada.

O comando “ALLSEL” seleciona todos os componentes do modelo e o comando

“NROTAT,ALL” rotaciona os nés para o sistema de coordenadas cilindrico ativo.

O comando “/SOLU” habilita as fun¢des que configuram as opg¢des de solucdo do
modelo e o comando “PSTRES,ON” define que os resultados da andlise estrutural estatica

devem ser alocados para suportar a andlise de instabilidade linear subseqiiente.

O comando “SOLVE” d4 inicio a solucdo da anélise estrutural estdtica e apds o término

dos calculos, o comando “FINISH” finaliza a analise estrutural estatica.
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Com os resultados obtidos da analise estrutural estatica, utiliza-se novamente o
comando “/SOLU” para definir as opcdes da andlise de instabilidade linear. O comando
“OUTRES,ALL,ALL” determina que todos os resultados da solucdo sejam gravados no
arquivo de saida do célculo. O comando “ANTYPE,BUCKLE” define o novo tipo de andlise,
ou seja, instabilidade linear. O comando “BUCOPT,LANB,3,” determina o método de
extragdo e a quantidade de modos a serem calculados. O comando “MXPAND,3” determina
a quantidade de modos a serem expandidos pelo programa de modo a possibilitar a
visualizacdo grafica dos modos de instabilidade. Optou-se por calcular os trés primeiros

modos de instabilidade, entretanto, apenas os modos circunferenciais serdo analisados.

Com todas as opgOes definidas utiliza-se novamente os comandos “SOLVE” e
“FINISH” para dar inicio aos célculos e finalizar a andlise de instabilidade linear. Os
resultados sdo entdo obtidos em funcdo de um fator multiplicativo da pressdo teste nominal

adotada (1,00 MPa).
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4 ANALISE DOS RESULTADOS

4.1 Testes de malha

O tamanho dos elementos influéncia diretamente a convergéncia da solug@o e por isso
esse parametro deve ser escolhido com cuidado. Espera-se que o nivel de precisdo da solucdo
aumente com a diminui¢do do tamanho dos elementos. Entretanto, o uso de elementos muito

pequenos também implica em um maior tempo de trabalho computacional (RAO, 2005).

Antes de iniciar os célculos com o programa ANSYS 13.0, alguns testes foram
realizados de modo a escolher um tamanho de malha adequado para os diferentes modelos de
célculo. Desta forma, o primeiro modelo de cada grupo (G = 20, 50 e 100), ou seja, os
modelos nimeros 1, 10 e 19, foram calculados com diferentes tamanhos de malha a fim de
padronizar um tamanho de malha para cada grupo de cdlculo. Os testes realizados sdo

resumidos na tabela a seguir:

Tabela 2 — Resultados dos testes de malha.

Modelo Tamanho de Fator de

/ Teste malha (mm) carga critica
1-1 5 392,91
1-2 10 393,03
1-3 15 392,76
10-1 10 66,27
10-2 15 66,25
10-3 20 66,27
19-1 15 16,86
19-2 20 16,86
19-3 25 16,87

Os tamanhos de malha adotados estdo indicados em negrito na tabela acima. Os testes
realizados indicam que os tamanhos de malha analisados apresentaram variagdes muito
pequenas nos resultados, sendo que os tamanhos de malha adotados se referem aqueles que
apresentaram a melhor relacdo entre o aspecto visual da malha, o tempo de solucdo dos

calculos e a memoria alocada pelos arquivos do programa.
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4.2 Resultados dos calculos

Os resultados obtidos com os diferentes métodos de cédlculo sdo apresentados na tabela
seguinte, a qual apresenta as pressoes criticas calculadas que causam a instabilidade nos
modelos de calculo “p..” de acordo com as diferentes metodologias propostas e também a

6699

quantidade de meias ondas circunferenciais “n” visualizadas nos resultados obtidos com o

ANSYS 13.0 de acordo com os diferentes modos de instabilidade:

Tabela 3 — Resultados dos calculos.

ANSYS 13.0 BATDORF TIMOSHENKO
Modelo G Z , - (Eq. 20 - (Eq. 21

[l\gl)i’a] n po[MPa] P [g\/[;l’a] )P [g\/[il’a] )
1 20 5 393,03 7 377,72 282,98 100,16
2 20 10 191,56 6 209,65 226,43 73,04
3 20 50 67,95 4 73,27 176,06 31,3
4 20 100 46,22 4 48,57 111,61 31,3
5 20 500 20,32 3 20,43 70,76 16,69
6 20 1000 14,02 2 14,29 163,91 6,26
7 20 5000 6,71 2 8,77 39,03 6,26
8 20 10000 6,4 2 8,38 22,72 6,26
9 20 50000 626 2 8,32 9,57 6,26
10 50 5 66,25 1 60,59 45,46 16,03
1 50 10 31,51 9 3421 37,74 10,68
12 50 50 10,94 7 11,73 22,57 6,41
13 50 100 7,42 6 7,77 19,61 4,67
14 50 500 3,1 5 3,27 9,79 321
15 50 1000 2,36 4 2,29 10,12 2
16 50 5000 1,15 3 1,01 6,52 1,07
17 50 10000 0,61 2 0,71 16,69 04
18 50 50000 041 2 0,54 3,69 04
19 100 5 16,86 16 15,46 11,38 426
20 100 10 7,96 13 8,56 9,27 2.8
21 100 50 2,75 9 2,93 6,77 1,34
2 100 100 1,86 8 1,94 5,58 1,05
23 100 500 0.8 8 0,82 2,07 1,05
24 100 1000 0,55 5 0,57 3,6 0,4
25 100 5000 0,25 3 0,25 551 0,13
26 100 10000 0,17 3 0,18 2,85 0,13
27 100 50000 0,07 2 0,08 3,33 0,05
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As figuras ilustradas a seguir representam uma ilustragdo grafica dos modos de falha
encontrados para os nove primeiros modelos analisados. Ressalta-se que estdo sendo
apresentados apenas os modos de instabilidade circunferencial. Com excec@o dos modelos 1,
10 e 19, os demais modelos apresentaram o modo de instabilidade circunferencial logo no
primeiro modo de falha. Os modos de falha pertinentes aos outros modelos de calculo serdo

ilustrados no APENDICE A.

Os modelos 1, 10 e 19 apresentam um parametro de curvatura muito pequeno (Z = 5),
de tal forma que os dois primeiros modos de falha verificados nesses casos ocorreu na direcao
axial dos cilindros. Uma vez que os modos de instabilidade axial ndo sdo objetivo desse
estudo e considerando ainda que nenhum tipo de restricdo axial foi imposta nos modelos de
calculo, tais resultados ndo serdo analisados no presente trabalho. Além disso, os resultados
encontrados para os modos de instabilidade circunferencial estio em conformidade com os
estudos apresentados na nota técnica NACA N° 1341 (BATDORF, 1947), uma vez que o

parametro de tensdo circunferencial “ky” obtido nesses casos tende a 4.

DISPLACEMENT AN

ROG 13 2012
14:34:09

5TEF=1
SUB =3
FREQ=393.035
DM¥ =.999284

Figura 12 — Modo de falha do modelo de cdlculo N° 1 (ANSYS 13.0).



DISPLACEMENT AN

AUG 15 2012
14:36:40

STEP=1
SUB =1
FREQ=191.535
DM =.995947

Figura 13 — Modo de falha do modelo de célculo N° 2 (ANSYS 13.0).

DISPLACEMENT AN

RUG 19 2012
14:39:09

STEP=1

SUB =1
FREQ=67.95
DMK =1.0001%

Figura 14 — Modo de falha do modelo de cdlculo N° 3 (ANSYS 13.0).
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DISPLACEMENT AN

RUG 19 2012
14:41:47

STEE=1
5UB =1
FREQ=46.2197
DMY =1.00003

Figura 15 — Modo de falha do modelo de cdlculo N° 4 (ANSYS 13.0).

DISPLACEMENT AN

STEP=1 AUG 19 2012

SUB =1
FREQ=39.2711
DM =1.00104

Figura 16 — Modo de falha do modelo de cdlculo N° 5 (ANSYS 13.0).
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AN

AUG 19 2012
15:23:41

DISFLACEMENT

STEE=1
SUB =1
FREQ=14.0
DMY =. 93

Figura 17 — Modo de falha do modelo de célculo N° 6 (ANSYS 13.0).

DISPFLACEMENT AN

ROG 19 2012
16:10:33

STER=1
3UB =1
FREQ=6.70733
DMX =1.00019

Figura 18 — Modo de falha do modelo de cdlculo N° 7 (ANSYS 13.0).
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DISPLACEMENT AN

STER=1 RUG 19 20&
2

2
-
2

SUB =1 16:28:
FREQ=6.3962
DMX =.999193

Figura 19 — Modo de falha do modelo de cdlculo N° 8§ (ANSYS 13.0).
DISFLACEMENT AN
STEP=1 AOG 19 2012
SUE =1 17:50:07

FREQ=6.26035
DM¥ =.999768

Figura 20 — Modo de falha do modelo de cdlculo N° 9 (ANSYS 13.0).
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A tabela apresentada a seguir indica os desvios percentuais das pressdes criticas que
causam a instabilidade circunferencial tomando-se como base de comparacao os resultados do

ANSYS 13.0.

Tabela 4 — Pressdes criticas: desvios calculados para os diferentes métodos de célculo.

BASE DE
CALCULO DESVIOS PERCENTUAIS [%]
per [MPa]
MODELO
ANSYS 13.0 | BATDORF TIMOSHENKO
Equacao (20) Equacao (21)
1 393,03 -4,05 -38.,89 -292,39
2 191,56 8.63 15,40 162,28
3 67.95 727 61,41 117,08
4 46.22 4,83 58.59 47,66
5 2032 0,52 7128 2172
6 14,02 1,90 9145 1123,95
7 6.71 2345 82,81 7,18
8 6,40 23,64 71,84 223
9 6.26 2476 34,56 0,00
10 66,25 9,33 -31,39 -75,81
11 3151 7,90 19.78 66,09
12 10,94 6,72 106,28 -41,40
13 7.42 4,55 164,25 37,00
14 3.10 5,15 215,86 3,39
15 2.36 321 328,66 15,12
16 115 13,91 467,37 7,09
17 0.61 13,66 2635,50 34,32
18 0.41 23,44 799.98 2.8
19 16,86 29,04 32,49 7475
20 7,96 7,03 16,47 6477
21 2,75 6,19 146,04 -51,44
2 1.86 431 200,10 43,46
23 0,80 2,09 158,28 31,46
24 0,55 3,80 554,83 27,15
25 0.25 0.95 210544 46,58
26 0,17 3,75 1578,09 21,44
27 0.07 10,93 4656,70 28,45
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Os resultados obtidos com os calculos realizados com o ANSYS 13.0 foram utilizados

para construir o grafico ilustrado a seguir, o qual apresenta a relagdo entre o parametro de

curvatura “Z” e o coeficiente de tensao circunferencial “ky”.

1000,00

100,00

10,00

1,00

ky x Z - Resultados ANSYS 13.0

A

/"V
"

v"/‘

E‘: ‘/

10

100

1000

Z

10000

100000

——-G=20
——G =50
G =100

Figura 21 — Relacdo “ky” x “Z” (ANSYS 13.0).

O grafico obtido com os resultados dos calculos realizados com o método dos elementos

finitos utilizando o programa ANSYS 13.0 apresenta grande semelhanca ao grafico ilustrado

na nota técnica NACA N° 1341 (BATDOREF, 1947). De fato, para coeficientes de curvatura

“Z” inferiores a 10, tem-se que o coeficiente de tensdo circunferencial tende a uma constante

igual a 4. De acordo também com a nota técnica NACA N° 1341 (BATDOREF, 1947), esse

caso corresponde no limite a condi¢do de uma placa plana apoiada submetida a compressao

longitudinal, e, para valores de “Z” compreendidos entre 10 e 5000, a curva do grafico se

aproxima a uma linha reta com inclinagdo 2. Nesses casos o valor do coeficiente de tensdo

circunferencial pode ser obtido com boa aproximacao a partir da seguinte expressao:

ky = 1,047/
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A razdo “r/f” apresentou influéncia consideravel nos resultados apenas para valores de
“Z” superiores a 5000. Nesses casos, quanto menor a razdo “7/t”, maior € o afastamento da
curva de uma linha reta. Ou seja, quanto menor for o valor do parametro “G”, maior serd o

coeficiente de tensdo circunferencial obtido no grafico para um mesmo valor de “Z”.

Tomando-se como base as pressdes criticas resultantes do cdlculo realizado com o
ANSYS 13.0, os desvios calculados em relag@o a teoria apresentada na nota técnica NACA
N° 1341 (BATDORF, 1947) foram razoavelmente pequenos para todos os modelos
analisados. Em geral, para um valor fixo de “G”, os desvios aumentam com o aumento do
parametro “Z”. Considerando a variacdo de “G”, percebe-se que quanto maior o valor desse
parametro, menor € o desvio de cdlculo encontrado em comparacao com os resultados obtidos
com o método dos elementos finitos. Para cilindros muito longos (valores de “Z” muito
grandes), uma das condi¢des de validade da equagdo (4) (n? >> 1) ndo é mais satisfeita e,
portanto, erros razodveis podem ser esperados. Nestes casos, recomenda-se entdo a utilizagdo

de um coeficiente de correcdo equivalente a 0,75.

Para valores de “Z” iguais ou inferiores a 1000, os desvios calculados apresentaram
valores inferiores a 10% em todos os modelos de cédlculo. Por outro lado, para valores de “Z”
superiores a 1000, os desvios calculados apresentaram um aumento considerdvel,
principalmente para o menor valor de “G” analisado. O maior desvio calculado foi de 24,76%.
Utilizando o fator 0,75 citado anteriormente nesse caso, o desvio calculado diminui para

apenas 0,32%.

Outro ponto interessante relativo a comparagdo entre os resultados obtidos com a teoria
apresentada na nota técnica NACA N° 1341 (BATDORF, 1947) ¢ com o método dos

elementos finitos pode ser percebido na Figura 22 a seguir:
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ky X Z - Resultados ANSYS

600,00

~
/ ~8-G=20
——G=50
/ G = 100

3000 30000

60,00

Figura 22 — Detalhe do grifico “ky” x “Z” - 3000 < Z < 30000 (ANSYS 13.0).

Essa figura representa uma ampliacdo da Figura 21 para valores de “Z” compreendidos
entre 3000 e 30000. Verifica-se que para G = 50, o coeficiente de tensdo circunferencial
obtido apresenta uma reducdo que aparentemente esti em desacordo com o comportamento
global das curvas encontradas. Entretanto, analisando os resultados obtidos percebe-se que
entre Z = 5000 e Z = 10000 tem-se uma redu¢do do nimero de meias ondas circunferenciais
“n” para G = 50. A teoria analitica apresentada na nota técnica NACA N° 1341 (BATDOREF,
1947) considera uma variagdo continua de “n”. Conclui-se, portanto, que o grafico tedrico ndo

foi capaz de demonstrar esse comportamento devido a condi¢do de contorno aplicada na

solu¢do analitica do problema.

Por outro lado, os resultados obtidos com a teoria analitica descrita no livro “Theory of
Elastic Stability” (TIMOSHENKO; GERE, 1936) apresentaram desvios considerdveis tanto
para a equagdo (20) quanto para a equagao (21). Verificou-se que a equagao (20) forneceu
resultados razodveis apenas para valores muito pequenos do parametro de curvatura, tais
como Z =5 e Z = 10. E mesmo nesses casos, 0os desvios calculados se mostraram bem
maiores quando comparados aos resultados obtidos com o gréfico da nota técnica NACA N°

1341 (BATDOREF, 1947).
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Para valores de “Z” superiores a 10, a equacdo (20) comeca a perder significado, sendo
que os desvios calculados comegam a atingir niveis extremamente altos (maiores que 1000%),
principalmente para os casos que apresentam as maiores razdes de “r/f’. Nesses casos, a
equacgdo (21) apresentou uma série de resultados mais interessantes representados por desvios

calculados bem inferiores.
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5 CONCLUSOES

Este estudo teve como objetivo avaliar os parametros que influenciam a instabilidade de
cascas cilindricas submetidas ao carregamento de pressdo uniforme externa. A condi¢cdo de
contorno considerada nos cdlculos se resume a extremidades simplesmente apoiadas; ou seja,
tanto nos métodos de cdlculos analiticos quanto no método dos elementos finitos considerou-

se apenas a restricao radial das bordas localizadas nas extremidades dos cilindros.

Os célculos e as comparagdes executadas demonstraram que o método analitico
empregado na nota técnica NACA N° 1341 (BATDORF, 1947) para determinar a carga
critica que causa a instabilidade circunferencial apresenta resultados que estdo em pleno
acordo com o método dos elementos finitos empregado com o programa ANSYS 13.0. Os
desvios calculados em relacdo a esses dois métodos foram bem pequenos de modo que os dois
métodos podem ser utilizados com boa aproximacao na determinacdo dessa carga critica. Em
relacdo aos resultados da nota técnica NACA N° 1341 (BATDOREF, 1947), deve-se fazer uma
ressalva para modelos que apresentam comprimentos muito grandes € uma consequente
quantidade de ondas circunferenciais “n” igual a 2. Esses casos s6 ocorrem com parametros
de curvatura extremamente grandes, e, nesses casos, coeficientes de corre¢do adequados
devem ser utilizados visando a minimizagao dos erros. Na pratica, os modelos que apresentam
um parametro “G” igual ou inferior a 20 podem ser corrigidos com boa aproximacao

utilizando um fator equivalente a 0,75.

Por outro lado, as solugdes encontradas no livro “Theory of Elastic Stability”
(TIMOSHENKO; GERE, 1936) possuem uma amplitude de aplicacdo muito restrita.
Verifica-se que para os modelos analisados, a equagdo (20) forneceu resultados razodveis
apenas para valores de “Z” muito pequenos. Para valores de “Z” maiores, a equagao (21)
mostrou-se mais adequada, principalmente para o primeiro grupo de testes, 0s quais possuem

um parametro “G” equivalente a 20.

Sendo assim, pode-se dizer que os resultados encontrados na nota técnica NACA N°
1341 (BATDORF, 1947) apresentam grande aplicabilidade préitica, de modo que com o

auxilio do gréfico ilustrado na Figura 6, as pressdes criticas que causam a instabilidade
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circunferencial em cascas cilindricas podem ser determinadas de forma fécil e ripida em
funcdo de poucos parametros. Em virtude da importancia do fendmeno de instabilidade,
recomenda-se estudar cada projeto caso a caso de modo a utilizar fatores de seguranca

adequados contra esse tipo de falha.

Como sugestdo para proximos estudos acerca desse tema, recomenda-se avaliar a
influéncia de diferentes condi¢des de contorno aplicadas nas extremidades dos cilindros e
também a inclusdo de nervuras circunferenciais ao longo do comprimento dos cilindros de
modo a aumentar as cargas criticas resultantes, viabilizando solucdes alternativas para

projetos mecanicos que se baseiam nesse tipo de estrutura.
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APENDICE A - Modos de instabilidade dos modelos de cilculo de niimero 10 ao 27

DISPLACEMENT AN

A0G 19 2012
17:57:18

STEP=1
SUB =3
FREQ=66.2516
DMX =.993355

Figura 23 — Modo de falha do modelo de calculo N° 10 (ANSYS 13.0).

DISPLACEMENT AN

AUG 19 2012
18:02:56

STEP=1
SUB =1
FREQ=31.5125
MY =1

Figura 24 — Modo de falha do modelo de calculo N° 11 (ANSYS 13.0).
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DISPLACEMENT AN

AUG 15 2012
18:14:08

STEP=1
3UB =1
FREQ=10.9441
DMX =.992809

Figura 25 — Modo de falha do modelo de calculo N° 12 (ANSYS 13.0).

DISFLACEMENT AN

AUG 19 2012
18:17:50

STEP=1
SUB =1
FREQ=T7.42407
DMX =1.00002

Figura 26 — Modo de falha do modelo de cdlculo N° 13 (ANSYS 13.0).
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DISPLACEMENT AN

AUG 19 2012

18:20:18

STEP=1
SUB =1
FREQ=6.0137
DMX =.9937

2

Figura 27 — Modo de falha do modelo de calculo N° 14 (ANSYS 13.0).

Figura 28 — Modo de falha do modelo de cdlculo N° 15 (ANSYS 13.0).
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DISFLACEMENT AN

RUG 19 2012
18:56:09

STEP=1
5UB =1
FREQ=1.15102
DMK =.99991

Figura 29 — Modo de falha do modelo de calculo N° 16 (ANSYS 13.0).

DISPLACEMENT

RUG 20 2012
STEP=1 11:11:38
SUB =1

FREQ=.608411
DMK =1.00009

Figura 30 — Modo de falha do modelo de cdlculo N° 17 (ANSYS 13.0).
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DISPLACEMENT

STEP=1
SUB =1
FREQ=.410892
R5¥S=0
DMX =1.00003

AN

RUG 20 201z
10:40:27

Figura 31 — Modo de falha do modelo de calculo N° 18 (ANSYS 13.0).

Figura 32 — Modo de falha do modelo de calculo N° 19 (ANSYS 13.0).
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Figura 33 — Modo de falha do modelo de calculo N° 20 (ANSYS 13.0).

AN
DISPLACEMENT AUG 20 2012
STEP=1 13:40:58
SUB =1
FREQ=2.7524

DMX =.959263

Figura 34 — Modo de falha do modelo de cdlculo N° 21 (ANSYS 13.0).
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Figura 35 — Modo de falha do modelo de calculo N° 22 (ANSYS 13.0).

Figura 36 — Modo de falha do modelo de calculo N° 23 (ANSYS 13.0).
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Figura 37 — Modo de falha do modelo de calculo N° 24 (ANSYS 13.0).

Figura 38 — Modo de falha do modelo de calculo N° 25 (ANSYS 13.0).
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DISPLACEMENT

AUG 21 2012
STEP=1 08:20:33
SUB =1

FREQ=.165811
DMX =1.00015

Figura 39 — Modo de falha do modelo de calculo N° 26 (ANSYS 13.0).

DISPLACEMENT
AUG 21 2012
STEP=1 13:44:49

SUB =1
FREQ=. 066697
DMX =1

Figura 40 — Modo de falha do modelo de calculo N° 27 (ANSYS 13.0).
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