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Resumo

Neste trabalho, com o auxilio da teoria qualitativa das equagoes diferenciais ordinarias,
analisamos cinco modelos epidemiolégicos expressos como sistemas de equagoes diferenci-
ais, a saber, Modelos SIS, SIR, SIRS, SEIR com nascimentos e mortes naturais e Covid-19,
que representa o modelo SEIR com a adi¢ao de compartimentos. O método algébrico da
matriz da préxima geragao para o modelo Covid-19 é descrito para determinar o niimero
basico reprodutivo, Ry, que é o nimero médio de individuos infectados por um individuo
infectado quando a Covid-19 é introduzida na populagdo completamente suscetivel.

Palavras-chave: Analise, Epidemiologia, Hiperbolicidade, Nimero Basico Reprodutivo,
Matriz da Préoxima Geracao.



Abstract

In this work, with the aid of the qualitative theory of ordinary differential equations,
we analyze five epidemiological models written as systems of differential equations, namely
SIS, SIR, SIRS, SEIR with natural births and deaths and Covid-19, which represents the
SEIR model with the addition of compartments. The next generation matrix algebraic
method for the Covid-19 model is described to determine a basic reproductive number,
Ry, which is the average number of individuals infected by an infected individual when
Covid-19 is introduced into the population completely susceptible.

Keywords: Analysis, Epidemiology, Hyperbolicity, Basic Reproductive Number, Next
Generation Matrix.
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Introducao

As equacgoes diferenciais tém uma capacidade notavel de descrever o mundo que nos
rodeia. Elas nos auxiliam a entender fendmenos que envolvem taxas de variagdo. Algumas
dessas equacoes podem ser resolvidas fazendo uso de métodos de integracao do calculo
diferencial, muitas exigem ferramentas mais sofisticadas e outras simplesmente nao podem
ser resolvidas explicitamente. As equacoes diferenciais podem ser encontradas, entre
outras areas, em:

o medicina, para modelar o crescimento de canceres ou a propagacao de uma doenca;
e quimica, para modelar rea¢oes quimicas;

e economia, para encontrar melhores estratégias de investimento;

fisica, para descrever o movimento de ondas, péndulos ou sistemas cadticos.

Em especial, por meio de ferramentas da teoria qualitativa das equagoes diferenciais
ordindrias (EDOs) a serem exploradas, neste trabalho vamos analisar modelos epidemi-
olégicos dos tipos SIS (Suscetiveis, Infectados, Suscetiveis), SIR (Suscetiveis, Infectados,
Recuperados), proposto primeiramente por Kermack e McKendrick em 1927 (veja [7]) e
SEIR (Suscetiveis, Expostos, Infectados, Recuperados), que sdo expressos como sistemas
de equagoes diferenciais ordinarias e sao utilizados para modelar a propagacao de doencas
como a gripe e as causadas pelo coronavirus. Vamos trabalhar com diferentes modelos de
compartimentos retirados de [4]. Ao sistema de compartimentos, associamos um sistema,
de equagoes diferenciais ordinarias autonomas, que chamamos de sistema auténomo e que
sera o modelo matematico para a descricdo da dindmica das solugoes. Vale observar que
as siglas para os modelos de epidemiologia sdo frequentemente baseados nos padroes de
fluxo entre as classes em que a populacao é dividida. Existem outros tipos de modelos
matematicos utilizados em epidemiologia que nao iremos discutir, a saber:

o Modelos Estocésticos, que possuem um aspecto probabilistico das epidemias. Para
estuda-los, uma boa referencia ¢ [1].

o Modelos de redes, que representam os individuos nao por compartimentos, mas por
nos numa rede e o contato entre eles por arestas que ligam os néds, veja [8].

» Modelos de EDPs (equagoes diferenciais parciais), nos quais as variaveis sao fungoes
do tempo e do espago, veja [16].

Ao longo do texto, daremos uma atencao maior as solucoes de equilibrio e ao niimero
basico reprodutivo de uma doenca, denotado por Ry, que ¢é definido como sendo o nu-
mero de infecgoes produzidas por um individuo infectado, em uma populacao totalmente
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suscetivel. Este ntiimero permite estimar o impacto de uma infecgdo. Sob determinadas
condigoes, Ry pode ser obtido por meio de uma matriz denominada matriz da prézima
geragcao (MPG), conceito introduzido por Diekmann, Heesterbeek e Metz (veja [3]). Essa
técnica é tutil principalmente em sistemas de varios compartimentos, onde nao é possivel
utilizar resultados que sdao provados somente em R2.

Durante o desenvolvimento do trabalho, optamos por trabalhar com uma base tedrica
rica em demonstracoes e exemplos para facilitar a compreensao do leitor. Também elabo-
ramos figuras, graficos e retratos de fase sempre que possivel, utilizando softwares como
Pycharm, Pplane e a prépria biblioteca TikZ do KTEX.

O texto esta estruturado da seguinte forma:

Capitulo 1: Possui alguns resultados da teoria qualitativa das EDOs, explorando
as solugoes de equilibrio, os conceitos de hiperbolicidade, estabilidade e orbitas
periodicas que serao utilizados para entender a dinamica dos modelos.

Capitulo 2: Estudo do modelo SIS (Suscetivel, Infectado, Suscetivel) explorando
o comportamento de suas solugées por meio do conceito de hiperbolicidade, estabi-
lidade dos pontos equilibrios e solu¢oes encontradas explicitamente.

Capitulo 3: Estudo do modelo SIR (Suscetivel, Infectado, Recuperado) explorando
o comportamento das solucoes por meio de suas érbitas.

Capitulo 4: Estudo do modelo SIRS cujos individuos recuperados possuem perda
de imunidade com o passar do tempo. Neste caso, utilizamos o conceito de hiperboli-
cidade, estabilidade e resultados que garantem a nao existéncia de érbitas periddicas
onde as solugoes estao definidas. A partir disso, mostramos que o comportamento
das solugoes proximas aos equilibrios pode ser estendido globalmente.

Capitulo 5: Estudo de um modelo para a Covid-19 e a utilizacdo da matriz da
préoxima Geragao para o calculo de Ry. Estudamos o comportamento local das
solugoes proximas aos pontos de equilibrios do sistema, além de medidas de controle
que podem ser utilizadas para evitar a propagacao da doenca.

Capitulo 6: Estudo do comportamento local das solugdes do modelo SEIR, (Sus-
cetivel, Exposto, Infectado, Recuperado) proximas a um equilibrio, por meio do
calculo de Ry utilizando a matriz da proxima geragao associada ao sistema.



1 Resultados da teoria qualitativa
de EDOs

Neste capitulo apresentamos alguns resultados fundamentais da teoria qualitativa das
equagoes diferenciais ordinarias que se aplicam a sistemas lineares planares e sistemas
nao lineares do tipo # = F(z), = € R", auténomos (que nao dependem explicitamente
da variavel t). Estamos interessados no que se refere a hiperbolicidade e estabilidade dos
pontos de equilibrio de tais sistemas, bem como na existéncia de érbitas peridédicas. Neste
sentido, primeiramente apresentamos alguns resultados envolvendo sistemas planares e
posteriormente damos algumas defini¢oes e relembramos resultados importantes da teoria
de equacoes diferenciais ordinarias, como o Teorema de Hartman-Grobman e o Teorema
de Poincaré-Bendixson. Alguns resultados sao validos apenas para R?, e quando for o
caso, sera especificado.

As principais referéncias para a elaboragao deste capitulo foram [2], [11], [13], [14]
e [15].

1.1 Sistemas Planares

Um sistema em R? da forma

(1.1)

y=g(z,y).

{S'U = f(z,y),
é dito planar e pode ser reescrito como:

X = F(X), (1.2)

com X = (x,y), F(X) = F(x,y) = F(f(z,y),9(x,y)), e f,g : R? — R% F é dito um

campo vetorial em R? associado as equagoes diferenciais ordindrias presentes em (1.1).
Definigéo 1.1. Dizemos que X, é um ponto de equilibrio de X = F(X), se F(X,) = 0.
Note que X é solucdo de (1.2), pois Xg =0 = F(Xo).

1.1.1 Sistemas Lineares Planares

Um sistema linear planar autonomo tem a forma

{:t‘ = ax + by, (1.3)

Y =cxr+ dy,

21



22 Resultados da teoria qualitativa de EDOs

. . . LY b
onde a, b, c e d sdo constantes reais. Sua forma abreviada é X = AX, com A = ( Z )

d
e X = (z,y).
Dizemos que X é solugao de (1.3) se X satisfaz a equagao X = AX.
Note que (0,0) sempre é ponto de equilibrio do sistema (1.3). Para encontrar os
demais, deve-se resolver o sistema:

ar + by =0,
cr +dy = 0.

Teorema 1.2. Seja X = AX um sistema linear planar auténomo.
e (0,0) € o 1unico ponto de equilibrio do sistema, se det A # 0.

o FEziste uma linha reta de pontos de equilibrios, se det A = 0 e A ndo € a matriz
nula.

Demonstracao. Vamos resolver o sistema

ar +by =0, (I)
cx+dy=0. (II)

Se a =0, entdo y = 0 e a unica solugao de equilibrio possivel é (0,0).
Consideremos, portanto, a # 0.

Por (I), temos que © = —y e substituindo em (II), encontramos:
a

b
—c—y+dy =10

a
—cby + ady =0
y(ad — be) = 0.

Agora, se det A = ad — be # 0, entdao y = 0 e a Unica solu¢do de equilibrio possivel é
—b

(0,0). Em contrapartida, se det A = ad — bc = 0, entao y # 0 e (z,y) = (y,y) sa0
a

equilibrios do sistema.

A seguir veremos como encontrar solugdes do sistema (1.3) que nao sdo pontos de
equilibrio.

Teorema 1.3. Se Vo # 0 € um autovetor da matriz A que satisfaz AVy = AVy, em que
A € R é um autovalor de A, entdo X (t) = e’V € solugio de X = AX.

Demonstragio. Como X (t) = MV satisfaz a equagao X = AX, segue o resultado. De
fato,

X(t) = XeMVy = MV = eMAV = AV = AX(t).
O

Como estamos em R?, se encontrarmos dois autovalores \; e Ay de A tais que \; # Ay,
encontraremos consequentemente um par de solugoes X;(t) = MtV com i = 1,2.
Note que se Re ()\;) > 0:
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o« parat — oo, lim |eM'V}| = oc;
t—o00
e parat— —oo, lim [eM'V;]| = (0,0).
t——o0

A situagao oposta ocorre se Re (\;) < 0, pois

e para t — oo, lim |e*'V;| = (0,0);
t—r00
o parat— —oo, lim |}V = co.
t——o0

Se Re (\;) = 0, teremos uma solugao peridédica ou constante.
No préximo resultado veremos como encontrar todas as solugoes do sistema dado um
par especial de solugoes.

Teorema 1.4. Suponha que A tenha um par de autovalores A1, As € R, tais que i # s,
e autovetores associados Vi e Va. Entdo, a solugio geral do sistema linear X = AX é
dada por:

X(t) = ae™'V] + pe'V,,  t e R,
onde X;(t) = e*'V;, i = 1,2, sio solugdes do sistema e o, 3 sio constantes reais.
Demonstragio. Definimos Z(t) = aX;(t) + fXa(t), com X;(t), i = 1,2, sendo solugoes

por hipotese. Temos:

Z(t) = aX (t) + BXa(t) = aAX (1) + BAX,(t) = A(aX1(t) + BXa(t)) = AZ(t).

Por meio do préximo teorema, poderemos inferir que
X(t) = ae'V) + pe'V,, teR,

é, na verdade, a tnica solucdo do sistema X = AX que satisfaz X(0) = aVj + fVs, caso
A1, A2 € R sejam autovalores de A e V] e V5 sejam seus respectivos autovetores associados.

Teorema 1.5 (Principio da Linearidade). [13, Teorema 2.7] Seja X = AX wm sistema
planar. Se X(t) e Xy(t) sao solugoes desse sistema e X1(0) e Xo(0) sdo vetores linear-
mente independentes, entao X (t) = aX1(t) + 5Xs(t), onde «a, 5 sdo constantes reais, € a
dnica solugio do sistema X = AX que satisfaz X (0) = aX1(0) + 5X5(0).

Corolario 1.6. Suponha que A tenha um par de autovalores A1, As € R, tais que Ay # Ao,
e autovetores associados Vi e Vy. Entdo, solucio do sistema linear X = AX € expressa
de forma unica por

X(t) = ae™'V] + pe'V,,  teR,

onde X;(t) = e*'V;, i = 1,2, sio solugdes do sistema e o, 3 sio constantes reais.

Demonstragio. Por hipdtese, Xi(t) = eM'V) e Xy(t) = ™'V} sdo solugoes do sistema
X = AX. Sabemos que X;(0) = V; e X5(0) = V4 sdo vetores linearmente independentes.
Portanto, o Teorema 1.5 garante que

X(t) = ae™'V] + pe'V,, teR,

onde a, B sado constantes reais, é a unica solugao do sistema que satisfaz X (0) = aX;(0) +

BX5(0). O
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1.1.2 Retrato de fase para sistemas planares
Sela.

Considere o sistema planar X = AX, quando a matriz A esta na forma canonica, isto

é, A= ( )E)l )(\] >, com A\; < 0 < Ay. Como det A = A\ Ay # 0, pelo Teorema 1.2, (0,0)
2

é o unico ponto de equilibrio do sistema. Entao, considerando o polinémio caracteristico
para encontrar os autovalores e autovetores correspondentes, para A; temos V; = (1,0),
e para Ay temos Vo = (0,1). Logo, pelo Teorema 1.4, a solugdo geral do sistema é dada
por:

X(t) = aeM! ( (1) ) + Be?!t ( (1) ) , tER. (1.4)
A respeito de (1.4) podemos tecer os comentarios descritos abaixo.

At

Para A\; < 0, solucoes da forma ae com 3 = (0 tendem ao ponto de equilibrio

1
0
através do eixo = (chamado linha estdvel) .

Azt com « = 0 se afastam do equilibrio

e Para Ay > 0, solugoes da forma [e
através do eixo y (chamado linha instavel) .

« Considerando «, 5 # 0, se t — 0o, X (t) se aproxima da linha instavel.

e Set — —oo, X(t) tende a linha estavel.

Se plotarmos todas as solugbes do sistema planar, considerando A\; < 0 e Ay > 0,
obtemos o retrato de fase do sistema, cujo ponto de equilibrio é chamado sela - veja a
Figura 1.1.

Atrator
Seja X = AX, onde a matriz dos coeficientes A estd na forma canonica, A =
A O

(0 )\2>,C0m>\1</\2<0.

Prosseguindo como acima, a solugao geral do sistema também é dada por (1.4), onde
(0,0) é o tnico ponto de equilibrio.
Com isso:

e set — 00, como A\, Ay < 0, X(t) — (0,0), ou seja, todas as solugdes do sistema
tendem ao equilibrio.

O ponto de equilibrio de sistemas com essa caracteristica ¢ chamado atrator. Veja a
Figura 1.2.
Nesse caso, é interessante saber como as solugoes se aproximam da origem. Para

d
isso, calculamos a inclinagao d—y de uma solu¢do qualquer com « # 0. Por (1.4), como
x
z(t) = aeMt e y(t) = Be’?!, temos
dy
@ _ @ _ )\266)‘2t _ )\256(’\27)‘1”
de dz NaeMt  \a '
dt




Sistemas Planares

Figura 1.1: Sela, (A = —1e Xy =1).

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Figura 1.2: Atrator, (A = —2 e \y = —1).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Por hipdétese Ao — A1 > 0 e esses declives vao pra oo, conforme o tempo aumenta. Se
|A1] > |A2|, solugdes na coordenada z tendem a origem mais rapidamente do que na
coordenada .

Repulsor

Seja X = AX, onde a matriz dos coeficientes A esta na forma candnica, isto é,

0 X
de equilibrio de X = AX, que neste caso é chamado de repulsor.
Agora, nosso campo vetorial pode ser considerado como o negativo do caso antecessor.
A solugao geral e o retrato de fase sao similares, exceto pelo fato de que todas as solugoes
agora se afastam de (0,0) ao longo dos mesmos caminhos. Veja a Figura 1.3.

A= ( A0 ), com 0 < A\; < Ay. Novamente pelo Teorema 1.2, (0,0) é o tinico ponto

Figura 1.3: Repulsor, (A} = 1e Ay = 2).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Centro
0 g
3 0 ) . Os

autovalores A = %43, sdo conjugados com a parte real nula. Considerando A = i3, encon-

Considere X = AX, onde a matriz A estd na forma canonica A =

1 - .
tramos o autovetor correspondente V = . |. Como os autovalores sao conjugados, se
)
usassemos A = —if3, o resultado do autovetor seria o mesmo. Logo, temos uma solugao
dada por:

X(t) = e’ﬂt< L ) : (1.5)

1
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Nesse caso, precisamos de duas solugoes para combind-las e encontrar todas as solugoes
do sistema. Elas podem ser encontradas utilizando a formula de Euler na solugao acima.
Substituindo e** = cos Bt + isen St em (1.5), temos:

X(t) :ei5t< 1 ) = (cosﬁt—i—isenﬁt}( 1 )

[ cospt+isenft \ cos fJt + isen [t
~ \ dcosfBt —sen Bt | \ —sen Bt +icos St

B cos [t iy sen (Ot

|\ —senpft “\ cos Bt

= Type(t) + i (1). (1.6)
Lema 1.7. 2,.(t) € zy,(t) sdo solugdes reais de X = AX.
Demonstrag¢io. Substituindo (1.6) em (1.3), temos que

X (t) = Zre(t) 4 idim(t) = AX = A(2ye(t) 4 iTim (1)) = Azpe(t) + i Az (1).
Igualando parte real com parte real e imagindria com imaginaria, encontramos:
:tre(t) = Axre(t)7 xzm(t) = szm(t)7

concluindo que ambas sao solugoes reais do sistema. O]

Combinando essas solugoes, obtemos a solucao geral de X = AX:

z(t) = a( —C:esnﬁ;t > +b< iz:gi ) , a,bteR. (1.7)

2T
Cada uma dessas solugoes é periddica de periodo t = —. O retrato de fase (1.4) mostra

que todas as solugoes sao circunferéncias centradas na origem. Se 5 > 0 as circunferéncias
sao percorridas no sentido horario.

Note que det A = 32 # 0 e, portanto, o sistema possui um tnico ponto de equilibrio que
¢ (0,0), que neste caso ¢ denominado centro.

Foco Atrator e Foco Repulsor

Seja X = AX, com a matriz dos coeficientes A na forma canénica, A = < _ozﬁ g >,

com a, # 0. Os autovalores de A sao A\ = «a + i3, ou seja, complexos conjugados.
. . 1

Considerando A = a+14/3, encontramos o autovetor correspondente V' = e Portanto,

uma solucao para o sistema é dada por:

]

ﬂﬂzéww”<l>. (1.8)
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Figura 1.4: Centro, (A = =£i).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Aplicando a formula de Eiiler em (1.8), obtemos

ZL’(t) _ e(a-l—iﬁ)t( 1 ) _ eateiﬁt< ' )
1 1

= ™ (cos Bt + isen f3t) ( 1 )
_ ot ( cos Bt 4 1 sen 5t )

—_

1 cos St — sen (5t

ot cos Bt + i sen [t
e :
—sen 3t + 1 cos 5t

L at cos [t ot [ isen [t
- (—senﬁt>+e (z’cosﬁt

ot cos [t .ot [ sen St
¢ (—senﬁt>+w (cosﬁt)

= e [@ye(t) + ixim (t)]. (1.9)

Lema 1.8. e®x,.(t) e ez, (t) sio solugdes reais de X = AX.
Demonstragio. Por (1.9), temos que

X(t) = eot [@re(t) + idim (t)] = Az = Ae®[Xre(t) + x4 (t)] = Ae® 2,0 (t) + i A T4 (1).
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[gualando parte real com parte real e imaginaria com imaginaria, obtemos
eti, (1) = Aexye(t), ety (t) = Ae® i (t),
provando o resultado. O

Novamente, combinando essas solucoes, encontramos a solugao geral do sistema X =
AX, dada por:

cos [t 4 peat [ Sem Ot

_ at
X(t) = ae —sen [t cosft |’

a,bt € R. (1.10)

Também, det A = a? + 3% # 0, e o tnico ponto de equilibrio do sistema ¢ (0,0), sobre o
qual podemos fazer as observacoes a seguir.

e Se a > 0, quando t — o0, as solugoes se afastam da origem. Neste caso, o ponto de
equilibrio é chamado foco repulsor.

e Se a < 0, quando t — oo as solugoes tendem a origem em espiral. Neste caso, o
ponto de equilibrio é chamado foco atrator.

Os retratos de fase de ambos estao representados na Figuras 1.5.

Figura 1.5: Retratos de fase, considerando A = a +i03.

X" =x+y X = oxey
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(a) Foco Repulsor, (A =1+1) (b) Foco Atrator, (A = —1 % 1)

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Autovalores repetidos

Ocorrem quando A tem autovalores reais e repetidos, ou seja, A =

Neste caso, todo vetor V' ## 0 é um autovetor, desde que
AV = )\V,
para qualquer V € R2. Portanto, temos solucoes da forma
X(t)=aeMV, acR.

Sao linhas retas que se afastam do equilibrio se A > 0 e tendem ao equilibrio se A < 0.
Veja a Figura 1.6.

Figura 1.6: Retratos de fase, considerando autovalores repetidos.
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(a) A=1 (b) A=—1

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

1.1.3 O plano determinante de tracos

Seja A = uma matriz 2 X 2 qualquer. A fim de encontrar os autovalores de

b

d
A, procedemos da seguinte forma:

a—A b

det N 0

(@a—A)(d—=X) —bc=0

ad —aX —d\+ X —bc=0

N —Tr(A)X +det A =0,

onde T = Tr(A) = a+ d é a soma da diagonal principal e D = det(A) = ad — bc é
o determinante da matriz A. Aplicando o discriminante para encontrar os autovalores,
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temos:
A=T?*—-4D
\ T x+T?—4D
+ — 2 .
Note que:
T+VT?—4D T —+\T?—-4D 2T
o A+ A= + + =—=T="Tr(A),
2 2 2
T+VT?—4D T —T?—-4D 4D
VI W d . 5 ==L =D = det(A).

Encontrando T e D de A, podemos saber tudo sobre a geometria do sistema X = AX.
Para exibir essa geometria, definimos o plano determinante de tracos. Nessa figura, as
coordenadas sao os pontos (7', D), definindo o plano-TD. O local onde se encontra o ponto
determina o retrato de fase correspondente.

Seja A =T? —4D.

e SeT? — 4D < 0, obtemos autovalores complexos.
e Se T? — 4D = 0 obtemos autovalores reais e iguais.
e Se T? — 4D > 0 obtemos autovalores reais e diferentes.

Com isso, a localiza¢ao de (7, D) em relagao a pardbola definida acima nos diz tudo
sobre os autovalores. Agora, considerando o retrato de fase, temos as consideragoes a
seguir.

T
(I) Se T* — 4D < 0, entdao Re(Ay,A\_) = 5 € com isso:

a) T < 0 resulta em foco atrator;
b) T > 0 resulta em foco repulsor;

¢) T = 0 resulta em centro.
(IT) Se T? — 4D > 0, entao

a) D < 0 resulta em sela, pois D = A\, - A_ < 0 e, com isso, um autovalor é
positivo e outro negativo;

b) D > 0e T < 0 resulta em atrator, pois os dois autovalores sao negativos;

d

€

)
¢) D> 0eT >0 resulta em repulsor, pois os dois autovalores sdo positivos;
) quando D =0 e T # 0, temos um autovalor nulo;

)

quando D =T = 0, temos os dois autovalores nulos.

Exemplo 1.9. Seja X = AX com A = ( } (1) )
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Figura 1.7: Plano determinante de tracos.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Encontrando o polinémio caracteristico de A, temos

1—X 1
det< 1 /\>=O
(1=XN)(=N)—-1=0
M —-A—1=0.

Aplicando o discriminante:

A=1-4(1)(-1)
A=5.

Note que A =5 >0e D =det A = —1 < 0. Pela discussao acima, podemos inferir
que o ponto de equilibrio do sistema é do tipo sela.
1.2 Sistemas nao lineares
Sejam D C R™ e f: D — R"™ uma funcao. Uma equagao da forma
i = f(x) (1.11)
é dita equacdo diferencial ordindria autonoma de primeira ordem.

e O termo “primeira ordem” se refere ao fato de sé existirem primeiras derivadas e
nao existirem derivadas mais altas.
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o O termo “auténoma” significa que a derivada depende apenas do estado do sistema
x e nao depende do tempo t.

¢ O termo “ordinéria” remete ao fato de so existirem derivadas ordindrias e ndo exis-
tirem derivadas parciais.

Uma equacao diferencial & = f(x) em R", com n > 1, escrita na forma

Ztl = fl(xl, e ,l’n)

Tn = folz1,...,2)

¢ denominada sistema de equacoes diferenciais.
Para usar a equagao diferencial & = f(x) para realizar previsdes sobre o que acontecerd,
ou seja, para prever z(t), é necessario resolver o problema de valor inicial

= f(x), xz(ty) = xo.

Nem sempre é possivel encontrar a solucao analitica de tal problema. Mas, em muitos
problemas de aplicagao nao se faz necessario saber a expressao algébrica da solucao da
equacao diferencial, é suficiente saber se a equacao admite solucao, para posteriormente
estudar suas propriedades qualitativas. Por isso, o préximo resultado é de grande valia.

Teorema 1.10. [4, Teorema 1.1] Sejam D C R™ um conjunto aberto, f : D — R™ uma
fungdo continuamente diferencidvel e p € D.

(i) Entao, o problema do valor inicial

tem solucao unica.

(ii) Se x(t) permanecer em um conjunto compacto (fechado e limitado) de D quanto t
aumentar (ou diminuir), entdo x(t) estard definido para to < t < oo (respectiva-
mente, para —oo <t < tg).

As equagoes diferenciais & = f(x) com as quais trabalharemos terao sempre fungoes
f continuamente diferenciaveis, portanto o Teorema 1.10 sempre se aplicara.

Recordamos que um ponto xg no qual & = 0, ou seja, f(zo) = 0, é um equilibrio da
equagao diferencial & = f(x).

Corolario 1.11. Sejam D C R™ um conjunto aberto e f : D — R™ uma fungdo con-
tinuamente diferencidvel. Se xo é um equilibrio de © = f(x), entdo a tunica solugio do
problema de valor inicial

T = f(x), x(ty) =0

€ x(t) = xy para —oo < t < 0.

Demonstragio. Basta verificar que z(ty) = xo é uma solu¢ao do problema de valor inicial,
e relembrar que a solugao é tnica pelo Teorema 1.10. O]

Como consequéncia imediata do Corolario 1.11, temos o seguinte resultado.
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Corolario 1.12. Sejam D C R™ um conjunto aberto e f: D — R™ uma fungdo continu-
amente diferencidvel. Seja x(t) uma solugio de & = f(x). Se no instante to, x(ty) nao é
um equilibrio da equagao, isto é, f(x(tg)) # 0, entdo z(t) nao é um equilibrio para todos
0s valores de t, isto €, f(x(t)) # 0 para todos os valores de t.

Os conceitos e resultados expostos na sequéncia serao referenciados durante o trabalho.
Por isso, eles se fazem presentes neste capitulo.

Definicao 1.13. Denominamos fluzo qualquer familia de transformagoes ¢; : R — R,
com t € R, tal que pg = Id e

Pt+s = Pt © Ps, t78 € R.
Proposicao 1.14. Se f: R" — R" € uma funcao continua e cada problema de valor
inicial
z(0) =p

tem uma solugao unica x(t,p) que estd definida para todo t € R, entio a familia de
transformacoes definidas por

ei(p) = x(t, p) (1.13)

¢ um fluzo.

Demonstragio. Dado s € R, consideremos a fungdo y : R — R" definida por
y(t) = x(t +s,p).
Note que y(0) = z(s,p) e

y(t) = it +s,p) = f(z(t +s,p)) = f(y(t))

para t € R. Assim, y(t) também é solucao de (1.12). Mas como, por hipétese, cada
problema de valor inicial tem solugao tinica, podemos deduzir que

y(t) = x(t,y(0)) = =(t, z(s, p)),
ou seja,
z(t+s,p) = z(t,z(s,p)) (1.14)

para quaisquer t,s € R e p € R™. Usando a defini¢do de ¢; dada em (1.13) em (1.14),
obtemos

irs(p) = 01 0 ws(p),

para quaisquer t,s € Re p € R™.
Adicionalmente, como ¢o(p) = x(0,p) = p, concluimos que a familia de transformagoes
vy € um fluxo. m

Defini¢ao 1.15. Se z(¢) é uma solugao de (1.11) com intervalo maximal [, (maximo
dominio conexo da solugdo), entao o conjunto v = {z(t) : t € I,} C D diz-se uma drbita
do sistema.

Defini¢ao 1.16. Uma 6rbita v = {z(t) : ¢t € ]a, b[} que ndo é ponto de equilibrio diz-se:

o periddica se existe T > 0 tal que z(t 4+ 7) = z(t), sempre que t, t + 7 € |a, b];
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o homoclinica se existe um ponto de equilibrio p tal que z(¢) — p quando t — a™ e
quando t — b7;

* heteroclinica se existem pontos de equilibrios p e ¢ tais que z(t) — p quando t — a™
e x(t) — g quando t — b~.

Definicao 1.17. Dado x € R", dizemos que

yH(x) = {gpt(m) tel, N R+}
é a semiorbita positiva de x e que

v (z) = {got(x) ctel, N ]R’}
é a semiorbita negativa de x.

Definigao 1.18. O retrato de fase da equacao (1.11) é obtido representando as érbitas
no conjunto D, juntamente com a indicag¢ao do sentido de movimento.

Definicao 1.19. Para o sistema da forma

fl = f1(£L‘1, ce ,l‘n)
Ty = fn(xla cee ,I‘n)
a xj-nuldclina é um conjunto de pontos onde #; = 0, ou seja, fj(x1,...,2,) = 0, para

je{l,....n}.

As zj-nuldclinas separam R™ em uma colegao de regides nas quais as componentes z;
do campo vetorial apontam na direcdo positiva ou negativa. A determinacdo de todas
as nuléclinas nos permitird decompor R™ em uma colegao de conjuntos abertos, em cada
um dos quais o campo vetorial apontard em uma certa direcdo. Cabe observar que as
intersecoes das xj-nuléclinas representam os pontos do equilibrio do sistema.

Definicao 1.20. Considere a equacao diferencial & = f(z) em R"™ e 2(¢) uma solucdo
dessa equagdo. Se V : R" — R é uma funcdo continuamente diferenciavel, entao V' (z(t))
fornece o valor de V' ao longo da solu¢ao em funcao de t. De acordo com a Regra da
Cadeia, a taxa de variagdo de V' ao longo da solugao x(t) é dada por

Valt) = G (0)in(®) + -+ 5 (e (0)in(t)
= VY (al0) ()
= VY (alt) - o),

ov ov ov
onde VV (z) = (8:61(36)’ a—@(m), B

senta o produto interno candénico em R™.

W

(m)) é o gradiente de V no ponto z e “-” repre-

Teorema 1.21. [{, Teorema 2.1] Suponha que sempre que V(x) = c se tenha VV (z) # 0
eV(x) =0. Entao, o conjunto V(x) = ¢ é invariante sobre & = f(x), ou seja, uma solugcao
de & = f(x) que comega no conjunto V() = ¢ permanece no conjunto V(z) = c.
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1.3 Hiperbolicidade e estabilidade

Definig¢ao 1.22. Considere o sistema de classe C':

i'l = fl(xlv"'axn)
jjn = fn(mla cee ,an)
associado a F(z) = (fi(z1,...,20), ., fulz1,. .., 7)), com & = (xq,...,x,) € R™. Dize-
mos que
o oy,
B, (x) ... o (x)
DF(z) = S
fy Ofn

¢ a linearizagio do campo F em x. A matriz DF(z) é chamada matriz Jacobiana.
Se xy for um ponto de equilibrio do sistema & = F(x), dizemos que

Y= DF(zo)y
é o sistema linearizado aplicado em xy.

Definicao 1.23. Um ponto de equilibrio zy é dito hiperbdlico se todos os autovalores de
DF(zy) possuem parte real diferente de zero.

Definicao 1.24. Sejam D; e Dy abertos em R" e F}: Dy — R" e Fy: Dy — R™ fungoes,
tais que os sistemas de equagoes

f:Fl(iL‘), l’:Fg(.’L'),

geram fluxos ¢1: D; — R™ e pg: Dy — R”, respectivamente.
Dizemos que Fy é topologicamente conjugado a F, quando existe um homeomorfismo®
h: Dy — D, tal que

Wi (t, ) = a(t; h(x))

para todo x € D;.

Muitas vezes é impossivel escrever solugoes explicitas de sistemas nao lineares de equa-
¢oes diferenciais. A tnica excecdo a isso ocorre quando temos solugoes de equilibrio.
Desde que possamos resolver as equacoes algébricas, podemos escrever os equilibrios ex-
plicitamente. Frequentemente, essas sao as solu¢oes mais importantes de um determinado
sistema nao linear. Geralmente, podemos usar a técnica de linearizacdo para determinar
o comportamento de solugoes proximas a pontos de equilibrio.

Na sequéncia, exibiremos um exemplo em R? onde solucoes préximas a um ponto de
equilibrio em um sistema nao linear podem ser aproximadas aquelas do sistema lineari-
zado, além de um exemplo onde esse fato nao é observado.

'Dizemos que h: D; — Dy é um homeomorfismo quando h é uma bijecio continua, com inversa
h~1: Dy — D; continua.



Hiperbolicidade e estabilidade 37

Exemplo 1.25. Consideremos o sistema nao linear

1 1
:tzix—y—§(:c3+y2x)
(1.15)
- +1 1(3+ 2)
j=x+5y— 5 +a%y

Temos um ponto de equilibrio em (0,0). O sistema linearizado em (0, 0) é dado por

1
T==-r—Y
T (1.16)
y=x+3y

2

5
ComoD=->0,T=1>0e A=—-4<0, o ponto de equilibrio é um foco repulsor.

Podemos mudar o sistema nao linear para coordenadas polares e estudar seu compor-

= 6
tamento. Fazendo {x reos em (1.15), encontramos
y =rsenf
or(1=r?%)
F=—"
. 2 : (1.17)
0=1

Procedendo de maneira geométrica, temos algumas consideracoes a fazer:

e Da equagao 8 = 1, concluimos que todas as solugoes nao nulas sempre espiralizam
em torno da origem.

r(l —r?
2

—ser = 1, entdao 7 = 0 e todas as solugbes que comecam na circunferéncia
unitaria permanecem nela, movendo-se periodicamente;

e Da equagao r = , extraimos as seguintes conclusoes:

—se 0 <r <1, entao 7 > 0 e todas as solugoes partem da origem de maneira
espiralada até a circunferéncia unitaria;

— ser > 1, entao 7 < 0 e as solugoes tendem a circunferéncia unitaria, de maneira
espiralada.

Note que nao existe um sistema linear com essa representacao geométrica, mas, pro-
ximo a origem, as solugoes do sistema nao linear e linear se assemelham (veja a Fi-
gura (1.8)).

Consideremos entao o sistema linearizado em coordenadas polares:

¥

Definimos ®; e ¢; fluxos de (1.17) e (1.18), respectivamente. Vamos encontrar uma
conjugacao entre esses dois fluxos no disco D = {(r,0): r < 1}. Fixando ry € D, para
qualquer ponto (r,0) € D, com r > 0, existe um tnico ¢ = #(r,#) para o qual ®(r,0)
pertence ao circulo 7 = rg. Com isso, basta considerar:

=l s

(1.18)

h(?", 9) - So—tq)t(n 9)7
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Figura 1.8: Solucoes dos sistemas nao linear e linearizado, respectivamente.

X' = 0.5xy-0.5(xxy)
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

com t = t(r,0). Dessa forma:
ho®y(r,0) = h(®s(r,0)) = o1 @¢(Pu(r,0)) = s 0 Pyys(r, 0).
Por outro lado:
@s o h(r,0) = s(h(r,0)) = ©s(0_tPe(r,0)) = @s—1 0 Py(r, 0).
Das igualdades acima, concluimos que
ho®(r,0) = @so0h(r,0), (r0) e D.

Dessa forma, apesar dos sistemas nao serem equivalentes em todo o plano, numa
vizinhanga da origem ambos possuem comportamento similar.

Exemplo 1.26. Agora, consideremos o sistema:

= —y+ ex(z? + y?)

1.19
v =1+ ey(a?® + y?) (1.19)

Aqui, o parametro € pode ser um inteiro positivo ou negativo. O sistema linearizado
em (0,0) é dado por

T =—
=Y (1.20)
Y=z,
onde a origem é um ponto de equilibrio do tipo centro, pois D =1 > 0, T' = 0 e
A = —4 < 0 e todas as solugdes possuem sentido anti-horario e sdo centradas na origem.
Em coordenadas polares, o sistema (1.19) se reduz ao seguinte:
: 3
7= e€r
(1.21)

=—1
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Portanto, quando € > 0, todas as solugoes espiralam para longe da origem, enquanto
quando € < 0, todas as solugoes espiralam em dire¢do a origem.

Neste caso, a adi¢ao de termos nao lineares, nao importando o quao proximo da origem,
modifica o retrato de fase do sistema linearizado drasticamente. Com isso, ndo podemos
usar a linearizacao para determinar o comportamento desse sistema préximo ao ponto de
equilibrio (veja as Figuras (1.9)).

Figura 1.9: Retrato de fase para ¢ = 1 e € = —1, respectivamente.
® =yt + ) X' = (e + )
) y = xrye + ) ¥ =y + )
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

A seguir, enunciamos um teorema que, sob determinadas hipdteses, garante que um
sistema nao linear possui o mesmo comportamento de um sistema linearizado em uma
vizinhanga de um ponto de equilibrio.

Teorema 1.27 (Hartman-Grobman). [13, Teorema 8.2] Suponha que o sistema n-
dimensional & = F(z) tenha um ponto de equilibrio xo que € hiperbolico. Entao, o fluzo
do sistema nao linear é topologicamente conjugado ao fluxo do sistema linearizado em
uma vizinhanca de xg.

Definicao 1.28. Uma wariedade ¢ um espacgo topoldgico que se parece localmente com
um espaco euclidiano nas vizinhancas de cada ponto. Cada ponto de uma variedade de
dimensao n tem uma vizinhanca que é homeomorfa ao espago euclidiano de dimensao n.

Definig¢ao 1.29. Suponha que a equagao diferencial & = F'(z) em R" tenha um subespago
k-dimensional ¢ de equilibrios. Um equilibrio 2° em & é normalmente hiperbélico se a
matriz DF(2°) tiver exatamente k autovalores iguais a zero e os n—k autovalores restantes
tiverem a parte real diferente de zero.

Teorema 1.30. [4, Teorema 4.1] Suponha que a equagio diferencial & = F(x) em R"
tenha um subespaco k-dimensional & de equilibrios. Seja & um subconjunto aberto de &
tal que todos os equilibrios em & sdo normalmente hiperbolicos. Suponha que para todos
0s 2° em &, DF(2°) tem | autovalores com a parte real negativa e m autovalores com a
parte real positiva, onde k+ 1+ m = n (I ou m pode ser zero). Entao, pode-se afirmar
que:
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cada 2° em & tem uma variedade estavel W*(z°) de dimensao I;

cada x° em &y tem uma variedade instdvel W*(z°) de dimensdao m;

a unido das variedades W*(z%) é uma variedade de dimensdo k+1 chamada W*(&y);

e aunido das variedades W*(z2°) é uma variedade de dimensao k+m chamada W*(&).
Sejam D C R x R™ um aberto e F': D — R™ uma fun¢do. Uma equacao da forma
&= F(t,x), (1.22)

é dita equagao diferencial ordindria de primeira ordem.
Na equagao (1.22), a derivada depende do estado do sistema z e do tempo t.

Definicao 1.31. Dada uma funcao continua F' : D — R"™ num aberto D C R x R,

consideramos a equagao
T = F(t,x), (1.23)

e admitimos que, para cada (tg, xg) € D, existe uma solucao tnica x(t, g, r¢) do problema
de valor inicial (PVTI)

{z = F(t,z),
x(to) = wo.

Uma solugao x(t, to, x9) da equagao (1.23) definida para t > ty diz-se estdvel se dado € > 0,
existe d > 0 tal que se ||zg — zp|| < 0, entdo:

a) a solucdo x(t, ty, o) estd definida para t > t;
b) ||z(t, to, z0) — x(t,to, To)|| < € para t > t.
Caso contrario, a solugao ¢ dita instdavel.

Defini¢ao 1.32. Uma solugao x(t, to, x9) da equagao (1.23) definida para ¢ > t, diz-se
assintoticamente estdvel se:

a) x(t,tg, ) é estavel;
b) existe a > 0 tal que se ||zg — Zo|| < «, entao:

HZL’(t,to,iCo) — I(t,to,fo)“ — 0, t — o0.

Definicao 1.33. Um ponto de equilibrio xy de um sistema auténomo
t=F(z), x€DCR",

é estavel quando, para toda vizinhanca O de xg, existe uma vizinhanca O; de z tal que
toda solugdo z(t) do sistema auténomo com x(0) € O; estd definida e contida em O para

todo t > 0. Se, além disso, tli+m x(t) = xo, entdo xg é assintoticamente estdvel.
—+0c0

Podemos concluir, portanto, que pontos de equilibrio do tipo
o atrator e foco atrator sdo assintoticamente estaveis;
e centro sao estaveis;

e repulsor e foco repulsor sdo instaveis.

Logo, se o ponto de equilibrio for hiperbélico, entdao imediatamente seremos capazes
de determinar sua estabilidade.
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1.4 Orbitas fechadas e conjuntos limites

Nos resultados anteriores nos concentramos nas solugoes de equilibrio de sistemas de
equacoes diferenciais. Mas, existem outros tipos de solu¢des que sao importantes para um
sistema. Solugoes periddicas ocorrem para & = F(z) se temos um ponto z regular (que
nao é de equilibrio) e um tempo 7 para o qual ¢, (z) = x. Disso, se ¢, (z) = ¢ (x) para
todo t, entdo ; é uma solugao periddica (6rbita periédica) de periodo 7. Assim como os
pontos de equilibrio, solugoes periédicas também podem atrair outras solugoes.

Definicao 1.34. Sejam F : D C R® — R” um campo vetorial de classe C*, 1 < k < o0,
definido no aberto D e ¢(t) = ¢(t,p) a 6rbita de F' passando por p e definida no seu
intervalo maximal I, = (w_(p),wy(p)). Se w_(p) = —o0 e wy(p) = +00, definimos os
conjuntos w-limite e a-limite de p por

e w(p)={qe€ D:3t,), comt, = ocoept, — q, quandon — oco};

e a(p)={qe€ D: I(t,), comt, - —ocoep(t,) = q, quandon — co}.

A partir de agora, até o final desta subsecao, restringir-nos-emos a conceitos e resul-
tados em R2.

Defini¢ao 1.35. Sejam D um aberto de R? e F' : D — R? um campo vetorial de classe
C'. Uma 6rbita periddica v chama-se ciclo limite se existe uma vizinhanca V de 7 tal
que v € a unica 6rbita fechada de I’ que intersecta V.

Proposicao 1.36. Ezxistem apenas os sequintes tipos de ciclos limites:
i) Estavel, quando tli)m d(e(t,q),v) =0, para todo q € V;
it) Instavel, quando Jim d(e(t,q),v) =0, para todo q € V;

it1) Semiestavel, quando tli}m d(p(t,q),v) = 0 para todo g € VNExt(y) e lim d(¢(t,q),y) =

t——00

0 para todo g € V N1Int (), ou o contrdrio.?

Teorema 1.37 (Poincaré-Bendixson). [2, Teorema 7.11] Seja F : R* — R?* uma fungio
de classe C*. Para a equagio i@ = F(x), se a semidrbita positiva v (x) de um ponto x é
limitada e w(x) ndo contém pontos de equilibrio, entdo w(x) é uma drbita periddica.

Exemplo 1.38. Consideremos o sistema de equagoes diferenciais em coordenadas polares:

{gzg(l - (1.24)

E facil observar que o tinico ponto de equilibrio de (1.24) é (0,0).
Se considerarmos o conjunto S = {x € R?: ||z|]| = 1}, entao
+ para z € {(0,0)} US, temos a(z) = w(z) = 1 (z) = 1~ (x) = 7(x);

e parar € R? com 0 < ||z]| < 1, temos a(z) = {(0,0)} e w(x) = S;

2As notacoes Int (7) e Ext () denotam as partes interna e externa de +y, respectivamente.



42 Resultados da teoria qualitativa de EDOs

 para z € R? com ||z]| > 1, temos a(z) = 0 e w(z) = S.

Agora, considere o anel

D={zeR:1/2<|z| <2}.
Note que para r = 1/2, temos 77 = 1/4 > 0 e para r = 2, temos 7 = —2 < 0. Logo, para
tempos positivos, qualquer 6rbita que entra em D permanece em D. Se considerarmos a
semiérbita positiva vt (z) passando por x € D, verificamos que v (x) C D e, portanto, é
limitada. Além disso, w(z) com z € D nao contém pontos de equilibrio. Portanto, pelo
Teorema 1.37, concluimos que w(x) é uma orbita periédica.

A seguir temos um resultado que generaliza o Teorema 1.37 para o caso em que w(x)
contém pontos de equilibrio.

Teorema 1.39. [2, Teorema 7.15] Seja F : R?* — R? uma funcio de classe C*. Para
o sistema (1.11), se a semidrbita positiva v*(x) de um ponto x estd contida num com-
pacto onde existe apenas um numero finito de pontos de equilibrio, entdo temos uma das
sequintes alternativas:

a) w(x) é um ponto de equilibrio;
b) w(z) € uma orbita pericdica;

c) w(z) € a uniao de um nimero finito de pontos de equilibrio e orbitas homoclinicas
e heteroclinicas.

Em geral, nao ¢ possivel determinar se um sistema possui érbitas periédicas ou nao,
mas existem alguns critérios que permitem excluir a existéncia de érbitas periddicas,
conforme veremos na sequéncia.

Definicao 1.40. Consideremos

Y

{fd = fi(w1, 22)

Ty = fo(x1, 22)

com F(xy,22) = (fi(z1,22), fa(x1,22)), & = (&1, %), um campo vetorial definido em um
conjunto aberto D C R%. O divergente de F, denotado por V - F', é definido por

0 0
V. F(r,19) = (3£(x17x2) + 8£($1,$2)-

Teorema 1.41 (Critério de Bendixson). [11, Teorema 1] Seja F: D — R? uma fungio
de classe C*. Suponha que

i) D seja uma regido simplesmente conexa® de R?;

it) V - F seja sempre positivo em D ou sempre negativo em D.

Entdo, o sistema © = F(z) ndo possui drbitas periddicas.

3Uma regidao D é simplesmente conexa em R? se, para toda curva fechada simples em D, a regido
delimitada por ela estd inteiramente contida em D. Intuitivamente, uma regido simplesmente conexa nao
possui buracos.
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Teorema 1.42 (Critério de Dulac). [11, Teorema 2] Seja F: D — R?* uma fungio de
classe C1. Suponha que

i) D seja uma regidio simplesmente coneza em R?;

ii) existe uma fungdo g: D — R, de classe C*, sempre positiva em D, tal que V - gF ¢é
sempre positivo em D, ou sempre negativo em D.

Entao, o sistema & = F(x) ndo possui orbitas periodicas em D.

Exemplo 1.43. Consideremos o sistema

T =1y
{y:—x—y+x2+y2 . (1.25)

Vamos mostrar (1.25) ndo possui érbitas periédicas em R?
Definimos ¢g: R? — R por g(z,y) = 1 e calculamos:

0 0
V-gF(x,y):%(y)+5y(—x—y+w2+y2):—1+2y-

Note que
1 .
-« sey <y, entdao V - gF(z,y) > 0;

1
c sey> g, entdo V - gF(z,y) < 0.

1 1
Aplicando o Critério de Dulac, podemos atestar que nos semiplanos y < = e y > 3
nao existem orbitas periodicas.

Por outro lado, para y = 3 temos V - gF(x,y) = 0. Assim, ndo podemos afirmar se

1
o sistema possui ou nao orbita peridédica para y = —.

Vamos definir uma nova fungao, a saber, g: R* — R por g(z,y) = e**. Temos:

0 0
VogF(z,y) = 5 (e*y) + y e (—z—y+ 2 +y)] = e [(a+2)y — 1].
Se escolhermos o = —2, reduziremos a expressao acima em V - gF(z,y) = —e™2* < (

em R2. Com isso, pelo Critério de Dulac, o sistema (1.25) ndo possui 6rbita periédica.

Nos proximos capitulos utilizaremos a teoria explorada aqui para analisar modelos

de doencas infecciosas que podem ser expressos como sistemas de equacoes diferenciais
ordinarias.






2 Modelo SIS

Sabe-se que na populagao humana uma doenca infecciosa, como a gripe ou a Covid-
19, propaga-se devido a combinagao de caracteristicas patogénicas e ao comportamento
humano. As caracteristicas patogénicas determinam as circunstancias sob as quais uma
pessoa contagiosa pode infectar outra. O comportamento humano determina a frequéncia
com que essas circunstancias ocorrem.

Um individuo infectado pode ser ou nao capaz de transmitir a doenga; caso seja capaz,
é chamado contagioso, infectante ou infeccioso.

Vamos considerar uma doenga infecciosa, para a qual ninguém tem, nem ganha imu-
nidade. Como exemplo, podemos citar as doencas causadas por agentes bacterianos como
a Meningite Meningocécica, a Peste, doengas sexualmente transmissiveis e também por
protozoarios, como a Maléria.

Consideremos uma populagdo de pessoas de tamanho N (constante), que pode ser
dividida em dois compartimentos:

e S - Suscetiveis: individuos que nao possuem a doenga e podem contrai-la.
e I - Infectados: individuos que possuem a doenca e podem contaminar outra pessoa.

Um individuo suscetivel pode contrair a doenca de uma pessoa infectada. O individuo
suscetivel torna-se infectado e mantém-se infectado até ficar curado. Posteriormente,
o infectado volta a ser suscetivel, haja vista que nao existe imunidade a essa doenca.
Também nao consideraremos a dinamica vital.

Vamos supor que:

e a taxa com a qual os suscetiveis ficam doentes é proporcional ao produto da fragao
de suscetiveis pela fracao de infectados (Lei de agao das massas);

e a taxa com a qual os infectados se recuperam é proporcional a fragao de infectados.

Seja S(t) a fragdo da populagdo que é suscetivel no instante ¢ e I(t) a fragdo da
populagao que estd infectada no instante ¢. Temos que S(¢) > 0, I(t) > 0e S(t)+1(t) = 1.
Por simplicidade, vamos adotar S(t) = S e I(t) = I. Podemos entender tal situacao no
fluxograma abaixo:

45
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Figura 2.1: Fluxograma do modelo SIS.

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Neste caso, 3 e v sdo constantes de proporcionalidades positivas. Tal modelo ¢é descrito
pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais:

S= —BSI+~I 2.1)
I= BSI—~I '

Somando as equacoes de (2.1), obtemos S + I = 0. Assim, se S + I = 1 inicialmente,
entao S+ 1 = 1 posteriormente. Isto tem sentido dado que S e I sdo fra¢oes da populacao.

Além disso, como S + I = 1, temos S = 1 — [ e reescrevendo a segunda equacao de
(2.1), obtemos

I =BSI—~I=p(1~1)I—~I=(8—~)—pI% (2.2)
Nesse caso, reduzir o sistema em uma dimensao nos permite encontrar uma solugao geral
para o modelo SIS, além de facilitar no entendimento do comportamento das solugoes.

2.1 A constante [

Em modelos epidemiolégicos, a constante § é chamada de coeficiente de transmis-
sdo e é a taxa de novas infecgoes quando todas as pessoas contatadas sdao suscetiveis.
Simbolicamente:

pessoas contatadas

= - — - probabilidade de transmissao.
pessoa infectada - dia

Por definicao, 8 é o produto de dois termos, no qual o primeiro depende do modo de
vida da populagao e pode ser mais alto para pessoas que moram na zona urbana, onde
individuos entram em contato com mais pessoas. Ja o segundo é uma propriedade da
prépria doenga, o quao contagiosa ela é. Neste caso, para o modelo (2.1) a unidade de 8

(§] &
2.2 A constante v

Sabemos que o fenémeno associado a v é a recuperagao dos infectados. Inicialmente,
vamos supor que toda a populagao esteja infectada, ou seja:

I=—~I, I(0)=1. (2.3)



Deducgao do modelo SIS A7

Sabemos que a solucdo da equacio acima é I(t) = e, Além disso, I = —ye " é a taxa
com a qual I varia, sendo negativa por conta das pessoas estarem se curando. Com isso,
podemos pensar ao contrario e considerar —I = ve ™' como sendo a taxa com a qual as
pessoas se curam, que € positiva. No fim, todos se curam, pois

0 . a —’Yt @
—Idt = lim e "'dt =~ lim / e "dt =~ lim = lim — (e "")2 = 1.

/O a—r o0 0 /y ’Ya —00 a~>oo ’y 0 a—r o0 ( )0
Entao, pelo valor da integral acima, sabemos que —1I é uma funcdo densidade de proba-
bilidade, com —I(t) > 0, Vt. Como as pessoas que ficam curadas no tempo ¢ estiveram
doentes durante um tempo ¢, podemos calcular o tempo médio que as pessoas ficam
doentes no intervalo 0 <t < oo, que é dado por:

/ —tldt = lim / tye Mdt =~ lim (/ te” 7tdt> e 5 lim (—ye™' —e77)g = =
0 a—c0 Jo

a—00 fy a—0o0 f}/ ’

1
Assim, — indica o tempo médio que as pessoas ficam doentes. Da mesma forma, a unidade

de v para esse modelo ¢ —
dia

2.3 Deducao do modelo SIS

Definimos s(t) como o nimero de individuos suscetiveis e i(t) como o nimero de
infectados no instante ¢, de modo que s(t) +i(t) = N.
A taxa de novas infecgoes na populacao inteira no instante ¢t é obtida da seguinte

forma:
novas pessoas infectadas

dia

A infecgao se alastra a uma taxa proporcional ao produto entre o niimero das popula-

¢oes de infectados e suscetiveis. Cabe mencionar que essa suposi¢ao advém da Lei de A¢ao

das Massas, da Quimica. A taxa com a qual os infectados se recuperam é proporcional a
i(t), com constante de proporcionalidade . Com isso, obtém-se o sistema:

s= et i
| (2.4)
1= Nsi — Vi

Fazendo s = SN e i = IN em (2.4), obtém-se (2.1).

2.4 Equilibrios do modelo SIS

Fazendo I = 0 em (2.2), encontramos:
(B=I—pr*=(B~y-BNI=0,

ouseja, [ =0oul=1-— 7 sao equilibrios do modelo.
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2.5 Linha de fase para o sistema SIS

Vamos ver o que se passa com as solugoes do sistema desenhando a linha de fase
do modelo, representada pelo eixo I, com pontos que representam os equilibrios e setas
mostrando onde as solugoes crescem e decrescem. O grafico de (2.2) é uma pardbola e
podemos utiliza-lo para desenhar a linha de fase e ter uma melhor visualizacao da variacao
de I.

Restringindo a linha de fase do modelo ao intervalo Z = {I: 0 < I <1}, lembrando
que 7 e [ sdo constantes positivas e reescrevendo (2.2) como:

f:w—v—ﬂm:ﬁ(l—g— )1,

vemos que existem dois casos:

e Se g >1,1—- T hdo estd em T e todas as solucoes em 7 tendem a 0 quando ¢t — oo,
pois I < 0.
e Se 2; <1,1- T esté em T e interpretaremos a linha de fase da seguinte forma:

— Todas as solugbes em Z, com 0 < I(0) < 1 — 1, tendem a 1 — g quando

B

t — oo, pois I > 0. Por outro lado, se t — —o0, todas as solucdes nesse
intervalo tendem a 0.

— Todas as solugbes em Z, com 1 — g < I(0) <1, tendem a 1 — il quando

t — oo, pois I < 0. Por outro lado, se t — —o0, todas as solucdes nesse
intervalo tendem a 1.

Figura 2.2: Linha de fase para g < 1.

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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2.6 O numero basico reprodutivo R

O ntimero bésico reprodutivo, Ry, é o nimero médio de individuos infectados por cada
individuo infectado quando uma doenca é introduzida em uma populacio, pressupondo
que todos os individuos que se encontram com individuos infectados sdo suscetiveis a
doenga. No modelo SIS, R, representa o nimero de novas infecgoes causadas por dia,
por cada individuo infectado, vezes o tempo médio de dias que um individuo permanece
infectado. Simbolicamente, temos:

1
ou seja, um individuo durante o periodo médio de infeccao — infectara 8 novos individuos.
A seguir, vamos mostrar o comportamento das solugdes de (2.2) em fungao de Ry.
Teorema 2.1. Considerando a equagao (2.2), pode-se atestar que:

(i) Se Ry < 1, entdo o equilibrio I =0 é um atrator.
(ii) Se Ry > 1, entdo o equilibrio I = 0 é um repulsor, e o equilibrio I =1 — g > um

atrator.
Demonstragio. Seja I = f(I) = (8 — ) — BI%. Utilizando a linearizacdo, temos f(I) =

3 — v — 281. Podemos verificar que f(0) = —~ e f (1 — g) = —(8 — 7). Portanto,
e se Ry < 1, entdo f < v e f(O) = f — v < 0. Dessa forma, pelo Teorema de
Hartman-Grobman (Teorema 1.27), o equilibrio I = 0 é um atrator.

« Se Ry > 1, entdo B > v e f(0) = 3 —~ > 0. Logo, pelo Teorema de Hartman-
Grobman (Teorema 1.27), o equilibrio I = 0 é um repulsor. Além disso, 1 — Ter

8

ef <1 — g) = —( —7) <0, de onde segue que o equilibrio 1 — g é um atrator.

]

Pelo resultado acima, epidemiologicamente conseguimos controlar a doenca através do
valor de Ry. Para isso, basta controlarmos o valor do pardmetro  (que é o coeficiente
de transmissao) através de medidas de controle, diminuindo o contato entre as pessoas
infectadas e suscetiveis.

2.7 Solucoes do modelo SIS

Para a maioria das equacgoes diferenciais é dificil escrever a forma explicita de suas
solucoes. No entanto, podemos escrever explicitamente a solucao do modelo SIS para
entender seu comportamento.

2
Vamos considerar a equagao (2.2) com § = 2 ey = 1. Assim, Ry = 1= 2 > 1.

.dl
Escrevendo I = a temos:
dl
— =] -—2I" 2.5
o (2.5)
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1
No intervalo 0 < I(t) < 57 vamos encontrar a solugdo geral da equacao acima usando

separagao de variaveis e fragoes parciais. Escolhemos um intervalo onde os argumentos dos
logaritmos que vao aparecer sao positivos, nao necessitando tomar os valores absolutos.
Resolvendo (2.5), temos:

dl

=1-2I"
dt
d[
212 =t
B (2.6)
/ = 2[2 B / at
7 _ 212 =1+ C1
Decompondo o integrando T op O™ fragoes parciais, obtemos
I 1 _A+ B A(l-2I)+BI A-2Al+ BI
I—212 [(1-2I) I 1-2I  I(1-2) —  I(1-2)
Dai, pela igualdade acima
I(-2A+ B)+ A =1,
o que implica A=1e B = 2.
Pelo primeiro membro de (2.6):
1 2
= - dl
1—212 /(I+1—2]>
1 2
= [qar+ | dl
/ I + 1—-21
=Inl —In(1—21I) + c.
Portanto, resolver a equagao (2.6) equivale a resolver a equagao
Inl —In(1 —2I)4+cy =t+c,
cuja solucao é
1= 4 27)
et 424’ ’

comA=¢e">0ec=c — cs.

Por substitui¢do na equacgao diferencial, vamos verificar que todas as fung¢oes da forma
(2.7) sao solugoes do sistema, independente de A ser maior ou menor que zero. A constante
A é determinada pela condigao inicial 7(0) = I,. Pois bem, substituindo (2.7) em (2.5),
temos do lado esquerdo:

dl  —A(=e")  Ae!
dt (et +2A)2 (et +2A)2
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Em contrapartida, do lado direito temos

A A 2
12— — -2 ()
et +2A et +2A
A A?

Y i (e=t +2A)?
_ A(eTt+24) —24°
B (e7t +2A)2
Ae™t 4+ 2A% — 2A?
(e7t +2A)2
 Aet
(et 4+ 24)2°

Usando a expressao (2.7), podemos calcular o limite quando o tempo aumenta e re-

1
trocede, para ver o que acontece com a solu¢ao no intervalo 0 < I(t) < 3 Com efeito:

, , A A1
R e Y Ry W)
oA L) = lim oo =0

Esses limites sdo observados na linha de fase (reveja a Figura (2.2)) do modelo. Ou

seja, as solugoes se aproximam do equilibrio /I = = conforme o tempo aumenta.

DN | ——

2.8 Discussao dos Resultados

Estudando o modelo qualitativamente, verificamos que, por uma condicao inicial, a
doencga extinguir-se-4 ou o nimero de infectados podera tender a uma constante positiva
(tornando-se endémica), dependendo do valor de Ry. Se Ry < 1 o nimero de infectados
decresce e a doenca extingue-se, mas, se Ry > 1, o niimero de infectados cresce ou decresce
(dependendo da condigao inicial) até um equilibrio, com I # 0. Pelos resultados, basta um
unico individuo contrair a doenca para que esta se espalhe até o equilibrio endémico ser
atingido. E claro que na prética devemos pensar na probabilidade de um tnico individuo
infectar alguém e, caso infecte, em quantas pessoas pode infectar. Modelos estocasticos
sao usados para quantificar a probabilidade de uma doenga que é inicialmente contraida
por um pequeno numero de pessoas efetivamente se espalhar.

Mudangas no comportamento da populagdo interferem diretamente no valor de Ry,
pois pode-se controlar o valor de S por meio de medidas de controle, como o uso de
mascaras e quarentena, que ajudam a diminuir o niimero de pessoas contatadas por pessoa
infectada. Exemplos de solugoes para diferentes condigdes iniciais sdo mostrados nas
figuras abaixo.
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Figura 2.3: Ry <1 e Ry > 1, respectivamente.
1.0 1.0 1
0.8 4 08 |
w 0.6 0
g £ 06
8 i
£ 044 =
0.4 +
0.2 +
0.2 1
0.0 4
5 1‘0 1‘5 Zb 2‘5 3‘0 6 5 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 3‘0

Tempo/dias

(b) Ry > 1, (8=0.7Tey=0.5).

Tempo/dias

(a) Ry <1, (8=0.3,ev=04).

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).
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Consideremos uma doenca infecciosa da qual as pessoas se recuperam e ficam com
imunidade completa. Como exemplo podemos citar a Hepatite A, causada pelo virus da
Hepatite A (VHA). Assumindo que a imunidade é permanente e a populagao é constante,
vamos dividi-la em trés compartimentos:

o S - Suscetiveis: sem doenca e sem imunidade.
o I - Infectados: que possuem a doenga e sao contagiosos.
e R - Recuperados: sem a doencga e imunes.

Quando alguma fragdo da populagdo nao é suscetivel a doenga por alguma razao
genética, comportamental, imunoldgica etc, podemos incluir essa fragao no compartimento
de recuperados desde o inicio. Vamos representar o fluxograma do modelo SIR da seguinte
forma:

Figura 3.1: Fluxograma do modelo SIR.

B@’v

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

O modelo SIR ¢ descrito pelo sistema de equagoes diferenciais:

S =—-BSI
I=8SI—~I . (3.1)
R=~I

As constantes [ e v tém o mesmo significado do modelo SIS. Portanto, podemos definir
o nimero basico reprodutivo, Ry, como anteriormente:

Ry=5-

2=
2

Temos que S(¢) > 0, I(t) > 0 e R(t) > 0. Somando as trés equagoes de (3.1),
verificamos que S + I + R = 0, portanto, se inicialmente S + [ + R = 1, posteriormente a
igualdade se mantém. Assim, podemos reduzir o sistema (3.1) para duas equagoes, pois

23
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encontramos R(t) por meio da equagao R(t) = 1 —S5(t) — I(t). Reescrevendo as equagdes,

encontramos: ‘

=357

9=—p5 . (3.2)
I =pST—~I

Isso faz com que possamos visualizar o retrato de fase do sistema no plano, ajudando-nos
a entender o comportamento das solugoes.

3.1 Retrato de Fase

Vamos restringir o retrato de fase do sistema ao triangulo
A={(S1):5>0,1>0,S+1<1},

que é a nossa regiao biologicamente viavel. Para desenhar o retrato de fase, vamos utilizar
as nuléclinas do sistema. Note que

e se =0, entdio S=0o0ul=0;

. sef:O,entELoS:loulzo.

Quando as taxas sdo nulas simultaneamente, encontramos os pontos de equilibrio do
sistema. Com isso, para S = I = 0, concluimos que a reta I = 0 representa os equilibrios
do modelo (3.2).

As nuléclinas dividem o plano em regides abertas nas quais S e I tém sinal constante.
Os sinais em cada regiao vao determinar em que quadrante os vetores se encontram. Para
observar o comportamento do sistema, vamos reescrever (3.2) como:

B

Considerando o espago de fase A, ha dois casos Ry = é <1le Ry=— > 1. No primeiro
Y
caso, 7' > 1eno segundo T

s B

Para 7 > 1, observamos que

5
esel>0eS=0entdo I <0e S =0;

esel>0eS>0,entdaol <0e S <0.

Agora, considerando J < 1, vemos que

esel/>0eS=0,entdao I <0e S =0;

. SeI>OeO<S<g,entéof<065<0;

. seI>Oeg<S§1,entéof>OeS<O.
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Figura 3.2: Ry <1 e Ry > 1, respectivamente.

$'=-09sl
I"'=0.981-0.41

§ =-0.281
I'=0.251-0.41

1
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!
!

e e

D S i S e e e S Sy SEP P Sp P
D S L Sy

(a) Rg<1, (y=04e3=02). (b) Ry>1, (y=04e 5 =0.9).

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Analisemos o campo vetorial de (3.2) para Ry <1 e Ry > 1.

e Se Ry < 1, solugoes (S,I) comegando em AT = {(S,1): S>0,I>0,S+1<1}
tendem a linha de equilibrio I = 0.

e Se Ry > 1, At é dividido em dois pela nuléclina S = Y Podemos verificar que

Y ~ . ;.
— se S > =, a fracdo de infectados cresce e a de suscetiveis decresce;

p

—se S < g, a fracao de infectados e suscetiveis decresce.

Podemos verificar o comportamento descrito acima na Figura (3.2). Nos resultados pre-
sentes na proxima secdo vamos verificar que isso realmente acontece para o modelo SIR.

3.2 Equilibrios do modelo SIR

Vamos, agora, estudar o comportamento local das solugoes préximas aos equilibrios
do sistema (3.2).

Teorema 3.1. O ponto de equilibrio (S,0) do sistema (3.2) possui

7.
/8}

i) uma variedade estdvel, quando Ry <1 ou Ry >1 e S <

it) uma variedade instdvel, quando Ry >1 e S > i

B

Demonstrag¢io. Para o modelo SIR (3.2), a matriz de linearizagao é dada por:
05 03
05 oI | —| Pl —BS | (3.3)
o a1 |~ B1 s~
oS oI



56 Modelo SIR

Substituindo o equilibrio (S,0) em (3.3), obtemos

2S S

95 oI | _ 0 =BS5S

5 -0 -
0S 01

Os autovalores de (3.4) sao \; = 0 e Ay = 35 —~. Desconsiderando o caso em que S = 1,
sabemos que os equilibrios nao sao hiperbélicos e sim normalmente hiperbdlicos, pois o
sistema (3.2) tem um subespago unidimensional de equilibrios (k = 1) e exatamente 1
autovalor igual a zero. Para o sistema SIR, n =2 e

ese Ry<louRy>1leS< g, temos que S < v e, consequentemente, Ay < 0.

Entao, [ = 1 (autovalores com parte real negativa) e m = 0 (autovalores com parte
real positiva). Logo, pelo Teorema 1.30, o equilibrio (S, 0) tem uma variedade estavel
unidimensional.

. SeR0>1eS>1,temosqueBS>ye)\2>O. Entao, [ =0 e m = 1. Com isso,

pelo Teorema 1.30, o equilibrio (S,0) tem uma variedade instavel unidimensional.

[]

3.3 Orbitas do modelo SIR

O comportamento de solugoes préximas ao equilibrio (.S, 0) é provado analiticamente
neste caso, pois podemos calcular explicitamente uma fun¢ao que é constante ao longo
das curvas de solugdo. Inicialmente, escrevemos (3.2) como:

lef = —BSI

e (3.5)
T —BSI —~I

o BST —~

Observe que a inclinagao do campo vetorial do espaco ST é encontrada dividindo a segunda
equagao de (3.5) pela primeira:

ar _ pSt—~I v
5= g1 - l*tzs (3.6)

Integrando ambos os lados de (3.6), encontramos:

I:I(S):—S+gln5+c, ceR. (3.7)

Aqui, encontramos uma func¢do que é constante ao longo das curvas de solucao. As
fungoes encontradas em (3.7) sdo chamadas curvas invariantes, pois uma solugdo que
comeca na curva permanece nela. Neste caso, as curvas invariantes sao unioes das érbitas

do modelo (3.2). Portanto, existe uma tnica curva conectando cada ponto de equilibrio

no intervalo < S < 1 a um equilibrio no intervalo 0 < S < T

B
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3.4 Discussao dos Resultados

Estudando qualitativamente o modelo para Ry < 1, todas as solugoes do sistema
tendem a linha estavel de equilibrio I = 0.

Se Ry > 1, vamos supor que uma epidemia comece num estado populacional (S, 1) =
(51,0), com 1 < 51 <1, em que Sy é a fracao inicial de suscetiveis. Quando a doenca
é introduzida, I se torna ligeiramente positivo, digamos [y, fazendo com que o nimero
de infectados aumente e o nimero de suscetiveis diminua. Com o tempo, o nimero de
suscetiveis se torna 1 e posteriormente fica menor do que esse valor. A fragao populacional

B

recuperada mais infectada quando S = ; ¢ chamada imunidade de rebanho e definida

por:

Y
R+1=1--.
5
Quando essa fracdo populacional ja nao ¢ mais suscetivel a doenca, ela comeca a

extinguir-se. A partir dai, o nimero de suscetiveis é menor do que — e o numero de

infectados comega a diminuir também. No final da epidemia, a fracdo da populacao

suscetivel é Sy, com 0 < Sy < T

B

A figura abaixo ilustra o comportamento descrito acima para S; = 0.93.

Figura 3.3: Uma 6rbita do modelo SIR.
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Infectados
o
(=]

o
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0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Suscetiveis

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Analiticamente, se a curva (3.7) passa por (S1,0), entdao

o:-&+;m&+c

C_Sl—glnsl.
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Como a curva também passa por (Sz,0) temos:
_ Y
0= —52+ BIHS2+C
0= —SQ + llnSQ—FSl — 111151

B 5
0=—(Ss—S))+ ;(m Sy —InS,) = F(S,).
Logo, dado S7, também podemos encontrar o valor de S5 pela equacao acima.
Verifiquemos o comportamento das fragdes populacionais para Ry > 1, com 5 = 0.9
e v = 0.4, sob a condigao inicial (S,I, R) = (0.93,0.02,0.05), lembrando que R inicial
contém a fracao da populacao imune a doenga por questoes genéticas, imunolédgicas etc.

Figura 3.4: Variacao de S, I e R - Modelo SIR.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Na Figura 3.4, o valor de saida para a fragao de suscetiveis é Sy ~ 0,18. Além disso, a

imunidade de rebanho é dada por 1 — @ ~ 0.55. Quando S = @ ~ (.45, se repararmos

na curva de I, ela atinge seu pico e comeca a decrescer. Neste caso, a vacinacdo é uma
6tima medida de controle para reduzir o nimero de infectados de doengas modeladas pelo
sistema (3.1), pois a fragdo de suscetiveis diminui e, por conseguinte, a imunidade de
rebanho ¢é atingida.
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Consideremos uma doencga infecciosa para a qual a imunidade pode ser perdida com
o tempo, como exemplo podemos citar a Influenza A(HIN1) causada pelo virus HINT.
Neste capitulo, vamos estudar o modelo SIRS, que comparado ao modelo anterior, possui
alguns termos adicionais:

S =—BSI+pR
I =BST—~I : (4.1)
R=~I —pR

O fluxograma do modelo esté representado abaixo:

Figura 4.1: Fluxograma do modelo SIRS.

5 Y

S ; R

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

A perda de imunidade é representada pelos individuos que se transferem do compartimento
1

R (onde estao imunes) para o compartimento S a uma taxa proporcional a R. Aqui, —
p
representa o tempo médio antes da perda de imunidade.
E facil verificar que S + 1 + R = 0. Entao, se S + I + R = 1 inicialmente, teremos
S + I + R sempre igual a 1. Logo, vamos reduzir o modelo para duas equacoes e obter
R(t) de R(t) =1 — S(t) — I(t). Reescrevendo (4.1), temos

(4.2)

S=-BSI+p(1—S—1)
I =pBSI—~I

Assim como nos modelos SIS e SIR, definimos:
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4.1 Retrato de Fase

Vamos restringir o retrato de fase do sistema (4.2) ao tridngulo
A={(S1):5>0,1>0,S+1<1},

que ¢ o nossa regiao biologicamente viavel.
Comecemos por encontrar as nuléclinas de (4.2). Temos:

. p—pS
e S=0 dol=—";
quando PEES
. f:OquandOI:()ouS:g.

No primeiro caso temos uma hipérbole com dois ramos, ja no segundo, duas retas.

H4 pontos de equilibrio onde as nuléclinas se intersectam, ou seja, quando S = I = 0.
v p(B—7)
B Blp+7)

. . v
Como estamos interessados na regiao A, devemos considerar Ry < 1 com — > 1 e

Com isso, identificamos que (1,0) e ( ) sao equilibrios do sistema.

R0>1com1<1.

B

Vamos analisar o campo vetorial de (4.2) para Ry < 1 e Ry > 1, respectivamente.
Figura 4.2: Ry <1 e Ry > 1, respectivamente.
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(a) =0.6,7y=12¢e p=0.15. (b) =10.6,7=0.2¢e p=0.15.

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

o Para o caso em que Ry < 1, todas as solugoes tem I < 0 para I > 0. Todas estdo
v p(B—=7)

tendendo para o equilibrio (1,0). Neste caso, o equilibrio < ,
B Bp+1)

) nao esta

em A, pois g > 1.

’APW—W>

« Para o caso em que Ry > 1, as solugoes circulam em torno do equilibrio (
Blp+7)

espiralando em direcao a ele.
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4.2 Equilibrios do modelo SIRS

Inicialmente, analisemos a estabilidade do ponto de equilibrio (1,0) para os casos em
que Ry <1e Ry> 1.

Teorema 4.1. O ponto de equilibrio (1,0) do sistema (4.2) € do tipo
i) atrator, quando Ry < 1;
it) sela, quando Ry > 1.

Demonstrag¢io. Para o modelo SIRS (4.2), a matriz de linearizacao é dada por:
o5 08
0 or |—| PL—p =BS—p | (4.3)
o1 ol BT BS—y
oS oI
Substituindo (S, ) = (1,0) em (4.3), temos
08 08
29§ ol | _| P —B-r
o1 o1 [ 0 B-n | (4.4)
oS oI
Os autovalores da matriz (4.4) sdo Ay = —p e Ay = §—~. Temos que \; é negativo. Ja Ao
é negativo quando Ry < 1, pois 3 < 7, e positivo se Ry > 1, pois 5 > . Portanto, (1,0) é

um ponto de equilibrio hiperbélico e pelo Teorema de Hartman-Grobman (Teorema 1.27),
é atrator quando Ry < 1 e sela quando Ry > 1. O]

Pelo resultado acima, se Ry < 1, epidemiologicamente a doenca vai se extinguir, ao
contrario de quando Ry > 1, onde a doenca pode persistir.

Agora, estudemos a estabilidade do ponto de equilibrio (7, M)
B Blp+7)
Teorema 4.2. O ponto de equilibrio <Py, M) do sistema (4.2) é atrator quando
B Blp+7)
Ry > 1.
Demonstragio. Em (S, 1) = (Py, 0(5—7)>’ a matriz de linearizacao ¢ dada por:
B B +7)
05 051 [_ -7
s oI | = P+
o1 o1 pﬁ _y . : (4.5)
oS 01 p+

Pelo plano determinante de tracos, sabemos que a soma dos autovalores é o traco da
matriz e a multiplicagdo dos autovalores é o determinante. Assim, tem-se:

ks QRPN
Tr Pﬁt’y ks (4.6)
et 0 p+

P+
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B—n
P, TP TV
det | P50 = p(B =) (4.7)

p 0
p+
Se Ry = A > 1, por (4.6) e (4.7) vemos que Tr < 0 e det > 0. Com isso:
Y

e A1 e Ay s@o ambos negativos e pelo Teorema de Hartman-Grobman (Teorema 1.27),

o ponto de equilibrio <’y P(ﬁ‘V)) é atrator;

B B(p+)

e )\ e Ay sdo um par conjugado complexo a+i3, com v < 0, e portanto, pelo Teorema

de Hartman-Grobman (Teorema 1.27), o ponto de equilibrio <7, P(ﬁ‘V)) é um
B Blp+7)

foco atrator.
O]

Os teoremas acima fornecem informagdes sobre o comportamento das solugoes do
sistema (4.2) préximas a seus pontos de equilibrio. Contudo, podemos analisar se mais
solugoes definidas em AT = {(S,I): S > 0,1 > 0,5+ I <1} possuem comportamento
similar. E o que faremos na préxima secio.

4.3 Estabilidade global do modelo SIRS

Considere A um subconjunto fechado e limitado do plano, positivamente invariante.
Para o sistema (4.2), as solugoes que comegam em A permanecem em A. Para ver isso,
basta verificar se as solugoes nao podem escapar dos limites.

Uma solucao que comeca em S + I = 1 aponta para dentro de A. Para constatar esse
fato, considere a funcao V' (S,1) = S + I e escreva o sistema (4.2) na forma vetorial

e calcule V:

VV(S,I)-F(S,I)=(1,1)-(=pBST+p(1—=S—1),851 —~I)
=—pSI+p(1—-S—1)+pSI—~I
=p(1=85—1)—~1
=—p(S+I1—-1)—~I
=—I <0, sel>0.

Assim, a taxa de varia¢ao de V' (S, I) ao longo das solugdes do sistema SIR diminui na
regiao I > 0. Portanto, se uma solucao comegar em A* com S+ I =1, entdao S + I vai
diminuir imediatamente e a solugdo entrara em A.

Para o caso I = 0 (respectivamente S = 0), podemos considerar V(S,I) = I (res-
pectivamente V' (S, 1) = S) e pelo Teorema 1.21, I = 0 e S = 0 s@o invariantes, ou seja,
qualquer solugdo que comece em I = 0 (respectivamente em S = () permanecerd em
I =0 (respectivamente em S = 0).

A seguir temos um resultado que nos garante a nao existéncia de orbita periédica em

AT,
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Teorema 4.3. O sistema (4.2) nao possui orbitas periddicas.

1
Demonstrag¢io. Consideremos a funcao ¢(S,I) = =, para I > 0. Multiplicando o segundo

membro das equagdes do sistema (4.2) por g(S, I), encontramos:

(4.8)

S:—55+§(1—S—1)
I=8S—v

A divergéncia de (4.8) é dada por:

95 g1+ g (m ?) 7

oS ol
que é negativa para I > 0. Logo, o Critério de Dulac (Teorema 1.42), garante que o
sistema (4.2) nao possui érbitas peridédicas em A™. O

Sendo assim, pela Definigdo (1.16) nao existem solugoes homoclinicas e heteroclinicas
e pelo teorema 1.39:

« todas as solugoes do sistema (4.2) em AT se aproximam do equilibrio (1,0), quando
Ry<let— oo

(B—")

« todas as solugoes do sistema (4.2) em AT se aproximam do equilibrio (7, p) ,
B Blp+1)

quando Ry > 1 et — oc.

Para Ry = 1 temos a ocorréncia de uma bifurcagao, ou seja, uma pequena mudanca suave
feita nos valores dos parametros de Ry causa uma mudanga drastica no comportamento
das solugoes.

4.4 Discussao dos Resultados

Anteriormente, foram estudados a estabilidade dos equilibrios do modelo (3.2) e o
comportamento local (préximo aos pontos de equilibrio) e global das soluges. Pensando
no nimero de reproducgao basico, se Ry < 1, todas as solugoes do sistema se aproximam
do equilibrio trivial (S,I) = (1,0) que é um atrator global. Para Ry, > 1, o ponto
de equilibrio endémico existe e é globalmente assintoticamente estavel. Isso indica que
quando o coeficiente de transmissao 3 da doenga é alto, o modelo epidemioldgico tende a
um valor constante de infectados I > 0 e a doenca persiste na populagdao. Por outro lado,
se 3 for pequeno o suficiente para que 8 < 7, independente da condi¢ao inicial, o niimero
de infectados decresce até I = 0 e a doenca desaparece.

Na Figura 4.3, ilustramos o comportamento das fragoes populacionais para Ry > 1,
com 3 =0.6,y=0.2ep=0.15, sob a condi¢do inicial (S, I, R) = (0.9,0.02,0.07).
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Figura 4.3: Variacao de S, I e R - Modelo SIRS
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Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Podemos observar que a fracao de infectados depois de certo tempo se torna constante
em [ ~ 0.3.
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Modelo para a Covid-19

O modelo para a Covid-19 que sera descrito aqui é baseado no sistema SEIR, que
adiciona o compartimento de expostos entre o compartimento de suscetiveis e infectados.
Consideramos a versao modificada do modelo SEIR, que leva em consideracio caracteris-
ticas relevantes da Covid-19. De acordo com os dados retirados de [10], os suscetiveis que
contraem a doenca ficam assintométicos e ndo infecciosos por cerca de 2.5 dias (chama-
dos de ezpostos). Eles se tornam contagiosos por cerca de 2.5 dias antes de desenvolver
qualquer sintoma (chamados de contagiosos). Apds esse periodo, cerca de um tergo dos
portadores da doenga continuam assintométicos (chamados de assintomdticos), e dois
tergos passam a desenvolver diversos sintomas (chamados de infectados). Apés 5 dias, o
grupo de assintométicos deixa de ser contagioso, e decorrido 10 dias, o mesmo acontece
com os infectados. O modelo possui 6 compartimentos:

S - Suscetivel: sem a doenga e sem imunidade.

E - FEzxposto: que contraiu a doenca, mas nao ¢ contagioso.
C - Contagioso: infectado, contagioso e ainda sem sintomas.
I - Infectado: infectado, contagioso e com sintomas.

A - Assintomdtico: infectado, contagioso e sem sintomas;

R - Removido: recuperado, imune ou falecido.

Nesse modelo, vamos supor que todos os individuos dos compartimentos de A e [
entram no compartimento R quando deixam de ser infecciosos. Além disso, vamos consi-
derar imunidade permanente e a populagao constante.

Podemos esquematizar o fluxo entre os compartimentos do modelo da Covid-19 con-
forme exposto na Figura 5.1.

O modelo considerado sera representado pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais:

S= —BcSC—B;SI — 4SA

0 = [eSC + 1S + BaSA —vgE
C= vpE—7cC
I= pyeC—yl

= (1-p)eC -4

= vil —|—’7AA.

(5.1)

Note que além das letras que representam os compartimentos, o modelo faz uso de
certas constantes, que sao obtidas pela analise do comportamento da doenga na populagao.

65
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Figura 5.1: Fluxograma do modelo para a Covid-19.

B
Be

Ba

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

E importante destacar que elas sdo positivas; forneceremos o significado de cada uma delas
a seguir.

e B¢ taxa de novas infecgoes causadas diretamente por contato com individuos con-
tagiosos (compartimento C);

o [r: taxa de novas infecgoes causadas diretamente por contato com individuos infec-
tados (compartimento I);

e [4: taxa de novas infec¢des causadas diretamente por individuos assintomaticos
(compartimento A);

e 7g: taxa na qual o individuo se move para fora do compartimento F;
e 7¢: taxa na qual o individuo se move para fora do compartimento C
e 77 taxa na qual o individuo se move para fora do compartimento [;

e v4: taxa na qual o individuo se move para fora do compartimento A;

p: probabilidade de um individuo no compartimento C' desenvolver sintomas.

Para a Covid-19, sabe-se que ¢ é a maior das taxas de infec¢do. Por outro lado,
¢ menor do que se poderia esperar, uma vez que, devido aos sintomas, os individuos no
compartimento /, tendo consciéncia de que estao doentes, tendem a manter-se em estado
de isolamento. O parametro p, por se tratar de um valor de probabilidade, pertence ao
intervalo [0, 1].

5.1 Espaco de fase
De (5.1) segue que S
S+E+C+I1+A+R=0.
Portanto, se S+ E + C + I+ A+ R =1 inicialmente, entao S+ F+ C+ 1+ A+ R
permanecerd igual a 1. Como nos modelos estudados anteriormente, devido a populacao
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constante, podemos reduzir a dimensao do modelo tomando R=1-S—-FE—-C —1— A,
nao fazendo-se necessario o estudo direto da equagao para R. Aqui, entretanto, vamos
manté-la, uma vez que uma reducgao de seis equagoes para cinco nao é muito util.

O espago de fase do modelo (5.1) possui 6 dimensoes, sendo representado por:

{(S,E,C,I,AR): S>0,E>0,C>0,1>0A>0R>0,S+E+C+I+A+R<1}.

5.2 Equilibrios do modelo para a Covid-19

Para encontrar equilibrios do modelo para a Covid-19, inicialmente, igualamos as
tltimas quatro equagdes de (5.1) a zero. Obtemos um sistema de quatro equagoes lineares
nas quatro incégnitas F,C, I, A. Na forma matricial, o sistema de equagdes lineares
equivale a:

0 VE e 0 0 E
0 0 jalel -y 0 C

= . 5.2
0 0 (I—pyve 0 —va I (5:2)
0 0 0 Y YA A

Usando o Teorema de Laplace, podemos calcular o determinante da matriz do sistema
acima e verificar que seu valor é diferente de zero, conforme exibimos abaixo:

VE —Yc 0 0
0 j2ale] —1
0 0 Y YA
PYC -y 0
Ye| (L=p)ve 0 —va | =ve(@veyvayr +vavi(1 = p)ye) =
0 VI YA

Ye(Pyeyayr + Yavrye — pyevavr) = Yaveyeyr > 0(# 0).

Portanto, pelo Teorema 1.2, a tinica solugao para o sistema (5.2) ¢ E=C =1=A=0.
Esses valores tornam a primeira e segunda equagao do sistema (5.1) iguais a zero. Assim,
os pontos de equilibrio do modelo para a Covid-19 sao dados por:

{(S,E,C,I,A,R): E=C=1=A=0},
representando um subespago bidimensional de equilibrios do tipo ELD (veja a Defini-
¢ao 5.2).
5.3 Linearizacao

A linearizacao do sistema (5.1) em um ponto (S, E,C, I, A, R) tem a matriz:

[ —BcC — 311 — BaA 0 —BeS  —B1S —BaS 0
BcC + Brl + BsA  —vE BeS BrS  BaS 0
0 YE —Yo 0 0 0
0 0 PYC —1 0 0
0 0 (I-pe 0 —va 0
I 0 0 0 Y Ya 0
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Portanto, a linearizagao do sistema (5.1) no ponto de equilibrio (S,0,0,0,0, R) tem a
matriz:

0 0 —BcS  —BrS =645 0
0 —e BeS BrS  paS 0
A i O YE —YC O 0 0
{0 0 PYC —y 0 0
0 0 (I-prywe 0 -y O
0 0 0 Yr YA 0 |

Para encontrar os autovalores da matriz A, devemos resolver det(A — AI) = 0. Logo,
utilizando o teorema de Laplace:

—A 0 —BcS —prS  —BaS 0
0 —yE—A BeS BrS BaS 0
0 VE —Yo — A 0 0 0 | B
e U A
0 0 (1-phe 0 —ya—X 0
0 0 0 Y YA —A
—VE — A BeS BrS BasS 0
VE —Yo — A 0 0 0
—A 0 pyc - — A 0 0 | = —Aas5As5 =
0 (I =p)ve 0 —ya—XA 0
0 0 o0t Ya -
—YE — A BeS BrS BasS
—Yo — A 0 0
0 PYC - = A 0
0 (I =p)ve 0 —ya— A

Portanto, os autovalores de A sao A\; = 0, Ay = 0, além dos autovalores da submatriz

—VE BeS BrS  pasS
VE —Yc 0 0
K = 5.3
0 jzale} - 0 (53)
0 (I-pre 0 —va

que sao diferentes de zero. Aqui, concluimos que os equilibrios do sistema (5.1) sdo
normalmente hiperbdlicos (veja a Definigao 1.29).

5.4 Autovalores do modelo para a Covid-19

O Teorema 1.30 nos diz que a natureza dos equilibrios normalmente hiperbélicos do
modelo (5.1) é determinada pelos autovalores diferentes dos autovalores 0 que encontramos
acima.

Teorema 5.1. Para S = 0, o ponto de equilibrio (S,0,0,0,0,R) = (0,0,0,0,0,R) do
sistema (5.1) tem uma variedade estdvel 4-dimensional.

Demonstragio. Se S = 0 (ninguém é suscetivel a doenga), podemos reescrever a submatriz
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K como
—VE 0 0 0
VE —Yc 0 0
. 5.4
0 pye -0 (54)
0 (I-pre 0 -
Como a matriz (5.4) é triangular inferior, seus autovalores sdo: A\; = —vg, Ao = —7¢, A3 =
—v1 € Ay = —7a, todos com parte real negativa. Pelo Teorema 1.30, temos k =2, [ =4
e m = 0, e cada equilibrio tem uma variedade estavel de dimensao 4. Essas curvas se
encaixam para formar uma variedade de dimensao k + [ = 6. m

A medida que aumentamos S no subespaco dos equilibrios, os autovalores de K mu-
dam. Todos eles tém parte real negativa até que um se torne zero, ou um par se torne
puramente imaginario. Vamos supor que todos os autovalores de K tém parte real nega-
tiva até que um se torne zero. Veremos adiante que tal suposicao esta correta. Sabemos
que o produto dos autovalores de qualquer matriz é o determinante da matriz. Portanto,
um autovalor de K torna-se zero se, e somente se, o determinante de K também se torna
Zero, ou seja:

—VE BcS BrS  [aS

det K =0 « | /& —e 00 _y o
0 jLale] -y 0

0 (1I-pye 0 —ya

—Yc 0 0 BeS BrS  BasS
—VE jzale] - 0 |+7E jzale] -y 0 |=0 <«
(1=pyve 0 =94 (1=pye 0 =94
S(Bevaveyr + Ba(l = p)yeveyr + BipyayeYe) = YaYoYEYVI- (5.5)

Por (5.5), vemos que o determinante de K ¢é zero se

1
p— 1_
Go , Ball=p) v
Yo VA I

Quando S < Sy, todos os quatro autovalores tém parte real negativa, portanto, o
determinante é positivo. Quando S > Sy, o determinante torna-se negativo. Espera-se
que isso aconteca porque trés dos quatro autovalores sao negativos e um se torna positivo.

Com base na analogia do modelo SIR, pode-se esperar que o denominador de (5.6)
seja o nimero de reprodugao béasico Ry para o modelo Covid-19 (5.1). Logo,

e se Ry < 1, todos os equilibrios sao estaveis, pois S < Sy;

e se Ry > 1, os equilibrios que possuem Sy < S < 1 tém um autovalor positivo e sao
instaveis.

Posteriormente, vamos calcular Ry e verificar que as informagoes encontradas acima
sao verdadeiras. Para isso, usaremos um método chamado matriz da prorzima geracao,
que sera descrito na proxima se¢ao.
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5.5 A matriz da préxima geracao

A matriz da proxima geragio (MPG) é um método algébrico utilizado para determinar
o nimero basico reprodutivo da doenca Ry, em modelos compartimentais de epidemiolo-
gia. Vamos dar um resumo de como e quando utilizé-lo por meio da metodologia proposta
por [17] e reescrita em [9]. O estudo da dindmica da doenca, se esta poderd ser contro-
lada ou se resultarda em uma epidemia, nao pode ser determinado unicamente a partir
da analise da estrutura do modelo matematico que descreve a doenga. Primeiramente,
é necessario fazer uma distin¢ao entre individuos infectados e individuos nao infectados,
dada pela interpretagao epidemiolégica do modelo.

Considere uma populacao heterogénea de individuos que podem ser agrupados em
n compartimentos homogéneos. Escrevemos © = z(t) = (x1(t),z2(t), ..., x,(t)) como
sendo a populacao de individuos em cada compartimento 7, 1 < ¢ < n. Vamos ordenar
as coordenadas do vetor x = x(t) considerando as primeiras m coordenadas, m < n,
correspondentes as populacgoes de infectados.
Definimos

Xg ={z(t) = (x1(t), 22(t), ..., 2, (t)): 2;(t) = 0,i=1,...,m, m < n}, (5.7)

como sendo o conjunto de todos os estados livres da doenca, ou seja, o conjunto cujos
elementos x = z(t) ndo possuem individuos infectados.

Sejam J;() a taxa de surgimento de novas infecgdes no compartimento i, V;" (r) a taxa
de transferéncia de individuos para dentro do compartimento ¢ vindos de quaisquer outros
compartimentos, V; (z) a taxa de remocao de individuos do compartimento i e V;(z) =
V7 (z) — Vi (x). E assumido que cada funciio é continuamente diferenciavel pelo menos

duas vezes em cada varidavel. O modelo de transmissao da doenca consiste em condi¢oes
iniciais ndo negativas juntamente com o seguinte sistema de equacoes diferencias:

Designando por F(z) = (Fi(z), Fo(z),..., Fu(x)) e V(z) = Vi(z), Va(z), ..., Va(x)),
podemos reescrever (5.8) na forma:

i = f(z) = F(z) - V(). (5.9)

Para que o modelo matematico seja adequado para descrever a transmissao da do-
enca, devemos adotar algumas premissas que consideram as condi¢oes epidemioldgicas da
mesma. Apresentamos a seguir, com detalhes, as premissas do modelo.

(I) Se x = x(t) > 0, entao F;(z) >0, V; () > 0e V" (x) > 0.

(IT) Se z; = z;(t) = 0, entdo V; = 0. Isto ¢, a taxa de remogao de individuos do
compartimento ¢ é nula, ou seja, se o compartimento é vazio, nao existe transferéncia
de individuos para fora do compartimento por morte, infeccdo, ou qualquer outra
forma. Se x = z(t) € Xg, entdo V; =0 parai=1,...,m.

(III) Fi(x) =0, se i > m. A incidéncia de infecgdo para compartimentos nao infectados
¢ zero.

(IV) Sez = z(t) € X, entdo F;(x) =0e V;"(z) = 0 parai = 1,...,m. Para garantir que
o subespaco livre de doenga seja invariante, assumimos que se a populacao estiver
livre de doenga, entdao a populagdo permanecera livre da doenca. Ou seja, nao hé
imigragao de infectados.
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Definigao 5.2. Um ponto de equilibrio 2° do sistema (5.9) ¢é dito ponto de equilibrio livre
da doenga (ELD) se 2° € Xg.

A 1ltima condicao é baseada nas derivadas de f préximas de um ELD. Para nossos
propositos, definiremos um ELD de (5.9) para ser uma solucao de equilibrio estavel (as-
sintoticamente estével) livre da doenga do modelo. Observe que nao precisamos assumir
que o modelo tenha um ELD tnico.

Consideremos uma populacao préxima a um equilibrio 2°. Se a populacdo permanecer
préxima a 2%, ou seja, se a introducdo de alguns individuos infectados nao resultar em
uma epidemia, entdo a populacdo retornard a z° de acordo com o sistema linearizado:

i = Df(a°)(x — ), (5.10)

onde Df(z°) é a matriz jacobiana de f avaliada em x°

para sistemas nos quais x°

. Restringiremos nossa atencao
¢é estavel na auséncia de novas infecgoes, isto é:

(V) se F(x) = 0, todos os autovalores de D f(x°) tem parte real negativa, pois nao hé
ocorréncia de novas infeccoes numa vizinhanca de x°.

A partir das condigdes acima, vamos obter uma particao de D f(2°) em blocos que
sera demonstrado nos teoremas a seguir. Antes, lembremos que a derivada parcial de uma
fungdo f; : D C R™ — R em relagdo & coordenada z; em um ponto 2° é dada por:

0fi . i(2° + hej) — fi(2”
({)bj;(xO):]lb%(f(x + €h> f(:)j ))7

sendo e; o j-ésimo vetor da base canonica de R™.

Teorema 5.3. Se 2° ¢ um ponto de equilibrio do tipo ELD isolado de (5.9) e a fungio
[ =F =V satisfaz as condigoes (1)~(IV), entdo a matriz DF(z°) tem uma particio em
blocos da forma

DF(a°) = l zg 8 ] , (5.11)
oF,
8!17]'

em que F é uma matriz quadrada de ordem m, definida por F = l (xo)l , com 1 <

1,7 <m em <n. Além disso, F' possui suas entradas nao negativas.

Demonstragao. Temos que 2° = (0,...,0,20,_,...,20).
Fi f e
Por (III), F; = 0 para i > m. Logo a—(xo) = 0 para qualquer indice j em {1,...,n},
Ly
desde que i > m.
Seja a derivada parcial para o indice j, tal que m+1 < j < n:

OF ) (E e =B

<E((O,...,O,x%+l,...,xg)—|—(O,...,O,h,O,...,O))—E(O,...,O,x%+l,...,xq

T <E(O,...,O,x%+l,...,x9-—|—h,...,x%)—.E(O,...,O,x?nﬂ,...,x?,...,x%))
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Por (IV), como (0,...,0,2% . 1,..., 2% ...,2%) e (0,...,0,20 . ,...,2Y

77 n J
OF; . .
F; = 0. Logo,a—(xo):()paralglgmem—klgj§n.
Lj

Consideremos a derivada parcial para os indices i e j, taisque 1 <i<mel <j < m:

—|—h,,l‘2) € Xg,

OFi 0y _ yyy (Fila & hey) = Fila?)

Oz, h—0+ h

— fim Fi((0,...,0,20 1,...,22) +(0,...0,h,0,...,0)) — F(0,...,0,20 4,...,20)
h—0*t h

_ fim Fi(0, oo hy oo 0,20 o 2d) = Fi0, ..., 0,29 4, 2))
h—0*t h

_ tim Fi(0, oo hy o020 0o, 2l)
h—0t h .

Como cada coordenada de z° representa uma populacao de individuos, o limite pode
ser calculado somente & direita. Por (I), o limite acima possui as derivadas parciais

OF; ) . ) - .
—(2%) >0, paral <i<mel<j<m. Segue das consideragoes acima que

al'j
F 0
0y _
OF: . .
onde F' = 5 ()|, com 1 < i,7 < mem < n, e todas as entradas de F' sdo nao
Zj
negativas. 0

Teorema 5.4. Se 2 é um ponto de equilibrio do tipo ELD isolado de (5.9) e a fungio
[ = F =V satisfaz as condigoes (1)~(V), entdo a matriz DV(x°) tem uma particio em
blocos da forma

U (5.12)

DV(:UO):[V ; ]

oV,
83:]-
1,7 <m em <mn. Além disso, V € invertivel e todos os autovalores das matrizes V e W
tém parte real positiva.

em que V € uma matriz quadrada de ordem m definida por V = (%), com 1 <

Demonstraggo. Temos que 2% = (0,...,0,29 ., ...,29).
Por (II) e (IV),

V() =V (2") =V (a") =0,

Vi

8xj

Considere 1 < 4,7 < m, com ¢ # j. Se ¢ # j, entao a i-ésima coordenada do vetor

2° + he; é nula e, por (II), V; = 0. Agora, por (IV), V;" =0 para 2° € Xge 1 <i < m.
Assim, a derivada parcial é dada pelo limite

paral <i<mem+1<j <n. Com isso, (%) =0paral <i<mem+1<j<n.
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i j
! 1
_ lim -V (0,...,0, h,...,O,:z;?nH,...,x%)
h—0+ h |

Vi . o, . .
Por (I), 8x-<x0) <Oparal<i,j <m,comi#j. Sei= j, ndo poderemos garantir
j

< 0Oparal <1,57 < m, com excegao

. , i
que V; seja nulo. Concluimos que V' = [ (29)
x .
j
das entradas que estao na diagonal.
Todos os autovalores de V' possuem parte real positiva. Por (V), se estivermos em
uma vizinhanca de 2°, ndo havera reinfeccido. Neste caso, considerando F' = 0, o sistema,

(5.10) é reescrito como

i = —DV(a") (2 — %) = — l - ] (= a°).

Ainda por (V), os autovalores de —DV(z”) tém parte real negativa e como a matriz é
dada em blocos, os autovalores de —DV(z°) sdo os autovalores de —V e —WW. Portanto,
as matrizes V e W possuem todos os seus autovalores com parte real positiva. Com isso,
as matrizes V e W sao invertiveis. ]

Das definigoes e resultados acima, reescrevemos (5.10) como

i = Df(2%) = DF(a") — DV(a°) = [ e ] (z — 22). (5.13)

A seguir vamos definir a MPG e a relagdo entre a MPG e Ry, estabelecida por [3].
Se o modelo matematico for definido por equacoes diferenciais, veremos que a MPG serd
dada por uma matriz formada por blocos das matrizes (5.11) e (5.12).

Definicao 5.5. A matriz da préxima geracio é definida por F'V !, uma matriz quadrada
de ordem m, tal que m < n.

Apresentamos abaixo uma breve justificativa para a férmula da MPG.

Sejam ©(0) = (¢1(0),...,¢,(0)), onde cada coordenada é o ntimero inicial de in-
fectados no compartimento i, com i < m, e p(t) = (¢1(t),...,pm(t)) o nimero desses
individuos, inicialmente infectados, que permanecem nos compartimentos infectados ¢,
depois de t unidades de tempo. Reescrevendo o sistema (5.13) como

i =—DV(2°)(z — 1), (5.14)
assumimos que F' = 0, ou seja, inicialmente o sistema nao possui reinfecgao. Por (V), z° é
assintoticamente estavel nesse sistema, portanto, (5.14) pode ser usado para determinar o
destino de um pequeno nimero de individuos infectados introduzidos em uma populacao
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livre de doencas. A particao de DV(x°) implica que o sistema tem uma tnica solucio
dada por ¢(t) = e Vp(0), (veja [5, p.74]).

Quando fazemos a modelagem matematica de um problema real, em geral s6 utilizamos
dados experimentais ou de uma amostra da populacao. Por esse motivo, podemos usar
alguns conceitos estatisticos de [6, p. 330-334] e considerar ¢ = ¢(t) como sendo uma
varidvel aleatéria continua. Cada entrada (i, k) de F' pode ser vista como uma fungao
densidade de probabilidade para novas infec¢bes no compartimento 4, ocasionadas por
um unico individuo no compartimento k. Dessa forma, podemos calcular o valor médio
(esperado) de novas infecgdes no compartimento i, causadas por individuos inicialmente
infectados por meio da integral impropria:

E- /Ooo Fo(t)dt — F/Ooo o(t)dt

—F /0 e Vip(0)dt = F[—V =" lim eV + V=1eV0)(0)
—F

§—00

[~V lim e p(0)] + FV ™ p(0)
= F[=V7" lim e™"p(0)] + FV™p(0)
= F[=V7" lim o(s)] + FV™'(0).

As coordenadas do vetor E exprimem as médias de novas infec¢oes no compartimento 7,
1 <4 < m. Pelo Teorema 5.4, V ¢é invertivel e —V possui seus autovalores negativos.
Como ¢(s) = e~ V*p(0), temos lim ¢(s) = 0. Portanto,

E— /OOO Fo(t)dt = FV-1(0).

A seguir, vamos entender o significado de V~!. Consideremos Z = ¢(t) e a equagao
diferencial: '
Z=-VI, Z(0) =1 (5.15)

Note que Z = —V7 é a taxa na qual Z varia, sendo negativa por conta das pessoas
estarem se curando e migrando para algum compartimento removido. Pensando ao con-
trario, podemos considerar —Z = VZ como sendo a taxa de transferéncia de saida dos
compartimentos infectados no tempo t. Entéao,

/O T ()t = (~Z(0)F = lim —~Z(s) + Z(0) = Z(0) = L, (5.16)

ou seja, todas as pessoas inicialmente infectadas migram para o compartimento removido.
Portanto, a integral (5.16) fornece a transferéncia total para fora de todos os comparti-
mentos infectados.

Vamos considerar Z; como sendo um para algum compartimento infectado e zero
para os demais. Entdo, o tempo médio gasto em cada compartimento infectado por
individuos que comecam naquele compartimento infectado especifico é dado pela integral

/ —tZ(t)dt.

0

Teorema 5.6. Temos que / —tZ(t)dt = VI,
0

Demonstragao. Utilizando o método de integragao por partes, obtemos

/OOO —tZ(t)dt = (—tZ (1)) + /OOO Z(t)dt.
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Olhando para (—tZ(t))s°, vemos que esse termo se anula, pois lim —s7 (s) = 0. Logo,

/oo —tZ(t)dt = /OO Z(t)dt.

0 0

Como a solugao de (5.15) é dada por Z(t) = e~V*Z(0), vemos que
/Oo —tZ(t)dt = /OO Z(t)dt
0

= / e VIT(0)dt

—VTIZ(0)e™ )
= Slgglo ~VZ(0)e Vs + VT (0)e VO
=VIZ(0)I
- V_lzo.

]

Portanto, a entrada (k, j) de V! representa o tempo médio que um individuo perma-
nece no compartimento k£, comecando no compartimento j.

Vamos entender o significado de FV~!. A entrada Fj, é a taxa de transferéncia de
compartimentos nao infectados que entram em ¢, devido a infecgao de alguém do compar-
timento k. A entrada ka ¢ o tempo médio gasto no compartimento £, por individuos
inicialmente no compartimento j. Multiplicando Fika}l, obtemos a transferéncia média
de compartimentos nao infectados que entram em 7, devido ao tempo gasto no comparti-
mento k, por individuos inicialmente no compartimento j. Note que

m

> FuVig!

k=1
fornece a entrada de F V] , que é a transferéncia média total de individuos de compar-
timentos nao infectados que entram em i, por individuos inicialmente no compartimento
j, devido ao tempo total gasto em algum dos compartimentos. Consequentemente, a
entrada (i, 7) da matriz FV~! é o nimero esperado para novas infec¢des no comparti-
mento ¢, produzidas por individuos infectados que foram introduzidos inicialmente em 7,
assumindo que a populacao do compartimento ¢ é inteiramente suscetivel a doenca.

A matriz da préxima geragdo possui algumas caracteristicas que sdo importantes no

estudo da dindmica da doenga ( [12, p.35-40]), descritas abaixo.

o E uma matriz quadrada com todas as suas entradas nao negativas.

e Tem um autovalor real positivo dominante, e qualquer outro autovalor possivel, real
ou complexo, tem seu modulo estritamente menor ou igual esse autovalor dominante.

Definicao 5.7. Seja A = [a;;] uma matriz real quadrada de ordem n. O raio espectral
de A é um nimero real, denotado por p(A), que é o maximo dentre os médulos dos
autovalores da matriz. Isto é,

p(A) = max{|\|: A é autovalor de A}.

Definicao 5.8. O nimero basico reprodutivo de uma doenga, denotado por Ry, € o raio
espectral da Matriz da Préxima Geracao F'V ™1, ou seja, Ry = p(FV '), para S = 1, em
que S é a fracao da populacao que é suscetivel.
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5.6 A matriz da préoxima geracao do modelo para a
Covid-19
Em (5.1), existem dois compartimentos nao infectados representados por S e R e qua-

tro compartimentos infectados que sao E, C, I e A. Vamos nos concentrar nas equagoes
diferenciais para os compartimentos de infectados, ou seja, no sistema:

E= BeSCH+ B1SI + BaSA —ypE
C= vgE —cC

: (5.17)
I'= preC—l
A= (1-p)rcC —1A
Reescrevendo (5.17) na forma matricial, temos:
E BcSC + B1SI + B4SA vuE
c| 0 B —YeE +7cC _F_
i|= 0 e C F—-V. (5.18)
A 0 —(1=p)reC + 744
Significado de F
Seja
0 BcS BrS BaS E E
0 0 0 0 C C
F = 0 0 0 0 1= F I (5.19)
0 0 0 0 A A

F contém as transferéncias de entrada de individuos em compartimentos infectados
vindos de compartimentos nao infectados. As linhas descrevem a entrada no respectivo
compartimento e as colunas representam por quem as pessoas foram infectadas. Por
exemplo, as entradas no compartimento £ podem se dar por meio dos compartimentos
C, I ou A, ou seja, pessoas contagiosas, infectadas e assintomaticas podem transmitir a
doenca. Nas demais linhas, ndo ha transferéncias para os respectivos compartimentos.

Além disso, a notagao Fj; denota a derivada parcial de F; com relagao ao j-ésimo estado
infectado. Se multiplicarmos F' por um vetor de fragoes da populagao nos compartimentos
infectados, como ocorre em (5.19), obtemos uma aproximacao linear da taxa total de
transferéncia de compartimentos nao infectados para os infectados. Podemos concluir
que a transferéncia de entrada vem somente de S para F.

Exemplo 5.9. Fazendo (FE,C,I,A) = (E,C,1,0), temos que:

0 BcS BiS BaST[E BoSC + ST
F_|0 0 0 0 c| 0

0 0 0 0 I 0

0 0 0 0 0 0

A taxa de transferéncia para o compartimento £ depende de C' e I, ou seja, pessoas nos
compartimentos C' e I infectam os individuos. Aqui supomos que a fracao de assintoméa-
ticos é nula.
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Significado de V

Seja
VE 0 0 O E E
—VE Yo 0 0 C C
Y = =V . 5.20
0 —pYc v 0 I I (5:20)
0 —(1=pre 0 vallA A

V' contém todas as transferéncias de infectados para qualquer outro compartimento,
infectado ou nao. O sinal de menos em F — V faz com que as transferéncias de entrada
surjam com sinal negativo e as de saida com sinal positivo. Chamaremos as transferéncias
com essa convencao de sinal de transferéncias de saida.

As linhas significam saida/entrada dos respectivos compartimentos e as colunas de
onde as pessoas estao. Por exemplo, no compartimento C' existe uma taxa de saida que
¢ proporcional ao nimero de pessoas contagiosas e uma taxa de entrada vinda de F.

De forma similar, a notagao V;; ¢ a derivada parcial de V; com relacao ao j-ésimo estado
infectado. Se multiplicarmos V' pelo vetor das fragoes da populacao dos compartimentos
infectados, obteremos as transferéncias de saida representadas em (5.20).

Exemplo 5.10. Tomando (E,C,I,A) = (E,C,0, A), temos:

g 0 0 0 E )

Vv | TE Yo 0 0 C|_ | L+l
0 —pYe v 0 0 0
0 —(1-phe 0 vallA —7cC +74A

A fracao da populacdo no compartimento E é transferida a taxa ygFE para fora do
compartimento, entrando no compartimento C'. A fracao da populacdo no compartimento
C' é transferida a taxa ~yoC para fora do compartimento, entrando em A. A fragdo da
populacdo em A é transferida a taxa y4A para fora do compartimento, entrando no
compartimento R. Nesse caso, supomos que nao existem infectados.

Para calcular a matriz da préxima geracao, primeiro calcula-se a matriz obtida pela
linearizacao do sistema (5.17) em torno do equilibrio (.5,0,0,0,0, R). Tal matriz é repre-
sentada em (5.3). Podemos reescrevé-la como F' — V:

0 BeS BrS paS VE 0 0 0

. 000 0 | | Yo 0 0
K=F-V= 0 0 0 0 0 v ate v 0
0 0 0 0 0 —(1-=phc 0 Y4

Também precisamos calcular V!, a matriz inversa de V. Pelo Teorema 5.4, V é invertivel
e podemos encontrar V! resolvendo a equacao VV ! = I. Com isso:

- 1 -
— 0 0O 0
VE

1 1
— — 0
-1 _ e Yc
L IS S S
VI VI VI
i-p) A=-p , 1
L 74 YA YA 4
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Para o modelo (5.1) e pela Definigdo 5.5, temos:

(0 BoS S ST 5 0 00
0O 0 0 0 <~ o 0 0
-1 _ gle) gle]
FV==1o 0 0o o0 N
I I I
O 0 0 0 a=p) (0=p o L
- YA YA VA
[ BcS | pBS | (1-p)BaS  BoS | pBiS | (1=p)BaS BiS  BaS
vcc + */; - ’YAA vcc + vlz + ’YAA ;1 “;QA
_ 0 0
0 0 0 0
I 0 0 0 0

4
Note que Z Fl-kagl fornece a entrada F' Vi;l que é a transferéncia média total de compar-

k=1
timentos nao infectados que entram em ¢ por individuos inicialmente no compartimento

j, devido ao tempo total gasto em algum dos compartimentos.
Se multiplicarmos FV~! pelo vetor inicial de fracdes de individuos infectados Zy,
obteremos o vetor de novas infec¢oes nos compartimentos infectados:

I=FV T, (5.21)
Cabem algumas consideragoes:
e O tamanho de Z é um multiplo de Z,.

o Para uma matriz ndo negativa, como F'V~! ¢, o valor maximo desse fator multipli-
cativo é o maior autovalor de FV 1.

o Os autovalores de FV ! sdo:

— A = 0 com multiplicidade 3;

S 1—
Be n pBrS + ( P)ﬂAS.
Yo VI YA

— A=

Dessa forma, podemos definir Ry utilizando a Definicao 5.8. Considerando S = 1,
temos

_ B pbr (1=p)Ba (5.22)

Yo I YA
Pela expressao acima, verificamos que R, possui trés vias de infecgao, pessoas do com-
partimento C,I e A. O primeiro termo da soma representa as infecgoes causadas por
quem esta no compartimento C, devido ao tempo médio gasto naquele compartimento.
Da mesma forma, os dois tltimos termos representam as infec¢oes causadas por quem esta
no compartimento I e A, respectivamente, devido ao tempo médio gasto nos respectivos
compartimentos e ponderados pela fracdo de individuos de C' que vao para cada um dos
compartimentos.
Se S > 0, o maior autovalor de F'V~! pode ser reescrito como

Ry

BeS | pBiS | (L=p)BaS _ (50 Lo (1 ﬂg)ﬁf‘) S = R,S. (5.23)

Yo VI vA Yo o I YA
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5.7 Solucgoes locais do modelo Covid-19

Vamos estudar o comportamento local das solugdes do modelo (5.1) tendo como base
o seguinte teorema, extraido de [17], p. 33.

Teorema 5.11. Considere um modelo compartimental de epidemiologia dado por z; =
fi(x) = F; = V;, com 2° ponto de equilibrio livre da doenca ELD, i = 1,...,n e f(x)
satisfazendo as condigoes (1)-(V). Entdo, 2° € localmente assintoticamente estdvel se o

e

maior autovalor de FV~' é menor que 1, e instdvel se o maior autovalor de FV =1 ¢
mator que 1.

Teorema 5.12. O ponto de equilibrio (S,0,0,0,0, R) do sistema (5.1) € do tipo:

e localmente assintoticamente estdvel, quando Ry < 1, ou Ry >1e0< 85 < —;

Ry

1
o instavel, quando Ry > 1 e A < S <1
0

Demonstragio. Para o modelo (5.1), o maior autovalor de FV~! foi reescrito como RyS.
Portanto, o maior autovalor de FV ! é:

1
e menor que 1 se S < —;
Ry

e iguala l1se S =—;
0

e maior que 1 se § > —.
0

Agora, pensando em termos de Ry, verificamos que:

1
e SeRy<louRy>1e0<S< o temos RyS < 1. Neste caso, pelo Teorema 5.11,

0
o equilibrio (.5,0,0,0,0, R) do sistema (5.1) é localmente assintoticamente estavel.

1
e Se Ry > 1e e < § < 1, entao RpS > 1. Pelo Teorema 5.11, o equilibrio

(5,0,0,0,0, R) do sistema (5.1) é instavel, fazendo com que a epidemia inicialmente
cresca.

[]

5.8 Discussao dos resultados

Para o modelo Covid-19 (5.1), vamos olhar cuidadosamente para a expressdao obtida
para Ry:

1—
Ry = e PO (L=P)fa
Yoo 01 A
Vamos considerar alguns valores plausiveis para os parametros presentes na expressao

de Ry a seguir.
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Como uma média de 2.5 dias sdo passados no compartimento C' (contagioso ou

. (s 1 o - .
sintomadtico), tomamos yo = 25 0.4. Como os individuos sao mais infectantes

neste momento, consideramos o = 0.5.

Como os contagiosos assintomaticos deixam de ser contagiosos apés cerca de 5 dias,

tomamos y4 = £ = 0.2 e p4=0.3.

Como os contagiosos sintomaticos deixam de ser contagiosos apés cerca de 10 dias,

tomamos y; = 0= 0.1. Os contagiosos sintoméaticos tém maior probabilidade de

transmitir a doenca durante um contato do que os contagiosos assintoméaticos. Em
contrapartida, em média eles tém menos contatos, pois a doenca faz com que eles
permanecam em casa. Por isso, consideramos 7 = 4 = 0.3.

Como cerca de 2/3 dos individuos expostos se movem para o compartimento conta-

gioso sintomatico I, consideramos p = 3"

Usando os valores de parametros acima, o valor de R, é dado por:

5 2 03 10
_ 0 SN Y

Ro— —— 4 2.2 4~
0= 0473 0173 02

Esses valores nao impedem a propagacao da doenca, pois para isso R, deveria ser

menor que 1. Uma maneira de reduzir o valor de Ry ¢ utilizar medidas de controle no
combate a doenga. Por exemplo:

e 0 uso de mascaras pode reduzir cada (3 pela metade, pois os individuos dos compar-

timentos C' e A podem nao suspeitar que possuem a doenca. Assim, teriamos

1
- Be = 3 0.5 =0.25,
1
- 61:6,425-0.3:0.15
e, com isso,

0.25 . 2 0.15 n 1 0.15
04 3 01 3 02
A medicao de temperatura em conjunto com o uso de mascaras poderia reduzir cada
f ainda mais, digamos em dois tercos, de modo a termos

Ry =

= 1,875.

1
1
- Br=Ba=3-03=01

R70.17+2 01 1 01
704 "3 01 3 02

Um programa de vacinagao reduz a populagao suscetivel e assim ajuda a alcangar
a imunidade de rebanho. Se Ry = 4, a fracdo de imunidade de rebanho é dada por

~ 1.26.

1-— o= 1— 1- 1 Uma vez que esta fragdo populacional ja nao é suscetivel a
0
doenca, a doenca comega a extinguir-se.
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e Também é importante enfatizar que a constante 3 esta sob controle humano. Nesse
caso, a fim de reduzir o nimero de pessoas contatadas por pessoa infectada por dia,
pode ser necessario que toda a populagao fique em casa por determinado tempo, ou
que mantenha o distanciamento social.






6 Modelo SEIR com nascimentos e
mortes naturais

Vamos considerar o modelo SEIR com nascimentos e mortes naturais e imunidade
permanente, com adi¢ao de um compartimento de individuos em que a doenca esta latente.
Como exemplo de doencas representadas por esse modelo, podemos citar o Sarampo
e a Poliomielite. As mortes naturais sdo aquelas que nao sao causadas pela doenca a
ser modelada. A taxa de natalidade é representada por € e todos os recém nascidos
sao suscetiveis, e a taxa de mortalidade é representada por p. Nesse caso, nao vamos
considerar mortes por doenga. Temos que:

» a taxa de mortalidade é i vezes a fracdo da populagao desse compartimento;

» a taxa de natalidade € é proporcional ao tamanho da populacao.

Figura 6.1: Fluxograma do modelo SEIR.

[M M |M M
€ 15 YE I

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Se considerarmos o tamanho da populagao N (t), tal modelo é representado por:

S:eNl—ﬂ%—us

, si

fzﬁﬁ—vEe—ue 7 (6.1)
L ="Ype — VIl — (1

7=yt — ur

com s(t),e(t),i(t) e r(t) representando o nimero de pessoas de cada compartimento.
d
Temos que N(t) = s(t) + e(t) + i(t) + r(t), com %N(t) = (e — p)N. Como nos casos
anteriores, vamos supor que a populacgao ¢ constante e trabalhar com a fragao de cada
e

s 0 r
compartimento, ou seja S = —, F = —, I = — e R = —. Como consequéncia devemos
P ) N NTTN N 4

33
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ter € = u, ou seja, a taxa de natalidade e mortalidade iguais. Assim, obtemos o seguinte
sistema de equacgoes diferenciais para o modelo:

S =p—BSI—us

E = BSI —ygE — uE
[ =~ygE =yl —pl
R=~/I—uR

(6.2)

Aqui, as demais constantes possuem o mesmo significado do modelo para a Covid-19 e
ambas sao positivas.
Se S+ E + I+ R =1 inicialmente, de (6.2) segue que

S+E+I1+R=0.

Portanto, S + E + I + R permanecera igual a 1.
O retrato de fase do sistema (6.2) é definido em uma regido quadridimensional, a
saber:

S={(S,E,I,R): S>0,E>0,I>0R>0,S+E+I+R<1}.

6.1 Equilibrios do modelo SEIR

Para encontrar os equilibrios do modelo (6.2), inicialmente, igualamos as tltimas trés
equagoes de (6.2) a zero. Obtemos um sistema de trés equagoes lineares nas trés incognitas
E. I, R. Na forma matricial, o sistema de equagdes lineares equivale a:

0 —(ve+n)  BS 0 E
0= VE —(yr+p) O I . (6.3)
0 0 Y — R

Fixando um valor para S, o determinante da matriz acima é dado por:

—(ve + 1) BS 0
det YE —(yr+p) 0 | =0+ +p)p—pyebS =
0 Y —p

wl(ve + ) (v + ) — veBS].

O determinante acima s6 é nulo quando

g (e +p)ln+p) _ S,
YeB

YEB

e Se
(ve + 1) (v + 1)
pois S < 1. Pelo Teorema 1.2, a tinica solugao para o sistema (6.3) é E =1 = R = 0.

Esses valores tornam a primeira equagao de (6.2) nula quando S = 1, e com isso
encontramos o primeiro equilibrio do modelo:

< 1, entao Sy > 1 e o determinante nao se anula na regiao S,

(S,E,I,R) =(1,0,0,0).

Tal equilibrio é do tipo ELD (veja a Defini¢ao 5.2).



85

Linearizacao

YEB

(v + 1) (v + 1) . _ .
trado acima, mas, se S = Sy, encontramos um segundo equilibrio na regiao S, pois

o determinante se anula.

> 1, entdao Sy < 1. Se S = 1, ainda temos o equilibrio encon-

Neste capitulo, estamos interessados em encontrar o niimero de reproducao basico Ry do
modelo (6.2). Portanto, em vez de encontrar o segundo equilibrio, aplicaremos o método
da matriz da préxima geracao em (1,0,0,0).

6.2 Linearizacao

A linearizagao do sistema (6.2) aplicada ao ponto (S, F, I, R) define a matriz:

—BI — 0 —BS 0
BI —(ve+np) BS 0
0 Ve —(yr+up) 0 (6.4)
0 0 Vi —H

Considerando o ponto de equilibrio (1,0,0,0) em (6.4), obtemos:

— 1 0 —p 0
0 VE —(y+mp) O
0 0 Vi —H

Para calcular os autovalores de A, devemos resolver det(A — AI) = 0. Para tanto, utiliza-
mos o Teorema de Laplace, obtendo

—p— A 0 —p 0
0 —(ve+p—A 8 N
0 VE —(+p)—=A 0 He
0 0 Vi —p—A
—(vE+ 1) — A B 0
(= —=A) VB —(ut+p)=A 0 =(=p—NagAss =
0 Vi —p—=A
_ Y B
oz et —0
(u=A) VE —(yr+p) = A
Logo, os autovalores de A sao A = —u com multiplicidade 2 e os autovalores da submatriz:
—(vE + 1) p
K = 6.5
l VE —(vr +n) (6.5)

6.3 Autovalores do modelo SEIR

Teorema 6.1. Para o modelo (6.2), pode-se atestar que:

VB
(ve + p)(vr + 1)

a) se < 1, entdo K possui dois autovalores com parte real negativa;
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YeB
(ve + 1) (v + 1)
Demonstragao. Pelo plano determinante de tragos, a soma dos autovalores é o trago da

matriz K e a multiplicacao dos autovalores seu determinante. Sejam A; e Ay os autovalores
de K. Entao,

b) se > 1, entao K tem um autovalor negativo e um positivo.

MA+X=Tr K=—(yg+u)— (r+n), (6.6)
e (1)
—(ve+u B
AL Ay =det K = = + +p) — . 6.7
1- X =de e v+ 1) (ve + p)(vr + 1) — Bye (6.7)
Considerando Veb < 1, temos (vg+p)(yr+p) — Bye > 0. Assim concluimos

(v + 1) (1 + 1)
que det K > 0. Como o Tr K < 0, A\; e Ay sdo ambos negativos.

VeB ~
Da mesma forma, para > 1, entao (yg+u) (v +u) — fye < 0. Com
(ve + 1) (v + 1)
isso, det K < 0 e A\; e Ay possuem sinais opostos. O
. ~ . . VES
Com as informagdes do Teorema 6.1, podemos inferir que se < 1,
(ve +p)(r + 1)
VD

uma epidemia nao pode comegar perto de (1,0, 0, 0), mas pode quando >
(ve + 1) (v + 1)

6.4 A matriz da préxima geracao do modelo SEIR

A matriz K possui linhas e colunas apenas para os estados infectados. Utilizando o
mesmo processo descrito no modelo (5.1), podemos reescrever a matriz K da forma

0 B Yvet+p 0
K=F-V= . .
[0 0] [ —VE VI—HL]

A matriz inversa de V é dada por

1
n 0
-1 _ YE T M
Vo= VE 1

(ve+ ) (v +p) v+p

Pela Definigao 5.5, a matriz da préxima geragao do modelo (6.2) é escrita como

1
r 0
_ 0
FV—1 = 0 g 1 P)/E’y_g 2 1
(ve+ ) (v + 1) vr+p
veB 5
=| (e + I%(W +u) (J)r H

O maior autovalor de FV~! é o ntimero de reprodugao bésico Ry do modelo (6.2).
Logo,

VB
(v + ) (v +p) (68)
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6.5 Solucgoes locais do modelo SEIR

Podemos resumir o comportamento local das solu¢oes do modelo (6.2) préximas ao
ponto de equilibrio (1,0,0,0) pelo teorema enunciado abaixo, cuja prova segue do Teo-
rema 5.11.

Teorema 6.2. O ponto de equilibrio (S,0,0,0) = (1,0,0,0) do sistema (6.2) é do tipo
o localmente assintoticamente estavel, quando Ry < 1;

e instdvel, quando Ry > 1.

Note que o teorema acima estd relacionado ao Teorema 6.1. Quando o maior autovalor
de FV~! ¢ maior que 1, K tem um autovalor com parte real positiva e quando o maior
autovalor de F'V ! é menor que 1, todos os autovalores de K possuem parte real negativa.

6.6 Discussao dos Resultados

A entrada ij de F'V~! é a transferéncia média dos compartimentos nao infectados para
o compartimento contagioso ¢ causada por individuos inicialmente no compartimento j,
durante todo o tempo em que permanecem nos compartimentos contagiosos. Para o
modelo (6.2), temos uma transferéncia média de S para E, por pessoas inicialmente no
compartimento F, e também uma transferéncia de S para E de pessoas inicialmente no
compartimento I. Nao existe a possibilidade de uma pessoa se infectar e passar direta-
mente para o compartimento I, por consequéncia disso a primeira coluna e segunda linha
de FV~1 é nula.

Epidemias descritas por esse modelo ndo podem comegar proximas do equilibrio (1,0, 0, 0)
quando Ry < 1, mas podem quando Ry > 1.

Vamos simular o comportamento das fracoes populacionais para Ry > 1, com 3 = 0.5,
v = 0.5, v =0.2 e u = 0.1, sob condigbes iniciais (S, F, I, R) = (0.95,0.01,0,0.04).

Figura 6.2: Variacao de S, E, I e R - Modelo SEIR.

1.0

0.8 4

0.6 —— Suscetiveis
Expostos
Infectados
0.4 4 Recuperados

Fragdo Populacional

0.2 1

e
4] 5 10 15 20 25 30
Tempo/dias

0.0

Fonte: Elaborado pelo autor (2022).

Conforme mostrado em 6.2, depois de um certo tempo a fragdo de infectados I continua
aumentando.






7 Conclusao

A teoria qualitativa das equacgoes diferenciais ordinarias nos permitiu estudar o com-
portamento de cinco sistemas epidemioldgicos de dindmica populacional propostos por [4].
Cada um possui suas caracteristicas proprias, e diante disso, utilizamos resultados e fer-
ramentas diversas para analisa-los.

Por meio da analise da estabilidade dos equilibrios, encontramos o comportamento
local, e as vezes global, de solugoes proximas a esses pontos, como nos modelos SIS e SIR,
além de mostrar a nao existéncia de érbitas periddicas quando necessario.

Utilizamos o niimero basico reprodutivo R, para avaliar a intensidade de transmissao
de uma doenca em cada modelo epidemiolégico estudado. Com isso, foi possivel compre-
ender a dinamica de propagacao da mesma a ponto de criar estratégias para seu controle,
como no modelo (5.1). Esse valor Ry determina se epidemias podem se espalhar ou se
erradicar no decorrer do tempo.

Para alguns modelos, como SEIR e Covid-19, aplicamos o método algébrico da matriz
da proxima geracao para o calculo de Ry. O método pode ser aplicado para a determinagao
de outras doencas infecciosas que podem ser modeladas por um sistema de equacoes
diferenciais autonomo, desde que as condigoes sejam satisfeitas.
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