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Resumo

Neste trabalho resolvemos o problema de controlabilidade exata na fronteira para
a equacao linear de Klein-Gordon em dominios limitados Q de RV, N > 2, com fronteira
suave por partes e sem cuspides. Para dados iniciais em H'(Q) x L?(£2) obtemos controle
do tipo Neuman, de quadrado integravel, atuando em toda a fronteira do dominio em
tempo préximo ao diametro de €.

Inicialmente provamos que a energia da solucao do problema de Cauchy para a referida
equacao decai localmente numa taxa polinomial. Em seguida, estendendo a solucao do
problema de Cauchy para tempo complexo provamos que o operador solugao associado
ao problema de Cauchy ¢é analitico num setor adequado do plano complexo. Utilizando
o decaimento de energia, a analitidade do operador solugao e argumentos introduzidos
por D. L. Russell e J. Lagnese nos anos setenta do século passado obtemos o resultado

desejado.

Palavras chave: Equagao Linear de Klein-Gordon, Controle Exato na

Fronteira, Decaimento Local de Energia.



Abstract

In this work we solve the problem of exact controllability on the boundary for the
linear Klein-Gordon equation in limited domains Q of RN, N > 2, with piecewise smooth
boundary without cusps. For initial data in H'(Q2) x L*(Q2) we get square integrable control
of Neuman type, acting on the entire boundary, in a time near the diameter of ).

Initially we prove that the energy of the solution of the Cauchy problem for this equation
locally decays at a polynomial rate. Then extending the solution of the Cauchy problem
for complex time we prove that the solution operator associated with the Cauchy problem
is analytic in a suitable sector of the complex plane. Using the local decay of energy,
the analiticity of the solution operator and arguments introduced by D. L. Russell and J.

Lagnese in the seventies we obtain the desired result.

Keywords: Linear Klein-Gordon Equation, Exact Boundary Control, Local

Energy Decay.
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Introducao

Nos ultimos quarenta anos tem havido um grande avango no estudo de controle para
equagoes diferénciais hiperbdlicas (veja [3], [4], [5], [12], [16], [18], [22], [24], [25]). Diversas
nocoes de controle sao encontradas na literatura, como por exemplo, controle aproximado,
controle exato, controle interno, controle na fronteira, etc.

Neste trabalho estudamos o problema de controle exato na fronteira para equacgao
linear de Klein-Gordon, g%‘ —Au+ctu=0, em QxR,ondeéum dominio suave por
partes de RY, com N > 2.

O problema de controle exato na fronteira para a equacao acima consiste em encontrar

um tempo T > 0 e uma maneira adequada de atuar na fronteira do dominio, de

du
ot

modo que o estado inicial do sistema (u(.,0), $¢(.,0)) seja conduzido a um estado final
(u(.,T), 2%(.,T)) desejado. Em muitos casos, o estado final desejado ¢ o de repouso, isto
6 u(.,T)=2(.,T)=0.

O problema acima tem sido estudado por diversos autores. Em [3] e [25] os autores
utilizaram o HUM-(Hilbert Uniqueness Method) descrito em [18], mostrando que em
dominios suaves de RY o estado final nulo é obtido a partir de um tempo maior ou igual
ao diametro do dominio. Em [25] a for¢a de controle atuante é do tipo Neumann e em [3]
¢ do tipo Dirichlet.

A maioria dos trabalhos que lidam com o problema de controlabilidade exata na
fronteira consideram os dominios suaves. Em [12], Grisvard estudou o problema de
controle exato na fronteira para a equagao da onda em poligonos e poliédros. Este parece
ser o primeiro trabalho sobre controle em dominios nao suaves. Nesse trabalho nota-se a

grande dificuldade em utilizar o HUM para dominios nao suave, mesmo tendo o dominio

10
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uma simples geometria.

Por outro lado, em [4], os autores estudaram o problema de controle exato na fronteira
para equacao da onda em dominios planos suave por partes utilizando o método de
controlabilidade introduzido por D. L. Russell [24] na primeira metade dos anos 70. A
aplicagao do método de Russell requer do sistema em questao linearidade, reversibilidade
em relagao ao tempo, decaimento local da energia e uma teoria de traco adequada. Por
isso o método de Russell é mais limitado que o HUM. No entanto, o método de Russell é
mais facilmente aplicado em casos de dominios nao suave.

Neste trabalho estudamos o problema de controle para a equacao de Klein-Gordon

d2u

&4 — Au+ c®u = 0 com dados iniciais em H'(Q2) x L*(£2), onde 2 é um dominio limitado

com fronteira suave por partes e sem cuispides em RY com N > 2. Aqui H™, (m =
0,1,2,---) denota o espago de Sobolev usual. A verificagdo de que a energia da solugdo
desta equacao decai localmente é a primeira contribuigao deste trabalho ([22], [23]).

No capitulo 2, obtemos a férmula explicita da solucao u do problema de Cauchy

82

5l Au+ cu=0 em RY x R (1)
u(.,0) = ug em RN (2)

ou N
0=u em RV, )

onde ug, u; € C°(U) e U é um dominio limitado de RY.

A representacao da solu¢ao u muda com a paridade de N. No caso em que N é impar
a formula de u envolve as funcoes de Bessel de primeira espécie Jy e J;. Quando N é par
a representacao de u envolve as fungoes seno e cosseno. No capitulo 3, usando resultados
classicos sobre o comportamento assintético das fungoes de Bessel ([11], [28]), mostramos

que a solugao u do problema (1) — (3) satisfaz, para a € NV, |a| < 1, a desigualdade

gl 'K , ,
(axat)au($7t) S t_N {HUOHHI(U) + ||U1||L2(U)} , (4)

para todo x € U, t > 0 suficientemente grande e alguma constante K > 0 que nao

depende dos dados iniciais. Como consequéncia da estimativa (4) obtemos

ou K
e Dl o) + 155 (s Dl < 337 { ol + s 220 (5)
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vélida para ¢ suficientemente grande e solu¢ao u de (1)-(3) com dados iniciais com energia
finita. A estimativa (4) estende um resultado obtido por L. Hérmander [13], pois fazendo
uso da analise de Fourier ele mostrou a estimativa
N2 a\al
R S A 0 (©
la[+i<(N+3)/2
para |t| suficientemente grande e uma constante C' > 0 que nao depende de u;, j = 0, 1.
Aqui usamos a notagao (9y)* = Iy~ ...0y", a = (aq, -+ ,an).

Assumindo que ug, u; € C§°(U), em que U é um dominio limitado segue:

K
2
u(e, ) < 35 { ol o) + lualionsoy | (7)

para [t| suficientemente grande e todo inteiro m > % > 2 contrastando com (4), onde
m=1.

A estimativa (7), param =1 e N = 1,2,3 ja é conhecida a algum tempo (veja [19],
[20] ) e até onde sabemos, a literatura nao dispoe de uma estimativa como (4) para todos
as dimensoes N, como temos feito aqui.

Seja u a solugdo do problema (1)-(3), onde os dados iniciais sd@o extensoes nulas fora

de U, de pares tomados em H}(U) x L*(U). Considere o operador
St Hy(U) x L*(U) — Hy(RY) x L*(RY),

definido por Sr(u(.,0),24(.,0)) = (u(.,T),%(.,T)). Seja R o operador restricio ao

conjunto U. Da estimativa (5) segue

1RSr(ul-, 0), ¢ ( ONEn @y 2@y = 1157 (-, 0) |o, G (- 0) |U)||§11(U>xL2(U>
S’]{(l H( ( )7 8t( ))H U)xL2(U

A desigualdade (8) mostra que, para valores de T suficientemente grande, RSr é

(8)

uma contragao. Este fato é importante no estudo da controlabilidade para a equacao de
Klein-Gordon.
Outra contribuicao que apresentamos neste trabalho é a prova de que a familia de

operadores lineares compactos {St}rs>r,, To = diam(§2) + €, se estende analiticamente a
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uma familia de operadores lineares compactos {S¢}ces,, em que Xy é o setor do plano
complexo dado por

Yo={C=To+2z2 larg(z)| < %}

Este resultado é provado no Teorema 4.2.1 do capitulo 4. Tal resultado tem uma
importante aplicacao na obtencao do controle exato na fronteira em tempo proximo ao
valor 6timo para equacao linear de Klein-Gordon.

Por fim, o capitulo 5 é dedicado efetivamente ao estudo do problema de controle
anteriormente mencionado. O método de controlabilidade de Russell nos mostra que o

problema de controle em questao é equivalente a resolver uma equacao da forma

(I = Kr)(wo, wy) = (ug, u1). 9)

nas varidveis (wgp,w;) € H'(Q) x L3(Q2), onde (up,u1) € H'(Q) x L*() sao os dados
iniciais do problema de controle original. O operador Kr, obtido a partir de S, é linear,

limitado, compacto e além disso satisfaz
Const.

HKT(U)O?wl)H?{é(Q)XLQ(Q) < T—NH<w07w1)H?{1(Q)XL2(Q)7 para 1" > Tg.

Assim, para um 7" suficientemente grande garantimos que o operador K é contracao
e portanto, resolve-se (9). Resolver (9) significa encontrar extensao dos dados iniciais
para o espaco todo, de forma que a solucao do problema de Cauchy se anule juntamente
com sua derivada em relagao a t, sobre o dominio €2. Para concluir a controlabilidade
restringe-se essa solugao ao cilindro € x [0,7] e usa-se um teorema adequado de trago
para obter o controle & partir do traco da solugao do problema de Cauchy em 02 x [0, T7.
Aqui usamos um teorema de traco para a derivada normal, devido a D. Tataru [26].

O tempo de controle obtido no Teorema 5.2.1 nao é 6timo. Ainda no capitulo 5
mostramos que podemos controlar a equacao de Klein-Gordon em qualquer instante maior
que o valor do diametro de ). Este resultado é provado no Teorema 5.3.1. Usando
o fato de que a familia de operadores lineares e compactos {Sr}r>r,, acima definidos,
se estende analiticamente a uma familia de operadores lineares limitados e compactos
{S¢}ces,, garantimos que a familia de operadores lineares limitados e compactos { K7 }r>1,

se estende analiticamente a uma familia de operadores lineares compactos { K¢ }¢es,. Dal,
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usando um teorema de alternativa devido a F. V. Atkinson ([14], pag. 370) garantimos
que a equacao (9) é solivel em qualquer instante maior que o valor do diametro de €.
E assim, podemos controlar a equacao de Klein-Gordon por meio de um forca h = %

atuante na fronteira de €2, qualquer que seja o instante T > diam(€2).



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns resultados da Analise Funcional
essenciais ao desenvolvimento deste trabalho e introduzir parte da notacao usada no
texto. Destacamos um teorema de alternativa devido a F. V. Atkinson [2], um teorema
de regularidade do trago da derivada conormal da solucao de uma equacao hiperbdlica ao
longo de uma superficie ndo caracteristica devido a D. Tataru [26]. Discutimos também
a relagao entre analiticidade forte e fraca para uma familia de operadores que depende de

um parametro complexo.

1.1 Operadores lineares

Sejam X e Y espagos normados (reais ou complexos), cujas normas sao denotadas
respectivamente por ||.||x, [|.]ly. O conjunto de todos os operadores lineares limitados
definidos em X que tomam valores em Y é denotado por B(X,Y), e por B(X) se X =Y.
Se T € B(X,Y), anorma de T ¢é definida por ||T||px,yy = sup{||Tz|ly; = € X, ||z|x =
1}. O conjunto B(X,Y) munido da norma ||.||pcx,y) é um espago vetorial normado, e,
se Y é espaco de Banach, entdo B(X,Y) também o é (veja [15]). Denotamos por Y o
dual topolégico de Y. Assim, Y’ é um espaco de Banach munido da norma |[|f||y» =
sup{|f(W)l, y €Y, llylly = 1}.

E possivel provar, via teorema de Hahn-Banach (veja [6]) que para cada y € Y existe

feY tal que || flly = llylly e f(y) = ||lyl|?>. Como consequéncia, segue que, para cada

15
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y €Y temsse [lylly = sup{|f(y)l: fFeY', |flly <1}

Seja Y um espaco de Hilbert, cujo produto interno denotamos por (.,.)y. Dado f € Y’
existe um unico v € Y tal que f(y) = (v,y)y para todoy € Y e ||v|ly = || f|ly’. Este é o
teorema da representagao de Riesz (veja [6]).

Sejam D C C um conjunto aberto e X,Y espacos de Banach sobre C, diremos que
uma fungdo T': D — B(X,Y), A —— T'()\) é analitica em D se, para cada A\g € D existe
T'(N\o) € B(X,Y) tal que

—T'(\o) — 0, quando n — 0.

H T(Xo+mn) —T(No)
B(X.Y)

n

O operador T"(\g) é chamado derivada de T"em A\g. Observemos quese T : D — B(X,Y)
¢ analitica e f € Y/ entdo h:= foT : D — C é analitica e vale h'(A\g) = f(T"(N\o)). De

fato, para todo = € X, vale

LRI ZTEC — page)| < 1l | P2 1
Y
< 17l || ()|l

Assim, quando A — 0, o lado direito tende a zero. Logo, o lado esquerdo também
tende a zero quando A — 0, garantindo assim o resultado. E importante ressaltar que a

reciproca deste resultado é também verdadeira.

Teorema 1.1.1 Sejam X,Y espacos de Banach sobre C e D um conjunto aberto de C.
Se para cada v € X e f €Y', a fungao D > X\ — f(T'(AN)x) € C € analitica, entdo
D> X+—T(\) € B(X,Y) € analitica.

Demonstracao: Veja T. Kato [14], pagina 152.
O

Em outras palavras o teorema anterior diz que analiticidade fraca implica analiticidade
forte.
Seja T : X — Y um operador linear limitado. Dizemos que T é compacto se o fecho

de T'(B) é compacto em Y sempre que B C X for limitado. Se S é um operador compacto
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e T é um operador linear limitado e a composicao S o T existe, entao S o T' é operador
compacto.
Um escalar A é autovalor de T' € B(X) se existe algum x € X, x # 0 tal que Tx = Az.

Assim, se A é autovalor de T entdo Al — T néo ¢é inversivel. Se T' € B(X) ¢ tal que

IT||px) < 1 entdo I —T é inversivel e vale (I —T)™' = ZT” com T° = I, (veja [15]).
n=0
Logo, 1 nao ¢ autovalor de T
O préximo resultado, devido a F. V. Atkinson [2], quando aplicado ao problema de

controle aqui estudado, permite reduzir o tempo de controle a valores préximos a um

tempo 6timo.

Teorema 1.1.2 (Atkinson) Sejam D C C um dominio, X um espa¢o de Banach e
{T(C)}cep uma familia analitica de operadores compactos definidos em X, isto €, a fun¢do
D> (¢ — T(¢) € B(X) € analitica. Entdo, ou 1 € autovalor de T'(¢) para todo ¢ € D, ou
1 € autovalor de T(C) para apenas um nimero finito de ¢ em cada subconjunto compacto

de D.
Demonstracao: Veja T. Kato [14] pdgina 370 ou [2]. O

Nas condigoes do Teorema 1.1.2 sejam = C D um conjunto compacto e (5 € = tal
que I —T({y) é inversivel. Assim, existe (y € = de modo que 1 nao é autovalor de T'((p).
Logo, de teorema de Atkinson segue que, exceto para uma quantidade finita de pontos (

em = o operador I — T'(¢) é inversivel.

1.2 Espacos de Sobolev

Seja U C RY um dominio. Por L!'(U) denotamos o espaco das fungoes Lebesgue

integrdveis em U. Dizemos que uma fun¢ao mensurdvel v : U — R estd em L}, (U) se a

restricao de v a qualquer compacto de U é integravel.

Seja v € L}, (U). A a-ésima derivada fraca de v, denotada por 9%v, é uma fungao

w € L},.(U) que satisfaz a igualdade

/U v(@)0p(x)dz = (~1) / w(e)p(e)ds, Ve e CF(U)
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o glel
onde 0% = z "y

ea=(ag, - ,ay) €NV

Observamos que nem sempre existe a a-derivada fraca de uma func¢ao de L},.(U),
porém, quando existe é tinica. O conceito de derivada fraca generaliza o conceito classico
de derivada, isto é, a derivada fraca de uma funcao suave coincide com sua derivada
classica. Por todo o texto 0%v denotard derivada fraca.

Denotamos por L?(U) o espago das funcoes f : U — R, tais que |f|* é Lebesgue

integravel. Prova-se que L?(U) é um espago de Hilbert (real ou complexo), com norma e

produto interno definidos, respectivamente, por;

1220, = / P,

) e = /U fgdz.

onde a barra na ultima igualdade denota a conjugagao quando for o caso (veja [6]).
Para todo dominio U vale a inclusao LP(U) C L}, (U), 1 < p < 00, 0 que permite
estender para os elementos de LP(U) a nogao de derivada fraca.
Seja m um inteiro positivo. O espago de Sobolev H™(U) é o subespago de L*(U)

definido por;
H™U) ={f € L*(U); 0°f € L*(U), Ya € NV |a| < m}.

O espago H™(U) é um espago de Hilbert (veja [6]), com norma e produto interno

definidos respectivamente por;

1 iy = D 10 IZaw),

laj<m

(fog @y = > (0°F,0°9) 2.

la|<m
Das defini¢oes acima temos H™(U) ¢ H™ Y (U) e ||-[|gm-1@wy < ||-lgm@w), m =1,2,- -,
ou seja, H™(U) esta continuamente imerso em H™1(U).
Para provar certas propriedades em espacos de Sobolev, comecamos inicialmente com
funcoes suaves, e em seguida estendemos os resultados por um argumento de densidade

para o respectivo espaco de Sobolev. Dai a necessidade de saber quais espagos de funcoes
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suaves sao densos nos espacos de Sobolev. Se U é um dominio limitado de RY o espaco
Cs°(U) nao é denso em H™(U), (m = 1,2,---) embora o seja em L*(U). Em geral defini-
se H"(U) como o fecho de C§°(U) em H™(U). Verifica-se que H™(RY) = HJ*(RY), (veja
[1], [6]).

Se U é um dominio qualquer de R, o teorema de Meyers e Serrin [1] estabelece que
C*(U)NH™U) é denso em H™(U).

Um operador extensao (ou prolongamento) para o espaco H™(U) é um operador linear
limitado

P:H™U) — H™R"Y),

tal que (Pf)|y = f para qualquer f em H™(U). Aqui w|y denota a restrigao da func¢ao w
a um subconjunto U de seu dominio. Se U é um dominio Lipschitiziano limitado, entao
H™(U) admite um operador prolongamento, veja [21], pag. 75.

Seja C*°(U) o conjunto definido por
C>(U) = {v|g: ve CR)}

A existéncia de um operador prolongamento para H™(U) acarreta a densidade de C>(U)

em H™(U). Assim, se U é Lipschitiziano e limitado temos:
u€ H™(U) & 3u, € CRY) @ u,lg — wem H™(U).

Lema 1.2.1 Sejam U C RY um dominio limitado Lipschitziano e seja Us uma vizinhanga
de U. Eziste um operador linear limitado E,, : H™(U) — H™RY) tal que, para toda
fe H™(U) tem-se:

Enflo = f, suppEnf CUs e |Enfllam@y) < CIfllamw)
para alguma constante C' > 0 independente de f.

Demonstragao: Sejam U; = {y € RV : |y —z| <4, x € U} e p € C(RY) tal que
o =1emUeyp=0emRY —Usp. Defina E,.f = oPf, f € H"(U). Claramente,
E, : H"(U) — H™(RY) é linear, (E,.f)|lv = f em U e supp(E,,f) C Us para toda
f € H™U). A limitacdo de E,, segue da limitacao dos operadores prolongamento e

multiplicagao por ¢. O
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Finalizando esta secao observamos que se U é limitado e Lipschitiziano, entao a imersao
H™U) — H™ Y U), m=1,2,--- (1.1)

é compacta. Veja [7] pag. 124.
Este fato juntamente com o teorema de Meyers e Serrin acarretam a compacidade da
imersao

CoU)NH™U) — H"YU), m=1,2,---, (1.2)

para todo dominio limitado U e Lipschtiziano.

1.3 Existéncia da derivada conormal

Esta secao ¢ dedicada a apresentagao do teorema de existéncia da derivada conormal

das solucoes de uma equacao hiperbdlica.

a\™ o\
Sejam n > 3 inteiro e U C R™ um dominio. Seja L = Z o () ( ) ( ) ,

o] <2 8_1:1 Oz
um operador diferencial hiperbdlico de segunda ordem em U ,onde v = (o, -+ , o) € N,
a, € C=(U).
O simbolo da parte principal de L é o polinémio na varidvel £ = (&, - -+ ,&,) dado por
p(e,&) = Y aa(z)Eft -+ &5m.

|af=2

Seja X C U uma superficie C'*° orientavel com vetor normal

(@) = (m(x), - m(@), =ei
Seja B a expressao
B =n(z) - Vep(z, £),
onde Vep(z,§) é o gradiente de p relativamente a varidavel ¢, isto é, Vep(z,§) =
(@0, 29).
Dado v € C*(U), chamamos derivada conormal de u ao longo de ¥ e relativamente

ao operador L a funcao definida por

(Bu)(z) = n(z) - Vep(z, §) lgz(afu gy TE .

Oz’ ’O0xn

Para melhor entendimento vejamos um exemplo:
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Exemplo 1.3.1 Sejamn=N+1, N >2 U=R"=RY xR = {(z,t); z € RN, t e R}
e L = g—; — AN+ ¢ > 0. Escrevendo n(z) = (m(x), - ,ny(x),n(x)) obtem-se

facilmente
ou ou ou
B — 9| = e _ 2z
(Bu)(@) = =2 | Zm(@) + -+ + 5 nn (@) = Sim(a)

Agora supondo que ¥ ¢é cilindrica e paralela ao eixo t, teremos n; = 0. Neste
caso, denotando por T' a intersec¢io de ¥ com o plano t = 0 vemos que v(x) =:
(m(x), -+ ,nn(x)) € o vetor normal a T e que

1 ou
—~“Bu = —
27" B

ou seja, —%Bu ¢é o operador que define a condi¢ao de fronteira do tipo Neumann ao longo

de I' x R.

Definicao 1.3.1 Sejam u € H}

loc

(U) ew € L2.(X). Denote por V, um aberto qualquer
de U com fecho compacto em U, e denote por ¥g uma parte compacta qualquer de 3 com
nterior nao Vazio.

Dizemos que w € o trago da derivada conormal de u (ao longo de ¥ relativamente a

L) se para quaisquer V' e ¥ com 3o C V' cumpre-se a sequinte condi¢ao:
u, € C(U)NH'U), u, — u em H (V)= Bu, — w em L*(X,). O
Nas condigoes da defini¢ao acima escrevemos
w = Bu

e afirmamos que u tem derivada conormal localmente de quadrado integravel em 3.

A prova da existéncia da derivada conormal ao longo de ¥ como funcao localmente de
quadrado integravel é altamente complexa, sendo objeto do trabalho [26] de D. Tataru.
Nesse artigo o autor faz diversas contribuicoes sobre a regularidade do trago de solugao
de equacOes hiperbdlicas. Antes de enunciar o préximo teorema lembramos que uma

superficie X é “time-like”relativamente ao operador L se

p(z,n(z)) >0, x€X.
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Teorema 1.3.1 (Theorem 2, [26]) Seja ¥ C U C R™, n > 3 uma superficie suave, ndo
(U) é tal que Lu € L} (U)

caracteristica em relacdo a L e do tipo “time-like”. Seu € H} e

loc

entdo u admite derivada conormal Bu, ao longo de 2 e Bu € L} (3). O

2

Vale observar que a expressao Lu € Lj .

(U), ou equivalentemente, Lu = f, f €
L2

i(U), empregada no Teorema 1.3.1 é no sentido de distribuigoes.

No presente trabalho empregamos a nogao de solugao com energia finita para os
problemas de Cauchy tratados. E possivel verificar sem dificuldades que solugoes com
energia finita s@o também solucoes no sentido de distribuicao. Assim, podemos fazer uso

do Teorema 1.3.1 sem maiores preocupagoes, na ocasiao em que for necessario.



Capitulo 2

Estudo da Equacao Linear de
Klein-Gordon

Neste capitulo obtemos a férmula explicita para a solucao classica do problema de
Cauchy para a equacao linear de Klein-Gordon em R¥*!, N > 1. Obtemos também
algumas estimativas de energia que nos permitem definir a no¢ao de solucao generalizada,

ou solucao com energia finita, para a referida equacao.

2.1 O problema de Cauchy classico

Seja L o operador diferencial

(V]

52 , Y52

~

Sejam f,g € C°(RY) e u solugao do problema de Cauchy.

Lu(z,t) =0 em RY xR (2.1)
u(z,0) = f(x) em RY (2.2)
%(w, 0) =g(x) em RV (2.3)

A existéncia da solugao u é garantida usando transformada de Fourier, como em [10]

e [27]. O que faremos a seguir é obter a representagao explicita da solugao.
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Seja v a funcdo definida em RY x R x R por
v(x,rn11,t) = cos(ceyir)u(z,t)
onde x = (xy1,--- ,zy). Dal
U (€, TN, T) = cos(ctn 1) un(, t)

Av(z, zny1,t) = cos(cryyr)Au(z, t)
Vanoronir (T Ty, t) = —cPeos(canir)u(w, t)
Assim
[V — AV = Vayons J(@, 241, ) = cos(cayiy) Lu(z,t) =0
Como
v(z,xn41,0) = f(x)cos(cxyiq)

v (z, xn41,0) = g(z)cos(cxnir)

Denotando Ay o laplaciano em RV vemos que v(z, zy,1,t) satisfaz

(T, Tn41,t) — Aypv(z, oygr,t) =0 em RY*L xR (2.4)
v(z,xN41,0) = f(z)cos(cryit) em  RNT! (2.5)
ve(x, xNn11,0) = g(x)cos(crni1) em RN*! (2.6)

Assim concluimos que a solugao do problema (2.1)-(2.3) é obtida por

1

u(z,t) = ————
(z,1) cos(crniy
sendo zyy1 um numero real diferente de % (7—; + lm), para todo k inteiro.

A solucao do problema de Cauchy (2.4)-(2.6), segundo [9], é dada por

v(r, zNn41,t) = BN,

0 (%2) o (tN_l f(x+ yt)cos[c(xnirt tyn1)]do(y, yn+1)

ot w2+ 41 2=1

).U(x,xN+1,t), (2.7)

)

AN
+ <¥§> (t /lg(q: + yt)cos[c(zni1 + tyN+1)]dU(y,yN+1)> ]
(2.8)

Y2 +lyn+1]2=1
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se N é par e,

v(z, TN, t) = B, [2 <1 0 > T (tN/l fla+ yt)cos[C(xN+1 + tyNH)]dydyNH)

ot \ 't ot Y2 +Hlyn+1]2<1 \/1 - |y‘2 - ’yN+1|2
N—-1
10\ 2 coslc(ryir +t
+ (;5) t / a4y NI ),
lyl2+lyn4+112<1 \/1 - ’y‘ - |yN+1’
(2.9)
se N é fmpar. Aqui usamos as notagoes, [y, = m, Bn, = m

do(y,yny1) denotando o elemento de drea da esfera unitdria de RV*1.
A fim de melhorar a apresentacao da férmula (2.8) notamos que se 3 é uma superficie

suave de dimensao N no espaco RV*! dada por

¢(xq, -+ ,xN11) = const.

com

aﬁil # 0 numa vizinhanga de ¥, entao a integral de f sobre a superficie ¥ é definida

por

\/¢3261 4.4 ¢:26N+1
/Zde:/Bf(xlv"'7xN7¢(x1a”' 7'17N)) |¢$N+1|

onde ¢,,, 1 =1,--- , N 4+ 1 denotam as derivadas parciais da funcao ¢.

del"'dQTN, (210)

Fazendo zn41 = 0 na equacdo (2.7) e usando a férmula (2.10) com ¢(y,yni1) =

yl* + [yn+1]* = 1 temos, via equagio (2.8);

N-2
B 0 (10\ 2 [ N1 2cos|ctyn 1]
u(, 1) = B, [ 5 (i) (t e e iy

10\ 7 Nl/ 2cos|ctyn41]
+1| -5 t ———g(x + yt)d .
<t 8t> ( pi<t /1= [y|? oo udy

O fator 2 que aparece na férmula acima é porque as partes superior e inferior da esfera
&(y, yn+1) = 1 dao a mesma contribuicdo para a integral. Fazendo a mudanga de varidvel

z=2x+ty e zyi1 = tyns1, € observando que dy = tiNdz, obtemos
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0 (10)\ 2 _ cos czNH d
u(x 20, <——> tN 1/
( ) N [at t ot |2—z|<[¢] / z x|2
/ Cos czN+1 dz
t@t |z—a|<|t] / z z|2 '
Dai

9 (10\ 7 Nop t cos|czy 1]
u@,t) = zﬁNllat (¥§) <t lt_N/z_mﬂ tQ—\z—fo(z)dZ)

10 N_1 t / cos[czn+1]
+ t T — z)dz | |,
<t at) ( B e o)

onde zyi1 = /t? — |z — |2, pois [ZE]|? + [2E | = 1.

Assim, concluimos que se N é par a solugao do problema de Cauchy (2.1)-(2.3), (com

z=1y),é
g (1) 7 e/ — |y — 2]
cos[c —ly—=x
we=2m |5 (75) ([ F()dy
Hlat \t ot y—zl<li] /2y — 22
10 55 (/T2 — | B
cosle/t? — ly — x
+ (——) / gW)dy | |-
tot ( p—al<kl [y —a?
(2.11)
Vejamos agora o caso em que N é impar. Fazendo xy,; = 0 na férmula (2.9)
e efetuando a mudanga de varidaveis z = x + ty, zyi1 = tyns1 temos dydyni1 =

tN%dzdzNH, o que fornece:

N-1
(i, ) =B 0 (1 3) 2 tN/ teos|czy 1) f(2) dzdzy
’ tot |z—2|2+|zn 41 [2<t2 \/t2 — |z — x| = |zans|? tV+1
N (12) En N / tcoslczni1]g(2) dzdzy i1
t ot |z—a|? 42N 41]% <t2 \/tZ - |Z - l’P — |ZN+1‘2 N+
10 ) 2 [yt / coslczy 1]
1 ar t f(z)/ dzn41dz
Lot ( Y i< v arl<n VI = |zvaa?
-1
AN t cos[czy 1]
+ (__) tN / g(Z)/ dZN_HdZ
t Ot < N i< enal<p /2 — |ZN_+1|2
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onde u = /1?2 — |z — x|?. Vamos agora analisar a integral interna

cos[czn 1]
dzny1-
lan1l<p

vV p? = ’ZN+1’2

coslczni1] ~ ; .
Como N/ ¢ uma funcao par e continua na origem podemos escrever
K= |ZN+1
o
cos[czn 1] cos[czn1]
dZN 1= 2 dZN 1-
/2 7 N 2 g N
znaal<n VIZ = [2na] 0 1 = |zna|

Usando a férmula de integracao ([11], pagina 437, férmula (8))

/ou(,u2 — 2%)"73 cos(az)dx = \/T% (%)V P %)J,,(au),

onde a >0, u > 0e Rev > —% e J, é a funcao de Bessel de primeira espécie e de ordem

v temos

B cos[czyia]

m
1? = |zn41 len = §JO(C'M)'

Assim, obtemos

ulm £) = P [% (%%> N (/Z—x<t| 7TJO(CM)JC(Z)dZ)

+ (%%)N ( /| IRLCD f(z)dz) ]

Fazendo a mudanca z = y, concluimos que a solugao do problema de Cauchy (2.1)-(2.3)

para N impar é dada pela férmula;

0

u(z,1) = 7, [a (%%) - ( / e Jo(cm)f(y)dy)

i (%%) - ( /| eV x\?)g(y)dy) ] .

(2.12)

2.2 Estimativas de Energia

Podemos ver imediatamente das férmula (2.11) e (2.12) que o operador linear de

Klein-Gordon, diferentemente do operador da onda, nao satisfaz o principio de Huygens
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qualquer que seja a dimensao do espacgo euclidiano em questao. Isso, porque o valor da
solu¢do u no ponto (x,t) depende dos dados iniciais em toda a bola B(zx,|t|), t # 0.
Todavia, se considerarmos f,g € C5°(R"), com suporte de ambas em 2 C R", entao a

solugdo u do problema (2.1)-(2.3) terd o suporte contido na regiao

E={(y,t) eRV xR; |y—z|<|t|; z€Q}

45"

= 4

Seja u solucao da equacao uy — Ayu + c>u = 0. Multiplicando esta equacao por wuy
obtemos

Uty — U AU+ ucPu = 0.

Observando que

Ut Lo —[u?],
tUtt = 2815
wAu = divg[us Vu] — §§|Vu|2
e
d .c?
wctu = a[;'zf]
obtemos;

10 0 .c?

ol 2, 2] _
2825[ ] = dwx[utVu]+at2|V ul™+ (‘315[2 w]=0
ou seja,
o1, 1 y , B
5 |3t +§|Vu| +Su — divg[uVu] = 0. (2.13)



29

A equagao (2.13) é denominada a equagao de Klein-Gordon em forma divergente, porque

o lado esquerdo da mesma é o divergente na variavel (z,t) do campo

2

1 1 c
F = (—u;Vu, §uf + §\Vu\2 + Euz).

Assumindo suppf, suppg C €2, onde € é uma regido limitada do RY e integrando a

equacao (2.13) em relagio a x € RY, no dominio Q5 = Q + B(0, |t| + §), obtemos

ot |2 9

Usando o teorema da divergéncia

I, 1, 5 &, ,
up + =|Vul” + =u®| (z,t)dx — divg [uVul(z, t)dx = 0.
Q 2 Q
t+46 t+6
/ divg[uVu)(z,t)dx :/ wVu(y).v(y)do(y),
Qiys [

onde v é o vetor normal externo sobre a superficie 92,5, no ponto y. Como u e suas

derivadas se anulam em 0€); 4, entao

/8 V() (o) = 0.

Logo, para todo t > 0 temos

o1 1 c?
/QH& 5 [§u? + = |Vul? + —u?| (z,t)dz = 0.

Como o integrando é identicamente nulo fora de €2;, podemos escrever

J [1 1 2]
/ —u? + = |Vul* + S (x,t)dz =0,
R 2 2]

~ Ot |2
ou seja,
9] (1, 1 ]
“ s —IVu|* + —u? t)dx = 0.
9 Jox _2ut+2] ul +2u_(;v,)x
Logo,

1 1 2 1 1 2
[ g givu G oo = [ Gatar + 5950 + G2 o, 210

Dado Q@ C RY e ¢t > 0 a quantidade

2

1 1
e(Q,u,t) = / [5%% + §|Vu|2 + %uﬂ (x,t)dx (2.15)
Q
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é a energia da solu¢ao u no conjunto 2.
Quando © = R dizemos que a quantidade £(£2,u,t) é a energia total da solucao u

em um dado instante ¢. A igualdade (2.14) expressa a conservagao da energia:
(RN, u,t) = e(RY, u,0), t >0,

ou seja, podemos dizer que a energia total da solu¢do u para o problema (2.1)-(2.3) é
conservada com o passar do tempo.

No entanto, o mesmo fenomeno nao ocorre quando consideramos a energia confinada
em uma regiao limitada de RY. No capitulo 3 provaremos que a energia confinada em
uma regiao limitada decai com o passar do tempo.

Seja 2 C RY, consideremos a quantidade

E(Q,u,t) = /(uf + | Vul* + u?) (2, t)d.
Q
Usando as normas do espaco de Sobolev temos
E(Q,u,t) = Hu<x7t)‘|§{1(ﬂ) + Hut(%t)H%?(Q)-

Para todo ¢ > 0 vale:

CoE(Qu,t) <e(Qu,t) <C1E(Q,u,t), (2.16)
onde Cy = min{3, %} e C1 = maz{3, %} De fato, usando a defini¢ao de Cy e C temos
1 1 2
Co(ui + |Vul* +u?) < iuf + §|Vu|2 + %U,Z < Cy(uf + |Vul® + u?).

Integrando em €2 esta tltima sequéncia de desigualdades obtemos (2.16). Como uma
consequéncia da desigualdade (2.16) e da conservacao da energia obtemos a seguinte

desigualdade;

ou ou
[l )13 vy + ||E('vt)||iQ(RN) < C{llul-, 0)1 1 gy + HE('vO)H%Q(RN)}v (2.17)

para todo t € R e algum C' > 1.
No inicio desta sec¢ao foi visto que se os dados iniciais do problema de Cauchy possuem

suportes contidos em um dominio limitado €2, entao para cada t € R o suporte da funcao
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xr — u(x,t) estd contido em ), onde Q) = Q + B(0, [t]). Assim, a estimativa (2.17)

pode ser reescrita como
ou ou
lu(, )@, + HE('J)H%Q(QM) < C{llul., 0)[1F ey + II§(-,0)||22<9)}, (2.18)
para todo t € R.

Teorema 2.2.1 Se f, g € C°(RY) sao fungdes com suporte compacto contido no dominio

limitado Q C RY e u a solucdo do problema de Cauchy

Lu(z,t) =0 em RY x R (2.19)
u(z,0) = f(x) em RN (2.20)
%(m, 0) = g(z) em RY (2.21)
entao
ull3 g —rap < 2CT{ ) + lgllZec (2.22)

para todo T > 0.

Demonstracao: Se T > 0 e [t| < T, entdo Q C Q7. Devido a desigualdade (2.18)

temos

ou ou
u(, )7 + ||§('7t)||%2(QT) < C{llul., 0) I3 ) + ||§('70)||%2(Q)}7

para todo t € R. Integrando esta tltima desigualdade em relagao a ¢ no intervalo [—T, T

obtemos

T 9 ou 9 9 ou 9
T{Hu(vt)HHl(QT) + 5 GOz @p bt < 20T {Jul, 0)l[7 @) + 155 (- 0)lIz2@) )

Usando o teorema de Fubini e a definicao de normas em espacos de Sobolev temos a

validade da férmula (2.22). O

Agora seja K C R¥*! um conjunto compacto com int(K) # (. Para algum T > 0

temos

K C Qrx]—T,T].

Dal, fazendo ¢(K') = 2CT obtemos

ull3 oy < LI f 7@ + Ngllizo)} (2.23)
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2.2.1 Solucao Generalizada ou de Energia Finita

Nesta secao definimos solu¢ao para o problema de Cauchy (2.1)-(2.3) quando f €

HY(RY), g € L>(RY) ambas com suporte compacto.

Definicao 2.2.1 (Solugao Generalizada ou Solugao com Energia Finita) Sejam

f e HY(RY) e g e LARYN) fungoes com suportes compactos. A fungdo u € HL (RN x R)

loc

¢ solugcao generalizada do problema de Cauchy

Lu=0 em RY x R (2.24)
8u(:zc,()) = f(x) em RY (2.25)
a—?(z, 0) =g(x) em RY (2.26)

se existir uma sequéncia (u,)%, C C®(RY x R) tal que
a) Para todo compacto K C RN x R, com interior ndo vazio, se tem

lim u, =u em H'(int(K));

n—oo
b) Lu, =0 em RY x R, para todon =0,1,---;

c) lim u,(x,0) = f(x) em HY(RN);

n—o0

d) lim 8—?(:{:,0) = g(x) em L*(RY).

n—oo O

Tendo em mente esta definicao, é importante saber se realmente tal definicao faz
sentido, isto é, se o problema de Cauchy (2.24)-(2.26) é bem posto. Ou seja, se possi
unica solucao e se ela depende continuamente dos dados iniciais.

Mostraremos primeiramente a existéncia e unicidade de solugao generalizada, isto sera

feito no teorema abaixo.

Teorema 2.2.2 Sejam f € HY(RY) e g € L>(RY) funcoes com suportes contidos em um
dominio limitado @ C RY. O problema de Cauchy generalizado (2.24)-(2.26) admite uma

tnica solugdo generalizada v € H (RN x R).
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Demonstracao: Seja @ C RY um dominio limitado, onde suppf, suppg C €. Entéo

f e HNQ) ege L3(Q). Sendo C°(9) denso em H(2) e L*(), entao deve existir uma

sequéncia
(fa)nz CC°(Q), (gn)az € G5 ()
tal que
nlgr;() fo=1Ff em H'(Q) (2.27)
nhi& gn =g em L*(Q). (2.28)

Para cada n podemos olhar f, e g, definidas em todo o R, nulas fora de Q. Assim, para
cada n temos f,, g, € C5°(RY), ambas com o suporte contido no dominio limitado €.

Seja u,, a solugao classica do problema de Cauchy

Luy(2z,t) =0 em RY xR  (2.29)
un(2,0) = fo(x) em RY (2.30)
aautn (x,0) = gn(z) em RY. (2.31)

A funcgao u,, — u, € C°(RY x R) satisfaz o problema de Cauchy

L(tp — up) =0 em RY xR  (2.32)
) (Um = un)(@,0) = (fn — fu)(2) em RN (2.33)
(umat tn) (2,0) = (gm — gn)(2) em RY. (2.34)

Fixando T' > 0, a desigualdade (2.22) aplicada a u,, — u, nos fornece

[t — UNHJQLP(RNx}fT,T[) < 20T{||fm — fn||%11(9) + [lgm — gn”%Q(Q)}‘

Combinando esta tltima desigualdade com as igualdades (2.27) e (2.28), concluimos que
(u,)2%, é uma sequéncia de Cauchy em H'(RNx] — T, T[). Como este espaco é Banach,
podemos entdo afirmar a existéncia de uma funcao u’ € H'(RY x]—T,T[) e uma sequéncia

(u,)2, C C(RN x R) tal que
a) Lu, =0 em RY x R, para todon =0,1,---;

b) lim u, = v’ em HY(RYx] —T,T);

n—o0
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¢) lim u,(z,0) = f(z) em HY(RY) e suppu,(.,0) C ;

n—o0

d) lim 3_1;”(%0) = g(x) em L*(RY) e supp L uy,(.,0) C Q.

n—00 8

Agora, vamos provar que u? ¢ a tinica fungao de HY(RY x| — T, T'[) que satisfaz (a)-(d).
Para isso, suponhamos que existam @7 € H'(RVx] — T, T]) e (1,)>2; C C°(RY x R)
satisfazendo (a)-(d). Aplicando a desigualdade (2.22) a u,, — @, obtemos

- N ou,, o,
[ — | Fr v gy < 20T { [t (-5 0) = (- 0) |71 () + 157 (5 0) = = C 0) 7200 }-

Fazendo n — oo e usando (a)-(d) obteremos

" — @ (| F @ gy < 20T = i) + 19 = 972} =0,

logo concluimos que u’ = @ em H'(RVx] — T,T[). Agora, fazendo T' = j, sendo
j um inteiro positivo, e considerando as funcoes u/ e uw/*1. A restricao de w/*! a faixa
RY x [—7, j] coincide com u/ pois ambas satisfazem (a)-(b). Assim, /! é a extensao de u’.
Se fizemos j variar no conjunto dos inteiros positivos construimos a funcao u € H*(RY xR)
satisfazendo as condigoes da definicao 2.2.1.

Provemos agora a unicidade da solucao do problema generalizado. Suponhamos que

u' e u? pertencentes a H. (RY x R) sejam solugoes generalizadas do problema (2.24)-

loc

(2.26). Sejam (ul),, (u2)>, C C°(RY x R) sequéncias como na defini¢io. Tomando

K C RV xR, existe T > 0, onde K C RY x [T, T]. Como, |Ju| mix) < ||ull g @y x—7.7)
utilizando a desigualdade (2.22) para u} — u? obtemos;

Ooul ou? 2
W('ao) - E("O) },

lup, — w7 gy < 20T{[Jup (-, 0) = up (-, 0) | F1 () + ‘
L2(9)

para todo n € N e todo compacto K C RV x R. Se fizermos n — oo nesta ultima

desigualdade obteremos

lut = w3 ey < 20T{If = fllin @) + 119 = 9llZ2(@)} = 0-

Assim, u' = 4? em todo compacto K C RY x R. Logo, concluimos que u' = u? em

HL (RN x R).

loc
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Outro fato importante a ser mostrado é que a solucao com energia finita tem
dependéncia continua em relacdo aos dados iniciais. De fato, se considerarmos u’ €

H} (RN x R) como solugdes dos seguintes problemas de Cauchy

Lu'(x,t) =0 em RY x R
u'(z,0) = f'() em  RY

e e

at ) - g I

onde i = 1,2 e f € H'(RY) e g* € L3(RY), todos com suportes compactos, devido a
definigao 2.2.1, deve existir sequéncias (uf)%, C C®(RY x R), i=1,2, satisfazendo as

n=1

condigoes (a)-(d) da definigdo acima mencionada. Aplicando a desigualdade (2.22) temos

= ur 3 gy < 20T n = FillEn o) + llgn — 9217200}

Tomando 7T suficientemente grande de forma que K C Qp x [T, T}, obtemos entao

lug, — upll% < llun = w3 g7y aplicando o limite obteremos

I =l ey < 20T = Pl + 19" = ey}

Esta ultima desigualdade garante a dependéncia continua em relacao aos dados iniciais

do problema de Cauchy generalizado.

2.2.2 Propriedades da solucao generalizada

Outra importante propriedade das solugoes com energia finita para o problema de
Cauchy (2.24)-(2.26) é que o estado da solugdo em um dado instante ¢ tem também
energia finita, isto é (u(z,t), 2%(z,t)) € H'(RY) x L*(RY). E tais propriedades serdo

mostrados nas proximas proposicoes.

Proposigao 2.2.1 Se f € HY(RY) e g € L*(R") sdo fungdes com suportes compactos

contidos em 2, entdo a solu¢io u € HE (RN x R) do problema de Cauchy (2.24)-(2.26)

loc

tem traco u(.,t) € HY(RY) para todo t € R.
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Demonstragao: A existéncia do trago u(.,t) € L*(RY) é consequéncia dos teoremas
cldssicos de trago. Vamos mostrar agora que u(.,t) € H'(RY) para todo t € R. Seja

(u,)52, C C*(RY x R) uma sequéncia de solugoes de

Lu,(x,t) =0 em RY x R
un(x,0) = fu(x) em RY
%(m, 0) = gn(x) em RY,

onde lim w,(z,t) = u(x,t) em H'(intK), para cada compacto K C RY x R, onde

n—oo

intK # (). Da defini¢ao de trago, segue que

lim wu,(7,t) = u(z,t) em L*(RY)

n—oo

Fixando 7" > 0, aplicando a desigualdade (2.17) e eliminando um termo teremos

[tm (., t) — un('vt)||12LI1(RN) <O fm — an.%il(Q) + llgm — gnH?ﬁ(Q)}

para todo m,n € Net € Rtal que 0 <t <T. Como (f,)5; e (9,)22,; é uma sequéncia
de Cauchy, segue que (u,)) é uma sequéncia de Cauchy em H'(RY). Assim, para todo
t€Rtal que 0 <t < T, existe g, € H'(R") tal que

lim w,(.,t) = g em H'(RY)

n—oo

assim

lim u,(.,t) =g, em L*(RY)

n—0o0
A unicidade do limite em L?(RY) implica que g; = u(.,t) para todo t € R tal que
0 <t<T. Como T foi tomado arbitrariamente, entdao u(.,t) = g, € H*(RY) para todo

teR. O

O nosso objetivo agora consiste em mostrar que 24(.,¢) € L*(R"Y) para todo t € R.

Primeiramente, precisamos entender o significado a funcao %u(.,t), isto é, precisamos

entender se tal funcao é bem definida. Para isso, consideremos

uwe H}

loc

RY xR) e (u,)>2,C®RY x R)
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como na proposicao anterior.
Fixe T' > 0, apliquemos a desigualdade (2.17) a funcao u,, — u, e obteremos que

2
Un

9, _9
o " ot

<Allfm = fallingg) + 9m = gnllT2)}
L2(RN)

parat € R, |t| < T.

Assim, para cada t € R com [t| < T, existe h; € L*(RY) onde

lim a—l;" = h; em L*(RY)

n—oo O

Defina h : [-T,T] — L*(R"Y) por h(z,t) = hy(x). Vamos provar que h é continua,
isto é;

h e O([-T,T), L*(RY))

Fixemos t; tal que |t;| < T e k € R com |k| pequeno. Definamos
Up(x,t) = up(x,t + k) — up(z,t)

em RY x R, para todo n € N.

Esta fungao satisfaz

LU, (z,t) =0 em RY x R
Un(z,t1) = up(z,t1 + k) — up (2, 61) em RY
aUn . 8’&” aun N

W(LE,O) = W(x,tl—kk) W(l’,tl) e1m R

E importante observar que os dados iniciais deste ultimo problema de Cauchy possuem

suportes compactos. Assim, pela conservagao da energia segue que

/ O Ul + VUL + U2 (a:,tl)da::/ LU+ VUL + U2 (2, t)da
RN ot RN ot

Integrando a igualdade acima, em relagao a ¢ no intervalo [—7', T e desprezando dois

termos do primeiro membro obteremos

0 ) I 0
—Up(z, 1)) de < — U, wl? + UL ¢ (2, t)dadt.
/RN|atU(x, )l x_2T/_T/RN{atU| A +C|U|}(x,)x
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Observemos que

lim U, (z,t) = uy(z,t + k) — uy(z,1) em L*RY x [-T,T))
lim gU (z,t1) = heyor — hyy  em  L*(RY)
. 0Un aun aun 2mN
nll_>n010 W(Lt) 5 —(x,t+ k) — By —(z,t) em L*(RY x [-T,T))
lim VU,(z,t) = Vu,(x,t + k) — Vu,(z,t) em L*RY x [-T,T)).
n—oo

Fazendo n — oo na tultima desigualdade obtemos

/R ate) ~ haorae < o [ |2
{/ / |Vu(x,t + k) — Vu(z, t)|*dvdt +/ / Alu(z,t + k) — u(:v,t)|2d:vdt} :
RN —1 JrN

Usando o teorema de continuidade em L?, segue que
1 /7
lim —
k—0 2T / /RN

i 2 —
11313(1) 2T/ /RN |\Vu(z,t+ k) — Vu(x,t)|"dedt =0

u(x,t+ k) — a@ u(zx,t) dxdt

2

2u(ac t+k)— gtu(a:, t)| dxdt =0

ot

- 2 — —
]12212]21—1/ /RN lu(z,t + k) — u(x,t)*dedt =0

Logo, lim ||hs, 4k — Bt ||72mny = 0, ou seja, im hy, 1 = hy, .
g’k—>0|| 1+ 1HL(R) ’ J’k—)O 1+ 1

Isto quer dizer que a funcdo h é continua em [-T,7]. Como T foi tomado

arbitrariamente podemos definir A para todo ¢ € R. Logo, h é uma funcao continua

em R, ou seja, h € C(R, L*(RY)).

Seja [a,b] C R, temos h € C([a,b], L*(RY)). Como C([a,b], L2(RY)) C

L?([a, b], L*(RY)) e pelo teorema de Fubini L?([a, b], L*(RY)) = L?([a, b] x RY). Podemos

redefinir a funcao h nas variaveis x e t

h:RVXxR—R

dada por (z,t) — h(z,t) = hy(z).
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Observe que h € L? (RN x R). Mais ainda, para todo t € R se tem

loc

h(.,t): RY — R
x — h(z,t)

em L2(RY) e
ou,
lim (,t)=h(.,t) em L*RY)
Particularmente temos h(.,0) = g. Para concluir que Zu(.,t) € L*(R"), para cada

t € R, consideremos a seguinte proposicao.

Proposigao 2.2.2 Sejam Q C RN um dominio limitado, f € H () e g € L*(Q) fungoes

cugjos suportes estejam contidos em Q. Seja u € HL (RN x R) a solugdo do problema de

loc

Cauchy generalizado

Lu(z,t) =0 em RY x R
u(z,0) = f(x) em RN

ou B N

E(w,()) = g(z) em RY.

Entdo, existe uma funcio h € L (RN x R) onde

loc
R >t h(.,t) € L*(RY)

¢ continua, para todot € R e

lim %(:c,t) = h(z,t) em L*RY),

n—oo ()

onde (u,)?%, € a sequéncia da Defini¢io 2.2.1. Mais ainda, Zu = h quase sempre em

ot
RY x R.

Demonstracao: A existéncia da fungao h foi mostrada na discussao anterior. Resta

8, _ N
mostrar apenas que z;u = h quase sempre em R x R.

Para isso, consideremos ¢ € C°(RY x R). Para cada t € R, temos ¢ € C°(RY).
Ouy, s
Como lim a—l;(x,t) = h(x,t) em L?(RY), para todo t € R, entao
n—00

. Ouy,
lim —_—
n—oo JpN ot

(x,t)gp(x,t)da::/ h(z,t)p(z,t)dx

RN
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para todo t € R.

Definamos &,,(t) = Ot

RN at

(x,t)p(z,t)dr. Usando a desigualdade de Cauchy-

Schwartz temos

ou,,
ot

(1)

N l¢(., )| 2@y  para todo t € R (2.35)
L2(RN)

.00<| 5

Pela desigualdade (2.17) obtemos

‘ 2
Como as sequéncias (u,(.,0))5, e (2(.,0))%, sdo convergentes em H'(Q) e L?(1),

ot
oo
LZ(RN)> n=1

Seja T > 0 tal que suppp C RN x [=T,T]. Entao, [¢(.,t)|z2@~) é limitada em
—=T.,T).

ou,,

< {llun( Oz () + a0l z2i0)}
L2(RN)

respectivamente, segue que a sequéncia

(

é limitada uniformemente em ¢, t € [T, T.

ou,,
(1)

Voltando a desigualdade (2.35) concluimos que a sequéncia (9,)°, é limitada em

[—T,T]. Observemos que ¢(.,t) = 0se |t| > T. Concluimos assim que (®,)> ; é limitada
em R. Assim, cada (9,)22, é integrdavel em compactos de R e converge, para todo t € R,

para a fungao
O(t) = / h(z,t)p(z,t)dx
RN

Logo, ® ¢ integravel em cada intervalo limitado e

lim / / a“” #)dwdt = / / t)dwdt
n—oo RN RN

A . o0 o 2
Mas a sequéncia ( ;U ) _, converge para gu em L (K), para qualquer compacto

K C RN xR. Seja K = suppy e I tal que K C RN x I. Entao

lim // Ol ol ) dcdlt = / %(.,t)gp(.,t)dxdt.
n—oo RN I ]RN t

/RN+1 h(z,t)p(z,t)dzdt = /R @(-,t)w(.,t)d:cdt,

N+1 at

Assim



41

para todo ¢ € Cg°(RY x R).

Logo h = %“(.,t) quase sempre em RV 1, O

Como 2¢(.,t) = h quase sempre em R¥! e h € C(R, L*(RY)) é natural entdo definir

%(., t) no instante t € R por

ou
a(J;)

h(z,t)

para todo t € R.

Assim, a solucdo u € H} (RY x R) do problema de Cauchy

Lu(xz,t) =0 em RY x R
u(z,0) = f(x) em RN

ou B N

Me0)=gla)  em B

com f € HY(RY) e g € L*(RY), com suportes em um dominio limitado Q@ C R, ¢ tal
que

(u(z, 1), %(m)) € HY(RY) x L*(RY)

para todo t € R.
Para finalizar este capitulo vamos introduzir uma familia de operadores lineares a qual

desempenhara um papel fundamental na resolucao do controle exato na fronteira.

Sejat € R, t # 0 e S; o operador
Sy HY(Q) x L*(Q) — HY(RY) x L*(RY),

definido por Sy(u(.,0)), 2%(.,0)) = (u(.,t)), 34(.,t)), onde u € H}

, 54 L (RN x R) é a tinica
solucao do problema de Cauchy acima. O operador S; é denominado operador solugao.
Da linearidade do operador L segue que o operador S; é também linear.

Vamos considerar o espaco H'(RY) x L?(R") munido da norma

(@ Dl = /a3 + 1813
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Usando a norma definida acima e a estimativa de energia (2.17) prova-se que o operador

2
LQ(RN)}

0
< \/5||(un(,0), aun(-ao))HHé(Q)xL?(Q)

S; é um operador limitado, para todo ¢ € R. De fato;

2

ou,,
W("t)

0
e e+ < c{uunc,muzl(m om0

L2(RN)

Oun

(a1 £), S2(,1)

H1(RN)x L2(RN)
para todo t € R, t # 0, onde |t| < T. Fazendo n — oo e das proposigoes 2.2.1 e 2.2.2

obtemos

< VOIS, 9 laa 2

H(RN)x L2(RN)

para todo t € R, t # 0, onde |t| < T. Assim,

1S (f, ) |2 ey r2ey < VIS 9)lmaeyxrz @) (2.36)

para todo (f,g) € Hy(Q) x L*(Q). A desigualdade (2.36) mostra que o operador S; é

limitado.



Capitulo 3

Decaimento Local de Energia

Decaimento local da energia desempenha um papel importante no estudo da
controlabilidade exata para equacao de Klein-Gordon. Este é o objeto de estudo deste
capitulo. O resultado principal é o Teorema 3.3.1 que estabelece decaimento polinomial da
energia local da solucao da equacao de Klein-Gordon. Inicialmente apresentamos algumas

propriedades das funcoes de Bessel que serao utilizadas ao longo do texto.

3.1 Propriedades das funcoes de Bessel

O contetudo desta se¢ao é baseado na referéncia [28]. A fungao de Bessel de primeira

espécie e de ordem n = 0,41, +2,--- é definida por

Jn(x)zio;%(g)?%n’ (3.1)

para todo x € R ou x € C.

E possivel provar que para todo n vale a férmula de derivacao
T (2) = Jyi(z) — an@). (3.2)
A férmula (3.2) juntamente com a identidade
Jon(x) = (=1)"Jn(2) (3-3)

serao utilizadas no trato da solucao do problema de Cauchy para a equacao linear de

Klein-Gordon quando o espaco tem dimensao impar.

43
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A funcoes de Bessel J,, n = 0,1,2,---, podem ser representadas na forma de uma

integral como:

1 ™
Jon(x) = —/ cos(zsend) cos(nb)do, (3.4)
T Jo
1 ™
Joni1(z) = —/ sen(zsend)sen(nb)do, (3.5)
T™Jo
paran =0,1,2,---, de onde segue a estimativa

| Jn(2)] < 1, (3.6)

para todo n e todo x € R. Derivando dentro do sinal de integral das férmulas (3.4) e

(3.5) obtem-se facilmente a estimativa

dk:

(@) <1, (3.7)

para todo £k =0,1,2,--- e x € R.
Tera um papel fundamental neste trabalho a informacao sobre o comportamento

assintotico das funcoes de Bessel expressa no lema abaixo.

Lema 3.1.1 Para cadan =0,1,2,---, existem constantes M, e A, > 0, tal que
2cos(x — 2 —7) A
J,(x) — /= 2 4 n 3.8
(z) \/; NG = 3/2 (38)
para |z| > M,.
Demonstracao: Veja [8] pagina 139. a

3.2 Estimativa pontual da solucao do problema de
Cauchy para a equacao de Klein-Gordon

Nesta secao obtemos estimativas pontuais para as derivadas da solucao cléssica do
problema de Cauchy (2.1)-(2.3) com dados iniciais f € C°(RY) e g € C°(RY), ambos

com suporte compacto em um dominio limitado U C R¥. De agora em diante o diametro
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de um dominio U limitado de RY serd denotado por d(U). Conforme o capitulo anterior,

para todo

relU e t>dU),

o valor u(x,t) da solucao é dado por;

ot \ t ot 2 — [y — |2

u(e,t) = 26, [3 (1 0 ) N ( [ coslevt —ly - I'Q]ﬂy)dy)

s (3.9)
10\ 2[ [ cos[ey/t? — |y — x|?]
+ (EE) ( . R pyp— g(y)dy> ]
se N >2épare
(e, 1) = . [% (i5t) (] stevm=Ti=ePrsay )
(3.10)

N (%%) = (/U Jo(cm)g(y)dy) ]

1

se N > 1 ¢é impar. Aqui Sy, e By, sao constantes dadas por [y, = B -Duns ©

B, = T5m

13- Nwntz"

Explorando as férmulas explicitas da solu¢ao u dadas em (3.9) e (3.10) e propriedades

das fungoes de Bessel provaremos o seguinte teorema.

Teorema 3.2.1 Sejam N um inteiro positivo e U C RN um dominio limitado. Ezistem

constantes K > 0 e Ty > d(U) tais que, dados f,g € C°(RY) com

suppf, suppg C U,

a solug¢do u do problema de Cauchy (2.1)-(2.3) satisfaz

2
<

olel
ey

para todo multiindice « € NNt com |a| <1 e todo z € U et > Ty.

E

u(z,1) {115 @)y + gl Zy (3.11)

=

t



46

3.2.1 Prova do Teorema 3.2.1

Como a solugao do problema (2.1)-(2.3) tem férmulas distintas conforme a paridade
de N, na demonstracao do teorema faremos sempre a distingao de ambos os casos . Para

manusear as férmulas (3.9)-(3.10) convém definir fungoes

cos(c\/t? — [y — x]?) (3.12)

Vk(xayat) = & )
(2 =y —zf?)2
sen(cy/t2 — |y — x|?
(2 — |y — zf?)2
Jn(cV/ T — |y — z[?)
€n7k<x7y7t) - PR (314>
(t* =y — x]?)2
onde k,n = 0,1,2,--- e J, é a funcao de Bessel de primeira espécie de ordem n, onde

x,y € U et >dU). Observe que paran = 0,1,2,--- temos

cos(cy/t2 — |y — x|?)

P}/k(xayﬂf) - L
te (41— 1152 P2)
sen(cy/t? — |y — x|?
Qk($7y7t) = ( ’ |k)7
th(J1-1222)
In(cy/ P — |y — z?)
fn,k(x7y7t) = k-
e ((/1-152p)
Introduzindo a funcao
1
X(s) = -1<s<1,

e observando que para t > d(U) temos 0 < |%2*| < 1, podemos reescrever a equagao

(3.12)-(3.14) nas formas
1 Yy—x
(@, 1) = 7 cos(ey/t — [y —P)x(|=——1)", (3.15)

0ul,,8) = psen(ey/B— Ty — 2P L), (3.16)
uk(e,o) = elev/B Ty — 2P (L) (317

Agora, do Lema 3.1.1 temos
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_ J2cos(z —nm/2—7/4) .
Jn(z) = \/; \/E + Fo ()

onde F,, ¢ uma funcao tal que |F,(z)| < ;‘ﬁ para todo |x| > M, en=0,1,2,---.
Embora muitas das estimativas obtidas nesta secao valem para quaisquer naturais
n e k, faremos uso, no resultado principal deste trabalho, apenas dos valores n = 0, 1.

Tomando

M = max{My, M1} e A=mazx{Ay, A1}

2 1 A
PRCTEE R

Queremos aplicar a estimativa acima para s = ¢\/t? — |y — z|? com z,y € U. Agora
observe que se t > Ty =: \/(%)2 + (d(U))? e xz,y € U, entao c\/t> — |y — z|> > M. Logo
para t > \/(%)2 + (d(U))? =: Ty vale a seguinte estimativa

obtemos a estimativa

para todo |s| > M en =0, 1.

Njw

2 1 A
e/B=Ty=aP)| < /2. — .
T \/c /2y — a2 (e\/t2 — |y — z|?)

1
1 y—x|\?2 A y—
= +
CtXQ t ) cgtx(‘ t

oA y—x
) a1

<n<1eseap=max{x(s), s € [-nmn|}. Sex,y €U

N|w

IA
- &'
SIS

para todo z,y € U e n =0, 1.

AU
To

—

Agora escolha 7 tal que

et > Ty temos

acarretando x(|%7*|) < o. Dai

|[In(ev/ 2 =y — xf?)| <

=
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para todo xz,y € U e t > Tj. Denotando = = ,/% . Q% + A g%, temos

3
c2Ty

| Jo(ev/t? = |y —z?)| < % (3.18)
(/B — Ty — )| < % (3.19)

para todos x,y € U e t > Tj.

Observe que a constante = depende, essencialmente, do dominio U, das funcoes de
Bessel Jy, J; e do coeficiente ¢ da equagao de Klein-Gordon.

Apresentaremos agora alguns lemas técnicos que nos permitirao estimar as derivadas
(%)éfn,k, (%)e% e (g)fek, para todos z,y € U e t > Ty, sendo ¢ natural nao nulo e

n,k=0,1,2.---.
Lema 3.2.1 Seja k um numero natural e f uma funcao que tenha derivada de qualquer

1 0\" Cy ((0\"
<¥.§> D (E) f (3.20)

i+j=2k
k<j<2k

ordem, entao

Demonstracao: Vamos fazer a demonstracao do Lema 3.2.1 usando a inducao.

Se k =1, entao (% . %) f= #, neste caso, t = 1le j=1e Cj; = 1. Vamos supor

agora que o resultado seja vélido para k — 1, entao

1 o\ Ciy (0\"
Ga) - %, 9@

i+j=2k—2
k—1<j<2k—2
Agora
LN (LOY (Lo, (Loy g Gy (037,
t Ot ~\t ot) \t ot S\t ot) ti \ Ot '
i+j=2k—2
k—1<j<2k—2
Como
Loy oy G 1 s 0 ()0
t ot) ti \ ot ot Yot ti '
i+j=2k—2 i+j=2k—2

k—1<j<2k—2 k—1<j<2k—2
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1 % (i+1)f j % (i)f
= ; Z Cij ((8 >tj . (23_1 >

i+j=2k—2
k—1<j<2k—2
o\ ¢ 0)(0)
- Y o () i) S
N K i+l ti+2 :
i+j=2k—2
k—1<j<2k—2

Fazendo uma nova indexacao, reorganizando a soma e redefinindo os coeficientes Cj;

obtemos a igualdade (3.20). O

As seguintes formulas de diferenciacao

(3, 0) = —ClBhs (2,9, 0) = Kol 1), (3:21)
0

aﬁk(:ﬁ, y,t) = ctyigr (2, y, t) — ktOpya(x,y, 1), (3.22)
(., 1) = 1611, 9:1) = b+ K)ol . ), (3:23)
k(o9 0) = el = 5)0is (.9 0) — g~ 5wyt (324)

0
ax'fn,k(xa Y, t) = C(yz - xi)gn—l,k-i-l (ZE, Y, t) - (n + k) (yz - xi)fn,k+2(x7 Y, t)a (325)

sao obtidas através de um simples célculo usando a definigao das funcoes i, 0 € &, .
Mostraremos agora que as derivadas de ordem ¢ das funcoes &, x, 7 € 0k, s@o expressas

em funcao delas mesmas.

Lema 3.2.2 Sejam {,n e k inteiros nao negativos.

a) A derivada

a Z
(a) gn,k<x7y7t)7 l’,yEU, t>T0

€ expressa como combinacao linear de termos da forma

tsgp,k—f—r (1‘7 Y, t))

em que p € inteiro, s e v sao inteiros nao negativos satisfazendo; n — € < p < n,

r <20 es<min{rl}.
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b) As derivadas

o\" o\*
(a) 7k($,yat)> <§) Gk(x,y,t), x)yeU’ t>T,

sao expressas como combinagao linear de termos da forma t™0., e t°yiy., onde

T, S, M, V, $Go inteiros positivos tais que r,v < 20, s < min{r,{} e m < min{v,(}.

Demonstragao: a) Provaremos o Lema 3.2.2 usando a indugao sobre /. Provemos
primeiramente o resultado para (%)Z Enk. el =1, oresultado segue imediatamente
de (3.23). Suponhamos que tal resultado seja vélido para ¢ — 1. Entao

(%)Zil Enk(z,y,t) é combinacdo linear de termos t°¢, k1 (z, y,t) em que;
n—l—-1)<p<n, r<2({—1)es <min{r,{ —1}.
Para ver que (%)waC ¢ soma finita de termos t°¢, 1, (x,y,t) com
n—0<p<n,r<20es<min{rl},
basta verificar que £ (t°¢; 5+r) com
n—(—-1)<p<n,7<20l—1)es <min{r,{—1}

é soma finita de termos do mesmo tipo, comn —¢ <p <n,r <20 e s < min{r,(}.

Mas, isso segue de

9 s 15— 5 s+1 (= -
a(tsgﬁ,k%) = 5t lfﬁ,k+f +ct +1fﬁ—1,k+f+1 —t —H(p +k+ T)fﬁ,k+f+2~

b) Para o caso das derivadas (%)gyk, (%)Zék, se { = 1 o resultado segue

imediatamente das igualdades (3.21)-(3.22). Suponhamos entdo que o resultado

L . -1 -1 . L
seja valido para ¢ — 1, ou seja, (%) Vi € (%) 0, sao combinagoes lineares de

termos da forma ™0, e t*y,., onde
rov<2(0—1), s <min{r,{ —1}em < min{v,{ — 1}.

Como

0 _ m m
a(tmgkw) = mt™ 19k+u +ct +17k+u+1 —(k+v)t +10k+u+27
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a(ts%w) = st Y — At i — (417 Yo,
vemos que % (tM0)4,) € %(t87k+r) sao combinagoes lineares da forma t" 0., € >y,

onde

rov <20, s < min{r,{} em < min{v, (},

acarretando o mesmo para (%)e%, (%)Z 0.

O

Retornando as identidades (3.15)-(3.17) e lembrando que g é o maximo da fungao y

em [—n,n| obtemos;

1
(@, 9, 0)] < x| cos(ev/t2 — |y — z[?)|o",
1
Ok (, 9, )] < sz lsen(ev/t — |y — z[?)| 0",
1
[€np(@, 9, )] < | Tn(ev/ =y = z[?)| 0",

para todos x,y € U e t > Tj.
As duas primeiras desigualdades acarretam

&

sy, )]s 0k, 9. )] < o

(3.26)

para todos z,y € U et > Ty. Agora, usando as desigualdades (3.18)-(3.19), que expressam
o comportamento assintético das fungoes de Bessel, obtemos
k

0
|€n7k<l’,y,t)| < t_k ’

1
thts

[1]

< B¢ (3.27)

<Ju

paran =0,1 e todos z,y € U e t > Tj.

Consideremos o seguinte resultado:

Lema 3.2.3 Para cada par de inteiros nao negativos e k e natural n = 0,1 existem

constantes reais positivas C ., Ct, tais que

o ¢
‘ <E) én,k(x7 Y, t)

4
< n,k

= ykt3)
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a\" !
<_> ')/k(l’,y,t) ST:,

o\’ C?
(&) ek(x7y7t) St_:v

para todos x,y € U et > Tj.

Demonstracao: Do Lema 3.2.2 sabemos que (%)Kfn,k ¢ combinagao linear de termos

da forma t°¢,j.,, onde s < r. Logo, para estimar (%)Zﬁ‘n,k basta estimar [t°€, jir|.
Usando (3.27) temos
1
s s ktr
|t fp,k-{—r(x,y,t” St =0 tk+r+%’
Egk—l—r 1
ST

para todos x,y € U et > Ty. Colocando em evidéncia o fator ki + presente em cada
tht3

%)

- . 1 .
parcela da expressao que majora ‘(ﬁ) %,k(x,y,t) , vemos que existe uma constante

CL > 0, tal que
¢

a\" C
‘<_) gn,k(xvyat)‘ < tk+§7

ot
para todos x,y € U e t > Tj.

Para as outras duas estimativas, pelo Lema 3.2.2 sabemos que (6%)4% e (%)Z 0 sao
combinagoes lineares de termos da forma t™0y., e t°*yiy,, onde r,v < 20, s < min{r,(}
e m < min{v,}. Assim, para estimarmos ’(%)zvk(a:, y,t)‘ , )(%)gek(x,y,t)‘ é suficiente
estimar [t"0 .| € [t*Ykir]-

Usando (3.26) temos
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para todos x,y € U e t > Ty. Agora, colocando em evidéncia o fator tik que esta presente

em cada parcela que majora ‘ (Q)e Ye(z, v, t)‘ e ‘ (%)e Or(x,y,t)|, vemos que existe de uma
constante Cf > 0, tal que

ot
a\" d\"

para todos x,y € U e t > Tj. O

)

Tendo em vista as férmulas explicitas da solucao u, dada pela igualdade (3.9)-(3.10),

e nosso interesse em estimar as derivadas % (x,t) com |a| <1, convém definir
N-1
ol o (o a) Gl
x =T - = x
(ARG ya N n 875 0,0\, Y,

N—

1 0\ =
= 7N, <¥ 8t) Jo(en/t? — |y — z]?),

-

FO(x7y7 = 25N1 (tat) ZL‘ y7t>

19\ 7 cos[c\/t2 ly — x|?]
ﬁl\h (t@t) /—t —|y—l‘|2

Assim, a férmulas (3.9)-(3.10) podem serem reescritas como

1@ﬁ=%£%@%%@@+é%@%%@@ (3.28)
0

1Mﬁ=§LH@%W@@+Lm@%M@W (3.29)

para todos x,y € U e t > Tj, respectivamente.

Na sequéncia procuramos estimativas pontuais para cada uma das seguintes fungoes

) ) o 0 0\?

Yo, a%, 6—%1/107 aa—xi%, € (a) o, (3'30)
) ) o 0 0\?

Lo, EFO, 8xiF0’ aa—mirm e <a) Lo, (3.31)

ondet=1,---,N.
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Afim de organizar nosso trabalho, vamos estimar primeiramente as fungoes (3.30) e

em seguida estimaremos as fungoes (3.31).

Estimativa para a funcao ¥: Do Lema 3.2.1 segue que

1 0\" 1[0\
¢0<J],y7t) = 7T-61\72 (; : &) 5070(1'7:%25) = ﬂ-/BN2 Z CZJt_] (_> §O,O(I7y7t)

& ot
i+j=2k
k<j<2k

onde k = % Dai

1
‘wO(x>y7t>’§7TﬁN2 Z th—]

i+j=2k
k<j<2k

o (4)
(a) S0,0(xayat)

1C
< 7B, Z c 0,0

v
t) ¢3
itj=2k t2
k<j<2k
1 Cy
Sﬂﬁ]\@tk# Z Cijtj—k:
2 =2k
k<j<2k

STFﬁNthT% Z CZ]—

j—k
i+j=2k Ty

E<j<2k
const.
=T
Concluimos entao que
const.
2

Estimativa para a fungao %woz Seja %wo(az, y,t) = WBNZ% ( . %)k&),o(x, y,t), onde
k= % Usando novamente o Lema 3.2.1 observamos que vale a férmula

o (1 o\" —j (oNY 1 o\
w(a) - Sl ()

=

i+j=2k
k<j<2k

Dai

E@Do(%%t) = W/BNQ Z Oij [tj_Jrjl (5) 60,0(x>y7t) + = ( > fop(ﬂf,?/,t)]

= t \ ot
i+j=2k
k<j<2k
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onde k = =1

Logo
a, ’ 7t < C%‘ a1 a.
875%@ Y )‘ < BN, Hz:_% i v <8t> 00| + (Ot) £0,0
K<j<2k
i i+1
7 Coo 1 CO_B
< C; ‘ : ——
< T, HJZ::% Tl 5t 4
k<j<2k

7 i+1

7T5N2tlc+ Z Cij [tﬂ k+1000 e kcoo}
i+j=2k
k<j<2k

K 1 1

ﬁN? k+ Z CU [ —k+1 C’00 TJ kCOT)l} :
i+j=2k
k<j<2k
Como k = , segue que
0 const.
2

Estimativa para a funcao %woz

0 1/9\"
(xay7t):7TﬁN2% Z Cz'jg B $o0(7,y,t)

i+j=2k
k<j<2k

AN
= PN, Z Cijg <a) 8—%50,0(1?>y,t)

i+j=2k
E<j<2k

= —W/BN2 Z th—] (a) C(yz’ - xi)gl,l(xa yat)

it+j=2k
k<j<2k

onde k = -1
Dai

o (4)
(8t> ey — %‘)51,1(357 y,t)

(xayv )‘ <7TBN2 Z Cz]t]

1+5=2k
k<j<2k

Gxi

S C,R-BNQ Z Ozg tj ;
t2

i+j=2k
k<j<2k
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1 Cia
S CWﬂNQd(U)f;kT% A Z th]—_k
i+j=2k
k<j<2k
1 Chy
S C’Tl'ﬁde(U)t]H_% . Z Cwm
i+j=2k 0
k<j<2k
Como k = , concluimos que
0 const.

Estimativa para a funcao aawo

0 0 o (1 90\ 2 0
¢ (I Y, ) WﬁNQ& (; : a) a_l’ig0,0(x7yut)

ot Oz
; (@) (i+1)
-7 (0 1 /0
= _77-5]\72 Z Cljc<y2 - xz) [F (a) 51 1($ yut) + = (8t> §1,1('r7y7t>] )
i+j=2k
k<j<2k
onde k = . Dai
o 0 /o 1|/ (i+1)
‘8158 Yo(z,y, )’ < B, d(U) 2_:% Cj G+l (a) §ia| + (at) i1
%@221@ -
_ i Cii 1Cf
< enfd(U) 3 Cy B el g el
itj=2k L
k<j<2k
1 JC{ 1 Cﬁl
< CWBNQCZ(U)— C@] —— + —=
1o+ iﬂzz% T’ k+1 ] k
k<j<2k
Observando que k = , concluimos
0 0 const.
’aa—xi?ﬂo(%yaﬂ‘ < pravy (3.35)

Estimativa para a funcao (%)2%: Usando a expressao de %% calculado

anteriormente temos

(;)Q@Do(f y,t) =



- 7TﬁNQ Z Cz]

i+j=2k
k<j<2k
para k = 2 . Dai
a 2
a, z, at <
|( 5) k| <
(i+1)
jG+ 10|/ 0 25 |[9
< 70N, Z Cij 2 < foo a1 |\ 7 00| +
i+j=2k
k<j<2k
i i+1 i+2
JG+1)Coo . 25 Cop , 1Con
<mbv, L Cy N S A S T
i+j=2k
k<j<2k
1 JG+1DC,  2iCht  Co
Sy Z Cij j—k+2 j—k+1 j—k
o Ty Ty Ty
k<j<2k
Lembrando que k = %, concluimos
9\’ ol nl < const
x,y,t)| <
o) Y 3
Vamos estimar agora as fungoes (3.31)
Estimativa para a funcao I'y: Fazendo k = 2 , €SCTevemos

19\"
FO(:L‘7yat) = 261\71 ;a ’Yl(l’,y,t)-

Usando o Lema 3.2.1 obtemos

1 /0
F()(I,y,t) :2ﬁN1 Z Cz]t_] <a

i+j=2k
k<j<2k
de onde segue

1
|F0(l’ Y, )l < 25N1 Z Cz

i%

i+j=2k
k<j<2k

9
ot

(@)
) ’71(:57 y7t) .

j+1) /0 25 9\ Y
tﬂT( )500 prae) (a §oo+

(@)
) '71(1‘7 Y, t)7

 (5)

1

ol

0

ot

)

(i4+2)
50,0 y

(i+2)

€0.0

|

(3.36)

o7
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Agora, usando a Lema 3.2.3 temos

k

107,
|F0(5E Y, )l <2ﬁN1 Z C’th] P

i+j=2k
k<j<2k

k

Ch
5N1tk+1 Z Cljt] k’

i+j=2k
k<j<2k

k

Cy
BNltkﬂ Z OUTJ ko

i+j=2k 0
k<j<2k

para todo z,y € U e t > T. Como k = , obtemos

const

‘F0($7y7t>| S N '7 (337)

t2
para todo x,y € U, t > T e uma constante const. conveniente.

Estimativa para a funcao —FO Fazendo k = 2 temos

) o [(10\"
8% (1],y,t> = 2ﬁN1a_xi (;a) ’}/1<Jf,y,t)

k
= 20N, G%) [—c(yi — )02 — k(y; — 2:)7s]-

Usando o Lema 3.2.1 segue

0 1 /9\"
(%ifo(ﬂﬂ,y,t) = Z Cii (a) [—c(yi — 2:)02 — k(yi — xi)7s],
i+j=2k
K<j<2k

e consequentemente, usando o Lema 3.2.3 podemos escrever

1 ) (4) o (4)
< il o
a0 )| < 2603 Co ¢ (1) 0 s =001+ | (1) 2 =
i+5=2k
k<j<2k
< 25N1 1] |:C d(U) kC d(U):|
i+j=2k t
k<j<2k

1 1 [, Ci

< 28v 773 > Coi oz [ng(U)Jrk: M(U)}
i+j=2k
k<j<2k
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1 1 ; Ci
SQﬁNlm Z Cijm {Czd(U)va?Z’d(U) ;
i+j=2k 0
k<j<2k

para todo z,y € U et > Ty. Como k = % obtemos

0 const.
‘axiFO(x’y’t)’ < T (3.38)

para todo z,y € U, t > Ty e uma constante const. conveniente.

Estimativa para a fungao %Fo: Tomando k = % temos

e do Lema 3.2.1 segue

9 —j (9\Y 19\
aro(l',yat) = 20N, Z Cij [tﬂT (5) + 7 (5) Y1z, y,t)
i+j=2k

k<j<2k

Fazendo uso do Lema 3.2.3 temos

o j o (@) 1 o (i+1)
‘815 O(Jj,y,t)’ = B]\Zrz_:zfl] t]+1 <8t) Wl(xayf[;) + i <8t) Wl(xayf[;) )
K<<k

titl ¢ it
i+j=2k
k<j<2k

- 3 1 i+1
< 28n, Cij {LCI + 16 1 ;

1 jci o ot
< 26w, tht1 Z Cij |:tjk+l + =k |7
i+j=2k
k<j<2k
1 JCY it
< 26w, e+l Z Cij {Tijrl + i k|
i+j=2k 0 0
k<j<2k

para todo x,y € U e t > Tj. Como k = % obtemos

const.

; 3.39
o (339)

para todos x,y € U, t > T e uma constante const. conveniente.

0
— <
atFO(x7 Y, t)
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Estimativa para a funcao 2 VT 9 I'y: Temos

t Ox;

o 0 o (19\" o
Y (xvyvt)_QﬁN1a (__) a_xi’yl(x’yvt%

onde k = ¥=2. Aplicando o Lema 3.2.1 obtemos
o 0
i+j=2k

—j [ (4 . 170 (i+1) P ( )
—_ - — - —_— s
ti+1 \ ot ti \ ot oz, NP
k<j<2k
i+j=2k

) () (4)
—J 0 0
i {—c (a) (yi — )02 — k <§) (yi — 93@')73}
k<j<2k

9\ 0ty 9\ 0ty
+ Z C@J —j (675) (yz - %‘)92 —k (E) (Zh - xi>73 .
i+7=2k

k<j<2k

= 28N, Z Cj

_|_

Dai, usando do Lema 3.2.3 segue

0 0
o (@)
C‘(a) ”

a (Z+1)
(&) °

<o 30 {c%dw) +rSa) |

(z,y,t)] <

[(yi — x5)| + kK

o (@)
(a) V3

< 28w, Z Cj

i+ j=2k,k<j<2k

+25N1 ZC” [tlj {C

i+j=2k
k<j<2k

(g — i) + &

i+j=2k
k<j<2k
CH-l C«H—l
i+j=2k
k<j<2k
1 j Z. G
i+j=2k 0
k<j<2k
1 1 i1 C’H—l
+26N1WZ Cij Tk cC5dU) + k T dlU) ¢ | .
i+j=2k 0

k<j<2k
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para todo z,y € U et > Ty. Como k = % obtemos

o 0 const.

x,y,t)| < ———, 3.40

o Tulant) < G (3.40)
para todos x,y € U, t > Ty e uma constante const. conveniente.

Estimativa para a funcao (%)2 ['y: Temos

9 ) o 2 o k
(§> F()(SL’,y,t)IQﬁNl (a) <%a) ’71(33,y,t),

onde k = . Usando o Lema 3.2.1 segue

9\ 2 +1) (0 (i) PRE AN G
(a) FO(xaya 261\7120%] t]+2 <§) t]+1 (a) +t_] <§) -

i+j=2k
k<j<2k

Usando o Lema 3.2.3 tem-se

0 iG+1 [/ a\Y 25 [/ o\ L|(9 (+2)
— ) Tyl <2 Cy |2 = - - :
‘(c‘)t) 0 BN;Z%” ti+2 (at) o \ar) M TE|\e) ™
k§]j<2k
jU+nC | 2 ot 1
<2BN17J+22}€C”|: tit2 t H+L ¢ +E t ’
k§]j<2k
1 ](]_'_ ) 1 H—l i+2
< QBNlthrl ch [ Hi—k+2 Ch + - k+1c tJ kO
i+75=2
kzjj<2k

1 jG+D ., .
< 28BN, — Ci{ : Ci + C“rl —ca
Nkt iﬂzz% J Tgfk+2 1 To k+1 Tgfk 1
k<j<2k

para todo z,y € U e t > Tj. Como k = % obtemos

(2t

para todos x,y € U, t > Ty e uma constante const. conveniente.

const

< =, (3.41)

t2

Seja agora o um multiindice tal que a = (aq, - ,an,any1) € NV onde |a| =
N+1
' . alel a\a\ 3 _9lol a9l
E a; < 1. Queremos estimar IE) az/zo, G Iy 5 9 0)° Yo, 5 FEOE I'y. Para tanto

i=1
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basta considerar as derivadas listadas em (3.30) e (3.31) e as estimativas (3.32)-(3.41).

Isto nos permite escrever

it < 5 3.22)
2 et < (3.43)
‘%Fo(x,y,t) < f—,;,g, (3.44)
%mi—j)af‘g(x,y,t) < %, (3.45)

para todo t > Ty > d(U) e todo x,y € U. Aqui Cy, i = 1,2, 3,4, sdo constantes positivas
que dependem de U, das funcoes de Bessel Jy, J; e da constante ¢ da equacao de Klein-
Gordon.

Retomando a férmula explicita da solugdo u do problema de Cauchy (2.1)-(2.3),

conforme expressa nas igualdades (3.28) e (3.29) observamos que

a|a‘ a|a‘

o(, / ot 0w, t)* (z,9,1) dy+/ I, (z,y,t)g(y)dy, (3.46)
aw ol i )

o(z, /8158 (z, 9,1 y+/ A1) (z,y,)g(y)dy, (3.47)

para todos x,y € U e t > Tj.
Utilizando agora as estimativas (3.42)-(3.45) temos

laf

g ol 0
U a(iL‘, t)a

v |oto(x, t)e

< OI;JZVOQ {/U|f(y)!dy+/U|9(y)\dy},

o 09l
| ettt 17 lay + [

< 03:504 {/Ulf(y)ldy+/Ulg(y)|dy}-

Yoz, y,t)| l9(y)|dy

olel
‘8(9:, t)

u<x,t>‘ < wo<x,y,t>‘ )y +

lal

Ww,m\ 9(y)ldy
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Usando a desigualdade de Holder e o fato de que || - |2y < || - [ #1(w), obtemos, em

ambos 0s casos que

olal
a(x,t)“u(x’ t)

para todo x € U, t > T e alguma constante C'onst. > 0.

Const.
< = {I7lman +lglezan}

Finalmente, elevando a ultima desigualdade ao quadrado, obtemos;

glel > K , )
] < g (M ol ) vt T ()

onde K é uma constante positiva que depende de U, das fungoes de Bessel Jy, J; e da

constante ¢ da equacao de Klein-Gordon. Fica assim provado o Teorema 3.2.1.

3.3 Decaimento da energia

Seja agora N um natural arbitrario e nao nulo. Sob as hipdteses do Teorema 3.2.1,
considerando todo multi-indice o € NV tal que |a| < 1, como foi feito na secao anterior,

segue que sao validas as seguintes desigualdades

K
u(e, ) < 55 {1y + Nl § (3.49)
Ju ° K 9 9
S @] < 5 {1l + gl } (3.50)
ou > K .
)| < gy {1 B + ol i = 1o (3.51)

Integrando em U as N + 2 desigualdades expressas em (3.49)-(3.51) e em seguida

somando-as, obtemos;

N +2)K|U
_Lifiiﬂmm b} (352

. H

para todo t > Tj.
Um fato importante é que a desigualdade (3.52) é também satisfeita para solugdes de

problemas de Cauchy generalizado. Como pode ser visto no seguinte resultado;
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Teorema 3.3.1 Sejam U C RN um dominio limitado, f € HY(RY) e g € L*(RY) fungoes

com suportes compactos contidos em U. Se u € H} (RN x R) € a solugdo do problema de

loc

Cauchy generalizado

Lu=uy — Nyu+ Au=0 em RY xR (3.53)
u(.,0) = f em RY (3.54)
u(.,0) =g em RY, (3.55)

entdo existe uma constante real positiva K', independente de f, g tal que

ou 2 K’

Oy + 50| < 3 {1y + gl } (3.56)

L2(U)

para todo t > Tj.

Demonstracao: Sejam (f,)>, C C5°(U) e (gn)5>, C C5°(U) sequéncias de fungoes

tais que
lim f,=f em HY(U) (3.57)
n—00
lim g, =g em L*(U) (3.58)
n—oo

Seja (u,)22 ; solugoes cldssicas do problema de Cauchy para o operador L com dados
iniciais f, e g,. Da Definicao 2.2.1, de solucao generalizada, segue que para cada compacto

K C RY x R, com interior nao vazio, tem-se

lim u,(.,t) =u em H'(int(K)).

n—oo

Além disso, das Proposicoes 2.2.1 e 2.2.2 temos

lim w,(.,t) =u(.,t) em H'Y(RY), (3.59)
ouy, ou 9/ N
Jim —=(,8) =50 () em LARY), (3.60)

para cada t € R.
Aplicando a desigualdade (3.52) a u,, temos

O, ? _ (N +2)K|U|

Ao < TR i + ol

e D)l 2nr + '
L2(U)

para todo x € U e t > Tj.
Passando o limite nesta ultima desigualdade e usando (3.59)-(3.60) obtemos a

estimativa (3.56). O
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Para resolver o problema de controle precisamos também uma estimativa local de
energia, como a estimativa (3.56), para o problema de Cauchy com tempo reverso e dados

iniciais em algum ¢t =T > 0.

Teorema 3.3.2 Sejam U C RN um dominio limitado, f € HY(RY) e g € L*(RY) funcoes

com suportes compactos contidos em U. Considere T > Ty. Se z € HL (RN X R) € a
solucao do problema de Cauchy generalizado
Lz=0 em RY x R (3.61)
2(,T)=f em RY (3.62)
2(,T)=g em RY, (3.63)
entao existe uma constante real positiva K', mdependente de f,qg tal que
0z ? 9
I Ol + |50, < 7w I By + ol ) (369)

para todo T > Tj.

Demonstragao: SejaW € H. (RY xR) a solugao do problema de Cauchy generalizado

loc

LW(.,7)=0 em RY x R
W(,0)=f em RY
W.(.,0) = —g em RY

A estimativa (3.56) do Teorema 3.3.1 aplicada a W fornece

K/
= {1710y + 9120 }
)

para todo 7 > Tj. Fazendo 7 =T — t e observando que

W) e H

0 0z
—WI(.T—t)=——(..1
or (- ) 815(’ )
obtemos da estimativa acima
0z 2 K’
2O + = (., ¢t <—{ 2 + g% }
IOl + 55 oy S T (Wl + Dol

sempre que T'—t > Ty > d(U).
Agora, fazendo ¢t = 0 na ultima desigualdade e lembrando que 7' > T segue (3.64). O
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Assim, em H}(U) x L*(U), podemos definir o operador linear limitado

Sr: HY)U) x LA(U) — HYRY) x L*(RY),

dado por Sz(f,g) = (2(.,0), %(.,O)).

Em geral podemos definir S; para todo t > 0 e, analogamente & estimativa (2.36), vale

ngs(f, g)”Hl(RN)XLz(]RN) < \/EH(f, 9)||H5(U)xL2(U)

para todo f € H}(U) e g € L*(U) e alguma constante C' > 1

Agora reescreveremos as estimativas (3.56) e (3.64) utilizando os operadores Sr, Sy
e o operador R de restri¢do ao conjunto U. Usando a norma |[|(.,.)||%: (BN)x L2(EN)

113 ey T - ||L2(RN), as estimativas (3.56) e (3.64) se transformam em:

| RST(f, Q)HHI(U xL2(U) — (., )HHl(U + H%(wT)H%%U) <

| /\

LBy + 1930 }

(3.65)
IBS (£, 9 i ez = 1205 0) 17

Sl FACIU]

IN

L {||f||3p<u> + ||9||%2<U)}

(3.66)
As estimativas (3.65) e

(3.66) mostram que RSy e RSy sdo contracoes se T é
suficientemente grande.

Tais estimativas serao utilizadas explicitamente na resolucao

do problema de controle para a equacao linear de Klein-Gordon que sera estabelecido no
capitulo 5.



Capitulo 4

Extensao Analitica

Sejam © C RY um dominio limitado, Q5 = Q + B(0,4), § > 0, e Ty > d(£;). Seja Xg

o setor do plano complexo dado por

Yo = {C:To—l—z; larg z| < %}

Neste capitulo o conjunto €25 fara o papel do conjunto U do capitulo anterior.
Assim, o operador R, de restricao ao conjunto U sera agora restricao ao conjunto {24
o que passamos a denotar por Rs. O objetivo deste capitulo é estender as familias de
operadores { RSt }r>T, € { RsS7}>T,, definidos nos capitulos anteriores, para parametros
T complexos variando no setor Y. Provaremos que tal extensao é analitica.

Afim de simplificar a notacdo usaremos apenas Sy, S para denotarem RsSr e RsSt

respectivamente. Portanto, daqui para frente St denota o operador
ST : H&(Q(;) X L2(Qg) — Hl(Q(;) X L2(Q(;),

definido por

0
St([fs,95) = (us(., T)|Q<sa aud" T)|Qa)7

onde us é a solugao do problema de Cauchy generalizado

Lus =0 em  RY xR, (4.1)

us(z,0) = fs em RN, (4.2)
0

% z,0) = gs em RY. (4.3)

67
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com f5 e gs estendidas por zero fora de €.

No que seguird, a familia analitica {S;}¢ex, permitird provar controlabilidade exata
na fronteira, para a equagao de Klein-Gordon em tempo 7' proximo ao diametro de §2,
com dados iniciais em H'(Q2) x L?(Q2). Em [16] J. Lagnese usou este argumento para a

equagao da onda em H?(Q) x H*(Q).

4.1 A extensao

Como foi visto no capitulo 2, a solugao do problema (4.1)-(4.3), com dados iniciais

f5 € C2(RY), gs € C*(RY), suppfs, suppgs C s, é dada explicitamente por

u(z,t) = 28w, [2 (1 0 ) N ( g coslev/t? — ly — o f(;(y)dy>

ot \ t ot 2 =y — ]
o (4.4)
10Y 7 coslcy/t? — |y — x|?]
+ (za) ( o, R 96(?J)dy> ]
se N >2épare
o\ 7T
u(z,t) = 7B, [% (%5) (/Q Jo(e /12 — |y — x|2)f5(y)dy)

' (4.5)

n G%) - (/96 Jo(cm)ga(y)dy> ]

se N é fmpar, para todo x,y € €05 e t > T. As constantes [y, e [y, foram introduzidas
nas férmulas (3.9) e (3.10).
Seja agora fs € H}(5) e g5 € L*(Qs), definamos

B 0 (10N = ([ cosley/B—]y—a])
U1($7t> —- 25]\71 [_ <¥5> ( 0, m fa(y)dy>

ot
N (1 8)2< [ cos[cy/t? — ly_x‘Q]g(g(y)dy)]

tot 12 — |y — z|?

(4.6)
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va(,t) =: TP, [% (%%);1 (/Q(s Jo(Cm)fa(y)dy>

N (%%) N ( / 5 J0<cm>gé<y>dy) ]

onde, x,y € Qs, t > T.
Nosso objetivo agora é mostrar que a solu¢ao us do problema de Cauchy (4.1)-(4.3)

também pode ser representado pelas férmulas (4.6)-(4.7) para x € Q5 e t > Tp.

As funcdes 7y, 0, e &, 1 sdo continuas no compacto 5 x Q5 x [TO, \/(M)Q + (d(Qg))Q-I—l] .

c

Usando este fato juntamente com os lemas 3.2.2 e 3.2.3 concluimos que existem constantes

positivas C;, i = 1,--- ,6 tais que

(12)*2 cosfey/P Ty —aP]| _
V= |y —xf?

5 Ty — 22
9 (10 coslcy/t2 — |y — x|?] <0,
ot \ 't ot VE =y —af?
2 52 2 _ [y — 72
a9 10 coslcy/t? — |y — x|?] <C
ot t ot 2 — |y — x|?
10\ *
— 2 _ — 7r|2)| <
(t@t) Jo(en/ 2 — |y — z]?)| < Cy,
VA AN —
— | —— 2 _ — 2r2)| <
ot (tat) hlevt =y =af)) < Cs,

ON>/10\ %
_ —_ 2 _ — 7r|2)| < ,
(Gt) (t@t) Jo(Cvt |y 5U|) < Cs

para todos x,y € Qs, t > Ty. Assim, nas expressoes de vy, %Ul, vy € %02 podemos colocar

as derivadas dentro do sinal de integral.
Sejaus € H} (RN xR) a solugao com energia finita do problema de Cauchy (4.1)-(4.2).

Existem sequéncias (ff), (g§) C C5°(£25) tais que
f§—>f5 em HI(Q5)a

9 —gs  em  L*Q),
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onde suppf¥, supp gt C Qs, para qualquer natural n. Seja uj} € C*(RN x R) solugao

classica de

Lu} =0 em  RY xR, (4.8)
ug(x,0) = f§ em RY, (4.9)
aaut‘; (x,0) = g5 em RY. (4.10)

Da definigao de solugao generalizada do problema de Cauchy (4.1)-(4.2) segue que, para
todo compacto K C RY x R, com int(K) # () tem se,

Uy — Uus em H'(int(K)).

Mais ainda, vale a representacao

W3, t) = 2B, [3 (1 6) ( / | cosfey/t? — ly — a1 ”(y)dy>

ot \ t ot 2 — |y — |2
. (4.11)
10Y) 7 coslcy/t? — |y — x|?]
+| -5 5 (y)d ,
(tat) (/95 e — 95 (y)dy
se N>2épare
o (1o *
N f) o0 (10 N
w3 1) m[m(t&) ([ BlevE=Ti=ar) sy
(4.12)

L (%%) - (/95 Jo(cm)g?(y)dy> ] ,

se N é impar. Para todo x € Qs et > Ty.
Seja K C RY x [Ty, oo[, um conjunto compacto com interior nao vazio. Mostraremos
que

uf —s vy em L*(K), se N épar
uy — vy em L*(K), se N éimpar.
Uma vez provado isto, da unicidade do limite em L?(K), seque que
vy =u; em L*(K),

vy =us; em L*(K),
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para todo compacto K C RY x [Ty, oo[ com interior nao vazio.

Segue desta discussao que
us = vy, quase sempre em RY x [Tj, o[, se N é par

us = vy, quase sempre em RY x [Ty, [, se N é impar

ou seja, a solucao generalizada us é dada explicitamente pelas férmulas (4.6)-(4.7) quase
sempre em RY x [Tp, cof.
Passemos a prova da convergéncia uf — vy, em L*(K). O caso u} — vy é analogo.

Considerando as férmulas (4.6) e (4.11) temos

C2|f§(y)—fa(y)|dy+/ Cilgs (y) — gs(y)|dy | ,

Qs

[uf (x,t) — vi(x, £)] < 26w, [/Q

)
l n n
< 2By, max{Cy, Co}|Qs|2{[|f5 — fsllmrs) + 195 — 95|l 2005 }-

Como f§' — fs em H'(Qs) e g — gs em L?(Qs), segue que u,, —> v; uniformemente
em int(K). Logo u} — vy em L*(K), como queriamos demonstrar.

Nosso objetivo agora consiste em mostrar que, no caso N impar, a solugao generalizada

s, 1) = 2, [% (i) - ([ wevE=Tr=sPrstnan)

(4.13)

N (%%) N(/Qg Jo(cm)ga(y)dy) ]

e sua derivada % sao expressas como combinagoes lineares de integrais da forma

1

t_p fn,T(xa yat)h(y)dya
Qs

onde p ¢é inteiro positivo, h representa um dos dados iniciais f5, gs, € &, 1 € definida em

(3.14). No caso em que N é par, mostraremos que a representacao da solugao generalizada
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o (1o * Ve =y —aP
(4.14)

.\ (1 9 ) ( i cos[ch%@)dy) ]

tot 2 — |y — z|?

e sua derivada 88% sao expressas como combinacao linear de integrais da forma

1 1
— [ w(zy,)hy)dy, — | O(z,y,t)h(y)dy,

t? Jas 19 Ja,
onde p, g sao inteiros positivos, h representa um dos dados iniciais fs5, gs, € v, O sao

definidas em (3.12) e (3.13).

Agora, derivando as férmulas (4.13) e (4.14) em relagao a t, obteremos

008 (1, 1) = 25 [ [(2) (20) " e

ot ot) \tor N
. (4.15)
+/ O (1O 7 cosle/8 — [y — z’] (y)d
s Ot \ t Ot V2 — |y — z|? ek
se N >2épare
B N2 /10\ *
S =i [ () (75) eV ly=aP)udy
ot 0, \Ot t Ot
(4.16)

se N ¢é impar.

Usando a féormula de derivagao

1 0\ 1/ 9\"

i+j=2¢
1<j<20

obtida no Lema 3.2.1, temos
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9 /1 9\t i (oD 1 /a\0tY
i) 1= 2 o [W(a) () | 1)

i+j=2¢
0<5<20
OV(L 0V s i (0)0 2 0y 10y
ot t o E ot i+l \ ot ti \ ot '
e§§<2é

(4.19)

As formulas acima serao usadas na demonstracao do lema a seguir.

Lema 4.1.1 Se N ¢ impar, a solugdo us do problema de Cauchy generalizado (4.1)-(4.3)

e sua derwada 6{5 sao expressas como combinacoes lineares de integrais da forma

1

tp En 7«(.1' Y, )h(y)dy? n = Oa 17 (420)

L it ” N-1
onde p € inteiro positivo tal que p +r > =5—.

Se N € par, us e a&;; sao combinagoes lineares de integrais da forma

1 1
o | @y D)y, [ Oz, y, Dh(y)dy, (4.21)
Qs Qs
com p, n, k inteiros positivos, onde p + v > % eq+k > 22" Em ambos os casos
x € Qgs, t > Ty e h representa o dado inicial pertinente.
Demonstracao: Consideremos inicialmente N impar. Seja ¢ = N; M-l usando as

férmulas (4.17)-(4.19) na expressio (4.13) de us e também na expressio (4.16) de 2us,

95 sdo combinacoes lineares de termos da forma

vemos que us € B

o\’ o\’
%(E) o, o.0(w,y,t)h(y )dy— L (875) o.0(7,y,t)h(y)dy

paraxeﬁget>T0,ondeE<T<N+160§S§w~

Quando N é par, tomando ¢ = 22 e usando as férmulas (4.17)-(4.19) nas expressoes

2

gtu(; sao combinagoes de integrais da forma

%(%)S/Qé 1@,y h(y)dy = - - (%)S%(x?y,t)h(y)dy

paraxEQget>T0,onde¥<T§Ne0§s§%.

(4.14) e (4.15), concluimos que us e
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Do Lema 3.2.2 segue que, (%)8 0,0 ¢ combinacao linear de termos ¢, ., onde n = 0, 1
e o < min{r,s}. Do mesmo lema, segue que (%)S 71 € combinacao linear de termos da
forma t™0,,t*y, onde m < min{v, s} e o < min{k,s}. Assim, concluimos que para N
9 15 sdo combinacoes lineares de termos da forma

fmpar, us € 3

1 a 1 1 y—x r
L g (e h(y)dy = — / L eVE =Ty =P (1L hy)dy. (4.22)
Qs t Q(St t

t‘l'

gtu(; sao combinacgoes lineares de termos da forma

7 L ety = = [ cos(e/E =PI ) )y, (423)

Para N par, us e

t Jo, pr—a [tk
1 1 1. 5 5 y—x.,
m 9k(w y, t)h(y)dy = ), t—ysm(cvt =y —2?)x(| ; D"h(y)dy.  (4.24)
5

No caso N fmpar, temos a < min{r, s} e % <7< N+1,dai, segue que 7+r—a >

=L Logo (4.22) é equivalente a

1

" §m(x y, h(y)dy,

onde p =7 — a. Com isso o lema fica provado para N impar.

Se N é par, temos m < min{y st e a < min{k,s} e 52 < 7 < N. Assim,

THrv—m> 2 er+k—a > 822 Logo (4.23) e (4.24) sdo equivalentes, respectivamente
a
1 1
o | @y Ohy)dy, o [ Oz, y, Dh(y)dy,
Qs Qs

onde p=7—meq=T— «. Isso prova o lema para o caso em que N é par.

Im(z)
Re(z)

<1

Seja agora ¢ = Ty+ 2z € ¥Xo. Como |argz| < 7, entdo |tan(argz)| < 1. Dai

Y

e portanto, |Re(z)| — |Im(z)] > 0. Sejam z,y € Q5. Como
(C — |z —y[?) =17 +2Tpz + Re(2)* — Im(2)* + 2Re(2)Im(2)i — |y — z|?,

entao

Re(C* — |z —y>) = TO2 + 2Ty Re(2) + Re(2)* — Im(2)? — |y — =|?,
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2 T02(1 - 772)7

onde 71 é escolhido de tal forma que d(TLO‘S) < mn < 1. Assim, para ( € ¥y e z,y € (s

obtemos a desigualdade

1 = |z =y’ =2 T5 (1 — ). (4.25)

Como Re(¢* — |z —y|?) > T¢(1—n?) entdo |arg(¢* — |y —z[*)| < 2. Fixados z,y € O,
escolhemos o ramo de ((?— |z —y\Q)% em que a parte real é positiva. Assim, paray,z € Qs

fixos, obtemos a fungao analitica

%03 ¢ — (= |z —y)?

cujos valores estao contidos no setor

Zn:{(:gz\/l—n2To+z : ]argz|§£}.

Convém agora definir a fungao
_k
203 (= F(Q) = (¢ =z =),

onde k = 1,2,---. A funcgao Fj, é analitica no interior de ¥ e, devido a desigualdade

(4.25) obtemos
1
FOI<——, k=1,2,---, 4.26
FOIS s (4.20)
para todos x,y € (25 e ¢ no interior de Xge k=1,2,---.

Para x e y fixos, as funcoes de (

C'_)Jn(CVCQ_‘:U—yP)? 7’L=O,1,2,'~- ) (427)
¢ — cos(ey/C = o — yPP), (4.28)

¢ —> sen(c\/ 2 — |z — y|?), (4.29)
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sao também analiticas no interior de »3. Logo, as funcoes de (

cos(cy/¢* — [y — )

’Yk(xayag) = (CQ— |y_x|2)§ )
ek($ y C) _ Sen(c\/ C2 B |y _ (L’|2)
. (—ly—=zP)?
Gualay,¢) = THVE W)
o (C—ly—a)s

sao analiticas no interior de X, para todos z,y € Qs e n,k =0,1,2,---.

Pela desigualdade (4.26) temos

_ |eos(en/¢? — |y — z?)]
(9, Q)] = TR (4.30)
sen(cy/C? — |y — x|?
T5(1—n?)>
|l =y — z?)]
[&n (2,9, Ol = T (4.32)
para todos x,y € Qs, ( € Xg,en, k=0,1,2,---.

As fungdes (4.27)-(4.29) sao analiticas no interior de ¥y e continuas em relagao aos
parametros z,y € Qs. Entdo, para cada vizinhanca compacta VCO de (p existe uma

constante real positiva F, de tal forma que vale

(2 O 0k O a0, ) < e (4.33)
para todos =,y € Qs, ¢ € VCO, n = 0,1 e k conveniente.
Devido a desigualdade (4.33) temos

(1, OBy < ——0 1A 20 (4.34)

% TH1— )t
(1, Ol (W) dy < ——% bl 21 (4.35)

Qs TH(1—n?)2
[ 10w Ol < — 1o (430

Qs Té“(l —n?)2
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para todos z € 5, ¢ em VCO, onde n = 0,1 e k conveniente. As desigualdades

(4.34)-(4.36) garantem que as integrais [, &ui(®,y,)R(y)dy, [o (. y, )h(y)dy e

an O (x,y,t)h(y)dy, ficam ainda bem definidas quando trocamos ¢ por (.

Como us e Sus sdo formadas por combinagdes de integrais do tipo (4.20)-(4.21), entéo

podemos podemos estende-las ao setor complexo ¥y fazendo simplesmente a troca de ¢

por ¢ nas férmulas (4.13)-(4.16). Com isso, pelo Lema 4.1.1 concluimos que us(., () e

%w(., () sao combinagoes de integrais da forma

1
5 [ Gt Onta, (4.37)
¢ Ja,
se N é impar, onde p 4+ r > %, n=20,1,e
1 1
5 [ e Opds. [ 6ty Ont)dy, (438)
P Ja, 1 Ja,

se N é par, onde p+v > # eq+k> %, para todo z,y € Q5 e ( € X.
Sejam
Vo () = Hy (Q25) x L*(Q),
VI (Qs) = H'(Q5) x L*(Ss),

e St : Vi (Qs) — V1(Qs), com T > Tp, como definido anteriormente. Da desigualdade
(2.36) segue que Sy é um operador linear limitado.

Consideremos agora os seguintes operadores projecoes
Py HY(Q5) x L*(Qs) — H'(Qs),

Py H'(Q5) x L*(Qs) — L*(Qs),

definidos por Pi(f,g) = f e P»(f,g) = g. Temos entao

PlsT(U5(., 0), %(, 0)) = U5(., T),
P,Sy(us(.,0), %(.,0)) = %U5(.,T).

As familias de operadores lineares limitados { Py.St}r>7, € { PoSt}r>7, tem um papel

importante, como mostra o seguinte resultado.
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Proposicao 4.1.1 Sejam os operadores P;Sr, (i=1,2) como acima definidos. Se para
cada i = 1,2, a familia de operadores {P;Sr}rst,, se estende analicamente para
pardmetro complexo no interior do setor ¥y, entdo a familia {St}r>1, também se estende

analicamente a este setor.

Demonstracao: Sendo F;S¢, i = 1,2, analitica, para ¢ € Xy, segue que

lim PiScn) — BiS(
existe, para (i=1,2). Como
2
lim |2 = S© _
n—0 n H(Q5)x L2(s)
2
— lim <wa<-=<+n> —wy(, ) Fws(C+m) — %m(.,o)
n—0 7] 7] o (Q(;) « L2 (Q(S)
PiSicim — PSS |I? PySicim — P2Sio ||
= lim || =2 (C+m) 19(¢) 4 lim 29 (¢+1) 29(¢) '

Como os limites do lado direito da tultima igualdade existem, devido a hipdtese,

concluimos entao que os limites do lado direito da tultima igualdade existem, logo
Stetn) = S
n

lim

existe, e assim o resultado segue. a
n—0

H(Q5)x L2 ()

Como mostramos anteriormente, as fungoes de t > Tp, us(.,t) e %w(., t) se estendem
para t = ¢ € Xy. Logo, as familias {P1Sr}r>1, ¢ {P2Sr}irsn, se estendem para o
parametro ( € Y.

Nosso proximo passo é provar que os operadores lineares limitados F;S¢, ¢ = 1,2 sao

compactos. Para isto consideremos o resultado a seguir.

Lema 4.1.2 Sejam ¢,n e k inteiros nao negativos.

a) A derivada

9 /l
(8%) fn,k(%% C)7 €,y € 957 C S ZO

€ expressa como combinacao linear de termos da forma

(yi - xi)sgp,kJrr (.Z', Y, C)
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em que p € inteiro, s e v sao inteiros nao negativos satisfazendo; n — € < p < n,

r <20 es<min{rl}.

b) As derivadas

a1\ 8\
(8x) %(%?J;Oa (8(1]) ek:(x7y7g)7 xayGQ(ﬂ CEEO

sao expressas como combinagdo linear de termos da forma (y; — ;)™ 0k, € (y; —
) Yetr, Oonde T, 8, M, v, sao inteiros positivos tais que r,v < 20, s < min{r,{} e

m < min{v, (}.

Demonstracao: Procedemos de forma andloga na demonstracao do Lema 3.2.2. Basta
trocar ¢ por x; no Lema 3.2.2 e observar que os fatores do tipo (y; — x;) aparecerao na

medida em que calculamos as derivadas em relacao a x;. a
Proposicao 4.1.2 Para cada ¢ € Y, as funcoes de x

z — ug(., ),

T — 2u(;(.,C),

¢

sao de classe C®(s) e limitadas em ;.

Demonstracao: Para provar que as fungoes acima sdo C(€)5) é suficiente provar

que as derivadas parciais (a%)‘;, {=1,2,---, existam para todo xz € )s. Como vimos

anteriormente, us(.,¢) e a%u(;(., () sdo combinagdes lineares de integrais da forma (4.37)
se N é fmpar e da forma (4.38) se N é par. Assim, temos de garantir que as derivadas
(52-)* podem ser efetuadas sob o sinal de tais integrais.

Pelo lema 4.1.2, segue que (%)efn’k(m, y,() é combinacao linear de termos da forma

(i — 2:)°Enetr(2,y,C), onde s < min{r,{} e que (a%i)z'yk(x,y, () e (a‘;)zﬁk(z,y,o sao
combinagoes lineares de fungoes da forma (y; — ;)™ Virw (2, ¥, C) € (y; — ;)°Opsr (2, Y, C),
onde m < min{v,l} e s < min{r, (}.

Como s é um dominio limitado e ( estd fixo, segue da desigualdade (4.33) que
(%)Zﬁn,k(x,y, ), (%)Z'yk(m, y,C) e (a%i)@k(:x,y, ¢) sdo limitadas em Q. Assim, podemos

efetuar a derivada (52)’ sob o sinal de integragao.
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Como as funcoes de x

T — gn,k(x7y7 C)7
T +— ")/k(.fl?,y, g)a

T — ek(w7y7 C)a

sdo de classe C*(€), (¢ = 1,2,---), e limitadas em Qj, devido a desigualdade (4.33).

Concluimos entao que ug(z, () e (%U(s(l’, () sdo C>®(Q;s) e limitadas em Q.

Como
8U5

e (s, 0 52,0 ) = usl. ),

Pise (05,0, 52,0 ) = G200
entao, pela Proposicao 4.1.2 segue que a imagem dos operadores FP;S¢, ¢ = 1,2 estao
contidas em C*(Qs) N H?(Qs). Agora, C(Qs5) N H?(Qs) C H?(2s) com imersao continua
e H?(Qs) C H (), 1 = 0,1, com imersao compacta, conforme vista no capitulo 1, imersao
(1.1). Assim, concluimos que as familias de operadores lineares limitados {P,S;}ces, €
{P,S; }cex, sao também familias de operadores compactos e portanto também o é a familia
{S¢}ces,- Particularmente, a familia de operadores lineares limitadas {St}rs7, é também

compacta.

4.2 A analiticidade da familia {S;}ceyx,

Neste paragrafo nosso objetivo é mostrar que as familias de operadores compactos
{P1Sc}eex, € {P2Sc}ces, sao analiticas no interior do setor ,. Para tanto, é suficiente
mostrarmos que tais familias sao fracamente analiticas em vista do Teorema 1.1.1. E
importante observar que nesta secio estaremos considerando os espagos H*(€s), i = 0,1,

como complexificados.

Teorema 4.2.1 As aplicagoes

%03 ¢ — PiS¢ € B(Vy (Qs), H' (%))
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%0 3 ¢ — PS¢ € B(Vy (), L*(2))

sao analiticas no interior de .

Demonstracao: Identificaremos H' e L? com seus respectivos duais, via o Teorema
de representacao de Riesz. Em vista do Teorema 1.1.1 basta mostrar que as funcgoes

complexas
Yo D C — F(C) = <P15§’LU,’U>H1(Q(S) S C, w € %1(95), NS Hl(Qg),

03¢ — F(C) = <PQS<IU,U>L2(96) eC,, we ‘/61(95), (NS LQ(Q(;),

sao analiticas no interior do setor Xy . Provemos primeiramente a analiticidade da funcao

F. Para cada w € Vi (Qs) e v € H'(Qs) temos

0
(PLScw, v) g1 (y) :/ us(z, C)v d:p—l—Z/ ugs(x,C) pe —uv(z)dz.
Qs

Z; A
Dependendo da paridade de N as férmulas que representam a fungao wg(.,() sao
distintas. Assim, é conveniente, para um melhor entendimento, dividiremos a prova nos
casos em que N é impar e em que N é par.
Se N é impar, a funcdo PyS;w(z,() = us(.,¢) é combinacdo linear de integrais da

forma (4.37). Como

0
%fn,k(%% C) = c(yi — vi)én1x11(7,y,C) — (n+ k) (yi — 2:)nrra(, 9, (),

~ 8 ~ . ~ . . .
entao us(., ¢) e zo-us(., ) sdo combinagoes lineares de integrais da forma

Clp Enk (@, Q) (Y — =) h(y)dy, (4.39)

onde p+ k > % es,n=0,1.
Assim, para este caso, concluimos que F' é combinacao linear de integrais da forma

1 . 3—l
/95 @ Jo, En (Y, O)(yi — 1) h(y)dy(ag;) v(z)dr, (4.40)

onde s, =0, 1.
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Usando o teorema de Fubini, segue que F' é combinacao linear de integrais da forma

1
5[ vstey.Oddy (4.41)
C Q(;XQ(;
]
sendo ¢(w,y) = (yi = :)°h(y) (5% ) v(@) e 5,0 =0,1.
Logo, para mostrar que a funcao F' ¢ analitica no interior de Yy, é suficiente mostrar

que

Z]0 = C — C_lp 1[)(.13, y)ﬁn,k(xa Y, C)dl’dy, (442)
Qsx Qs

é analitica ai neste setor.

Como

0
8_C€n7k<‘r7 Y, C) = ngnfl,k+l(x7 Y, C) - C(n + k)gn,kw(% Y, C)J

entdo, pelas desigualdades (4.33), segue que

‘%fnk(x, Y, C)‘ < const., (4.43)

em V¢, onde V; é uma vizinhanga de ¢ em Y.

Como ¥ € L' (s x Q5) entao

/S;(;XQ(;

para todo z,y € €)5. Esta ultima desigualdade garante que a derivada a% pode ser efetuada

9
o

&M&OW@MMWSW%WMmmw

sob o sinal da integral em (4.42). Isso comprova a analiticidade da fun¢ao (4.42) no interior
de Xy, pois &, (7, y, () é al analitica. Consequentemente, temos a analiticidade de F' no
interior de >g.

Caso N > 2 é par, us(.,() é combinagao linear de integrais da forma (4.38). Como

0
o Te(2, 4, €) = —c(yi = 20)0k41 (2., €) = k(ys = zi)ys2(2, 9, ),

0
5 e, €) = e(yi = 20)0k41 (2,9, €) = k(ys = zi) yws2(2, 9, ),

~ a ~ N ~ . N o
entdo, para este caso, ugs(.,() e 8—xiu(5(., () sao combinagoes lineares de integrais da forma

1
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onde p + k, q—|—1/> es=0,1.

Assim, concluimos que F' é combinagao linear de integrais da forma

1 9\
/955/95 vk(yi—xi)sh(y)dy(axl) x)dz, /m T /95 O (yi — 2:)° )dy<al,i) v(x)dz,

onde s, =0, 1.

Usando o teorema de Fubini nas integrais (4.45), segue que F' é combinagao linear de

integrais da forma

! Ol y)wey, Odady, — | p(e,y)8,(e.y, Odady,  (4.46)

Cp Q§ X Q§ C Q(; X Q(;

]
onde ¢Y(x,y) = (y; — a:i)sh(y)<a%i) v(x), sendo 5,0 =0, 1.

Assim, para mostrar que F' é analitica no interior de Y é suficiente mostrar que

S0 3¢ Clp /5;5><Qa (. y)0k(2,y, Q)dady, (4.47)
503 ¢ — 2’ (@, 9)Enn(,y, C)dedy, (4.48)
Q5 x Qs

sao analiticas no interior de Xg. Como

0
aC’Vk(x » Y, g) = _CCQk-H(x? Y, C) - kC’Yk-l-Q(xa Y, C)a

0

8_<9k<$ 'Y, C) = CC7k+1(‘T7 Y, C) - k69k+2(xa Y, C)?
entao, por usar a desigualdade (4.33), segue que

‘ 0

a—C’yk( U, Q)| Or(z,y, ()‘ < const., (4.49)

em V. , onde V¢ é uma vizinhanga compacta de ¢ no interior de .

Como ¢ € L' (Qs x Qs), temos

/f;(;XQ(g
/(;gXQ(;

a—CV

km%QmeWWSwMMMMWM»

0
&@@%ﬁwmeWSwMMMMWM»
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para todo x,y € €25 e ¢ € V. Isso entao garante que a derivada a% pode ser efetuada sob
o sinal de integral em (4.49) e (4.48). Assim temos comprovada a analiticidade de F', no

interior de Y, para o caso em que N > 2 é par.

Provemos agora que a fungao

['(¢) = (PaScw,v) 2(05) = / PyScw(z, C)v(x)de
Qs
¢ analitica no interior de .
Como no caso anterior vamos separar os casos em que N é par e N impar.

Se N é impar, entao P,Scw = (%u(;(., ¢) é uma combinagao linear de integrais da forma

(4.37). Assim, I' é combinagao linear de termos da forma

/Q — [ gunley. Qhly)dyo(@)da, (4:50)

5Cp Qs
onde n=0,1, p+k > .

Usando o teorema de Fubini segue que I' é combinacao linear de integrais da forma

1
5[ vgstey.Oddy (451)
g Q(;XQ(;
sendo ¥ (z,y) = hs(y)v(x). Logo, para mostrar que I' é analitica no interior ¥, é suficiente
mostrar que a funcao
ity > (— (@, y)6nr(2,y, Q)dzdy,
Q(SXQ(S

¢é analitica. Mas isso segue do caso anterior.

Se N ¢é par, entao entao PScw = 6%%;(., ¢) é uma combinagao linear de integrais da

forma (4.38). Assim, I' é combinacao linear de termos da forma

1 — 1 -
/96 @/@5 Vi, y, Q) h(y)dyv(x)de, /95 5/95 0,(x,y, ()h(y)dyv(x)dz, (4.52)

parap+k,q+v > %,todo r,y € Qs e ( € Xy.

Usando o teorema de Fubini, segue que I'" é combinacao linear de termos da forma
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<p Q,; X Q,; Cq Qé X Q(g

onde 1(x, y) = hs(y)v(z).

Dai, mostrar que I'" é analitico no interior de ¥, é suficiente mostrar que as fungoes

complexas
Yo (r— U@, y) (@, y, C)dxdy,
Q5 XQ(S
Y3 (@, y)0,(x,y, Q)dxdy,
QgXQ(g
sao analiticas. Mas, isso segue de modo analogo ao que foi feito no caso de F. a

Do teorema acima segue que as familias de operadores { PS¢ }ces, € {P2S¢ }ees, sao
analiticas no interior de 3. E com isso, concluimos que a familia de operadores compactos
{Sr}r>1, se estende analiticamente a familia de operadores compactos {S¢}cex, nO

interior do setor ¥y, como gostariamos de mostrar.



Capitulo 5

Controle Exato na Fronteira para

Equacao de Klein-Gordon

Neste capitulo resolveremos o problema de controle exato na fronteira para a equacao
linear de Klein-Gordon, cujo controle age sobre toda fronteira do dominio. Aqui iremos
considerar dominios mais gerais do que aqueles de fronteira C'*°, como considerados em
[16] e [24].

A contribuicdo que apresentaremos neste capitulo consiste em mostrar que a equacao
de Klein-Gordon é exatamente controlavel na fronteira de um dominio €2 suave por partes
e sem cuspides, com controle do tipo Neumann, de quadrado integravel. Além disso,
mostramos também que o tempo de controle T pode ser qualquer valor maior que o

diametro de €.

5.1 Problema de valor inicial e fronteira

Seja Q € RY, N > 1, um dominio limitado, com fronteira I suave por partes e sem
cuspides. Assumimos que () situa-se somente em um lado da fronteira. Logo, o vetor

normal externo v = v(z) é definido em quase todo ponto z € I'. Assumimos ainda,
k

I'= U 7;, onde cada v, é parte compacta de uma variedade ¥; C RY, N —1 dimensional
j=1
de classe C*°, com int(v;) # (0 para todo j e int(vy;) Nint(vy) = 0 se | # j. Cada parte v,

36



87

da fronteira de 2 é chamado de face do dominio 2.
Se = € int(v;) para algum j, podemos assumir que o vetor normal v(x) coincide com
o proveniente da parametrizagao usual de X, salvo a uma mudanca de orientacao. O

dominio Q7 = 2x]0, T[ é um dominio suave por partes e sem cuspides cujas faces laterais
k
sao Aj =, x [0,T], 7 =1,2,--- k. Dal, U A; é a superficie lateral de Q7.

Jj=1
Definimos agora a nocao de solu¢ao para problemas de valor inicial e fronteira que

utilizaremos aqui.

Definicao 5.1.1 Seja T' > 0 um nimero real. Seja Q C RN, (N =2,3,---) um dominio

suave por partes cuja fronteira se escreve como

k
j=1

Dados (f,g) € HY(Q) x L*(Q) e h € L*(I'x]0,T[), uma funcio u € H'(Qx]0,T[) é

solugao do problema

Lu=0 em  Qx]0,T], (5.1)
u(.,0) = f em Q, (5.2)

0
F0=9 em 0 (53)
% =h em I x [0,7T], (5.4)

se existir uma sequéncia (u,) C C=(Q2 x [0,T]) satisfazendo as sequintes condigies;

a) Lu, =0 em Qx]0, T, n=1,2,---
b) Tim u, =u em HY(2x]0,T),

c) nh_)rgoun(,O) =f em HY(Q),

D i B0y =g em 12@),

¢) lim (a“”) —h em L2(I'x]0, TY).

n—oo \ Ov
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Com esta nogao de solugao o problema misto (5.1)-(5.4) fica bem posto, ver [17].
O préximo teorema nos fornece um método para obtermos a solucao do problema

misto (5.1)- (5.4). Para isso consideremos o seguinte problema de Cauchy;

Lu=0 em RY x R, (5.5)
u(.,0) = f em RY (5.6)
%(.,O) =g em RY, (5.7)

onde f € H'(RY) e g € L*(R") sao fungoes com suporte compacto.

Teorema 5.1.1 Seja (f,g) € H'(RY)x L2(RY) um par de fun¢oes com suporte compacto
e seja Q C RY, (N = 2,3,---), um dominio suave por partes sem cispides. Se u €

Hl

loc

(RN x R) € solu¢io do problema de Cauchy (5.5)-(5.7) e T > 0 é um nimero real

dado, entao u admite traco % = h € L*(I'x]0,T]) e a restrigio Ujgpo.0p = U G0 dominio

0,T[
Qr = Ox]0, T[C RNTL € solugdo do problema de valor inicial e fronteira (5.1)- (5.4) com

dados iniciais fi, € H'(Q), g, € L*() e h € L*(I'x]0,T).

Demonstracao: As estimativas usuais de energia nos garantem as condigdes (b), (c) e
(d) da defini¢ao 5.1.1. O Teorema de trago 1.3.1 nos assegura a existéncia de h. Defina
@ = ulg, usando a defini¢ao de solugao de problema de Cauchy, solugao de problema de
valor inicial e fronteira e também a definigao de trago da derivada conormal (Definigao

1.3.1) obtemos o resultado. O

5.2 Controle exato na fronteira para equacao de

Klein-Gordon

Para um melhor entendimento do problema de controle exato iniciaremos esta secao
explicando intuitivamente o significado fisico do mesmo. Para o caso N = 2, suponha
que temos uma membrana a qual esteja perfeitamente esticada e que em seu estado
de repouso ocupe a regiao (). Suponhamos ainda, que tal membrana esteja vibrando
por ter sido inicialmente perturbada de seu estado de repouso, por uma forca externa

transversal. Suponha também que o meio onde a membrana se encontra promove uma
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forga restauradora proporcional ao deslocamento da mesma. Esse tipo de problema ¢é
modelado pela equacao
Fu Au+ ctu = 0. (5.8)
ot?
A equagao (5.8) é conhecida na literatura como equacao de Klein-Gordon linear. A fungao
u(z,t) indica a posi¢do da particula x da membrana no instante t e %—?(:1:, t) representa a
velocidade da particula x da membrana no instante t.

Para a situacao acima referida é colocado o seguinte problema de controle: encontrar
um tempo finito 7" > 0 e uma maneira de atuar na fronteira I' da membrana 2, de
modo que, no instante T a vibragao da mesma atinja em um estado desejado. Este é o
significado fisico do termo “controle exato” expresso neste trabalho.

Podemos atuar na fronteira de diversas maneiras. Uma delas é prescrevendo o
movimento da membrana em cada ponto de I'. Neste caso a fun¢ao u deve satisfazer
a condi¢ao de fronteira do tipo u(z,t) = h(x,t) para todo (z,t) € T' x [0,7]. Outra
maneira, é agir na fronteira por meio de um dispositivo que exerca uma forga nos pontos
de I', perpendicular ao deslocamento. Neste caso a condicao de fronteira satisfeita por u
é %4 = p(x,t), (z,t) € I x [0,T], onde v é vetor normal exterior a I'. Esta condi¢ao é
denominada condicao de Neumann. Além disso, podemos também atuar na fronteira por
meio de um dispositivo que ¢ a “combinagao linear” dos dois acima citados. Neste caso
a condicao de fronteira é dada por au + Bg—z, onde o, 3 € R e o + 5% # 0.

O problema de controle para a equacao (5.8), consiste em encontrar um instante

T > 0 e uma funcao controle h atuando na fronteira do sistema de modo que o estado

inicial (u(z,0),2%(z,0)) é conduzido a um estado final (u(z,T),2%(z,T)). Quando o

estado final desejado é o estado de repouso, expresso por u(z,T) = %(JC,T) =0, 0
problema de controle recebe o nome especial de controlabilidade nula. Para equagoes

lineares reversiveis no tempo a controlabilidade nula é equivalente a controlabilidade exata.

5.2.1 Controle num grande intervalo de tempo

Seja @ C RN, (N =2,3,--+), um dominio nas condicoes da secao anterior com vetor

normal externo v = v(z), z € I.
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Teorema 5.2.1 Seja 2 como na secio 5.1 . Existe T > 0 dependendo apenas de €2, ¢ e
das fungoes de Bessel Jy e Ji, tal que; para cada estado inicial (f,g) € H'(2) x L?(Q),
existe uma funcao controle h € L*(I'x]0,T[) de forma que a solucio u € H(2x]0,T])

do problema de valor inicial e fronteira

Lu=0 em Qx]0,T7, (5.9)
u(.,0) = f em Q, (5.10)
ou
a(.,(]) =g em Q, (5.11)
ou
7 h em I' x [0,7], (5.12)
satisfaz
u(.,T) = au(.,T):O em .

S ot

Demonstragao: Sejam Q5 = Q + B(0,0), onde § > 0 e Ty =: \/(%)2 + (d(€25))2. Seja
Ey : HY{(Q) — HY(RY) o operador extensao introduzido no Lema 1.2.1 que estende
wo € HY(Q) & uma fungao Eywy € HY(RY) com suporte compacto contido em Q5. Seja
Ey : L*(Q) — L*(RY) o operador linear limitado que estende w; € L*(f)) para uma

fungio Eyw; € L*(RY) que se anula no complementar de 5. O operador
E: HY(Q) x L*(Q) — HYRY) x L*(RY)

definido por E(wo,w1) = (Eiwo, Eowi) é linear e [[E(wo, i)} gnyupe@myy <
C|(wo, w1)||§{1(me2(Q) para alguma constante C' > 0. Além disso, suppEiwy, suppEow, C

Qs, para todo (wq,w;) € HY(Q) x L*(Q).

Sejam (wp,w;) um dado inicial arbitrdrio em H(Q) x L*(Q) e ws € HL (RN x R) a
solucao do problema de Cauchy
Lws =0 em  RY xR, (5.13)
ws(.,0) = Ejwg em  RY, (5.14)
0
%(.,0) — FBw, em  RY. (5.15)

Sejam T > Tj um ntimero real a ser escolhido posteriormente e ¢ € C3°(RY) uma

fungao teste tal que ¢ =1 em 25/2 ¢ ¢ = 0 no complementar de (2 35 Observemos que o
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par (¢ws(.,T), p-2ws(., T)) estd em Hg(Qs) x L*(Qs). Seja z € H,:

loc

(RN x R) a solugao

do problema de Cauchy retrogrado

Lz=0 em  RY xR, (5.16)

2(.,T) = opws(.,T) em RY, (5.17)
0z ~ Ows N

E(.,T) = o (,T) em R™. (5.18)

Usando os operadores Sy e Sy, como definidos nos capitulos 2 e 3, o operador E e o

operador multiplicacao por ¢, denotado por My, podemos escrever

(¢w5(., T), Qﬁ%(, T)) = M¢R§ST<E1’UJO, E()wl)
- M¢R5STE(UJ0,U)1>.
0 _ 0
(z<.,o>rgé, % (O ) = BSr((.T), (. 1)),
8w5

- R§‘§T(¢w5('a T>7 gbﬁ(a T))a
== RaSTM¢R55TE(wO, wl).

Defina a funcao

i=ws— 2 € H (RY xR).

Observe que a fungao u satisfaz o problema de Cauchy

Li=0 em  RY xR, (5.19)

a(.,0) = Eywy — 2(.,0) em  RY, (5.20)
ou 0z N

E(.,O) = Eyw; — §<"O) em R™. (5.21)

Além disso sao validas as seguintes condigoes;

w(z,T) =ws(z,T) — pws(z, T) = (1 — p(x))ws(x, T), x= € Q

ot ow ow ow
50 T) =2 (@ T) = 6(a) 7 2 (0, T) = (1= é(2) 7 (¢.T) o € 2

Como ¢ = 1 em €5/, obtemos
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Como estamos interessados em resolver o problema de valor inicial e fronteira com
dados iniciais (f,g) € H'(Q) x L?(2), seria interessante se tivéssemos as igualdades

ou

u(.,0) = f, E(.,O) =g em (L

Isto é equivalente a resolver, para a incégnita (wp,w;) € HY(2) x L*(Q) as equacoes

FEywy —2(.,,0) = f em Q,

0z
Fow; — E('ao) =g em {,

e que em termos dos operadores E, Sy, St e M, sao resumidos na equagao
E(wo, wy) — RsSpMyRsSrE(wo, w1) = (f,g) em €. (5.22)

Seja R o operador restrigdo ao conjunto 2. Assim, RE(wg,w;) = (wp, w;) e a equacao

(5.22) pode ser reescrita da forma
(I = R(RsS7) My (RsSr) E) (wo, w1) = (£, 9), (5.23)

onde I ¢é o operador identidade em H'(Q) x L?*(Q). Denotamos o operador

R(RsSt)My(RsSt)E por Krp, assim a equagao (5.23) se torna

(I = Kr)(wo, w1) = (f,9)- (5.24)

O operador K7 : H(Q2) x L?(Q) — H'(Q) x L*(Q) é um operador linear limitado e
compacto pois é uma composicao de operadores lineares limitados e operadores compactos.
Agora procuremos 1" de modo que K7 seja uma contracao, pois assim garantimos que

I — K7y é inversivel, e entao resolvemos (5.24). Observe que

0z 2
I K7 (wo, w17 ) 120) = (Z('70)|Qva('70))|9

Y

HY(Q)xL2(Q)

< 0oy, 2001,

)

H(Qs)x L2(Qs5)
= \\(RégT)M¢(Ré)STE(w07wl)”%ﬂ(gé)xﬁ(@a)'

Usando a estimativa (3.66) temos;

_ K/
I(RsS1) Mg (RsST) E(wo, w1) 3 (05 x 1205 < ﬁHMqﬁ(RéST)E(wmwl)”?{l(m)xm(né)



93

para T > To.

Agora, [|My(RsS7)E(wo, 1) 3 s x 2y < @ll(ReST)E(wo, wi)|[F1 (g, 12(0,): ORde
« é uma constante real positiva que depende apenas de ¢. Assim,
aK’
TN
Usando a desigualdade (3.65) obtemos

|| K7 (wo, wl)H?{Ol(Q)xLQ(Q) < | (RsST) E(wo, wl)H?“{l(Q(;)XLQ(Qéy para T' > Tq.

/

||(R<SST)E(woawl)”?{l(né)xm(ga) < WHE(U’O,wl)“%{l(ﬂg)xp(né)a para T' > Tp.

Assim,
aK'K'
||KT(woaw1)||§11(Q)xL2(m < WHE(wO,w1)||§{1(95)xp(g5)-

Como o operador E é limitado obtemos
Const.
||KT(woaw1)H12m(Q)xL2(Q) < Wu(woﬂlﬂﬁﬂ(mxm(m,
para todo (wg, w;) € HY(Q) x L*(Q), T > Ty, e alguma constante Const. > 0. Dai
| K7 (wo, w1) || 51 ()< 22 (@) _ VConst.

[ K|l = sup <
(wown) € Hr@x22(@)  |[(wo, w1) | (@)xz2(9) ™
f#0,9#0
Este é o ponto em que fixamos um valor para T > Ty de tal forma que —VC;%‘“ < 1.

Seja T' > Ty fixado de modo que K é contracao. Seja (wp,w;) a solu¢do da equagao
(5.24). Levamos tal solugao (wg,w;) no inicio desta demonstragao e construimos ws e z.
Da construgao vemos que as funcoes

Elwo - 2(70) € HI(RN>7

0
EOwl - 8_j<70) € LZ(RN)a

sdo, respectivamente, extensoes de f e g, de € para RY. Mais ainda, possuem suporte
compacto que inclui €2 em seu interior. Usando tais extensoes como dados iniciais

resolvemos o problema de Cauchy (5.19)-(5.21) e observamos que sua unica solugao @

satisfaz (., T) = 2%(.,T) = 0 em €. De acordo com o teorema 5.1.1, definindo
_ ou
U= Ug,0r © h = 57

vemos que u e h satisfazem o problema misto (5.9)-(5.12), além disso, é vélida a condigao

u(.,T)=0=%(,T) em Q. O
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5.3 Controlabilidade em tempo minimo

No teorema 5.2.1 provamos a existéncia de um numero real 7' > 0 que resolve o
problema de controle. No entanto, nao podemos precisar quao grande é T. Desta forma,
nosso objetivo de agora em diante é mostrar que o tempo de controle 1" para o sistema

(5.9)-(5.12) pode ser obtido préximo ao valor do diametro de €.

Teorema 5.3.1 Seja Ty > d(Q) dado arbitrdriamente. Para cada estado inicial
(f,9) € HY(Q) x L*(Q), existe uma fun¢ao controle h € L*(T'x]0, Tpuin|) de forma que a
solugao u € H'(Qx]0, Tynin|) do problema (5.9)-(5.12) satisfaz

ou

(e, Tonin) = a(.,Tmm) =0 em (.

Demonstragao: Usamos aqui a mesma notagao e os mesmos operadores do Teorema
5.2.1. Na demonstracao do teorema 5.2.1 foi visto que para obter a controlabilidade basta
resolver a equagao
(I — Kr)(wo,w1) = (f.9)

em H'(Q) x L?(Q). Porém, resolver a equagao acima ¢ equivalente a mostrar a existéncia
do operador inverso (I — K7)™! em B(H(Q) x L*(Q2)). Como vimos, isto é possivel para
T suficientemente grande.

Agora fixamos T tal que d(Q) < Ty < Tpn e escolhemos § > 0 de modo que
To > diam()s). No Teorema 4.2.1 foi mostrado que a familia de operadores lineares
limitados compactos { St }r>7, em B(H'(Qs)x L*(€2s)) se estende de forma analitica a uma
familia de operadores lineares compactos {S¢ }¢cex,, onde Xy = {C =To+z; largz| < %} .
Vimos também que a analiticidade da familia {S¢}¢es, implica a analiticidade da familia
de operadores compactos {S¢ }¢ex, neste mesmo setor. Como K7 = R(R;S7)My(RsS7)E
concluimos que a familia de operadores lineares compactos {Kr}r>1, se estende
analiticamente a uma familia de operadores lineares compactos { K¢ }cexy -

Garantida a analiticidade da familia de operadores lineares compactos {K¢}ces,
podemos usar o teorema 1.1.2 (de F. V. Atkinson) para mostrar que podemos reduzir o
tempo de controle para valor T,;, > d(2) dado no enunciado. De fato, como foi mostrado

no teorema 5.2.1 a existéncia de um valor 7" > Tj tal que I — Kp ¢ inversivel, concluimos
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que existem valores reais 1" = ¢ € Y, para os quais 1 nao ¢ autovalor do operador K.
Assim, é valida a outra alternativa do teorema 1.1.2, isto é, em cada compacto contido
em X existe apenas um nimero finito de (’s para os quais 1 é autovalor de K. Isto é, o
operador (I — K;)~! deixa de existir em apenas um numero finito de elementos de cada
compacto contido no setor X.

Tome Ty > T. O compacto [Ty, T1] estd contido no setor Xy e Ty €70, T1[. Do
teorema 1.1.2 concluimos que existe (I — K7)~! para Ty < T < Ty, exceto possivelmente
para um numero finito de T’s. Escolha um T € [Ty, T1] com Ty < T < Toin, tal que
(I — K7)7! exista.

Para este valor T escolhido temos a controlabilidade exata desejada, conforme o

teorema 5.2.1. Como T < T, min, temos também controlabilidade em T},,;,.
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