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EPIGRAFE 

 

“Veni, vidi, vici.” (Júlio César, 47 a.C.). 

 

 

“Tengo miedo de la oscuridad  

Porque soy otra piedra en la arena 
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Y la paz romperá mi' cadenas.” (Milo J, 2025). 

  



 
 

 

RESUMO 

Motivada pelos avanços recentes na área de materiais quânticos, esta dissertação 

apresenta um estudo teórico dos principais fundamentos físicos e matemáticos dos 

isolantes topológicos. Inicialmente, são revisados conceitos essenciais da física do 

estado sólido, como estrutura de bandas, teorema de Bloch, zona de Brillouin e 

simetria de reversão temporal, indispensáveis à compreensão das propriedades 

eletrônicas desses materiais. Em seguida, discutem-se diferentes manifestações do 

efeito Hall — clássico, quântico inteiro, anômalo e quântico de spin — como etapas 

conceituais relevantes para a compreensão da emergência de fases topológicas da 

matéria. O trabalho dedica especial atenção à teoria topológica de bandas, com 

ênfase em grandezas geométricas e invariantes topológicos, como a fase e a 

curvatura de Berry, o número de Chern e o invariante 𝑍ଶ, bem como à correspondência 

bulk-boundary e à robustez dos estados de borda. Por fim, são revisados elementos 

da teoria topológica de campos e modelos teóricos empregados na descrição de 

isolantes topológicos bidimensionais e tridimensionais. Desse modo, a dissertação 

oferece uma síntese teórica sistematizada dos fundamentos que descrevem as 

propriedades eletrônicas e topológicas desses materiais. 

 

Palavras-chave: isolantes topológicos; efeito Hall; teoria topológica de bandas; teoria 

topológica de campos; invariante topológicos. 



 
 

 

ABSTRACT 

Motivated by recent advances in the field of quantum materials, this dissertation 

presents a theoretical study of the main physical and mathematical foundations of 

topological insulators. First, essential concepts of solid-state physics are reviewed, 

including band structure, Bloch’s theorem, the Brillouin zone, and time-reversal 

symmetry, all of which are indispensable for understanding the electronic properties of 

these materials. Different manifestations of the Hall effect — classical, integer 

quantum, anomalous, and quantum spin Hall — are then discussed as relevant 

conceptual steps toward understanding the emergence of topological phases of matter. 

Special attention is given to topological band theory, with emphasis on geometric 

quantities and topological invariants such as the Berry phase and Berry curvature, the 

Chern number, and the 𝑍ଶ invariant, as well as on the bulk-boundary correspondence 

and the robustness of edge states. Finally, elements of topological field theory and 

theoretical models employed in the description of two-dimensional and three-

dimensional topological insulators are reviewed. In this way, the dissertation provides 

a systematic theoretical synthesis of the foundations underlying the electronic and 

topological properties of these materials. 

 

Keywords: topological insulators; Hall effect; topological band theory; topological field 

theory; topological invariants. 

 

Title: General theories of topological insulator: a theoretical study. 
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1 INTRODUÇÃO 

Esta dissertação de mestrado surge da necessidade de sintetizar os aspectos 

cruciais das teorias gerais que caracterizam os isolantes topológicos (ITs), 

frequentemente dispersos na literatura. Nesse contexto, o objetivo é investigar os 

conceitos centrais que fundamentam essas fases, procurando apresentá-los, sempre 

que possível, de forma didática e acessível. 

A história dos isolantes topológicos tem origem nos estudos do efeito Hall 

clássico (EH), descoberto em 1879 por Edwin Hall. Esse efeito consiste no 

surgimento de uma diferença de potencial transversal em um condutor quando se 

aplica um campo magnético na direção 𝑧, perpendicular a uma corrente elétrica 

longitudinal. A razão entre essa tensão transversal e a corrente elétrica é a resistência 

Hall, uma grandeza fundamental na caracterização dos sistemas tratados nesse 

trabalho. 

Nas décadas seguintes, inúmeros avanços ampliaram o conhecimento nesse 

campo de pesquisa. Já em 1881, E. Hall observou o que viria a ser conhecido como 

efeito Hall anômalo (EHA). Esse fenômeno ocorre na ausência de campo magnético 

externo, sendo decorrente da magnetização intrínseca do material, 𝑀௭, bem como 

efeitos eletrônicos ligados à estrutura de bandas e ao acoplamento spin-órbita 

(ASO) que dão origem à corrente Hall anômala. 

Na década de 1950, Landau e Ginzburg desenvolveram sua teoria 

fenomenológica sobre as transições de fase da matéria que se baseia na 

caracterização das fases a partir de parâmetros de ordem locais. Esses parâmetros 

são grandezas físicas como a magnetização ou a polarização elétrica, cujo 

comportamento nas proximidades da transição de fase pode ser caracterizado por 

expoentes críticos. Nessa abordagem, a energia livre é expandida em série de 

potências do parâmetro de ordem, sendo mantidos somente termos condizentes com 

a simetria particular do problema (YEOMANS, 1992). 

Sob essa perspectiva, a teoria de Landau caracteriza diferentes estados da 

matéria por meio dos valores assumidos pelo parâmetro de ordem que se manifesta 

como não nulo para fases ordenadas e nulo para desordenadas. Assim, podem ser 

verificadas mudanças qualitativas e quantitativas entre essas fases (ver apêndice A). 

No início da década de 1980, von Klitzing, Dorda e Pepper (1980) descobriram 

o efeito Hall Quântico Inteiro (EHQI) em gases quânticos bidimensionais em 
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dispositivos do tipo MOSFET de silício sob baixíssimas temperaturas e fortes campos 

magnéticos. Posteriormente Tsui, Stormer e Gossard (1982) estudando 

experimentalmente heteroestruturas de 𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐴𝑙௫ 𝐺𝑎ଵି௫𝐴𝑠 descobriram o efeito Hall 

quântico fracionário extremamente importante na investigação das propriedades dos 

efeitos Hall quânticos.  

O EHQI é uma variante do efeito Hall clássico, no qual surgem estados 

propagantes nas bordas que possuem órbitas abertas chamadas de órbitas 

saltitantes (skipping orbits) que colidem com as bordas físicas e saltam para frente. 

Por outro lado, os estados de bulk realizam órbitas fechadas (ciclotrônicas) e 

ficam localizados (descrição semiclássica). A quantização dessas órbitas dá origem a 

níveis discretos de energia conhecidos como níveis de Landau. 

Laughlin (1981) propôs seu famoso argumento (de mesmo nome) que traz uma 

explicação para a quantização da condutividade Hall como consequência da 

invariância de gauge e a existência de um gap (intervalo) de mobilidade. Ele fez 

um experimento mental (gedanken experiment) de uma fita 2D metálica em forma de 

um toro (torus) de comprimento 𝐿 e que é atravessada em todos os pontos relativos 

por um campo magnético 𝐻଴ normal à sua superfície. Ao passar um fluxo magnético 

quântico pelo comprimento do cilindro apesar do potencial vetorial mudar o 

Hamiltoniano retorna ao equivalente inicial e há o transporte de carga líquida pelas 

bordas do material. 

Ainda na década de 1980 Thouless et al. (1982) deram uma explicação para a 

quantização do EHQI, e mostraram que ela está diretamente relacionada a um 

invariante topológico, o invariante TKNN. O TKNN é chamado de primeiro número 

de Chern. Além disso, Thouless procurou dar uma explicação para o pump 

(bombeamento) de corrente nesses materiais, o bombeamento de corrente de 

Thouless, segundo o qual o transporte de cargas é quantizado devido puramente à 

topologia do ciclo. 

Em contraste com a abordagem clássica de transições de fase, sistemas 

topológicos podem ter as mesmas simetrias e mesmo assim apresentar 

propriedades físicas diferentes. No contexto da teoria de Landau, um sistema 

ferromagnético, por exemplo, é caracterizado pela magnetização 𝑀 e de forma 

espontânea quebra a simetria de rotação de spin durante a mudança de fase 

paramagnética-ferromagnética abaixo da temperatura de Curie, indo de um estado 

desordenado (𝑀 = 0) a um ordenado (𝑀 ≠ 0). O efeito Hall quântico inteiro rompeu 
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com esse paradigma já que sua caracterização não depende de um parâmetro de 

ordem local. Em vez disso, as fases topológicas são caracterizadas por invariantes 

topológicos que são definidos a partir de propriedades geométricas das funções 

de onda quânticas e da topologia global do espaço de estados.  

Na metade da década de 2000 Kane e Mele (2005) mostraram teoricamente 

que o recém-descoberto grafeno poderia, em baixas temperaturas e a partir do efeito 

de acoplamento spin-órbita, passar de um estado semimetálico para um novo 

estado da matéria que chamaram de isolante Hall quântico de spin (IHQS). Esse 

estado mantém a simetria de reversão temporal (SRT) preservada e pode ser visto 

como duas cópias do efeito Hall quântico inteiro, tal que os elétrons helicoidais das 

bordas com diferentes spins se movem em sentidos opostos. 

Figura 1: Representação esquemática dos estados de borda no lado esquerdo efeito 
Hall quântico com campo magnético positivo, no centro efeito Hall quântico com 

campo magnético negativo. Do lado direito efeito Hall quântico de spin com pares de 
estados de Kramer protegidos pela SRT. 

 

Fonte: Produção própria do autor. 

Para a classe de materiais que respeitam a simetria de reversão temporal quem 

os caracteriza é o invariante 𝒁𝟐 introduzido primeiramente por Kane e Mele (2005) 

que em 2D é delimitado por quatro pontos nos quais o Hamiltoniano comuta com 

a SRT chamados de time reversal invariant momenta (TRIMs) e em 3D por oito 

pontos TRIMs. Os invariantes de Chern e 𝒁𝟐 na chamada teoria topológica de 

bandas - formulação discreta de isolantes topológicos - caracterizam as diferentes 

fases topológicas. Em abordagens recentes baseadas na teoria de Landau 

estendida esses invariantes são interpretados como parâmetros de ordem 

topológicos para esses sistemas diferindo conceitualmente dos parâmetros de 

ordem locais da teoria de Landau. 

Em 2006 Shou-Cheng Zhang e seu grupo (BERNEVIG; HUGHES; ZHANG, 

2006) previram teoricamente que os poços quânticos de 𝑯𝒈𝑻𝒆 devido a suas 

propriedades poderiam apresentar o efeito Hall quântico de spin. Essa previsão se 

confirmou experimentalmente com o trabalho de König et al. (2007) para várias 
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larguras dos poços quânticos de 𝐻𝑔𝑇𝑒 demonstrando assim o primeiro isolante 

topológico descoberto. Dessa forma foi desenvolvida a teoria topológica de bandas 

(TTB), a partir da construção dos invariantes topológicos (Chern e 𝑍ଶ), que é uma das 

teorias gerais que descrevem as propriedades dos isolantes topológicos e teve sua 

formulação construída principalmente após 2005 com a descoberta do grafeno. 

De maneira paralela a essas descobertas Zhang e Hu (2001) buscaram 

generalizar o estado Hall quântico 2D para uma versão 4D com a simetria de reversão 

temporal preservada e com um invariante topológico inteiro como pontua Ando (2013). 

Poucos anos após Bernevig et al. (2002) construíram a teoria de campos efetiva para 

esse sistema. Posteriormente a introdução da topologia 𝑍ଶ foi demonstrado que 

sistemas 2D e 3D podem ser deduzidos do modelo 4D. A teoria topológica de 

campos (TTC) se mostrou importante para descrever as propriedades e respostas 

eletromagnéticas dos ITs (QI et al., 2008). 

Os materiais topológicos são chamados assim por possuírem uma estrutura 

de bandas não trivial e apresentarem certas características de robustez que são 

insensíveis a deformações contínuas. Assim suas características são 

independentes de aspectos geométricos suaves, ou seja, são invariantes sob 

deformações que não alterem o Hamiltoniano do material preservando o gap entre 

as bandas e as simetrias relevantes do sistema (QI; ZHANG, 2011). 

Os isolantes topológicos são materiais que possuem o bulk isolante e as 

bordas condutoras, além de inversão nas bandas de energia, existência de um 

gap de separação e em muitos dispersão aproximadamente linear para os estados 

de borda. Um aspecto vital que está ligado a existência desses materiais é a presença 

do acoplamento spin-órbita (ASO) que atua como um campo magnético interno e é 

responsável por abrir o gap em diversas classes de isolantes topológicos. 

Todos os avanços citados acima demonstram que as fases topológicas da 

matéria, mais especificamente os isolantes topológicos inauguraram uma nova era no 

estudo das fases da matéria. A classificação tradicional das fases da matéria baseada 

na teoria de Landau dos parâmetros de ordem locais não é suficiente para caracterizar 

completamente essa classe de materiais. Nos isolantes topológicos, a fase é 

caracterizada a partir do invariante topológico calculado a partir da estrutura eletrônica 

do sistema. Nesse campo, muito avanço foi feito nas últimas décadas, entretanto os 

fundamentos teóricos de pesquisa permanecem dispersos e muitas vezes são 

apresentados de forma pouco acessível. Nesse contexto surge esta dissertação para 
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sistematizar algumas das principais ideias e apresentar uma visão didática das 

principais teorias que fundamentam os ITs.  

Figura 2: A esquerda representação esquemática da interface entre um isolante 
trivial e um isolante topológico com as respectivas bandas de valência (roxo) e 
condução (amarelo) na ordem que pertencem nesses sistemas. Do lado direito 

representação esquemática de um cone de Dirac formado pela estrutura de bandas 
de um isolante topológico com a representação da energia das bandas de valência 

(laranja) e condução (azul) e dos estados de superfície (transparentes), em vermelho 
estão as setas representando os estados de spin helicoidal. 

 

Fonte: Figura do lado esquerdo FAZZIO (2025, p. 3), já na direita elaborado pelo próprio 
autor.  

Nosso problema de pesquisa partiu da seguinte pergunta: “O que é um isolante 

topológico?”. A partir disso buscamos entender o que caracteriza esses materiais, o 

que motivou a busca por eles e como está o estado da arte no cenário contemporâneo. 

Além disso, buscamos entender como a topologia e a matéria condensada se 

encontram nesse campo de estudo. 

O objetivo geral desse trabalho é estudar de maneira aprofundada e didática as 

teorias gerais que caracterizam os chamados isolantes topológicos. Já os objetivos 

específicos consistem em ilustrar de forma didática os conceitos e modelos 

motivadores por trás dos isolantes topológicos, mostrar alguns modelos de isolantes 

topológicos e tratar de alguns isolantes topológicos reais. 

O estudo desses materiais é importante porque eles revolucionaram o 

conhecimento sobre o que são fases da matéria ao se estabelecer uma grande 

conexão entre a mecânica quântica, estado sólido e a topologia. Além disso, apesar 

de ser uma área de desenvolvimento extremamente recente, os possíveis resultados 

que esses materiais podem proporcionar a diversas áreas dos setores de energia, 

computação quântica (LAHTINEN; PACHOS, 2017; LOWRANCE, 2019; STERN; 

LINDNER, 2013), spintrônica e outras tantas mais. 

O capítulo 2 apresenta uma breve construção de tópicos importantes, que são 
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 a base do que iremos tratar, como o teorema de Bloch, a Zona de Brillouin (ZB), as 

diferenças entre isolantes e condutores. Em seguida, discute-se sobre a simetria de 

reversão temporal, e como em sistemas periódicos que a obedecem, estes possuem 

pontos especiais TRIMs e a sua importância. 

Ainda nesse capítulo é discutido um pouco sobre topologia geral e segue-se 

com a aplicação dela em matéria condensada. Nesse ponto também são 

apresentados os principais conceitos de alguns protótipos de ITs, que são algumas 

variantes do efeito Hall e os chamados modelos de Haldane, Kane-Mele, 

apresentando na medida do possível uma revisão da literatura. 

O capítulo 3 aborda as teorias gerais dos isolantes topológicos, lidando 

primeiramente com a construção discreta chamada de teoria topológica de bandas 

(TTB), partindo da fase Berry, perpassando a correspondência bulk-boundary e indo 

até o conceito de pump de corrente. Na sequência, é apresentada teoria continua 

chamada de teoria topológica de campos (TTC), na qual são discutidas algumas 

ações efetivas e Lagrangianas junto com as correntes para alguns modelos de ITs de 

interesse em 2D e 3D. 

O capítulo 4 apresenta a conclusão do trabalho, na qual são sintetizados e 

discutidos os principais resultados obtidos, bem como a relevância e conexão com o 

problema de pesquisa. 
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2 REFERENCIAL TEÓRICO 

2.1 Introdução 

Os materiais cristalinos são extremamente importantes na física do estado 

sólido, estando entre os grupos de materiais mais estudados. A importância desses 

materiais reside no fato de muitos sólidos possuírem estrutura periódica, de forma que 

muitos metais e semicondutores são cristais. A partir do estudo desses materiais 

pudemos entender melhor suas propriedades eletrônicas e gerais (ASHCROFT; 

MERMIN, 1976; KITTEL, 2005; SNOKE, 2009). 

Figura 3: (a) e (b) exemplos de crescimento de cristal com diferentes clivagens. Ao 
lado direito temos um cristal de sal de cozinha. 

 

Fonte: Adaptada de KITTEL (2005, p. 2). 

A aproximação adiabática de Born-Oppenheimer baseia-se na grande 

diferença entre as massas dos núcleos atômicos e dos elétrons. Como consequência, 

os núcleos atômicos se movem em uma escala temporal muito mais lenta que o 

movimento eletrônico, o que permite considerar em primeira aproximação as posições 

dos núcleos atômicos como fixas no espaço enquanto os elétrons evoluem em seu 

potencial. 

Nessas condições, o Hamiltoniano pode ser tratado de forma aproximada, 

desacoplando-se as componentes nuclear e eletrônica. Assim, a função de onda total 

é fatorizada em uma função de onda nuclear e outra eletrônica. Além disso, são 

desprezados os termos de acoplamento não adiabáticos que estão associados à 

variação da função de onda eletrônica com as coordenadas nucleares, simplificando 

significativamente a resolução da equação de Schrödinger 

As propriedades eletrônicas do sistema podem ser determinadas pela 

diagonalização do Hamiltoniano eletrônico para uma configuração fixa dos núcleos 

(COURTEILLE, 2026).  
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2.2 Um breve (e incompleto) resumo de teoria de bandas 

2.2.1 Teorema e Hamiltoniano de Bloch 

Hamiltonianos de sistemas periódicos podem ser escritos a partir da 

caracterização de uma célula unitária que se repete por toda a extensão do cristal. A 

diagonalização do Hamiltoniano de uma célula unitária nos fornece as autoenergias e 

autoestados do sólido cristalino e por conseguinte a informação das propriedades de 

interesse sejam elas eletrônicas, de transporte etc. 

O Hamiltoniano eletrônico total do sistema é escrito como (ROCHA, 2014), 

𝐻 = ෍ 𝐻(𝑹),

𝑹

                                                              (2.1) 

no qual 𝐻(𝑹) é justamente o Hamiltoniano da célula unitária que se repete de 

maneira periódica pelo sistema cristalino e 𝑹 são os vetores da periodicidade do 

cristal, 

𝑹 = ෍ 𝑛௜𝒂௜

஽

௜ୀଵ

,                                                               (2.2) 

onde 𝐷 é a dimensão da periodicidade do cristal, o termo 𝑛௜ são números inteiros e 𝒂௜ 

são os vetores da base que descrevem os cristais. 

Nesse contexto surge o chamado teorema de Bloch que se constitui como 

algo vital no estudo de sistemas cristalinos e por conseguinte da física de estado 

sólido. Em sistemas periódicos, i.e., que possuem atrelados a si a simetria de 

translação podemos escrever seu potencial na forma 

𝑈(𝒓 + 𝑹) = 𝑈(𝒓).                                                           (2.3) 

Figura 4: A periodicidade do potencial U advém da periodicidade da rede. 𝑹 é um 
vetor da rede que localiza os íons. 𝒓 é a coordenada do elétron. 

 

Fonte: Reproduzida de OLIVEIRA; JESUS (2005, p. 130). 
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Como todos os pontos de uma rede de Bravais são equivalentes é lógico se 

pensar que 𝜓𝒌(𝒓) e 𝜓𝒌(𝒓 + 𝑹) que são funções em 𝒓 e 𝒓 + 𝑹 devem obedecer 

|𝜓𝒌(𝒓 + 𝑹)|ଶ = |𝜓𝒌(𝒓) |ଶ,                                                   (2.4) 

i.e., as densidades de probabilidade das duas deve ser igual. Porém, como temos 

pontos diferentes a função de onda desses pontos irá diferir por um fator de fase 

global. A prova parte de que o Hamiltoniano e o operador de translação comutam, 

[𝐻(𝒓), 𝑇ோ] = 0, por serem periódicos e ao atuarmos o operador de translação 𝑇ோ sobre 

𝜓𝒌(𝒓) encontramos: 𝑇ோ𝜓𝒌(𝒓) = 𝜓𝒌(𝒓 + 𝑹) assim podemos escrever, 

𝑇ோ[𝑈(𝒓)𝜓𝒌(𝒓)] = 𝑈(𝒓 + 𝑹)𝑇ோ𝜓𝒌(𝒓) 

                          = 𝑈(𝒓)𝜓𝒌(𝒓 + 𝑹)                                            (2.5a) 

como 𝜓𝒌(𝒓 + 𝑹) e 𝜓𝒌 diferem por um fator de fase global, que escreveremos como 
exp(𝑖(𝒌 ∙ 𝑹)), de forma que obtemos, 

𝑇ோ[𝑈(𝒓)𝜓𝒌(𝒓)] = 𝑈(𝒓)𝜓𝒌(𝒓)𝑒௜𝒌∙𝑹.                                         (2.5b) 

de maneira que a solução da equação de Schroedinger será então da forma, 

𝜓𝒌(𝒓 + 𝑹) = 𝜓𝒌(𝒓)𝑒௜𝒌∙𝑹.                                                    (2.6) 

O teorema (como mostrado acima) nos diz que os autoestados de um 

Hamiltoniano periódico são dados a partir de uma onda plana modulada por uma 

função que possui a mesma periodicidade do Hamiltoniano. Uma prova concisa do 

teorema de Bloch se encontra no apêndice G. Considerando que os autoestados 

do Hamiltoniano possuem tal simetria é possível inferir que o Hamiltoniano obedece a 

seguinte propriedade, 

𝑇ோ𝐻(𝒓)𝑇ோ
ିଵ = 𝐻(𝒓 + 𝑹),                                                     (2.7a) 

para potenciais periódicos. No caso do espaço de quasimomentum, por fim, 

encontramos 

𝐻(𝒌) = 𝑒௜𝒌∙𝒓𝐻𝑒ି௜𝒌∙𝒓.                                                         (2.7b) 
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2.2.2 Rede recíproca e Zona de Brillouin 

Ainda se tratando de materiais periódicos um conceito natural que surge é o da 

chamada Zona de Brillouin  que é por definição uma célula de Wigner-Seitz na rede 

recíproca e se constitui como a região definida entre os planos que passam pelas 

bissetrizes das linhas que conectam os vizinhos mais próximos em uma dada 

rede recíproca a partir da origem e que nos evidencia todos os vetores de onda 𝑲 

que podem ser difratados pelo cristal. Em 1D ela está entre ±
గ

௔ᇲ
= |𝑸|/2, onde 𝑸 é 

o conjunto de vetores da rede recíproca. O vetor de onda de um elétron em um sólido 

deve respeitar 𝑲 < |𝑸|/2 em qualquer direção a fim de ser refletido por um refletor de 

Bragg. 

Figura 5: Rede recíproca em 2D na qual as linhas que conectam os vizinhos mais 
próximos foram bissectadas por planos para formar uma célula de Wigner-Seitz. 

 

Fonte: Reproduzida de SNOKE (2009, p. 26). 

O espaço (ou rede) recíproco (dimensões do inverso da distância) por outro 

lado se constitui como todos os vetores de onda 𝑲 os quais produzem ondas 

planas com a periodicidade de uma dada rede de Bravais (arranjo infinito de 

pontos orientados identicamente a partir de qualquer ponto da rede), como nos fala 

Ashcroft e Mermin (1976). O conjunto de todas as localidades da célula unitária, 

𝑹 = 𝑛ଵ𝒂ଵ + 𝑛ଶ𝒂ଶ + 𝑛ଷ𝒂ଷ,                                                    (2.8) 

com 𝑛ଵ, 𝑛ଶ, 𝑛ଷ números inteiros e 𝒂ଵ, 𝒂ଶ, 𝒂ଷ os denominados vetores primitivos da rede. 

O conjunto de todos os vetores 𝑹 acima e em (2.2) definem a rede de Bravais para 

um dado cristal. 
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Figura 6: Vetores primitivos de uma rede de um cubo de corpo centrado (CCC). 

 

Fonte: Reproduzida de SNOKE (2009, p. 21). 

Assim, para 𝑸 ∈ 𝐸ோ (espaço recíproco) quando temos um sistema cristalino, 

a onda deve refletir a periodicidade da rede de Bravais, 

𝑒௜𝑸∙(𝒓ା𝑹) = 𝑒௜𝑲∙𝒓, ∀ 𝒓, 𝑹 ∈ 𝐸ோ .                                            (2.9) 

De forma que o espaço recíproco é visto como o conjunto de vetores 𝑲 que 

satisfaz, 

𝑒௜𝑸∙𝑹 = 1, ∀ 𝑹 ∈ 𝐸ோ .                                                   (2.10) 

assim a condição (2.9) é satisfeita quando (2.10) é verdadeira conforme Oliveira e 

Jesus (2005). Podemos ver isso a partir de, 

𝑒௜𝑸∙(𝒓ା𝑹) = 𝑒௜𝑸∙𝒓 → 𝑒௜𝑸∙𝒓𝑒௜𝑸∙𝑹 = 𝑒௜𝑸∙𝒓∎.                                     (2.11) 

E assim, para isso ser verdade devemos ter então, 

𝑒௜𝑸∙𝑹 = 1 → cos(𝑸 ∙ 𝑹) + i sin(𝑸 ∙ 𝑹) = 𝟏 ⟹ 

⟹ 𝑸 ∙ 𝑹 = 2𝜋𝑁, ∀ 𝑹 ∈ 𝐸ோ ,                                            (2.12) 

onde 𝑁 ∈ ℤ. O resultado anterior pode ser satisfeito a partir de, 

𝑸 = 𝑚ଵ𝒃ଵ + 𝑚ଶ𝒃ଶ + 𝑚ଷ𝒃ଷ,                                               (2.13) 

com 𝑚ଵ, 𝑚ଶ, 𝑚ଷ ∈ ℤ. De maneira que os vetores de 𝑸 são dados por, 

𝒃௜ = 2𝜋
𝒂௝ × 𝒂௞

𝒂௜ ∙ 𝒂௝ × 𝒂௞
.                                                      (2.14) 
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O numerador nos dá um vetor perpendicular tanto a 𝒂௝ quanto a 𝒂௞ e o 

denominador é o volume da célula primitiva, respectivamente. Obtemos então a 

seguinte condição, 

𝒃௜ ∙ 𝒂௝ = 2𝜋𝛿௜௝,                                                           (2.15) 

que nos retorna o resultado (2.12). Esses aspectos acima derivam da condição de 

interferência construtiva de Bragg, que é expressa como, 

𝑛𝜆 = 2𝑑 sin 𝜃,                                                           (2.16) 

isto é, a diferença de percurso entre os raios refletidos por diferentes planos deve ser 

igual a um dado número inteiro 𝑛 de comprimentos de onda 𝜆. A equação acima é 

satisfeita quando 𝜆 ≤ 2𝑑 (KITTEL, 2005). Também temos a construção de Von Laue 

da difração a qual não prioriza nenhum seccionamento do cristal em planos da rede e 

não possui imposição da condição de reflexão especular, veja Ashcroft e Mermin 

(1976).  

Para um feixe de onda elásticas, o vetor de onda dos feixes incidente e difratado 

valem 𝒌 e 𝒌′.  A mudança no vetor de onda (vetor de espalhamento) será Δ𝒌 = 𝒌ᇱ − 𝒌. 

Quando o vetor de espalhamento é igual a um dos vetores da rede recíproca  Δ𝒌 = 𝑸, 

−Δ𝒌 = 𝒌 − 𝒌′ também o será. Chamando −Δ𝒌 de 𝑲 e considerando que a condição 

para 𝒌ᇱ e 𝒌 terem a mesma magnitude é dada por, 

𝑘 = |𝒌 − 𝑲|.                                                              (2.17) 

Podemos escrever então, 

𝒌 + 𝑸 = 𝒌ᇱ ⟹ 𝒌 ∙ 𝑲෡ =
1

2
𝐾,                                                (2.18) 

isto é, a componente do vetor de onda incidente 𝒌  na direção de 𝑲 deve ser metade 

do comprimento de 𝑲. Ou de outra forma, 

2𝒌 ∙ 𝑸 + 𝑄ଶ,                                                              (2.19) 

que é a condição de espalhamento. 
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2.2.3 Isolantes, condutores e semicondutores 

No limite da primeira Zona de Brillouin, quando olhamos o modelo do elétron 

quase livre (gás livre de Fermi) vemos que ele se divide em dois ramos (níveis) nos 

quais há a presença de um gap de energia de 2𝑈 entre eles. Dentro desses níveis de 

energia o nível de energia do estado ocupado mais alto é chamado de nível de Fermi.  

Para isolantes a região de excitação eletrônica possui um gap grande, além de 

o limite da primeira zona de Brillouin corresponder ao nível de Fermi. A banda de 

valência está completamente preenchida e a de condução completamente vazia, e 

devido ao grande gap o material não possui portadores de carga livres que podem ser 

excitados até a banda de condução. 

No caso de condutores temos a existência de estados 𝑘 > 𝑘ி (onde 𝑘ி são os 

estados de Fermi), tal que ao excitarmos tais partículas elas ultrapassam a 1° ZB e 

vão a banda superior (quando separadas). Como a energia mais baixa da banda de 

condução 𝜖௖ é em geral (para metais) menor que a energia de Fermi 𝜖ி, a banda de 

valência é totalmente preenchida, porém, somente uma fração da banda condução é 

preenchida, tal que temos muitos canais abertos na banda de condução. Em muitos 

casos temos a sobreposição dessas bandas de energia para esses materiais. 

No caso dos semicondutores temos que a energia de Fermi se encontra entre 

os níveis de energia da banda de valência e de condução, 𝜖௖ > 𝜖ி > 𝜖௩, onde 𝜖௩ é o 

maior nível de energia da banda de valência, ou seja, está na metade do gap. Além 

disso, o seu gap de energia é pequeno. 

Figura 7: Ocupação dos estados eletrônicos nas bandas de valência e condução em 
certas classes de materiais. No caso do metal há uma sobreposição das bandas de 
condução e valência, para semicondutores o gap é extremamente pequeno e para 

isolantes o gap é grande. 

 

Fonte: Reproduzida de KUIPER (2007). Imagem em domínio público (Public Domain), via 
Wikimedia Commons. 
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2.3 Simetria de Reversão Temporal 

As leis da física são invariantes independentemente do sistema tomado, sendo 

assim ao invertermos a seta temporal as leis devem continuar invariantes. Dada a 

transformação 𝕋 em um dado sistema físico, essa transformação leva a variável tempo 

para o valor negativo de si mesmo, ou seja, inverte seu sinal, 

𝑡 → −𝑡,                                                                  (2.20) 

e mantém os valores relativos as coordenadas invariantes. Para o caso de uma 

partícula com spin 𝑠̂, momentum linear 𝑝̂ e posição 𝑟̂, temos as seguintes relações 

após a aplicação de 𝕋, 

𝒔ො → −𝒔ො                                                                  (2.21) 

𝒑ෝ → − 𝒑ෝ                                                                 (2.22) 

𝒓ො → 𝒓ො,                                                                   (2.23) 

portanto, 

𝕋 𝒑ෝ = − 𝒑ෝ𝕋,                                                              (2.24) 

ou ainda 

{𝕋, 𝒑ෝ} = 0                                                                (2.25) 

de forma que 

𝕋𝒑ෝ𝕋ିଵ = −𝒑ෝ.                                                            (2.26) 

Também podemos escrever o operador reversão temporal como, 

𝕋 = 𝕋   ఔ
ఓ

= ൦

−1
1

1
   

1

൪.                                            (2.27) 

O operador 𝕋 possui as seguintes propriedades, 

𝕋   ఔ
ఓ

= (𝕋ିଵ)   ఔ
ఓ

,                                                          (2.28) 

𝕋ଶ = 𝕀.                                                                   (2.29) 

No caso de partículas de spin ½ temos, 
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𝕋ଶ = −1.                                                                 (2.30) 

Essa propriedade leva a degenerescência de Kramers (veja o apêndice H). 

Levando em conta que 𝕋 deve estar relacionado a um operador unitário esperamos 

também que, 

𝕋 ≡ 𝑈(𝕋).                                                                (2.32) 

Para um campo escalar 𝜙(𝑥) temos (teorias de spin zero), 

𝕋ିଵ𝜙(𝑥)𝕋 = 𝜙(𝕋𝑥),                                                      (2.33) 

e, 

𝕋ିଶ𝜙(𝑥)𝕋ଶ = 𝜙(𝑥),                                                      (2.34) 

ou ainda (no caso de teorias de spin-½), 

𝕋ିଵ𝜙(𝑥)𝕋 = −𝜙(𝕋𝑥).                                                    (2.35) 

A forma pela qual decidir qual das equações usar segundo Sredinicki (2007) é 

definir as transformações sobre a densidade Lagrangiana tal que ela seja par. De 

forma que caímos no caso de teorias de spin zero e ½. Assim, não tendo ambiguidade 

quanto a dualidade de equações possíveis no caso da paridade e da reversão 

temporal.  

Levando em conta o fato de que o momentum linear canônico é dado por 𝒑ෝ =

𝑖∇
ୢ

ୢ୲
 , vem, 

𝕋𝒑ෝ𝕋ିଵ = 𝕋 ൬𝑖∇
d

dt
൰ 𝕋ିଵ = ∇

d

dt
𝕋𝑖𝕋ିଵᇩᇪᇫ

ୀି௜

= −𝒑ෝ.                                (2.36) 

Como o spin canônico é dado por 𝒔ො =
ℏ

ଶ
𝜎, podemos escrever, 

𝕋𝒔ො𝕋ିଵ = 𝕋 ൬
ℏ

2
𝝈ෝ൰ 𝕋ିଵ = −𝒔ො,                                               (2.37) 

onde 𝝈ෝ = 𝜎௫ + 𝜎௬ + 𝜎௭, são as matrizes de Pauli dadas por  

𝜎௫ = ቀ
0 1
1 0

ቁ , 𝜎௬ = ቀ
0 −𝑖
𝑖 0

ቁ , 𝜎௭ = ቀ
1 0
0 −1 

ቁ ,                           (2.38) 

portanto, 
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𝕋 ൬
ℏ

2
𝝈ෝ൰ 𝕋ିଵ =

ℏ

2
𝕋൫𝜎௫ + 𝜎௬ + 𝜎௭൯𝕋ିଵ =

ℏ

2
൫𝕋𝜎௫𝕋ିଵ + 𝕋𝜎௬𝕋ିଵ + 𝕋𝜎௭𝕋ିଵ൯,   (2.39) 

assim, 

𝕋 ൬
ℏ

2
𝝈ෝ൰ 𝕋ିଵ =

ℏ

2
൫−𝜎௫ − 𝜎௬−𝜎௭൯ᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ

ୀି𝝈ෝ

= −𝒔ො.                                    (2.40) 

Assim o operador reversão temporal 𝕋 inverte o sinal da unidade imaginária 𝑖, 

o que faz dele um operador antiunitário, 

𝕋ିଵ𝑖𝕋 = −𝑖.                                                              (2.41) 

Podemos entender que esse operador deve conter em si o complexo 

conjugado, chamando 𝕋 de Θ, pois estamos lidando agora com o espaço de Hilbert, 

podemos escrever 

Θ = 𝑈𝐾,                                                                  (2.42) 

com Θ = operador antinuitário, 𝑈 = 𝑜𝑝𝑒𝑟𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑢𝑛𝑖𝑡á𝑟𝑖𝑜 e 𝐾 = 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑔𝑎𝑑𝑜. 

De forma que, 

𝐾ିଵ𝑠̂௫𝐾 = 𝑠̂௫                                                             (2.43) 

𝐾ିଵ𝑠௬𝐾 = −𝑠̂௬                                                           (2.44) 

𝐾ିଵ𝑠̂௭𝐾 = 𝑠̂௭ ,                                                             (2.45) 

onde somente 𝑠௬ =
ℏ

ଶ
𝜎௬ possui componentes complexas e por isso inverte seu 

sinal. Podemos escrever 𝑈 como, 

𝑈 = exp൫−𝑖𝜋𝑠̂௬൯,                                                         (2.46) 

obtemos então, 

Θ = exp൫−𝑖𝜋𝑠̂௬൯𝐾.                                                       (2.47) 

A equação anterior possui autovalores ±𝑖 e, 

Θଶ = −1,                                                                 (2.48) 

como esperado. Para um sistema de elétrons, 
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Θ = ෑ exp൫−𝑖𝜋𝑠̂௜௬൯𝐾.

௜

                                                   (2.49) 

Sendo que temos o seguinte [QFT for the gifted amateur], 

𝑛° í𝑚𝑝𝑎𝑟 𝑑𝑒 𝑒𝑙é𝑡𝑟𝑜𝑛𝑠: 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 = ±𝑖; Θଶ = −1                        (2.50) 

𝑛° 𝑝𝑎𝑟 𝑑𝑒 𝑒𝑙é𝑡𝑟𝑜𝑛𝑠: 𝑎𝑢𝑡𝑜𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠 = ±1; Θଶ = 1.                            (2.51) 

O valor de 𝚯𝟐 = 𝟏 leva diretamente ao teorema de Kramers, i.e., ao sistema 

ser duplamente degenerado. Além disso, quando se trata dos ITs, mais 

especificamente, dos estados de borda, a contagem do número desses estados que 

cruzam o nível de Fermi define a paridade do chamado invariante 𝒁𝟐, número ímpar 

de elétrons que cruzam o nível de Fermi na zona de Brillouin indica que o 

sistema é topológico, caso contrário, u m número par de elétrons cruzam o nível de 

Fermi, então, o sistema é trivial. 

Na aplicação do operador reversão temporal ao Hamiltoniano de Bloch 𝐻(𝒌) 

obtemos (SATO; ANDO, 2017) o seguinte resultado para todos os pontos 𝒌 da Zona 

de Brillouin, 

Θ𝐻(𝒌)Θିଵ = 𝐻(−𝒌).                                                     (2.52) 

Entretanto, temos pontos nos quais o operador reversão temporal Θ comuta 

com o operador Hamiltoniano. Esses pontos são chamados de TRIM (acrônimo do 

inglês para time reversal invariant momenta) que em português significa momenta 

invariante sob reversão temporal (ROCHA, 2014; SATO; ANDO, 2017), e são 

denotados por Λఈ com 𝛼 = 1, … , 𝑁, onde 𝑁 é o número de TRIMs que existem na ZB, 

de forma que, 

[Θ, 𝐻(Λఈ)] = 0,                                                           (2.53) 

i.e., são compatíveis, além disso, 

𝐻(Λఈ) = 𝐻(−Λఈ).                                                        (2.54) 

De forma que as coordenadas Λఈ na ZB são, 

Λఈ =
1

2
෍ 𝑛௜𝒃௜

஽

௜ୀଵ

, 𝑛௜ = 0,1,                                              (2.55) 
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sendo que 𝑁 = 2஽, com 𝐷 igual a dimensão da ZB. A representação matricial do 

operador de RT na base dos estados de Bloch vem a partir da consideração da 

seguinte matriz, 

𝑤௜௝(𝒌) = ൻ𝑢୧,ି𝐤|Θ|𝑢୨,𝐤ൿ,                                                    (2.56) 

com 𝑖, 𝑗 sendo os índices das bandas. Os elementos de matriz dados em (2.56) estão 

relacionados com os estados de Bloch a partir de 

ห𝑢୨,ି𝐤ൿ = ෍ 𝑤௜௝
∗

௝

(𝒌)Θห𝑢୨,𝐤ൿ.                                                (2.57) 

Um aspecto importante é que a matriz 𝑤௜௝(𝒌) é unitária, 

෍ 𝑤௜௞
ற (𝒌)

௜

𝑤௜௟(𝒌) = 𝛿௞௟,                                                   (2.58) 

com a seguinte propriedade 

𝑤௟௞(𝒌) = −𝑤௞௟(−𝒌).                                                      (2.59) 

A equação (2.59) acima nos confirma que nos pontos TRIM, usando (2.54), 

𝑤௟௞(Λఈ) = −𝑤௞௟(Λఈ),                                                     (2.60) 

ou seja, essa matriz se torna antissimétrica. Assim, analisando o caso simples de duas 
bandas, as quais estão relacionadas pela SRT, a matriz de RT na base dos estados 
de Bloch nos dá o seguinte resultado no ponto Λఈ, 

𝑤(Λఈ) = ൬
0 𝑤ଵଶ(Λఈ)

−𝑤ଵଶ(Λఈ) 0
൰.                                         (2.61) 

A conexão de Berry (não-abeliana), que veremos mais para frente seu 

significado, do modelo é dada por, 

𝑨௜௝(𝒌) = −𝑖ൻ𝑢୧,𝐤| ∇𝐤|𝑢୨,𝐤ൿ,                                                 (2.62) 

tal que encontramos após algumas manipulações o seguinte resultado, 

𝑡𝑟[𝑨(𝒌)] = 𝑡𝑟[𝑨(−𝒌)] + 𝑖 𝑡𝑟[𝑤ற(𝒌)∇𝐤𝑤(𝒌)].                              (2.63) 

De forma que a relação (2.63) é usada no cálculo de um dos invariantes 

topológicos que trataremos mais a frente, o chamado invariante 𝒁𝟐. 
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2.4 Um pouco de Topologia 

2.4.1 Aspectos de Topologia geral 

Podemos definir a topologia como a área da matemática que trata do estudo 

das deformações em estruturas/corpos de interesse e suas possíveis implicações. Um 

exemplo clássico e simples é o de que para a topologia uma caneca e uma rosquinha 

representam o mesmo padrão estrutural, ou seja, não há diferença entre elas. 

A topologia classifica as formas a partir do número de furos (ou genus) 𝒈, e 

esse fator indica a classe a qual cada forma pertence. Devido a isso, quando furamos 

uma certa forma estamos trocando a sua classe, e mais estamos causando uma 

deformação que não é suave nela, dado que estamos alterando sua forma topológica. 

Uma bola possui genus (furos) 𝑔 = 0, enquanto uma rosquinha possui genus 

𝑔 = 1, o que evidência que topologicamente são de classes diferentes. Na figura 

abaixo ilustramos isso. 

Figura 8: Ilustração de uma bola a esquerda com genus 𝑔 = 0 e uma rosquinha a 
direita com genus 𝑔 = 1. 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

O teorema de Gauss-Bonnet nos evidência então a ligação existente entre a 

geometria diferencial e a informação geométrica, mais especificamente a 

curvatura Gaussiana (local) com a topologia global que terá como resultado a 

característica topológica, também chamada de característica de Euler 

(SHAHVERDI; VUORENMAA, 2023). O teorema nos diz que a integral de curvatura 

gaussiana 𝐾 sobre uma superfície 2-D 𝑆 depende somente da topologia da superfície, 

no caso de superfícies fechadas, compactas e orientáveis, 

න 𝐾 𝑑𝐴
ௌ

= 2𝜋𝜒(𝑆) = 2 − 2𝑔,                                              (2.64) 
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i.e., a integral sob a curvatura Gaussiana de uma dada superfície 2-D será igual a 2𝜋 

vezes a característica de Euler da dada superfície. A característica de Euler 𝜒(𝑆) para 

uma dada superfície 2-D é dada por, 

𝜒(𝑆) = 𝑉 − 𝐸 + 𝐹,                                                        (2.65) 

com 𝑉 sendo a quantidade de vértices, 𝐸 o número de arestas e 𝐹 o número de faces. 

Para superfícies com contornos o teorema de Gauss-Bonnet é dado por, 

න 𝐾 𝑑𝐴
ௌ

+ න 𝑘௚ 𝑑𝑠
డௌ

= 2𝜋𝜒(𝑆),                                           (2.66) 

onde 𝜕𝑆 é o contorno e 𝑘௚ é a chamada curvatura geodésica que está relacionada à 

taxa de mudança do ângulo entre o vetor tangente a curva e o campo vetorial paralelo 

(SALM, 2015).  

Na teoria do transporte paralelo (veja o apêndice) ao transportar um vetor 

sobre um laço fechado o vetor não retorna apontando na direção inicial. Essa 

diferença angular é chamada de holonomia ou defeito angular. O teorema de Gauss-

Bonnet estabelece uma relação entre o local e o global: do ponto de vista geométrico, 

a soma de todas essas holonomias sobre uma superfície fechada está 

relacionada à característica de Euler da superfície. No contexto de estados de 

Bloch, o transporte paralelo dá origem à fase de Berry (próximo capítulo), obtida pela 

integral da conexão de Berry ao longo de um caminho no espaço de parâmetros, que 

pode ser fechado ou aberto, dependendo da formulação adotada. 

No contexto da Física, o que trabalhamos acima se manifesta nos invariantes 

topológicos, os quais se caracterizam por serem quantidades topologicamente 

quantizadas. Em sistemas periódicos em geral são expressos como integrais de 

quantidades geométricas definidas sobre a zona de Brillouin. 
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2.5 Topologia e matéria condensada 

2.5.1 Efeito Hall e alguns modelos de interesse 

Descoberto na década de 80 o efeito Hall é um fenômeno no qual ao passar 

um campo magnético perpendicular a um sistema (circuito), surge um campo elétrico 

no sentido de um lado (cargas positivas) ao outro (cargas negativas) do circuito. 

Podemos dividir o efeito Hall em vários, porém trataremos dos seguintes tipos: 

 Efeito Hall Inteiro ou Clássico (EH); 
 Efeito Hall Anômalo (EHA); 
 Efeito Hall Quântico Inteiro (EHQI); 
 Efeito Hall Quântico de Spin (EHQS); 

2.5.2 Efeito Hall Clássico (EH) 

Descoberto em 1879 por Edwin Hall é o fenômeno no qual ao incidirmos um 

forte campo magnético perpendicular em uma amostra de material há o surgimento 

de um campo eletrostático que vai de uma ponta a outra do material e como temos 

um fluxo de corrente atravessando o material podemos medir uma voltagem (tensão) 

que é perpendicular tanto ao campo magnético quanto a corrente, e é a chamada 

tensão Hall (SIMON, 2013). 

Figura 9: Ilustração esquemática do efeito Hall clássico. 

 

Fonte: Reproduzida de BANDYOPADHYAY; JOSEPH; NARAYAN (2024, p. 3). Licenciado 
sob Creative Commons 4.0 (CC BY-NC 4.0). 

Sabemos que a equação que caracteriza o comportamento de uma partícula 

sob um campo elétrico e magnético é (SIMON, 2013), 

𝑑𝒑

𝑑𝑡
= 𝑭 −  

𝒑

𝜏
,                                                            (2.67) 
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com 𝜏 sendo o tempo de relaxação. De forma mais visual podemos pensar em um 

material 2-D, de comprimento L (direção x) e largura M (direção y), tal que “ligamos” 

um forte campo magnético na direção transversa (eixo z), 

𝑩 = 𝐵௭ .                                                                  (2.68) 

Junto disso temos a aplicação de uma tensão ao longo do material, 𝑉௅ (na 

direção x), e um campo elétrico 𝐸௫. Assim a relação entre a tensão 𝑉௅ e esse campo 

𝐸௫ é, 

𝑉௅ = 𝐿𝐸௫.                                                                 (2.69) 

Há assim o surgimento de uma força de Lorentz 

𝑭 = −𝑒(𝑬 + 𝒗𝑥𝑩).                                                       (2.70) 

Na teoria de elétrons livres ainda podemos reescrever essa equação a partir da 

relação do momentum do elétron livre e do vetor de onda 

𝑚𝒗 = ℏ𝒌,                                                                (2.71) 

e por conseguinte 

𝑭 = ℏ
𝑑𝒌

𝑑𝑡
.                                                               (2.72) 

Essa força fará os elétrons de condução do material se moverem na direção y, 

ou seja, temos um campo eletrostático 𝐸௬ nessa direção. No equilíbrio o campo 𝐸௬ 

compensa o campo magnético, tal que 

𝐸௬ = 𝑣௫𝐵௭ ,                                                               (2.73) 

conforme Nastase (2017). Portanto da equação de movimento usando o fato de que 

𝒑 = 𝑚𝒗 vem, 

𝑭 −  
𝒑

𝜏
= 𝑚

𝑑𝒗

𝑑𝑡
+

𝑚𝒗

𝜏
= 𝑚 ൬

𝑑

𝑑𝑡
+

1

𝜏
൰ 𝒗,                                            (2.74) 

e assim, 

𝑚 ൬
𝑑

𝑑𝑡
+

1

𝜏
൰ 𝒗 = −𝑒(𝑬 + 𝒗𝑥𝑩),                                                  (2.75) 
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tal que as componentes em cada direção serão, 

𝑚 ൬
𝑑

𝑑𝑡
+

1

𝜏
൰ 𝑣௫ = −𝑒൫𝐸௫ + 𝐵𝑣௬൯

𝑚 ൬
𝑑

𝑑𝑡
+

1

𝜏
൰ 𝑣௬ = −𝑒൫𝐸௬ + 𝐵𝑣௫൯

𝑚 ൬
𝑑

𝑑𝑡
+

1

𝜏
൰ 𝑣௭ = −𝑒𝐸௭ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

,                                         (2.76) 

como E é constante as derivadas parciais se anulam e encontramos (KITTEL, 2005), 

𝑣௫ = −
𝑒𝜏

𝑚
𝐸௫ −

𝑒𝐵

𝑚
𝜏𝑣௬

𝑣௬ = −
𝑒𝜏

𝑚
𝐸௬ −

𝑒𝐵

𝑚
𝜏𝑣௫

𝑣௭ = −
𝑒𝜏

𝑚
𝐸௭ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

.                                                        (2.77) 

Os elétrons da amostra rodam em círculos em uma frequência cíclotron 𝜔௖. 

Igualando a força de Lorentz (neste caos somente a parte relativa ao campo 

magnético), 𝑒𝑣𝐵, à força centrífuga, 𝑚𝑣𝜔, vem 

𝐹௅௢௥௘௡௧௭ = 𝐹௖௘௡௧௥í௙௨௚௔ ⟹ 𝑒𝑣𝐵 = 𝑚𝑣𝜔 ⟹ 𝜔 = 𝜔௖ =
𝑒𝐵

𝑚
.                    (2.78) 

Assim sendo, obtemos 

𝑣௫ = −
𝑒𝜏

𝑚
𝐸௫ − 𝜔௖𝜏𝑣௬

𝑣௬ = −
𝑒𝜏

𝑚
𝐸௬ − 𝜔௖𝜏𝑣௫

𝑣௭ = −
𝑒𝜏

𝑚
𝐸௭ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

,                                                  (2.79) 

no caso do efeito Hall, 𝑣௬ = 0, de forma que isso ocorre somente quando temos a 

presença de um campo elétrico que é transversal, i.e., vai na direção da largura do 

material (direção x), 

𝐸௬ = −𝜔௖𝜏
𝑚𝑣௫

𝑒𝜏
= −𝜔௖𝜏

𝑝௫

𝑒𝑚
⟹ 𝐸௬ = −𝜔௖𝜏𝐸௫,                             (2.80) 

que podemos ver a partir da equação para 𝑣௭. Assim a partir do valor da corrente na 

direção x, 𝐼௫ que é dada por, 

𝐼௫ = 𝑛𝑒𝑣௫ =
𝑛𝑒ଶ𝜏𝐸௫

𝑚
,                                                     (2.81) 
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encontramos então o coeficiente Hall que é dado por, 

𝑅ு =
𝐸௬

𝐼௫𝐵
⟹ 𝑅ு = −

1

𝑛𝑒
,                                                 (2.82) 

na teoria de Drude (metais). No elétron de condução possui um valor negativo e para 

um buraco possui valor positivo que pode ser entendido a partir da simetria buraco-

partícula. O valor de 𝑅ு refere-se à concentração de portadores de corrente 

elétrica no material (KITTEL, 2005; SIMON (2013). E que também pode ser escrita 

como, 

𝑅ு = −
𝐵

𝑛𝑒|𝐵|
.                                                            (2.83) 

Podemos também escrever a resistência Hall que é dada por, 

𝜌ு =
𝑀𝐸௬

𝑀𝐼௫
= −

𝐵

𝑛𝑒
,                                                       (2.84) 

e por conseguinte a condutância Hall que é justamente o inverso da resistência Hall, 

𝜎ு =
1

𝜌ு
⟹ 𝜎ு = −

𝑛𝑒

𝐵
.                                                   (2.85) 

Pode-se dizer que o coeficiente Hall mede a densidade de elétrons. 

 

2.5.3 Níveis de Landau 

A ideia de níveis de Landau surge naturalmente ao vermos que existe uma 

quantização da energia de uma partícula livre carregada sob a ação de um 

campo magnético perpendicular em um sistema 2D. Assim, o estudo dos múltiplos 

tipos de efeito Hall envolve o estudo de mecânica quântica. 

Seguindo a pintura semi-clássica (SNOKE, 2009) nós vimos acima que os 

elétrons realizam órbitas fechadas quando estão sob a ação do campo magnético na 

direção perpendicular em um sistema 2D. Podemos fazer uso da natureza ondulatória 

do elétron de forma que podemos caracterizá-lo a partir de uma função de onda da 

forma, 

𝜓(𝑡) = 𝑒௜ఝ(௧)𝜓(0),                                                        (2.86) 

onde o termo 𝜙(𝑡) vale, 
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𝜑(𝑡) =
𝑒

ℏ
ර 𝑨 ∙ 𝑑𝒙,                                                       (2.87) 

que nada mais é que a fase adquirida pelo elétron na trajetória e veremos mais 

detalhadamente e numa perspectiva da mecânica quântica quando analisarmos a 

fase de Berry. Do teorema de Stokes, 

ර 𝑨 ∙ 𝑑𝒙 = න 𝑩 ∙ 𝑑𝒂
ௌ

≡ 𝜙,                                                (2.88) 

onde 𝜙 é o fluxo de campo magnético que atravessa a órbita que o elétron percorre. 

A função de onda deve ser única o que implica em, 

𝜑(𝑡) = 2𝜋𝑣, 𝑣 ∈ ℤ.                                                   (2.89) 

Além disso, combinando (2.86) e (2.88) obtemos, 

𝜑(𝑡) =
𝑒

ℏ
𝜙.                                                              (2.90) 

Como devemos satisfazer a condição de ∇𝜓 ≠ 0 para termos 𝒑 ≠ 0, dado que 

os elétrons estão em órbita, logo, devemos ter 

𝜑(𝑡) ≠ 0.                                                                (2.91) 

Comparando as equações (2.89) e (2.90), 

𝜑(𝑡) =
𝑒

ℏ
𝜙 = 2𝜋𝑣,                                                       (2.92) 

tal que obtemos, 

𝜙 =
2𝜋ℏ

𝑒
𝑣 =

ℎ

𝑒
𝑣.                                                         (2.93) 

E escrevendo 𝜙଴ = ℎ 𝑒⁄ , então, 

𝜙 = 𝜙଴𝑣.                                                                 (2.94) 

ou ainda, 

𝑣 =
𝜙

𝜙଴
.                                                                  (2.95) 
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O termo 𝜙଴ é o chamado fluxo quântico, 𝑣 é um inteiro que se refere ao 

número total de estados eletrônicos em cada nível de Landau e independe de 𝑛, 

𝑣 é chamado de fração de preenchimento (SNOKE, 2009; NASTASE, 2017). 

 

2.5.4 Efeito Hall Anômalo (EHA) 

O efeito Hall Anômalo (EHA) foi descoberto em 1881 por Edwin Hall, e é 

caracterizado por ser uma versão mais forte do EH, de forma que a força de Lorentz 

pressionando os elétrons é da ordem de dez vezes mais forte em condutores 

ferromagnéticos que em condutores não-magnéticos. Além disso, temos o surgimento 

de uma magnetização 𝑀௭, do próprio material que causa o aparecimento de uma 

corrente Hall anômala. 

Esse fenômeno se constitui como um problema de transporte de carga no qual 

os experimentos mostram que em materiais ferromagnéticos a resistividade Hall, 𝜌௫௬, 

cresce de maneira rápida com o campo perpendicular fraco 𝐻௭ e o valor dela satura 

para grandes valores desse campo. 

Figura 10: Imagem esquemática do efeito Hall anômalo. Há a separação de cargas 
positivas e negativas pela largura do material, uma corrente passando peço 

comprimento dele e uma magnetização intrínseca do material. 

 

Fonte: Reproduzida de BANDYOPADHYAY; JOSEPH; NARAYAN (2024, p. 3). Licenciado 
sob Creative Commons 4.0 (CC BY-NC 4.0). 

Os principais aspectos de interesse desse fenômeno podem ser listados como 

(NAGAOSA et. al, 2010): 

 O EHA pode aparecer devido a três contribuições distintas, as quais no material 
todas estão presentes influenciando a trajetória do elétron, 𝜎௫௬

ாு஺ =

𝜎௫௬
ு஺ି௦௞ (𝜏) + 𝜎௫௬

ு஺ି௜௡௧ + 𝜎௫௬
ு஺ : 
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o Intrínseca: limite dc da condutividade interbandas que é não nula em 
condutores ferromagnéticos quando o acoplamento spin-órbita (ASO) é 
incluído; 

o Espalhamento assimétrico (skew scattering): contribuição proporcional 
ao tempo de vida do transporte dos estados de Bloch e que ocorre 
devido a características quirais presentes na dispersão 
desordenada do acoplamento spin-órbita de materiais 
ferromagnéticos condutores (ASO presente no Hamiltoniano). 

o Deslocamento para o lado (“side jump”): definida como a diferença entre 
as contribuições de campo e intrínseca e assimétrica. 

 

Figura 11: Ilustração dos três mecanismos principais do EHA. 

 

Fonte: Reproduzido de NAGAOSA (2009, p. 1542). 

2.5.5 Efeito Hall Quântico Inteiro (EHQI) e modelo de Haldane 

O efeito Hall quântico inteiro foi descoberto na década de 80 Von Klitzling, 

Dorda e Pepper (1980), (PRANGE; GIRVIN, 1987). Na visão clássica do efeito Hall 

as partículas do interior do material seguem órbitas fechadas e os elétrons 

presentes nas bordas (ou superfícies) tem órbitas abertas. 
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Figura 12: Visão clássica do efeito Hall quântico inteiro. 

 

Fonte: Elaborado pelo próprio autor. 

No estudo de Von Klitzling, Dorda e Pepper em 1980 eles verificaram em um 

gás 2-D confinado na interface entre um óxido e um semicondutor num MOSFET 

(Metal-Oxide-Semiconductor Field Effect Transistor, i.e., transistor de efeito de campo 

metal-óxido-semicondutor) que a voltagem Hall em função do campo magnético 

aplicado B não cresce de forma linear, mas sim em forma de platôs, nos quais a 

posição é independente da amostra (NASTASE, 2017). E que esses platôs são 

quantizados em múltiplos inteiros do fator de preenchimento 𝑣. 

Assim sendo a resistividade transversa Hall é dada por, 

𝜌௫௬ =
ℎ

𝑒ଶ𝑣
=

2𝜋ℏ

𝑒ଶ𝑣
, 𝑣 ∈ ℤ,                                              (2.96) 

e está relacionada a 𝑣 (eq. 2.95). 

A condutividade Hall transversa, 𝜎௫௬, é dada pelo inverso da resistividade 

transversa, 

𝜎௫௬ =
1

𝜌௫௬
=

𝑒ଶ

2𝜋ℏ
𝑣, 𝑣 ∈ ℤ,                                             (2.97) 
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Figura 13: A esquerda ilustração da relação entre a resistividade transversa e o 
campo magnético no efeito Hall clássico. A direita ilustração da relação entre a 

resistividade transversa e o campo magnético aplicado no efeito Hall quântico inteiro 

 

Fonte: Figura da esquerda produção própria do autor e figura da direita reproduzida de 
ZURICH INSTRUMENTS AG (2023, Fig. 2). 

Figura 14: Ilustração dos canais de borda em um campo magnético “quantizante”. 
Os estados de borda evoluem dos níveis de Landau do bulk dados por భ

మ
ℏஐ, య

మ
ℏஐ,…, 

dobrando para cima cruzando o nível de Fermi como função do número de onda em 
torno da direção x. 

 

Fonte: Reproduzido de TKACHOV (2022, p. 5). 

No EHQI a energia dos estados de borda é dobrada para cima e cruza o nível 

de Fermi. Esses estados de borda numa visão quântica podem ser vistos como 

estados quirais ou ainda canais de borda quasi-1D rodeando o interior do sistema 

(TKACHOV, 2022). Como a orientação do momento 𝒑 desses canais de borda é 

diretamente dependente da orientação do campo magnético 𝐵௭ esse aspecto 

pode ser visto como um alinhamento que protege esses estados contra desordem. 

Os estados de borda se movem todos em uma mesma orientação, no limite 

de baixas temperaturas onde as flutuações quânticas ganham relevância como 

potencial fator de desordem no sistema devido a indução de espalhamento elástico, 

𝒑 ⟶ −𝒑, devido aos estados de borda não terem estados contra propagantes eles 

não sofrem esse espalhamento reverso. Daí o nome quiralidade: robusteza 
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quanto a direção de propagação. Essa é uma manifestação direta da quebra da 

SRT. 

Figura 15: Imagem esquemática da visão quântica do efeito Hall quântico inteiro. 

 

Fonte: Produção própria do autor. 

No ano de 1988 Haldane propôs o primeiro toy model ao qual poderia ser 

realizada a fase de Hall quântico anômalo (EHQA) e é o modelo mais famoso de 

isolante de Chern [Emerging topological bound states in Haldane model zigzag 

nanoribbons - Simone Traverso, Maura Sassetti & Niccolò Traverso Ziani]. 

O toy model de Haldane é um modelo de tight-binding no qual temos um 

número de Chern não-nulo na zona de Brillouin 2D. Nesse modelo elétrons sem spin 

possuem amplitudes de “hopping” (salto) entre os sítios (orbitais tipo s) imersos em 

uma rede de favo de mel. Além disso, ele se constitui como uma tentativa da 

realização do EHQI sem os níveis de Landau, i.e., sem a presença de campo 

magnético. 

Figura 16: Imagem esquemática do modelo de Haldane (ou rede de favo de Mel). O 
modelo é uma rede hexagonal com dois sítios. O sítio 1 está representado pelos 

círculos em azul, enquanto o sítio 2 é representado pelos círculos marrons. A ligação 
entre primeiros vizinhos está em preto. A ligação entre segundos vizinhos está 

representada pelas setas em azul e marrom. 

 

Fonte: Produção própria do autor. 
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O Hamiltoniano desse modelo é dado por 

ℋு = ∆ ෍(−1)ఛ೔𝑐௜
ற𝑐௜

௜

+ 𝑡ଵ ෍൫𝑐௜
ற𝑐௝ + ℎ. 𝑐. ൯

〈௜௝〉

+ 𝑡ଶ ෍ ൫𝑖𝑐௜
ற𝑐௝ + ℎ. 𝑐. ൯

〈〈௜௝〉〉

,        (2.98) 

onde 𝜏௜ com 𝑖 = 1,2 é o índice da sub-rede do sítio, 𝑡ଵ é a força da amplitude de salto 

para os primeiros vizinhos e 𝑖𝑡ଶ para os segundos vizinhos mais próximos. 

O modelo é assumido ser semipreenchido e na ausência de 𝑡ଶ o Hamiltoniano 

descreve sistemas não-magnéticos como os orbitais 𝑝௭ da camada única de grafeno 

∆= 0. O modelo, além disso, descreve um material ferromagnético com uma certa 

magnetização orbital 𝑀௭, o termo −𝑖𝑡ଶ quebra a simetria TR e esse é o modelo mais 

simples a descrever uma fase topológica. Outro ponto de destaque é que esse modelo 

se constituiu como uma tentativa teórica do efeito Hall anômalo quântico. Abaixo a 

representação desse modelo usando o PYTHTB (Vanderbilt, p. 204]. 

Figura 17: Estrutura de bandas para o modelo de Haldane na eq. (2.98) 
considerando os valores para os termos ∆= 0.7 e 𝑡ଵ = −1.0. Em (a) 𝑡ଶ = 0; (b) 𝑡ଶ =

−0.06; (c) 𝑡ଶ = −0.1347; (d) 𝑡ଶ = −0.24. Os círculos preenchidos representam 
estados puros característicos do sítio 1 e os círculos não preenchidos representam 

os do sítio 2; podemos ver em (d) a inversão de bandas 𝐾′. 

 

Fonte: Reproduzido de VANDERBILT (2018, p. 204). 

 

2.5.6 Efeito Hall Quântico de Spin (EHQS) e modelo de Kane-Mele 

No ano de 2005 Kane e Mele (2005) propuseram um modelo que consiste na 

generalização do modelo de Haldane, no qual incluem o grau de liberdade do spin 

do elétron, tal que o modelo consiste em um par complexo conjugado dos modelos 

de Haldane. O modelo foi proposto a fim de abrir um gap no espectro de bandas 

de energia do grafeno. 
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Figura 18: Imagem esquemática do modelo de Kane-Mele. Os estados do sítio 1 
possuem spin up e são representados pelos círculos vermelhos, os círculos azuis 

representam os estados do sítio 2 que possuem spin down. 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

O modelo de Kane-Mele se baseia em a partir da abertura do gap no grafeno 

dar aos férmions de Dirac massa. O Hamiltoniano é dado por 

ℋ௄ெ = ∆ ෍(−1)ఛ೔𝑐௜
ற𝑐௜

௜

+ 𝑡ଵ ෍൫𝑐௜
ற𝑐௝ + ℎ. 𝑐. ൯

〈௜௝〉

+ 𝜆ௌை ෍ ൫𝑖𝑐௜
ற𝜎௭𝑐௝ + ℎ. 𝑐. ൯

〈〈௜௝〉〉

+ 

+𝜆ோ ෍൫𝑖𝑐௜
ற𝒆ො〈௜௝〉 ∙ 𝝈𝑐௝ + ℎ. 𝑐. ൯,

〈௜௝〉

                                                                       (2.99) 

onde o primeiro termo refere-se as energias em sítio, o segundo termo é relacionado 

a amplitude de saltos entre os vizinhos mais próximos, o terceiro termo é a parte spin 

dependente e por fim o quarto termo é o chamado termo de Rashba (que aparece 

motivado pela quebra de simetria especular ou de reflexão sobre o plano, i.e., 

presença de campo elétrico perpendicular, por exemplo). Esse Hamiltoniano 

preserva tanto a SRT quanto a paridade. 

 O modelo de Kane-Mele é uma generalização do modelo de Haldane, de forma 

que há a inserção do grau de liberdade de spin, mais especificamente a presença de 

spin up e down em cada sítio, ainda como falamos acima a presença do termo de 

Rashba, simetria especular (direita-esquerda) e a degenerescência de Kramer nos 

pontos TRIM Γ e M. Além disso, para um certo valor crítico do termo 𝜆௦௢ ocorre um 

fechamento de gap tanto em 𝑘 quanto 𝑘’ de forma a ter-se uma mudança na topologia 

de 𝑍ଶ par para 𝑍ଶ ímpar isto é os estados passam de triviais à não-triviais. 

Para materiais que não quebram a SRT os portadores de carga que estão nas 

bordas do material são os conhecidos pares de Kramer (veja o apêndice), além disso 
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temos o aparecimento do acoplamento spin-órbita. Os estados das bordas aparecem 

sempre em pares. 

O acoplamento spin-órbita atua como um campo magnético efetivo que atua 

em direções opostas para diferentes spins tal que isolantes topológicos 2-D são 

conhecidos como Isolantes de Spin Hall Quânticos [Topological Insulators – 

Fundamentals and perspectives]. Esses materiais foram previstos por Kane e Mele 

(2005) e por Bernevig e Zhang (2006). 

Figura 19: Ilustração do efeito Hall Quântico de spin. 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 Os estados de borda são helicais, de maneira que os portadores de carga 

percorrem diferentes sentidos de propagação para diferentes spins (para cima ou para 

baixo). Os estados de bulk realizam órbitas fechadas tal que estados com spin-up 

percorrem órbitas fechadas em um dado sentido e estados com spin-down percorrem 

no sentido oposto. 
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3 TEORIAS GERAIS DOS ISOLANTES TOPOLÓGICOS 

3.1 Topologia em Mecânica Quântica e Teoria Topológica de Bandas (TTB) 

 

3.1.1 Teoria Topológica de Bandas (TTB) 

A chamada teoria topológica de bandas é uma teoria geral não interagente de 

isolantes topológicos. Ela traz em sua premissa principal alguns ingredientes básicos 

como: 

 Fase de Berry; 
 Fórmula TKNN e número de Chern; 
 Estados de borda e correspondência bulk-bondary; 
 Polarização elétrica e pump de corrente; 
 Topologia de bandas 𝑍ଶ. 

 

3.1.1.1 Fase de Berry 

A fase de Berry é uma forma de tratar e generalizar o entendimento do efeito 

Aharonov-Bohm (NASTASE, 2017), de forma extremamente simplificada o efeito 

citado refere-se ao caso no qual campos que possuem invariância de calibre 

(liberdade na forma de escrever o campo) e que por conseguinte possuem o 

aparecimento de um fator de fase global, este fator poder ser mensurado, ou seja, 

uma mudança de fase quântica pode ser medida. 

O efeito Aharonov-Bohm consiste em dois pacotes de onda eletrônicos que 

estão circulando um tubo solenoidal que possui um campo magnético em seu interior, 

assim sendo durante o percurso desses pacotes de onda o campo magnético é nulo, 

entretanto o potencial vetor não é, fazendo com que eles adquiram uma fase relativa, 

que é a fase de Aharanov-Bohm a qual afeta o padrão de interferência gerado pelos 

pacotes ao fecharem o loop (caminho fechado) (COHEN et al., 2019). 

Sabemos a partir do teorema de Stokes que ao percorrer qualquer percurso 

fechado que envolve uma quantidade gauge-invariante ao tomar-se a integral dela 

encontramos o valor 2𝜋𝜙/𝜙଴, fase de Aharanov-Bohm, onde 𝜙଴ = ℎ𝑐/𝑒 é o fluxo 

quântico que é encapsulado pela trajetória. Assim, no caso citado acima podemos 

pensar em uma quantidade que evidencie a diferença entre os caminhos feitos pelos 

dois elétrons tal que consigamos diferenciar elas topologicamente, essa quantidade 



46 
 

 

será: 𝑛௪ - que se refere ao número de vezes que o elétron gira em torno do selenóide, 

também denominado de número de enrolamento, de forma que a fase adquirida na 

trajetória será 2𝜋𝑛௪𝜙௦/𝜙଴, onde 𝜙௦ é o fluxo encapsulado pelo solenoide (STERN, 

2008). 

A fase de Berry é uma quantidade característica que surge na evolução 

adiabática de estados quânticos em um circuito, cíclico ou não, mais especificamente 

um valor carregado pelo vetor de onda quando evolui nesse percurso, i.e., a 

definição de um ângulo que vai de 0 a 2𝜋 (BERNEVIG; HUGHES, 2013; FRADKIN, 

2013; NASTASE, 2017; SATO; ANDO, 2017; VANDERBILT, 2018; COHEN et al., 

2019). 

Figura 20: Ilustração esquemática do efeito Aharonov-Bohm. 

 

Fonte: Adaptado de AHARONOV; BOHM (1959, p. 486). 

 

3.1.1.2 Descrição discreta 

Tomando um conjunto de n vetores que denotaremos como 

{|𝑢ଵ(𝐤)⟩, … , |𝑢௡(𝐤)⟩}, então a fase de Berry 𝜒௕ ao longo e um contorno é dada por 

(VANDERBILT, 2018), 

𝜒௕ = −𝑖 ln(⟨𝑢ଵ(𝐤)|𝑢ଶ(𝐤)⟩ … ⟨𝑢௡ିଵ(𝐤)|𝑢௡(𝐤)⟩),                               (3.1) 

ou ainda 

𝜒௕ = −𝑖 ln ቌෑ⟨𝑢௜(𝐤)|𝑢௜ାଵ(𝐤)⟩

௝

ଵ

ቍ,                                           (3.2) 

com |𝑢ଵ(𝐤)⟩  = |𝑢௡(𝐤)⟩, de forma que estamos considerando o caso de um ciclo. Mais 

para frente trataremos do caso geral. O que podemos dizer da fase de Berry é que ela 

é módulo de 2𝜋 invariante sob calibre, i.e., 𝜒௕෦ = 𝜒௕ + 2𝜋𝑛, com 𝑛 pertencente aos 

inteiros (que é o equivalente a dizer que o n° de elétrons de uma dada estrutura de 
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bandas divido por 2 é um invariante quando consideramos o sistema como um todo, 

como veremos mais a frente). 

Ao nos lembrarmos que para um número complexo qualquer 𝑧 = |𝑧|𝑒௜ఝ, i.e., ele 

é dado pelo produto entre sua magnitude e a sua projeção nos eixos imaginário e real. 

Assim, o termo 𝐼𝑚 ln 𝑧 = 𝐼𝑚 ln(|𝑧|𝑒௜ఝ) = 𝜑, i.e., ficamos somente com a fase 

complexa. 

 

3.1.1.3 Descrição continua 

No limite contínuo, a fase de Berry é bem definida e assim podemos tomar uma 

função que indicaremos por |𝑢ఓ⟩, bem definida e suave, dependente de um parâmetro 

real que denotamos pelo subscrito 𝜇. 

À medida que o parâmetro 𝜇 vai de um valor real inicial, 𝜇 − 𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙, até um 

valor real final, 𝜇 − 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙, a função |𝑢ఓ⟩ evolui no devido espaço de parâmetros, i.e., 

ao longo do contorno considerado, considerando que |𝑢ఓି௜௡௜ ⟩ ≡ |𝑢ఓି௙௜௡௔ ⟩. 

Devido a nossa função ser bem definida podemos expandi-la em série de Taylor 

𝑓(𝑥) = ෍
𝑓(௡)

𝑛!
𝑥௡

௡

௜ୀ଴

,                                                         (3.3) 

tal que obtemos, 

ห𝑢ఓାௗఓൿ = ห𝑢ఓൿ + ቆ𝑑𝜇
𝜕ห𝑢ఓൿ

𝜕𝜇
ቇ + Ο(𝑑ଶ𝜇) … .                                   (3.4) 

Tomamos somente até o termo de 2° ordem e ignorando os demais, assim 

fazendo 𝑙𝑛⟨𝑢ఓ|𝑢ఓାௗఓ⟩, obtemos, 

𝑙𝑛⟨𝑢ఓ|𝑢ఓାௗఓ⟩ = 𝑙𝑛⟨𝑢ఓ| ቈ|𝑢ఓ⟩ + ቆ𝑑𝜇
𝜕ห𝑢ఓൿ

𝜕𝜇
ቇ቉ 

                                        =  ln ቌ⟨𝑢ఓ|𝑢ఓ⟩  +  ⟨𝑢ఓ| ቆ𝑑𝜇
𝜕ห𝑢ఓൿ

𝜕𝜇
ቇቍ 

                    =  ln൫1 +  ⟨𝑢ఓ|𝜕ఓ𝑢ఓ⟩𝑑𝜇൯ 

=  ൻ𝑢ఓห𝜕ఓ𝑢ఓൿ𝑑𝜇,                                                           (3.5) 
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integrando a última equação, obtemos a fase Berry no limite contínuo, 

𝜒௕ = −𝑖 රൻ𝑢ఓห𝜕ఓ𝑢ఓൿ 𝑑𝜇.                                                     (3.6) 

Outra forma mais geral de pensar é a partir um sistema quântico qualquer 

descrito pelo Hamiltoniano 𝐻(𝚯), onde Θ é um conjunto de parâmetros dependentes 

do tempo, 𝚯 = Θ௜(t) = (Θଵ(𝑡), Θଶ(𝑡), … , Θ௡(𝑡)), como campo magnético, por exemplo, 

tal que está instantaneamente no autoestado |𝑢௡(𝚯)⟩. Condições do nosso caso: 

 A evolução se dará através dê um circuito fechado ou não, como por exemplo, 
no caso fechado, a rotação do vetor de onda no espaço de (quasi)momentum 
𝒌 de um isolante de Chern; 

 O vetor de onda  |𝑢௡(𝚯)⟩ é modelado a partir da função 𝚯 = Θ௜(t) e permanece 
em qualquer tempo sendo o autoestado de 𝐻(𝚯); 

 Após a evolução temporal adiabática do sistema ele vai até um estado em um 
tempo 𝑡 + 𝑑𝑡. 

Os autovalores e autoestado desse sistema são obtidos através da equação de 

Schrödinger, 

𝐻(𝚯) |𝑢௡(𝚯)⟩  = 𝐸௡(𝚯) |𝑢௡(𝚯)⟩,                                             (3.7) 

porém a evolução do sistema é governada pela seguinte equação (BERNEVIG; 

HUGHES, 2013), 

𝐻(𝚯(t))|𝑢௡(𝚯(t))⟩  = 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
|𝑢௡(𝚯(t))⟩,                                       (3.8) 

e, portanto, podemos escrever (3.7) como, 

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
|𝑢௡(𝚯(t))⟩   = 𝐸௡(𝚯(t))|𝑢௡(𝚯(t))⟩.                                      (3.9) 

Inserindo o ansatz, 

|𝑢௡(𝚯(t))⟩   = 𝑒ି௜ఏ(௧)|𝜓𝚯(୲)⟩,                                              (3.10) 

e considerando também que, 

⟨𝜓𝚯(୲)|𝜓𝚯(୲)⟩ = 1.                                                         (3.11) 

Logo, inserindo (3.10) em (3.9) vem, 

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑒ି௜ఏ(௧)|𝜓𝚯(୲)⟩  = 𝐸௡(𝚯(t))𝑒ି௜ఏ(௧)|𝜓𝚯(୲)⟩,                               (3.12) 
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o lado esquerdo de (3.12) vale, 

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝑒ି௜ఏ(௧)|𝜓𝚯(୲)⟩  = 𝑖ℏ𝜕௧൫𝑒ି௜ఏ(௧)ห𝜓𝚯(୲)⟩൯                                                

                                   = 𝑖ℏ൫ൣ𝜕௧𝑒ି௜ఏ(௧)൧ห𝜓𝚯(୲)⟩ +  𝑒ି௜ఏ(௧)𝜕௧ห𝜓𝚯(୲)⟩൯       

                                   = 𝑖ℏ൫−𝑖𝜃̇(𝑡)𝑒ି௜ఏ(௧)ห𝜓𝚯(୲)⟩ +  𝑒ି௜ఏ(௧)𝜕௧ห𝜓𝚯(୲)⟩൯ 

 = ℏ𝑒ି௜ఏ(௧)(𝜃̇(𝑡)|𝜓𝚯(୲)⟩ +  𝑖𝜕௧|𝜓𝚯(୲)⟩).                             (3.13) 

Portanto, substituindo (3.13) em (3.12) 

ℏ𝑒ି௜ (௧)(𝜃̇(𝑡)|𝜓𝚯(୲)⟩ +  𝑖𝜕௧|𝜓𝚯(୲)⟩) = 𝐸௡൫𝚯(t)൯𝑒ି௜ఏ(௧)|𝜓𝚯(୲)⟩,                 (3.14) 

simplificando o termo 𝑒ି௜ఏ(௧) em (3.14) e reordenando, 

𝜃̇(𝑡)ห𝜓𝚯(୲)ൿ =
1

ℏ
𝐸௡൫𝚯(t)൯ห𝜓𝚯(୲)ൿ −  𝑖𝜕௧ห𝜓𝚯(୲)ൿ.                              (3.15) 

Multiplicando (3.15) por ⟨𝜓൫𝒌(௧)൯| (pelo lado esquerdo) vem, 

⟨𝜓𝚯(୲)ห 𝜃̇(𝑡)ห𝜓𝚯(୲)⟩  =
1

ℏ
⟨𝜓𝚯(୲)| 𝐸௡(𝚯)|𝜓𝚯(୲)⟩ −  𝑖⟨𝜓𝚯(୲)|𝜕௧|𝜓𝚯(୲)⟩,             (3.16) 

usando (3.11) em (3.16) obtemos 

𝜃̇(𝑡) ⟨𝜓𝚯(୲)|𝜓𝚯(୲)⟩ᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫ
ୀଵ

 =
1

ℏ
𝐸௡(𝚯) ⟨𝜓𝚯(୲)|𝜓𝚯(୲)⟩ᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫ

ୀଵ

− 𝑖⟨𝜓𝚯(୲)|𝜕௧|𝜓𝚯(୲)⟩  ⟹ 

⟹ 𝜃̇(𝑡) =
1

ℏ
𝐸௡(𝚯) − 𝑖⟨𝜓𝚯(୲)|𝜕௧|𝜓𝚯(୲)⟩.                                     (3.17) 

Integrando (3.17) de 0 a 𝑡 encontramos o fator de fase 𝜃(𝑡), 

𝜃(𝑡) = න
1

ℏ
𝐸௡(𝚯(t))

௧

଴

 𝑑𝑡ᇱ + න(−𝑖⟨𝜓𝚯(୲)|𝜕௧ᇲ|𝜓𝚯(୲)⟩) 𝑑𝑡ᇱ

௧

଴

.                     (3.18) 

Temos essa fase total 𝜃(𝑡) em (3.18) que possui dois fatores de fase, um que 

é relativo à evolução do sistema e outro que é relativo à mudança de estado, esse 

último fator de fase é a chamada fase de Berry, 𝜒௕ (NASTASE, 2017; TKACHOV, 

2022). Ela desempenha um papel extremamente importante no espaço de 

momentum, pois caracteriza topologias não triviais que são uma das principais 

características de isolantes e supercondutores topológicos (SATO; ANDO, 2017). 
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No caso do contorno fechado, podemos igualar o tempo 𝑡 ao tempo necessário 

para o sistema percorrer o ciclo, 𝑡௖௜௖௟௢, tal que para a fase de Berry, 

𝜒௕ = න(−𝑖⟨𝜓𝚯൫௧ᇲ൯|𝜕௧ᇲ|𝜓𝚯൫௧ᇲ൯⟩)  𝑑𝑡ᇱ

௧

଴

⟹ 

⟹ 𝜒௕ = න ቀ−𝑖 ർ𝜓𝚯൫௧ᇲ൯|𝜕௧ᇲ|𝜓𝚯൫௧ᇲ൯඀ቁ 𝑑𝑡ᇱ,

௧೎೔೎೗೚

଴

                                     (3.19) 

e ainda podemos escrever como (BERNEVIG; HUGHES, 2013; TKACHOV, 2022) da 

seguinte forma, a fim de eliminar o parâmetro 𝑡ᇱ, 

𝜒௕ = ර(−𝑖⟨𝜓𝚯൫௧ᇲ൯|𝛁𝚯|𝜓𝚯൫௧ᇲ൯⟩)
𝑑𝚯

𝑑𝑡ᇱ
 𝑑𝑡ᇱ,                                      (3.20) 

tal que obtemos 

𝜒௕ = ර(−𝑖⟨𝜓𝚯|𝛁𝚯|𝜓𝚯⟩)𝑑𝚯.                                               (3.21) 

Escrevendo o integrando de (3.21) como, 

𝑨𝚯
(௡)

= −𝑖⟨𝜓𝚯|𝛁𝚯|𝜓𝚯⟩,                                                  (3.22𝑎) 

(3.22a) é a chamada conexão de Berry ou vetor potencial de Berry que se constitui 

como o deslocamento de fase da função de onda. No espaço de quasimomentum, 

𝑨𝐤
(௡)

= −𝑖⟨𝜓𝐤|𝛁𝐤|𝜓𝐤⟩.                                                  (3.22𝑏) 

Para a fase de Berry obtemos por fim, 

𝜒௕ = ර 𝑑𝚯 ∙ 𝑨𝚯
(௡)

.                                                        (3.23) 

Devemos lembrar ainda que o vetor de Berry é uma quantidade invariante sob 

transformação de calibre, tal que, 

𝑨𝚯
(௡)

⟶ 𝑨𝚯
ᇱ(௡)

= 𝑨𝚯
(௡)

− 𝜕𝚯𝜑(𝚯),                                            (3.24) 

assim, aplicando (3.24) em (3.23) vem, 

𝜒௕
ᇱ = ර 𝑑𝚯 ∙ 𝑨𝚯

(௡)
− ර 𝑑𝚯 ∙ 𝜕𝚯𝜑(𝚯),                                       (3.25) 
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tal que a segunda integral em (3.25) vale (no caso de um circuito fechado), 

− ර 𝑑𝚯 ∙ 𝜕𝚯𝜑(𝚯) = − ቀ𝜑൫𝚯(T)൯ − 𝜑൫𝚯(0)൯ቁ = 2𝜋𝑁,                      (3.26) 

com 𝑁 𝜖 𝕀, devido a condição de unicidade de exp(𝑖𝜑(𝚯)), ou seja, de que 𝜑൫𝚯(T)൯ =

𝜑൫𝚯(0)൯ [Bernevig], [Superconductors: a review]. Então, tomando o caso de um 

circuito fechado 𝐶 em um espaço de parâmetros de dimensão Θ = (Θଵ, Θଶ, Θଷ) que é 

o principal foco deste tópico, temos a partir da aplicação do teorema de Stokes em 

(3.20) o seguinte resultado (BERNEVIG; HUGHES, 2013),  

𝜒௕ = න 𝑑𝐒 ∙ (𝛁 × (−𝑖⟨𝜓𝚯|𝛁|𝜓𝚯⟩)) = −𝑖 න 𝑑S௜𝜖௜௝௞∇௝(⟨𝜓𝚯|∇𝒌|𝜓𝚯⟩),        (3.27𝑎) 

𝜒௕ = −𝑖 න 𝑑𝐒 ∙ (⟨𝛁𝜓𝚯|×|𝛁𝜓𝚯⟩).                                        (3.27𝑏) 

O termo ⟨𝛁𝜓𝚯|×|𝛁𝜓𝚯⟩ é a chamada curvatura de Berry. No espaço de (quasi) 

momentum de dimensão dois podemos escrever (TKACHOV, 2022), 

𝜒௕ = න 𝑨𝒌 ∙ 𝑑𝒌 = න(∇ × 𝐴௞)𝒌𝑑𝑘௜𝑑𝑘௝ .                                      (3.28) 

O caso de circuito fechados é de extrema importância porque mostra como 

mesmo após o sistema retornar ao ponto inicial existe um valor carregado pelo 

vetor de onda e este é uma quantidade mensurável, que é nula somente se ela for 

em si um inteiro (BERNEVIG; HUGHES, 2013). 

Como definimos 𝑨𝚯
(௡) como um rotacional em (3.28), então podemos relacionar 

o mesmo a um certo fluxo de Berry, 𝜙௕, através da superfície de caminho S para a 

fase de Berry 𝜒௕ ao redor do contorno C, no caso de um espaço de parâmetros 2D, 

tal que, 

𝜙௕ = න 𝑨𝚯
(௡)

𝑑𝑆 = ර 𝑑𝚯 ∙ 𝑨𝚯
(௡)

= 𝜒௕ ,                                              (3.29) 

sendo que usamos a equação (3.23). E para a curvatura (ou campo de força da 

conexão) de Berry, a definimos como se segue usando (3.27a), 

𝛀𝚯
(௡)

= 𝛁 × (−𝑖⟨𝜓𝚯|𝛁|𝜓𝚯⟩),                                             (3.30𝑎) 

𝛀𝚯
(௡)

= 𝛁 × 𝑨𝚯
(௡)

.                                                       (3.30𝑏) 
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A mesma pode ser vista como a densidade de fluxo magnético no espaço de 

parâmetros. Para o caso 2D usando (3.27b) vem, 

𝐹௜௝
(௡)

=  ൻ∇௜𝜓𝚯|×|∇௝𝜓𝚯ൿ − (𝑖 ⟷ 𝑗),                                      (3.31𝑎) 

ou de outra forma, 

𝐹௜௝
(௡)(𝒌) = 𝜕௞೔

𝐴௞ೕ

(௡)(𝒌) − 𝜕௞ೕ
𝐴௞೔

(௡)
(𝒌),                                     (3.31𝑏) 

i.e., 

𝐹௜௝
(௡)(𝒌) = (∇ × 𝐴௞)𝒌.                                                   (3.31𝑐) 

No caso de um espaço de parâmetros 3D e usando a notação de 

pseudovetores obtemos (VANDERBILT, 2018), 

𝜒௕ = න 𝑨𝚯
(௡)

∙ 𝑑𝑺.
ௌ

                                                        (3.32) 

Figura 21: Evolução adiabática e cíclica de um sistema quântico. Um parâmetro 𝑹 é 
tracejado ao longo do loop fechado C no espaço de parâmetros. O vetor 𝑨(𝑹) é a 

conexão de Berry que se constitui como um campo vetorial que é definido ao longo 
do caminho C (setas vermelhas). 𝛀(𝑹) é a curvatura de Berry (cruzes azuis) que é 
uma densidade de fluxo advinda do fluxo que a conexão de Berry gera através da 

superfície S delimitada pelo caminho C (azul claro). 

 

Fonte: Adaptado de SPRINKART et al. (2024, p. 691). Licenciado sob Creative Commons 
4.0 (CC BY 4.0). 

 

3.1.1.4 Fórmula TKNN e Número de Chern 

Em 1982 D.J. Thouless, M. Kohmoto, M.P. Nightingale e M. den Nijs (1982) 

lançaram o artigo chamado Quantized Hall Conductance in a Two-Dimensional 
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Periodic Potential, nesse artigo derivam uma fórmula importante conhecida como 

TKNN (Thouless-Kohmoto-Nightingale-den Nijs) e que serviu para caracterizar os 

estados do efeito Hall em termos de múltiplos inteiros usando a fórmula de Kubo no 

caso de potenciais periódicos. Essa fórmula elucida uma questão que surge quando 

pensamos se o valor quantizado obtido no efeito hall quântico inteiro (EHQI) e o 

obtido no número de Chern (Ch) pertencem a mesma classe e a resposta que 

obtemos é que sim (THOULESS et al., 1982; HASAN; KANE, 2010; SATO; ANDO, 

2017; TKACHOV, 2022). 

O invariante de TKNN é derivado a partir da chamada fórmula de Kubo da 

condutividade quando aplicada a um potencial periódico 2D. A fórmula de Kubo foi 

desenvolvida em 1957-1959 e são funções de correlação que descrevem resposta 

linear, que no caso em específico referem-se a equações para condutividade 

elétrica nos sólidos (MAHAN, 2000). 

Da fórmula de Kubo, 

𝜎ఈఉ = −
𝑖𝑒ଶℏ

𝑎
෍

𝑓(𝐸௟) − 𝑓(𝐸௠)

𝐸௟ − 𝐸௠

⟨𝑙|𝑣ఈ|𝑚⟩ൻ𝑚ห𝑣ఉห𝑙ൿ

ℏ𝜔 + 𝐸௟ − 𝐸௠
௟,௠

,                         (3.33) 

com ⟨𝑙|𝑣ఈ|𝑚⟩ sendo o elemento matricial da projeção 𝛼 do operador velocidade 𝑣ఈ 

entre os estados quânticos |𝑙⟩ e |𝑚⟩ com energias 𝐸௟ e 𝐸௠. 

A condutividade Hall (transversa) 𝜎௫௬, no limite de frequência e temperaturas 

nulas é, 

𝜎௫௬ = −
𝑖𝑒ଶℏ

𝑎
෍[Θ(𝜇 − 𝐸௟) − Θ(𝜇 − 𝐸௠)]

⟨𝑙|𝑣௫|𝑚⟩ൻ𝑚ห𝑣௬ห𝑙ൿ

(𝐸௟ − 𝐸௠)ଶ

௟,௠

,                (3.34) 

onde 𝜇 é o nível de Fermi, entre os dois níveis arbitrários de energia 𝐸௟ e 𝐸௠ e Θ(E) é 

a função escada unitária. E resulta em 

𝜎௫௬ = −
𝑖𝑒ଶ

ℏ𝑎
෍⟨𝑙|𝑥𝑦 − 𝑦𝑥|𝑙⟩

ா೗⟨ఓ

.                                             (3.35) 

Ao realizarmos algumas operações (obter o valor de ⟨𝑙|𝑥𝑦|𝑙⟩ e definir a conexão 

de Berry) considerando a zona de Brillouin retangular com condições periódicas 

encontramos a fórmula TKNN (TKACHOV, 2022), 
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𝜎௫௬ =
𝑒ଶ

ℎ
න

𝑑𝑘௫𝑑𝑘௬

2𝜋஻௓

(𝛁 × 𝑨𝒌)௭.                                          (3.36) 

O invariante TKNN é visto como o 1° número de Chern. O teorema de Chern 

estabelece que, no limite contínuo, o fluxo de Berry calculado em uma certa região 

(variedade) S fechada 2D é quantizada em 𝟐𝝅 vezes um número inteiro, i.e., 

ර 𝑨𝚯
(௡)

∙ 𝑑𝑺
ௌ

= 2𝜋𝐶ℎ,                                                     (3.37) 

onde Ch é o número de Chern (VANDERBILT, 2018). 

O número de Chern é definido como a integral sobre a Zona de Brillouin 

(ZB) em duas dimensões da curvatura (ou campo de força da conexão) de Berry, 

que no caso da n-ésima banda ocupada será, usando (3.29), 

𝐶ℎ(௡) =
1

2𝜋
න 𝑑𝑘௜𝑑𝑘௝𝐹௜௝

(௡)(𝒌).
௓஻ିଶௗ

                                         (3.38) 

Figura 22: Representação da topologia do espaço recíproco, onde um vetor de onda 
𝒌 viaja na direção x. (a) Ao vetor de onda 𝒌 atravessar de uma célula a outra, é 

como se ele entrasse na mesma célula novamente, porque o espaço recíproco é 
periódico e as células unitárias são indistinguíveis. Dessa forma, primeiro o espaço 

recíproco infinito pode ser modelado como um espaço finito ao se conectar as 
células unitárias ao longo dos lados paralelos a 𝒆௞௫, (b) então, se conecta ao longo 

dos lados paralelos a 𝒆௞௬, (c) de forma que o espaço recíproco tem a topologia 
equivalente à de um toro, onde o vetor de onda percorre um caminho fechado. 

 

Fonte: Reproduzido de SPRINKART et al. (2024, p. 693). Licenciado sob Creative Commons 
4.0 (CC BY 4.0). 

Podemos considerar a zona de Brillouin em 2D como um toro. No espaço real 

a periodicidade do potencial cristalino conduz ao teorema de Bloch, equação (2.4). 

Além da periodicidade da rede cristalina no espaço real, existe uma periodicidade 

equivalente no espaço recíproco de forma que a condição 𝜓௡(𝒌) = 𝜓௡(𝒌 + 𝑮) é válida, 

quando rigorosamente os autovalores de energia da n-ésima banda são dados por 
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𝐸௡(𝒌) = 𝐸௡(𝒌 + 𝑮), constituindo a estrutura de bandas do sistema cristalino. Como 𝑮 

é um vetor da rede recíproca, essa condição implica que na propagação do vetor de 

onda entre as células unitárias é como se na visão dele ele adentrasse a mesma célula 

unitária infinitas vezes, já que elas são indistinguíveis. Como resultado a zona de 

Brillouin possui a topologia de um torus em que o vetor de onda k percorre um caminho 

fechado em sua superfície (SPRINKART ET AL., 2024). 

O número de Chern acima é associado a cada banda de energia, no caso do 

índice de Chern ser não nulo o sistema é chamado de isolante de Chern ou isolante 

Hall quantum-anômalo. Assim, podemos entender agora o significado físico do 

número de Chern que é o de caracterizar a contribuição de cada banda de energia 

preenchida por elétrons (para o efeito Hall quântico inteiro ou outros efeitos Hall 

quânticos). E, portanto, ele atua efetivamente para a TTB como um parâmetro de 

ordem para materiais que quebram a SRT no sentido de indicar se são ITs conforme 

os elementos citados. 

Figura 23: Equivalência da primeira zona de Brillouin a um torus. As quatro 
extremidades do retângulo viram um único ponto na superfície do tous. 

 

Fonte: Adaptado de SHEN (2012, p. 212). 

A equação acima ainda pode ser escrita como se segue usando o teorema de 

Stokes, 

𝐶ℎ(௡) =
1

2𝜋
න 𝑑𝒌 ∙ 𝜕𝐤𝜑(𝐤)

డோ

,                                              (3.39) 

sendo que 𝜕𝑅 é o contorno da região 𝑅. 

O fator de fase da solução da eq. de Bloch é uma função única, como podemos 

ver por (3.10), em 𝜕𝑅 de maneira que o número de 𝐶ℎ(௡) deve ser um inteiro. 

Seguindo a abordagem de Ando (2013), o número total de Chern 𝐶ℎ de bandas 

ocupadas para um isolante 2D é dado por, 
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𝐶ℎ = ෍ 𝐶ℎ(௡).

ா೙⟨ா೑

                                                        (3.40) 

Junto desse aspecto conseguimos então relacionar a condutância Hall 

(transversal) ao número de Chern tal que, 

𝜎௫௬ = −
𝑒ଶ

ℏ
𝐶ℎ, 𝐶ℎ ∈ ℤ.                                                (3.41) 

Um aspecto de extrema importância é a transformação de reversão temporal 

da conexão de Berry e do campo de força da conexão de Berry totais para as bandas 

ocupadas como se segue, 

෍ 𝐴(௡)(𝒌)

ா೙⟨ா೑

⟶ ෍ 𝐴(௡)(−𝒌)

ா೙⟨ா೑

,                                          (3.42) 

෍ 𝐹௜௝
(௡)(𝒌)

ா೙⟨ா೑

⟶ − ෍ 𝐹௜௝
(௡)

(−𝒌).

ா೙⟨ா೑

                                        (3.43) 

E por conseguinte, para o número de Chern, usando (3.38) e (3.43), 

𝐶ℎ(௡) =
1

2𝜋
න 𝑑𝑘௜𝑑𝑘௝𝐹௜௝

(௡)(𝒌)
௓஻ିଶௗ

,                                         (3.44) 

𝐶ℎ(௡) =
1

2𝜋
න 𝑑𝑘௜𝑑𝑘௝ ቎ ෍ 𝐹௜௝

(௡)
(𝒌)

ா೙⟨ா೑

቏
௓஻ିଶௗ

,                                 (3.45) 

𝐶ℎ(௡) = −
1

2𝜋
න 𝑑𝑘௜𝑑𝑘௝ ቎ ෍ 𝐹௜௝

(௡)
(−𝒌)

ா೙⟨ா೑

቏
௓஻ିଶௗ

,                              (3.46) 

𝐶ℎ(௡) = −𝐶ℎ(௡),                                                          (3.47) 

O que nos leva a 𝐶ℎ(௡) = 0 e nos evidencia que 𝐶ℎ(௡) ≠ 0 somente quando há 

quebra da SRT, e assim a quebra da SRT é necessária para o número de Chern 

ser não nulo e termos a existência do efeito Hall. 
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3.1.1.5 Estados de borda e correspondência bulk-boundary 

Da ideia apresentada quando lidamos com o efeito Hall Quântico Inteiro vimos 

que os estados de borda propagantes podem ser entendidos como elétrons realizando 

trajetórias semicirculares nas quais colidem com as bordas em uma frequência 

aproximadamente ciclotron.  

Halperin (1982) nos mostra que a propriedade topológica no bulk do 

material aparece nas bordas do material como estados metálicos que são 

protegidos topologicamente, além disso os estados de borda são localizados 

dentro do raio aproximadamente ciclotron, mas são estendidos ao redor do 

perímetro da amostra.  

Mesmo na presença de desordem moderada os estados de borda 

permanecem estendidos e continuam a carregar corrente pela amostra por serem 

estados quirais – se propagam somente em uma direção e são robustos contra 

desordem devido a não termos “back scattering”, i.e., estados contra-propagantes 

que possam causar espalhamento. 

Nesses materiais temos o seguinte aspecto de interesse vital: 

 Interior (bulk): temos uma estrutura de bandas com intervalos de energia; 
 Contornos (bordas): sem intervalos de energia - é justamente a região da 

interface onde o invariante topológico muda.  

A correspondência bulk-boundary nos diz que (HASAN; KANE, 2010) a 

diferença no número de modos de movimento da direita e da esquerda (mudança 

do número de Chern na interface) depende somente da estrutura topológica dos 

estados de bulk e não pode ser alterada, 

∆𝑛 = 𝑛ௗ − 𝑛௘ ,                                                                  (3.48) 

com ∆𝑛 sendo a diferença no número de Chern pela interface.  

Uma outra forma de ver isso é através de Hatsugay (1993). O invariante TKNN 

foi definido originalmente em um sistema infinito sem bordas e a condutância é a 

integral do número de Chern sob a zona de Brillouin magnética, de forma que esse 

invariante é descrito em termos das funções de onda do bulk. Já nos sistemas com 

bordas usamos o número de enrolamento (winding number), 𝑛௪, a fim de 

determinar a condutância numa superfície de Riemann. 

O principal resultado é que a condutância da n-ésima banda preenchida é dada 

por, 
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𝜎௫௬
௡,௕௨௟௞ =

𝑒ଶ

ℎ
ൣ𝐼൫𝐶௝൯ − 𝐼൫𝐶௝ିଵ൯൧ ⟹ 𝜎௫௬

௡,௘ௗ௚௘
,                                         (3.49) 

onde 𝐼൫𝐶௝൯ é a vorticidade da banda de cima e 𝐼൫𝐶௝ିଵ൯ é a vorticidade da banda logo 

abaixo. Vorticidade aqui é o nome que damos ao campo de vórtices “criado” ao 

escrevermos a integral sob a curvatura de Berry usando o teorema de Stokes, 

i.e., como uma integral de linha em torno das superfícies no caminho tomado 

(FÜNFHAUS et al., 2022), de forma que estamos contando o número de 

enrolamentos. 

 

3.1.1.6 Polarização elétrica e pump de corrente 

A polarização elétrica 𝑷 é um conceito importante em eletrodinâmica e é 

definida como o momento de dipolo elétrico por volume em um material dielétrico e 

refere-se à separação relativa de cargas de sinal oposto, i.e., deformação da nuvem 

eletrônica de um estado de equilíbrio a outro, devido a um campo elétrico externo ou 

cargas livres no material. 

Na evolução adiabática cíclica considerando a 1° lei de Maxwell (NUNES, 2023) 

e seguindo Shen (2012), temos que, 

∇ ∙ 𝑫 = −𝜌(𝑡),                                                                  (3.50) 

onde 𝑫 = 𝜖଴𝑬 + 𝑷, sendo 𝑬 o campo elétrico, P a densidade de polarização e o termo 

𝜌(𝑡) é a densidade de carga dependente do tempo. Considerando o caso de um sólido 

sem campo elétrico líquido da equação da continuidade, 𝜕௧𝜌 = −∇ ∙ 𝒋. Assim, 

reorganizando a equação anterior e colocando esses últimos resultados, 

∇ ∙ (𝜕௧𝜌 − 𝒋) = 0,                                                               (3.51) 

onde 𝒋 é a densidade de corrente macroscópica. A densidade de polarização na 

evolução adiabática cíclica será, 

∆𝑃ఈ = න 𝑗ఈ𝑑𝑡
்

଴

,                                                                 (3.52) 

a equação acima é a base da teoria moderna de polarização e está conectada a fase 

de Berry,  𝑗ఈ = 𝜎ு𝜖ఈఉ𝐸ఉ. Considerando o teorema adiabático quântico (SHEN, 2012), 

𝜕௧𝑎௡ = 0 (𝑎௡ são os autoestados instantâneos), i.e., no processo de evolução 
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adiabática cíclica o sistema ao partir de um estado inicial permanecerá no mesmo 

posteriormente. No caso geral em que o vetor de parametrização possui a propriedade 

𝜕௧𝑹(𝑡) = 0 e na introdução de um campo elétrico externo, o cálculo da correção 

quântica dos estados irá cair no cálculo da velocidade média. Então, a velocidade 

transversa anômala (proporcional a curvatura de Berry) será dada por (SHEN, 2012), 

𝑣௡(𝑞) =
1

ℏ
∇𝒒𝐸௡(𝒒) − Ω𝒒,௧

(௡)
,                                                      (3.53) 

onde 

Ω𝒒,௧
(௡)

= 𝑖 ൫⟨∇𝒒𝑢௡| ∂௧𝑢௡⟩ − ⟨∂௧𝑢௡|∇𝒒𝑢௡⟩൯,                                          (3.54) 

de forma que da velocidade anômala obtemos, 

∆𝑃ఈ = 𝑒 ෍ න 𝑑𝑡
்

଴௡ୀ௧௢ௗ௔௦ ௔௦ ௕௔௡ௗ௔௦ ௢௖௨௣௔ௗ௔௦

න
Ω𝒒,௧

(௡)

(2𝜋)஽
௓஻

Ω௤ഀ,௧
(௡)

.                           (3.55) 

O que como relata King-Smith e Vanderbilt (1993) em seu trabalho sobre teoria 

de polarização dos sólidos cristalinos, quando relacionado as funções de Wannier ao 

considerarmos todos os centros de carga dos estados de Wannier, a polarização é 

dada por, 

𝑃 = −
𝑒

2𝜋
ර 𝑑𝒌 ∙ 𝑨(𝑘),                                                         (3.56) 

i.e., o deslocamento desse centro de carga. 

O pump (bombeamento) de corrente de Thouless são bombeamentos 

quânticos que permitem a passagem de carga de maneira quantizada na evolução de 

um ciclo adiabático que varia de forma lenta no tempo. O transporte de carga no caso 

de sistema topológicos é quantizado e determinado pela topologia do ciclo de 

bombeamento (CITRO; AIDELSBURGER, 2023). Para um IT 1D no caso de uma 

evolução cíclica adiabática temos (SHEN, 2012), 

ℋ(𝑘, 𝑡 + 𝑇) = ℋ(𝑘, 𝑡),                                                          (3.57) 

assim, a carga bombeada é sempre um inteiro e definido como um invariante 

topológico que conhecemos como polarização elétrica, 
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∆𝑃 =
𝑒

2𝜋
ර[𝐴(𝑘, 𝑡) − 𝐴(𝑘, 0)] 𝑑𝑘 ⟹ ∆𝑃 = 𝑛𝑒𝑎,                                  (3.58) 

onde 𝑛 é o número de Chern da banda ocupada, 𝑒 é a carga eletrônica e 𝑎 é a 

constante de rede. 

O famoso argumento de Laughlin (LAUGHLIN, 1981; NAKAI et al., 2017) é 

construído a partir de uma fita de metal 2D em forma de laço de comprimento 𝐿 que é 

sujeita a um campo magnético 𝐻଴ normal a sua superfície. Tomando então um gás de 

elétrons 2D que é descrito a partir do Hamiltoniano 𝐻 = (1/2𝑚)[𝒑 − 𝑒𝑨]ଶ (ver 

apêndice) onde o termo 𝝅෥ = 𝒑 − 𝑒𝑨 é o chamado pseudo-momentum. A partir do 

processo adiabático em que um fluxo magnético quântico 𝜙଴ = 2𝜋ℏ/|𝑒| é passado 

pelo comprimento do cilindro o potencial vetorial muda da seguinte forma: 𝑨 ⟶ 𝑨 +

(2𝜋ℏ/|𝑒|𝐿, 0). O Hamiltoniano retorna a uma forma equivalente devido ao uso de um 

gauge simétrico que mantém o sistema invariante de calibre. Entretanto, durante a 

inserção do fluxo há transporte líquido de carga de uma borda a outra do sistema.  

Figura 23: Ilustração da configuração do argumento de Laughlin. 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

3.1.1.7 Topologia das bandas Z2 

A partir da consideração da simetria no Hamiltoniano obtemos fases 

topológicas diferentes (em até 3 dimensões) dos estados de efeito Hall Quântico como 

coloca Ando (2013). Assim sendo na presença de SRT: 

 Em 2-D: Fase spin Hall quântico (modelo para o 2-D Quantum Spin Hall 
Insulator, i.e., Isolante Topológico 2-D); 

 Em 3-D: Isolante topológico; 
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Partindo de um modelo de duas bandas que possui a SRT e que formam um 

par de Kramer, os invariantes topológicos serão associados aos estados de Bloch e 

por consequência esses serão os invariantes 𝑍ଶ de Fu-Kane. A fim de calcular esses 

invariantes tomaremos um sistema 1D com constante de rede 𝑎 e com estados de 

Bloch dados por |𝑢ଵ(𝑘)⟩ e |𝑢ଶ(𝑘)⟩. Além disso, considerando que os parâmetros de 

banda mudam com o tempo e nos retornam aos valores originais em 𝑡 = 𝑇, de forma 

que o Hamiltoniano de Bloch é periódico no tempo com período 𝑇, e possui as 

seguintes propriedades 

𝐻(𝑡 + 𝑇) = 𝐻(𝑡),                                                         (3.59) 

𝐻(−𝑡) = Θ𝐻(𝑡)Θିଵ,                                                      (3.60) 

porém, King-Smith e Vanderbilt com sua moderna teoria da ferroeletricidade nos dizem 

que a polarização de carga será dada pela integração da conexão de Berry dos 

estados ocupados sobre a ZB. Em nosso caso, 

𝑃ఘ = න
𝐴(𝑘)

2𝜋
𝑑𝑘

గ

ିగ

.                                                        (3.61) 

A contribuição de cada banda pode ser escrita como, 

𝑃ఘ = න
𝑎௜௜(𝑘)

2𝜋
𝑑𝑘

గ

ିగ

               (𝑖 = 1,2),                                       (3.62) 

devido a 𝐴(𝑘) = 𝑡𝑟(𝑎). A polarização de reversão temporal é definida como 

𝑃ఏ = 𝑃ଵ − 𝑃ଶ,                                                             (3.63) 

que nos retorna a diferença de polarização entre as bandas de spin-up e spin-down, 

já que os estados de Bloch |𝑢ଵ(𝑘)⟩ e |𝑢ଶ(𝑘)⟩ formam um par de Kramer. O 

Hamiltoniano que satisfaz (3.59) e (3.60) obedece a SRT em 𝑡 = 0 e 𝑡 = 𝑇/2. Devido 

a isso, no espaço de fase temos, 

𝐻(𝑡 + 𝑇) = 𝐻(𝑡) = ൝
𝑡 = 0 ⟹ 𝐻(𝑇) = 𝐻(0)      

𝑡 =
𝑇

2
⟹ 𝐻 ൬

3𝑇

2
൰ = 𝐻 ൬

𝑇

2
൰

,                           (3.64) 
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Figura 24: Ilustração do resultado da equação (3.64). 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

além disso, 

𝐸(𝑇) = 𝐸(0),                                                            (3.65) 

𝐸 ൬
3𝑇

2
൰ = 𝐸 ൬

𝑇

2
൰.                                                         (3.66) 

Além disso, considerando a SRT, 

𝐻(−𝑡) = Θ𝐻(𝑡)Θିଵ = ቐ
𝑡 = 0 ⟹ 𝐻(0) = Θ𝐻(0)Θିଵ

𝑡 =
𝑇

2
⟹ 𝐻 ൬−

𝑇

2
൰ = Θ𝐻 ൬

𝑇

2
൰ Θିଵ

.                 (3.67) 

Figura 25: Ilustração esquemática do resultado da equação (3.67). 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

Para qualquer ponto 𝑘, com estados degenerados temos |𝑢ଶ(𝑘)⟩ = Θ|𝑢ଵ(−𝑘)⟩. 

Então, em  𝑡 = 0 e 𝑡 = 𝑇/2, 

Θ|𝑢ଵ(𝑘)⟩ = −𝑒ି௜ఞ(ି௞)|𝑢ଶ(−𝑘)⟩,                                           (3.68) 

Θ|𝑢ଶ(𝑘)⟩ = 𝑒ି௜ఞ(௞)|𝑢ଵ(−𝑘)⟩,                                              (3.69) 

onde, 𝑒ି௜ఞ(ି௞) é um fator de fase. Levando em conta as relações anteriores a matriz 

de reversão 𝑤 que é hermitiana é dada a partir de 
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𝑤 = ൬ 0 𝑒ି௜ఞ(௞)

−𝑒ି௜ఞ(ି௞) 0
൰.                                               (3.70) 

A polarização da banda um, 𝑃ଵ, vale, 

𝑃ଵ = න
𝑎ଵଵ(𝑘)

2𝜋
𝑑𝑘

గ

ିగ

=
1

2𝜋
ቈන 𝑎ଵଵ(𝑘)𝑑𝑘

଴

ିగ

+ න 𝑎ଵଵ(𝑘)𝑑𝑘
గ

଴

቉, 

=
1

2𝜋
න 𝑑𝑘[𝑎ଵଵ(−𝑘) + 𝑎ଵଵ(𝑘)]

గ

଴

                                     

=
1

2𝜋
න 𝑑𝑘 ൤𝑎ଶଶ(𝑘) −

𝜕

𝜕𝑘
𝜒(𝑘) + 𝑎ଵଵ(𝑘)൨

గ

଴

                 

= න
𝑑𝑘

2𝜋
𝑡𝑟[𝑨(𝑘)]

ଶగ

଴

−
1

2𝜋
[𝜒(𝜋) − 𝜒(0)].                                             (3.71) 

O elemento de matriz 𝑤ଵଶ(𝑘) é escrito como  𝑤ଵଶ(𝑘) = 𝑒ି௜ (௞), tal que 

encontramos 𝜒(𝑘) como, 

𝜒(𝑘) = 𝑖 log 𝑤ଵଶ(𝑘),                                                     (3.72) 

assim, inserindo esse resultado em (3.71) vem, 

𝑃ଵ = න
𝑑𝑘

2𝜋
𝑡𝑟[𝑎(𝑘)]

గ

଴

−
𝑖

2𝜋
log

𝑤ଵଶ(𝜋)

𝑤ଵଶ(0)
.                                     (3.73) 

Considerando que podemos escrever a polarização de reversão temporal como 

𝑃ఏ = 2𝑃ଵ − 𝑃ఘ, encontramos por fim, 

𝑃ఏ =
1

𝑖𝜋
log ൥

ඥ𝑤ଵଶ(0)ଶ

𝑤ଵଶ(0)
∙

𝑤ଵଶ(𝜋)

ඥ𝑤ଵଶ(𝜋)ଶ
൩.                                       (3.74) 

O argumento dentro da função logarítmica é +1 ou −1, considerando que 

log(−1) = 𝑖𝜋, então 𝑃ఏ pode ser 0 ou 1, além disso se considerarmos o plano 

complexo de 0 a 2𝜋 no espaço de fase então temos que que  𝑃ఏ pode ser vista como 

𝑚𝑜𝑑 2. 

Podemos considerar o sistema descrito acima como 1D de forma que 𝑃ఏ 

representa a polarização dele nos instantes 𝑡 = 0 e 𝑡 = 𝑇/2, assim ao considerarmos 

uma mudança da polarização a função de onda |𝑢௡(𝑘, 𝑡)⟩  pode ser vista como uma 
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função que mapeia o espaço 2D (𝑘, 𝑡) (torus) para o espaço de Hilbert. A diferença de 

polarização de reversão temporal (PRT) nos instantes acima é dada por 

𝜈 = 𝑃ఏ(𝑡 = 𝑇/2) − 𝑃ఏ(𝑡 = 0),                                             (3.75) 

assim, o quanto um estado de Bloch muda de PRT é dado por, 

(−1)ఔ = ෑ
𝑤ଵଶ(Λఈ)

ඥ𝑤ଵଶ(Λఈ)ଶ

ସ

ఈୀଵ

,                                                 (3.76) 

onde os pontos Λఈ são os TRIM tomando a periodicidade em 𝑡. No caso geral de um 

sistema de 𝑁 bandas com funções de onda dadas por, 

Θ|𝑢ଵ
(௡)(𝑘)⟩ = −𝑒ି௜ఞ೙(ି௞)|𝑢ଶ

(௡)(−𝑘)⟩,                                       (3.77) 

Θ|𝑢ଶ
(௡)(𝑘)⟩ = 𝑒ି௜ఞ೙(௞)|𝑢ଵ

(௡)(−𝑘)⟩,                                          (3.78) 

tal que a PRT é dada por 

𝑃ఏ =
1

𝑖𝜋
log ൥

ඥdet[𝑤(0)]

𝑃𝑓 [𝑤(0)]
∙

𝑃𝑓 [𝑤(𝜋)]

ඥdet[𝑤(𝜋)]
൩,                                         (3.79) 

sendo 𝑃𝑓 o Pfaffiano o qual é definido para uma matriz antissimétrica qualquer 𝐴 e 

está relacionado ao determinante 

𝑃𝑓[𝐴]ଶ = det[𝐴],                                                        (3.80) 

no caso da matriz w, 

𝑃𝑓 [𝑤(Λఈ)] = 𝑤ଵଶ(Λఈ)𝑤ଷସ(Λఈ) … 𝑤ଶேିଵ,ଶே(Λఈ),                           (3.81) 

por fim o invariante topológico 𝜈 pode ser escrito como 

(−1)ఔ = ෑ
𝑃𝑓 [𝑤(Λఈ)]

ඥdet[𝑤(Λఈ)]

ସ

ఈୀଵ

.                                               (3.82) 

Esse invariante classifica o espaço de Hilbert em torcido 𝜈 = 1 quando 𝑃ఏ muda 

e 𝜈 = 0 trivial quando 𝑃ఏ não se altera. 𝜈 = 1 implica no pump de spin de uma ponta 

ao fim de um sistema 1D, também conhecido como pump de spin de Fu e Kane (FU; 

KANE, 2006). Assim, no espaço-k 2D quando 𝜈 = 1 temos um isolante topológico e 

quando 𝜈 = 0 temos um isolante comum.  
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O significado físico por trás do invariante não trivial 𝑍ଶ é o aparecimento de 

estados de superfície topologicamente protegidos que aparece devido a diferença de 

topologia de bandas entre dois meios e os estados de superfície são robustos contra 

perturbações que mantenham a SRT. 

O destacado anteriormente está conectado ao fato dos pares de Kramers nos 

estados de superfície “trocar os parceiros”, que é reflexo da PRT e que faz com que o 

estado de superfície cruze o nível de energia de Fermi dentro do gap do bulk (ANDO, 

2013). 

A extensão a sistemas 3D ocorre a partir do desenvolvimento por Moore e 

Balents usando homotopia, que trata do estudo de deformações contínuas em funções 

ou caminhos, que existem quatro invariantes 𝑍ଶ para sistemas 3D. Fisicamente 

tomando um sistema cúbico com constante de rede 𝑎 = 1. Tomamos então seis planos 

(mostrado abaixo) que contém quatro TRIMs Λఈ os quais originam um invariante 𝑍ଶ 

assim como para os materiais 2D. 

Figura 26: Momenta invariante sob reversão temporal Λ௜ (𝑖 = 1,2, … ) na zona de 
Brillouin. (a) caso 2D e (b) caso 3D. 

  

Fonte: Elaborado pelo próprio autor. 

Rotulamos os planos como 𝑥଴, 𝑥ଵ, 𝑦଴, 𝑦ଵ, 𝑧଴ e 𝑧ଵ sendo que podemos calcular 

o invariante 𝑍ଶ para cada um deles. Porém, os produtos 𝑥଴𝑥ଵ, 𝑦଴𝑦ଵ e 𝑧଴𝑧ଵ são 

redundantes e fornecem o mesmo resultado do produto dos Pfaffianos nos oito pontos 

TRIM na ZB, de forma que encontramos a equação 

𝑥଴𝑥ଵ = 𝑦଴𝑦ଵ = 𝑧଴𝑧ଵ = ෑ 𝛿(Λఈ)

଼

ఈୀଵ

.                                         (3.83) 
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Figura 27: Ilustração dos pontos TRIM rotulados por Λఈ em que 𝛼 = 1 … 8. Planos 
𝑥଴, 𝑥ଵ, 𝑦଴, 𝑦ଵ, 𝑧଴ e 𝑧ଵ utilizados nos cálculos dos invariantes 𝑍ଶ em materiais 3D. 

 

Fonte: Adaptado de FAZZIO (2025, p. 8). 

Podemos então, eliminar pelo menos dois invariantes 𝑍ଶ dependentes de 

outros. A cada material em três dimensões pode ser associado um conjunto de quatro 

invariantes 𝑍ଶ, 

(𝜈଴; 𝜈ଵ𝜈ଶ𝜈ଷ),                                                              (3.84) 

no qual o invariante 𝜈଴ é associado ao produto do Pfaffianos em todos os TRIM e é 

utilizado na classificação dos ITs 3D em fracos ou fortes como veremos mais à frente. 

Os invariantes (𝜈ଵ𝜈ଶ𝜈ଷ) podem ser interpretados como os índices de Miller para uma 

dada direção do vetor Λఈ no espaço recíproco.  

Para materiais que possuem a simetria de paridade (chamada muitas vezes de 

inversão) também conhecidos como materiais centrossimétricos ainda é possível 

definir o invariante 𝑍ଶ de uma maneira mais simples como mostraremos abaixo. A 

simetria de paridade nesses sistemas 

ℙ|𝒓, 𝜎⟩ = | − 𝒓, 𝜎⟩,                                                        (3.85) 

veja o apêndice. Nos pontos TRIM 

ℙ𝐻ℙିଵ = 𝐻,                                                             (3.86) 

de maneira que os autoestados de Bloch nesses pontos também são autoestados do 

operador de paridade. Da eq. (2.62) e (2.63), nas quais calculamos a curvatura de 

Berry no modelo de duas bandas e seu traço tal que a curvatura de Berry do modelo 

de duas bandas usando (3.30b) considerando que o modelo obedece a SRT 

Ω(𝒌) = ∇𝒌 × 𝑡𝑟[𝑨(𝒌)] 

= ∇𝒌 × 𝑨௖(𝒌),                                                         (3.87) 
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que é a curvatura de Berry do vetor 𝑨௖(𝒌), além disso as simetrias de inversão e RT 

quando aplicadas em Ω(𝒌) vem 

Ω(−𝒌) ⟶ฏ
ℙ

+ Ω(𝒌),                                                        (3.88) 

Ω(−𝒌) ⟶ฏ
𝕋

− Ω(𝒌),                                                        (3.89) 

assim como para o campo magnético, o que nos informa que a curvatura de Berry 

do sistema é Ω(𝒌) = 0 ∀ 𝒌 ∈ 𝑍𝐵. Tomando um calibre que faça Ω(𝒌) = 0 obtemos 

então a seguinte matriz 

𝑣௜௝(𝒌) = ⟨𝑢௜𝒌|ℙΘ|𝑢௜𝒌⟩,                                                    (3.90) 

com as propriedades de ser antissimétrica e unitária 

𝑣௜௝(𝒌) = −𝑣௝௜(𝒌)                                                         (3.91) 

෍ 𝑣௜௝(𝒌)𝑣௟௝(𝒌)∗

௝

= 𝛿௜௝.                                                   (3.92) 

De forma que a relação entre a conexão de Berry e a matriz 𝑣 

𝑖

2
𝑡𝑟[𝑣ற∇𝒌𝑣] = Ω(𝒌),                                                      (3.93) 

e que a partir de propriedades da unitariedade e do traço como 𝑡𝑟[𝑣ற∇𝒌𝑣] =

∇𝒌𝑡𝑟(log 𝑣) = ∇𝒌log[det(v)], 

Ω(𝒌) =
𝑖∇𝒌

2
log{det[𝑣(𝒌)]} 

= 𝑖∇𝒌 log 𝑃𝑓[𝑣(𝒌)],                                                  (3.94) 

que colocando 𝑃𝑓[𝑣(𝒌)] = 1 obtemos Ω(𝒌) = 0. 

Após os cálculos dos elementos de matrizes da matriz 𝑤 e de considerações 

relacionadas ao operador Θ 

Θ|𝑢௜(Λఈ)⟩ = 𝜉ଶ௜(Λఈ)|𝑢௜(Λఈ)⟩,                                             (3.95) 

𝑤௜௝(Λఈ) = 𝜉௜(Λఈ)𝑣௜௝(Λఈ),                                                 (3.96) 
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como o uso da propriedade 𝑤௜௝ = −𝑤௝௜ ≠ 0 e de que 𝜉௜ = 𝜉௝ = 𝜉ଶ௡ com 𝑛 sendo o 𝑛-

ésimo par de Kramers no ponto TRIM Λఈ. Além disso, das propriedades do Pfaffiano, 

encontramos, 

𝛿(Λఈ) = ෑ 𝜉ଶ௡(Λఈ)

ே

ఈୀଵ

,                                                    (3.97) 

Portanto, para materiais que possuem SRT podemos definir então outro 

invariante topológico que chamamos de 𝑍ଶ e que é definido da seguinte forma em 2D, 

(−1)௩మವ = ෑ 𝛿(Λఈ)

ସ

ఈୀଵ

= ෑ ෑ 𝜉ଶ௡(Λఈ)

ே

௡ୀଵ

ସ

ఈୀଵ

,                                  (3.98) 
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3.1.2 Teoria Topológica de Campos (TTC) 

3.1.2.1 Teoria Básica 

A teoria topológica de campos (TTC) se concentra na formulação de teorias 

efetivas dadas por Hamiltonianos de baixas energias, assim sendo essa é uma teoria 

interagente para tratar os isolantes topológicos. A TTC como toda teoria de campos é 

definida a partir de uma ação efetiva dada por, 

𝑆௘௙௘௧௜௩௔ = 𝑆ெ௔௫௪௘௟௟ + 𝑆ఏ,                                                  (3.99) 

onde o primeiro termo da direita é o termo referente a ação da teoria de Maxwell e que 

é dado por, 

𝑆ெ௔௫௪௘௟௟ = න 𝑑𝑡 𝑑ଷ𝑟
1

16𝜋
𝐹ఓఔ𝐹ఓఔ ,                                        (3.101) 

e o segundo termo é devido a topologia e é conhecido como termo-𝜃. Os termos 𝐹ఓఔ 

e 𝐹ఓఔ são os tensores de campo eletromagnético. Esse termo acima é escrito como, 

𝑆ఏ = න 𝑑𝑡 𝑑ଷ𝑟
𝜃𝑒ଶ

4𝜋ଶℏ𝑐
𝑬 ∙ 𝑩 = න 𝑑𝑡 𝑑ଷ𝑟

𝜃𝛼

32𝜋ଶ
𝜖ఓఔఙఛ𝐹ఓఔ𝐹ఙఛ.                 (3.102) 

Em sistemas de matéria condensada os aspectos que captam atributos 

universais do sistema tratado são os chamados parâmetros de ordem e veremos 

como que eles aparecem no caso da TTC. O termo 𝛼 é a constante de estrutura fina. 

 

3.1.2.1.1 Teoria de Chern-Simons em (2+1) D 

Em (2+1) D temos duas famílias de isolantes de Chern (QI et al., 2008): 

 Família 1: caracterizada pelo primeiro número de Chern tal que, 𝐶ଵ ∈ ℤ e 
simetria não necessária, com principais propriedades sendo a presença do 
efeito Hall quântico e anomalia axial nos contornos. Sua densidade 
Lagrangiana é, 

ℒ =
𝐶ଵ

2𝜋
𝐴ఓ𝜖ఓఔఘ𝜕ఔ𝐴ఘ,                                                    (3.103) 

 Família 2: caracterizada pela segunda paridade (do número) de Chern tal que, 
𝑁ଶ = 𝑁ଷ[ℎ଴, ℎ] ∈ 𝑍ଶ, com simetria de reversão temporal necessária e 
propriedades física sendo – efeito Hall quântico de spin, metade da carga na 
parede de domínio de anti-fase no contorno. Sua densidade Lagrangiana é, 
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ℒ =
1

2𝜋
𝐴ఓ𝜖ఓఔఘ𝜕ఔΩఘ.                                                    (3.104) 

nessas equações acima os termos 𝐴ఓ e 𝐴ఘ são campos externos e Ωఘ é um vetor 

potencial de calibre. A teoria de Chern-Simons em (2+1) D (S eq. 115) possui a 

seguinte ação efetiva a qual captura todos os aspectos da física de baixas energias, 

𝑆(ଶାଵ)஽ =
𝐶ଵ

4𝜋
න 𝑑ଶ𝑥 න 𝑑𝑡 𝐴ఓ𝜖ఓఔఛ𝜕ఔ𝐴ఛ,                                    (3.105) 

isto é, 

𝑆ଶ஽ =
1

2𝜋
න 𝑑ଶ𝑥 𝑑𝑡 𝜖ఓఔఛ𝐴ఓ𝜕ఔΩఛ,                                         (3.106) 

que é a forma independente de parâmetros. O termo Ωఛ ൫Ω = Ωఏ, Ωఝ൯ é um vetor 

potencial de calibre dado por 

Ωఓ ≡ Ωఏ𝜕ఓ𝛿𝜃 + Ωఝ𝜕ఓ𝛿𝜑.                                               (3.107) 

Além disso 𝐶ଵ é dado por, 

𝐶ଵ =
𝜋

3
න

𝑑ଷ𝑘

(2𝜋)ଷ
𝑇𝑟ൣ𝜖ఓఔఘ൫𝐺𝜕ఓ𝐺ିଵ൯(𝐺𝜕ఔ𝐺ିଵ)൫𝐺𝜕ఘ𝐺ିଵ൯൧,                   (3.108) 

com 𝐺(𝑘) ≡ 𝐺(𝒌, 𝜔) é a função de Green de partícula única com tempo imaginário. No 

presente caso, essa é a função de Green de um isolante topológico interagente e 

𝜇𝜈𝜌 = 𝑡, 𝑥, 𝑦. Para o limite não interagente (TTB) encontramos, 

𝐶ଵ =
1

2𝜋
න 𝑑𝑘௫ න 𝑑𝑘௬𝑓௫௬(𝒌) ∈ ℤ,                                        (3.109) 

e possui o seguinte Lagrangiano, 

ℒ = −
2𝑘

4𝜋
𝑏ఓ𝜖ఓఔఒ𝜕ఔ(𝑎ఒ − 𝐴ఒ

௘௫) +
𝐶ℎ

4𝜋
𝜖ఓఔఒ𝑎ఓ𝜕ఔ𝑎ఒ.                          (3.110) 

onde 𝑎ఒ, 𝑎ఓ, 𝑎ఒ são vetores de calibre da fase de Berry. A corrente nesse caso será 

dada por, 

𝑗ఓ =
1

2𝜋
𝜖ఓ௩ఘ𝜕జΩఘ.                                                      (3.111) 
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3.1.2.1.2 Teoria de Chern-Simons em (3+1) D 

Em (3+1) D (S eq. 80) a teoria de Chern-Simons nos diz que a ação é dada por 

𝑆(ଷାଵ)஽ =
𝛼

32𝜋ଶ
න 𝑑ଷ𝑥 𝑑𝑡 𝜃(𝑥, 𝑡)𝜖ఓజఘఛ𝐹ఓజ𝐹ఘఛ(𝑥, 𝑡),                        (3.112) 

ou ainda 

𝑆ଷ஽ =
1

4𝜋
න 𝑑ଷ𝑥 𝑑𝑡 𝜖ఓ௩ఙఛ𝑃ଷ(𝜃(𝑥, 𝑡))𝜕ఓ𝐴௩𝜕ఙ𝐴ఛ .                           (3.113) 

Tomando a variação do funcional 𝑆ଷ஽[𝐴, 𝜃] vem, 

𝛿𝑆ଷ஽ = 𝑗ఓ =
1

2𝜋
𝜖ఓ௩ఙఛ𝜕ఓ𝑃ଷ𝜕ఙ𝐴ఛ.                                         (3.114) 

Em (3+1) D o isolante topológico pertence à família 2. Esse isolante é 

caracterizado pela segunda paridade (do número) de Chern, 𝑁ଷ = (−1)஼మ[௛బ,௛] ∈ 𝑍ଶ, 

com propriedades físicas: metade do efeito Hall quântico nos contornos e efeito 

termoelétrico. A simetria necessária é a de reversão temporal. Seu Lagrangiano é 

dado por, 

ℒ =
1

4𝜋
𝑃ଷ𝜖ఓఔఙఛ𝜕ఓ𝐴௩𝜕ఙ𝐴ఛ.                                               (3.115) 

O Lagrangiano geral no qual incluímos o termo eletromagnético é dado por, 

ℒ = −𝑏ఓ௩𝜖ఓఔఒఘ𝜕ఔ൫𝑎ఘ − 𝐴ఘ
௘௫൯ +

𝜃

8𝜋ଶ
𝜖ఓజఘ𝜕ఓ𝑎௩𝜕ఒ𝑎ఘ −

1

4𝜋ଶ𝑔ଶ
𝑓ఓఔ𝑓ఓఔ .        (3.116) 

No caso dos isolantes 3-D o parâmetro 𝜃 que está encapsulado no termo de 

polarização 𝑃ଷ estabelece uma distinção clara entre eles de forma que podemos 

chamá-lo de um parâmetro de ordem. No caso dos que possuem simetria de reversão 

temporal com 𝜃 = 𝜋 são ITs e para 𝜃 = 0 são isolantes comuns. No caso dos isolantes 

que possuem quebra de simetria de reversão temporal para 𝜃 = 𝜋 temos os chamados 

isolantes axion e para 𝜃 arbitrário temos os isolantes magnéticos. 
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Figura 28: Ilustração da classificação dos isolantes 3D respectivamente a existência 
ou não da simetria de reversão temporal e do valor do parâmetro 𝜃. Do lado 

esquerdo materiais com quebra de simetria de RT e do lado direito materiais que 
respeitam a SRT. 

 

Fonte: Reproduzida de SEKINE; NOMURA (2021, p. 2). Licenciado sob Creative Commons 
4.0 (CC BY 4.0). 

Figura 29: Tabela com o sumário de algumas das principais propriedades dos 
isolantes topológicos. Resumo das propriedades dos isolantes topológicos. Nas 
Lagrangianas efetivas, os índices 𝛼, 𝛽, … = 0,1, 𝑖, 𝑗, … = 0,1,2, 𝜇, 𝜈, … = 0,1,2,3 e 

𝑎, 𝑏, … = 0,1, … ,4. O vetor 𝑎௜(𝑎ఓ, etc.) representa o potencial de gauge associado ao 
campo eletromagnético externo, enquanto 𝐴௜ representa o potencial de gauge 

associado à conexão (fase) de Berry. As letras 𝐶 e 𝑇denotam, respectivamente, as 
simetrias de partícula-buraco e de reversão temporal. 

 

Fonte: Elaborado pelo autor, com base em QI, HUGHES e ZHANG (2008, p. 34). 

Onde as propriedades físicas para os respectivos ITs é: 

1. Família 1 
a. Isolante 2+1 D: Efeito Hall quântico e anomalia axial no contorno; 
b. Isolante 1+1 D: Metade da carga no contorno; 

2. Família 2 
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a. Isolante 4+1 D: Efeito Hall quântico 4D e anomalia quiral nos contornos; 
b. Isolante 3+1 D: Efeito Hall quântico e efeito TME; 
c. Isolante 2+1 D: Efeito Hall quântico de spin e meia carga de anti-fase na parede 

de domínio do contorno. 
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3.1.3 Isolantes Topológicos 

Isolantes por definição são materiais que não conduzem corrente elétrica, no 

caso de isolantes topológicos estes são sólidos 2-D ou 3-D que possuem o bulk 

(interior) isolante, que no caso tem estados totalmente abertos ou “fully gapped states” 

(HASAN; KANE, 2010; NASTASE, 2017), entretanto a superfície (bordas) é condutora 

(TKACHOV, 2022). Outra maneira atraente de os definir parte de que são isolantes 

eletrônicos, mas que a estrutura de bandas é caracterizada por um invariante 

topológico que em geral é quantizado em múltiplos inteiros (FRADKIN, 2013). 

Esse aspecto único presente nesses materiais pode ser compreendido através 

das propriedades da transformação relacionadas a reversão temporal e mais 

características que elucidaremos aqui. Eles não possuem em suas características 

principais nenhum análogo clássico de maneira que devemos analisar aspectos 

quânticos a fim de compreendermos como funcionam efetivamente. 

O início da investigação de fases topológicas da matéria se dá efetivamente no 

ano de 2005 (apesar de o início da pesquisa teórica acontecer a partir do modelo de 

Haldane para o grafeno de 1988 (HALDANE, 1988). Trabalhos anteriores 

extremamente importantes de Thouless, Haldane e Kosterlitz na predição do efeito 

Hall quântico anômalo e a seguir com a publicação dos artigos de Kane e Mele (2005) 

e Fu e Kane (2006), os quais identificaram materiais isolante Hall 2D de spin com as 

bandas não-triviais. 

O conceito de isolante topológico foi atribuído a essas duas classes de 

materiais - efeito hall quântico anômalo e materiais isolantes de spin Hall e após 

estendido aos materiais 3D isolantes não-magnéticos, chamados de isolantes 

topológicos fortes ou fracos (preditos na liga de 𝐵𝑖ଵି௫𝑆𝑏௫ por Fu e Kane em 2007) 

(VANDERBILT, 2018). 

 

3.1.3.1 Isolantes 2-D 

A fim de falar dos isolantes topológicos 2D precisamos tratar brevemente sobre 

a equação de Dirac. No limite não relativístico ela se torna a opção viável na descrição 

de muitos ITs pelos mesmos possuírem a interação spin-órbita e essa ser uma 

consequência da eq. de Dirac não relativista (WINKLER, 2003). 

Outro aspecto importante é que os Hamiltonianos que descrevem os ITs 2D e 

3D possuem a mesma estrutura matemática que a equação de Dirac. A equação de 
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Dirac que é usada em altas energias descreve elétrons e pósitrons enquanto no 

contexto aqui apresentado ela é usada na descrição dos elétrons das bandas de 

condução e valência, sendo o espectro positivo para elétrons e o negativo para 

buracos, nos materiais semicondutores. De maneira geral como estabelece Shen 

(2012) cada isolante topológico é governado por uma equação de Dirac. 

 

3.1.3.1.1 Férmions de Dirac e a conexão com baixas energias 

Em 1928 Dirac apresentou sua equação relativista da mecânica quântica dada 

por 

𝐻 = 𝑐𝒑 ∙ 𝜶 + 𝑚𝑐ଶ𝛽,                                                    (3.117) 

onde  

𝜶 = ቀ
0 𝝈
𝝈 0

ቁ,                                                          (3.118) 

𝛽 = ൬
𝕀ଶ௫ଶ 0

0 −𝕀ଶ௫ଶ
൰,                                                   (3.119) 

e satisfazem, 

𝛼௜
ଶ = 𝛽ଶ = 1,                                                           (3.120) 

𝛼௜𝛼௝ = −𝛼௝𝛼௜ ,                                                         (3.121) 

𝛼௜𝛽 = −𝛽𝛼௜ .                                                           (3.122) 

Essa equação respeita a SRT de forma que temos tanto soluções positivas 
quanto negativas. A relação energia-momento e as soluções em três dimensões são 
escritas como, 

𝐸ଶ = 𝑚ଶ𝑐ଶ + 𝑝ଶ𝑐ସ                                                     (3.123) 

𝐸± = ±ඥ𝑚ଶ𝑐ଶ + 𝑝ଶ𝑐ସ,                                                 (3.124) 

tal que temos duas soluções com energia positiva 𝐸ା que são para o elétron com spin-

up e spin-down, e as soluções com energia negativa 𝐸ି para o pósitron com spin-up 

e spin-down. A principal diferença reside no fato de que a equação que define os 

isolantes topológicos terem um termo quadrático de correção de forma a fazer ela ser 

distinguível topologicamente, na equação de Diirac dada em (3.117) permanece 
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invariante sob as transformações 𝑚 ⟶ −𝑚 e 𝛽 ⟶ −𝛽, de forma a não se ter distinção 

entre partículas com massas positivas e negativas. 

A equação de Dirac para ser usada na descrição de fases topológicas necessita 

ter atribuída a ela uma espécie de vácuo adicional como referência, algo que é 

desnecessário quando se leva em conta que a existência de estados ligados devem 

ser uma consequência física da estrutura de bandas em ITs. Dessa maneira na 

descrição de isolantes topológicos são usadas equações de Dirac com termos de 

correção e que levam em consideração aproximações de segunda ordem e ordens 

mais altas. 

Nos modelos 2D que trabalharemos mais à frente lidaremos com Hamiltonianas 

de Dirac sem correção e de primeira ordem porque estas já serão suficientes para 

evidenciarem boa parte das propriedades e efeitos dos isolantes topológicos. É 

importante lembrar que em matéria condensada substituímos a velocidade 𝑐 pela 

velocidade efetiva do elétron que aqui será usada a velocidade de Fermi 𝑣ி. 

 

3.1.3.1.2 Modelo de Bernevig-Hughes-Zhang (BHZ) 

O modelo de Bernevig-Hughes-Zhang (BHZ) (BERNEVIG; HUGHES; ZHANG, 

2006; ANDO, 2013) se configura como o modelo teórico que levou a descoberta do 

primeiro IT 2D, motivado pelos poços quânticos do semicondutor CdTe/HgTe/CdTe 

onde os orbitais s e p das bandas invertem no ponto 𝒌 = 0 como função da espessura 

da parede, i.e., existe uma espessura (ou largura) crítica a qual ocorre a transição de 

fase topológica. 

Nesse modelo próximo ao nível da energia de Fermi temos o aparecimento de 

dois orbitais: dois orbitais s e dois orbitais 𝑝௠ୀଷ/ଶ. Assim, temos quatro bandas: |𝑠, ↑⟩, 

|𝑠, ↓⟩, |𝑝௫ + 𝑖𝑝௬, ↑ൿ e |𝑝௫ − 𝑖𝑝௬, ↓ൿ. Devido ao bulk do HgTe cristalizar na estrutura cúbica 

de blenda de zinco de forma que na descrição do modelo podemos nos ater a uma 

rede quadrada 2D com dois vetores ortogonais 𝒂𝟏 e 𝒂𝟐, tal que o Hamiltoniano na 

base de quasimomentum é dado por, 

𝐻(𝒌) = 𝑑଴(𝒌)𝐼 + ෍ 𝑑௔(𝒌)Γ௔

ହ

௔ୀଵ

,                                         (3.125) 

onde temos os seguintes coeficientes 
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𝑑଴(𝒌) =
൫𝜖௦ + 𝜖௣൯

2
− ൫𝑡௦௦ − 𝑡௦௣൯(cos 𝒌 ∙ 𝒂𝟏 + cos 𝒌 ∙ 𝒂𝟐),                  (3.126) 

𝑑ଵ(𝒌) = 𝑑ଶ(𝒌) = 0,                                                    (3.127) 

𝑑ଷ(𝒌) = 2𝑡௦௣ sin 𝒌 ∙ 𝒂𝟐 ,                                                (3.128) 

𝑑ସ(𝒌) = 2𝑡௦௣ sin 𝒌 ∙ 𝒂𝟏 ,                                                (3.129) 

𝑑ହ(𝒌) =
൫𝜖௦ − 𝜖௣൯

2
− ൫𝑡௦௦ + 𝑡௦௣൯(cos 𝒌 ∙ 𝒂𝟏 + cos 𝒌 ∙ 𝒂𝟐).                  (3.130) 

onde 𝑡௦௦ e 𝑡௦௣ são termos de hopping. Já Γ são matrizes de Dirac dadas por 

Γ௜ = ൬
0 𝑠௜

𝑠௜ 0
൰ , 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧,                                           (3.131) 

Γସ = ቀ
0 −𝑖𝕀
𝑖𝕀 0

ቁ,                                                       (3.132) 

Γହ = ቀ
𝕀 0
0 −𝕀

ቁ = Π.                                                     (3.133) 

No caso Π = Γହ devido a ao orbital s ser par e o orbital p ser ímpar. E possuem 

a seguinte propriedade de simetria, 

ΘΓ௔Θିଵ = ൜
−Γ௔, 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑎 = 1,2,3,4

Γ௔,                𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑎 = 5
,                              (3.134) 

ΠΓ௔Πିଵ = ൜
−Γ௔, 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑎 = 1,2,3,4

Γ௔,                𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑎 = 5
.                               (3.135) 

O espectro energético é dado a partir de 

𝐸(𝒌) = 𝑑଴(𝒌) ± ඨ෍ 𝑑௔
ଶ(𝒌)

௔

.                                           (3.136) 

Devido ao termo Γହ ser par sob a SRT e sob a inversão, considerando um ponto 

TRIM Λ௜, o sistema pode ser escrito da seguinte maneira 

𝐻(𝒌 = Λ௜) = 𝑑଴(Λ௜)𝐼 + 𝑑ହ(Λ௜)Γହ,                                       (3.137) 

lembrando se ainda que o teorema de Kramer estabelece que no ponto Λ௜ os estados 

|𝑠, ↑⟩ e |𝑠, ↓⟩, e |𝑝௫ + 𝑖𝑝௬, ↑ൿ e |𝑝௫ − 𝑖𝑝௬, ↓ൿ são degenerados. Lembrando também da 

paridade desses estados e denotando-os como (+) e (−), para os orbitais s e p, 
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respectivamente. Os autovalores do Hamiltoniano 𝐻(𝒌 = Λ௜) para esses estados é 

dado então por 

⟨+|𝐻(𝒌 = Λ௜)|+⟩ = ⟨+|𝑑଴(Λ௜)𝐼|+⟩ + ⟨+|𝑑ହ(Λ௜)Γହ|+⟩ = 

= 𝑑଴(Λ௜) ⟨+|𝐼|+⟩ᇩᇭᇪᇭᇫ
ାଵ

+ 𝑑ହ(Λ௜) ⟨+|Γହ|+⟩ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
ାଵ

≡ 𝐸ା          (3.138) 

⟨−|𝐻(𝒌 = Λ௜)|−⟩ = ⟨−|𝑑଴(Λ௜)𝐼|−⟩ + ⟨−|𝑑ହ(Λ௜)Γହ|−⟩ 

= 𝑑଴(Λ௜) ⟨−|𝐼|−⟩ᇩᇭᇪᇭᇫ
ାଵ

+ 𝑑ହ(Λ௜) ⟨−|Γହ|−⟩ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ
ିଵ

≡ 𝐸ି.      (3.139) 

Temos então dois casos possíveis, 

𝑑ହ(Λ௜) = ൜
> 0 ⟹ 𝐸ା > 𝐸ି, 𝑒𝑠𝑡𝑎𝑑𝑜 𝑜𝑐𝑢𝑝𝑎𝑑𝑜 | −⟩, 𝛿(Λ௜) = −1

< 0 ⟹ 𝐸ା < 𝐸ି, 𝑒𝑠𝑡𝑎𝑑𝑜 𝑜𝑐𝑢𝑝𝑎𝑑𝑜 | +⟩, 𝛿(Λ௜) = +1 
,          (3.140) 

e, portanto, 

𝛿(Λ௜) = −𝑠𝑔𝑛[𝑑ହ(Λ௜)],                                                 (3.141) 

se os vetores de base tiverem módulo de 𝜋, os TRIM serão dados por: (0,0), (0,1), (1,0) 

e (1,1). Por fim, ao levarmos a equação de 𝑑ହ(𝒌) nessa última obtida a consideração 

topológica do modelo de 4-bandas é dada a partir de 

𝜖௦ − 𝜖௣ = ቊ
> 4൫𝑡௦௦ + 𝑡௦௣൯

< 4൫𝑡௦௦ + 𝑡௦௣൯ 
.                                             (3.142) 

No primeiro caso 𝛿 < 0 para todos os Λ௜ tal que 𝜈 = 0 e temos um isolante 

trivial. Como 𝐸ା > 𝐸ି o orbital s fica acima do orbital p o que é o comportamento 

eletrônico de um isolante comum. No segundo, por outro lado, 𝛿 > 0 para 𝒌 = 0 e 𝛿 <

0 para os demais Λ௜, que nos leva a 𝜈 = 1, e assim temos um isolante topológico. Aqui 

a inversão de bandas ocorre somente em um número ímpar de TRIMs na ZB. No 

efeito Hall quântico de spin isso se constitui num número ímpar de pares de Kramer 

cruzando o nível de energia de Fermi. 

 

3.1.3.1.3 Isolante de Chern ou isolante Hall quântico anômalo (IHQA) 

O modelo mais simples de isolante topológico que trataremos nesse trabalho é 

o chamado isolante de Chern, o sistema mais elementar desse tipo de isolante é um 
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sistema 2-D de Dirac, nesse ponto seguiremos a abordagem feita por Tkachov (2022). 

O Hamiltoniano mais simples para o sistema descrito é, 

𝐻(𝒌) = ෍ 𝑑௜(𝒌) ∙ 𝜎௜

ଷ

௜ୀଵ

,                                                  (3.143) 

com 𝑑ଵ(𝒌) = ℏ𝑣ி𝑘௫, 𝑑ଶ(𝒌) = ℏ𝑣ி𝑘௬, 𝑑ଷ(𝒌) = 𝑚. Onde 𝜎௜ são os vetores-matrizes de 

Pauli, 𝑣ி e 𝑚 são a velocidade, mais especificamente é a velocidade de Fermi, e a 

massa da partícula, respectivamente. Seguindo vem, 

𝐻(𝒌) = ൫ℏ𝑣ி𝑘௫, ℏ𝑣ி𝑘௬, 𝑚൯ ∙ ൫𝜎௫ , 𝜎௬ , 𝜎௭൯ 

𝐻(𝒌) = ℏ𝑣ி൫𝑘௫𝜎௫ + 𝑘௬𝜎௬൯ + 𝑚𝜎௭ .                                      (3.144) 

Os autoestados e autovalores do Hamiltoniano vem da equação 

𝐸𝜓(𝒌) = 𝑑௜(𝒌) ∙ 𝜎௜𝜓(𝒌) = ඥ(ℏ𝑣ி)ଶ𝒌ଶ + 𝑚ଶ(𝒖ෝ(𝒌) ∙ 𝝈)𝜓(𝒌),              (3.145) 

com 𝒖ෝ(𝒌) = 𝑑(𝒌) |𝑑(𝒌)|⁄ . O termo 𝒖ෝ(𝒌) ∙ 𝝈 é chamado de matriz de spin ou 

simplesmente helicidade. A partir do uso de coordenadas esféricas (𝜌, 𝜙, 𝜃) com (𝑘௫ =

𝑘𝑐𝑜𝑠(𝜙), 𝑘௬ = 𝑘𝑠𝑖𝑛(𝜙), 𝑢௞ = (𝑢∥𝑐𝑜𝑠(𝜙), 𝑢∥𝑠𝑖𝑛(𝜙), 𝑢௭)) pode-se encontrar o espectro 

energético dado por: 

𝐸𝜓(𝒌) = ඥ(ℏ𝑣ி)ଶ𝒌ଶ + 𝑚ଶ𝑠𝜓(𝒌) ⟶ 𝐸(𝒌𝑠) = 𝑠ඥ(ℏ𝑣ி)ଶ𝒌ଶ + 𝑚ଶ,         (3.146) 

onde 𝑠 são os autovalores reais dos autoestados da helicidade e que na equação 

anterior são dados por: 

 𝑠 = +1: bandas de condução; 
 𝑠 = −1: bandas de valência. 

O termo de massa presente na equação anterior faz com que um gap de 

energia de ∆𝐸 = 2𝑚 se abra no ponto de Dirac 𝒌 = 𝟎 entre as duas bandas 

(condução e valência) 

𝐸(𝒌 = 0) = ±ඥ𝑚ଶ ⟹ 𝐸(𝒌 = 0) = ±|𝑚|. (3.147) 

 Para ver o estado de borda de maneira mais ilustrativa podemos usar a 

seguinte equação de Dirac, 

𝐸𝜓(𝑥, 𝑦) = ൣ−𝑖ℏ𝑣ி൫𝜎௫𝜕௫ + 𝜎௬𝜕௬൯ + 𝑚𝜎௭൧𝜓(𝒌),                          (3.148) 
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num semi-espaço 2D com as seguintes condições de contorno 

−∞ < 𝑦 ≤ 0
−∞ < 𝑥 < ∞

ቅ,                                                        (3.149) 

Assim, supondo uma solução da seguinte forma, 

𝜓(𝑥, 𝑦) = Φ𝑒௜௞ೣ௫ା௬/ఒ,                                                  (3.150) 

i.e., uma onda plana (função de Bloch), com 𝜆 sendo um fator de comprimento que 

está relacionado diretamente ao decaimento exponencial da propagação de estados 

no bulk dado por uma onda se propagando ao longo da borda com vetor de onda 𝑘௫. 

O termo Φ é um espinor que não depende da posição. Colocando (3.150) em (3.148), 

𝐸Φ = ℏ𝑣ி𝑘௫𝜎௫Φ + ൬−𝑖
ℏ𝑣

𝜆
𝜎௬ + 𝑚𝜎௭൰ Φ,                                (3.151) 

onde já eliminamos o termo 𝑒௜௞ೣ௫ା௬/ఒ. A equação anterior pode ser separada em duas 

equações acopladas (levando em conta que os estados de borda estão na direção 

x), 

𝐸Φ = ℏ𝑣ி𝑘௫𝜎௫Φ,                                                     (3.152) 

൬−𝑖
ℏ𝑣

𝜆
𝜎௬ + 𝑚𝜎௭൰ Φ = 𝜎௭ ൬−

ℏ𝑣

𝜆
𝜎௫ + 𝑚൰ Φ = 0,                        (3.153) 

na última equação usamos o fato de que 𝑖𝜎௬ = 𝜎௭𝜎௫. A partir de (3.153) podemos 

encontrar o espinor Φ e o fator de comprimento 𝜆. Considerando que Φ seja um 

autoestado de 𝜎௫ que satisfaça 

𝜎௫Φ = sgn(m)Φ,                                                       (3.154) 

i.e., o espinor estará associado a massa dos estados de borda. Assim obtemos para 

a equação (3.153) e para o comprimento de decaimento os seguintes resultados 

𝜎௭ ቌ−
ℏ𝑣

𝜆
𝜎௫Φฑ

ୱ୥୬(୫)஍

+ 𝑚Φቍ = 0 ⟹ −
ℏ𝑣

𝜆
sgn(m) + 𝑚 = 0,                 (3.155) 

𝜆 =
ℏ𝑣ி

|𝑚|
> 0,                                                           (3.156) 
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Figura 30: (a) Ilustração esquemática dos estados de bulk e de borda de um isolante 
de Chern. (b) Geometria do sistema. Por preferência consideramos 𝑚 > 0, tal que a 

quiralidade da borda vale 𝑠𝑔𝑛(𝑚) = +1. 

  

Fonte: Figura da esquerda elaborada pelo autor e figura da direita reproduzida de 
BANDYOPADHYAY; JOSEPH; NARAYAN (2024, p. 3). Licenciado sob Creative Commons 

4.0 (CC BY-NC 4.0). 

O requerimento para a existência dos estados de borda é que 𝜆 seja positivo 

que advém do fator de sinal 𝑠𝑔𝑛(𝑚). Colocando (3.155) em (3.152), 

𝐸(𝒌) = 𝑠𝑔𝑛(𝑚)𝑣ிℏ𝑘௫,                                                   (3.157) 

A primeira propriedade da solução acima é de que ela é contínua e pertence 

ao intervalo −|𝑚| < 𝐸 < |𝑚|, i.e., não possui gap diferente dos estados de borda. 

Além disso, a direção da velocidade é determinada pelo sinal do termo de massa, 

𝑠𝑔𝑛(𝑚), e se configura pela chamada quiralidade da borda que aparece devido à 

quebra da SRT. Por fim, a ocorrência de estados de borda sem gap pode ser explicada 

pela inversão da estrutura de bandas nas bordas. Considerando um estado 𝜓(𝑥, 𝑦) 

em 𝑦 < 0 da transformação de paridade encontramos 

𝜓ᇱ(𝑥, 𝑦) ⟶ฏ
ℙ

𝜎௫𝜓(𝑥, −𝑦),                                                 (3.158) 

porém, essa cópia espelhada do estado 𝜓(𝑥, 𝑦) que foi estendida a 𝑦 > 0 faz com que 

a eq. (3.157) tenha uma mudança no sinal de massa. Assim, a imagem espelhada 

possui os ordenamentos do espectro de bandas de condução e valência em posições 

opostas. Nas bordas temos uma inversão de bandas que é acompanhada pelo 

fechamento do gap e como consequência o aparecimento de um estado de borda. 
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3.1.3.1.4 Isolante topológico (ℤଶ ou isolante Hall quântico de spin (ISHQ)) 

Os isolantes Hall quântico de spin de forma parecida aos isolantes de Chern 

possuem um gap de banda no bulk, porém diferente do isolante de Chern, o gap se 

abre sem a quebra da SRT. Esse isolante pode ser visto como dois modelos parecidos 

aos de Chern no qual o “locking” de spin-momentum vai em direções opostas para 

spins opostos (figura abaixo) porém, cada sistema é descrito por um Hamiltoniano de 

Dirac sem gap que possui a SRT (TKACHOV, 2022). Tomando então dois sistemas 

2D na parte de cima e de baixo de uma placa 3D com um interior isolante, no limite 

quasi-2D o sistema pode ser descrito como, 

Figura 31: Imagem esquemática ilustrando do lado esquerdo o conjunto de isolantes 
de Chern e do lado direito o efeito Hall quântico de spin. 

 

Fonte: Reproduzida de TKACHOV (2022, p. 8). 

𝐻෡𝜓(𝒓) = 𝐸𝜓(𝒓), 𝒓 = (𝑥, 𝑦, 0),                                      (3.159) 

𝐻෡ = ቆ
−𝑖ℏ𝑣ி൫𝜎௫𝜕௫ + 𝜎௬𝜕௬൯ ∆𝜎଴

∆𝜎଴ 𝑖ℏ𝑣ி൫𝜎௫𝜕௫ + 𝜎௬𝜕௬൯
ቇ,                      (3.160) 

As entradas diagonais do Hamiltoniano são as entradas no espaço real dos 

subsistemas desacoplados c e b, sendo a escolha de sinais dada a partir da simetria 

de inversão na placa e o acoplamento entre os subsistemas dado por ∆𝜎଴, com 𝜎଴ 

sendo uma matrix unitária no espaço de spin. A função de onda quadri-componente 

pode ser escrita 

𝜓(𝒓) =

⎝

⎛

𝜓௖↑(𝒓)

𝜓௖↓(𝒓)

𝜓௕↑(𝒓)

𝜓௕↓(𝒓)⎠

⎞,                                                     (3.161) 
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na qual a base de estados usada é a dos estados de cima (c) e dos estados de baixo 

(b) cada um com duas componentes de spin. Quando consideramos ∆ um parâmetro 

real o sistema obedece a SRT, 

𝕋𝐻෡𝕋ିଵ = 𝐻෡,                                                           (3.162) 

𝕋 = ൬
𝑖𝜎௬𝐾 0

0 𝑖𝜎௬𝐾
൰,                                                   (3.163) 

As soluções de interesse são aquelas as quais decaem exponencialmente das 

bordas, 𝑦 = 0, para o interior do sistema: −∞ < 𝑥 < ∞; 0 ≤ 𝑦 < ∞. Podemos escrever 

então a densidade de corrente na direção y, 

𝑗௬(𝒓) = 𝑣ி𝜓෨(𝒓) ൬
𝜎௬ 0

0 −𝜎௬
൰ 𝜓(𝒓),                                       (3.164) 

= 𝑖𝑣ி{[𝜓௖↓
∗ (𝒓)𝜓௖↑(𝒓) − 𝜓௖↑

∗ (𝒓)𝜓௖↓(𝒓)] + 

+[𝜓௕↑
∗ (𝒓)𝜓௕↓(𝒓) − 𝜓௕↓

∗ (𝒓)𝜓௕↑(𝒓)]},                                 (3.165) 

com o requisito 𝑗௬(𝑥, 𝑦 = 0) = 0, tal que encontramos a seguintes relações de contorno 

na forma espinorial, 

𝜓(𝑥, 𝑦 = 0) = ൬
0 −𝑖𝜎௬

𝑖𝜎௬ 0
൰

ᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫ
ெ෡

𝜓(𝑥, 𝑦 = 0),                                 (3.166) 

de forma que, 

𝕋𝑀෡𝕋ିଵ = 𝑀෡.                                                          (3.167) 

A função de onda transformada 𝕋𝜓(𝒓) satisfaz as mesmas condições de 

contorno que 𝜓(𝒓), i.e., o sistema preserva a SRT. A partir da análise da estrutura de 

bandas do bulk é possível mostrar que o acoplamento ∆ entra de maneira similar ao 

termo de massa em um modelo de Dirac 4x4. Além disso, considerando o 

Hamiltoniano após uma transformação unitária, 

𝐻෡ᇱ(𝒓) = ቆ
−𝑖ℏ𝑣ி൫𝜎௫𝜕௫ + 𝜎௬𝜕௬൯ + ∆𝜎௭ 0

0 𝑖ℏ𝑣ி൫𝜎௫𝜕௫ + 𝜎௬𝜕௬൯ − ∆𝜎௭

ቇ,      (3.168) 

com o espinor dado por 
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𝜓ᇱ(𝒓) =
1

√2
⎝

⎛

𝜓௖↑(𝒓) + 𝜓௕↑(𝒓)

𝜓௖↓(𝒓) − 𝜓௕↓(𝒓)

𝜓௖↑(𝒓) − 𝜓௕↑(𝒓)

−𝜓௖↓(𝒓) − 𝜓௕↓(𝒓)⎠

⎞ ≡

⎝

⎛

𝜓௦↑(𝒓)

𝜓௔↓(𝒓)

𝜓௔↑(𝒓)

𝜓௦↓(𝒓)⎠

⎞,                         (3.169) 

onde 𝑠 e 𝑎 são respectivamente soluções simétricas e antissimétricas dos estados de 

cima 𝑐 e de baixo 𝑏. Assim, no espaço 𝒌 

𝐻෡ᇱ(𝒌)𝜓ᇱ(𝒌) = 𝐸𝜓ᇱ(𝒌),                                                 (3.170) 

𝐻෡ᇱ(𝒌) = ൬
𝑣ிℏ𝝈 ∙ 𝒌 + ∆𝜎௭ 0

0 −𝑣ிℏ𝝈 ∙ 𝒌 − ∆𝜎௭
൰.                           (3.171) 

Tal que as soluções para 𝒌 = 0 são dadas por 

ቌ

𝜓௦↑(𝒌 = 0)
0
0
0

ቍ para 𝐸௦↑ = ∆, ൮

0
𝜓௔↓(𝒌 = 0)

0
0

൲ para 𝐸௔↓ = −∆,             (3.172) 

ቌ

0
0

𝜓௔↑(𝒌 = 0)
0

ቍ para 𝐸௔↑ = −∆, ൮

0
0
0

𝜓௦↓(𝒌 = 0)

൲ para 𝐸௦↓ = ∆,             (3.173) 

Essas energias são dos estados de fundo da banda de condução e do topo da 

banda de valência no ponto 𝒌 = 0. Além disso, temos um gap de energia de 2|∆| entre 

as bandas. Sob a inversão de sinal ∆→ −∆ a estrutura de bandas muda de uma normal 

para uma invertida. Quando 𝒌 ≠ 0 o resultado que obtemos é (TKACHOV, 2022) 

൮

𝜓௦↑(𝒌)

𝜓௔↓(𝒌)
0
0

൲

ଵ,ଶ

 para 𝐸ଵ,ଶ(𝒌) = ±𝑠𝑔𝑛(∆)ඥ(𝑣ிℏ𝒌)ଶ + ∆ଶ,                   (3.174) 

൮

0
0

𝜓௔↑(𝒌)

𝜓௦↓(𝒌)

൲

ଷ,ସ

 para 𝐸ଷ,ସ(𝒌) = ∓𝑠𝑔𝑛(∆)ඥ(𝑣ிℏ𝒌)ଶ + ∆ଶ,                   (3.175) 

onde os termos 1,2 e 3,4 correspondem aos sinais ± e ∓. Para 𝒌 ≠ 0 temos uma 

mistura dos estados simétrico e antissimétrico. A partir da análise dos estados de 

superfície é possível mostrar que as soluções, 𝜓(𝑥, 𝑦) = Φ𝑒௜௞ೣ௫ି௬/ఒ, quando 

normalizadas serão dadas por (TKACHOV, 2022) 
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𝜓ା(𝒌) = ቌ

1
1
1

−1

ቍ ඨ
|∆|

2ℏ𝑣ி
𝑒௜௞ೣ௫ି|∆|௬/ℏ௩ಷ ,                                   (3.176) 

𝜓ି(𝒌) = ቌ

1
−1
−1
−1

ቍ ඨ
|∆|

2ℏ𝑣ி
𝑒௜௞ೣ௫ି|∆|௬/ℏ௩ಷ ,                                    (3.177) 

de forma que são estados de borda sem gap que está relacionado a estrutura de 

bandas invertida nas bordas. Além disso, os graus de liberdade do bulk são reduzidos 

na borda a somente o spin. Nessa classe de materiais temos um par de estados de 

borda contra-propagantes com projeções de spin opostas, que chamamos de estados 

helicais e são relacionados a partir da SRT 

𝜓ି(𝒌) = 𝕋𝜓ା(𝒌).                                                      (3.178) 

Figura 32: Estados de borda em um isolante Hall quântico de spin. (a) interface entre 
o isolante topológico e um isolante ordinário. (b) dispersão dos estados de borda no 
modelo do grafeno onde os estados de spin up e down se propagam em direções 

opostas. 

 

Fonte: Reproduzido de HASAN; KANE (2010, p. 3053). Copyright © 2010 by the American 
Physical Society. 

 

3.1.3.1.5 Transição de fase entre o isolante de Chern e o IHQS 

Tomando o seguinte Hamiltoniano para o modelo quasi-2D de um isolante 

magnético 

𝐻(𝒌) = ൬
𝑣ிℏ𝝈 ∙ 𝒌 + 𝑚𝜎௭ ∆𝜎଴

∆𝜎଴ −𝑣ிℏ𝝈 ∙ 𝒌 + 𝑚𝜎௭
൰,                          (3.179) 

onde ∆𝜎଴ é o acoplamento entre a superfície de baixo e a de cima, 𝑚 é a 

magnetização, que após uma transformação unitária na forma diagonal fica 
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𝐻(𝒌) = ൬
𝒅ା(𝒌) ∙ 𝝈 0

0 𝒅ି(𝒌) ∙ 𝝈
൰, 

𝐻(𝒌) = ൬
𝑣ிℏ𝝈 ∙ 𝒌 + (𝑚 + ∆)𝜎௭ 0

0 −𝑣ிℏ𝝈 ∙ 𝒌 + (𝑚 − ∆)𝜎௭
൰,              (3.180) 

diferente da magnetização 𝑚 o termo de energia ∆ tem sinais opostos nas diagonais 

de forma a termos um mecanismo de invariância de RT para gerar o gap de banda. 

As diagonais da equação correspondem a dois isolantes de Chern com diferentes 

termos de massa 𝑚 ± ∆ devido a presença de competição dos termos de gap. O valor 

para o número de Chern será (TKACHOV, 2022) 

𝑛 =
1

2
[𝑠𝑔𝑛(∆ − 𝑚) − 𝑠𝑔𝑛(∆ + 𝑚)],                                    (3.181) 

𝑛 = ൜
±1, |𝑚| > ∆ (𝐼𝐴𝐻𝑄)

   0, |𝑚| < ∆ (𝐼𝑆𝐻𝑄)
,                                         (3.182) 

Figura 33: Imagem esquemática do diagrama de fase para um isolante topológico 
2D. Nesse temos duas fases topológicas distintas: isolante Hall anônamlo quântico e 

o isolante Hall quântico de spin. 

 

Fonte: Reproduzido de TKACHOV (2022, p. 80). 

Além disso, a partir do estudo das bordas também podemos encontrar os 

seguintes resultados usando (3.156) e (3.157), com 𝑚ᇱ = 𝑚 ± ∆, 

𝜆± =
𝑣ிℏ

|𝑚 ± ∆|
,                                                         (3.183) 

𝐸±(𝒌) = 𝑣ிℏ𝑘 𝑠𝑔𝑛(𝑚 ± ∆),                                             (3.184) 

onde 𝑘 = |𝒌|, para 𝑚 e ∆ positivos, por exemplo, temos o caso de 𝑚 > ∆, com solução, 

𝐸±(𝒌) = 𝑣ிℏ𝑘,                                                         (3.185) 
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que corresponde ao IHQA no qual temos um único modo de borda quiral formado a 

partir dos dois subsistemas isolantes de Chern com estados de borda quirais se 

propagando na mesma direção. Quando 𝑚 < ∆, encontramos a solução, 

𝐸±(𝒌) = ±𝑣ிℏ𝑘,                                                       (3.186) 

que nada mais são que o par de estados helicais se propagando em direções opostas 

no IHQS. Por fim, quando 𝑚 = ∆, encontramos 

𝐸±(𝒌) = 𝑣ிℏ𝑘,                                                         (3.187) 

que é o regime de transição de fase entre o IHQA e o IHQS. Tal que um dos estados 

de borda de um dos subsistemas de Chern é perdido se espalhando pelo bulk. 

Figura 34: Imagem esquemática representando os estados de bordas em três casos 
distintos. (a) IHQA, (b) IHQS e (c) transição entre o IHQA e o IHQS. 

 

Fonte: Reproduzido de TKACHOV (2022, p. 81). 

 

3.1.3.2 Isolantes 3-D 

3.1.3.2.1 Isolante 3D fraco 

As versões de dimensão mais alta do efeito Hall quântico de spin são os 

chamados isolantes topológicos 3D. Um isolante 3D é caracterizado como vimos a 

partir de quatro invariantes 𝑍ଶ (𝑣଴; 𝑣ଵ𝑣ଶ𝑣ଷ). De forma que em um cristal 3D temos 𝑇 

pontos invariantes Γଵ,ଶ,ଷ,ସ na superfície da ZB onde os estados de superfície, quando 

presentes, obedecem ao teorema de Kramer. Fora da região desses pontos a ISO 

some com a degenerescência. 

O conjunto de pontos degenerados de Kramer formam pontos de Dirac 2D na 

estrutura de bandas da superfície do material. Entre qualquer conjunto de pares Γ௔ e 
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Γ௕ a estrutura da superfície de estados será como na figura (36). Assim a quantidade 

de vezes que a superfície de Fermi intercepta a linha que conecta o par de pontos Γ௔ 

e Γ௕, par ou ímpar, nos trará a informação da existência ou não de proteção topológica 

dos estados de borda. No caso de ser par os estados serão protegidos 

topologicamente. As alternativas descritas anteriormente são definidas pelos quatro 

invariantes 𝑍ଶ dos estados de bulk (correspondência bulk-boundary). 

Esses se constituem de duas classes de materiais, a primeira são os chamados 

isolantes topológicos fracos e a segunda são os isolantes topológicos fortes. Os ITs 

fracos estão relacionados ao efeito Hall quântico de spin 2D de maneira que podemos 

enxergá-los como um conjunto de planos 2D contendo o EHQS colocados um em 

cima do outro que pode ser interpretado como uma construção similar para o EHQI 

3D. Em sua superfície temos um contínuo de pares de Kramer enquanto o bulk 

permanece isolante. 

Os índices (𝑣ଵ𝑣ଶ𝑣ଷ) podem ser vistos como os índices de Miller que definem a 

orientação das camadas. Além disso, de maneira diferente do caso simples 2D dos 

estados helicais de borda, os estados de superfície não são protegidos pela simetria 

𝕋. 

Figura 35: Representação esquemática do isolante 3D fraco como um empilhamento 
de isolantes Hall quânticos de spin 2D em (a) e a superfície do isolante topológico 

pode ser considerada como uma bicamada (b). 

 

 

Fonte: Adaptado de BANDYOPADHYAY; JANA (2020, p. 40). Licenciado sob Creative 
Commons 4.0 (CC BY 4.0). 
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Figura 36: Dispersão eletrônica entre dois pontos de contorno degenerados de 
Kramer. Em (a) isolante trivial e em (b) isolante topológico. 

 

Fonte: Reproduzido de HASAN; KANE (2010, p. 3049). Copyright © 2010 by the American 
Physical Society. 

 

3.1.3.2.2 Isolante 3D forte 

Por outro lado, os chamados isolantes topológicos fortes não podem ser 

interpretados como descendentes das fases de isolantes de EHQS. Nessa classe de 

materiais o invariante 𝑣଴ vale 1. Como esse invariante quantifica a paridade de vezes 

que os pontos Kramer são contidos pela superfície de Fermi circular que no caso dos 

isolantes forte é um número ímpar. O caso mais simples é 𝐻௦௨௣௘௥௙í௖௜௘ = −𝑖ℏ𝑣ி𝝈 ∙ ∇ que 

possui um cone de Dirac, e que no caso de ITs os pontos de Dirac parceiros residem 

em superfícies opostas como pontua Hasan e Kane (2010). 

Figura 37: Círculos de Fermi na superfície da zona de Brillouin para um isolante 
topológico forte (acima) e isolante topológico fraco (abaixo). Para o caso mais 

simples de isolante topológico forte o círculo de Fermi engloba um único ponto de 
Dirac. 

 

Fonte: Adaptado de BANDYOPADHYAY; JANA (2020, p. 40). Licenciado sob Creative 
Commons 4.0 (CC BY 4.0). 
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3.1.3.3 Exemplos de ITs reais 

3.1.3.3.1 Poços de 𝐶𝑑𝑇𝑒/𝐻𝑔𝑇𝑒/𝐶𝑑𝑇𝑒 

Vimos na seção 3.1.3.1.2 o modelo BHZ que é o modelo teórico que previu o 

efeito Hall quântico de spin nas portas quânticas de telureto de mercúrio, HgTe, 

sanduichadas com a liga de HgxCd1-xTe. A descoberta experimental desse fenômeno 

se deu com o trabalho de König et. al. (2007) no qual os pesquisadores desenvolveram 

a amostra com baixa densidade e alta mobilidade dos portadores de carga. A 

aplicação de uma voltagem externa tornou possível os estados de condução 

passarem do tipo n ao tipo p em um regime isolante. 

Nessas estruturas os estados com energia próximo ao nível de Fermi estão 

confinados na camada de telureto de mercúrio, HgTe, que está paralela ao plano x-y 

como na figura 38, além disso, a energia relacionada ao confinamento na direção z é 

quantizada. Os portadores de carga são livres para mover pela camada de HgTe de 

maneira que se formam sub-bandas 2D (ASBÓTH et al., 2016). 

Três situações de interesse surgem nas estruturas de portas quânticas no 

regime isolante relativas à espessura 𝑑 delas: 

 𝑑 < 6.3 nm – o regime isolante apresenta baixa condutância residual; 
 𝑑 = 𝑑௖ = 6.3 nm - situação de espessura crítica onde temos uma 

transição de fase quântica isolante-metal; 
 𝑑 > 6.3 nm – a condutância residual aparece em platôs da ordem de 

2𝑒ଶ/ℎ (independente da espessura da amostra que mostra ser devido aos 
estados de borda e é destruída por um pequeno campo magnético 
externo) para o regime nomeadamente isolante (topológico). 

Figura 38: Ilustração esquemática dos poços quânticas de HgTe de espessura 𝑑, 
sanduichados entre as camadas de HgxCd1-xTe. Os elétrons estão confinados na 

camada de HgTe. 

  

Fonte: Elaborado pelo autor. 
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De forma que, na abordagem de bandas, a situação que ocorre 

respectivamente, a espessura da camada de HgTe, é que quando aumentamos ela 

até 𝑑 < 𝑑௖, o sistema é um isolante trivial com um gap entre a banda de condução e 

de valência. Conforme passamos a 𝑑 = 𝑑௖, a sub-banda de condução mais baixa e a 

de valência mais alta se tocam de forma que o gap se fecha e o sistema se torna 

metálico. Para 𝑑 > 𝑑௖, o gap reabre com as bandas invertidas e o sistema se torna 

um IT. 

Figura 39: Representação esquemática do cone de Dirac em diferentes 
configurações para diferentes valores de espessura de HgTe. Em (a) a espessura 𝑑 
vale 𝑑 < 𝑑௖ e temos um isolante trivial, em (b) temos um regime de transição com o 

fechamento do gap quando 𝑑 = 𝑑௖ e em (c) quando 𝑑 > 𝑑௖ temos um isolante 
topológico com o gap reaberto e a presença da inversão de bandas. 

 

Fonte: Elaborado pelo autor, com base em ASBÓTH et al. (2016). 

 

3.1.3.3.2 Seleneto de bismuto (Bi2Se3), telureto de bismuto (Bi2Te3) e telureto de 
antimônio (Sb2Te3) 

O grupo de materiais Bi2Se3, Bi2Te3 e Se2Te3 estão entre os isolantes 

topológicos mais estudados. A topologia de bandas desses materiais obedece (1; 000) 

e como propriedade estrutural eles são compostos de empilhamentos de três 

camadas quíntuplas não equivalentes conectadas por ligações de van der Waals. 
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Figura 40: Representação esquemática da geometria do seleneto de bismuto, 
Bi2Se3. (b) Vista superior da geometria do seleneto de bismuto. (c) Representação 

das camadas quíntuplas do Bi2Se3. 

 

Fonte: Reproduzido de ZHANG et al. (2009, p. 438). 

O seleneto de bismuto, Bi2Se3, é um semicondutor com um gap estreito entre 

as bandas de 0,3 eV. Esse material possui uma estrutura extremamente simétrica 

entre as camadas quintuplas de Se(1) - Bi-Se(2) - Bi-Se(3). Ele é um isolante 3D com 

forte interação spin órbita e ligações de Van der Walls. 

Figura 41: Ilustração da estrutura de bandas do bulk do (a) seleneto de antimônio, 
(b) telureto de antimônio, (c) seleneto de bismuto e (d) telureto de bismuto. Podemos 

ver claramente como o seleneto de antimônio não apresenta estados de borda 
sendo, portanto, uma estrutura trivial enquanto os materiais em (b), (c) e (d) 

apresentam estados de borda gapless e, portanto, são não triviais. 

 

Fonte: Reproduzido de ZHANG et al. (2009, p. 441). 

O telureto de antimônio, Sb2Te3 é outro IT bastante estudado na literatura e é 

um material semicondutor com um pequeno gap entre bandas de bulk de 
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aproximadamente 0.1-0.28 eV (THONHAUSER et al., 2003; MADELUNG, 2004; 

BOUKAI; XU; HEATH, 2006; HSIEH et al., 2009). 

 

Figura 42: Ilustração das estruturas de bandas do bulk e da superfície para o Bi2Se3 
com cem portas quânticas e locking de momentum-spin no plano de projeção de 
spin associado aos estados degenerados (a) 𝜀ଵ e (b) 𝜀ଶ para diversos valores de 

momentum 𝒌 no contorno de equi-energia dos cones de Dirac. Os estados de 
superfície são não spin degenerados e são polarizados helicalmente. Medidas de 

ARPES para o Bi2Se3 

 em três cenários diferentes de exposição. 

  

 
Fonte: Acima adaptada de PERTSOVA, A.; CANALI, C. M. (2014, p. 8 e 16). Licenciado sob 

Creative Commons 3.0 (CC BY 3.0). Abaixo reproduzida de Xia et. al (2009). 

É importante citar o aspecto da inversão de bandas que é uma característica 

fundamental no comportamento dos isolantes topológicos e consiste na troca da 

ordem energética entre bandas de diferentes simetrias como na figura 44. Em um 

semicondutor convencional, como o CdTe, a banda de valência possui caráter 

predominantemente (p) e paridade ímpar, enquanto a banda de condução apresenta 

caráter predominantemente (s) e paridade par. Mas, em materiais como o HgTe, 

devido ao forte acoplamento spin-órbita, essa ordem é invertida: a banda de caráter 

(s), originalmente associada à condução, passa a situar-se abaixo da banda de caráter 
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(p), que passa a ocupar a região superior. Em outras palavras, os estados de menor 

energia, originalmente associados aos orbitais (p), trocam de posição com os estados 

de caráter (s), resultando na inversão das características orbitais e das paridades das 

bandas. Essa inversão é consequência do forte acoplamento spin-órbita e constitui 

um requisito essencial para o surgimento da fase topológica, já que essa característica 

está relacionada a não trivialidade do Hamiltoniano. 

Figura 43: Geometria e estrutura de bandas calculada do Bi₂Te₃. (a) Vista lateral de 
8 camadas quíntuplas de Bi₂Te₃, com a definição da camada quíntupla superior, da 

camada quíntupla inferior e da região com comportamento de volume (bulk) da 
estrutura. (b) Primeira zona de Brillouin da célula unitária hexagonal, indicando o 

caminho em 𝒌 utilizado no cálculo da estrutura de bandas. (c–e) Estrutura de bandas 
calculada projetada sobre as três diferentes regiões da estrutura (camada quíntupla 
superior, camada quíntupla inferior e região de bulk), conforme definidas em (a). (f) 
Campo de spin-órbita das bandas de Dirac da camada quíntupla superior em torno 

do ponto 𝛤. A escala de cores representa o valor esperado da componente (𝑠௭), 
enquanto as setas representam as componentes de spin no plano. (g–i) O mesmo 
que em (c–e), porém a escala de cores representa, respectivamente, os valores 

esperados das componentes de spin (𝑠௫), (𝑠௬) e (𝑠௭). 

 

Fonte: Reproduzida de ZOLLNER; FABIAN (2021, p. 3). 
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Figura 44: Em (a) ilustração esquemática da estrutura de bandas de um isolante 
topológico em contato com o vácuo. Em (b) temos a representação dos orbitais 

atômicos espacialmente. 

 

Fonte: Figura da esquerda reproduzida de OHTSUBO et. al (2022) e figura da direita 
reproduzida de BRONDANI (2019). 
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4 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

O problema de pesquisa partiu da seguinte pergunta: o que é um isolante 

topológico? Na busca por responder a essa pergunta, na fundamentação teórica foi 

apresentada a aproximação de Born-Oppenheimer, que facilita os cálculos de 

estrutura eletrônica. Em seguida, tratou-se do teorema de Bloch, que descreve as 

soluções da equação de Schrödinger em sistemas periódicos, evidenciando o papel 

fundamental da simetria de translação, pois a demonstração baseia-se na 

comutatividade entre o operador de translação e o Hamiltoniano do sistema. Nesse 

capítulo inicial também foram abordadas a construção e o significado da rede 

recíproca e da zona de Brillouin, que são importantes na descrição das propriedades 

eletrônicas dos sistemas cristalinos, uma vez que estão diretamente relacionadas ao 

fenômeno de difração e à delimitação do momento linear dos elétrons. Além disso, foi 

discutida a ocupação eletrônica das bandas de valência e condução em isolantes, 

condutores e semicondutores, que são fundamentais para entender a diferença entre 

um isolante convencional e um isolante topológico. Ainda nessa etapa foi apresentada 

a simetria de reversão temporal (SRT), como ela inverte o sinal da unidade imaginária 

e que para sistemas eletrônicos com número de constituintes pares e ímpares, obtém-

se 𝕋ଶ = 1 e 𝕋ଶ = −1, respectivamente. O valor de 𝕋ଶ = −1 leva diretamente a 

degenerescência de Kramers. Quando se lida com os estados de bordas dos isolantes 

topológicos o número de estados cruzando o nível de Fermi se relacionará à paridade 

do invariante 𝑍ଶ. Nessa construção ainda aparecem os TRIMs (time reversal invariant 

momenta) que são pontos especiais dentro da ZB nos quais o Hamiltoniano comuta 

com o operador de reversão temporal e que fundamentam matematicamente a 

construção do invariante 𝑍ଶ. 

No trecho seguinte é trado de forma breve, porém ilustrativa a classificação 

topológica baseada no número genus g. E então, o teorema de Gauss-Bonnet que 

estabelece a ligação entre a geometria diferencial e a informação topológica de uma 

superfície, conectadas através da característica de Euler. Essa correspondência 

fundamenta o conceito de invariante topológico, já que transpõe a noção de robustez 

geométrica para o cenário de estrutura de bandas.  

Na última parte da fundamentação são apresentadas as conexões entre 

topologia e matéria condensada. São discutidas algumas variantes de interesse do 
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efeito Hall. No efeito Hall clássico (EH) a resistência Hall varia de forma linear com o 

campo magnético aplicado. O EH anômalo ocorre na ausência de campo magnético 

externo, devido à magnetização intrínseca do material e a três contribuições distintas: 

deflexão intrínseca (ligada à curvatura de Berry), deslocamento lateral e 

espalhamento assimétrico, sendo que ocorre o surgimento de uma corrente Hall 

anômala. 

Por outro lado, no efeito Hall quântico inteiro (EHQI) a resistência Hall varia em 

platôs com o campo magnético externo, isto é, ela é quantizada em múltiplos inteiros 

do inverso do fator de preenchimento 𝑣. Nesse regime, os estados de bulk realizam 

órbitas ciclotron fechadas, enquanto os estados de borda são quirais, o que é uma 

manifestação direta da quebra da simetria de reversão temporal. Na tentativa de 

realizar o efeito Hall quântico anômalo (EHQA), surge o modelo simplificado (toy 

model) de Haldane (rede de favo de mel) que possui um Hamiltoniano que descreve 

um material ferromagnético contendo um termo complexo que quebra a SRT.  

O toy model de Kane-Mele é a generalização do modelo de Haldane, porque 

inclui o grau de liberdade de spin e é um par complexo conjugado de modelos de 

Haldane. Ele constituiu uma proposta teórica de abrir um gap no grafeno e possui a 

propriedade de preservar tanto a SRT quanto a paridade. Esse modelo representou 

uma das primeiras propostas de realizar o efeito Hall quântico de spin (EHQS), 

caracterizado pela presença pares de Kramer nas bordas e pelo papel do 

acoplamento spin-órbita como um campo magnético efetivo. 

Outro conceito central desenvolvido ao longo da dissertação foi a fase de Berry, 

entendida como uma fase geométrica adquirida pela função de onda durante a 

evolução adiabática ao navegar pelo espaço de estados em um ciclo. A partir dela, 

introduziu-se a curvatura de Berry e o correspondente número de Chern, definido 

como a integral sobre a zona de Brillouin em 2D da curvatura de Berry. Esse invariante 

topológico caracteriza a contribuição de cada banda de energia ocupada para 

fenômenos do tipo Hall quânticos. 

Foram abordados o invariante TKNN, identificado como o primeiro número de 

Chern, e a correspondência bulk-boundary, segundo a qual as propriedades 

topológicas do bulk do material manifestam-se nas bordas por meio de estados 

metálicos topologicamente protegidos. Em seguida, discutiram-se a polarização e o 

pump de corrente de Thouless, que estabelece que a carga elétrica transportada entre 

as bordas durante um ciclo é quantizada e determinada pela topologia do ciclo de 
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bombeamento. Ainda nessa parte apresentou-se o famoso argumento de Laughlin que 

estabelece o fluxo de carga quantizado em uma fita metálica. 

A construção do invariante 𝑍ଶ partiu de um modelo unidimensional com 

Hamiltoniano periódico no tempo que, em conjunto com a teoria moderna da 

ferroeletricidade, permite definir a polarização de reversão temporal. A partir do 

Pfaffiano, conduz à construção do pump de spin de Fu e Kane. Em seguida, discutiu-

se a teoria topológica de campos para materiais 2D e 3D pertencentes à família AII, 

caracterizada pela preservação da simetria de reversão temporal. Nessa abordagem. 

foram apresentadas as ações efetivas, Lagrangianas e correntes correspondentes a 

essas classes de sistemas. 

Também foi introduzido o modelo teórico BHZ, que serviu de base para a 

descoberta do efeito Hall quântico de spin em 2007 nos poços quânticos de HgTe. 

Nesse modelo de quatro bandas existe uma espessura crítica que faz ocorrer uma 

transição de fase topológica. Além disso, foram apresentados os modelos 

bidimensionais do isolante de Chern e do isolante 𝑍ଶ, com as respectivas soluções 

para os estados de borda e estrutura do bulk. Também foi discutido o regime de 

transição entre os dois sistemas. Para os sistemas tridimensionais, foram discutidos 

os isolantes fortes e fracos. 

Por fim, na seção dedicada aos materiais, foram apresentadas as propriedades 

de alguns dos isolantes topológicos mais estudados na literatura. Inicialmente foram 

discutidas as principais características dos poços quânticos de HgTe, com ênfase na 

espessura crítica nesse material. Na seção seguinte foram discutidas as principais 

propriedades eletrônicas do seleneto de bismuto, telureto de bismuto e telureto de 

antimônio. 

Respondendo à pergunta inicial, um isolante topológico é uma classe de 

materiais que apresentam o bulk isolante e estados de borda (ou de superfície) 

protegidos topologicamente. Esses estados podem ser quirais, quando há quebra da 

simetria de reversão temporal, ou helicais, quando essa simetria é preservada. Em 

geral, esses materiais apresentam forte acoplamento spin-órbita e seus modelos 

efetivos de baixa energia são de forma frequente descritos por Hamiltonianos do tipo 

de Dirac. Essas propriedades decorrem de uma estrutura de bandas topologicamente 

não trivial que é caracterizada por invariantes topológicos que distinguem diferentes 

fases da matéria. Dessa forma, essa classe de materiais pode ser descrita tanto pela 
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teoria topológica de bandas quanto pela teoria topológica de campos, evidenciando a 

profunda conexão entre topologia, mecânica quântica e matéria condensada. 

O problema de pesquisa se constituiu em compreender os principais 

mecanismos das teorias gerais que caracterizam os isolantes topológicos e lidar de 

forma didática com os fenômenos e modelos motivadores desses materiais. Nessa 

perspectiva os modelos motivadores foram tratados de maneira ilustrativa e com as 

propriedades principais evidenciadas.  

O presente estudo possui como limitação o fato de abordar os sistemas apenas 

do ponto de vista teórico, de modo que uma investigação computacional deixaria o 

trabalho ainda mais abrangente. Além disso, não foram considerados Hamiltonianos 

do tipo Dirac que incorporam correções de ordem superior. Apesar dos materiais reais 

serem descritos por Hamiltonianos mais complexos, as aproximações de primeira 

ordem empregadas nos modelos 2D se mostraram suficientes para ilustrar os 

principais efeitos físicos e propriedades topológicas discutidas ao longo da 

dissertação. 

Como perspectivas para trabalhos futuros, pretende-se desenvolver 

simulações computacionais de isolantes topológicos usando softwares de simulação 

computacional como o Quantum EXPRESSO e estudar como se comportam as 

propriedades magnetoelétricas conforme perturbamos o sistema. Espera-se, assim, 

que esta dissertação contribua para a compreensão dos principais fundamentos 

físicos e matemáticos dos isolantes topológicos, servindo como material de apoio para 

estudantes e pesquisadores interessados nessa área de pesquisa. 
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APÊNDICE A - TRANSIÇÕES DE FASE E QUEBRAS DE SIMETRIAS 

 

Uma fase pode ser definida como uniformidade das propriedades físicas de um 

dado sistema de interesse em escala macroscópica (NISHIMORI; ORTIZ, 2011). Já 

uma transição de fase é uma mudança entre diferentes tipos organizacionais da 

uniformidade do sistema, passando de uma certa uniformidade de propriedades 

físicas à outra de maneira abrupta. No aspecto matemático ela tem como sua 

assinatura uma singularidade no espaço de parâmetros, i.e., uma descontinuidade da 

função da energia livre ou de alguma de suas derivadas (YEOMANS, 1992). 

Da Lei de Gibbs sabemos que o número de graus de liberdade de um sistema 

segue a seguinte condição (NASTASE, 2017): um sistema com 𝑓 fases, 𝑛 constituintes 

químicos e 𝑖 componentes não químicas e parâmetros intensivos (que não dependem 

da dimensão do sistema), o número de graus de liberdade 𝑙 do sistema será, 

𝑙 = 𝑛 + 𝑖 − 𝑓.                                                              (𝐴. 1) 

A descrição das características da fase está condicionada as quantidades que 

chamamos de parâmetros de ordem que refletem o grau de ordenamento dos 

elementos microscópicos da fase macroscópica. Eles estão intimamente associados 

a quebras de simetria no sistema. Estados ordenados tem parâmetro(s) de ordem não 

nulo(s) antes da quebra de simetria, e estados com baixa simetria possuem valor nulo 

do(s) parâmetro(s) de ordem na fase desordenada que é a fase simétrica do sistema 

(NISHIMORI; ORTIZ, 2011; NASTASE, 2017). 

Nesse aspecto também temos os expoentes críticos que são quantidades que 

retratam os graus de singularidades de propriedades físicas próximas a pontos 

críticos, i.e., pontos que demarcam mudanças de fase (YEOMANS, 1992; 

NISHIMORI; ORTIZ, 2011). 

Em relação a transições de fase temos os seguintes aspectos gerais: 

 Transições de fase de 1° ordem: a derivada de 1° ordem da função da energia 
livre diverge; 

 Transições de fase de ordem superior, críticas ou contínuas: as derivadas de 
2° ordem ou de ordem superior divergem.  

A teoria formulada por Lev Landau é uma variante da teoria de campo médio e 

permite que obtenhamos os expoentes críticos a partir de considerações referentes a 

simetria do problema específico tratado. Ela assume que podemos expandir o 
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potencial termodinâmico ou energia livre em série de potências em torno do parâmetro 

de ordem tal que somente valores condizentes com a simetria particular do problema 

entram na conta (YEOMANS, 1992). Ela estabelece os seguintes aspectos: 

 Transições de fase de 1° ordem: As fases de interesse diferem 
quantitativamente, mas não qualitativamente; 

 Transições de fase de ordem superior, críticas ou contínuas: As fases diferem 
tanto quantitativamente quanto qualitativamente. 

Simetrias se constituem como algo vital na física moderna, elas nos evidenciam 

como certas quantidades (equações de interesse, observáveis e outras quantidades) 

permanecem invariantes (se conservam) sob certas mudanças no sistema. 
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APÊNDICE B - BANDAS DE ENERGIA 

 

O conceito de bandas de energia advém do tratamento de sistemas de muitos 

corpos na mecânica quântica. Podemos compreender essa teoria inicialmente a partir 

de poços de potencial que emulam faixas discretas de energia para então lidar com o 

caso contínuo.  

A importância dessa teoria está em tratar os elétrons constituintes dos materiais 

sólidos como partículas presas em poços de potenciais, que é análogo a estarem 

presos aos átomos. Os elétrons sofrem um certo efeito dessa interação com os 

átomos (negligenciável), mas hoje em dia sabemos que eles se movem dentro desses 

materiais como se estivessem livres (como no vácuo) mesmo que possuam da ordem 

de 10ଶଷ átomos por centímetro cúbico. 

Na física do estado sólido as células unitárias dos materiais estão distribuídas 

de forma periódica no espaço de maneira que ao passar do caso de um constituinte 

para N constituintes encontramos o conceito de separação dos níveis de energia, o 

qual está intimamente conectado ao Princípio de exclusão de Pauli (e a 

antissimetrização da função de onda) e por conseguinte a formação de bandas de 

energia. Aqui faremos somente uma descrição qualitativa para uma descrição 

completa veja SNOKE (2009). 

 

Caso 1: Partícula em poço de potencial 

Consideremos uma partícula de massa 𝑚 que dentro de um poço de potencial 

𝑈(𝑥) tal que 𝑈(𝑥) = ∞ em 𝑥 = −𝑎 e em 𝑥 = 𝑎. Usando a equação independente do 

tempo de Schroedinger 

𝐻|𝜓⟩ = 𝐸|𝜓⟩  ⟹ 

⟹ ൭−
ℏଶ

2𝑚
∇ଶ + 𝑈(𝑥)൱ |𝜓⟩ = 𝐸|𝜓⟩,                                                (𝐵. 1) 

encontramos os autoestados desse sistema que são dados por, 

𝜓(𝑥) = ൜
          0            𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑈(𝑥) = ∞ 

𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥)   𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑈(𝑥) = 0
 .                                        (𝐵. 2) 



110 
 

 

Os autovalores são dados por, 

𝐸 =
ℏଶ𝑘ଶ

2𝑚
,                                                                       (𝐵. 3) 

 

com 𝑘 = 𝑛𝜋/𝑎 e 𝑛 𝜖 ℤ. 

 

Caso 2: Dois poços de potenciais 

Poços suficientemente afastados e com potenciais infinitos 

Nesse caso temos dois poços de potenciais contendo uma partícula cada um. 

Os poços possuem paredes de potencial infinitas nos seus extremos e entre eles 

possuem potencial finito, porém estão suficientemente afastados de forma a não ser 

possível as partículas os atravessarem. Dizemos que esses são poços 

independentes.  

Figura 45: Dois poços de potencial, na esquerda temos o caso em que o potencial 
que os separa é infinito e no caso da direita o potencial é finito, porém os poços 

possuem grande distância de separação. 

 

Fonte: Produção própria do autor. 

Assim podemos resolver a equação de Schroedinger independente do tempo 

de forma separada para cada poço. Temos duas soluções degeneradas, i.e., que 

possuem a mesma energia. 

 

Poços bem próximos e com potenciais finitos 

Consideremos que os poços do problema anterior estão próximos o suficiente 

para podermos ter a possibilidade de as partículas atravessarem a parede entre os 

poços, nesse caso dizemos que os poços estão acoplados e devemos resolver a 
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equação independente do tempo de Schroedinger para o sistema composto por esses 

poços. Assim, obtemos duas soluções para esse sistema: 

 Simétrica; 
 Antissimétrica. 

Como regra geral a solução antissimétrica geralmente possui maior energia. E 

podemos ver isso a partir do fato de ela ter um nodo em 𝑥 = 0. Pois, como temos uma 

função bem-comportada a partir do teorema de Fourier podemos escrever a mesma 

na forma de ondas oscilatórias, no caso da solução antissimétrica como ela vai a zero 

então ela deve mudar de forma rápida o que implica em termos comprimentos de 

ondas menores e por conseguinte maior energia (SNOKE, 2009). 

Figura 46: Ilustração esquemática das soluções simétrica e antissimétrica para o 
caso de poços bem próximos. 

 

Fonte Reproduzido de SNOKE (2009, p. 3). 

 

Caso geral e modelo de Kronig-Penney 

No caso geral tomamos um número grande N de poços que estão a uma dada 

distância 𝑎 um do outro tal que estejam próximos o suficiente para que exista a 

possibilidade de tunelamento, i.e., a passagem de uma partícula de um poço para 

outro. Assim, temos uma rede, i.e., pontos vizinhos dispostos de maneira periódica. 
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Figura 47: Ilustração de vários poços de potencial de largura 𝑎 e de mesmo 
afastamento. 

 

Fonte: Produção própria do autor. 

Um modelo de grande interesse quando se estuda as propriedades de bandas 

eletrônicas e que é exatamente solúvel é o chamado modelo de Kronig-Penney que 

de forma resumida é uma extensão do modelo de poços acima. Características gerais 

desse modelo: 

1. Para cada 𝑘 dado, a energia total pode ser calculada a partir de 𝐸 = ℏ𝑲ଶ/2𝑚; 
2. As soluções do modelo nos pontos 𝑘𝑎 e 𝑘𝑎 + 2𝜋 são indistinguíveis. 

Propriedades interessantes que encontramos nesse modelo: 

1. Ao se graficar 𝐸 𝑣𝑠 𝑘 no modelo aparecem hiatos (ausência) para valores da 
energia 𝐸 quando 𝑘 = 𝑛𝜋/𝑎, onde 𝑎 é a largura do poço; 

2. A primeira derivada da energia total 𝐸 com respeito a 𝑘 vai para zero nos pontos 
iguais a 𝑘 = 𝑛𝜋/𝑎. 

Cada refletor de Bragg reflete parcialmente a onda incidente após uma 

distância 𝑎, tal que em uma distância de 2𝑎/𝑛 a parte incidente da onda refletida volta 

a ser refletida novamente (distância de ida e volta entre as duas reflexões de Bragg), 

assim temos ondas na mesma fase se movendo para a esquerda e para a direita a 

cada 2𝑎/𝑛 de distância e nesses pontos teremos a formação de ondas estacionárias. 

A partir dessas ondas progressivas para a esquerda e para a direita podemos 

formar duas ondas estacionárias que denotaremos por, 

𝜓(+) =  2 cos(𝜋𝑥/𝑎)

𝜓(−) = 2𝑖 sin(𝜋𝑥/𝑎)
,                                                             (𝐵. 4) 

onde os termos (+) e (−) se referem a paridade das respectivas funções de onda. A 

região de separação dos níveis de energia é conhecida como banda de energia 

proibida e surge devido as funções de onda 𝜓(+) e 𝜓(−) acumularem elétrons em 

regiões distintas nesse espaço de fase, de forma que possuem valores diferentes de 

energia potencial no campo de íons da rede.  
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Uma maneira mais conveniente de enxergarmos isso é através dos valores 

esperados dessas funções de onda, 

𝜌(+) = cosଶ(𝜋𝑥/𝑎)

𝜌(−) = sinଶ(𝜋𝑥/𝑎)
.                                                              (𝐵. 5) 

De forma que o valor das energias potenciais de 𝜌(+) e 𝜌(−) é menor e maior, 

respectivamente, que a energia potencial da onda progressiva. A largura da banda de 

energia proibida, 𝐸௣, é dada por, 

𝐸௣ = ห𝐸ఘ(ା) − 𝐸ఘ(ି)ห.                                                             (𝐵. 6) 

Figura 48: Estados energéticos para potenciais de paredes acopladas. 

 

Fonte: Reproduzido de SNOKE (2009, p. 6).  
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APÊNDICE C - OUTRAS TRANSFORMAÇÕES DISCRETAS IMPORTANTES 

 

Conjugação de Carga 

Transformação caracterizada por trocar partículas e antipartículas. Essa 

transformação inverte o sinal dos elementos de carga de uma partícula: carga elétrica, 

carga bariônica e outras mais (LANCASTER; BLUNDELL, 2014). Podemos 

representar essa transformação pelo operador ℂ tal que dada uma partícula |𝑎⟩ e sua 

antipartícula |𝑎ത⟩, de forma que 

|𝑎⟩ ⟶ |𝑎ത⟩,                                                                       (C. 1) 

assim, de maneira formal temos, 

 ℂ|𝑎⟩ = |𝑎ത⟩,                                                                       (C. 2) 

então, supondo que a partícula |𝑎⟩ tenha sua carga quântica (observável) 𝑞, tal que 

ℚ|𝑎⟩ = 𝑞|𝑎⟩, onde ℚ é o operador carga. Portanto, podemos escrever 

ℂℚ|𝑎⟩ = ℂ𝑞|𝑎⟩ = 𝑞ℂ|𝑎⟩ = 𝑞|𝑎ത⟩,                                                   (C. 3) 

além disso, 

ℚℂ|𝑎⟩ = ℚ|𝑎ത⟩ = −𝑞|𝑎ത⟩,                                                           (C. 4) 

de forma que comparando as duas temos, 

ℚℂ = −ℂℚ ⟹ ℂିଵℚℂ = − ℂିଵℂᇩᇪᇫ
ୀଵ

ℚ,                                                (C. 5) 

e por fim, 

ℂିଵℚℂ = −ℚ.                                                                    (C. 6) 

Numa abordagem de segunda quantização, i.e., fazendo uso dos operadores 

criação (𝑎ො௣
ற , 𝑎ത෠௣

ற) e destruição ൫𝑎ො௣, 𝑎ത෠௣൯, 

ℂିଵ𝑎ො௣ℂ = 𝑎ത෠௣,                                                                    (C. 7) 

ℂିଵ𝑎ො௣
றℂ = 𝑎ത෠௣

ற .                                                                    (C. 8) 

De maneira geral a conjugação de carga é um operador unitário que inverte o 

sinal de campos escalares, entretanto mantém seus argumentos espaço-temporais 
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invariantes (SREDNICKI, 2007). No caso de termos um campo escalar 𝜙௔(𝑥) e um 

operador unitário 𝑍, tal que, 

𝑍ିଵ𝜙௔(𝑥)𝑍 = 𝜂௔𝜙௔(𝑥),                                                           (𝐶. 9) 

com 𝜂௔ sendo +1 ou −1 para cada campo e 𝑍 um operador 𝑍ଶ, dado que 𝑍ଶ é o grupo 

aditivo de módulo 2, i.e., {𝑛 = |2|, +} = {+1, −1,×}. De forma que, 

𝑍ିଵ = 𝑍,                                                                      (𝐶. 10) 

𝑍ଶ = 1.                                                                       (𝐶. 11) 

Assim sendo, um campo escalar complexo dado por, 

𝜙 =
(𝜙ଵ + 𝑖𝜙ଶ)

√2
,                                                               (𝐶. 12) 

que possui o Lagrangiano da seguinte forma, 

ℒ = −𝜕ఓ𝜙ற𝜕ఓ𝜙 − 𝑚ଶ𝜙ற𝜙 −
1

4
𝜆(𝜙ற𝜙)ଶ.                                        (𝐶. 13) 

Vemos que ℒ é invariante sob a transformação 𝜙(𝑥) ⟶ 𝑒ି௜ 𝜙(𝑥), que é a 

transformação 𝑈(1). Porém, este mesmo Lagrangiano possui uma outra simetria, 

𝜙(𝑥) ⟷ 𝜙ற(𝑥), que é a conjugação de carga (SREDNICKI, 2007). Então, tomando um 

campo escalar 𝜙(𝑥), podemos inserir um operador de conjugação de carga através 

de um operador 𝑍ଶ que obedeça, 

ℂିଵ𝜙(𝑥)ℂ = 𝜙ற(𝑥),                                                           (𝐶. 14) 

de forma que, 

ℂିଵℒ(𝑥)ℂ = ℒ(𝑥),                                                             (𝐶. 15) 

ou seja, mantém as amplitudes de espalhamento invariantes, mas troca os tipos de 

partículas. De maneira geral nem toda simetria 𝑍ଶ está associada a uma simetria de 

partícula e antipartícula. 

 

Transformação de Paridade 

Essa é a transformação caracterizada pela reflexão em um espelho das 

coordenadas perpendiculares ao mesmo seguida de uma rotação de 𝜋-graus (180° 

graus) de todas as coordenadas (LANCASTER; BLUNDELL, 2014). Essa 
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transformação será representada pelo operador ℙ tal que dado o operador posição 𝒓ො, 

vem 

𝒓ොℙ = −ℙ𝒓ො,                                                                    (𝐶. 16) 

ou ainda, 

{𝒓ො, ℙ} = 0.                                                                    (𝐶. 17) 

Podemos escrever 

ℙ𝒓ොℙିଵ = − ℙℙିଵᇩᇪᇫ
ୀଵ

𝒓ො,                                                           (𝐶. 18) 

e, portanto, 

ℙ𝒓ොℙିଵ = −𝒓ො.                                                                 (𝐶. 19) 

e para o momentum, 

ℙ𝒑ෝℙିଵ = −𝒑ෝ.                                                                 (𝐶. 20) 

Tal que a seguinte relação é preservada, no caso da direção 𝑥, 

[𝑥ො, 𝑝̂௫] = 𝑖.                                                                    (𝐶. 21) 

Podemos escrever também a partir da notação quadrivetorial, 

ℙ = ℙ   ఔ
ఓ

= ൦

1
−1

−1
   

−1

൪.                                               (𝐶. 22) 

Definindo o tensor métrico como, 

𝑔ఓఔ = (𝑡, 𝑟) = (+1, −1, −1, −1),                                                       (𝐶. 23) 

além disso a transformação própria ortocrônica de Lorentz Λ   ఔ
ఓ  tem associação a um 

operador unitário 𝑈(Λ) (SREDNICKI, 2007), 

𝑈(Λ)ିଵ𝜙(𝑥)𝑈(Λ) = 𝜙(Λିଵ𝑥),                                                    (𝐶. 24) 

de maneira que, 

ℙ ≡ 𝑈(ℙ).                                                                           (𝐶. 25) 

Considerando o campo escalar 𝜙(𝑥), quando ℙ atua sobre ele temos (teorias 

de spin zero), 
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ℙିଵ𝜙(𝑥)ℙ = 𝜙(ℙ𝑥).                                                            (𝐶. 26) 

entretanto, 

ℙ   ఔ
ఓ

= (ℙିଵ)   ఔ
ఓ

,                                                                      (𝐶. 27) 

ℙற = ℙ,                                                                              (𝐶. 28) 

ℙଶ = 𝕀.                                                                               (𝐶. 29) 

De forma que também escrever para 𝜙(𝑥) o seguinte resultado, 

ℙିଶ𝜙(𝑥)ℙଶ = 𝜙(𝑥).                                                            (𝐶. 30) 

Porém, com 𝜙(𝑥) sendo hermitiano, i.e., 𝜙(𝑥) = [𝜙(𝑥)]ற, podemos escrever 

(para teorias de spin ½), 

ℙିଵ𝜙(𝑥)ℙ = −𝜙(ℙ𝑥).                                                          (𝐶. 31) 

Campos do tipo acima são chamados de ímpares sob a paridade ou sob a 

reversão temporal (abaixo) a qual acontece o mesmo. Em alguns entes matemáticos 

de interesse podemos colocar as seguintes características da atuação do operador 

paridade, 

𝑃(𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟) = 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟 

𝑃(𝑝𝑠𝑒𝑢𝑑𝑜𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟) = −𝑝𝑠𝑒𝑢𝑑𝑜𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟 

𝑃(𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟) = 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 

𝑃(𝑝𝑠𝑒𝑢𝑑𝑜𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟) = −𝑝𝑠𝑒𝑢𝑑𝑜𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 

além disso, 

𝐶𝑎𝑚𝑝𝑜 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟 í𝑚𝑝𝑎𝑟 𝑠𝑜𝑏 𝑝𝑎𝑟𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 ⟶ 𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜 𝑝𝑠𝑒𝑢𝑑𝑜𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟 

𝐶𝑎𝑚𝑝𝑜 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙 í𝑚𝑝𝑎𝑟 𝑠𝑜𝑏 𝑝𝑎𝑟𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 ⟶ 𝑐𝑎𝑚𝑝𝑜 𝑝𝑠𝑒𝑢𝑑𝑜𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙 
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APÊNDICE D - HAMILTONIANO DE UMA PARTÍCULA EM UM CAMPO 
MAGNÉTICO 

 

A Lagrangiana ℒ(𝑞, 𝑞̇, 𝑡) = ℒ(𝒓, 𝒓̇, 𝑡) para uma partícula que está sob a ação de 

um campo eletromagnético é dada por (BASSALO, 2010; MACHADO, 2013; TAYLOR, 

2013), 

ℒ = 𝑇 − 𝑈 =
1

2
𝑚𝒓̇ଶ + 𝑒(𝑨 ∙ 𝒓̇ − 𝑉),                                                (𝐷. 1) 

ou ainda, 

ℒ =
𝒑ଶ

2𝑚
+ 𝑒(𝑨 ∙ 𝒗 − 𝑉).                                                           (𝐷. 2) 

Definindo o momento canônico generalizado como, 

𝒑 =
𝜕ℒ

𝜕𝒓̇
.                                                                        (𝐷. 3) 

Considerando também que podemos escrever o campo elétrico e magnético 

em função dos potenciais escalar 𝑉 e vetorial 𝑨 como, respectivamente, 

𝑬 = −∇𝑉 − 𝜕௧𝑨,                                                                 (𝐷. 4) 

𝑩 = ∇ × 𝑨.                                                                      (𝐷. 5) 

Substituindo (D.1) em (D.3) obtemos, 

𝒑 = 𝑚𝒓̇ + 𝑒𝑨,                                                                   (𝐷. 6) 

e isolando 𝒓̇ em (D.6) obtemos, 

𝒓̇ =
𝒑 + 𝑒𝑨

𝑚
.                                                                    (𝐷. 7) 

Lembremos agora da relação entre a Hamiltoniana e a Lagrangiana, 

𝐻 = ෍ 𝑝௜𝑞̇௜ − ℒ

௜

,                                                               (𝐷. 8) 

𝐻 = 2𝑇 − ℒ,                                                                    (𝐷. 9) 

portanto, colocando (D.1) em (D.9), 

𝐻 = 𝒑 ∙ 𝒓̇ − ℒ, 
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𝐻 = 𝒑 ∙ 𝒓̇ −
1

2
𝑚𝒓̇ଶ − 𝑒(𝑨 ∙ 𝒓̇ − 𝑉).                                              (𝐷. 10) 

Então, colocando (1.6) em (1.10), 

𝐻 = (𝑚𝒓̇ + 𝑒𝑨) ∙ 𝒓̇ −
1

2
𝑚𝒓̇ଶ − 𝑒(𝑨 ∙ 𝒓̇ − 𝑉), 

𝐻 = 𝑚𝒓̇ଶ + 𝑒𝑨 ∙ 𝒓̇ −
1

2
𝑚𝒓̇ଶ − 𝑒𝑨 ∙ 𝒓̇ + 𝑒𝑉,     

𝐻 =
1

2
𝑚𝒓̇ଶ − 𝑒𝑉,                                                                                       (𝐷. 11) 

e por fim, substituindo (D.7) em (D.11), 

𝐻 =
1

2𝑚
(𝒑 + 𝑒𝑨)ଶ − 𝑒𝑉.                                                      (𝐷. 12) 

Quando 𝒑 e 𝒙 são canônicos significa que (GOERBIG, 2009; TONG, 2016), 

൛𝑥௜, 𝑝௝ൟ = 𝛿௜௝ tal que ൛𝑥௜ , 𝑥௝ൟ = ൛𝑝௜, 𝑝௝ൟ = 0.                                      (𝐷. 13) 

Para os parênteses de Poisson obtemos, 

𝑚൛𝑥̇௜, 𝑥̇௝ൟ = ൛𝑝௜ + 𝑒𝐴௜ , 𝑝௝ + 𝑒𝐴௝ൟ, 

𝑚൛𝑥̇௜ , 𝑥̇௝ൟ = −𝑒𝜖௜௝௞𝐵௞,                                                          (𝐷. 14) 

assim, em nosso caso os parênteses de Poisson são não nulos. 

A fim de estudarmos a quantização existente na ideia de níveis de Landau 

iremos tratar o sistema quantum mecanicamente. No caso do estudo do efeito Hall 

estamos interessados em, 

𝐻 =
1

2𝑚
(𝒑 + 𝑒𝑨)ଶ.                                                            (𝐷. 15) 

assim focaremos na equação (D.15) nas próximas etapas. Estamos interessados em 

obter o espectro e função de onda do Hamiltoniano quântico (TONG, 2016). Porém 

em nosso caso, o momentum generalizado 𝒑 não é invariante sob transformação de 

calibre. Uma forma conveniente de tratar esse aspecto é usar o momentum linear. 

Escrevendo então o momentum linear 𝑚𝒓̇ pela sua forma invariante sob 

transformação de calibre 𝝅, 

𝝅 = 𝒑 + 𝑒𝑨 = 𝑚𝒓̇,                                                            (𝐷. 16) 
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essa transformação também é chamada de substituição mínima ou de Peierls 

(GOERBIG, 2009). No caso de elétrons em uma rede ainda encontramos o conceito 

de comprimento magnético 𝑙஻ = ඥℏ/𝑒𝐵, o qual é a escala de comprimento 

fundamental na presença de um campo magnético e que evidencia que a substituição 

de Peierls permanece correta para esse caso quando o espaçamento de rede é muito 

menor que esse comprimento. A partir dos parênteses de Poisson da mecânica 

clássica dado em (D.13) e do uso do princípio da correspondência que estabelece (DE 

GRACIA; PIMENTEL, 2023), 

𝑖ℏ{ , } ⟶ [ , ],                                                                  (𝐷. 17) 

e obtemos as relações de comutação canônica, 

ൣ𝑥௜, 𝑝௝൧ = 𝑖ℏ𝛿௜௝ tal que ൣ𝑥௜, 𝑥௝൧ = ൣ𝑝௜, 𝑝௝൧ = 0.                                     (𝐷. 18) 

Como consequência dessas relações de comutação obtemos também que, 

ൣ𝜋௜ , 𝜋௝൧ = 𝑖ℏ𝑒 ∈௜௝௞ 𝐵௞,                                                          (𝐷. 19) 

e que, 

[𝑎, 𝑎ற] = 1,                                                                   (𝐷. 20) 

onde ∈௜௝௞ é o tensor de Levi-Civita. Como pontos importantes temos que os 

comutadores das quantidades invariantes de calibre 𝜋௜ e 𝜋௝ são também invariantes 

de calibre, as componentes são mutuamente conjugadas como as relações de 

comutação canônicas, 𝜋௜ gera um boost do momento invariante de calibre na direção 

𝑗. Assim, não podemos diagonalizar 𝜋௜ e 𝜋௝ como no caso sem campo magnético 

(devido a comutação em D.18). Podemos então inserir os operadores escada – 

levantamento e abaixamento análogos ao do oscilador harmônico, que irão atuar 

como um momento invariante de calibre, 

  𝑎 =
1

√2𝑒ℏ𝐵
൫𝜋௫ − 𝑖𝜋௬൯

𝑎ற =
1

√2𝑒ℏ𝐵
൫𝜋௫ + 𝑖𝜋௬൯

⎭
⎬

⎫

.                                                    (𝐷. 21𝑎) 

e, 
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  𝜋௫ = ඨ
𝑒ℏ𝐵

2
(𝑎ற + 𝑎)     

𝜋௬ =
1

𝑖
ඨ

𝑒ℏ𝐵

2
(𝑎ற − 𝑎)

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

.                                                  (𝐷. 21𝑏) 

Podemos escrever então, 

𝐻 =
1

2𝑚
𝜋௜𝜋

௜ =
1

2𝑚
𝝅 ∙ 𝝅 =

1

2𝑚
൫𝜋௫

ଶ + 𝜋௬
ଶ൯ 

= ℏ𝜔஻ ൬𝑎ற𝑎 +
1

2
൰,                            (𝐷. 22) 

com 𝜔஻ = 𝑒𝐵/𝑚 que é a frequência ciclotron. Notemos que não estamos levando em 

conta o spin. 

E por fim usando a construção do espaço de Hilbert advinda do estado de 

vácuo: |0⟩ de forma que obedeça 𝑎|0⟩, criamos todo o resto faltante do espaço de 

Hilbert a partir de, 

𝑎ற|𝑛⟩ = √𝑛 + 1 |𝑛 + 1⟩

𝑎|𝑛⟩ = √𝑛 |𝑛 − 1⟩      
ቋ .                                                     (𝐷. 23) 

com o estado |𝑛⟩ possuindo as autoenergias dadas por (lembrando que 𝑛 = 𝑎ற𝑎), 

𝐸௡ = ℏ𝜔஻ ൬𝑛 +
1

2
൰,                                                           (𝐷. 24) 

i.e., os níveis de energia ficam igualmente espaçados com o gap de cada um 

proporcional ao campo magnético 𝐵. Assim, esses podem ser vistos como níveis de 

energia do sistema na Zona de Brillouin magnética. 
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Figura 49: Ilustração dos níveis de Landau. 

 

Fonte: Reproduzido de TONG (2016, p. 21). 

Quando levamos em conta o grau de liberdade devido ao spin do elétron temos 

o efeito Zeeman presente, esse efeito é o responsável pela divisão ou deslocamento 

das raias espectrais, i.e., níveis energéticos do átomo devido a existência de um 

campo magnético externo (GRIFFITHS, 2011). 

Assim, quando levamos em conta o spin e o consequente aparecimento do 

efeito Zeeman a energia de separação causada por esse efeito tende a ter o mesmo 

valor que o quanta do nível de Landau. Além disso, consideramos que o campo 

magnético é forte o suficiente a fim de polarizar todos os spins, e por conseguinte 

minimizar esse efeito (DE GRACIA; PIMENTEL, 2023). 

A degenerescência de uma amostra qualquer é dada por, 

𝒩 =
𝐴𝐵

𝜙଴
,                                                                     (𝐷. 25) 

i.e., o número de estados em um torus, onde 𝜙଴ é dado em (2.94) e 𝐴 é a área da 

amostra. 

Para o caso relativista 

𝐻஽ = 𝑣[(𝒑 + 𝑒𝑨) ∙ 𝝈ෝ] 

𝐻஽ = 𝑣 ൬
0 𝜋௫ − 𝑖𝜋௬

𝜋௫ + 𝑖𝜋௬ 0
൰ = 𝑣√2ℏ ቀ

0 𝑎
𝑎ற 0

ቁ.                                      (𝐷. 26) 

O termo 𝜔஽ = √2ℏ é a frequência ciclotron ou frequência característica. Os 

autoestado do Hamiltoniano são 2-espinores da forma, 
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𝜓௡ = ൬
𝑢௡

𝑣௡
൰,                                                                    (𝐷. 27) 

tal que ao resolvermos a equação de autovalor 𝐻஽𝜓௡ = 𝜖௡𝜓௡ encontramos para o 

segundo espinor, 

𝑎ற𝑎𝑣௡ = ൬
𝜖௡

ℏ𝜔஽
൰

ଶ

𝑣௡,                                                            (𝐷. 28) 

Figura 50: Ilustração esquemática dos níveis de Landau levando em conta o grau de 
liberdade de spin. (a) Caso não relativista; (b) Caso relativista. 

 

Fonte: Reproduzido de GOERBIG (2009, p. 31). 

que é um autoestado do operador número 𝑛 = 𝑎ற𝑎, tal que podemos identificar o 

segundo espinor como 𝑣௡~|𝑛⟩, onde |𝑛⟩ é o autoestado do Hamiltoniano não 

relativístico e 𝜖௡
ଶ = ℏଶ𝜔஽

ଶ 𝑛, i.e., a energia é proporcional a um número quântico. A partir 

da introdução do número quântico 𝜆 = ± temos então duas soluções, uma positiva 

dada por 𝜆 = + e uma negativa 𝜆 = −, assim 

𝜖ఒ,௡ = 𝜆√ℏ𝑣√2𝑛,                                                                (𝐷. 29) 

dados na figura 50. A dispersão desses níveis de landau é 𝜆√𝐵𝑛. De posse da solução 

acima a solução para o primeiro espinor é, 

𝑢௡ ∝ 𝑎𝑣௡~𝑎|𝑛⟩~|𝑛 − 1⟩,                                                       (𝐷. 30) 

a distinção entre os níveis (estados) de Landau é feita a partir, 

𝜓௡ୀ଴ = ൬
0

|𝑛 = 0⟩
൰,                                                            (𝐷. 31) 

𝜓ఒ,௡ஷ଴ =
1

√2
ቆ

|𝑛 − 1⟩

𝜆|𝑛⟩
ቇ,                                                 (𝐷. 32) 



124 
 

 

onde o primeiro é o caso do “estado fundamental” do nível de Landau, i.e., caso de 

energia zero e o segundo são as soluções, positivas e negativas, indexadas por 𝜆 para 

o caso diferente de zero. 
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APÊNDICE E - ACOPLAMENTO SPIN-ÓRBITA E EQUAÇÃO DE DIRAC 

 

Consideremos a seguinte situação o elétron está em órbita em torno de um 

núcleo atômico do ponto de vista do elétron o próton é que em gira em torno dele, 

assim temos uma carga positiva em órbita a qual configura um campo magnético 𝑩 

no quadro do elétron, a partir da regra da mão direita então temos um torque sobre o 

elétron que gira de forma que ele tende alinhar seu momento magnético 

paralelamente a direção da força de Lorentz. A interação de um dipolo magnético com 

um campo magnético é descrita pelo Hamiltoniano: 

𝐻 = −𝝁 ∙ 𝑩,                                                               (𝐸. 1) 

onde 𝝁 = 𝛾𝒔, é o momento magnético de spin, 𝛾 é a razão giromagnética e 𝒔 é o 

momento angular de spin. Considerando o sistema próton-elétron como um circuito 

fechado podemos dizer que temos um campo magnético que será dado pela Lei de 

Biot-Savart, 

𝑩 =
𝜇଴𝐼

2𝑟
,                                                                  (𝐸. 2) 

tal que 𝐼 = 𝑒/𝑇 é a corrente eficaz, com 𝑒 sendo a carga do próton e T é o período da 

órbita. Já o momento angular orbital do elétron no referencial de repouso do núcleo, 

𝐿 = 𝑟𝑚௘𝑣 =
2𝜋𝑚௘𝑟ଶ

𝑇
,                                                      (𝐸. 3) 

como 𝑩 e 𝑳 apontam na mesma direção encontramos que, 

𝑩 =
1

4𝜋𝜖଴

𝑒

𝑚௘𝑐ଶ𝑟ଷ
𝑳,                                                       (𝐸. 4) 

A fim de obter o momento de dipolo magnético do elétron tomando o caso de 

uma carga 𝑞 espalhada ao redor de um anel de raio 𝑟 o qual gira em torno do eixo 

com um certo período 𝑇 (GRIFFITHS, 2011), o momento de dipolo é 

𝜇ௗ =
𝑞

𝑇
𝜋𝑟ଶ,                                                                (𝐸. 5) 

i.e., a corrente multiplicada pela área do anel. Considerando que o anel possua massa 

𝑚, podemos relacionar seu momento de inércia 𝐼 e seu momento angular 𝑆 
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𝑆 = 𝐼𝜔 =
2𝜋𝑚𝑟ଶ

𝑇
.                                                          (𝐸. 6) 

A razão giromagnética clássica é dada por 

𝝁 = ቀ
𝑞

2𝑚
ቁ 𝑺,                                                               (𝐸. 7) 

no caso do elétron 

𝝁௘ = −2𝜇 = ൬−
𝑒

𝑚௘
൰ 𝑺,                                                     (𝐸. 8) 

(onde o chamado fator g vale aproximadamente 2) como Dirac colocou em sua teoria 

relativística, tal que usando (𝐸. 4) e (𝐸. 8) o Hamiltoniano de (E.1) se torna 

𝐻 = ቆ
𝑒ଶ

4𝜋𝜖଴
ቇ

1

𝑚௘
ଶ𝑐ଶ𝑟ଷ

𝑺 ∙ 𝑳,                                                   (𝐸. 9) 

isso se o referencial do elétron fosse inercial, o que não é. Como o elétron acelera em 

torno do núcleo, usando a correção cinemática chamada de precessão de Thomas, 

que em nosso caso adiciona um fator 1/2, obtemos 

𝐻ௌை
ᇱ = ቆ

𝑒ଶ

8𝜋𝜖଴
ቇ

1

𝑚௘
ଶ𝑐ଶ𝑟ଷ

𝑺 ∙ 𝑳,                                              (𝐸. 10) 

tal que o a situação física se constitui pelo torque exercido pelo campo magnético do 

próton sobre o momento de dipolo magnético do elétron giratório no quadro de 

repouso instantâneo do elétron (GRIFFITHS, 2011). Quanticamente o resultado é o 

de que o Hamiltoniano 𝐻ௌை
ᇱ  não comuta nem com o momento angular orbital 𝑳 nem 

com o momento angular de spin 𝑺, de forma que eles não são conservados de forma 

separada. 

Já 𝐿ଶ, 𝑆ଶ e o momento angular total 𝑱 ≡ 𝑳 + 𝑺 comutam com 𝐻ௌை
ᇱ , o que implica 

em serem conservados, sendo assim junto a 𝐽௭ estados bons para serem usados na 

teoria de perturbação não degenerada. 

No que trata da necessidade da equação de Dirac devemos enfatizar que ela 

diferente da equação de Schrödinger é covariante por transformações de Lorentz. 

Assim, no caso da equação de Schrödinger qualquer transformação de Lorentz de um 

referencial inercial para um referencial que esteja em movimento não fornecerá uma 

equação que seja do tipo que é a de Schrödinger, i.e., uma equação com derivadas 
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temporais de primeira ordem e derivadas espaciais de segunda ordem (SEIXAS, 

2014). 

Outro ponto de interesse é que o spin na teoria quântica não relativista é 

colocado de forma ad-hoc a partir do experimento de Stern-Gerlach. Em cálculos 

quantitativos para átomos leves os resultados obtidos a partir da equação não-

relativista são condizentes com os dados experimentais, entretanto, para sistemas de 

átomos pesados as energias totais e estrutura eletrônica apresentam divergências. 

Figura 51: Tabela esquemática ilustrando aspectos importantes que diferenciam as 
equações de Schrödinger, Klein-Gordon e Dirac. 

 

Fonte: Reproduzida de TSUTSUI et al. (2025, p.21). © 2025 European Physical Society. All 
rights reserved. 

Nesse contexto, recuperamos resultados condizentes aos experimentais 

quando introduzimos correções relativísticas a equação de Dirac no limite de baixas 

energias que é uma equação do tipo Schrödinger. Isso aparece de forma apreciável 

no que se trata do surgimento da constante de estrutura fina do átomo de hidrogênio. 

Lembrando a equação de Dirac (3.117), 

𝐻|Ψ⟩ = (𝑐𝒑 ∙ 𝜶 + 𝑚𝑐ଶ𝛽)|Ψ⟩, (. ) 

e levando em conta que as propriedades das matrizes 𝛼 e 𝛽 dadas por (3.118) e 

(3.119), de maneira que 

|Ψ⟩ =

⎝

⎛

|𝜒ଵ⟩

|𝜒ଶ⟩

|𝜒ଷ⟩

|𝜒ସ⟩⎠

⎞ = ቆ
|𝜙⟩

|𝜓⟩
ቇ , (. ) 

onde 

|𝜙⟩ = ൬
|𝜒ଵ⟩

|𝜒ଶ⟩
൰ , |𝜓⟩ = ൬

|𝜒ଷ⟩

|𝜒ସ⟩
൰ , (. ) 

de forma que |𝜙⟩ e |𝜓⟩ são os biespinores de duas dimensões de |Ψ⟩. A partir da 

chamada substituição mínima, 𝐻 ⟶ 𝐻 − 𝑈, obtemos a interação da partícula com o 

potencial externo 𝑈 para o conjunto de equações de Dirac acopladas 
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(𝐻 − 𝑈 − 𝑚𝑐ଶ)|𝜙⟩ = (𝝈 ∙ 𝒑)|𝜓⟩, (. ) 

(𝐻 − 𝑈 + 𝑚𝑐ଶ)|𝜓⟩ = (𝝈 ∙ 𝒑)|𝜙⟩. (. ) 

No limite de baixas energias os autovalores do Hamiltoniano serão dados por 

𝐸 + 𝑚𝑐ଶ e junto ao desacoplamento das equações de Dirac para |𝜓⟩, 

𝐸|𝜓⟩ =
(𝝈 ∙ 𝒑)

2𝑚
൬1 +

𝐸 − 𝑈

2𝑚𝑐ଶ
൰

ିଵ

(𝝈 ∙ 𝒑)|𝜓⟩ + 𝑉|𝜓⟩. (. ) 

tal que junto da seguinte expansão aproximada e da relação de comutação para 𝒑 e 

𝑈, 

൬1 +
𝐸 − 𝑈

2𝑚𝑐ଶ
൰

ିଵ

≈ 1 −
𝐸 − 𝑈

2𝑚𝑐ଶ
 

[𝒑, 𝑈] = −𝑖ℏ∇𝑈 

de forma que substituindo essas relações encontramos 

𝐸|𝜓⟩ =
𝒑ଶ

2𝑚
|𝜓⟩ + 𝑈(𝒓)|𝜓⟩ −

𝒑ସ

8𝑚ଷ𝑐ଶᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
்ೝ೐೗

|𝜓⟩ −
ℏଶ

4𝑚ଶ𝑐ଶ
∇𝑈 ∙ ∇

ᇩᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇫ
ுವೌೝೢ೔೙

|𝜓⟩ +
ℏ

4𝑚ଶ𝑐ଶ
𝜎 ∙ (∇𝑈 × 𝒑)

ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ுಲೄೀ

|𝜓⟩ 

onde os termos 𝑇௥௘௟, 𝐻஽௔௥௪௜௡ e 𝐻஺ௌை são a correção da energia cinética, o termo de 

Darwin relativo ao não confinamento do elétron de forma pontual (MACDONALD, 

2020) e o último termo é relativo ao acoplamento spin-órbita decorrente da interação 

entre o momento magnético eletrônico e o campo magnético gerado pelo movimento 

do próton relativo ao elétron como vimos na equação (E.10), respectivamente. 

Quando tomamos o nosso caso de potencial central usando coordenadas 

esféricas é possível mostrar que o acoplamento spin-órbita será dado por 

𝐻஺ௌை =
1

2𝑚ଶ𝑐ଶ

1

𝑟

𝑑𝑉

𝑑𝑟
𝑳 ∙ 𝑺 

que também pode ser escrito na base 𝑠௭ que pode ser usado em simulações 

computacionais.  
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APÊNDICE F - UM TIPO DE EFEITO HALL DE INTERESSE 

 

Efeito Hall de Spin (EHS) 

 Esse feito foi previsto em 1971 por Dyakonov e Perel (1971a, 1971b) e 

consistia na ideia de que correntes presentes nas bordas possuem polarização de 

spin que advém do acúmulo de spins gerados por espalhamentos da corrente elétrica 

presente no interior do material (bulk) de maneira que esse fenômeno era considerado 

extrínseco (DYAKONOV, 2012; ROCHA, 2014; BORHER, 2019). 

Assim há acumulação de spin nas bordas de um material condutor de corrente 

com os spins opostos nas bordas opostas, sem a presença de campo magnético 

perpendicular. Temos então um fluxo de spins perpendicular a corrente, esse fluxo vai 

do interior as bordas do material, acontecendo o fenômeno de acumulação deles na 

superfície e esse aspecto sendo limitado pela relaxação de spin. 

Figura 52: Ilustração esquemática do efeito Hall de Spin. 

 

Fonte: Elaborado pelo próprio autor. 

 Ademais, devemos ter uma camada da amostra condutora que contém 

elétrons de spins orientados, essa camada é chamada de camada de spin e sua 

espessura se dá pelo comprimento de difusão do spin. Fenomenologicamente o 

fenômeno pode ser tratado a partir do vetor densidade de spin 𝑺 e do tensor de 

densidade de fluxo de spin 𝑞ఈఉ. 

No ano de 2003 (MURAKAMI; NAGAOSA; ZHANG, 2003) demonstrou-se que 

a partir do forte acoplamento spin-órbita seria possível gerar o efeito Hall de spin de 

forma intrínseca, i.e., sem necessitar de acúmulo assimétrico de spins devido a 

corrente elétrica passando pelo interior do material. 
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No ano de 2004 Kato et. al. (2004) realizaram a detecção óptica do presente 

fenômeno em filmes finos de GaAs e InGaAs (porém não pode ser gerado na ausência 

de elétrons no nível de Fermi – (ONODA; NAGAOSA, 2005; ANDO, 2013). 
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APÊNDICE G - TEOREMA DE KRAMER 

 

O teorema de Kramer nos diz que cada nível de energia em um sistema que é 

invariante sob simetria de reversão temporal com spin semi-inteiro (1/2, 3/2, ...,) é pelo 

menos duplamente degenerado (TKACHOV, 2022). E o aspecto vital desse teorema 

é que é por consequência dele que existem as propriedades de materiais quânticos 

topológicos. 

Se considerarmos que esses dois estados |+⟩ e |−⟩ são relacionados a partir 

de 

|+⟩ = 𝕋|−⟩,                                                                (𝐺. 1) 

tal que se a transformação de reversão temporal 𝕋 for uma simetria presente no 

sistema então os estados acima são conectados pela mesma energia. Para ver a 

prova veja TKACHOV (2022). Aqui provaremos a independência dos estados acima. 

Precisamos que |+⟩ e |−⟩ sejam ortogonais, i.e., seu produto interno seja zero, 

⟨+|−⟩ = ⟨−|+⟩ = 0,                                                              (𝐺. 2) 

sabemos que 

ൻ𝑎ห𝐴ற𝐴ห𝑏ൿ = ⟨𝑎|𝑏⟩∗ = ⟨𝑏|𝑎⟩,                                                      (𝐺. 3) 

e que 

𝕋ଶ = −1 ⇒ 𝕋ିଵ = −𝕋,                                                           (𝐺. 4) 

𝕋𝕋ିଵ = 𝕋ିଵ𝕋 = 𝕀.                                                               (𝐺. 5) 

Então, como 

|+⟩ = 𝕋|−⟩ ⇒ (|+⟩)∗ = (𝕋|−⟩)∗ ⇒ 

⇒  ⟨+| = ⟨−|𝕋ற,                                                                 (𝐺. 6) 

porém, fazendo 𝕋ିଵ no estado |+⟩ e usando (𝐺. 6), 

|+⟩ = 𝕋|−⟩ ⇒ 𝕋ିଵ|+⟩ = 𝕋𝕋ିଵᇩᇪᇫ
ୀூ

|−⟩ = 𝕋ିଵ|+⟩ = |−⟩,                                (𝐺. 7) 

tal que obtemos, 

(𝕋ିଵ|+⟩)∗ = (|−⟩)∗ ⟹  ⟨+|(𝕋ିଵ)∗ ⟹  ⟨−| = −⟨+|𝕋ற = ⟨−| ⇒ 
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⟨+|𝕋ற = −⟨−|,                                                                   (𝐺. 8) 

assim sendo, combinando os resultados anteriores e que 𝕋ିଵ = −𝕋, por fim 

⟨+|−⟩ = ⟨−|𝕋றᇩᇪᇫ
⟨ା|

𝕋ିଵ|+⟩ᇣᇧᇤᇧᇥ
|ି⟩

= −⟨−|𝕋ற𝕋|+⟩ = −(⟨−|+⟩)∗ = −⟨+|−⟩ = 0∎.             (𝐺. 9) 
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APÊNDICE H - TRANSPORTE PARALELO 

 

A teoria do transporte paralelo está intrinsecamente relacionada à teoria da fase 

de Berry, uma vez que se considera o transporte infinitesimal de um estado de Bloch 

(SEIXAS, 2014). A evolução de um estado de Bloch em sua vizinhança pode ser 

escrita como, 

|𝑢௡(𝒌)⟩ ⟶ |𝑢௡(𝒌 + 𝑑𝒌)⟩ + ∇𝒌|𝑢௡(𝒌)⟩ ∙ 𝑑𝒌,                                 (𝐻. 1) 

onde há tanto componentes paralelas quanto perpendiculares. As componentes 

perpendiculares ao estado inicial apresentam projeções nulas, não contribuindo, 

portanto, para o cálculo das propriedades topológicas de interesse. Ao aplicar o 

projetor, 

𝑃∥ = |𝑢௡(𝒌)⟩⟨𝑢௡(𝒌)|,                                                      (𝐻. 2) 

na equação anterior, obtém-se as componentes paralelas, 

|𝑢௡(𝒌)⟩ ⟶ฏ

௉∥

|𝑢௡(𝒌)⟩ + |𝑢௡(𝒌)⟩⟨𝑢௡(𝒌)|∇𝒌|𝑢௡(𝒌)⟩ ∙ 𝑑𝒌,                        (𝐻. 2) 

onde as variações |𝑢௡(𝒌)⟩⟨𝑢௡(𝒌)|∇𝒌|𝑢௡(𝒌)⟩ ∙ 𝑑𝒌 são chamadas de transporte 

paralelo do estado |𝑢௡(𝒌)⟩ e constitui uma das bases dos conceitos geométricos e 

topológicos explorados nesse trabalho. 

No contexto dos estados de Bloch ainda é possível escrever o transporte 

paralelo como 

|𝑢௡(𝒌)⟩ ⟶ฏ

௉∥

|𝑢௡(𝒌)⟩ + (𝑖𝐴௡(𝒌) ∙ 𝑑𝒌)|𝑢௡(𝒌)⟩,                                 (𝐻. 4) 

em que 𝐴௡(𝒌) é a conexão de Berry. A integração dessa conexão de Berry ao longo 

de um caminho fechado no espaço de parâmetros fornece a fase de Berry. Essa fase 

não depende da evolução dinâmica dos estados de Bloch, dependendo apenas do 

caminho percorrido no espaço de parâmetros, que no caso de sólidos cristalinos é a 

zona de Brillouin. 

Do ponto de vista físico, o análogo clássico da fase de Berry é o ângulo de 

Hannay, que mede a variação de um vetor tangente a uma superfície curva 

quando percorre um caminho fechado sobre ela. Na geometria diferencial esse 

fenômeno é conhecido como holonomia. A fase de Berry pode ser interpretada como 
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a holonomia da conexão de Berry adquirida ao longo de um processo adiabático e 

cíclico. 

Figura 53: Ilustração de um vetor 𝑟 sendo transportado paralelamente ao longo de 
um trajeto 𝐶. A seta azul indica o estado inicial e a seta vermelha o estado final. (a) 

Transporte paralelo no espaço Euclideano. Os vetores associados a todos os 
estados intermediários são paralelos um a um. (b) Transporte paralelo ao longo de 

uma latitude fixa numa superfície esférica. O vetor gira dentro do plano tangencial ao 
percurso C. O conjunto de todos os planos tengenciais formam um cone na parte de 

cima da esfera.  

 

Fonte: Adaptado de SPRINKART et al. (2024, p. 690). 
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APÊNDICE I - TEOREMA DE BLOCH 

 

Como o operador Hamiltoniano 𝐻 e o operador de translação espacial 𝑇ோ 

comutam, [𝐻, 𝑇ோ] = 0, a função de onda 𝜓 é uma autofunção simultânea de 𝐻 e 𝑇ோ. 

Usando a equação de autovalores 

𝐻𝜓(𝒓) = 𝐸𝜓(𝒓)                                                            (𝐼. 1) 

𝑇ோ𝜓(𝒓) = 𝑐ோ𝜓(𝒓)                                                           (𝐼. 2) 

onde 𝑐ோ é um autovalor de 𝑇ோ. Entretanto, sabemos que 

𝑇ோ𝜓(𝒓) = 𝜓(𝒓 + 𝑹)                                                         (𝐼. 3) 

𝑇ோᇲ𝜓(𝒓) = 𝜓(𝒓 + 𝑹ᇱ),                                                       (𝐼. 4) 

e por conseguinte, para as funções de onda temos, 

𝜓(𝒓 + 𝑹) = 𝑐ோ𝜓(𝒓)                                                         (𝐼. 5) 

𝜓(𝒓 + 𝑹ᇱ) = 𝑐ோᇲ𝜓(𝒓).                                                       (𝐼. 6) 

Pela propriedade de linearidade do operador de translação espacial, 

𝑇ோᇲ𝑇ோ = 𝑇ோାோᇲ .                                                             (𝐼. 7) 

É possível escrever então, 

𝑇ோାோᇲ𝜓(𝒓) = 𝑐ோାோᇲ𝜓(𝒓), (𝐺. 8) 

𝑇ோାோᇲ𝜓(𝒓) = 𝑐ோାோᇲ𝜓(𝒓), 

entretanto, também podemos escrever a equação acima usando (𝐺. 7) como 

𝑇ோାோᇲ𝜓(𝒓) = 𝑇ோᇲ𝑇ோ𝜓(𝒓) 

                     =⏞
(ீ.ଶ)

𝑇ோᇲ𝑐ோ𝜓(𝒓) 

          = 𝑐ோ𝑐ோᇲ𝜓(𝒓).                                                    (𝐼. 9) 

Portanto, 

𝑐ோାோᇲ = 𝑐ோ𝑐ோᇲ ⟹ 𝑓(𝑅 + 𝑅ᇱ) = 𝑓(𝑅)𝑓(𝑅ᇱ).                                 (𝐼. 10) 

A única função cujo argumento é uma soma e se torna um produto é a 

exponencial, 



136 
 

 

𝑐ோ = 𝑒ି௜𝒌∙𝑹.                                                              (𝐼. 11) 
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APÊNDICE J - ARTIGO DE SUPERCONDUTIVIDADE 

 

Nesse trabalho que estamos desenvolvendo discutimos alguns dos principais 

pontos da teoria da supercondutividade partindo da construção fenomenológica, 

trabalhando a descrição microscópica e conectando esses pontos com a teoria 

contemporânea de supercondutores topológicos. 

Iniciamos a discussão com descoberta de Onnes em 1911 sobre a queda da 

resistividade do mercúrio para zero quando 𝑇 < 4 𝐾. Junto a isso trabalhamos alguns 

dos principais marcos históricos como a descoberta do efeito Meissner-Ochssnfeld 

em 1933, a proposição pelos irmão London da profundidade de penetração em 

meados da década de 30. Em 1950 o desenvolvimento da teoria de Ginzburg- Landau 

para tratar de transições de fase perto da temperatura crítica 𝑇௖ e eventos mais 

recentes como as descobertas de supercondutores topológicos. 

Na seção de fenomenologia da supercondutividade apresentamos e discutimos 

a persistência das correntes em materiais supercondutores, o diamagnetismo perfeito 

associado as equações de London e a expulsão do campo magnético na superfície 

de amostras supercondutoras a partir de um exemplo unidimensional. Trabalhamos a 

teoria de Ginzburg-Landau partindo do funcional da energia livre e encontrando o 

comprimento de coerência, profundidade de penetração e o parâmetro de Ginzburg-

Landau que são alguns dos principais resultados dessa teoria. 

Na parte das teorias microscópicas desenvolvemos os principais conceitos 

teóricos que concernem a teoria BCS, trabalhando o problema de Cooper a partir do 

Hamiltoniano reduzido e da interação atrativa, a transformação de Bogoliubov a fim 

de obter o espectro de quasipartículas e a equação de gap. Seguimos trabalhando a 

teoria de Migdal-Eliashberg que incorpora as interações elétron-fônon e o 

acoplamento forte. Por fim buscamos fazer a conexão dessas teorias aos 

supercondutores topológicos. 
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