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IMPACTO POTENCIAL DESTA PESQUISA

Esse trabalho tem enorme potencial cientifico por estudar varios pontos relevantes no
que trata das teorias gerais dos chamados isolantes topoldgicos que sao materiais
extremamente estudados atualmente e que tiveram suas teorias recentemente
iniciadas. Dessa maneira serve como um instrumento de uso para estudo tedrico e de

referéncia por outros profissionais de fisica em seus estudos.

POTENTIAL IMPACT OF THIS RESEARCH

This work holds immense scientific potential, as it examines several key aspects of the
general theories surrounding so-called topological insulators - materials that are
currently the subject of extensive research and whose theoretical framework has only
recently been established. Consequently, it serves as a valuable tool for theoretical

study and a reference for other physics professionals in their own research.
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RESUMO

Motivada pelos avangos recentes na area de materiais quanticos, esta dissertagcao
apresenta um estudo tedrico dos principais fundamentos fisicos e matematicos dos
isolantes topoldgicos. Inicialmente, sdo revisados conceitos essenciais da fisica do
estado sodlido, como estrutura de bandas, teorema de Bloch, zona de Brillouin e
simetria de reversao temporal, indispensaveis a compreensdo das propriedades
eletrbnicas desses materiais. Em seguida, discutem-se diferentes manifestagdes do
efeito Hall — classico, quantico inteiro, anédmalo e quantico de spin — como etapas
conceituais relevantes para a compreensido da emergéncia de fases topoldgicas da
matéria. O trabalho dedica especial atengdo a teoria topoldgica de bandas, com
énfase em grandezas geométricas e invariantes topologicos, como a fase e a
curvatura de Berry, o numero de Chern e o invariante Z,, bem como a correspondéncia
bulk-boundary e a robustez dos estados de borda. Por fim, sdo revisados elementos
da teoria topolégica de campos e modelos tedéricos empregados na descricao de
isolantes topoldgicos bidimensionais e tridimensionais. Desse modo, a dissertagao
oferece uma sintese tedrica sistematizada dos fundamentos que descrevem as

propriedades eletrdnicas e topologicas desses materiais.

Palavras-chave: isolantes topolégicos; efeito Hall; teoria topolégica de bandas; teoria

topologica de campos; invariante topoldgicos.



ABSTRACT

Motivated by recent advances in the field of quantum materials, this dissertation
presents a theoretical study of the main physical and mathematical foundations of
topological insulators. First, essential concepts of solid-state physics are reviewed,
including band structure, Bloch’s theorem, the Brillouin zone, and time-reversal
symmetry, all of which are indispensable for understanding the electronic properties of
these materials. Different manifestations of the Hall effect — classical, integer
quantum, anomalous, and quantum spin Hall — are then discussed as relevant
conceptual steps toward understanding the emergence of topological phases of matter.
Special attention is given to topological band theory, with emphasis on geometric
quantities and topological invariants such as the Berry phase and Berry curvature, the
Chern number, and the Z, invariant, as well as on the bulk-boundary correspondence
and the robustness of edge states. Finally, elements of topological field theory and
theoretical models employed in the description of two-dimensional and three-
dimensional topological insulators are reviewed. In this way, the dissertation provides
a systematic theoretical synthesis of the foundations underlying the electronic and

topological properties of these materials.

Keywords: topological insulators; Hall effect; topological band theory; topological field

theory; topological invariants.

Title: General theories of topological insulator: a theoretical study.
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1 INTRODUGCAO

Esta dissertagdo de mestrado surge da necessidade de sintetizar os aspectos
cruciais das teorias gerais que caracterizam os isolantes topolégicos (ITs),
frequentemente dispersos na literatura. Nesse contexto, o objetivo é investigar os
conceitos centrais que fundamentam essas fases, procurando apresenta-los, sempre
que possivel, de forma didatica e acessivel.

A historia dos isolantes topoldgicos tem origem nos estudos do efeito Hall
classico (EH), descoberto em 1879 por Edwin Hall. Esse efeito consiste no
surgimento de uma diferenga de potencial transversal em um condutor quando se
aplica um campo magnético na diregdo z, perpendicular a uma corrente elétrica
longitudinal. Arazao entre essa tensao transversal e a corrente elétrica € a resisténcia
Hall, uma grandeza fundamental na caracterizacdo dos sistemas tratados nesse
trabalho.

Nas décadas seguintes, inumeros avangos ampliaram o conhecimento nesse
campo de pesquisa. Ja em 1881, E. Hall observou o que viria a ser conhecido como
efeito Hall anémalo (EHA). Esse fendbmeno ocorre na auséncia de campo magnético
externo, sendo decorrente da magnetizacao intrinseca do material, M,, bem como
efeitos eletrénicos ligados a estrutura de bandas e ao acoplamento spin-orbita
(ASO) que dao origem a corrente Hall anémala.

Na década de 1950, Landau e Ginzburg desenvolveram sua teoria
fenomenoldgica sobre as transicbes de fase da matéria que se baseia na
caracterizagao das fases a partir de parametros de ordem locais. Esses parametros
sdo grandezas fisicas como a magnetizagdo ou a polarizagdo elétrica, cujo
comportamento nas proximidades da transi¢cao de fase pode ser caracterizado por
expoentes criticos. Nessa abordagem, a energia livre é expandida em série de
poténcias do parametro de ordem, sendo mantidos somente termos condizentes com
a simetria particular do problema (YEOMANS, 1992).

Sob essa perspectiva, a teoria de Landau caracteriza diferentes estados da
matéria por meio dos valores assumidos pelo parametro de ordem que se manifesta
como nao nulo para fases ordenadas e nulo para desordenadas. Assim, podem ser
verificadas mudancgas qualitativas e quantitativas entre essas fases (ver apéndice A).

No inicio da década de 1980, von Klitzing, Dorda e Pepper (1980) descobriram
o efeito Hall Quantico Inteiro (EHQI) em gases quénticos bidimensionais em
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dispositivos do tipo MOSFET de silicio sob baixissimas temperaturas e fortes campos
magnéticos. Posteriormente Tsui, Stormer e Gossard (1982) estudando
experimentalmente heteroestruturas de GaAs/Al, Ga,_,As descobriram o efeito Hall
quéntico fracionario extremamente importante na investigagdo das propriedades dos
efeitos Hall quanticos.

O EHQI é uma variante do efeito Hall classico, no qual surgem estados
propagantes nas bordas que possuem Orbitas abertas chamadas de érbitas
saltitantes (skipping orbits) que colidem com as bordas fisicas e saltam para frente.
Por outro lado, os estados de bulk realizam orbitas fechadas (ciclotrénicas) e
ficam localizados (descrigdo semiclassica). A quantizagdo dessas orbitas da origem a
niveis discretos de energia conhecidos como niveis de Landau.

Laughlin (1981) propés seu famoso argumento (de mesmo nome) que traz uma
explicagdo para a quantizagdao da condutividade Hall como consequéncia da
invariancia de gauge e a existéncia de um gap (intervalo) de mobilidade. Ele fez
um experimento mental (gedanken experiment) de uma fita 2D metalica em forma de
um toro (torus) de comprimento L e que € atravessada em todos os pontos relativos
por um campo magnético H, normal a sua superficie. Ao passar um fluxo magnético
quantico pelo comprimento do cilindro apesar do potencial vetorial mudar o
Hamiltoniano retorna ao equivalente inicial e ha o transporte de carga liquida pelas
bordas do material.

Ainda na década de 1980 Thouless et al. (1982) deram uma explicagao para a
quantizagcdo do EHQI, e mostraram que ela esta diretamente relacionada a um
invariante topolégico, o invariante TKNN. O TKNN & chamado de primeiro numero
de Chern. Além disso, Thouless procurou dar uma explicagdo para o pump
(bombeamento) de corrente nesses materiais, 0 bombeamento de corrente de
Thouless, segundo o qual o transporte de cargas € quantizado devido puramente a
topologia do ciclo.

Em contraste com a abordagem classica de transi¢des de fase, sistemas
topolégicos podem ter as mesmas simetrias e mesmo assim apresentar
propriedades fisicas diferentes. No contexto da teoria de Landau, um sistema
ferromagnético, por exemplo, é caracterizado pela magnetizacdo M e de forma
espontanea quebra a simetria de rotacdo de spin durante a mudanca de fase
paramagnética-ferromagnética abaixo da temperatura de Curie, indo de um estado

desordenado (M = 0) a um ordenado (M # 0). O efeito Hall quéantico inteiro rompeu
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com esse paradigma ja que sua caracterizagdo ndo depende de um parametro de
ordem local. Em vez disso, as fases topoldgicas sao caracterizadas por invariantes
topolégicos que sao definidos a partir de propriedades geométricas das funcoes
de onda quanticas e da topologia global do espaco de estados.

Na metade da década de 2000 Kane e Mele (2005) mostraram teoricamente
que o recém-descoberto grafeno poderia, em baixas temperaturas e a partir do efeito
de acoplamento spin-6rbita, passar de um estado semimetalico para um novo
estado da matéria que chamaram de isolante Hall quantico de spin (IHQS). Esse
estado mantém a simetria de reversao temporal (SRT) preservada e pode ser visto
como duas coépias do efeito Hall quantico inteiro, tal que os elétrons helicoidais das
bordas com diferentes spins se movem em sentidos opostos.

Figura 1: Representacédo esquematica dos estados de borda no lado esquerdo efeito
Hall quantico com campo magnético positivo, no centro efeito Hall quantico com

campo magneético negativo. Do lado direito efeito Hall quantico de spin com pares de
estados de Kramer protegidos pela SRT.

Quantum Spin Hall Effect (2007)

a oy o

Fonte: Producgao propria do autor.

Para a classe de materiais que respeitam a simetria de reversdo temporal quem
os caracteriza € o invariante Z, introduzido primeiramente por Kane e Mele (2005)
que em 2D é delimitado por quatro pontos nos quais o Hamiltoniano comuta com
a SRT chamados de time reversal invariant momenta (TRIMs) e em 3D por oito
pontos TRIMs. Os invariantes de Chern e Z, na chamada teoria topologica de
bandas - formulagdo discreta de isolantes topoldgicos - caracterizam as diferentes
fases topoldégicas. Em abordagens recentes baseadas na teoria de Landau
estendida esses invariantes sdo interpretados como parametros de ordem
topolégicos para esses sistemas diferindo conceitualmente dos parametros de
ordem locais da teoria de Landau.

Em 2006 Shou-Cheng Zhang e seu grupo (BERNEVIG; HUGHES; ZHANG,
2006) previram teoricamente que os pogos quanticos de HgTe devido a suas
propriedades poderiam apresentar o efeito Hall quantico de spin. Essa previsao se
confirmou experimentalmente com o trabalho de Konig et al. (2007) para varias
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larguras dos pocgos quanticos de HgTe demonstrando assim o primeiro isolante
topoldgico descoberto. Dessa forma foi desenvolvida a teoria topolégica de bandas
(TTB), a partir da constru¢ao dos invariantes topolégicos (Chern e Z,), que é uma das
teorias gerais que descrevem as propriedades dos isolantes topoldgicos e teve sua
formulagao construida principalmente apds 2005 com a descoberta do grafeno.

De maneira paralela a essas descobertas Zhang e Hu (2001) buscaram
generalizar o estado Hall quantico 2D para uma vers&o 4D com a simetria de reversao
temporal preservada e com um invariante topolégico inteiro como pontua Ando (2013).
Poucos anos apos Bernevig et al. (2002) construiram a teoria de campos efetiva para
esse sistema. Posteriormente a introdugdo da topologia Z, foi demonstrado que
sistemas 2D e 3D podem ser deduzidos do modelo 4D. A teoria topoldgica de
campos (TTC) se mostrou importante para descrever as propriedades e respostas
eletromagnéticas dos ITs (Ql et al., 2008).

Os materiais topoldgicos sdo chamados assim por possuirem uma estrutura
de bandas nao trivial e apresentarem certas caracteristicas de robustez que sao
insensiveis a deformagdes continuas. Assim suas caracteristicas séo
independentes de aspectos geométricos suaves, ou seja, sdo invariantes sob
deformagdes que nao alterem o Hamiltoniano do material preservando o gap entre
as bandas e as simetrias relevantes do sistema (Ql; ZHANG, 2011).

Os isolantes topologicos sdo materiais que possuem o bulk isolante e as
bordas condutoras, além de inversdao nas bandas de energia, existéncia de um
gap de separagao e em muitos dispersdao aproximadamente linear para os estados
de borda. Um aspecto vital que esta ligado a existéncia desses materiais € a presenca
do acoplamento spin-6rbita (ASO) que atua como um campo magnético interno e &
responsavel por abrir o gap em diversas classes de isolantes topoldgicos.

Todos os avangos citados acima demonstram que as fases topoldgicas da
matéria, mais especificamente os isolantes topoldgicos inauguraram uma nova era no
estudo das fases da matéria. A classificacao tradicional das fases da matéria baseada
na teoria de Landau dos parametros de ordem locais n&o € suficiente para caracterizar
completamente essa classe de materiais. Nos isolantes topoldgicos, a fase é
caracterizada a partir do invariante topolégico calculado a partir da estrutura eletrénica
do sistema. Nesse campo, muito avanco foi feito nas ultimas décadas, entretanto os
fundamentos tedricos de pesquisa permanecem dispersos e muitas vezes sao

apresentados de forma pouco acessivel. Nesse contexto surge esta dissertacéo para
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sistematizar algumas das principais ideias e apresentar uma visdo didatica das

principais teorias que fundamentam os ITs.

Figura 2: A esquerda representagado esquematica da interface entre um isolante
trivial e um isolante topolégico com as respectivas bandas de valéncia (roxo) e
conducédo (amarelo) na ordem que pertencem nesses sistemas. Do lado direito
representacao esquematica de um cone de Dirac formado pela estrutura de bandas
de um isolante topologico com a representacédo da energia das bandas de valéncia
(laranja) e conducéo (azul) e dos estados de superficie (transparentes), em vermelho
estdo as setas representando os estados de spin helicoidal.

Banda de condugdo—

isolante isolante
trivial nao-trivial

Banda de
®  valéncia

Estado metélico
de interface

Fonte: Figura do lado esquerdo FAZZIO (2025, p. 3), ja na direita elaborado pelo préprio
autor.

Nosso problema de pesquisa partiu da seguinte pergunta: “O que € um isolante
topoldgico?”. A partir disso buscamos entender o que caracteriza esses materiais, 0
que motivou a busca por eles e como esta o estado da arte no cenario contemporaneo.
Além disso, buscamos entender como a topologia e a matéria condensada se
encontram nesse campo de estudo.

O objetivo geral desse trabalho é estudar de maneira aprofundada e didatica as
teorias gerais que caracterizam os chamados isolantes topoldgicos. Ja os objetivos
especificos consistem em ilustrar de forma didatica os conceitos e modelos
motivadores por tras dos isolantes topoldgicos, mostrar alguns modelos de isolantes
topoldgicos e tratar de alguns isolantes topoldgicos reais.

O estudo desses materiais € importante porque eles revolucionaram o
conhecimento sobre o que sdo fases da matéria ao se estabelecer uma grande
conexao entre a mecanica quantica, estado solido e a topologia. Além disso, apesar
de ser uma area de desenvolvimento extremamente recente, os possiveis resultados
que esses materiais podem proporcionar a diversas areas dos setores de energia,
computagdo quantica (LAHTINEN; PACHOS, 2017; LOWRANCE, 2019; STERN;
LINDNER, 2013), spintrbnica e outras tantas mais.

O capitulo 2 apresenta uma breve construcao de tépicos importantes, que sao
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a base do que iremos tratar, como o teorema de Bloch, a Zona de Brillouin (ZB), as
diferengas entre isolantes e condutores. Em seguida, discute-se sobre a simetria de
reversao temporal, e como em sistemas periddicos que a obedecem, estes possuem
pontos especiais TRIMs e a sua importancia.

Ainda nesse capitulo é discutido um pouco sobre topologia geral e segue-se
com a aplicacdo dela em matéria condensada. Nesse ponto também sao
apresentados os principais conceitos de alguns protétipos de ITs, que sdo algumas
variantes do efeito Hall e os chamados modelos de Haldane, Kane-Mele,
apresentando na medida do possivel uma revisao da literatura.

O capitulo 3 aborda as teorias gerais dos isolantes topoldgicos, lidando
primeiramente com a construgdo discreta chamada de teoria topoldgica de bandas
(TTB), partindo da fase Berry, perpassando a correspondéncia bulk-boundary e indo
até o conceito de pump de corrente. Na sequéncia, € apresentada teoria continua
chamada de teoria topolégica de campos (TTC), na qual sdo discutidas algumas
acgdes efetivas e Lagrangianas junto com as correntes para alguns modelos de ITs de
interesse em 2D e 3D.

O capitulo 4 apresenta a conclusdo do trabalho, na qual sdo sintetizados e
discutidos os principais resultados obtidos, bem como a relevancia e conexao com o

problema de pesquisa.
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2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 Introdugao

Os materiais cristalinos sdo extremamente importantes na fisica do estado
sélido, estando entre os grupos de materiais mais estudados. A importancia desses
materiais reside no fato de muitos solidos possuirem estrutura periddica, de forma que
muitos metais e semicondutores sao cristais. A partir do estudo desses materiais
pudemos entender melhor suas propriedades eletrénicas e gerais (ASHCROFT,
MERMIN, 1976; KITTEL, 2005; SNOKE, 2009).

Figura 3: (a) e (b) exemplos de crescimento de cristal com diferentes clivagens. Ao
lado direito temos um cristal de sal de cozinha.

Fonte: Adaptada de KITTEL (2005, p. 2).

A aproximacao adiabatica de Born-Oppenheimer baseia-se na grande
diferencga entre as massas dos nucleos atdmicos e dos elétrons. Como consequéncia,
0s nucleos atbmicos se movem em uma escala temporal muito mais lenta que o
movimento eletrénico, o que permite considerar em primeira aproximacao as posi¢oes
dos nucleos atdmicos como fixas no espago enquanto os elétrons evoluem em seu
potencial.

Nessas condicbes, o Hamiltoniano pode ser tratado de forma aproximada,
desacoplando-se as componentes nuclear e eletrénica. Assim, a fungao de onda total
é fatorizada em uma fungdo de onda nuclear e outra eletrénica. Além disso, sao
desprezados os termos de acoplamento ndo adiabaticos que estido associados a
variagao da funcao de onda eletrbnica com as coordenadas nucleares, simplificando
significativamente a resolugado da equacgao de Schrodinger

As propriedades eletrbnicas do sistema podem ser determinadas pela
diagonalizagdo do Hamiltoniano eletrénico para uma configuragéo fixa dos nucleos
(COURTEILLE, 2026).
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2.2 Um breve (e incompleto) resumo de teoria de bandas

2.2.1 Teorema e Hamiltoniano de Bloch

Hamiltonianos de sistemas periddicos podem ser escritos a partir da
caracterizagdo de uma célula unitaria que se repete por toda a extensao do cristal. A
diagonalizagado do Hamiltoniano de uma célula unitaria nos fornece as autoenergias e
autoestados do sélido cristalino e por conseguinte a informacg&o das propriedades de
interesse sejam elas eletrénicas, de transporte etc.

O Hamiltoniano eletrénico total do sistema é escrito como (ROCHA, 2014),

H= ) H(R), (2.1)
2

no qual H(R) é justamente o Hamiltoniano da célula unitaria que se repete de

maneira periddica pelo sistema cristalino e R sdo os vetores da periodicidade do

cristal,

D

R = Z n;a;, (22)
=1

L

onde D é a dimensao da periodicidade do cristal, o termo n; sdo numeros inteiros e q;
sao os vetores da base que descrevem os cristais.

Nesse contexto surge o chamado teorema de Bloch que se constitui como
algo vital no estudo de sistemas cristalinos e por conseguinte da fisica de estado
solido. Em sistemas periddicos, i.e., que possuem atrelados a si a simetria de

translacdo podemos escrever seu potencial na forma

Ur+R)=U(). (2.3)

Figura 4: A periodicidade do potencial U advém da periodicidade da rede. R € um
vetor da rede que localiza os ions. r € a coordenada do elétron.

o o o o o
o o Wo N8 o
o &5 o o
©o o o o o

Fonte: Reproduzida de OLIVEIRA; JESUS (2005, p. 130).
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Como todos os pontos de uma rede de Bravais sao equivalentes € ldgico se

pensar que Y, (r) e Y, (r + R) que séo fungbes em r e r + R devem obedecer

[+ BRI? = i) |%, (2.4)

i.e., as densidades de probabilidade das duas deve ser igual. Porém, como temos
pontos diferentes a fungdo de onda desses pontos ira diferir por um fator de fase
global. A prova parte de que o Hamiltoniano e o operador de translagdo comutam,
[H(r),Tg] = 0, por serem periédicos e ao atuarmos o operador de translagao Ty sobre

Y, (r) encontramos: TrY (1) = Y, (r + R) assim podemos escrever,

TrIUMYr(r)] = U(r + R)Try(r)
=U@)yYr(r+R) (2.5a)

como Y, (r + R) e y;, diferem por um fator de fase global, que escreveremos como
exp(i(k - R)), de forma que obtemos,

Tp[U@Yr()] = U@ (r)e™ k. (2.5b)

de maneira que a solugédo da equacgao de Schroedinger sera entdo da forma,

Y + R) = Py (r)e’ kR, (2.6)

O teorema (como mostrado acima) nos diz que os autoestados de um
Hamiltoniano periddico sdo dados a partir de uma onda plana modulada por uma
funcdo que possui a mesma periodicidade do Hamiltoniano. Uma prova concisa do
teorema de Bloch se encontra no apéndice G. Considerando que os autoestados
do Hamiltoniano possuem tal simetria € possivel inferir que o Hamiltoniano obedece a

seguinte propriedade,

TeH(r)Tz' = H(r + R), (2.7a)

para potenciais peridodicos. No caso do espagco de quasimomentum, por fim,

encontramos

H(k) = etkTHe kT, (2.7b)
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2.2.2 Rede reciproca e Zona de Brillouin

Ainda se tratando de materiais periddicos um conceito natural que surge € o da
chamada Zona de Brillouin que € por definicdo uma célula de Wigner-Seitz na rede
reciproca e se constitui como a regiao definida entre os planos que passam pelas
bissetrizes das linhas que conectam os vizinhos mais proximos em uma dada

rede reciproca a partir da origem e que nos evidencia todos os vetores de onda K
que podem ser difratados pelo cristal. Em 1D ela esta entre i% =|Q|/2, onde Q é

o conjunto de vetores da rede reciproca. O vetor de onda de um elétron em um sélido
deve respeitar K < |Q|/2 em qualquer diregao a fim de ser refletido por um refletor de

Bragg.

Figura 5: Rede reciproca em 2D na qual as linhas que conectam os vizinhos mais
préximos foram bissectadas por planos para formar uma célula de Wigner-Seitz.

Fonte: Reproduzida de SNOKE (2009, p. 26).

O espaco (ou rede) reciproco (dimensdes do inverso da distancia) por outro
lado se constitui como todos os vetores de onda K os quais produzem ondas
planas com a periodicidade de uma dada rede de Bravais (arranjo infinito de
pontos orientados identicamente a partir de qualquer ponto da rede), como nos fala

Ashcroft e Mermin (1976). O conjunto de todas as localidades da célula unitaria,

R = niaq + np,a, + ni;as, (28)

com n4, n,, nz NUMeros inteiros e a,, a,, a; os denominados vetores primitivos da rede.
O conjunto de todos os vetores R acima e em (2.2) definem a rede de Bravais para
um dado cristal.
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Figura 6: Vetores primitivos de uma rede de um cubo de corpo centrado (CCC).

Fonte: Reproduzida de SNOKE (2009, p. 21).
Assim, para Q € E (espago reciproco) quando temos um sistema cristalino,
a onda deve refletir a periodicidade da rede de Bravais,
elQ@r+R) — oiKT V1,R € Ep. (2.9)

De forma que o espacgo reciproco é visto como o conjunto de vetores K que

satisfaz,

e@R =1 VREE;,. (2.10)

assim a condig¢ao (2.9) é satisfeita quando (2.10) é verdadeira conforme Oliveira e

Jesus (2005). Podemos ver isso a partir de,
eiQ-(r+R) — eiQ-r N eiQ-reiQ-R — eiQ-r.' (2'11)

E assim, para isso ser verdade devemos ter entao,

el@R =1 5 cos(Q-R)+isin(Q-R) =1=
— Q-R=21N, VREE, (2.12)

onde N € Z. O resultado anterior pode ser satisfeito a partir de,

Q = m1b1 + mzbz + m3b3, (213)

com my, m,, m3 € Z. De maneira que os vetores de Q sao dados por,

a Xa
b; = 2m——* (2.14)

ai'ajxak
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O numerador nos da um vetor perpendicular tanto a a; quanto a a; e o

denominador € o volume da célula primitiva, respectivamente. Obtemos entdo a

seguinte condigao,

bi . aj = 27'[51']', (215)

gue nos retorna o resultado (2.12). Esses aspectos acima derivam da condi¢cao de

interferéncia construtiva de Bragg, que € expressa como,

nl = 2d sin @, (2.16)

isto &, a diferenca de percurso entre os raios refletidos por diferentes planos deve ser
igual a um dado numero inteiro n de comprimentos de onda 1. A equacgédo acima é
satisfeita quando 1 < 2d (KITTEL, 2005). Também temos a construgdo de Von Laue
da difragao a qual nao prioriza nenhum seccionamento do cristal em planos da rede e
nao possui imposigdo da condigdo de reflexdo especular, veja Ashcroft e Mermin
(1976).

Para um feixe de onda elasticas, o vetor de onda dos feixes incidente e difratado
valem k e k'. A mudanga no vetor de onda (vetor de espalhamento) sera Ak = k' — k.
Quando o vetor de espalhamento é igual a um dos vetores da rede reciproca Ak = Q,
—Ak = k — k' também o serd. Chamando —Ak de K e considerando que a condi¢ao

para k' e k terem a mesma magnitude é dada por,
k = |k — K]|. (2.17)
Podemos escrever entao,
~ 1
k+Q=k’:>k-K=§K, (2.18)

isto €, a componente do vetor de onda incidente k na diregdo de K deve ser metade

do comprimento de K. Ou de outra forma,

2k-Q + Q2, (2.19)

que é a condicdo de espalhamento.
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2.2.3 Isolantes, condutores e semicondutores

No limite da primeira Zona de Brillouin, quando olhamos o modelo do elétron
quase livre (gas livre de Fermi) vemos que ele se divide em dois ramos (niveis) nos
quais ha a presenga de um gap de energia de 2U entre eles. Dentro desses niveis de
energia o nivel de energia do estado ocupado mais alto é chamado de nivel de Fermi.

Para isolantes a regidao de excitagao eletrébnica possui um gap grande, além de
o limite da primeira zona de Brillouin corresponder ao nivel de Fermi. A banda de
valéncia esta completamente preenchida e a de condugdo completamente vazia, e
devido ao grande gap o material ndo possui portadores de carga livres que podem ser
excitados até a banda de conducéo.

No caso de condutores temos a existéncia de estados k > ky (onde kr séo os
estados de Fermi), tal que ao excitarmos tais particulas elas ultrapassam a 1° ZB e
vao a banda superior (quando separadas). Como a energia mais baixa da banda de
conducéao €, € em geral (para metais) menor que a energia de Fermi €z, a banda de
valéncia é totalmente preenchida, porém, somente uma fragcdo da banda condugéao &
preenchida, tal que temos muitos canais abertos na banda de conducdo. Em muitos
casos temos a sobreposigcao dessas bandas de energia para esses materiais.

No caso dos semicondutores temos que a energia de Fermi se encontra entre
os niveis de energia da banda de valéncia e de condugéo, €. > € > €,, onde €, € O
maior nivel de energia da banda de valéncia, ou seja, esta na metade do gap. Além
disso, o seu gap de energia € pequeno.

Figura 7: Ocupacéao dos estados eletrénicos nas bandas de valéncia e condugéo em
certas classes de materiais. No caso do metal ha uma sobreposi¢ao das bandas de

conducgéo e valéncia, para semicondutores o gap € extremamente pequeno e para
isolantes o gap é grande.

overlap

>

Fermi level

Electron energy

metal semiconductor insulator

Fonte: Reproduzida de KUIPER (2007). Imagem em dominio publico (Public Domain), via
Wikimedia Commons.
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2.3 Simetria de Reversao Temporal

As leis da fisica s&o invariantes independentemente do sistema tomado, sendo
assim ao invertermos a seta temporal as leis devem continuar invariantes. Dada a
transformacao T em um dado sistema fisico, essa transformacao leva a variavel tempo

para o valor negativo de si mesmo, ou seja, inverte seu sinal,

t > —t, (2.20)

e mantém os valores relativos as coordenadas invariantes. Para o caso de uma
particula com spin §, momentum linear p e posi¢ao t, temos as seguintes relagdes

apods a aplicacédo de T,

$—> —5§ (2.21)
p-o—D (2.22)
Fo7 (2.23)
portanto,
Tp=—pT, (2.24)
ou ainda
{T,p} =0 (2.25)
de forma que
TPT* = —p. (2.26)
Também podemos escrever o operador reversao temporal como,
-1
T=T = 1 | 2.27)
1
O operador T possui as seguintes propriedades,
T, = (T™H",, (2.28)
T? = L. (2.29)

No caso de particulas de spin 72 temos,
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T? = —1. (2.30)

Essa propriedade leva a degenerescéncia de Kramers (veja o apéndice H).

Levando em conta que T deve estar relacionado a um operador unitario esperamos
também que,

T =U(T). (2.32)

Para um campo escalar ¢(x) temos (teorias de spin zero),

T2 (x)T = ¢(Tx), (2.33)

T2¢(0)T? = ¢p(x), (2.34)

ou ainda (no caso de teorias de spin-'2),

T 1p(x)T = —¢p(Tx). (2.35)

A forma pela qual decidir qual das equagdes usar segundo Sredinicki (2007) é
definir as transformagdes sobre a densidade Lagrangiana tal que ela seja par. De
forma que caimos no caso de teorias de spin zero e 2. Assim, ndo tendo ambiguidade
quanto a dualidade de equacdes possiveis no caso da paridade e da reversao
temporal.

Levando em conta o fato de que o momentum linear canénico é dado por p =

. d
iV—, vem,
dt

=—i
TPT* =T (ivi> T = v T = —p. (2.36)
dt dt

. a _: , ~ h
Como o spin candnico & dado por § = 50 podemos escrever,
N h_ N
TST =T (E a) T-1 = -5, (2.37)
onde ¢ = o, + g, + 0g,, s&0 as matrizes de Pauli dadas por

Oy = ((1) é), oy = (? Bi), 0, = ((1) _01 ), (2.38)

portanto,
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h h h
T (E 6) T != E1r(ax +0,+0,)T 1= > (To, T + To, T™! + To,T™'), (2.39)

assim,

h h X
T (E 6) T 1= E(—O'x - 0,—0,) = 8. (2.40)

Assim o operador reversao temporal T inverte o sinal da unidade imaginaria i,

o que faz dele um operador antiunitario,

T-4T = —i. 2.41
(2.41)

Podemos entender que esse operador deve conter em si 0 complexo
conjugado, chamando T de 0, pois estamos lidando agora com o espacgo de Hilbert,

podemos escrever

0 = UK, (2.42)

com O = operador antinuitdrio, U = operador unitario e K = complexo conjugado.

De forma que,

K™18,K =3, (2.43)
K~1s,K = -, (2.44)
K™18,K = §,, (2.45)

h : : .
onde somente s, = -0, possui componentes complexas e por isso inverte seu

sinal. Podemos escrever U como,

U= exp(—in§y), (2.46)
obtemos entao,
® = exp(—ins$, K. (2.47)
A equacao anterior possui autovalores +i e,

02 = —1, (2.48)

como esperado. Para um sistema de elétrons,
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0= nexp(—in§iy)K. (2.49)
i
Sendo que temos o seguinte [QFT for the gifted amateur],

n° impar de elétrons: autovalores = +i; 02 = —1 (2.50)
n° par de elétrons: autovalores = +1; 0% = 1. (2.51)

O valor de ©% = 1 leva diretamente ao teorema de Kramers, i.e., ao sistema
ser duplamente degenerado. Além disso, quando se trata dos ITs, mais
especificamente, dos estados de borda, a contagem do numero desses estados que
cruzam o nivel de Fermi define a paridade do chamado invariante Z,, numero impar
de elétrons que cruzam o nivel de Fermi na zona de Brillouin indica que o
sistema é topoloégico, caso contrario, u m numero par de elétrons cruzam o nivel de
Fermi, entdo, o sistema é trivial.

Na aplicagdo do operador reversao temporal ao Hamiltoniano de Bloch H (k)
obtemos (SATO; ANDO, 2017) o seguinte resultado para todos os pontos k da Zona
de Berillouin,

OH(k)O™! = H(—k). (2.52)

Entretanto, temos pontos nos quais o operador reversdo temporal ® comuta
com o operador Hamiltoniano. Esses pontos sdo chamados de TRIM (acrénimo do
inglés para time reversal invariant momenta) que em portugués significa momenta
invariante sob reversao temporal (ROCHA, 2014; SATO; ANDO, 2017), e sao
denotados por A, coma =1, ...,N, onde N é o numero de TRIMs que existem na ZB,

de forma que,

[0, H(Ag)] =0, (2.53)

i.e., sdo compativeis, além disso,

H(A,) = H(=A,). (2.54)

De forma que as coordenadas A, na ZB sao,

D
1
A, = Ez nby,  m =01, (2.55)
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sendo que N = 22, com D igual a dimensdo da ZB. A representagido matricial do
operador de RT na base dos estados de Bloch vem a partir da consideracédo da

seguinte matriz,

w;j (k) = (ui—x|Olujy), (2.56)

com i, j sendo os indices das bandas. Os elementos de matriz dados em (2.56) estéo

relacionados com os estados de Bloch a partir de
|u]-,_k> = Z Wl*] (k)®|u],k> (257)
J
Um aspecto importante € que a matriz w;;(k) € unitaria,

D whiowa(k) = b, (2:58)

com a seguinte propriedade

wi (k) = —wy, (—k). (2.59)

A equacao (2.59) acima nos confirma que nos pontos TRIM, usando (2.54),

wix(Ag) = —wi(Ag), (2.60)

Ou seja, essa matriz se torna antissimétrica. Assim, analisando o caso simples de duas
bandas, as quais estéo relacionadas pela SRT, a matriz de RT na base dos estados
de Bloch nos da o seguinte resultado no ponto A,

0 WlZ(Aa)).

w(hy) = (_le % (2.61)

A conexdo de Berry (ndo-abeliana), que veremos mais para frente seu

significado, do modelo é dada por,
A;j (k) = —iuikl Vielujx), (2.62)
tal que encontramos apds algumas manipulag¢des o seguinte resultado,

tr[A(k)] = tr[A(=k)] + i tr[wT (k) V,w (k)] (2.63)

De forma que a relagdo (2.63) € usada no calculo de um dos invariantes

topolégicos que trataremos mais a frente, o chamado invariante Z,.
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2.4 Um pouco de Topologia

2.4.1 Aspectos de Topologia geral

Podemos definir a topologia como a area da matematica que trata do estudo
das deformacgdes em estruturas/corpos de interesse e suas possiveis implicagées. Um
exemplo classico e simples é o de que para a topologia uma caneca e uma rosquinha
representam o mesmo padrao estrutural, ou seja, ndo ha diferenga entre elas.

A topologia classifica as formas a partir do numero de furos (ou genus) g, e
esse fator indica a classe a qual cada forma pertence. Devido a isso, quando furamos
uma certa forma estamos trocando a sua classe, e mais estamos causando uma
deformagao que néo é suave nela, dado que estamos alterando sua forma topolodgica.

Uma bola possui genus (furos) g = 0, enquanto uma rosquinha possui genus
g =1, 0 que evidéncia que topologicamente sao de classes diferentes. Na figura

abaixo ilustramos isso.

Figura 8: llustracdo de uma bola a esquerda com genus g = 0 e uma rosquinha a
direita com genus g = 1.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O teorema de Gauss-Bonnet nos evidéncia entédo a ligagao existente entre a
geometria diferencial e a informagao geométrica, mais especificamente a
curvatura Gaussiana (local) com a topologia global que tera como resultado a
caracteristica topolégica, também chamada de caracteristica de Euler
(SHAHVERDI; VUORENMAA, 2023). O teorema nos diz que a integral de curvatura
gaussiana K sobre uma superficie 2-D S depende somente da topologia da superficie,

no caso de superficies fechadas, compactas e orientaveis,

f K dA = 2mx(S) =2 —2g, (2.64)
S
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i.e., a integral sob a curvatura Gaussiana de uma dada superficie 2-D sera igual a 2r
vezes a caracteristica de Euler da dada superficie. A caracteristica de Euler y(S) para

uma dada superficie 2-D é dada por,

x(§)=V—-E+F, (2.65)

com V sendo a quantidade de vértices, E o numero de arestas e F o numero de faces.

Para superficies com contornos o teorema de Gauss-Bonnet é dado por,

j K dA + kg ds = 2mx(S), (2.66)
s as

onde dS € o contorno e k,; € a chamada curvatura geodésica que esta relacionada a

taxa de mudancga do angulo entre o vetor tangente a curva e o campo vetorial paralelo
(SALM, 2015).

Na teoria do transporte paralelo (veja o apéndice) ao transportar um vetor
sobre um lago fechado o vetor nao retorna apontando na diregao inicial. Essa
diferenga angular € chamada de holonomia ou defeito angular. O teorema de Gauss-
Bonnet estabelece uma relag&o entre o local e o global: do ponto de vista geométrico,
a soma de todas essas holonomias sobre uma superficie fechada esta
relacionada a caracteristica de Euler da superficie. No contexto de estados de
Bloch, o transporte paralelo da origem a fase de Berry (préximo capitulo), obtida pela
integral da conexao de Berry ao longo de um caminho no espago de parametros, que
pode ser fechado ou aberto, dependendo da formulagdo adotada.

No contexto da Fisica, o que trabalhamos acima se manifesta nos invariantes
topolégicos, os quais se caracterizam por serem quantidades topologicamente
quantizadas. Em sistemas periddicos em geral s&do expressos como integrais de
quantidades geométricas definidas sobre a zona de Brillouin.
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2.5 Topologia e matéria condensada

2.5.1 Efeito Hall e alguns modelos de interesse

Descoberto na década de 80 o efeito Hall € um fenébmeno no qual ao passar
um campo magnético perpendicular a um sistema (circuito), surge um campo elétrico
no sentido de um lado (cargas positivas) ao outro (cargas negativas) do circuito.
Podemos dividir o efeito Hall em varios, porém trataremos dos seguintes tipos:

e Efeito Hall Inteiro ou Classico (EH);

o Efeito Hall Andmalo (EHA);

o Efeito Hall Quantico Inteiro (EHQI);

o Efeito Hall Quéantico de Spin (EHQS);

2.5.2 Efeito Hall Classico (EH)

Descoberto em 1879 por Edwin Hall € o fenbmeno no qual ao incidirmos um
forte campo magnético perpendicular em uma amostra de material ha o surgimento
de um campo eletrostatico que vai de uma ponta a outra do material e como temos
um fluxo de corrente atravessando o material podemos medir uma voltagem (tens&o)
que é perpendicular tanto ao campo magnético quanto a corrente, e € a chamada
tensao Hall (SIMON, 2013).

Figura 9: llustragdo esquematica do efeito Hall classico.

Hall (1879) .[j
+

Fonte: Reproduzida de BANDYOPADHYAY; JOSEPH; NARAYAN (2024, p. 3). Licenciado
sob Creative Commons 4.0 (CC BY-NC 4.0).

Sabemos que a equagao que caracteriza o comportamento de uma particula
sob um campo elétrico e magnético é (SIMON, 2013),
dp _ 14

- =F-, (2.67)
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com 7 sendo o tempo de relaxagdo. De forma mais visual podemos pensar em um

material 2-D, de comprimento L (direcao x) e largura M (direcao y), tal que “ligamos”
um forte campo magnético na diregao transversa (eixo z),

B = B,. (2.68)

Junto disso temos a aplicacdo de uma tens&o ao longo do material, V, (na

diregao x), e um campo elétrico E,. Assim a relagao entre a tensédo V, e esse campo

E,é,
V, = LE,. (2.69)

Ha assim o surgimento de uma for¢a de Lorentz

F = —e(E + vxB). (2.70)

Na teoria de elétrons livres ainda podemos reescrever essa equacao a partir da

relacdo do momentum do elétron livre e do vetor de onda

mv = hk, (2.71)
e por conseguinte
F=nlk (272)
- dt . .

Essa forga fara os elétrons de condugao do material se moverem na diregao vy,

ou seja, temos um campo eletrostatico E, nessa dire¢do. No equilibrio o campo E,

compensa 0 campo magnético, tal que

E, = B, (2.73)

conforme Nastase (2017). Portanto da equagdo de movimento usando o fato de que

p = mv vem,

(2.74)

e assim,

d 1
m (E + ;) v = —e(E + vxB), (2.75)
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tal que as componentes em cada diregcao seréo,

d 1 )
m (E + ;) Uy = —e(Ex + va)
d 1
m (a + ;) v, = —e(Ey + Bvy) ¢, (2.76)
d 1
m(a+;>vz=—eEz J

como E é constante as derivadas parciais se anulam e encontramos (KITTEL, 2005),

et eB ]
v, =——E ——1V
x m* m 7

et eB
vy = -, ~ oy, (2.77)

m m

et
Ve = T b

Os elétrons da amostra rodam em circulos em uma frequéncia ciclotron w.,.
Igualando a for¢ca de Lorentz (neste caos somente a parte relativa ao campo

magnético), evB, a forga centrifuga, mvw, vem

eB

Frorentz = centrifuga = evB = mvw = w = w, = (2.78)
Assim sendo, obtemos
et
UV, = _ZE’C - wcrvy]
et
vy, = ——E, — w10y ¢, (2.79)
m
eTE
v, =——
A m zZ

no caso do efeito Hall, v, = 0, de forma que isso ocorre somente quando temos a
presenga de um campo elétrico que é transversal, i.e., vai na direcao da largura do

material (dire¢ao x),

Px
w,T—=EFE
em

E y

y (2.80)

X
= —W,I—— = — = —w.TE,,

et

que podemos ver a partir da equacgao para v,. Assim a partir do valor da corrente na
direcdo x, I,, que é dada por,
_ ne’tky

I, = nev, = —

(2.81)
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encontramos entao o coeficiente Hall que € dado por,

E 1
Ry=-2%=Ry=——, 2.82

na teoria de Drude (metais). No elétron de condugao possui um valor negativo e para
um buraco possui valor positivo que pode ser entendido a partir da simetria buraco-
particula. O valor de Ry refere-se a concentragdo de portadores de corrente
elétrica no material (KITTEL, 2005; SIMON (2013). E que também pode ser escrita

como,

B
Ry =————. 2.83
H nelBl ( )
Podemos também escrever a resisténcia Hall que € dada por,
_ME, B (2.84)
Pr = ML,  ne’ '

e por conseguinte a condutancia Hall que é justamente o inverso da resisténcia Hall,

1 ne
O-H = —= O-H = - —. (285)
PH B

Pode-se dizer que o coeficiente Hall mede a densidade de elétrons.

2.5.3 Niveis de Landau

A ideia de niveis de Landau surge naturalmente ao vermos que existe uma
quantizagao da energia de uma particula livre carregada sob a agcdo de um
campo magnético perpendicular em um sistema 2D. Assim, o estudo dos multiplos
tipos de efeito Hall envolve o estudo de mecanica quantica.

Seguindo a pintura semi-classica (SNOKE, 2009) nés vimos acima que 0s
elétrons realizam 6rbitas fechadas quando estdo sob a agdo do campo magnético na
direcao perpendicular em um sistema 2D. Podemos fazer uso da natureza ondulatéria
do elétron de forma que podemos caracteriza-lo a partir de uma fungdo de onda da

forma,

P(t) = e®y(0), (2.86)

onde o termo ¢(t) vale,
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o) = %f A-dx, (2.87)

gue nada mais é que a fase adquirida pelo elétron na trajetéria e veremos mais
detalhadamente e numa perspectiva da mecanica quantica quando analisarmos a

fase de Berry. Do teorema de Stokes,

ng-dxzj;B-daE¢, (2.88)

onde ¢ é o fluxo de campo magnético que atravessa a orbita que o elétron percorre.

A funcéo de onda deve ser Unica o que implica em,

p(t) = 2mv, v € L. (2.89)

Além disso, combinando (2.86) e (2.88) obtemos,

p(t) = %d)- (2.90)

Como devemos satisfazer a condigao de Vy # 0 para termos p # 0, dado que

os elétrons estdo em orbita, logo, devemos ter

@(t) # 0. (2.91)

Comparando as equagdes (2.89) e (2.90),

e
o(t) = 7 ¢ =2m, (2.92)
tal que obtemos,
2mh h
¢p=—v=—v (2.93)
e e

E escrevendo ¢, = h/e, entao,

b = ¢ov. (2.94)

ou ainda,

v=—, (2.95)
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O termo ¢, € o chamado fluxo quantico, v € um inteiro que se refere ao
numero total de estados eletronicos em cada nivel de Landau e independe de n,
v € chamado de fragao de preenchimento (SNOKE, 2009; NASTASE, 2017).

2.5.4 Efeito Hall Anébmalo (EHA)

O efeito Hall Anédmalo (EHA) foi descoberto em 1881 por Edwin Hall, e é
caracterizado por ser uma versao mais forte do EH, de forma que a forga de Lorentz
pressionando os elétrons € da ordem de dez vezes mais forte em condutores
ferromagnéticos que em condutores ndo-magnéticos. Além disso, temos o surgimento
de uma magnetizacao M,, do proprio material que causa o aparecimento de uma
corrente Hall anomala.

Esse fendbmeno se constitui como um problema de transporte de carga no qual
os experimentos mostram que em materiais ferromagnéticos a resistividade Hall, p,,,,
cresce de maneira rapida com o campo perpendicular fraco H, e o valor dela satura

para grandes valores desse campo.

Figura 10: Imagem esquematica do efeito Hall anébmalo. Ha a separacéo de cargas
positivas e negativas pela largura do material, uma corrente passando pego
comprimento dele e uma magnetizacdo intrinseca do material.

AHE (1881) _l[
EULP

> 4

Fonte: Reproduzida de BANDYOPADHYAY; JOSEPH; NARAYAN (2024, p. 3). Licenciado
sob Creative Commons 4.0 (CC BY-NC 4.0).

Os principais aspectos de interesse desse fenbmeno podem ser listados como
(NAGAOSA et. al, 2010):

e O EHA pode aparecer devido a trés contribui¢des distintas, as quais no material
todas estdo presentes influenciando a trajetéria do elétron, o4 =

HA-sk HA-int HA
Oxy () + o5y + 05y
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o Intrinseca: limite dc da condutividade interbandas que € ndo nula em
condutores ferromagnéticos quando o acoplamento spin-6rbita (ASO) é
incluido;

o Espalhamento assimétrico (skew scattering): contribui¢do proporcional
ao tempo de vida do transporte dos estados de Bloch e que ocorre
devido a caracteristicas quirais presentes na dispersao
desordenada do acoplamento spin-6rbita de materiais
ferromagnéticos condutores (ASO presente no Hamiltoniano).

o Deslocamento para o lado (“side jump”): definida como a diferenga entre
as contribuicdes de campo e intrinseca e assimétrica.

Figura 11: llustragao dos trés mecanismos principais do EHA.

a) Intrinsic deflection
[ Interband coherence induced by an E

external electric field gives rise to a —_—
[ velocity contribution perpendicular to
the field direction. These currents do
not sum to zero in ferromagnets.

d<f’> B OE
dt  hok

b) Side jump

Electrons have an anomalous velocity perpendicular to
the electric field related to their Berry's phase curvature |

The electron velocity is deflected in opposite directions by the opposite
electric fields experienced upon approaching and leaving an impurity.
The time-integrated velocity deflection is the side jump.

c) Skew scattering

Asymmetric scattering due to
the effective spin-orbit coupling
of the electron or the impurity.

Fonte: Reproduzido de NAGAOSA (2009, p. 1542).
2.5.5 Efeito Hall Quéntico Inteiro (EHQI) e modelo de Haldane

O efeito Hall quantico inteiro foi descoberto na década de 80 Von Kiitzling,
Dorda e Pepper (1980), (PRANGE; GIRVIN, 1987). Na visao classica do efeito Hall
as particulas do interior do material seguem orbitas fechadas e os elétrons

presentes nas bordas (ou superficies) tem 6rbitas abertas.
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Figura 12: Visao classica do efeito Hall quantico inteiro.

Quantum Hall Effect (1980)

H,

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

No estudo de Von Klitzling, Dorda e Pepper em 1980 eles verificaram em um
gas 2-D confinado na interface entre um 6xido e um semicondutor num MOSFET
(Metal-Oxide-Semiconductor Field Effect Transistor, i.e., transistor de efeito de campo
metal-6xido-semicondutor) que a voltagem Hall em fungdao do campo magnético
aplicado B nio cresce de forma linear, mas sim em forma de platés, nos quais a
posicdo é independente da amostra (NASTASE, 2017). E que esses platés sao
quantizados em multiplos inteiros do fator de preenchimento v.

Assim sendo a resistividade transversa Hall é dada por,

h__ 2nh

Pxy = E =22y vV EL, (2.96)

e esta relacionada a v (eq. 2.95).
A condutividade Hall transversa, o,,, € dada pelo inverso da resistividade
transversa,
1 e?

=—=—7, EZ’ 297
o L (2.97)
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Figura 13: A esquerda ilustracao da relagao entre a resistividade transversa e o
campo magneético no efeito Hall classico. A direita ilustragdo da relagéo entre a
resistividade transversa e o campo magnético aplicado no efeito Hall quéantico inteiro

Classical Hall Effect
Quantum

Py

Resistivity p
resistivity p

> A

magnetic field B

Magnetic Field B

Fonte: Figura da esquerda produgao propria do autor e figura da direita reproduzida de
ZURICH INSTRUMENTS AG (2023, Fig. 2).

Figura 14: llustragdo dos canais de borda em um campo magnético “quantizante”.
Os estados de borda evoluem dos niveis de Landau do bulk dados por 2n, 2ha...,
dobrando para cima cruzando o nivel de Fermi como fungdo do numero de onda em
torno da direcao x.

Bulk
Landau
levels

1nQ
150

bulk stateB . | .
K| 0 i K

Yy

edge states

Fonte: Reproduzido de TKACHOV (2022, p. 5).

No EHQI a energia dos estados de borda é dobrada para cima e cruza o nivel
de Fermi. Esses estados de borda numa visao quantica podem ser vistos como
estados quirais ou ainda canais de borda quasi-1D rodeando o interior do sistema
(TKACHOQV, 2022). Como a orientagcdo do momento p desses canais de borda é
diretamente dependente da orientacdo do campo magnético B, esse aspecto
pode ser visto como um alinhamento que protege esses estados contra desordem.

Os estados de borda se movem todos em uma mesma orientagao, no limite
de baixas temperaturas onde as flutuagbes quénticas ganham relevancia como
potencial fator de desordem no sistema devido a indugcdo de espalhamento elastico,
p — —p, devido aos estados de borda ndo terem estados contra propagantes eles

nao sofrem esse espalhamento reverso. Dai o nome quiralidade: robusteza



41

quanto a dire¢ao de propagacao. Essa é uma manifestagao direta da quebra da
SRT.

Figura 15: Imagem esquematica da vis&o quéntica do efeito Hall quantico inteiro.

Efeito Hall Ouantico (1980)

IBZ

Fonte: Producgao propria do autor.

No ano de 1988 Haldane propbs o primeiro toy model ao qual poderia ser
realizada a fase de Hall quéantico anébmalo (EHQA) e € o modelo mais famoso de
isolante de Chern [Emerging topological bound states in Haldane model zigzag
nanoribbons - Simone Traverso, Maura Sassetti & Niccolo Traverso Ziani].

O toy model de Haldane é um modelo de tight-binding no qual temos um
numero de Chern nao-nulo na zona de Brillouin 2D. Nesse modelo elétrons sem spin
possuem amplitudes de “hopping” (salto) entre os sitios (orbitais tipo s) imersos em
uma rede de favo de mel. Além disso, ele se constitui como uma tentativa da
realizagcao do EHQI sem os niveis de Landau, i.e., sem a presengca de campo
magnético.

Figura 16: Imagem esquematica do modelo de Haldane (ou rede de favo de Mel). O
modelo é uma rede hexagonal com dois sitios. O sitio 1 esta representado pelos
circulos em azul, enquanto o sitio 2 é representado pelos circulos marrons. A ligagao

entre primeiros vizinhos esta em preto. A ligagao entre segundos vizinhos esta
representada pelas setas em azul e marrom.

Fonte: Producgéao proépria do autor.
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O Hamiltoniano desse modelo é dado por

Hy = AZ(—l)TiciTci +t Z(c{rcj + h. c.) +t, z (icjcj + h. c.), (2.98)
i (ij) i
onde 7; com i = 1,2 € o indice da sub-rede do sitio, t; € a forca da amplitude de salto
para os primeiros vizinhos e it, para os segundos vizinhos mais préximos.

O modelo é assumido ser semipreenchido e na auséncia de t, o Hamiltoniano
descreve sistemas n&do-magnéticos como os orbitais p, da camada unica de grafeno
A= 0. O modelo, além disso, descreve um material ferromagnético com uma certa
magnetizagao orbital M,, o termo —it, quebra a simetria TR e esse € o0 modelo mais
simples a descrever uma fase topologica. Outro ponto de destaque € que esse modelo
se constituiu como uma tentativa tedrica do efeito Hall anédmalo quantico. Abaixo a

representacao desse modelo usando o PYTHTB (Vanderbilt, p. 204].

Figura 17: Estrutura de bandas para o modelo de Haldane na eq. (2.98)
considerando os valores para os termos A= 0.7 e t; = —1.0. Em (a) t, = 0; (b) t, =
—0.06; (c) t, = —0.1347; (d) t, = —0.24. Os circulos preenchidos representam
estados puros caracteristicos do sitio 1 e os circulos ndo preenchidos representam
os do sitio 2; podemos ver em (d) a inversdo de bandas K.

(a) T (b)

A%}

3
2
1
0
1 &
2

3

(d)

TN

I K r r K M K

o

W N PO H N W

Fonte: Reproduzido de VANDERBILT (2018, p. 204).

2.5.6 Efeito Hall Quantico de Spin (EHQS) e modelo de Kane-Mele

No ano de 2005 Kane e Mele (2005) propuseram um modelo que consiste na
generalizagdo do modelo de Haldane, no qual incluem o grau de liberdade do spin
do elétron, tal que o modelo consiste em um par complexo conjugado dos modelos
de Haldane. O modelo foi proposto a fim de abrir um gap no espectro de bandas

de energia do grafeno.
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Figura 18: Imagem esquematica do modelo de Kane-Mele. Os estados do sitio 1
possuem spin up e sao representados pelos circulos vermelhos, os circulos azuis
representam os estados do sitio 2 que possuem spin down.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O modelo de Kane-Mele se baseia em a partir da abertura do gap no grafeno
dar aos férmions de Dirac massa. O Hamiltoniano é dado por

Hyy = AZ(—l)Tic;rci +t Z(cifcj + h. c.) + Aso Z (ic;razcj + h. c.) +
i (ij) i

+Ag Z(icifé(ij) ~ocj + h.c. ), (2.99)
({ij)

onde o primeiro termo refere-se as energias em sitio, 0 segundo termo é relacionado
a amplitude de saltos entre os vizinhos mais proximos, o terceiro termo € a parte spin
dependente e por fim o quarto termo é o chamado termo de Rashba (que aparece
motivado pela quebra de simetria especular ou de reflexdo sobre o plano, i.e.,
presenga de campo elétrico perpendicular, por exemplo). Esse Hamiltoniano
preserva tanto a SRT quanto a paridade.

O modelo de Kane-Mele é uma generalizagdo do modelo de Haldane, de forma
que ha a inser¢ao do grau de liberdade de spin, mais especificamente a presenca de
spin up e down em cada sitio, ainda como falamos acima a presenga do termo de
Rashba, simetria especular (direita-esquerda) e a degenerescéncia de Kramer nos
pontos TRIM T e M. Além disso, para um certo valor critico do termo A, ocorre um
fechamento de gap tanto em k quanto k’ de forma a ter-se uma mudanga na topologia
de Z, par para Z, impar isto é os estados passam de triviais a nao-triviais.

Para materiais que ndo quebram a SRT os portadores de carga que estao nas

bordas do material sdo os conhecidos pares de Kramer (veja o apéndice), além disso
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temos o aparecimento do acoplamento spin-orbita. Os estados das bordas aparecem
sempre em pares.

O acoplamento spin-o6rbita atua como um campo magnético efetivo que atua
em diregbes opostas para diferentes spins tal que isolantes topologicos 2-D s&o
conhecidos como Isolantes de Spin Hall Quanticos [Topological Insulators —
Fundamentals and perspectives]. Esses materiais foram previstos por Kane e Mele
(2005) e por Bernevig e Zhang (2006).

Figura 19: llustragdo do efeito Hall Quéantico de spin.

Quantum Spin Hall Effect (2007)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os estados de borda sdo helicais, de maneira que os portadores de carga
percorrem diferentes sentidos de propagacéo para diferentes spins (para cima ou para
baixo). Os estados de bulk realizam 6érbitas fechadas tal que estados com spin-up
percorrem Orbitas fechadas em um dado sentido e estados com spin-down percorrem

no sentido oposto.
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3 TEORIAS GERAIS DOS ISOLANTES TOPOLOGICOS

3.1 Topologia em Mecéanica Quantica e Teoria Topoldgica de Bandas (TTB)

3.1.1 Teoria Topologica de Bandas (TTB)

A chamada teoria topoldgica de bandas € uma teoria geral n&o interagente de
isolantes topoldgicos. Ela traz em sua premissa principal alguns ingredientes basicos
como:

e Fase de Berry;

e Formula TKNN e numero de Chern;

e Estados de borda e correspondéncia bulk-bondary;
e Polarizacao elétrica e pump de corrente;

e Topologia de bandas Z,.

3.1.1.1 Fase de Berry

A fase de Berry é uma forma de tratar e generalizar o entendimento do efeito
Aharonov-Bohm (NASTASE, 2017), de forma extremamente simplificada o efeito
citado refere-se ao caso no qual campos que possuem invariancia de calibre
(liberdade na forma de escrever o campo) e que por conseguinte possuem o
aparecimento de um fator de fase global, este fator poder ser mensurado, ou seja,
uma mudanca de fase quéantica pode ser medida.

O efeito Aharonov-Bohm consiste em dois pacotes de onda eletrbnicos que
estdo circulando um tubo solenoidal que possui um campo magnético em seu interior,
assim sendo durante o percurso desses pacotes de onda o campo magnético é nulo,
entretanto o potencial vetor ndo é, fazendo com que eles adquiram uma fase relativa,
que é a fase de Aharanov-Bohm a qual afeta o padrao de interferéncia gerado pelos
pacotes ao fecharem o loop (caminho fechado) (COHEN et al., 2019).

Sabemos a partir do teorema de Stokes que ao percorrer qualquer percurso
fechado que envolve uma quantidade gauge-invariante ao tomar-se a integral dela
encontramos o valor 2n¢/¢,, fase de Aharanov-Bohm, onde ¢, = hc/e € o fluxo
quéantico que é encapsulado pela trajetoria. Assim, no caso citado acima podemos
pensar em uma quantidade que evidencie a diferenca entre os caminhos feitos pelos

dois elétrons tal que consigamos diferenciar elas topologicamente, essa quantidade
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sera: n,, - que se refere ao numero de vezes que o elétron gira em torno do selendide,
também denominado de numero de enrolamento, de forma que a fase adquirida na
trajetéria sera 2mn,, ¢;/p,, onde ¢, € o fluxo encapsulado pelo solenoide (STERN,
2008).

A fase de Berry é uma quantidade caracteristica que surge na evolugao
adiabatica de estados quéanticos em um circuito, ciclico ou ndo, mais especificamente
um valor carregado pelo vetor de onda quando evolui nesse percurso, i.e., a
definigdo de um angulo que vai de 0 a 2r (BERNEVIG; HUGHES, 2013; FRADKIN,
2013; NASTASE, 2017; SATO; ANDO, 2017; VANDERBILT, 2018; COHEN et al.,
2019).

Figura 20: llustragdo esquematica do efeito Aharonov-Bohm.

£ Regidode
Interferéncia

Barreira
nao
metalica

Fonte: Adaptado de AHARONOV; BOHM (1959, p. 486).

3.1.1.2 Descrigao discreta

Tomando um conjunto de n vetores que denotaremos como
{lu1(K)), ..., [lu,(K))}, entdo a fase de Berry y;, ao longo e um contorno &€ dada por
(VANDERSBILT, 2018),

Xo = =10t RO (R0) . a2 (Ot (D), B.D
ou ainda
J
xo = —iln| | [0l @0) ), (3.2)

com |u; (kK)) = |u,(K)), de forma que estamos considerando o caso de um ciclo. Mais
para frente trataremos do caso geral. O que podemos dizer da fase de Berry € que ela
€ moédulo de 27 invariante sob calibre, i.e., ¥, = x;, + 2nn, com n pertencente aos

inteiros (que € o equivalente a dizer que o n° de elétrons de uma dada estrutura de
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bandas divido por 2 € um invariante quando consideramos o sistema como um todo,
como veremos mais a frente).

Ao nos lembrarmos que para um numero complexo qualquer z = |z|e'?, i.e., ele
€ dado pelo produto entre sua magnitude e a sua proje¢ao nos eixos imaginario e real.
Assim, o termo Imlnz = Im In(|z|e'®) = ¢, i.e., ficamos somente com a fase

complexa.

3.1.1.3 Descricdo continua

No limite continuo, a fase de Berry € bem definida e assim podemos tomar uma

fungéo que indicaremos por |u,), bem definida e suave, dependente de um paradmetro
real que denotamos pelo subscrito u.

A medida que o parametro u vai de um valor real inicial, u — inicial, até um
valor real final, u — final, a fungéo |u,) evolui no devido espaco de parametros, i.e.,
ao longo do contorno considerado, considerando que |u,_in; ) = [Uy—fing )-

Devido a nossa fungao ser bem definida podemos expandi-la em série de Taylor

()
f(x) = an—!x", (3.3)
i=0
tal que obtemos,
0
|tvan) = ) + <d#%‘t)> +0(d*w) ... . (3.4)

Tomamos somente até o termo de 2° ordem e ignorando os demais, assim

fazendo In{u,|u,4q,), Obtemos,
_ 6|uﬂ)
n(uy, w4 q,) = Quy,| | u,) + ( du _a,u

d uﬂ)
= In| (u,lu,) + (uﬂ(duW)

= ln(l + (uu|6Muu)du)

= (u,|0,u,)du, (3.5)
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integrando a ultima equacéao, obtemos a fase Berry no limite continuo,

Xp = —i 35 (uy|0,uy) du. (3.6)

Outra forma mais geral de pensar é a partir um sistema quantico qualquer
descrito pelo Hamiltoniano H(®), onde © € um conjunto de parametros dependentes
do tempo, ® = 0;(t) = (0,(t),0,(t), ..., 0,(t)), como campo magnético, por exemplo,
tal que esta instantaneamente no autoestado |u, (0)). Condi¢des do nosso caso:

e Aevolugao se dara através dé um circuito fechado ou ndo, como por exemplo,
no caso fechado, a rotagdo do vetor de onda no espago de (quasi)momentum
k de um isolante de Chern;

e O vetorde onda |u,(0®)) € modelado a partir da fungéo ® = ©;(t) e permanece
em qualquer tempo sendo o autoestado de H(®);

e ApOs a evolugao temporal adiabatica do sistema ele vai até um estado em um
tempo t + dt.

Os autovalores e autoestado desse sistema sao obtidos através da equacao de

Schrédinger,

H(O) |u,(0)) = En(0) |u,(0)), (3.7)
porém a evolugdo do sistema é governada pela seguinte equacado (BERNEVIG;
HUGHES, 2013),

0
H(O()|u(0(D)) = ih = [ua(0(D)), (3.8)

e, portanto, podemos escrever (3.7) como,

9]
ih = [un(0(1)) = En(0(1)[un(0(D))- (3.9)

Inserindo o ansatz,

[un(0(1)) = e O o)), (3.10)

e considerando também que,

(Yo |Yew) = 1. (3.11)

Logo, inserindo (3.10) em (3.9) vem,

? _, .
ih——e *Opo) = En(O(D)e o), (3.12)



o lado esquerdo de (3.12) vale,

d , ;
ih%eﬂe(t)llpo(t)) = ihd, (e D yg))
= ih([0,e70D]|ew) + e 0Dd; o))
= ih(—ié(t)e‘ie(t)ll/)@(t)) + e_ig(t)atllpe(t)>)
= he OGO [Yow) + 0:[Powm))-

Portanto, substituindo (3.13) em (3.12)

he™ W OOPow) + i0:lowm)) = En(0D)e™"©lpocy),

simplificando o termo e~*® em (3.14) e reordenando,

) 1
6(t)[wew) = EEn(G(t))W’@(t)) — i0;|e).

Multiplicando (3.15) por (z/)(k(t))| (pelo lado esquerdo) vem,

. 1
(Weow| OO |Yew) = E(lp@(t)l E,(®)|Yem) — iWom|0:lvewm)

usando (3.11) em (3.16) obtemos

R | =
0(t) (Yo lvec) =£En(9) Yo lew) — Yo |9:lver) =

. 1
= 0(t) = EEn(O) — (Yo 9t|Yem)-
Integrando (3.17) de 0 a t encontramos o fator de fase 6(t),

t t

1
0 = [ £ Ea(000) dt’ + [ (~ilorolov o) dt'.
0

0
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(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Temos essa fase total 6(t) em (3.18) que possui dois fatores de fase, um que

e relativo a evolucao do sistema e outro que é relativo a mudancga de estado, esse
ultimo fator de fase é a chamada fase de Berry, y, (NASTASE, 2017; TKACHOV,

2022). Ela desempenha um papel extremamente importante no espago de

momentum, pois caracteriza topologias nao triviais que sdo uma das principais

caracteristicas de isolantes e supercondutores topoldgicos (SATO; ANDO, 2017).
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No caso do contorno fechado, podemos igualar o tempo t ao tempo necessario

para o sistema percorrer o ciclo, t.;.,, tal que para a fase de Berry,

t
Xo = [ ittholntiboqn) de’ =
0

teiclo

:szj (_i<lp0(t’)|at’|¢®(t’)>)dt,1 (3.19)

0

e ainda podemos escrever como (BERNEVIG; HUGHES, 2013; TKACHOV, 2022) da

seguinte forma, a fim de eliminar o parametro t’,

ae
Xo = $ (=itWoge) Voltbogen)) 3 4 (3.20)

tal que obtemos

X = 3§ (~i(olVolthe))dO. (3.21)

Escrevendo o integrando de (3.21) como,

Ag)n) = —i(el|Velie), (3.22a)

(3.22a) € a chamada conexao de Berry ou vetor potencial de Berry que se constitui
como o deslocamento de fase da fungao de onda. No espaco de quasimomentum,

A = — il Vielpyo). (3.22b)
Para a fase de Berry obtemos por fim,
Xy = §£d@ AV, (3.23)

Devemos lembrar ainda que o vetor de Berry € uma quantidade invariante sob

transformacao de calibre, tal que,

ASY — Ag" = A3 - 0e9(0), (3.24)

assim, aplicando (3.24) em (3.23) vem,

xh = 35 de - AJ" — 35 d® - 9gp(0), (3.25)
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tal que a segunda integral em (3.25) vale (no caso de um circuito fechado),

- §£ dO - 9g(®) = — ((p(@(T)) - (p(@(O))) = 27N, (3.26)

com N € I, devido a condig&o de unicidade de exp(ip(®)), ou seja, de que ¢(0(T)) =
<p(0(0)) [Bernevig], [Superconductors: a review]. Entdo, tomando o caso de um
circuito fechado € em um espaco de paradmetros de dimenséo 0 = (04, 0,,03) que é

o principal foco deste topico, temos a partir da aplicacdo do teorema de Stokes em
(3.20) o seguinte resultado (BERNEVIG; HUGHES, 2013),

Xb = j dS - (Vx (—i(Pe|VIe))) = _if dsS;€;jxVi((YolVilve)),  (3.27a)

Xo = =i f dS - (Vi X[ Vip)). (3:27b)

O termo (Viyg | X|Vipg) € a chamada curvatura de Berry. No espaco de (quasi)

momentum de dimensao dois podemos escrever (TKACHOV, 2022),

O caso de circuito fechados é de extrema importancia porque mostra como
mesmo apos o sistema retornar ao ponto inicial existe um valor carregado pelo
vetor de onda e este é uma quantidade mensuravel, que é nula somente se ela for
em si um inteiro (BERNEVIG; HUGHES, 2013).

Como definimos Ag’) como um rotacional em (3.28), entdo podemos relacionar
o mesmo a um certo fluxo de Berry, ¢,, através da superficie de caminho S para a
fase de Berry y; ao redor do contorno C, no caso de um espago de parametros 2D,
tal que,

Py = f Ag"ds = fd‘” - ASY = 2, (3.29)

sendo que usamos a equacgao (3.23). E para a curvatura (ou campo de forga da

conexao) de Berry, a definimos como se segue usando (3.27a),

Q5 =V x (—i(PelVIipe)), (3.30a)

ol =vx A, (3.30b)
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A mesma pode ser vista como a densidade de fluxo magnético no espago de

parametros. Para o caso 2D usando (3.27b) vem,

FY = (Vapel XIVje) — (i = ), (3.31a)
ou de outra forma,
EM (k) = 0,407 (k) — 0, AL (k 3.31b
l]() kikj() kjki()' ( )
ie.,
(n) k) =
E; (k) = (VX Ak (3.31¢)

No caso de um espaco de parametros 3D e usando a notagdo de
pseudovetores obtemos (VANDERBILT, 2018),

Xy = f A% - gs. (3.32)
S

Figura 21: Evolugéo adiabatica e ciclica de um sistema quantico. Um parametro R é
tracejado ao longo do loop fechado C no espago de parametros. O vetor A(R) € a
conexao de Berry que se constitui como um campo vetorial que é definido ao longo
do caminho C (setas vermelhas). Q(R) € a curvatura de Berry (cruzes azuis) que €
uma densidade de fluxo advinda do fluxo que a conexao de Berry gera através da
superficie S delimitada pelo caminho C (azul claro).

Fonte: Adaptado de SPRINKART et al. (2024, p. 691). Licenciado sob Creative Commons
4.0 (CC BY 4.0).

3.1.1.4 Foérmula TKNN e Numero de Chern
Em 1982 D.J. Thouless, M. Kohmoto, M.P. Nightingale e M. den Nijs (1982)

langaram o artigo chamado Quantized Hall Conductance in a Two-Dimensional
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Periodic Potential, nesse artigo derivam uma férmula importante conhecida como
TKNN (Thouless-Kohmoto-Nightingale-den Nijs) e que serviu para caracterizar os
estados do efeito Hall em termos de multiplos inteiros usando a formula de Kubo no
caso de potenciais periodicos. Essa formula elucida uma questao que surge quando
pensamos se o valor quantizado obtido no efeito hall quantico inteiro (EHQI) e o
obtido no numero de Chern (Ch) pertencem a mesma classe e a resposta que
obtemos é que sim (THOULESS et al., 1982; HASAN; KANE, 2010; SATO; ANDO,
2017; TKACHOV, 2022).

O invariante de TKNN é derivado a partir da chamada férmula de Kubo da
condutividade quando aplicada a um potencial periddico 2D. A férmula de Kubo foi
desenvolvida em 1957-1959 e sao fungoes de correlagao que descrevem resposta
linear, que no caso em especifico referem-se a equagdes para condutividade
elétrica nos sélidos (MAHAN, 2000).

Da férmula de Kubo,

(3.33)

o _leh Zf(Ez) — f(En) (Uvelm)(m]vg]l)
@b =g : E,—E, ho+E —E,
m

com (l|v,|m) sendo o elemento matricial da projecdo a do operador velocidade v,
entre os estados quanticos |l) e |m) com energias E; e E,,.

A condutividade Hall (transversa) o,,,, no limite de frequéncia e temperaturas

nulas é,

ie’h

llv, l
Oxy =~ Z[G(ﬂ —E) —-0(u—E,)] e |m><m|17y| >
Lm

(El - Em)z '

- (3.34)

onde u é o nivel de Fermi, entre os dois niveis arbitrarios de energia E; e E,,, e O(E) é

a funcdo escada unitaria. E resulta em

ie?
Oyy = —%Z(llxy — yx|l). (3.35)
Eu

Ao realizarmos algumas operagdes (obter o valor de (l|xy|l) e definir a conexao
de Berry) considerando a zona de Brillouin retangular com condigbes periodicas
encontramos a férmula TKNN (TKACHQV, 2022),
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e? [ dkydk,
O =g ) g (VXA (3.36)

O invariante TKNN é visto como o 1° numero de Chern. O teorema de Chern
estabelece que, no limite continuo, o fluxo de Berry calculado em uma certa regiao

(variedade) S fechada 2D é quantizada em 27 vezes um numero inteiro, i.e.,

f ASY - ds = 2mCh, (3.37)
S

onde Ch é o numero de Chern (VANDERBILT, 2018).
O nuamero de Chern ¢é definido como a integral sobre a Zona de Brillouin
(ZB) em duas dimensées da curvatura (ou campo de forga da conexao) de Berry,

que no caso da n-ésima banda ocupada sera, usando (3.29),

1
Ch™ = — dk;dk;F™ (k). (3.38)
ZB-2d

Figura 22: Representacéo da topologia do espaco reciproco, onde um vetor de onda
k viaja na diregao x. (a) Ao vetor de onda k atravessar de uma célula a outra, é
como se ele entrasse na mesma célula novamente, porque o espago reciproco &
periodico e as células unitarias s&o indistinguiveis. Dessa forma, primeiro o espago
reciproco infinito pode ser modelado como um espaco finito ao se conectar as
células unitarias ao longo dos lados paralelos a e;,, (b) entdo, se conecta ao longo
dos lados paralelos a ey, (c) de forma que o espago reciproco tem a topologia
equivalente a de um toro, onde o vetor de onda percorre um caminho fechado.

(a) (b) (c)
[ \\) /
N N

€Ly >

Fonte: Reproduzido de SPRINKART et al. (2024, p. 693). Licenciado sob Creative Commons
4.0 (CC BY 4.0).

Podemos considerar a zona de Brillouin em 2D como um toro. No espaco real
a periodicidade do potencial cristalino conduz ao teorema de Bloch, equacao (2.4).
Além da periodicidade da rede cristalina no espaco real, existe uma periodicidade
equivalente no espaco reciproco de forma que a condi¢ao y,, (k) = ¥,,(k + G) é valida,

guando rigorosamente os autovalores de energia da n-ésima banda sao dados por
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E,(k) = E,,(k + G), constituindo a estrutura de bandas do sistema cristalino. Como G
€ um vetor da rede reciproca, essa condigado implica que na propagagao do vetor de
onda entre as células unitarias € como se na visdo dele ele adentrasse a mesma célula
unitaria infinitas vezes, ja que elas s&o indistinguiveis. Como resultado a zona de
Brillouin possui a topologia de um torus em que o vetor de onda k percorre um caminho
fechado em sua superficie (SPRINKART ET AL., 2024).

O numero de Chern acima € associado a cada banda de energia, no caso do
indice de Chern ser ndo nulo o sistema é chamado de isolante de Chern ou isolante
Hall quantum-anémalo. Assim, podemos entender agora o significado fisico do
numero de Chern que € o de caracterizar a contribuicao de cada banda de energia
preenchida por elétrons (para o efeito Hall quantico inteiro ou outros efeitos Hall
quanticos). E, portanto, ele atua efetivamente para a TTB como um paréametro de
ordem para materiais que quebram a SRT no sentido de indicar se sdo |ITs conforme
os elementos citados.

Figura 23: Equivaléncia da primeira zona de Brillouin a um torus. As quatro
extremidades do retangulo viram um unico ponto na superficie do tous.

k!l
(u.mI_» _______ 4 (27,0)
k

Fonte: Adaptado de SHEN (2012, p. 212).

A equacgao acima ainda pode ser escrita como se segue usando o teorema de
Stokes,

1
Ch™ s f dk - oxp(K), (3.39)
T JaR

sendo que dR é o contorno da regido R.
O fator de fase da solucdo da eq. de Bloch € uma funcéo unica, como podemos
ver por (3.10), em R de maneira que o numero de Ch(™ deve ser um inteiro.
Seguindo a abordagem de Ando (2013), o numero total de Chern Ch de bandas

ocupadas para um isolante 2D é dado por,
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Ch = z Ch™, (3.40)
En<Ef
Junto desse aspecto conseguimos entdo relacionar a condutancia Hall
(transversal) ao numero de Chern tal que,

2

e
Oxy ==—Ch,  ChEL (3.41)

Um aspecto de extrema importancia é a transformacao de reversao temporal
da conexao de Berry e do campo de forga da conexao de Berry totais para as bandas

ocupadas como se segue,

Z A (k) — Z A (—k), (3.42)
En(Ef En(Ef

YRR — = Y FP(-k), (3.43)
En(Ef En(Ef

E por conseguinte, para o numero de Chern, usando (3.38) e (3.43),

1
Ch™ = — dk;dkF( (k), (3.44)
T Jzp_2d
1
ChW = — dk;dk; z FP ), (3.45)
T Jzp_24 EnlE,
1
Ch™ = — — dk;dk; Z FP(—k)|, (3.46)
T Jzp—2d EnlEy
Ch™ = —cp™), (3.47)

O que nos leva a Ch(™ = 0 e nos evidencia que Ch™ # 0 somente quando ha
quebra da SRT, e assim a quebra da SRT é necessaria para o numero de Chern

ser nao nulo e termos a existéncia do efeito Hall.
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3.1.1.5 Estados de borda e correspondéncia bulk-boundary

Da ideia apresentada quando lidamos com o efeito Hall Quéantico Inteiro vimos
gue os estados de borda propagantes podem ser entendidos como elétrons realizando
trajetérias semicirculares nas quais colidem com as bordas em uma frequéncia
aproximadamente ciclotron.

Halperin (1982) nos mostra que a propriedade topolégica no bulk do
material aparece nas bordas do material como estados metalicos que sao
protegidos topologicamente, além disso os estados de borda sédo localizados
dentro do raio aproximadamente ciclotron, mas sao estendidos ao redor do
perimetro da amostra.

Mesmo na presenca de desordem moderada os estados de borda
permanecem estendidos e continuam a carregar corrente pela amostra por serem
estados quirais — se propagam somente em uma diregcao e sao robustos contra
desordem devido a ndo termos “back scattering”, i.e., estados contra-propagantes
que possam causar espalhamento.

Nesses materiais temos o seguinte aspecto de interesse vital:

¢ Interior (bulk): temos uma estrutura de bandas com intervalos de energia;
e Contornos (bordas): sem intervalos de energia - é justamente a regiao da
interface onde o invariante topolégico muda.

A correspondéncia bulk-boundary nos diz que (HASAN; KANE, 2010) a
diferenga no numero de modos de movimento da direita e da esquerda (mudanca
do numero de Chern na interface) depende somente da estrutura topolégica dos

estados de bulk e ndo pode ser alterada,

An =n4; —n,, (3.48)

com An sendo a diferenga no numero de Chern pela interface.

Uma outra forma de ver isso é através de Hatsugay (1993). O invariante TKNN
foi definido originalmente em um sistema infinito sem bordas e a conduténcia é a
integral do numero de Chern sob a zona de Brillouin magnética, de forma que esse
invariante é descrito em termos das fungdées de onda do bulk. Ja nos sistemas com
bordas usamos o numero de enrolamento (winding number), n,, a fim de
determinar a conduténcia numa superficie de Riemann.

O principal resultado é que a condutancia da n-ésima banda preenchida é dada

por,
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2
oi* == [1(6) — 1(G-)] = ", (3.49)

onde I(C;) ¢ a vorticidade da banda de cima e I(C;_,) é a vorticidade da banda logo
abaixo. Vorticidade aqui € o nome que damos ao campo de vortices “criado” ao
escrevermos a integral sob a curvatura de Berry usando o teorema de Stokes,
i.e., como uma integral de linha em torno das superficies no caminho tomado
(FUNFHAUS et al., 2022), de forma que estamos contando o numero de

enrolamentos.

3.1.1.6 Polarizagéo elétrica e pump de corrente

A polarizagdo elétrica P € um conceito importante em eletrodindmica e é
definida como o momento de dipolo elétrico por volume em um material dielétrico e
refere-se a separacao relativa de cargas de sinal oposto, i.e., deformagao da nuvem
eletrénica de um estado de equilibrio a outro, devido a um campo elétrico externo ou
cargas livres no material.

Na evolugéo adiabatica ciclica considerando a 1° lei de Maxwell (NUNES, 2023)

e seguindo Shen (2012), temos que,

V-D=—p(b), (3.50)

onde D = ¢,E + P, sendo E o campo elétrico, P a densidade de polarizagéo e o termo
p(t) é a densidade de carga dependente do tempo. Considerando o caso de um sélido
sem campo elétrico liquido da equagao da continuidade, d.p = —V-j. Assim,

reorganizando a equacéao anterior e colocando esses ultimos resultados,

V-(0p—J) =0, (3.51)

onde j € a densidade de corrente macroscopica. A densidade de polarizagédo na

evolugao adiabatica ciclica sera,

T
AP, =f Jadt, (3.52)
0

a equacgao acima é a base da teoria moderna de polarizagao e esta conectada a fase

de Berry, j, = oy€qpEp. Considerando o teorema adiabatico quantico (SHEN, 2012),

d:a, =0 (a, sao os autoestados instantaneos), i.e., no processo de evolugao
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adiabatica ciclica o sistema ao partir de um estado inicial permanecera no mesmo
posteriormente. No caso geral em que o vetor de parametrizagao possui a propriedade
d:R(t) = 0 e na introdugcdo de um campo elétrico externo, o calculo da corregéo
quantica dos estados ira cair no calculo da velocidade média. Entdo, a velocidade
transversa anémala (proporcional a curvatura de Berry) sera dada por (SHEN, 2012),

1
vn(q) = 7 VqEn(q) = Qg7 (3.53)
onde
'Qt(;,lt) =1 ((unn| Orun) — (atunlvqun))' (3.54)

de forma que da velocidade an6mala obtemos,

T m
_ PN ()]
APO_, =e Z . dt - Wﬂqwt. (355)

n=todas as bandas ocupadas

O que como relata King-Smith e Vanderbilt (1993) em seu trabalho sobre teoria
de polarizacao dos sélidos cristalinos, quando relacionado as fungdes de Wannier ao
considerarmos todos os centros de carga dos estados de Wannier, a polarizagéo é
dada por,

P=——ddk-Ak 3.56
—— o dk- AGK), (3:56)

i.e., 0 deslocamento desse centro de carga.

O pump (bombeamento) de corrente de Thouless sdo bombeamentos
quanticos que permitem a passagem de carga de maneira quantizada na evolugao de
um ciclo adiabatico que varia de forma lenta no tempo. O transporte de carga no caso
de sistema topoldgicos € quantizado e determinado pela topologia do ciclo de
bombeamento (CITRO; AIDELSBURGER, 2023). Para um IT 1D no caso de uma

evolugao ciclica adiabatica temos (SHEN, 2012),

Hk,t+T)=H(k,t), (3.57)

assim, a carga bombeada é sempre um inteiro e definido como um invariante

topologico que conhecemos como polarizagao elétrica,
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AP = = 55 [A(k, t) — A(k,0)] dk = AP = nea, (3.58)
21

onde n é o numero de Chern da banda ocupada, e € a carga eletrénica e a é a
constante de rede.

O famoso argumento de Laughlin (LAUGHLIN, 1981; NAKAI et al., 2017) é
construido a partir de uma fita de metal 2D em forma de lago de comprimento L que é
sujeita a um campo magnético H, normal a sua superficie. Tomando entdo um gas de
elétrons 2D que é descrito a partir do Hamiltoniano H = (1/2m)[p — eA]? (ver
apéndice) onde o termo & = p —eA é o chamado pseudo-momentum. A partir do
processo adiabatico em que um fluxo magnético quantico ¢, = 2mh/|e| é passado
pelo comprimento do cilindro o potencial vetorial muda da seguinte forma: A — A +
(2mh/|e|L, 0). O Hamiltoniano retorna a uma forma equivalente devido ao uso de um
gauge simétrico que mantém o sistema invariante de calibre. Entretanto, durante a

insercao do fluxo ha transporte liquido de carga de uma borda a outra do sistema.

Figura 23: llustragao da configuragdo do argumento de Laughlin.

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.1.1.7 Topologia das bandas Z2

A partir da consideragdo da simetria no Hamiltoniano obtemos fases
topoldgicas diferentes (em até 3 dimensdes) dos estados de efeito Hall Quantico como
coloca Ando (2013). Assim sendo na presenga de SRT:

e Em 2-D: Fase spin Hall quantico (modelo para o 2-D Quantum Spin Hall
Insulator, i.e., Isolante Topoldgico 2-D);
e Em 3-D: Isolante topologico;
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Partindo de um modelo de duas bandas que possui a SRT e que formam um
par de Kramer, os invariantes topoldgicos serdo associados aos estados de Bloch e
por consequéncia esses serao os invariantes Z, de Fu-Kane. A fim de calcular esses
invariantes tomaremos um sistema 1D com constante de rede a e com estados de
Bloch dados por |u,(k)) e |u,(k)). Além disso, considerando que os parametros de
banda mudam com o tempo e nos retornam aos valores originais em t = T, de forma
que o Hamiltoniano de Bloch é periédico no tempo com periodo T, e possui as

seguintes propriedades

H(t+T)=H(t), (3.59)

H(—t) = 0H(t)071, (3.60)

porém, King-Smith e Vanderbilt com sua moderna teoria da ferroeletricidade nos dizem

que a polarizacdo de carga sera dada pela integragcdo da conexao de Berry dos
estados ocupados sobre a ZB. Em nosso caso,

™ ACK)

—TT

A contribuicdo de cada banda pode ser escrita como,

(T ay(k) o
Pp = f 76”( (l = 1,2), (362)

-7

devido a A(k) = tr(a). A polarizagao de reversao temporal € definida como

P9:P1_P2, (3.63)

que nos retorna a diferenca de polarizacdo entre as bandas de spin-up e spin-down,
ja que os estados de Bloch |u;(k)) e |u,(k)) formam um par de Kramer. O
Hamiltoniano que satisfaz (3.59) e (3.60) obedece a SRTemt =0et =T/2. Devido

a isso, no espaco de fase temos,

t=0= H(T) = H(0)
H(t+T)=H(t) = {t T <£> o (T) (3.64)

2 2 2
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Figura 24: llustragao do resultado da equacéo (3.64).

-\H“”g /w\ i
/ N\

Fonte: Elaborado pelo autor.

além disso,
E(T) = E(0), (3.65)
() -5(D) 3:66)

Além disso, considerando a SRT,

t=0= H(0) = OH(0)0?

H(—t) = OH()O! = T (_9 _on (Z) oot (3.67)

2 2

Figura 25: llustragdo esquematica do resultado da equacgao (3.67).

IrH( T/2 Y H(T/2)

N, o
N

Fonte: Elaborado pelo autor.
Para qualquer ponto k, com estados degenerados temos |u,(k)) = 0|u, (—k)).
Entdo,em t=0et =T/2,
Oluy (k) = —e~ 4R |uy (—k)), (3.68)
Oluy (k) = e My, (—k)), (3.69)

onde, e~X(=%) & um fator de fase. Levando em conta as relagdes anteriores a matriz

de reversdo w que € hermitiana é dada a partir de
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w = <_e—ix(—k) 0 ) (3.70)

A polarizagao da banda um, P,, vale,

T k 1 0 )
= J-_n a1;7(T )dk - %U_na“(k)dk +jo a11(k)dkl,
1 Vi
= 5| Aklans (40 + 011 b
1 (" 9
T fo dk [“zz(k) XU+ an(k)]

_ (ko 1 0 371
_L.Em<n—%u@—nn. (3.71)

O elemento de matriz w;,(k) € escrito como wi,(k) =e™* ¥ tal que

encontramos y (k) como,

x(k) =i logwy,(k), (3.72)

assim, inserindo esse resultado em (3.71) vem,

w2 (1)
wy2(0)°

Considerando que podemos escrever a polarizagao de reversao temporal como

P—jﬂdkt[k] | 3.73

Py = 2P, — F,, encontramos por fim,

(3.74)

[\/ wi2(0)2  wy,(m)

W12(0) le(n) .

O argumento dentro da fung¢do logaritmica € +1 ou —1, considerando que
log(—1) = im, entdo Py pode ser 0 ou 1, além disso se considerarmos o plano
complexo de 0 a 2 no espaco de fase entdo temos que que P, pode ser vista como
mod 2.

Podemos considerar o sistema descrito acima como 1D de forma que Py
representa a polarizagao dele nos instantes t = 0 e t = T /2, assim ao considerarmos

uma mudanca da polarizagao a funcao de onda |u,(k,t)) pode ser vista como uma
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funcdo que mapeia o espaco 2D (k, t) (torus) para o espago de Hilbert. A diferenca de

polarizagcao de reversao temporal (PRT) nos instantes acima é dada por

v="Py(t =T/2) — Py(t = 0), (3.75)
assim, o quanto um estado de Bloch muda de PRT é dado por,
D)V=| | — (3.76)
a=1 w1z (Ag)?

onde os pontos A, sdo os TRIM tomando a periodicidade em t. No caso geral de um

sistema de N bandas com funcdes de onda dadas por,

Ol (k) = —e PV (—k)), (3.77)
Ol (k)) = e"ixn® |y, (~k)), (3.78)

tal que a PRT € dada por

VO 77 o)
Pf [w(0)] det[w(n)]

Py = (3.79)

sendo Pf o Pfaffiano o qual é definido para uma matriz antissimétrica qualquer A e

esta relacionado ao determinante

Pf[A]? = det[4], (3.80)

no caso da matriz w,

Pf [w(Ag)] = win(Apdwss(Ag) ... WZN—1,2N(A0:); (3.81)

por fim o invariante topolégico v pode ser escrito como

y Pf W(Aa)
2 1_[ TV det[w(Ag) (3.62)

Esse invariante classifica o espaco de Hilbert em torcido v = 1 quando P, muda
e v = 0 trivial quando Py, ndo se altera. v = 1 implica no pump de spin de uma ponta
ao fim de um sistema 1D, também conhecido como pump de spin de Fu e Kane (FU;
KANE, 2006). Assim, no espacgo-k 2D quando v = 1 temos um isolante topoldgico e

quando v = 0 temos um isolante comum.
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O significado fisico por tras do invariante n&o trivial Z, & o aparecimento de
estados de superficie topologicamente protegidos que aparece devido a diferenga de
topologia de bandas entre dois meios e os estados de superficie sdo robustos contra
perturbacdes que mantenham a SRT.

O destacado anteriormente esta conectado ao fato dos pares de Kramers nos
estados de superficie “trocar os parceiros”, que é reflexo da PRT e que faz com que o
estado de superficie cruze o nivel de energia de Fermi dentro do gap do bulk (ANDO,
2013).

A extensao a sistemas 3D ocorre a partir do desenvolvimento por Moore e
Balents usando homotopia, que trata do estudo de deformacdes continuas em fungdes
ou caminhos, que existem quatro invariantes Z, para sistemas 3D. Fisicamente
tomando um sistema cubico com constante de rede a = 1. Tomamos entao seis planos
(mostrado abaixo) que contém quatro TRIMs A, os quais originam um invariante Z,
assim como para os materiais 2D.

Figura 26: Momenta invariante sob reversédo temporal A; (i = 1,2, ...) na zona de

Brillouin. (a) caso 2D e (b) caso 3D.

k2‘
3 Ay
A;

0[A; T[A, K

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Rotulamos os planos como x,, x;1, ¥o, V1, Zo € z; Sendo que podemos calcular
o invariante Z, para cada um deles. Porém, os produtos x,x;, vy, € Zyz; S&o
redundantes e fornecem o mesmo resultado do produto dos Pfaffianos nos oito pontos

TRIM na ZB, de forma que encontramos a equagao

8
XoX1 = YoY1 = ZpZ1 = na(Aa)- (3.83)

a=1
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Figura 27: llustragao dos pontos TRIM rotulados por A, em que « = 1 ...8. Planos
Xo, X1, Yo, V1, Zo € 2, Utilizados nos calculos dos invariantes Z, em materiais 3D.

A, Z Ay

Fonte: Adaptado de FAZZIO (2025, p. 8).

Podemos entdo, eliminar pelo menos dois invariantes Z, dependentes de
outros. A cada material em trés dimensdes pode ser associado um conjunto de quatro

invariantes Z,,

(Vo; V1V2V3), (3.84)

no qual o invariante v, é associado ao produto do Pfaffianos em todos os TRIM e é
utilizado na classificacdo dos ITs 3D em fracos ou fortes como veremos mais a frente.
Os invariantes (v;v,v3) podem ser interpretados como os indices de Miller para uma
dada dire¢ao do vetor A, no espaco reciproco.

Para materiais que possuem a simetria de paridade (chamada muitas vezes de
invers&o) também conhecidos como materiais centrossimétricos ainda & possivel
definir o invariante Z, de uma maneira mais simples como mostraremos abaixo. A

simetria de paridade nesses sistemas

Plr,o) =|—r1,0), (3.85)

veja o apéndice. Nos pontos TRIM

PHP™! = H, (3.86)

de maneira que os autoestados de Bloch nesses pontos também sdo autoestados do
operador de paridade. Da eq. (2.62) e (2.63), nas quais calculamos a curvatura de
Berry no modelo de duas bandas e seu trago tal que a curvatura de Berry do modelo

de duas bandas usando (3.30b) considerando que o modelo obedece a SRT

Qk) =V, x tr[A(K)]

=V, x A°(K), (3.87)
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que € a curvatura de Berry do vetor A°(k), além disso as simetrias de inversao e RT

quando aplicadas em Q(k) vem

Q(=k) = + Q(k), (3.88)
Q(=k) = _ k), (3.89)

assim como para o campo magnético, o que nos informa que a curvatura de Berry
do sistema é Q(k) =0V k € ZB. Tomando um calibre que faga Q(k) = 0 obtemos
entdo a seguinte matriz

v (k) = (U |POJuy), (3.90)

com as propriedades de ser antissimétrica e unitaria

]

De forma que a relagéao entre a conexao de Berry e a matriz v
[
E1:r[vakv] = Q(k), (3.93)
e que a partir de propriedades da unitariedade e do traco como tr[vtV,v] =
Vitr(logv) = Vilog[det(v)],
iV,
QO(k) = Tlog{det[v(k)]}

= iV, log Pf[v(K)], (3.94)

que colocando Pf[v(k)] = 1 obtemos Q(k) = 0.
Ap0ds os calculos dos elementos de matrizes da matriz w e de consideragdes

relacionadas ao operador 0

®|ui(Aa)) = fZi(Aa)lui(Aa))r (395)

wii(Ag) = &i(ADVij(Ag), (3.96)
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como o uso da propriedade w;; = —w;; # 0 e de que ¢; = &; = &, com n sendo o n-
ésimo par de Kramers no ponto TRIM A,,. Além disso, das propriedades do Pfaffiano,

encontramos,

N
600 = | [0, (3.97)
a=1

Portanto, para materiais que possuem SRT podemos definir entdo outro

invariante topoldgico que chamamos de Z, e que é definido da seguinte forma em 2D,

(~1)%e0 = 1_[ 6(A) = 1_[ ﬁ[wm (3.98)
a=1

a=1n=1
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3.1.2 Teoria Topolbégica de Campos (TTC)
3.1.2.1 Teoria Basica

A teoria topoldgica de campos (TTC) se concentra na formulagéo de teorias
efetivas dadas por Hamiltonianos de baixas energias, assim sendo essa € uma teoria
interagente para tratar os isolantes topoldgicos. A TTC como toda teoria de campos é
definida a partir de uma acgao efetiva dada por,

Sefetiva = Smaxwetr + So, (3.99)

onde o primeiro termo da direita € o termo referente a acdo da teoria de Maxwell e que
€ dado por,
3 1 uv
SMaxwen = | dtd rEFqu ) (3.101)

e o segundo termo € devido a topologia e é conhecido como termo-6. Os termos F,,

e F*V sdo os tensores de campo eletromagnético. Esse termo acima é escrito como,

2

Oe
59 =]dtd3T

E-B—jdtd3 ba
Amt2hc N r

277 € FuvFoe (3.102)

Em sistemas de matéria condensada os aspectos que captam atributos
universais do sistema tratado sdo os chamados paréametros de ordem e veremos

como que eles aparecem no caso da TTC. O termo a € a constante de estrutura fina.

3.1.2.1.1 Teoria de Chern-Simons em (2+1) D

Em (2+1) D temos duas familias de isolantes de Chern (Ql et al., 2008):

e Familia 1: caracterizada pelo primeiro numero de Chern tal que, C, €Z e
simetria n&do necessaria, com principais propriedades sendo a presenca do
efeito Hall quantico e anomalia axial nos contornos. Sua densidade
Lagrangiana é,

C
L= ﬁAﬂewpavAp, (3.103)

e Familia 2: caracterizada pela segunda paridade (do numero) de Chern tal que,
N, = N3[hy,h] € Z,, com simetria de reversao temporal necessaria e
propriedades fisica sendo — efeito Hall quantico de spin, metade da carga na
parede de dominio de anti-fase no contorno. Sua densidade Lagrangiana &,
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1
L= A,eP0,0,. (3.104)

nessas equagbes acima os termos A4, e A, s&o campos externos e (), € um vetor
potencial de calibre. A teoria de Chern-Simons em (2+1) D (S eq. 115) possui a

seguinte acao efetiva a qual captura todos os aspectos da fisica de baixas energias,

C
Sez41)p = ﬁ j d%x f dt A€, A,, (3.105)

isto é,
1 2 uvt
Sop = - d%x dt e*V"A,0,Q,, (3.106)

que € a forma independente de parametros. O termo Q. (Q = QQ,Q(,,) € um vetor

potencial de calibre dado por
Q, = 00,60 +Q,0,00. (3.107)
Além disso C; é dado por,

C_n d3k
17 3) (2n)3

Tr[e*? (69,67 1)(6a,6~1)(Ga,G™1)], (3.108)

com G (k) = G(k, w) é afungao de Green de particula Unica com tempo imaginario. No
presente caso, essa € a fungdo de Green de um isolante topoldgico interagente e

uvp = t,x,y. Para o limite ndo interagente (TTB) encontramos,

1
C, = %f dkxfdkyfxy(k) €Z, (3.109)
€ possui o0 seguinte Lagrangiano,

2k Ch
L=— Ebue’”’lav(al — A5%) + Eemauaval. (3.110)

onde a,,a,,a, sao vetores de calibre da fase de Berry. A corrente nesse caso sera

dada por,

1
JjH = %e’“’pavﬂp. (3.111)
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3.1.2.1.2 Teoria de Chern-Simons em (3+1) D

Em (3+1) D (S eq. 80) a teoria de Chern-Simons nos diz que a ag&o € dada por

a
Si+1)p = mj d3x dt 0(x, t)e””pTF;wE,T(x, t), (3.112)

ou ainda

1
S3p =7 f d3x dt €MV P;(6(x, )3, Ayd,A;. (3.113)

Tomando a variagao do funcional S3p[4, 8] vem,

1
6S3p = j# = EG”UJTGHPgaaAT. (3.114)

Em (3+1) D o isolante topoldgico pertence a familia 2. Esse isolante é
caracterizado pela segunda paridade (do numero) de Chern, Ny = (—1)¢lhohl € 7,
com propriedades fisicas: metade do efeito Hall quantico nos contornos e efeito
termoelétrico. A simetria necessaria € a de reversdo temporal. Seu Lagrangiano é

dado por,

1
L= Pt 70, A,0,Ar. (3.115)

O Lagrangiano geral no qual incluimos o termo eletromagnético é dado por,

0 1
L = —bﬂve‘”’lpav(ap - Azx) + @e”“paﬂavalap - ngszVflw' (3116)

No caso dos isolantes 3-D o parametro 6 que esta encapsulado no termo de
polarizagdo P; estabelece uma distingdo clara entre eles de forma que podemos
chama-lo de um parametro de ordem. No caso dos que possuem simetria de reversao
temporal com 68 =  sao ITs e para § = 0 sao isolantes comuns. No caso dos isolantes
que possuem quebra de simetria de reversao temporal para 8 = m temos os chamados

isolantes axion e para 6 arbitrario temos os isolantes magnéticos.
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Figura 28: llustragao da classificagao dos isolantes 3D respectivamente a existéncia
ou nao da simetria de reversao temporal e do valor do parametro 6. Do lado
esquerdo materiais com quebra de simetria de RT e do lado direito materiais que
respeitam a SRT.

Three-dimensional insulators

with time-reversal symmetry with broken time-reversal symmetry
Topological insulators Normal insulators Axion insulators Magnetic insulators
O=nm =0 O=n 0 = (arbitrary) «c M
(with “effective” Dynamical axion field
time-reversal symmetry) 00(r, 1) o< SM(r, 1)

Fonte: Reproduzida de SEKINE; NOMURA (2021, p. 2). Licenciado sob Creative Commons
4.0 (CC BY 4.0).

Figura 29: Tabela com o sumario de algumas das principais propriedades dos
isolantes topoldgicos. Resumo das propriedades dos isolantes topoldgicos. Nas
Lagrangianas efetivas, os indices «,3,...=0,1, i,j,..=0,1,2, u,v,.. = 0,1,2,3 e
a,b,..=0,,..,4. O vetor a;(a,, etc.) representa o potencial de gauge associado ao
campo eletromagnético externo, enquanto A; representa o potencial de gauge
associado a conexao (fase) de Berry. As letras C e Tdenotam, respectivamente, as
simetrias de particula-buraco e de reversédo temporal.

Dimensao Nimero Quantico Teoria Efetiva Exigéncia
Topolégico de Simetria

1° Numero de Chern C; € Z L ‘)—‘ Aue"Po, A, Nao exigida
T
1+1 1° Paridade de Chern N, = (~1)Cy[Hoh] € Z; L= Plfi“’(?uAv (0]
0+1 19 Paridade de Chern No = N, [, h] € Z; L = Tr[a0] C
4+1 2° Numero de Chern C, € Z I = )(4 22,6000, 7,05 Ar Néo exigida
Familia 2 3+1 2° Paridade de Chern = _p, eMvaty A 9. A T
Nz = (=1)Ca[ho,h] € Z, ar” ° (oAl
2+1 2° Paridade de Chern = 118 A EHvPR,0, T
Ny = N3[ho,h] € Z; 27

Fonte: Elaborado pelo autor, com base em Ql, HUGHES e ZHANG (2008, p. 34).

Onde as propriedades fisicas para os respectivos ITs é:

1. Familia1
a. lIsolante 2+1 D: Efeito Hall quantico e anomalia axial no contorno;
b. Isolante 1+1 D: Metade da carga no contorno;

2. Familia2
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Isolante 4+1 D: Efeito Hall quantico 4D e anomalia quiral nos contornos;
Isolante 3+1 D: Efeito Hall quantico e efeito TME;

Isolante 2+1 D: Efeito Hall quantico de spin e meia carga de anti-fase na parede
de dominio do contorno.
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3.1.3 Isolantes Topoldgicos

Isolantes por definicdo sdo materiais que ndo conduzem corrente elétrica, no
caso de isolantes topologicos estes sédo solidos 2-D ou 3-D que possuem o bulk
(interior) isolante, que no caso tem estados totalmente abertos ou “fully gapped states”
(HASAN; KANE, 2010; NASTASE, 2017), entretanto a superficie (bordas) é condutora
(TKACHOQV, 2022). Outra maneira atraente de os definir parte de que s&o isolantes
eletrénicos, mas que a estrutura de bandas € caracterizada por um invariante
topoldgico que em geral € quantizado em multiplos inteiros (FRADKIN, 2013).

Esse aspecto unico presente nesses materiais pode ser compreendido através
das propriedades da transformacgao relacionadas a reversdo temporal e mais
caracteristicas que elucidaremos aqui. Eles ndo possuem em suas caracteristicas
principais nenhum analogo classico de maneira que devemos analisar aspectos
quanticos a fim de compreendermos como funcionam efetivamente.

O inicio da investigacao de fases topologicas da matéria se da efetivamente no
ano de 2005 (apesar de o inicio da pesquisa tedrica acontecer a partir do modelo de
Haldane para o grafeno de 1988 (HALDANE, 1988). Trabalhos anteriores
extremamente importantes de Thouless, Haldane e Kosterlitz na predigao do efeito
Hall quéntico anbémalo e a seguir com a publicagao dos artigos de Kane e Mele (2005)
e Fu e Kane (2006), os quais identificaram materiais isolante Hall 2D de spin com as
bandas nao-triviais.

O conceito de isolante topolégico foi atribuido a essas duas classes de
materiais - efeito hall quantico anbmalo e materiais isolantes de spin Hall e apds
estendido aos materiais 3D isolantes nao-magnéticos, chamados de isolantes
topoldgicos fortes ou fracos (preditos na liga de Bi,_,Sb, por Fu e Kane em 2007)
(VANDERSBILT, 2018).

3.1.3.1 Isolantes 2-D

A fim de falar dos isolantes topolégicos 2D precisamos tratar brevemente sobre
a equacao de Dirac. No limite n&o relativistico ela se torna a opgao viavel na descrigao
de muitos ITs pelos mesmos possuirem a interagdo spin-6rbita e essa ser uma
consequéncia da eq. de Dirac nao relativista (WINKLER, 2003).

Outro aspecto importante € que os Hamiltonianos que descrevem os ITs 2D e

3D possuem a mesma estrutura matematica que a equacao de Dirac. A equagao de
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Dirac que é usada em altas energias descreve elétrons e pdsitrons enquanto no
contexto aqui apresentado ela é usada na descricdo dos elétrons das bandas de
conducéo e valéncia, sendo o espectro positivo para elétrons e o negativo para
buracos, nos materiais semicondutores. De maneira geral como estabelece Shen

(2012) cada isolante topolégico é governado por uma equacgao de Dirac.

3.1.3.1.1 Férmions de Dirac e a conexado com baixas energias

Em 1928 Dirac apresentou sua equacao relativista da mecanica quantica dada

por
H=cp-a+mc?p, (3.117)
onde
0 o
a= (6 0), (3.118)
H2x2 O )
= , 3.119
p=(5 (3.119)
e satisfazem,
a? =p% =1, (3.120)
aiaj = —ajai, (3121)
aiﬁ = —,Bai. (3122)

Essa equacéo respeita a SRT de forma que temos tanto solugdes positivas
quanto negativas. A relagéo energia-momento e as solugdes em trés dimensdes séo
escritas como,

E? =m?2c? + p%c* (3.123)

E, = £ym?c? + p3c?, (3.124)

tal que temos duas solugbes com energia positiva E, que s&o para o elétron com spin-
up e spin-down, e as solugdes com energia negativa E_ para o poésitron com spin-up
e spin-down. A principal diferenca reside no fato de que a equacao que define os
isolantes topolégicos terem um termo quadratico de corregédo de forma a fazer ela ser

distinguivel topologicamente, na equacédo de Diirac dada em (3.117) permanece
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invariante sob as transformagbées m — —m e f — —f, de forma a nao se ter distingao
entre particulas com massas positivas e negativas.

A equacéo de Dirac para ser usada na descrigado de fases topoldgicas necessita
ter atribuida a ela uma espécie de vacuo adicional como referéncia, algo que é
desnecessario quando se leva em conta que a existéncia de estados ligados devem
ser uma consequéncia fisica da estrutura de bandas em I[Ts. Dessa maneira na
descrigcdo de isolantes topoldgicos sdo usadas equagdes de Dirac com termos de
corregdo e que levam em consideragado aproximagdes de segunda ordem e ordens
mais altas.

Nos modelos 2D que trabalharemos mais a frente lidaremos com Hamiltonianas
de Dirac sem correcao e de primeira ordem porque estas ja serao suficientes para
evidenciarem boa parte das propriedades e efeitos dos isolantes topoldgicos. E
importante lembrar que em matéria condensada substituimos a velocidade ¢ pela

velocidade efetiva do elétron que aqui sera usada a velocidade de Fermi vg.

3.1.3.1.2 Modelo de Bernevig-Hughes-Zhang (BHZ)
O modelo de Bernevig-Hughes-Zhang (BHZ) (BERNEVIG; HUGHES; ZHANG,

2006; ANDO, 2013) se configura como o modelo teérico que levou a descoberta do
primeiro IT 2D, motivado pelos pogos quanticos do semicondutor CdTe/HgTe/CdTe
onde os orbitais s e p das bandas invertem no ponto k = 0 como fungao da espessura
da parede, i.e., existe uma espessura (ou largura) critica a qual ocorre a transicao de
fase topoldgica.

Nesse modelo préximo ao nivel da energia de Fermi temos o aparecimento de

dois orbitais: dois orbitais s e dois orbitais p,,—3,,. Assim, temos quatro bandas: |s, T),
Is, 1), |px + ipy, 1) € P — ipy, ). Devido ao bulk do HgTe cristalizar na estrutura ctbica

de blenda de zinco de forma que na descrigdo do modelo podemos nos ater a uma
rede quadrada 2D com dois vetores ortogonais a; e a,, tal que o Hamiltoniano na

base de quasimomentum é dado por,

5
HK) = dy (k) + Z d, (k)T (3.125)
a=1

onde temos os seguintes coeficientes
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€;+ €
do(k) = ¥ — (tgs — tsp)(cos k-a,+cosk-a,), (3.126)
d;(k) = 2tg, sink - ay, (3.128)
d4(k) = 2ty sink - aq, (3.129)
€, — €
ds(k) = ¥ — (tgs + tsp)(cos k-a,+cosk-a,). (3.130)

onde tg € tg, sdo termos de hopping. Ja I' sdo matrizes de Dirac dadas por

/0 s

ri = <Si f)l) i=xy,z (3.131)
0 —il

r = (i]l . ) (3.132)

rs = (g _OH) ~ 1. (3.133)

No caso IT1 = I'> devido a ao orbital s ser par e o orbital p ser impar. E possuem

a seguinte propriedade de simetria,

e quando a = 1,2,3,4

an-1 —
orte— = { re, quandoa =5 '’ (3.134)
—re quando a = 1,2,3,4
a —1 — ) ) ) )
[ren—* = { re quando a = 5 (3.135)

O espectro energético é dado a partir de

E(k) = dy(k) + /Z dz (k). (3.136)

Devido ao termo I'> ser par sob a SRT e sob a inversdo, considerando um ponto

TRIM A;, o sistema pode ser escrito da seguinte maneira

lembrando se ainda que o teorema de Kramer estabelece que no ponto A; os estados
Is,T) e |s, L), e |px + ipy, 1) € |py — ip,, 1) sB0 degenerados. Lembrando também da

paridade desses estados e denotando-os como (+) e (—), para os orbitais s e p,
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respectivamente. Os autovalores do Hamiltoniano H(k = A;) para esses estados é

dado entao por

(+1H(k = AD|+) = (+|do(ADI+) + (+|ds(ADT3|+) =

+1 t1

= do(A) (+114) + ds(A) (+IT°|+) = E, (3.138)

(—IH(k = A=) = (=Ido(ADI]=) + (=1ds(ADT®|—)

+1 -1

= do(A) (—111-) +ds(A)(~IT°|-) = E_. (3.139)

Temos entdo dois casos possiveis,

> 0= E, > E_,estado ocupado | —),6(A;) = —1

< 0= E, < E_,estado ocupado | +),6(A;) = +1" (3.140)

ds(Ay) = {
e, portanto,

8(A;) = —sgn[ds(A))], (3.141)

se os vetores de base tiverem médulo de r, os TRIM serdo dados por: (0,0), (0,1), (1,0)
e (1,1). Por fim, ao levarmos a equacgéao de d: (k) nessa ultima obtida a consideracao

topolégica do modelo de 4-bandas é dada a partir de

. {> 4(tss + tsp)
TP <4t Hty)

No primeiro caso § < 0 para todos os A; tal que v = 0 e temos um isolante

(3.142)

trivial. Como E, > E_ o orbital s fica acima do orbital p o que é o comportamento
eletrénico de um isolante comum. No segundo, por outro lado, § > 0 parak =0e § <
0 para os demais A;, que nos levaav = 1, e assim temos um isolante topolégico. Aqui
a inversao de bandas ocorre somente em um numero impar de TRIMs na ZB. No
efeito Hall quéntico de spin isso se constitui num numero impar de pares de Kramer

cruzando o nivel de energia de Fermi.

3.1.3.1.3 Isolante de Chern ou isolante Hall quantico anémalo (IHQA)

O modelo mais simples de isolante topoldgico que trataremos nesse trabalho é

o chamado isolante de Chern, o sistema mais elementar desse tipo de isolante € um
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sistema 2-D de Dirac, nesse ponto seguiremos a abordagem feita por Tkachov (2022).

O Hamiltoniano mais simples para o sistema descrito €,

H(k) = Z d;(k) - o, (3.143)
i=1

com d; (k) = hvgk,,dy(k) = hvgk,, d3;(k) = m. Onde o; s&o os vetores-matrizes de
Pauli, vz € m sdo a velocidade, mais especificamente é a velocidade de Fermi, e a

massa da particula, respectivamente. Seguindo vem,
H(k) = (hvgky, hvgky,m) - (oy, 0y, 0;)

H(k) = hwp(kyo, + ky0,) + mo,. (3.144)

Os autoestados e autovalores do Hamiltoniano vem da equacgao

Eyp(k) = d;i(k) - o,9p (k) = +/ (hvp)2k? + m2(@(k) - a)ip(k), (3.145)
com u(k) =d(k)/|d(k)|]. O termo u(k)-o é chamado de matriz de spin ou
simplesmente helicidade. A partir do uso de coordenadas esfeéricas (p, ¢, 8) com (k, =
kcos(p), ky = ksin(p),ux = (uycos(¢),usin(¢),u,)) pode-se encontrar o espectro

energético dado por:

EY(k) =/ (hvp)2k? + m2syp(k) — E(ks) = sy/ (hvg)2k? + m2,  (3.146)
onde s sdo os autovalores reais dos autoestados da helicidade e que na equagao

anterior sdo dados por:

e s = +1: bandas de condugao;
e s = —1: bandas de valéncia.

O termo de massa presente na equacgédo anterior faz com que um gap de
energia de AE = 2m se abra no ponto de Dirac k = 0 entre as duas bandas

(conducgao e valéncia)

E(k = 0) = +/m? = E(k = 0) = +|m|. (3.147)

Para ver o estado de borda de maneira mais ilustrativa podemos usar a

seguinte equacgao de Dirac,

EY(x,y) = [—ihvp (0,05 + 0,0,) + ma, | (k), (3.148)
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num semi-espaco 2D com as seguintes condigdes de contorno

—esy=0Y (3.149)
—o<x <o
Assim, supondo uma solugao da seguinte forma,
P(x,y) = Petkxty/A, (3.150)

i.e., uma onda plana (funcdo de Bloch), com A sendo um fator de comprimento que
esta relacionado diretamente ao decaimento exponencial da propagacao de estados
no bulk dado por uma onda se propagando ao longo da borda com vetor de onda k,.

O termo @ é um espinor que nao depende da posi¢cédo. Colocando (3.150) em (3.148),

hv
E® = hvpk,o,® + (—iTO'y + maz) D, (3.151)

onde ja eliminamos o termo e*x**¥/2_ A equacgéo anterior pode ser separada em duas
equacgdes acopladas (levando em conta que os estados de borda estao na diregao

X),
E® = hvpk,o,®, (3.152)

hv hv
(—lTO'y + maz) =g, (‘7(& + m) d =0, (3.153)

na ultima equagdo usamos o fato de que ioy, = g,0,. A partir de (3.153) podemos
encontrar o espinor @ e o fator de comprimento A. Considerando que ® seja um

autoestado de g, que satisfaca

0, ® = sgn(m) P, (3.154)

i.e., 0 espinor estara associado a massa dos estados de borda. Assim obtemos para

a equacao (3.153) e para o comprimento de decaimento os seguintes resultados

sgn(m)®
o\ = 0, ® +md|=0= —TSgn(m) +m=0, (3.155)
hvg
A=—L>0, (3.156)

ml
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Figura 30: (a) llustracdo esquematica dos estados de bulk e de borda de um isolante
de Chern. (b) Geometria do sistema. Por preferéncia consideramos m > 0, tal que a
quiralidade da borda vale sgn(m) = +1.

(a) Ilustracio esquemitica dos estados de bulk (b) Geometria do sistema
e de borda de um isolante de Chern

ESTADOS DE BULK

Banda de conducia
P

stk ik grpeado
& Chern=C=0
. J

P QAHE (2013)
Sy
S

Fonte: Figura da esquerda elaborada pelo autor e figura da direita reproduzida de
BANDYOPADHYAY; JOSEPH; NARAYAN (2024, p. 3). Licenciado sob Creative Commons
4.0 (CC BY-NC 4.0).

ESTADOS DE BORDA

Bulk gapeads
]

O requerimento para a existéncia dos estados de borda é que A1 seja positivo

que advém do fator de sinal sgn(m). Colocando (3.155) em (3.152),

E(k) = sgn(m)vphk,, (3.157)

A primeira propriedade da solucdo acima é de que ela é continua e pertence
ao intervalo —|m| < E < |m|, i.e., nao possui gap diferente dos estados de borda.
Além disso, a direcao da velocidade é determinada pelo sinal do termo de massa,
sgn(m), e se configura pela chamada quiralidade da borda que aparece devido a
quebra da SRT. Por fim, a ocorréncia de estados de borda sem gap pode ser explicada
pela inversdo da estrutura de bandas nas bordas. Considerando um estado y(x,y)

em y < 0 da transformagao de paridade encontramos

' (x,y) % ox P (x, —y), (3.158)
porém, essa copia espelhada do estado i (x, y) que foi estendida a y > 0 faz com que
a eq. (3.157) tenha uma mudanca no sinal de massa. Assim, a imagem espelhada
possui os ordenamentos do espectro de bandas de conducao e valéncia em posigdes
opostas. Nas bordas temos uma inversdo de bandas que é acompanhada pelo
fechamento do gap e como consequéncia o aparecimento de um estado de borda.
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3.1.3.1.4 Isolante topoldgico (Z, ou isolante Hall quantico de spin (ISHQ))

Os isolantes Hall quantico de spin de forma parecida aos isolantes de Chern
possuem um gap de banda no bulk, porém diferente do isolante de Chern, o gap se
abre sem a quebra da SRT. Esse isolante pode ser visto como dois modelos parecidos
aos de Chern no qual o “locking” de spin-momentum vai em dire¢des opostas para
spins opostos (figura abaixo) porém, cada sistema é descrito por um Hamiltoniano de
Dirac sem gap que possui a SRT (TKACHOV, 2022). Tomando entdo dois sistemas
2D na parte de cima e de baixo de uma placa 3D com um interior isolante, no limite
quasi-2D o sistema pode ser descrito como,

Figura 31: Imagem esquematica ilustrando do lado esquerdo o conjunto de isolantes
de Chern e do lado direito o efeito Hall quantico de spin.

By 2D topological
insulator

Fonte: Reproduzida de TKACHOV (2022, p. 8).

Hy(@r) =Eyp@), r=(xy,0), (3.159)
p=(Tor(edtod) Ao : (3.160)
Ao waF(axax + ayay)

As entradas diagonais do Hamiltoniano séo as entradas no espacgo real dos
subsistemas desacoplados c e b, sendo a escolha de sinais dada a partir da simetria
de inversédo na placa e o acoplamento entre os subsistemas dado por Ag,, com g,
sendo uma matrix unitaria no espaco de spin. A fungdo de onda quadri-componente

pode ser escrita

wcT (T)
l/)cl (T)
Ypr(r) |
PYpu (1)

Y(r) = (3.161)
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na qual a base de estados usada € a dos estados de cima (c) e dos estados de baixo
(b) cada um com duas componentes de spin. Quando consideramos A um parametro

real o sistema obedece a SRT,

THT ' =4, (3.162)
T = oyl 0 3.163
=7 o) (3163)

As solucdes de interesse sdo aquelas as quais decaem exponencialmente das
bordas, y = 0, para o interior do sistema: —oo < x < 00; 0 < y < co. Podemos escrever

entdo a densidade de corrente na diregao y,

- 0
i) = (7, ) (3.164)

= el (MY (1) — P (PP ()] +
Y1 (MY (r) — P ()P (M]3, (3.165)

com o requisito j, (x,y = 0) = 0, tal que encontramos a seguintes relagdes de contorno

na forma espinorial,

i
0 —iog
lxy =0)= (ia 0 )zp(x,y =0), (3.166)
y
de forma que,
TMT™* = M. (3.167)

A funcdo de onda transformada Ty (r) satisfaz as mesmas condi¢cdes de
contorno que Y(r), i.e., o sistema preserva a SRT. A partir da analise da estrutura de
bandas do bulk é possivel mostrar que o acoplamento A entra de maneira similar ao
termo de massa em um modelo de Dirac 4x4. Além disso, considerando o

Hamiltoniano apés uma transformacgao unitaria,

—ihvp(axax + ayay) + Ao, 0

, 3.168
0 ihvp(axax + ayay) — AO’Z> ( )

H'(r) =<

com o espinor dado por
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Yer (1) + Y1 (1) Ysr(1)
o _ L Y@ = () | _ [ Yau(m)
VO =5 0@ -t |~ | g | (3169

Yo (r) — Py (1) P (1)

onde s e a sdo respectivamente solugdes simétricas e antissimétricas dos estados de

cima c e de baixo b. Assim, no espacgo k

H'(l)yy' (k) = Ey' (k), (3.170)
B0 = (vpha : (l)c + Ao, Coho _Ok B Aa)' (3.171)

Tal que as solugdes para k = 0 sdo dadas por

Yst(k = 0) 0
8 para Eg = A, ¢a¢(’8= 0 ) para £,, = —A (3.172)
0 0
0 0

zpam(c) = () | Para far = —4, 0 para Eg, = 4, (3.173)
0 Y51k =0)

Essas energias sdo dos estados de fundo da banda de conducgao e do topo da
banda de valéncia no ponto k = 0. Além disso, temos um gap de energia de 2|A| entre
as bandas. Sob a inversao de sinal A» —A a estrutura de bandas muda de uma normal

para uma invertida. Quando k # 0 o resultado que obtemos é (TKACHOV, 2022)

Pt (k)
lpalo(k) para E**(k) = sgn(8)y/ (vpik)? + A2, (3.174)
0 1,2
0
l/)aTO(k) para E**(k) = Fsgn(8)y/(vphk)? + 42, (3.175)
Ysu(k)/ 5,

onde os termos 1,2 e 3,4 correspondem aos sinais + e +. Para k # 0 temos uma
mistura dos estados simétrico e antissimétrico. A partir da analise dos estados de
superficie é possivel mostrar que as solugdes, P(x,y) = Pe*>*¥/2  quando
normalizadas serdao dadas por (TKACHOV, 2022)
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1
1 |A| ik —
k) = ——— etkxx—lAly/hvr 3.176
-1
' |A
— [ 1) |2 ikex—1aly/hvp

Y_(k) 1 2hvpe ) (3.177)

-1

de forma que s&o estados de borda sem gap que esta relacionado a estrutura de
bandas invertida nas bordas. Além disso, os graus de liberdade do bulk sao reduzidos
na borda a somente o spin. Nessa classe de materiais temos um par de estados de
borda contra-propagantes com projegdes de spin opostas, que chamamos de estados
helicais e sao relacionados a partir da SRT

Y (k) = Ty, (k). (3.178)

Figura 32: Estados de borda em um isolante Hall quéantico de spin. (a) interface entre
o isolante topoldgico e um isolante ordinario. (b) dispersao dos estados de borda no
modelo do grafeno onde os estados de spin up e down se propagam em dire¢des
opostas.

Conventional

E Conduction Band
v=0
Insulator \/
a) b) + N\
Ef
—_— \\
< N\
W
Quantum spin
Hall insulator V=1 Valence Band
1

-n/a 0 k -n/a

Fonte: Reproduzido de HASAN; KANE (2010, p. 3053). Copyright © 2010 by the American
Physical Society.

3.1.3.1.5 Transicao de fase entre o isolante de Chern e o IHQS

Tomando o seguinte Hamiltoniano para o modelo quasi-2D de um isolante

magnético

vpho - k + mo, Aay, ) (3.179)

Ao —vpho - k + mo,

H(k) = (

onde Ag, € o acoplamento entre a superficie de baixo e a de cima, m é a

magnetizacao, que apds uma transformacgéao unitaria na forma diagonal fica
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Hao = (4 d‘(lg) o)

vpho -k + (m + A)o, 0 )

H) = ( 0 —vpho -k + (m—A)o, (3.180)

diferente da magnetizagdo m o termo de energia A tem sinais opostos nas diagonais
de forma a termos um mecanismo de invariancia de RT para gerar o gap de banda.
As diagonais da equacao correspondem a dois isolantes de Chern com diferentes
termos de massa m + A devido a presenga de competigao dos termos de gap. O valor
para o numero de Chern sera (TKACHOV, 2022)

n= %[sgn(A —m) —sgn(A+m)], (3.181)

_ {11, |m| > A (IAHQ) (3.182)

0, |ml<A(SHQ)

Figura 33: Imagem esquematica do diagrama de fase para um isolante topolégico
2D. Nesse temos duas fases topoldgicas distintas: isolante Hall anénamlo quantico e
o isolante Hall quantico de spin.

Fonte: Reproduzido de TKACHOV (2022, p. 80).

Além disso, a partir do estudo das bordas também podemos encontrar os

seguintes resultados usando (3.156) e (3.157), com m' = m + A,

A, = 3.183
e (5189
E;(k) = vghk sgn(m £ A), (3.184)

onde k = |k|, param e A positivos, por exemplo, temos o caso de m > A, com solucéo,

E.(k) = vghk, (3.185)
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que corresponde ao IHQA no qual temos um unico modo de borda quiral formado a
partir dos dois subsistemas isolantes de Chern com estados de borda quirais se

propagando na mesma dire¢do. Quando m < A, encontramos a solugéo,

E.(k) = tvphk, (3.186)
gue nada mais s&o que o par de estados helicais se propagando em dire¢des opostas
no IHQS. Por fim, quando m = A, encontramos

E, (k) = vphk, (3.187)

que é o regime de transi¢cao de fase entre o IHQA e o IHQS. Tal que um dos estados

de borda de um dos subsistemas de Chern é perdido se espalhando pelo bulk.

Figura 34: Imagem esquematica representando os estados de bordas em trés casos
distintos. (a) IHQA, (b) IHQS e (c) transi¢ao entre o IHQA e o IHQS.

a) QAHI (m> A ) b) QSHI (m<A)
= '

Fonte: Reproduzido de TKACHOV (2022, p. 81).

3.1.3.2 Isolantes 3-D
3.1.3.2.1 Isolante 3D fraco

As versdes de dimensdao mais alta do efeito Hall quantico de spin sdo os
chamados isolantes topologicos 3D. Um isolante 3D é caracterizado como vimos a
partir de quatro invariantes Z, (v,; v;v,v;). De forma que em um cristal 3D temos T
pontos invariantes T} , 3 , na superficie da ZB onde os estados de superficie, quando
presentes, obedecem ao teorema de Kramer. Fora da regido desses pontos a ISO
some com a degenerescéncia.

O conjunto de pontos degenerados de Kramer formam pontos de Dirac 2D na

estrutura de bandas da superficie do material. Entre qualquer conjunto de pares I, e
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[, a estrutura da superficie de estados sera como na figura (36). Assim a quantidade
de vezes que a superficie de Fermi intercepta a linha que conecta o par de pontos I,
e [}, par ou impar, nos trara a informacgao da existéncia ou ndo de protegao topoldgica
dos estados de borda. No caso de ser par os estados serdo protegidos
topologicamente. As alternativas descritas anteriormente sao definidas pelos quatro
invariantes Z, dos estados de bulk (correspondéncia bulk-boundary).

Esses se constituem de duas classes de materiais, a primeira sdo os chamados
isolantes topologicos fracos e a segunda sao os isolantes topologicos fortes. Os ITs
fracos estdo relacionados ao efeito Hall quantico de spin 2D de maneira que podemos
enxerga-los como um conjunto de planos 2D contendo o EHQS colocados um em
cima do outro que pode ser interpretado como uma construgao similar para o EHQI
3D. Em sua superficie temos um continuo de pares de Kramer enquanto o bulk
permanece isolante.

Os indices (v,v,v3;) podem ser vistos como os indices de Miller que definem a
orientacdo das camadas. Além disso, de maneira diferente do caso simples 2D dos
estados helicais de borda, os estados de superficie ndo sao protegidos pela simetria
T.

Figura 35: Representacédo esquematica do isolante 3D fraco como um empilhamento
de isolantes Hall quénticos de spin 2D em (a) e a superficie do isolante topoldgico
pode ser considerada como uma bicamada (b).

Fonte: Adaptado de BANDYOPADHYAY; JANA (2020, p. 40). Licenciado sob Creative
Commons 4.0 (CC BY 4.0).
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Figura 36: Dispersao eletronica entre dois pontos de contorno degenerados de
Kramer. Em (a) isolante trivial e em (b) isolante topologico.

E [(a) Conduction Band E| (b) Conduction Band

T T

EF% &

Valence Band Valence Band

< > < >

k— I, I, k—s T

Fonte: Reproduzido de HASAN; KANE (2010, p. 3049). Copyright © 2010 by the American
Physical Society.

3.1.3.2.2 Isolante 3D forte

Por outro lado, os chamados isolantes topologicos fortes ndo podem ser
interpretados como descendentes das fases de isolantes de EHQS. Nessa classe de
materiais o invariante v, vale 1. Como esse invariante quantifica a paridade de vezes
que os pontos Kramer sao contidos pela superficie de Fermi circular que no caso dos
isolantes forte € um numero impar. O caso mais simples € Hg,erficie = —ihvpo -V que
possui um cone de Dirac, e que no caso de ITs os pontos de Dirac parceiros residem

em superficies opostas como pontua Hasan e Kane (2010).

Figura 37: Circulos de Fermi na superficie da zona de Brillouin para um isolante
topoldgico forte (acima) e isolante topoldgico fraco (abaixo). Para o caso mais
simples de isolante topoldgico forte o circulo de Fermi engloba um unico ponto de
Dirac.

v = 1 : Strong Topological Insulator

D
L/

v = 0 : Weak Topological Insulator

\/

Fonte: Adaptado de BANDYOPADHYAY; JANA (2020, p. 40). Licenciado sob Creative
Commons 4.0 (CC BY 4.0).
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3.1.3.3 Exemplos de ITs reais
3.1.3.3.1 Pogos de CdTe/HgTe/CdTe

Vimos na se¢do 3.1.3.1.2 o modelo BHZ que é o modelo tedrico que previu o
efeito Hall quantico de spin nas portas quanticas de telureto de mercurio, HgTe,
sanduichadas com a liga de HgxCd1-xTe. A descoberta experimental desse fen6meno
se deu com o trabalho de Konig et. al. (2007) no qual os pesquisadores desenvolveram
a amostra com baixa densidade e alta mobilidade dos portadores de carga. A
aplicacdo de uma voltagem externa tornou possivel os estados de condugéao
passarem do tipo n ao tipo p em um regime isolante.

Nessas estruturas os estados com energia proximo ao nivel de Fermi estao
confinados na camada de telureto de mercurio, HgTe, que esta paralela ao plano x-y
como na figura 38, além disso, a energia relacionada ao confinamento na diregao z é
quantizada. Os portadores de carga s&o livres para mover pela camada de HgTe de
maneira que se formam sub-bandas 2D (ASBOTH et al., 2016).

Trés situagbes de interesse surgem nas estruturas de portas quanticas no
regime isolante relativas a espessura d delas:

e d < 6.3nm-oregimeisolante apresenta baixa condutancia residual;

e d=d,=6.3nm-situagao de espessura critica onde temos uma
transicao de fase quantica isolante-metal;

e d > 6.3 nm-acondutanciaresidual aparece em platés da ordem de
2e?/h (independente da espessura da amostra que mostra ser devido aos
estados de borda e é destruida por um pequeno campo magnético
externo) para o regime nomeadamente isolante (topolégico).

Figura 38: llustragdo esquematica dos pogos quanticas de HgTe de espessura d,
sanduichados entre as camadas de HgxCdi-xTe. Os elétrons estdo confinados na
camada de HgTe.

TVg

Porta (metal)

Dielétrico (6xide)

Hg Cd, ,Te
(barreira)

t HgTe
(pogo quéntico)

Hg,Cd; ,Te
(barreira)

Substrato (ex.: CdTe)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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De forma que, na abordagem de bandas, a situagdo que ocorre
respectivamente, a espessura da camada de HgTe, € que quando aumentamos ela
até d < d., o sistema é um isolante trivial com um gap entre a banda de conducgao e
de valéncia. Conforme passamos a d = d., a sub-banda de condugao mais baixa e a
de valéncia mais alta se tocam de forma que o gap se fecha e o sistema se torna
metalico. Para d > d., o gap reabre com as bandas invertidas e o sistema se torna

um IT.

Figura 39: Representagdo esquematica do cone de Dirac em diferentes
configuragdes para diferentes valores de espessura de HgTe. Em (a) a espessura d
vale d < d. e temos um isolante trivial, em (b) temos um regime de transigdo com o

fechamento do gap quando d = d. e em (c) quando d > d,. temos um isolante
topoldgico com o gap reaberto e a presencga da inversao de bandas.

(a) E(k) (b) E(k) (c) E(k)

e

b

| I gap reaberto
J

Lo >k,

Yy

i N

d<d, d=d, d>d,

isolante trivial ponto critico isolante topolégico
(sem gap)

Fonte: Elaborado pelo autor, com base em ASBOTH et al. (2016).

3.1.3.3.2 Seleneto de bismuto (Bi2Ses), telureto de bismuto (Bi2Tes) e telureto de
antiménio (Sb2Tes)

O grupo de materiais Bi2Ses, Bi2Tes e Se2Tes estdo entre os isolantes
topoldégicos mais estudados. A topologia de bandas desses materiais obedece (1; 000)
e como propriedade estrutural eles sdo compostos de empilhamentos de trés

camadas quintuplas ndo equivalentes conectadas por ligagdes de van der Waals.
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Figura 40: Representacdo esquematica da geometria do seleneto de bismuto,
Bi2Ses. (b) Vista superior da geometria do seleneto de bismuto. (c) Representagao
das camadas quintuplas do Biz2Ses.
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Fonte: Reproduzido de ZHANG et al. (2009, p. 438).

O seleneto de bismuto, Bi2Ses, € um semicondutor com um gap estreito entre
as bandas de 0,3 eV. Esse material possui uma estrutura extremamente simétrica
entre as camadas quintuplas de Se(1) - Bi-Se(2) - Bi-Se(3). Ele é um isolante 3D com
forte interagao spin orbita e ligagcdes de Van der Walls.

Figura 41: llustragao da estrutura de bandas do bulk do (a) seleneto de antimdnio,
(b) telureto de antiménio, (c) seleneto de bismuto e (d) telureto de bismuto. Podemos
ver claramente como o seleneto de antimodnio ndo apresenta estados de borda
sendo, portanto, uma estrutura trivial enquanto os materiais em (b), (c) e (d)
apresentam estados de borda gapless e, portanto, sdo nao triviais.
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Fonte: Reproduzido de ZHANG et al. (2009, p. 441).

O telureto de antimoénio, Sb2Tes é outro IT bastante estudado na literatura e é

um material semicondutor com um pequeno gap entre bandas de bulk de
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aproximadamente 0.1-0.28 eV (THONHAUSER et al., 2003; MADELUNG, 2004;
BOUKAI; XU; HEATH, 2006; HSIEH et al., 2009).

Figura 42: llustragdo das estruturas de bandas do bulk e da superficie para o Bi2Ses
com cem portas quanticas e locking de momentum-spin no plano de projecao de
spin associado aos estados degenerados (a) €; e (b) &, para diversos valores de

momentum k no contorno de equi-energia dos cones de Dirac. Os estados de
superficie sdo ndo spin degenerados e sdo polarizados helicalmente. Medidas de
ARPES para o Bi2Ses

em trés cenarios diferentes de exposicao.
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Fonte: Acima adaptada de PERTSOVA, A.; CANALI, C. M. (2014, p. 8 e 16). Licenciado sob
Creative Commons 3.0 (CC BY 3.0). Abaixo reproduzida de Xia et. al (2009).

E importante citar o aspecto da inversdo de bandas que é uma caracteristica
fundamental no comportamento dos isolantes topoldgicos e consiste na troca da
ordem energética entre bandas de diferentes simetrias como na figura 44. Em um
semicondutor convencional, como o CdTe, a banda de valéncia possui carater
predominantemente (p) e paridade impar, enquanto a banda de condugao apresenta
carater predominantemente (s) e paridade par. Mas, em materiais como o HgTe,
devido ao forte acoplamento spin-orbita, essa ordem é invertida: a banda de carater

(s), originalmente associada a condugao, passa a situar-se abaixo da banda de carater



94

(p), que passa a ocupar a regido superior. Em outras palavras, os estados de menor
energia, originalmente associados aos orbitais (p), trocam de posigdo com os estados
de carater (s), resultando na inverséo das caracteristicas orbitais e das paridades das
bandas. Essa inversdo é consequéncia do forte acoplamento spin-6rbita e constitui
um requisito essencial para o surgimento da fase topoldgica, ja que essa caracteristica

esta relacionada a néo trivialidade do Hamiltoniano.

Figura 43: Geometria e estrutura de bandas calculada do Bi,Tes. (a) Vista lateral de
8 camadas quintuplas de Bi,Tez, com a definigdo da camada quintupla superior, da
camada quintupla inferior e da regido com comportamento de volume (bulk) da
estrutura. (b) Primeira zona de Brillouin da célula unitaria hexagonal, indicando o
caminho em k utilizado no calculo da estrutura de bandas. (c—e) Estrutura de bandas
calculada projetada sobre as trés diferentes regides da estrutura (camada quintupla
superior, camada quintupla inferior e regido de bulk), conforme definidas em (a). (f)
Campo de spin-orbita das bandas de Dirac da camada quintupla superior em torno
do ponto I'. A escala de cores representa o valor esperado da componente (s,),
enquanto as setas representam as componentes de spin no plano. (g—i) O mesmo
que em (c—e), porém a escala de cores representa, respectivamente, os valores

esperados das componentes de spin (sy), (s,) € (s;).
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Figura 44: Em (a) ilustragcdo esquematica da estrutura de bandas de um isolante
topoldogico em contato com o vacuo. Em (b) temos a representacéo dos orbitais
atdbmicos espacialmente.
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Fonte: Figura da esquerda reproduzida de OHTSUBO et. al (2022) e figura da direita
reproduzida de BRONDANI (2019).
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4 CONSIDERAGOES FINAIS

O problema de pesquisa partiu da seguinte pergunta: o que € um isolante
topologico? Na busca por responder a essa pergunta, na fundamentagao tedrica foi
apresentada a aproximagao de Born-Oppenheimer, que facilita os calculos de
estrutura eletrénica. Em seguida, tratou-se do teorema de Bloch, que descreve as
solugdes da equacgdo de Schrodinger em sistemas periddicos, evidenciando o papel
fundamental da simetria de translacdo, pois a demonstracdo baseia-se na
comutatividade entre o operador de translacdo e o Hamiltoniano do sistema. Nesse
capitulo inicial também foram abordadas a construgdo e o significado da rede
reciproca e da zona de Brillouin, que sdo importantes na descricdo das propriedades
eletrénicas dos sistemas cristalinos, uma vez que estao diretamente relacionadas ao
fendbmeno de difracado e a delimitacdo do momento linear dos elétrons. Além disso, foi
discutida a ocupacao eletrébnica das bandas de valéncia e conducdo em isolantes,
condutores e semicondutores, que sdo fundamentais para entender a diferenca entre
um isolante convencional e um isolante topologico. Ainda nessa etapa foi apresentada
a simetria de reversao temporal (SRT), como ela inverte o sinal da unidade imaginaria
€ que para sistemas eletronicos com numero de constituintes pares e impares, obtém-
se T?=1 e T? = —1, respectivamente. O valor de T? = —1 leva diretamente a
degenerescéncia de Kramers. Quando se lida com os estados de bordas dos isolantes
topoldgicos o numero de estados cruzando o nivel de Fermi se relacionara a paridade
do invariante Z,. Nessa construg&o ainda aparecem os TRIMs (time reversal invariant
momenta) que sdo pontos especiais dentro da ZB nos quais o Hamiltoniano comuta
com o operador de reversao temporal e que fundamentam matematicamente a
construgéo do invariante Z,.

No trecho seguinte é trado de forma breve, porém ilustrativa a classificagao
topoldgica baseada no numero genus g. E entdo, o teorema de Gauss-Bonnet que
estabelece a ligacado entre a geometria diferencial e a informacéao topoldgica de uma
superficie, conectadas através da caracteristica de Euler. Essa correspondéncia
fundamenta o conceito de invariante topoldgico, ja que transpde a nogao de robustez
geométrica para o cenario de estrutura de bandas.

Na ultima parte da fundamentacao sido apresentadas as conexdes entre

topologia e matéria condensada. S&o discutidas algumas variantes de interesse do
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efeito Hall. No efeito Hall classico (EH) a resisténcia Hall varia de forma linear com o
campo magnético aplicado. O EH anémalo ocorre na auséncia de campo magnético
externo, devido a magnetizacao intrinseca do material e a trés contribui¢cdes distintas:
deflexdo intrinseca (ligada a curvatura de Berry), deslocamento lateral e
espalhamento assimétrico, sendo que ocorre o surgimento de uma corrente Hall
andémala.

Por outro lado, no efeito Hall quantico inteiro (EHQI) a resisténcia Hall varia em
platds com o campo magnético externo, isto é, ela é quantizada em multiplos inteiros
do inverso do fator de preenchimento v. Nesse regime, os estados de bulk realizam
orbitas ciclotron fechadas, enquanto os estados de borda s&o quirais, 0 que é uma
manifestacdo direta da quebra da simetria de reversdao temporal. Na tentativa de
realizar o efeito Hall quantico anémalo (EHQA), surge o modelo simplificado (toy
model) de Haldane (rede de favo de mel) que possui um Hamiltoniano que descreve
um material ferromagnético contendo um termo complexo que quebra a SRT.

O toy model de Kane-Mele é a generalizagao do modelo de Haldane, porque
inclui o grau de liberdade de spin e € um par complexo conjugado de modelos de
Haldane. Ele constituiu uma proposta teodrica de abrir um gap no grafeno e possui a
propriedade de preservar tanto a SRT quanto a paridade. Esse modelo representou
uma das primeiras propostas de realizar o efeito Hall quantico de spin (EHQS),
caracterizado pela presenca pares de Kramer nas bordas e pelo papel do
acoplamento spin-6rbita como um campo magnético efetivo.

Outro conceito central desenvolvido ao longo da dissertagao foi a fase de Berry,
entendida como uma fase geométrica adquirida pela fungdo de onda durante a
evolugao adiabatica ao navegar pelo espago de estados em um ciclo. A partir dela,
introduziu-se a curvatura de Berry e o correspondente numero de Chern, definido
como a integral sobre a zona de Brillouin em 2D da curvatura de Berry. Esse invariante
topoldgico caracteriza a contribuicdo de cada banda de energia ocupada para
fendbmenos do tipo Hall quanticos.

Foram abordados o invariante TKNN, identificado como o primeiro numero de
Chern, e a correspondéncia bulk-boundary, segundo a qual as propriedades
topoldgicas do bulk do material manifestam-se nas bordas por meio de estados
metalicos topologicamente protegidos. Em seguida, discutiram-se a polarizagao e o
pump de corrente de Thouless, que estabelece que a carga elétrica transportada entre
as bordas durante um ciclo é quantizada e determinada pela topologia do ciclo de
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bombeamento. Ainda nessa parte apresentou-se o famoso argumento de Laughlin que
estabelece o fluxo de carga quantizado em uma fita metalica.

A construgdo do invariante Z, partiu de um modelo unidimensional com
Hamiltoniano periédico no tempo que, em conjunto com a teoria moderna da
ferroeletricidade, permite definir a polarizagcdo de reversdo temporal. A partir do
Pfaffiano, conduz a construgcéo do pump de spin de Fu e Kane. Em seguida, discutiu-
se a teoria topolégica de campos para materiais 2D e 3D pertencentes a familia All,
caracterizada pela preservagao da simetria de reversao temporal. Nessa abordagem.
foram apresentadas as acgdes efetivas, Lagrangianas e correntes correspondentes a
essas classes de sistemas.

Também foi introduzido o modelo tedrico BHZ, que serviu de base para a
descoberta do efeito Hall quantico de spin em 2007 nos pogos quanticos de HgTe.
Nesse modelo de quatro bandas existe uma espessura critica que faz ocorrer uma
transicdo de fase topologica. Além disso, foram apresentados os modelos
bidimensionais do isolante de Chern e do isolante Z,, com as respectivas solugdes
para os estados de borda e estrutura do bulk. Também foi discutido o regime de
transicao entre os dois sistemas. Para os sistemas tridimensionais, foram discutidos
os isolantes fortes e fracos.

Por fim, na secido dedicada aos materiais, foram apresentadas as propriedades
de alguns dos isolantes topoldgicos mais estudados na literatura. Inicialmente foram
discutidas as principais caracteristicas dos pogos quéanticos de HgTe, com énfase na
espessura critica nesse material. Na segcdo seguinte foram discutidas as principais
propriedades eletrénicas do seleneto de bismuto, telureto de bismuto e telureto de
antiménio.

Respondendo a pergunta inicial, um isolante topolégico é uma classe de
materiais que apresentam o bulk isolante e estados de borda (ou de superficie)
protegidos topologicamente. Esses estados podem ser quirais, quando ha quebra da
simetria de reversao temporal, ou helicais, quando essa simetria & preservada. Em
geral, esses materiais apresentam forte acoplamento spin-6rbita e seus modelos
efetivos de baixa energia sdo de forma frequente descritos por Hamiltonianos do tipo
de Dirac. Essas propriedades decorrem de uma estrutura de bandas topologicamente
nao trivial que é caracterizada por invariantes topoldgicos que distinguem diferentes

fases da matéria. Dessa forma, essa classe de materiais pode ser descrita tanto pela
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teoria topolégica de bandas quanto pela teoria topolégica de campos, evidenciando a
profunda conexao entre topologia, mecanica quantica e matéria condensada.

O problema de pesquisa se constituiu em compreender os principais
mecanismos das teorias gerais que caracterizam os isolantes topoldgicos e lidar de
forma didatica com os fenbmenos e modelos motivadores desses materiais. Nessa
perspectiva os modelos motivadores foram tratados de maneira ilustrativa e com as
propriedades principais evidenciadas.

O presente estudo possui como limitagcéo o fato de abordar os sistemas apenas
do ponto de vista tedrico, de modo que uma investigagdo computacional deixaria o
trabalho ainda mais abrangente. Além disso, ndo foram considerados Hamiltonianos
do tipo Dirac que incorporam corre¢des de ordem superior. Apesar dos materiais reais
serem descritos por Hamiltonianos mais complexos, as aproximagdes de primeira
ordem empregadas nos modelos 2D se mostraram suficientes para ilustrar os
principais efeitos fisicos e propriedades topoldgicas discutidas ao longo da
dissertagao.

Como perspectivas para trabalhos futuros, pretende-se desenvolver
simulagées computacionais de isolantes topolégicos usando softwares de simulagéo
computacional como o Quantum EXPRESSO e estudar como se comportam as
propriedades magnetoelétricas conforme perturbamos o sistema. Espera-se, assim,
que esta dissertagcdo contribua para a compreensao dos principais fundamentos
fisicos e matematicos dos isolantes topologicos, servindo como material de apoio para

estudantes e pesquisadores interessados nessa area de pesquisa.
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APENDICE A - TRANSIGOES DE FASE E QUEBRAS DE SIMETRIAS

Uma fase pode ser definida como uniformidade das propriedades fisicas de um
dado sistema de interesse em escala macroscépica (NISHIMORI; ORTIZ, 2011). Ja
uma transicdo de fase € uma mudanga entre diferentes tipos organizacionais da
uniformidade do sistema, passando de uma certa uniformidade de propriedades
fisicas a outra de maneira abrupta. No aspecto matematico ela tem como sua
assinatura uma singularidade no espago de parametros, i.e., uma descontinuidade da
fungdo da energia livre ou de alguma de suas derivadas (YEOMANS, 1992).

Da Lei de Gibbs sabemos que o numero de graus de liberdade de um sistema
segue a seguinte condigao (NASTASE, 2017): um sistema com f fases, n constituintes
quimicos e i componentes n&o quimicas e parametros intensivos (que n&o dependem
da dimenséao do sistema), o numero de graus de liberdade [ do sistema sera,

l=n+i-f. (A.1)

A descrigao das caracteristicas da fase esta condicionada as quantidades que
chamamos de parametros de ordem que refletem o grau de ordenamento dos
elementos microscépicos da fase macroscoépica. Eles estdo intimamente associados
a quebras de simetria no sistema. Estados ordenados tem parametro(s) de ordem nao
nulo(s) antes da quebra de simetria, e estados com baixa simetria possuem valor nulo
do(s) parametro(s) de ordem na fase desordenada que é a fase simétrica do sistema
(NISHIMORI; ORTIZ, 2011; NASTASE, 2017).

Nesse aspecto também temos os expoentes criticos que sao quantidades que
retratam os graus de singularidades de propriedades fisicas préximas a pontos
criticos, i.e., pontos que demarcam mudangas de fase (YEOMANS, 1992;
NISHIMORI; ORTIZ, 2011).

Em relagdo a transi¢coes de fase temos os seguintes aspectos gerais:

e Transigdes de fase de 1° ordem: a derivada de 1° ordem da fung&o da energia
livre diverge;

¢ Transicdes de fase de ordem superior, criticas ou continuas: as derivadas de
2° ordem ou de ordem superior divergem.

A teoria formulada por Lev Landau é uma variante da teoria de campo médio e
permite que obtenhamos os expoentes criticos a partir de consideracdes referentes a

simetria do problema especifico tratado. Ela assume que podemos expandir o
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potencial termodindmico ou energia livre em série de poténcias em torno do parametro
de ordem tal que somente valores condizentes com a simetria particular do problema
entram na conta (YEOMANS, 1992). Ela estabelece os seguintes aspectos:

e Transicbes de fase de 1° ordem: As fases de interesse diferem
quantitativamente, mas nao qualitativamente;

e Transigcdes de fase de ordem superior, criticas ou continuas: As fases diferem
tanto quantitativamente quanto qualitativamente.

Simetrias se constituem como algo vital na fisica moderna, elas nos evidenciam
como certas quantidades (equagdes de interesse, observaveis e outras quantidades)

permanecem invariantes (se conservam) sob certas mudangas no sistema.
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APENDICE B - BANDAS DE ENERGIA

O conceito de bandas de energia advém do tratamento de sistemas de muitos
COrpos na mecanica quantica. Podemos compreender essa teoria inicialmente a partir
de pogos de potencial que emulam faixas discretas de energia para ent&o lidar com o
caso continuo.

Aimportancia dessa teoria esta em tratar os elétrons constituintes dos materiais
sélidos como particulas presas em pogos de potenciais, que é analogo a estarem
presos aos atomos. Os elétrons sofrem um certo efeito dessa interagcdo com os
atomos (negligenciavel), mas hoje em dia sabemos que eles se movem dentro desses
materiais como se estivessem livres (como no vacuo) mesmo que possuam da ordem
de 1023 atomos por centimetro cubico.

Na fisica do estado sélido as células unitarias dos materiais estao distribuidas
de forma periddica no espaco de maneira que ao passar do caso de um constituinte
para N constituintes encontramos o conceito de separagédo dos niveis de energia, o
qual esta intimamente conectado ao Principio de exclusdo de Pauli (e a
antissimetrizacdo da fungdo de onda) e por conseguinte a formagdo de bandas de
energia. Aqui faremos somente uma descricdo qualitativa para uma descrigéo
completa veja SNOKE (2009).

Caso 1: Particula em poco de potencial

Consideremos uma particula de massa m que dentro de um pogo de potencial
U(x) tal que U(x) = o em x = —a e em x = a. Usando a equacgao independente do

tempo de Schroedinger

HIY) = Elp) =
hz 2 —
= =5V + UG | 19) = Elw), (B.1)

encontramos os autoestados desse sistema que sdo dados por,

0 quando U(x) = o

Yix) = { A sin(kx) quando U(x) =0 (B.2)
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Os autovalores sédo dados por,

h2k?
E=-—, (B.3)

comk =nm/aencel.

Caso 2: Dois pocos de potenciais

Pocos suficientemente afastados e com potenciais infinitos

Nesse caso temos dois pocos de potenciais contendo uma particula cada um.
Os pocgos possuem paredes de potencial infinitas nos seus extremos e entre eles
possuem potencial finito, porém estao suficientemente afastados de forma a nao ser
possivel as particulas os atravessarem. Dizemos que esses sao pogos
independentes.
Figura 45: Dois pogos de potencial, na esquerda temos o caso em que o potencial

que os separa € infinito e no caso da direita o potencial é finito, porém os pocgos
possuem grande distancia de separacgéo.

U=o00 U=

STy
i

Fonte: Producgéao proépria do autor.

Assim podemos resolver a equacgéao de Schroedinger independente do tempo
de forma separada para cada pogo. Temos duas solu¢des degeneradas, i.e., que

possuem a mesma energia.

Pocos bem proximos e com potenciais finitos

Consideremos que os pogos do problema anterior estdo préximos o suficiente
para podermos ter a possibilidade de as particulas atravessarem a parede entre os
pocos, nesse caso dizemos que 0s pocos estdo acoplados e devemos resolver a
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equacao independente do tempo de Schroedinger para o sistema composto por esses
pocos. Assim, obtemos duas solucdes para esse sistema:

e Simétrica;

e Antissimétrica.

Como regra geral a solugdo antissimétrica geralmente possui maior energia. E
podemos ver isso a partir do fato de ela ter um nodo em x = 0. Pois, como temos uma
funcdo bem-comportada a partir do teorema de Fourier podemos escrever a mesma
na forma de ondas oscilatorias, no caso da solucio antissimétrica como ela vai a zero
entdo ela deve mudar de forma rapida o que implica em termos comprimentos de
ondas menores e por conseguinte maior energia (SNOKE, 2009).

Figura 46: llustragdo esquematica das solug¢des simétrica e antissimétrica para o
caso de pogos bem préximos.

Ux)

Symmetric 11 |
solution N\
I ‘ I 0
Antisymmetric :'[l'(” ¥ (%) "ll‘“‘):
solution m : :
"

Fonte Reproduzido de SNOKE (2009, p. 3).

Caso geral e modelo de Kronig-Penney

No caso geral tomamos um numero grande N de pogos que estdo a uma dada
distdncia a um do outro tal que estejam préximos o suficiente para que exista a
possibilidade de tunelamento, i.e., a passagem de uma particula de um pogo para

outro. Assim, temos uma rede, i.e., pontos vizinhos dispostos de maneira periddica.
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Figura 47: llustracao de varios pogos de potencial de largura a e de mesmo
afastamento.

1 -0l

| ¢—»| |« ——» | ¢——»| -« —>
a a a a

Fonte: Producgéao proépria do autor.

Um modelo de grande interesse quando se estuda as propriedades de bandas
eletrénicas e que é exatamente soluvel € o chamado modelo de Kronig-Penney que
de forma resumida € uma extensao do modelo de pogos acima. Caracteristicas gerais
desse modelo:

1. Para cada k dado, a energia total pode ser calculada a partir de E = hK?/2m;
2. As solugdes do modelo nos pontos ka e ka + 2 sao indistinguiveis.

Propriedades interessantes que encontramos nesse modelo:

1. Ao se graficar E vs k no modelo aparecem hiatos (auséncia) para valores da
energia E quando k = nrr/a, onde a € a largura do pogo;

2. Aprimeira derivada da energia total E com respeito a k vai para zero nos pontos
iguais a k = nmr/a.

Cada refletor de Bragg reflete parcialmente a onda incidente apds uma
distancia a, tal que em uma distancia de 2a/n a parte incidente da onda refletida volta
a ser refletida novamente (distancia de ida e volta entre as duas reflexdes de Bragg),
assim temos ondas na mesma fase se movendo para a esquerda e para a direita a
cada 2a/n de distancia e nesses pontos teremos a formagao de ondas estacionarias.

A partir dessas ondas progressivas para a esquerda e para a direita podemos
formar duas ondas estacionarias que denotaremos por,

Y(+) = 2cos(mx/a)

Y(-) = 2isin(mx/a) (B.4)

onde os termos (+) e (—) se referem a paridade das respectivas fungdes de onda. A
regidao de separagdo dos niveis de energia é conhecida como banda de energia
proibida e surge devido as fungbes de onda y(+) e ¥(—) acumularem elétrons em
regides distintas nesse espaco de fase, de forma que possuem valores diferentes de

energia potencial no campo de ions da rede.
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Uma maneira mais conveniente de enxergarmos isso € através dos valores
esperados dessas funcdes de onda,

p(+) = cos?(nx/a)

p(=) = sin?(mx/a) (B-3)

De forma que o valor das energias potenciais de p(+) e p(—) € menor e maior,
respectivamente, que a energia potencial da onda progressiva. A largura da banda de

energia proibida, E,, € dada por,

Ep = |Epe) = Epo]- (B.6)
Figura 48: Estados energéticos para potenciais de paredes acopladas.

Single well Two wells Three wells Infinite

N=3 0 /i
| |
| | }
: : Gap
| |
| | L
N=2 0 E

Bands

Fonte: Reproduzido de SNOKE (2009, p. 6).
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APENDICE C - OUTRAS TRANSFORMAGOES DISCRETAS IMPORTANTES

Conjugacédo de Carga

Transformacdo caracterizada por trocar particulas e antiparticulas. Essa
transformacao inverte o sinal dos elementos de carga de uma particula: carga elétrica,
carga baridnica e outras mais (LANCASTER; BLUNDELL, 2014). Podemos
representar essa transformacao pelo operador C tal que dada uma particula |a) e sua
antiparticula |a), de forma que

la) — |a), (C.1)

assim, de maneira formal temos,
Cla) = |a), (C.2)

entdo, supondo que a particula |a) tenha sua carga quantica (observavel) g, tal que

Q|a) = g|a), onde Q é o operador carga. Portanto, podemos escrever
CQla) = Cqla) = qC|a) = qla), (C.3)

além disso,

QCla) = Qla) = —qla), (C.4)

de forma que comparando as duas temos,
=1
QC=-CQ=CQC=-Cc"1CcQ (C.5)
e por fim,

clQC = —Q. (C.6)

Numa abordagem de segunda quantizacgéo, i.e., fazendo uso dos operadores
criagdo (&}, a}) e destruicdo (a,,a,),

C1a,C = a,, (C.7)
clajlc =aj. (C.8)

De maneira geral a conjugacgéo de carga € um operador unitario que inverte o

sinal de campos escalares, entretanto mantém seus argumentos espago-temporais
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invariantes (SREDNICKI, 2007). No caso de termos um campo escalar ¢,(x) € um

operador unitario Z, tal que,
Z_1¢a(x)Z = NaPa(x), (C.9)

com n, sendo +1 ou —1 para cada campo e Z um operador Z,, dado que Z, € o grupo
aditivo de modulo 2, i.e., {n = |2|,+} = {+1, —1,x}. De forma que,
Zl=12Z, (€.10)

Z? =1. (C.11)

Assim sendo, um campo escalar complexo dado por,

(P +idz)
=—, C.12
¢ 7 (€.12)
que possui o Lagrangiano da seguinte forma,
1
L=—0pT0,p —m*pTep - 2A(dT) (C.13)

Vemos que £ é invariante sob a transformagdo ¢(x) — e~ ¢(x), que é a
transformagao U(1). Porém, este mesmo Lagrangiano possui uma outra simetria,
d(x) < ¢T(x), que é a conjugacao de carga (SREDNICKI, 2007). Ent&o, tomando um
campo escalar ¢(x), podemos inserir um operador de conjugagao de carga através

de um operador Z, que obedeca,

Clp(0)C = ¢T(x), (C.14)

de forma que,
C1L(x)C = L(x), (C.15)

ou seja, mantém as amplitudes de espalhamento invariantes, mas troca os tipos de
particulas. De maneira geral nem toda simetria Z, esta associada a uma simetria de

particula e antiparticula.

Transformacio de Paridade

Essa € a transformacdo caracterizada pela reflexdo em um espelho das
coordenadas perpendiculares ao mesmo seguida de uma rotagao de m-graus (180°
graus) de todas as coordenadas (LANCASTER; BLUNDELL, 2014). Essa
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transformacéo sera representada pelo operador P tal que dado o operador posi¢ao 7,

vem
TP = —Pr, (C.16)
ou ainda,
{r,P} =0. (c.17)
Podemos escrever
=1
PFP~! = — PP-17, (C.18)
e, portanto,
PP~ = —7. (C.19)
e para o momentum,
PpP~1 = —p. (C.20)

Tal que a seguinte relagéo é preservada, no caso da diregéo x,
[2, 5] = i. (€.21)

Podemos escrever também a partir da notagao quadrivetorial,

1
P =Pt = -1 | (C.22)
-1
Definindo o tensor métrico como,
g =7 =(+1,-1,-1,-1), (€.23)

além disso a transformag&o propria ortocronica de Lorentz A*,, tem associagdo a um
operador unitario U(A) (SREDNICKI, 2007),

U)oU) = ¢(A™ ), (C.24)

de maneira que,
P = U(P). (C.25)

Considerando o campo escalar ¢(x), quando P atua sobre ele temos (teorias

de spin zero),



P 1op(x)P = ¢p(Px).

entretanto,
]P)HV — (]P)—l)ﬂv'
Pt =P,
P2 =1.

De forma que também escrever para ¢ (x) o seguinte resultado,

P2p(0)P? = ¢(x).
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(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

Porém, com ¢(x) sendo hermitiano, i.e., ¢(x) = [¢p(x)]T, podemos escrever

ara teorias de spin %
(p pin 2),

P 1p(x)P = —¢p(Px).

(€.31)

Campos do tipo acima s&o chamados de impares sob a paridade ou sob a

reversao temporal (abaixo) a qual acontece o mesmo. Em alguns entes matematicos

de interesse podemos colocar as seguintes caracteristicas da atuagcdo do operador

paridade,
P(escalar) = escalar
P(pseudoescalar) = —pseudoescalar
P(vetor) = vetor
P(pseudovetor) = —pseudovetor
além disso,

Campo escalar impar sob paridade — campo pseudoescalar

Campo vetorial impar sob paridade — campo pseudovetorial



118

APENDICE D - HAMILTONIANO DE UMA PARTICULA EM UM CAMPO
MAGNETICO

A Lagrangiana L(q, q,t) = L(r,1,t) para uma particula que esta sob a agao de
um campo eletromagnético é dada por (BASSALO, 2010; MACHADO, 2013; TAYLOR,
2013),

1
L=T—U=§m1"2+e(A-1"—V), (D.1)
ou ainda,
pZ
L=—+e(A-v-V). D.2
—te(dv=V) (D.2)

Definindo o momento candnico generalizado como,

oL

p

Considerando também que podemos escrever o campo elétrico e magnético
em fungao dos potenciais escalar V e vetorial A como, respectivamente,
E=-VV - 0,4, (D.4)

B=VxA. (D.5)

Substituindo (D.1) em (D.3) obtemos,

p = mr + €A, (D.6)
e isolando 7 em (D.6) obtemos,
+ eA
T iy (D.7)
m

Lembremos agora da relagédo entre a Hamiltoniana e a Lagrangiana,
H=) pii—L, (D-8)
i
H =2T - L, (D.9)

portanto, colocando (D.1) em (D.9),
H=p-1r—-L,
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1
H=p-i—smi’—e(di-V). (D.10)

Entao, colocando (1.6) em (1.10),

1
H=(m1"+eA)-1"—§m1"2—e(A-1"—V),

1
H=m1'”2+eA-1"—§m1"2—eA-1"+eV,

1
H= Emr2 —eV, (D.11)

e por fim, substituindo (D.7) em (D.11),

1
H=—(p+ed)?—eV. (D.12)
2m

Quando p e x sédo candnicos significa que (GOERBIG, 2009; TONG, 2016),
{xi,p;} = 6; tal que {x;,x;} = {ps,p;} = 0. (D.13)

Para os parénteses de Poisson obtemos,

m{xl,x]} = {pl + €Ai,pj + eA]-},
m{xl,x]} = _eeijkBki (D 14)

assim, em nosso caso os parénteses de Poisson sdo nio nulos.
A fim de estudarmos a quantizacdo existente na ideia de niveis de Landau
iremos tratar o sistema quantum mecanicamente. No caso do estudo do efeito Hall

estamos interessados em,

1
— 2
H = (p+ed)’. (D.15)

assim focaremos na equacgao (D.15) nas proximas etapas. Estamos interessados em
obter o espectro e fungdo de onda do Hamiltoniano quantico (TONG, 2016). Porém
em nosso caso, 0 momentum generalizado p nao é invariante sob transformacao de
calibre. Uma forma conveniente de tratar esse aspecto é usar o momentum linear.
Escrevendo entdo o momentum linear mi pela sua forma invariante sob
transformacéo de calibre m,

T =p+eA=mr, (D.16)
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essa transformacdo também é chamada de substituicdo minima ou de Peierls
(GOERBIG, 2009). No caso de elétrons em uma rede ainda encontramos o conceito
de comprimento magnético Il =./h/eB, o qual é a escala de comprimento
fundamental na presenga de um campo magnético e que evidencia que a substituigao
de Peierls permanece correta para esse caso quando o espagamento de rede € muito
menor que esse comprimento. A partir dos parénteses de Poisson da mecéanica
classica dado em (D.13) e do uso do principio da correspondéncia que estabelece (DE
GRACIA; PIMENTEL, 2023),

in{,} —1,] (D.17)

e obtemos as relagdes de comutacio candnica,

[xl-,p]-] = Lh5u tal que [xl-,xj] = [pl'p]] = 0. (D 18)

Como consequéncia dessas relagdes de comutacdo obtemos também que,
[T[l',T[j] = ihe Eijk Bk! (D 19)

e que,
[a,af] =1, (D.20)

onde €;; € o tensor de Levi-Civita. Como pontos importantes temos que os
comutadores das quantidades invariantes de calibre 7; e m; sdo também invariantes
de calibre, as componentes sao mutuamente conjugadas como as relagbes de
comutagdo canoénicas, m; gera um boost do momento invariante de calibre na diregéo
j. Assim, ndo podemos diagonalizar ; € m; como no caso sem campo magnético
(devido a comutagdo em D.18). Podemos entdo inserir os operadores escada —
levantamento e abaixamento analogos ao do oscilador harménico, que irdo atuar

como um momento invariante de calibre,

a
1 . (D.21a)
at = (my + imy)
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r (D.21b)
y = : MTB(a* —a) J
Podemos escrever entdo,
H =%nini =%n-n =%(n§ +m2)

1
= hwg (aTa + 5)' (D.22)

com wg = eB/m que é a frequéncia ciclotron. Notemos que ndo estamos levando em
conta o spin.

E por fim usando a construcdo do espaco de Hilbert advinda do estado de
vacuo: |0) de forma que obedega a|0), criamos todo o resto faltante do espaco de

Hilbert a partir de,

aT|n)=\/n+1|n+1)}' (D.23)

aln) =+vn|n—1)

com o estado |n) possuindo as autoenergias dadas por (lembrando que n = afa),

1
E, = hwp (n + E)' (D.24)
i.e., 0s niveis de energia ficam igualmente espagados com o gap de cada um
proporcional ao campo magnético B. Assim, esses podem ser vistos como niveis de

energia do sistema na Zona de Brillouin magnética.
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Figura 49: llustragao dos niveis de Landau.

E

i
N

:3:3.':|3|:‘».'3
S = N W A

Fonte: Reproduzido de TONG (2016, p. 21).

Quando levamos em conta o grau de liberdade devido ao spin do elétron temos
o efeito Zeeman presente, esse efeito € o responsavel pela divisdo ou deslocamento
das raias espectrais, i.e., niveis energéticos do atomo devido a existéncia de um
campo magnético externo (GRIFFITHS, 2011).

Assim, quando levamos em conta o spin e 0 consequente aparecimento do
efeito Zeeman a energia de separagéo causada por esse efeito tende a ter o mesmo
valor que o quanta do nivel de Landau. Além disso, consideramos que o campo
magnético é forte o suficiente a fim de polarizar todos os spins, e por conseguinte
minimizar esse efeito (DE GRACIA; PIMENTEL, 2023).

A degenerescéncia de uma amostra qualquer € dada por,

AB

iy .25
N=o (D.25)

i.e., 0 numero de estados em um torus, onde ¢, € dado em (2.94) e A é a area da
amostra.
Para o caso relativista
Hp = v[(p + eA) - 7]

HD=U< 0 ﬂx—iﬂy)zvm(& a)' (D.26)

Ty +imy, 0 0

O termo wp = V2h é a frequéncia ciclotron ou frequéncia caracteristica. Os

autoestado do Hamiltoniano s&o 2-espinores da forma,
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v =(."), (D.27)

Un

tal que ao resolvermos a equagao de autovalor Hpy, = €,,, encontramos para o

segundo espinor,

€ 2
tav, = [— D.28
4 avn (th> v ( )

Figura 50: llustragdo esquematica dos niveis de Landau levando em conta o grau de
liberdade de spin. (a) Caso nao relativista; (b) Caso relativista.

+,n=4
+,n=3
+,n=2

(@)

+,n=1

energy

magnetic field B

—,n=1
—,n=2

—.n=3
—n=4

magnetic field B

Fonte: Reproduzido de GOERBIG (2009, p. 31).

que é um autoestado do operador nimero n = afa, tal que podemos identificar o
segundo espinor como v,~|n), onde |n) é o autoestado do Hamiltoniano né&o
relativistico e €2 = h2w%n, i.e., a energia é proporcional a um nimero quéantico. A partir
da introducdo do numero quantico 1 = + temos entdo duas solucdes, uma positiva

dada por 4 = + e uma negativa 1 = —, assim

€1.n = WhoV2n, (D.29)

dados na figura 50. A dispersao desses niveis de landau é 1vBn. De posse da solugao
acima a solugao para o primeiro espinor €,

U, X avp~aln)~|n — 1), (D.30)
a distingdo entre os niveis (estados) de Landau é feita a partir,

Yn=0 = <In i 0)), (D.31)

LD D.32
lpl,nio_ﬁ( /1|n) >' ( . )
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onde o primeiro é o caso do “estado fundamental” do nivel de Landau, i.e., caso de
energia zero e 0 segundo sdo as solugdes, positivas e negativas, indexadas por 4 para

o caso diferente de zero.
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APENDICE E - ACOPLAMENTO SPIN-ORBITA E EQUAGAO DE DIRAC

Consideremos a seguinte situacédo o elétron esta em orbita em torno de um
nucleo atdmico do ponto de vista do elétron o préton € que em gira em torno dele,
assim temos uma carga positiva em 6érbita a qual configura um campo magnético B
no quadro do elétron, a partir da regra da méao direita entdo temos um torque sobre o
elétron que gira de forma que ele tende alinhar seu momento magnético
paralelamente a dire¢ao da for¢a de Lorentz. A interagdo de um dipolo magnético com
um campo magnético € descrita pelo Hamiltoniano:

H=-u-B, (E.1)

onde u =ys, € o momento magnético de spin, y € a razdo giromagnética e s € o
momento angular de spin. Considerando o sistema préton-elétron como um circuito
fechado podemos dizer que temos um campo magnético que sera dado pela Lei de
Biot-Savart,

sl

B_ )
2r

(E.2)

tal que I = e¢/T é a corrente eficaz, com e sendo a carga do proton e T é o periodo da

orbita. Ja o momento angular orbital do elétron no referencial de repouso do nucleo,

2mm,r?
L=rm,v= , (E.3)
T
como B e L apontam na mesma direcao encontramos que,
1 e
(E.4)

= 24377
4mey mycer

A fim de obter o momento de dipolo magnético do elétron tomando o caso de
uma carga q espalhada ao redor de um anel de raio r o qual gira em torno do eixo

com um certo periodo T (GRIFFITHS, 2011), o momento de dipolo é

q
Ug = anz, (E.5)

i.e., a corrente multiplicada pela area do anel. Considerando que o anel possua massa

m, podemos relacionar seu momento de inércia I e seu momento angular S
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2mmr?

S=lw= . (E.6)
T
A razdo giromagnética classica é dada por
_ (L
n=(5-)S (E.7)
no caso do elétron

e
=-2 =(——)s, E.8
He Iz m (E.8)

(onde o chamado fator g vale aproximadamente 2) como Dirac colocou em sua teoria

relativistica, tal que usando (E.4) e (E.8) o Hamiltoniano de (E.1) se torna

H= e’ ! S-L E.9
~ \4me, f m2c2r3 ’ (E-9)

isso se o referencial do elétron fosse inercial, o que ndo €. Como o elétron acelera em
torno do nucleo, usando a corre¢cao cinematica chamada de precessao de Thomas,

que em nosso caso adiciona um fator 1/2, obtemos

H§O=<ez> ! S-L (E.10)
o) m3c?r3

tal que o a situagéo fisica se constitui pelo torque exercido pelo campo magnético do
préton sobre o momento de dipolo magnético do elétron giratério no quadro de
repouso instantédneo do elétron (GRIFFITHS, 2011). Quanticamente o resultado € o
de que o Hamiltoniano H¢, ndo comuta nem com o momento angular orbital L nem
com o momento angular de spin S, de forma que eles ndo sédo conservados de forma
separada.

Ja L%, §% e o momento angular total J = L + § comutam com H;,, o que implica
em serem conservados, sendo assim junto a J, estados bons para serem usados na
teoria de perturbacdo ndo degenerada.

No que trata da necessidade da equacao de Dirac devemos enfatizar que ela
diferente da equagao de Schrddinger é covariante por transformagdes de Lorentz.
Assim, no caso da equagao de Schrodinger qualquer transformacéo de Lorentz de um
referencial inercial para um referencial que esteja em movimento nao fornecera uma

equacgao que seja do tipo que é a de Schrodinger, i.e., uma equacado com derivadas
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temporais de primeira ordem e derivadas espaciais de segunda ordem (SEIXAS,
2014).

Outro ponto de interesse € que o spin na teoria quantica nao relativista &
colocado de forma ad-hoc a partir do experimento de Stern-Gerlach. Em calculos
quantitativos para atomos leves os resultados obtidos a partir da equacao nao-
relativista sdo condizentes com os dados experimentais, entretanto, para sistemas de
atomos pesados as energias totais e estrutura eletrbnica apresentam divergéncias.

Figura 51: Tabela esquematica ilustrando aspectos importantes que diferenciam as
equacgdes de Schrodinger, Klein-Gordon e Dirac.

Feature Schrodinger Klein-Gordon Dirac
3 2 7 ) p
Equation [h% = (—%V2 * v)w (l ':‘—,'J- = (V2 - ("ﬁ) )w [h% = (—icha -V +,61m'3) v
Energy Only positive eigenvalues. Both positive and negative energies are allowed. Both positive and negative energies are allowed.
Probabilistic interpretation Viable, since p > 0. Not viable since p is not positive definite. Viable, since p > 0.

Relativity Not-invariant under Lorentz transformation. Invariant under Lorentz transformation. Invariant under Lorentz transformation.
Spin Does not contain spin. Does not contain spin. Contains the spin.

Fonte: Reproduzida de TSUTSUI et al. (2025, p.21). © 2025 European Physical Society. All
rights reserved.

Nesse contexto, recuperamos resultados condizentes aos experimentais
quando introduzimos correcdes relativisticas a equagao de Dirac no limite de baixas
energias que é uma equagao do tipo Schrodinger. Isso aparece de forma apreciavel
no que se trata do surgimento da constante de estrutura fina do atomo de hidrogénio.

Lembrando a equagao de Dirac (3.117),

HI¥) = (cp - a+mc?p)|¥), ()

e levando em conta que as propriedades das matrizes « e [ dadas por (3.118) e
(3.119), de maneira que

|x1) \
_ |x2) _ |¢p
v ={ 3 —(|¢)>,(.)
|Xa)

onde

o-(2). w-(E)0

de forma que |¢) e |Y) s&o os biespinores de duas dimensdes de |¥). A partir da
chamada substituicdo minima, H — H — U, obtemos a interacao da particula com o

potencial externo U para o conjunto de equacgdes de Dirac acopladas
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(H—=U-mc?)|¢)= (o -p)I¥). ()
(H—=U+mc)|y) = (o-p)|$).(.)

No limite de baixas energias os autovalores do Hamiltoniano serdo dados por

E + mc? e junto ao desacoplamento das equagdes de Dirac para [),

_(epy E-U\T
By == (142 ) (@ pI)+VIH).0)

tal que junto da seguinte expansao aproximada e da relagdo de comutacéo parap e
U,

-1

<1 4 E — U) 1 E—-U
2mc? ~ 2mc?

[p,U] = —ihVU

de forma que substituindo essas relacbes encontramos

Hparwin
E[w) = 2o [0) 4+ UG ) = P 1) = —o 00 9} 4+ — o+ (TU X ) [9)
Il/) _2m|lp r Il/) 8m3C2 |l/) 4‘m2C2 |l/) 4m2c20 p |l/)
Trel Haso

onde os termos Ty.;, Hparwin © Haso S80 a corregao da energia cinética, o termo de
Darwin relativo ao ndo confinamento do elétron de forma pontual (MACDONALD,
2020) e o ultimo termo é relativo ao acoplamento spin-6rbita decorrente da interagéo
entre 0 momento magnético eletrbnico e o campo magnético gerado pelo movimento
do proton relativo ao elétron como vimos na equacéo (E.10), respectivamente.
Quando tomamos o nosso caso de potencial central usando coordenadas

esféricas é possivel mostrar que o acoplamento spin-6rbita sera dado por

1 1av
ASO ™ om2c2r dr

que também pode ser escrito na base s, que pode ser usado em simulagdes

computacionais.
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APENDICE F - UM TIPO DE EFEITO HALL DE INTERESSE

Efeito Hall de Spin (EHS)

Esse feito foi previsto em 1971 por Dyakonov e Perel (1971a, 1971b) e
consistia na ideia de que correntes presentes nas bordas possuem polarizacdo de
spin que advém do acumulo de spins gerados por espalhamentos da corrente elétrica
presente no interior do material (bulk) de maneira que esse fenbmeno era considerado
extrinseco (DYAKONOV, 2012; ROCHA, 2014; BORHER, 2019).

Assim ha acumulagao de spin nas bordas de um material condutor de corrente
com os spins opostos nas bordas opostas, sem a presenga de campo magnético
perpendicular. Temos entdo um fluxo de spins perpendicular a corrente, esse fluxo vai
do interior as bordas do material, acontecendo o fenbmeno de acumulagao deles na

superficie e esse aspecto sendo limitado pela relaxagao de spin.

Figura 52: llustragcado esquematica do efeito Hall de Spin.

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Ademais, devemos ter uma camada da amostra condutora que contém
elétrons de spins orientados, essa camada € chamada de camada de spin e sua
espessura se da pelo comprimento de difusdo do spin. Fenomenologicamente o
fenbmeno pode ser tratado a partir do vetor densidade de spin S e do tensor de

densidade de fluxo de spin q,z.
No ano de 2003 (MURAKAMI; NAGAOSA; ZHANG, 2003) demonstrou-se que

a partir do forte acoplamento spin-6rbita seria possivel gerar o efeito Hall de spin de
forma intrinseca, i.e., sem necessitar de acumulo assimétrico de spins devido a

corrente elétrica passando pelo interior do material.
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No ano de 2004 Kato et. al. (2004) realizaram a detecgao 6ptica do presente
fendmeno em filmes finos de GaAs e InGaAs (porém nao pode ser gerado na auséncia
de elétrons no nivel de Fermi — (ONODA; NAGAOSA, 2005; ANDO, 2013).
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APENDICE G - TEOREMA DE KRAMER

O teorema de Kramer nos diz que cada nivel de energia em um sistema que é
invariante sob simetria de revers&o temporal com spin semi-inteiro (1/2, 3/2, ...,) € pelo
menos duplamente degenerado (TKACHOV, 2022). E o aspecto vital desse teorema
€ que é por consequéncia dele que existem as propriedades de materiais quanticos
topologicos.

Se considerarmos que esses dois estados |+) e |—) sdo relacionados a partir
de

|+) = T|-), (G.1)

tal que se a transformacédo de reversao temporal T for uma simetria presente no
sistema entdo os estados acima sao conectados pela mesma energia. Para ver a
prova veja TKACHOV (2022). Aqui provaremos a independéncia dos estados acima.

Precisamos que |+) e |—) sejam ortogonais, i.e., seu produto interno seja zero,

(+1=)=(=+) =0, (G.2)
sabemos que
(a|ATA|b) = (alb)* = (bla), (G.3)
e que
T2=-1=>T1=-T, (G.4)
TT '=T"'T =1. (G.5)

Entdo, como
|+) =T|=)= (|+N" = (T|-N*" =

= (+| = (-|T", (G.6)
porém, fazendo T~?! no estado |+) e usando (G. 6),
=I

[4) =T|-)=> T +) =TT |-) =T !+) = |-), (G.7)

tal que obtemos,
(TH+D" = (=N = (F|(T) = (~| = ~(+|TT =(-| =
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(Tt = —(—|, (G.8)

assim sendo, combinando os resultados anteriores e que T~! = —T, por fim
(+|
(+]=) = (=TT T |+) = ~(=|T'T|+) = (= [+)" = —(+|-) = Om. (G.9)
=)
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APENDICE H - TRANSPORTE PARALELO

Ateoria do transporte paralelo esta intrinsecamente relacionada a teoria da fase
de Berry, uma vez que se considera o transporte infinitesimal de um estado de Bloch
(SEIXAS, 2014). A evolugdo de um estado de Bloch em sua vizinhanga pode ser

escrita como,

[un (k)) — |un(k + dk)) + Vic|uy (K)) - dk, (H.1)

onde ha tanto componentes paralelas quanto perpendiculares. As componentes
perpendiculares ao estado inicial apresentam proje¢des nulas, ndo contribuindo,
portanto, para o calculo das propriedades topologicas de interesse. Ao aplicar o

projetor,

Py = [t (R))ttn (RO, (H.2)

na equagao anterior, obtém-se as componentes paralelas,

p

|lun (k) =3 [un (K)) + [un (k) uy (K) [Vielun (k) - dk, (H.2)

onde as variagbes |u,(k)){u,(k)|Vi|u,(k))-dk sao chamadas de transporte

paralelo do estado |u, (k)) e constitui uma das bases dos conceitos geométricos e
topoldgicos explorados nesse trabalho.

No contexto dos estados de Bloch ainda é possivel escrever o transporte

paralelo como

P
lun (k) = [un(k)) + (i4, (k) - dK)|uy, (K)), (H.4)
em que A, (k) € a conexao de Berry. A integracao dessa conex&o de Berry ao longo
de um caminho fechado no espago de parametros fornece a fase de Berry. Essa fase
nao depende da evolucdo dindmica dos estados de Bloch, dependendo apenas do
caminho percorrido no espacgo de parametros, que no caso de solidos cristalinos é a
zona de Brillouin.
Do ponto de vista fisico, o analogo classico da fase de Berry € o dngulo de
Hannay, que mede a variagdo de um vetor tangente a uma superficie curva
quando percorre um caminho fechado sobre ela. Na geometria diferencial esse

fendmeno é conhecido como holonomia. A fase de Berry pode ser interpretada como



134

a holonomia da conexao de Berry adquirida ao longo de um processo adiabatico e

ciclico.

Figura 53: llustracdo de um vetor r sendo transportado paralelamente ao longo de
um trajeto C. A seta azul indica o estado inicial e a seta vermelha o estado final. (a)
Transporte paralelo no espaco Euclideano. Os vetores associados a todos os
estados intermediarios sédo paralelos um a um. (b) Transporte paralelo ao longo de
uma latitude fixa numa superficie esférica. O vetor gira dentro do plano tangencial ao
percurso C. O conjunto de todos os planos tengenciais formam um cone na parte de
cima da esfera.

Fonte: Adaptado de SPRINKART et al. (2024, p. 690).
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APENDICE | - TEOREMA DE BLOCH

Como o operador Hamiltoniano H e o operador de translagao espacial Tg
comutam, [H,Tgz] = 0, a fungdo de onda ¥ € uma autofungdo simultanea de H e Tk.

Usando a equacao de autovalores

HY(r) = EY(r) (1.1
Try (1) = cryp(r) (I.2)

onde cip € um autovalor de Ty. Entretanto, sabemos que

Tryp(r) = (r + R) (1.3)
Tprp(r) = Y(r+R'), (1.4)
e por conseguinte, para as fun¢des de onda temos,
Y@+ R) = cgp(r) (1.5)
Y@+ R) = curp(m). (1.6)

Pela propriedade de linearidade do operador de translagao espacial,
TriTR = Treg' (1.7)

E possivel escrever ent&o,

Tryr (1) = cpyprp(r), (G.8)
TR+R’¢(T) = CR+R’¢(7"):

entretanto, também podemos escrever a equagao acima usando (G.7) como

TrerP () = TpTrY(T)

(G.2)
= Trrcgp(T)
= crCprp(T). (1.9
Portanto,
Crir' = CrCrr = f(R+R") = fF(R)f(R). (1.10)

A Unica funcdo cujo argumento € uma soma e se torna um produto é a

exponencial,
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r = e kR, (1.11)
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APENDICE J - ARTIGO DE SUPERCONDUTIVIDADE

Nesse trabalho que estamos desenvolvendo discutimos alguns dos principais
pontos da teoria da supercondutividade partindo da construgdo fenomenoldgica,
trabalhando a descricdo microscopica e conectando esses pontos com a teoria
contemporanea de supercondutores topologicos.

Iniciamos a discussdo com descoberta de Onnes em 1911 sobre a queda da
resistividade do mercurio para zero quando T < 4 K. Junto a isso trabalhamos alguns
dos principais marcos histéricos como a descoberta do efeito Meissner-Ochssnfeld
em 1933, a proposicao pelos irmao London da profundidade de penetracdo em
meados da década de 30. Em 1950 o desenvolvimento da teoria de Ginzburg- Landau
para tratar de transicdes de fase perto da temperatura critica T, e eventos mais
recentes como as descobertas de supercondutores topoldgicos.

Na sec¢do de fenomenologia da supercondutividade apresentamos e discutimos
a persisténcia das correntes em materiais supercondutores, o diamagnetismo perfeito
associado as equacgdes de London e a expulsdao do campo magnético na superficie
de amostras supercondutoras a partir de um exemplo unidimensional. Trabalhamos a
teoria de Ginzburg-Landau partindo do funcional da energia livre e encontrando o
comprimento de coeréncia, profundidade de penetracédo e o parametro de Ginzburg-
Landau que sao alguns dos principais resultados dessa teoria.

Na parte das teorias microscopicas desenvolvemos o0s principais conceitos
tedricos que concernem a teoria BCS, trabalhando o problema de Cooper a partir do
Hamiltoniano reduzido e da interagao atrativa, a transformagao de Bogoliubov a fim
de obter o espectro de quasiparticulas e a equacgao de gap. Seguimos trabalhando a
teoria de Migdal-Eliashberg que incorpora as interagcdes elétron-fobnon e o
acoplamento forte. Por fim buscamos fazer a conexdo dessas teorias aos

supercondutores topoldgicos.
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