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RESUMO 

 

Diversos fenômenos na natureza e inúmeras aplicações tecnológicas estão baseados na 

interação fluido-estrutura, a qual ocorre quando o escoamento de um fluido incide sobre um 

corpo sólido. Um melhor entendimento da física que rege a interação fluido-estrutura permite 

avanços na elucidação de questões cientificas que ainda estão em aberto e no 

desenvolvimento de novas aplicações de engenharia. O objetivo deste trabalho é o de estudar 

os fenômenos relacionados à interação fluido-estrutura a partir do problema do escoamento 

não permanente, bidimensional, incompressível, de um fluido newtoniano com propriedades 

constantes, que incide sobre um perfil NACA 0012 de superfície lisa ou rugosa, submetido a 

diversos ângulos de ataque. As análises são conduzidas a partir de simulações numéricas que 

utilizam o Método de Vórtices Discretos (MVD). O MVD aproxima o campo de vorticidades 

através de vórtices discretos de Lamb, os quais são distribuídos nas vizinhanças de fronteiras 

sólidas para garantir a condição de contorno de não deslizamento, necessária ao modelo 

viscoso Newtoniano. Os vórtices discretos de Lamb são acompanhados durante todo o tempo 

da simulação numérica, o que caracteriza uma descrição lagrangiana do problema. O método 

é adaptado para a inclusão dos efeitos de turbulência e de rugosidade superficial do corpo. 

Verifica-se a capacidade do código adaptado em reproduzir os fenômenos observados em 

situações experimentais, como a oscilação periódica das cargas fluidodinâmicas no 

escoamento ao redor do cilindro e o fenômeno de estol no escoamento ao redor do aerofólio. 

Nas simulações envolvendo efeitos de rugosidade superficial, o código computacional 

desenvolvido é capaz de simular a crise do arrasto, típica dos escoamentos ao redor do 

cilindro a altos valores de número de Reynolds, e o atraso no fenômeno de estol, que ocorre 

em aerofólios. Verifica-se, também, a proximidade dos valores médios dos coeficientes de 

arrasto e de sustentação obtidos numericamente, com os resultados experimentais disponíveis 

na literatura. 

 

PALAVRAS-CHAVES 

Corpos Esbeltos; Aerodinâmica; Rugosidade superficial; Estol; Método de Vórtices 

Discretos; Método de Painéis. 



 

 

 

ABSTRACT 

 

Several phenomena in nature and countless technological applications are based on the fluid-

structure interaction, which occurs when a fluid flow interacts with a solid body. A better 

understanding of the physics that governs the fluid-structure interaction allows advances in 

the elucidation of scientific questions that are still open and in the development of new 

engineering applications. The objective of this work is to study the phenomena related to the 

fluid-structure interaction by studying the problem of the non-permanent, two-dimensional, 

incompressible flow of a Newtonian fluid with constant properties, which interacts with a 

NACA 0012 profile with a smooth or rough surface, subjected to different angles of attack. 

The analyzes are conducted from numerical simulations using the Discrete Vortex Method 

(DVM). The DVM approximates the vorticity field through discrete Lamb vortices, which are 

distributed in the vicinity of solid boundaries to guarantee the non-slip boundary condition, 

necessary for the viscous Newtonian model. Lamb's discrete vortices are followed throughout 

the numerical simulation, which characterizes a Lagrangian description of the problem. The 

method is adapted to include the effects of turbulence and body surface roughness. The ability 

of the adapted code to reproduce the phenomena observed in experimental situations, such as 

the periodic oscillation of fluid dynamic loads in the flow around the cylinder and the stall 

phenomenon in the flow around the airfoil, is verified. In simulations involving surface 

roughness effects, the developed computational code is capable of simulating a drag crisis, 

typical of flows around the cylinder at high Reynolds number values, and the delay in the stall 

phenomenon, which occurs in airfoils. It is also verified the proximity of the average values of 

the drag and lift coefficients obtained numerically, with the experimental results available in 

the literature. 

 

KEYWORDS 

Slender Bodies; Aerodynamics; Surface Roughness; Stall; Discrete Vortex Method; Panel 

Method. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

Um corpo sólido imerso em um escoamento encontra-se submetido a forças causadas 

pela ação do fluido em movimento. O sólido impõe mudanças na direção e na magnitude da 

velocidade do escoamento, uma vez que este não pode simplesmente atravessar o corpo 

sólido, mas, apenas, contorná-lo. Dessa maneira, a geometria do corpo influencia no 

desenvolvimento do escoamento e o fluido em movimento exerce uma força na superfície do 

sólido; esta interação fluido-estrutura (no inglês, Fluid Structure Interaction, FSI) pode ser 

observada em diversas situações na natureza e em aplicações de engenharia 

Na natureza, animais utilizam o mecanismo de interação fluido-estrutura para se 

deslocarem; por exemplo, insetos e pássaros movimentam as asas para adquirir propulsão e 

sustentação durante o voo, enquanto peixes e outros animais aquáticos deformam o próprio 

corpo para se autopropulsionar dentro de um meio fluido. Incontáveis máquinas, sistemas e 

mecanismos são baseados na interação de um escoamento com um corpo sólido, tais como 

aeronaves, sistemas de bombeamento, turbinas eólicas etc. 

Ao longo dos anos, a análise dos fenômenos envolvidos na interação fluido-estrutura 

tem sido realizada principalmente por meio de técnicas de experimentação e análise de 

similaridade apoiadas por diversas simplificações do problema original. O desafio da análise 

experimental é que a não linearidade da relação entre os parâmetros e as propriedades que 

descrevem o problema faz com que pequenas alterações na geometria e/ou propriedades do 

fluido altere por completo a solução final, exigindo novos experimentos. Por outro lado, o 

estudo analítico do problema exige a solução das equações de Navier Stokes (N-S), que são 

equações diferenciais parciais que permitem determinar os campos de velocidade e de pressão 

num escoamento, porém sua não linearidade faz com que a maioria dos problemas sejam 

complexos ou impossíveis de resolver de maneira analítica.  

A utilização de métodos numéricos permite que soluções aproximadas para a equação 

de N-S sejam encontradas. Diversos métodos numéricos são capazes de obter soluções muito 

próximas a resultados observados experimentalmente e têm se tornado importantes 

ferramentas de engenharia. O desenvolvimento de novos métodos numéricos e o 

aprimoramento dos métodos existentes têm como objetivo principal o aumento da capacidade 

de simular com maior precisão situações complexas com um menor custo computacional.  

Dentre os métodos numéricos mais estudados pode-se destacar o método de volumes 

finitos, o método de diferenças finitas e o método de elementos finitos. Esses métodos 

utilizam uma descrição euleriana do escoamento, o que implica na necessidade de construção 
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de uma malha computacional no domínio fluido, etapa que pode representar grande 

complexidade, principalmente em condições de escoamento não permanente (GRIGOR’EV et 

al., 2018). Uma alternativa para contornar essa complexidade é a utilização de métodos que 

utilizam uma descrição lagrangiana do escoamento e que, portanto, não necessitam da 

construção de malhas. Nessa classe de métodos numéricos encontram-se os Métodos de 

Partículas que, ao invés de discretizarem o domínio fluido (como fazem os métodos 

eulerianos clássicos), discretizam uma propriedade do escoamento. O principal representante 

dos Métodos de Partículas é o Método de Vórtices Discretos. 

O Método de Vórtices Discretos (MVD) é baseado em uma descrição lagrangiana do 

problema, o que elimina a necessidade do uso de malhas de computação. Com o referencial 

seguindo a partícula de fluido ao longo do seu deslocamento, a simulação de escoamentos 

vorticosos é feita de maneira mais apropriada, e mesmo com números de Reynolds (𝑅𝑒) 

elevados, bons resultados são possíveis a custos apropriados. O MVD utiliza a equação de 

Navier Stokes (N-S) formulada em termos da vorticidade e aproxima o campo de vorticidades 

por meio de uma distribuição de vórtices discretos. Os vórtices discretos são distribuídos em 

pontos do domínio fluido e avançam no tempo e no espaço conforme a equação de transporte 

da vorticidade (VERMA et al., 2016). 

Recentes desenvolvimentos no MVD têm permitido a simulação de diferentes 

problemas relacionados à interação fluido-estrutura; esses problemas são experimentalmente 

complexos de analisar e, numericamente, utilizando malhas de cálculo, são difíceis de 

modelar. A simulação da rugosidade superficial é um exemplo desse tipo de problema. Uma 

superfície perfeitamente lisa é uma idealização; em situações práticas, qualquer objeto tem 

uma superfície áspera.  

Em problemas de interação fluido-estrutura, a hipótese de superfície hidraulicamente 

lisa é aceitável quando as dimensões da rugosidade são menores do que a espessura da 

subcamada viscosa (CHUNG et al., 2021). No entanto, em muitos casos, o desgaste 

operacional (DALILI et al., 2009), a ação de agentes externos, como colisão de partículas 

sólidas (FIORE, G., e SELIG, M. S., 2015), incrustação de organismos marinhos (HAN et al., 

2022), formação de gelo na superfície sólida (TOBA et al., 2020), e mesmo o processo de 

fabricação (POUR, 2018), resultam em deformações nas superfícies, tornando o efeito de 

rugosidade superficial não desprezível.  
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 O efeito da rugosidade pode ser observado principalmente em situações limites de 

mecanismos que são baseados na interação fluido-estrutura. Em um aerofólio, a presença de 

rugosidade em sua superfície pode atrasar o ângulo de inclinação no qual o fenômeno de estol 

ocorre; na ocorrência do estol o aerofólio passa por uma repentina perda de sustentação. 

Assim, na presença de rugosidade o aerofólio possui uma maior sustentação após o fenômeno 

de estol. Estas alterações na aerodinâmica do aerofólio devido aos efeitos de rugosidade 

superficial acarretam implicações no funcionamento de sistemas como a alteração na 

navegabilidade de aeronaves e a perda de desempenho em turbomáquinas. 

A simulação do efeito da rugosidade na solução de problemas de interação fluido-

estrutura, tal como o problema do aerofólio submetido a elevados ângulos de incidência, é 

complexa devido à natureza da rugosidade; a altura média das protuberâncias e saliências que 

formam a superfície sólida, bem como a forma como tais protuberâncias e saliências estão 

dispostas na superfície (textura), causam perturbações que ocorrem nas escalas menores do 

escoamento e são propagadas para as escalas maiores. Análises experimentais normalmente 

são limitadas a uma faixa estreita de rugosidade e, mesmo dentro de uma estreita faixa, ainda 

apresentam resultados dispersos, devido à dificuldade em reproduzir, de maneira controlada, 

uma superfície rugosa (especialmente sua textura).  As análises numéricas de rugosidade, 

normalmente, requerem malhas de cálculo muito finas para garantir que a rugosidade seja 

simulada, tornando o custo computacional inviável. 

A utilização do MVD para estudar problemas de interação fluido-estrutura sujeitos a 

efeitos de rugosidade superficial é uma alternativa à dificuldade experimental de reproduzir 

superfícies rugosas e à complexidade numérica de trabalhar com malhas de cálculo refinadas 

o suficiente para capturar os efeitos causados no escoamento pela rugosidade da superfície. 

No trabalho de Bimbato (2012), importantes resultados foram obtidos a partir da utilização do 

MVD na simulação do escoamento ao redor de um cilindro de superfície rugosa. Porém, o 

modelo de rugosidade proposto por Bimbato (2012) foi utilizado, apenas, na simulação de 

escoamentos ao redor de corpos rombudos. 

No desenvolvimento dessa dissertação de mestrado é demonstrado que o modelo de 

rugosidade concebido por Bimbato (2012) necessita de adaptações para ser capaz de simular o 

escoamento ao redor de corpos esbeltos rugosos. Assim, o objetivo principal deste trabalho 

consiste em desenvolver e implementar uma adaptação à formulação matemática do modelo 

de rugosidade de Bimbato (2012) a fim de utilizá-lo em simulações numéricas de 

escoamentos que incidem sobre corpos, sejam eles rombudos ou esbeltos. O objeto principal 

das simulações deste trabalho é o escoamento bidimensional, não permanente, incompressível 
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e isotérmico de um fluido newtoniano com propriedades constantes que incide sobre um 

sólido rígido de forma geométrica esbelta, representada pelo aerofólio de perfil NACA 0012.  

A primeira etapa do trabalho consiste em realizar uma revisão bibliográfica, com o 

objetivo de entender como recentes publicações abordaram a questão da interação fluido-

estrutura, principalmente quando consideraram a influência de parâmetros como a rugosidade 

superficial de corpos. Os principais resultados da revisão bibliográfica são discutidos e 

analisados na Capítulo 2. Posterior à revisão bibliográfica, no Capítulo 3, a formulação geral 

do problema é detalhada, com a apresentação da geometria estudada, das hipóteses assumidas 

e das equações que governam o fenômeno físico investigado com as condições de contorno 

apropriadas. No Capítulo 4 o Método de Vórtices Discreto é apresentado, e utilizado na 

solução numérica do problema formulado no Capítulo 3. Ainda no Capítulo 4, o algoritmo da 

solução numérica é apresentado. Por fim, no Capítulo 5 os resultados obtidos com o uso do 

algoritmo desenvolvido no Capítulo 4 são apresentados e discutidos e, no Capítulo 6, as 

principais conclusões são apresentadas. 
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2. EXPOSIÇÃO DO ESTADO ATUAL DO PROBLEMA 

 

Uma breve análise da literatura recente é feita para entender como outros pesquisadores 

abordaram a simulação da interação fluido-estrutura, tal como apresentado na seção anterior. 

O objetivo da primeira parte da revisão é entender qual foi o objetivo de cada estudo, a 

técnica utilizada e os principais resultados. Posteriormente foram revisados especificamente 

os fenômenos fluidodinâmicos descritos na literatura para o escoamento ao redor de corpos 

rombudos e esbeltos de superfície lisa e rugosa. 

 

2.1. SIMULAÇÃO DO ESCOAMENTO AO REDOR DE UM SÓLIDO 

 Na Figura 1 estão dispostos os principais trabalhos consultados que investigaram 

diversos parâmetros do escoamento ao redor de um sólido, como o efeito da rugosidade 

superficial, efeito de interferência entre fronteiras sólidas, efeito de movimento relativo entre 

fronteiras sólidas, bem como o efeito da rigidez do corpo.  

 

Figura 1- Recentes pesquisas relacionadas à interação fluido-estrutura. 

 

Fonte: Autoria Própria 
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A utilização de mecanismos de interação fluido-estrutura para extração de energia do 

escoamento foi objeto de estudo de muitos trabalhos analisados. Beal et al. (2006) 

constataram, por meio de análises experimentais, que em condições adequadas, um corpo de 

geometria esbelta pode extrair energia da esteira de vórtices gerada por um outro corpo a 

montante. Huhn et al. (2015) constataram numericamente que deformações específicas do 

corpo sólido reduzem o gasto do corpo para se locomover no meio fluido. Novati et al. (2016) 

utilizaram simulações com o Método de Vórtices Discretos para destacar que o movimento 

sincronizado de dois corpos pode ser energeticamente benéfico para o sistema. MacPhee e 

Beyene (2011) simularam numericamente o impacto da deformação elástica de um aerofólio 

NACA0012, devido à ação do vento, na performance aerodinâmica do perfil; o resultado dos 

estudos indica que o uso de pás flexíveis permite atrasar o fenômeno de estol. 

Na maioria dos estudos relacionados à interação fluido-estrutura, devido à 

complexidade dos parâmetros envolvidos, foram empregados métodos experimentais e/ou 

numéricos. Os estudos que utilizaram simulações numéricas permitiram uma maior 

compreensão da física envolvida nos problemas analisados e a possibilidade de generalização 

da solução para outras configurações. 

Constantinescu et al. (2003) utilizaram simulações de turbulência do tipo LES (do 

inglês, Larde Eddy Simulation) e DES (do inglês, Detached Eddy Simulation) para reproduzir 

o escoamento ao redor de uma esfera a Re = 104. Mary e Sagaut (2002) utilizaram um modelo 

de turbulência do tipo LES em um método de volumes finitos para reproduzir os fenômenos 

observados ao redor de um aerofólio a elevados números de Reynolds, como a separação 

próxima à borda posterior do corpo, bolhas laminares e o recolamento da camada limite 

turbulenta. Bimbato et al. (2011) mostraram que o Método de Vórtices Discretos é capaz de 

analisar o comportamento aerodinâmico de um cilindro circular hidraulicamente liso 

submetido ao efeito solo. Verma et al. (2016) analisaram as distribuições de forças induzidas 

pelo escoamento ao redor de corpos rígidos e deformáveis utilizando o Método de Vórtices 

Discretos; as simulações foram realizadas em cilindros, corpos esbeltos que simulam a 

geometria de um peixe e corpos esbeltos em situação de autopropulsão.  

Os efeitos da rugosidade superifical foram avaliados principalmente por técnicas 

experimentais e diversos estudos detalham a influência da rugosidade nas caracteristicas 

fluidodinâmicas do corpo. Lee e Jang (2005) utilizaram um filme micro-riblet em forma de 

“V” para simular a rugosidade sobre um aerofólio NACA 0012; os experimentos foram feitos 

a valores de número de Reynolds ao redor de 3x104 e evidenciaram a redução do coeficiente 

de arrasto devido a presença de rugosidade. Plogmann et al. (2014) utilizaram um túnel de 
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vento e um aerofólio com o perfil próximo ao NACA 64-418 para registrar que variações nas 

dimensões da rugosidade afetam as condições aerodinâmicas do corpo.  Hamakawa et al. 

(2013) demonstraram experimentalmente como a rugosidade pode influenciar no nível de 

ruído gerado pelo escoamento de ar ao redor de um aerofólio de perfil NACA0012. Corke e 

Thomas (2015) destacaram, por meio de experimentos, o potencial da rugosidade para 

retardar o fenômeno de estol mesmo em condições de alto ângulo de incidência. 

Estudos recentes propuseram formulações numéricas para a simulação da rugosidade 

superficial. Bimbato (2012) propôs um modelo de rugosidade para ser utilizado em métodos 

lagrangianos. O modelo de rugosidade desenvolvido foi capaz de simular a transição da 

camada limite laminar para a camada limite turbulenta capturando, inclusive, a crise do 

arrasto. Bimbato et al. (2020) verificaram a capacidade de análise do Método de Vórtices 

Discretos na simulação de um escoamento a Re = 1x105
 ao redor de um cilindro de superfície 

rugosa. As simulações realizadas pelos autores foram capazes de capturar os principais 

fenômenos observados experimentalmente: a ocorrência de geração de bolhas de separação 

assimétricas, a crise do arrasto e a força de sustentação não nula, apesar da simetria axial do 

cilindro. A simulação dos efeitos da rugosidade é feita por meio de um modelo aplicado por 

Bimbato et al. (2018), o qual associa o modelo de rugosidade proposto por Bimbato (2012) 

com o modelo de turbulência do tipo LES originalmente desenvolvido por Alcântara Pereira 

(2002) e, posteriormente, modificado por Bimbato (2012). A grande vantagem da técnica 

utilizada é que a discretização da superfície original do corpo é mantida (como se este fosse 

liso), porém, a camada limite é modificada pela injeção de quantidade de movimento, o que 

estimula o desenvolvimento de uma camada limite turbulenta ao redor do corpo, característica 

típica dos efeitos causados pela rugosidade superficial em escoamentos externos. Alcântara 

Pereira et al. (2020) utilizaram o mesmo modelo para obter a supressão do desprendimento de 

vórtices em um cilindro submetido à condição de efeito solo. 

 

2.2. AERODINÂMICA DO ESCOAMENTO AO REDOR DE CORPOS ROMBUDOS E 

ESBELTOS  

 

Num escoamento em torno de um sólido, as mudanças de direção são impostas ao 

escoamento pela condição de impenetrabilidade da superfície sólida, o que cria um gradiente 

de pressão adverso. Em escoamentos viscosos, a condição de não escorregamento impõe 

velocidade relativa zero na camada de fluido em contato com a superfície do sólido. As baixas 

velocidades nas vizinhanças da parede e o gradiente de pressão adverso podem resultar na 
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separação da camada limite. No ponto de separação, um escoamento em sentido oposto é 

estabelecido e a descontinuidade entre o escoamento principal e o de sentido oposto leva à 

formação de vórtices. Esses vórtices são lançados no escoamento e sofrem coalescência, 

convecção (advecção e difusão) e alongamento dos tubos de vorticidade (3D), formando 

assim a esteira vorticosa a jusante do sólido (veja Figura 2). 

 

Figura 2- Esquema do descolamento da camada limite no escoamento ao redor de um cilindro 

circular. 

 

                                            Fonte: Autoria Própria 

 

O comportamento da esteira de vórtices formada pelo escoamento ao redor do cilindro é 

alterado com o número de Reynolds, com impacto direto nos valores das cargas 

fluidodinâmicas, como pode ser observado na Figura 3. Na Figura 3 é possível verificar a 

redução do coeficiente de arrasto (CD) com a transição nas camadas cisalhantes devido ao 

aumento do número de Reynolds; a queda do coeficiente de arrasto é observada até o 

fenômeno da crise do arrasto, após o qual o arrasto tem ligeiro aumento. 

Williamson (1996) estudou, experimentalmente, o escoamento em torno de um cilindro 

hidraulicamente liso e observou que, para números de Reynolds de 1,0×103 a 2,0×105, o 

negativo do coeficiente de pressão na parte de trás do cilindro (coeficiente de sucção de base) 

aumenta, o número de Strouhal (St) diminui gradualmente e o comprimento de formação da 

região de recirculação diminui, resultando em uma região mais estreita e curta para a 

formação de vórtices. Acima do número de Reynolds de 2,0×105, em valores críticos de 

número de Reynolds, o autor notou que o coeficiente de sucção de base diminuiu e uma bolha 

de separação-recolamento foi formada em um lado do cilindro. Em números de Reynolds 

supercríticos (Re < 2,0×105 - 5,0×105), o autor registrou a formação da segunda bolha de 
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separação-religação, do outro lado do cilindro, e, como consequência, um número de Strouhal 

maior foi detectado com uma esteira de vórtices mais estreita. Essa dependência dos 

fenômenos da esteira vorticosa com o número de Reynolds foi registrada por vários artigos: 

Achenbach e Heinecke (1981), Slaouti e Gerrard (1981), Unal e Rockwell (1988), Roshko 

(1993), Norberg (1994), Henderson (1995), Williamson (1996) e Han et al. (2022). 

 

Figura 3- Variação dos componentes de pressão e de atrito do coeficiente de arrasto em  

função do número de Reynolds 

 

Fonte: Adaptada de Assi (2012)  

 

No aerofólio, para ângulos de ataque (𝛼) moderados (-10º < 𝛼 < 10º), o coeficiente de 

sustentação (CL) varia linearmente com 𝛼 (LEWIS, 1991). Nesta faixa de 𝛼, o escoamento se 

move suavemente sobre o aerofólio e a camada limite contorna toda a superfície do corpo. À 

medida que o ângulo de ataque atinge valores elevados, o gradiente de pressão adverso 

aumenta na direção do bordo de fuga. As partículas de fluido que foram desaceleradas pelas 

forças viscosas não conseguem superar o gradiente de pressão adverso e a camada limite se 

separa, atingindo o ponto de CLmax, o que caracteriza o fenômeno de estol (veja Figura 4). A 

localização da separação depende do número de Reynolds do escoamento e do ângulo de 

ataque do perfil aerodinâmico. O ponto de separação move-se continuamente a montante com 

o aumento do ângulo de ataque e do número de Reynolds. 
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Figura 4- Esquema do comportamento do coeficiente de sustentação (CL) com o aumento do 

ângulo de ataque (α) 

 

 

Fonte: Adaptada de Lewis (1991)  

 

A relação dos coeficientes de arrasto (CD) e sustentação (CL) com o número de 

Reynolds pode ser verificada nas Figuras 5(a) e 5(b) adaptadas do trabalho de Sheldahl e 

Klimas (1981). Como a seção do aerofólio NACA 0012 é simétrica em relação à na direção 

da corda, a sustentação é gerada apenas a partir de ângulos de ataque diferentes de zero. À 

medida que o ângulo de ataque aumenta, o coeficiente de sustentação (CL) aumenta de 

maneira linear e, acima de 8°, o aumento de CL com o ângulo de ataque não é mais linear. 

Além disso, para ângulos de ataque superiores a 8°, CL passa a depender do número de 

Reynolds. Para números de Reynolds superiores (da ordem de 𝑅𝑒 = 1,0 × 105), é verificado 

que o ângulo de incidência do estol é atrasado em relação a Reynolds inferiores, ou seja, o 

estol ocorre para valores mais elevados de α. Assim, para 𝑅𝑒 = 0,86 × 106 o estol ocorre ao 

redor de 𝛼 = 13º, enquanto, com o aumento do número de Reynolds para 𝑅𝑒 = 1,76 × 106, 

o estol ocorre ao redor de 𝛼 = 14°. Após o estol, pequenos aumentos no ângulo de ataque 

provocam grandes reduções do CL, até que o aumento da energia cinética leva a camada 

cisalhante turbulenta separada a atingir mais uma vez a superfície do aerofólio, gerando o 

fenômeno denominado recolamento e o coeficiente de sustentação volta a aumentar. Para 

𝑅𝑒 = 0,86 × 106 o recolamento ocorre ao redor de 𝛼 = 18°; com o aumento do número de 

Reynolds para 𝑅𝑒 = 1,76 × 106, Sheldahl e Klimas (1981) observaram o recolamento ao 

redor de 𝛼 = 22°. Na Figura 5(c) é possível observar a razão do coeficiente de sustentação 

pelo coeficiente de arrasto (lift-to-drag ratio); esta razão descreve a eficiência aerodinâmica 

do aerofólio em condições de uso, durante variações do ângulo de ataque. Valores superiores 
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de CL/CD indicam uma maior eficiência do aerofólio, o que, em aplicações práticas, resulta em 

maior economia de combustível de aeronaves e maior extração de energia em turbinas eólicas 

(GIGUERE e SELIG, 2000) 

 

Figura 5- Variação dos coeficientes (a) de sustentação e (b) de arrasto e (c) da razão destes 

coeficientes com o aumento do ângulo de ataque para o aerofólio NACA 0012. 

 

Fonte: Adaptada de Sheldahl e Klimas (1981) 

 

Fonte: Relação calculada a partir dos valores das figuras (a) e (b) para 𝑅𝑒 = 0,86𝑥106 

 

2.3. O EFEITO DA RUGOSIDADE SUPERFICIAL NA AERODINÂMICA DE CORPOS 

ROMBUDOS E ESBELTOS 
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O efeito de rugosidade modifica a relação dos fenômenos da esteira de vórtices com o 

número de Reynolds. Inúmeros trabalhos observaram que a presença de rugosidade 

superficial provoca uma transição precoce da camada limite e fenômenos típicos de 

escoamentos a altos números de Reynolds ocorrem em números de Reynolds fisicamente 

mais baixos e, como consequência, as cargas fluidodinâmicas sofrem alterações. A análise 

experimental conduzida por Van Hinsberg (2015) permite identificar que, em números de 

Reynolds de 𝑅𝑒~1,6 × 105, os valores do coeficiente de arrasto de um cilindro com uma 

pequena rugosidade superficial (𝜀 ~1,2 × 10−3) cai bruscamente de aproximadamente 1,2 para 

aproximadamente 0,4. Em um cilindro liso (𝜀~1 × 10−5), Schewe (1983) observou que a crise 

do coeficiente de arrasto ocorre apenas em números de Reynolds de 𝑅𝑒~2,6 × 105. Com 

rugosidade superficial elevada (𝑘𝑠/𝐷~30 × 10
−3), em um experimento em túnel de vento de 

um escoamento ao redor de um cilindro, Achenbach e Heinecke (1981) registraram a crise de 

arrasto em valores de Reynolds ainda mais baixos (𝑅𝑒~2,0 × 104) do que os de Van Hinsberg 

(2015). Em corpos esbeltos, como aerofólios, a rugosidade superficial afeta a geração de 

sustentação. Chakroun et al. (2004) investigaram o efeito da rugosidade em um aerofólio 

NACA0012 e verificaram que o coeficiente de sustentação máximo, de 0,9315, ocorre no 

ângulo de ataque de α=10º para um aerofólio liso, enquanto, em um aerofólio rugoso, o 

coeficiente de sustentação máximo atinge o valor de 0,9626 no ângulo de ataque de 𝛼 = 14°.  

Abdel-Rahman e Chakroun (1997) estudaram experimentalmente, por meio de um túnel 

de vento, o efeito da rugosidade superficial no escoamento ao redor do aerofólio NACA 0012. 

Para simular a rugosidade foram utilizadas duas lixas de texturas diferentes, coladas sobre a 

superfície do aerofólio. As rugosidades relativas (altura média das partículas da lixa dividida 

pela corda do aerofólio) testadas foram de 0,0033 e 0,0026 identificadas no trabalho por P80 e 

P120, respectivamente. Abdel-Rahman e Chakroun (1997) constataram que a presença da 

rugosidade pode atrasar o fenômeno do estol dinâmico, para o mesmo número de Reynolds do 

escoamento; na Figura 6 constata-se que o estol para o aerofólio liso ocorre para ângulo    

𝛼 = 12°, enquanto para o aerofólio rugoso o estol ocorre em ângulos de ataque superiores a 

𝛼 = 15°. Na Figura 6 é possível verificar a influência da rugosidade no coeficiente de arrasto 

do NACA0012 para diferentes ângulos 𝛼, com o aumento da rugosidade ouve um ligeiro 

aumento no coeficiente de atrito para ângulos de ataques entre a +/-10º, ângulos de ataque 

superiores a variação é reduzida. Abdel-Rahman e Chakroun (1997) ainda destacaram que as 

variações nas cargas fluidodinâmicas ocorrem devido às perturbações causadas pela 

rugosidade na camada limite do escoamento; estas perturbações são intensificadas com o 

aumento do ângulo de ataque.  
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Figura 6- Variação dos coeficientes de sustentação e de arrasto com o aumento do ângulo de 

ataque para o aerofólio NACA 0012 com superfície lisa e rugosa (P120 e P80). 

 

 

Fonte: Adaptada de Abdel-Rahman & Chakroun (1997)  

 

Na Figura 7 é possível observar a velocidade (U) do escoamento perturbado pela 

superfície do corpo em relação a velocidade do escoamento não perturbado (𝑈𝑒) para 

diferentes pontos distantes r da superfície do corpo na direção normal, sendo que r é no 

máximo 1,5 vezes a espessura δ da camada limite. A razão x/c é a posição relativa à corda (c) 

do aerofólio na direção x; a partir de uma posição definida x/c é medida a velocidade do 

escoamento em pontos que estão na direção normal à superfície do corpo. Observando a 

Figura 7 é possível constatar a alteração causada pela rugosidade da superfície do corpo no 

perfil de velocidade média do escoamento na camada limite que se desenvolve ao redor do 

aerofólio com ângulo de ataque nulo. 

As modificações na fluidodinâmica de corpos sólidos devido ao efeito da rugosidade 

superficial estão relacionadas a muitos problemas e oportunidades para aplicações de 

engenharia. Dalili et al. (2009) constataram que o aumento da rugosidade superficial nas pás 

de um aerogerador devido ao acúmulo de insetos pode resultar em perdas de desempenho que 

podem chegar a 50% em casos mais severos. O trabalho de Han et al. (2021), sobre a 

deposição de organismos em risers marinhos verificou que, conforme a rugosidade da 

superfície é alterada pelo acúmulo de organismos, a resposta da estrutura ao escoamento 

torna-se mais caótica, aumentando a frequência de excitação e diminuindo a vida útil da 

estrutura. Por outro lado, o trabalho de Kodancha e Salunkhe (2021) permitiu verificar que é 

possível usar a rugosidade superficial no bordo de ataque das pás de um compressor axial para 
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controle do fenômeno Tip Leakage Flow (ZHANG et al., 2021) e aumentar o desempenho da 

máquina. O trabalho de Wang et al. (2021) demonstrou que, com a adição de rugosidade 

superficial, de forma controlada, pode-se reduzir a pressão sobre o teto de trens de alta 

velocidade e controlar os esforços sofridos pela estrutura devido a rajadas de vento. Uma 

melhor compreensão de como a rugosidade da superfície de corpos perturba a dinâmica do 

escoamento pode ajudar a gerenciar os problemas e aproveitar as oportunidades dos efeitos 

causados pela rugosidade. 

 

Figura 7- Componente horizontal de perfis longitudinais de velocidade média para ângulo de 

ataque nulo, em quatro comprimentos x/c, para superfícies lisas e rugosas. 

 

Fonte: Adaptada de Abdel-Rahman e Chakroun (1997)  

 

Uma característica importante dos estudos experimentais que tratam da análise dos 

efeitos de rugosidade superficial é a dificuldade de comparar resultados de diferentes 

trabalhos. Dados de experimentos com o mesmo número de Reynolds e com a mesma 

rugosidade relativa são muito dispersos, conforme registrado por Güven et al. (1980). A 

complexidade para reproduzir a mesma topografia de superfície rugosa, o efeito de bloqueio 

de túneis de vento e as perturbações na turbulência do escoamento livre são as principais 

razões para a dispersão dos resultados de trabalhos experimentais. Embora algumas técnicas 

para correção de bloqueios estejam disponíveis na literatura e muitos trabalhos tenham 
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estudado como comparar duas topografias de superfície rugosa por suas rugosidades 

equivalente a grãos de areia (ADAMS et al., 2012), comparar dados de diferentes estudos 

experimentais referentes a efeitos de rugosidade ainda é uma tarefa desafiadora. 

Por outro lado, os estudos numéricos de escoamento ao redor de um corpo rugoso ainda 

são limitados a números de Reynolds baixos (VAN HINSBERG, 2015); e dados numéricos de 

cargas aerodinâmicas para o escoamento passando por um cilindro rugoso com número de 

Reynolds subcrítico superior de 𝑅𝑒 = 5 × 104 são muito raros (BIMBATO et al., 2020). Em 

números de Reynolds baixos, as simulações do tipo Reynolds-Averaged Navier-Stokes 

(RANS) são aplicadas em um esquema Eureliano com o modelo de turbulência k−ω de 

transporte de tensão de cisalhamento (SST) para analisar o escoamento em torno de cilindros 

rugosos (GAO et al., (2018) e CHEN et al., (2022)). Em altos números de Reynolds, estudos 

recentes foram bem-sucedidos na aplicação de um método de vórtices lagrangiano associado à 

simulação de grandes turbilhões (LES) para examinar a influência da rugosidade na 

aerodinâmica de um corpo rombudo. 
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3. FORMULAÇÃO GERAL DO PROBLEMA 

 

No capítulo 3 apresenta-se a formulação matemática geral referente ao estudo do 

escoamento bidimensional, incompressível, turbulento e não permanente, de um fluido 

newtoniano com propriedades constantes, que incide sobre um sólido. A geometria do 

problema é definida, as hipóteses assumidas são analisadas, as equações governantes e as 

condições de contorno são apresentadas, a modelagem de turbulência é discutida em conjunto 

com um modelo de efeitos de rugosidade superficial e o problema proposto é 

adimensionalizado. 

 

3.1. GEOMETRIA E DEFINIÇÕES 

 

O sólido estudado neste trabalho é o aerofólio NACA 0012. O aerofólio NACA0012 

define-se por um perfil sem abaulamento, com máxima espessura de 12% da corda. É um 

perfil que, devido a sua simetria, possui um número significativo de estudos e experimentos 

discutidos na literatura, facilitando a comparação com os resultados encontrados no presente 

trabalho. O aerofólio, inclinado de um ângulo α, possui como medida de comprimento 

característica a corda, 𝑐, e está imerso em um domínio fluido infinito 𝛺. A velocidade do 

escoamento infinitamente a jusante e a montante é 𝑈∞ e possui ângulo de incidência 𝜆 em 

relação à direção x. O fluido em escoamento possui massa específica 𝜌 e viscosidade 

dinâmica 𝜇. Na Figura 8 ilustram-se a geometria e as principais definições do problema. Para 

as aferições iniciais do código computacional foi também utilizado um cilindro cujo 

comprimento característico é o diâmetro, 𝐷, sendo mantidas todas as demais características 

mencionadas. O número de Reynolds considerado para o escoamento ao redor do aerofólio foi 

de 𝑅𝑒𝑎𝑒𝑟𝑜 = 1,7 × 105 e, para o cilindro, o valor é de 𝑅𝑒𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑜 = 1,0 × 105. Nesses valores 

de número de Reynolds os principais fenômenos fluidodinâmicos são reproduzidos. Além 

disso, existem diversos experimentos na literatura que utilizaram esses valores, o que permite 

a comparação com os resultados numéricos obtidos. 
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Figura 8- Geometria do problema. 

 

Fonte: Autoria Própria 

3.2. HIPÓTESES ASSUMIDAS 

 

Para a solução do problema são assumidas hipóteses relativas à geometria, relativas ao 

escoamento e às propriedades do fluido. As hipóteses assumidas permitem a obtenção de uma 

solução numérica para o problema proposto sem comprometer a reprodução da física dos 

fenômenos que devem ser observados em situações semelhantes à estudada. 

As hipóteses relativas à geometria são duas: (i) o sólido está imerso em uma região 

fluida, Ω, que é infinita e bidimensional e (ii) o ângulo entre o escoamento incidente e a 

dimensão característica do sólido, 𝛼, varia no intervalo ]−𝜋 2⁄ ,+𝜋 2⁄ [. As hipóteses 

relacionadas ao escoamento são três: (i) escoamento isotérmico, pois não há gradientes de 

temperatura no domínio fluido; (ii) escoamento incompressível, pois os efeitos de 

compressibilidade podem ser desprezados, já que 𝑀𝑎 < 0,3 (sendo 𝑀𝑎 o número de Mach do 

escoamento) e (iii) o escoamento incidente é irrotacional e permanente. Por fim, as hipóteses 

relacionadas às propriedades do fluido são duas: (i) fluido newtoniano, ou seja, a viscosidade 

é constante e (ii) propriedades do fluido são constantes ao longo de todo o domínio fluido. 

 

3.3. OBTENÇÃO DAS EQUAÇÕES GOVERNANTES E CONDIÇÕES DE CONTORNO 

 

As equações governantes são obtidas por meio dos princípios de conservação de massa 

e de quantidade de movimento linear (segunda lei de Newton), aplicados a uma partícula de 

fluido. As condições de contorno são impostas às equações governantes para garantir 

unicidade da solução obtida para o problema. 

 

Princípio de Conservação da Massa (P.C.M.)  
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Para um escoamento incompressível, o balanço de massa em um volume de controle 

infinitesimal dá origem à equação da continuidade: 

 

∇⃗⃗ ⋅ 𝑢⃗ = 0                                                                                                                                                    (1) 

 

Princípio de Conservação da Quantidade de Movimento Linear (P.C.Q.M.L.) 

 

Para um fluido newtoniano com propriedades constantes em um escoamento 

incompressível e desprezando-se os efeitos de força de campo, o balanço das forças que 

atuam em um volume de controle infinitesimal é dado pela equação (2): 

 

𝜌
𝜕𝑢⃗ 

𝜕𝑡
+ 𝜌(𝑢⃗ ⋅ ∇⃗⃗ )𝑢⃗ = −∇⃗⃗ 𝑝 + 𝜇∇2𝑢⃗                                                                                                        (2) 

 

A equação (2) é a equação de Navier-Stokes, na qual 𝑢⃗  é o vetor velocidade do fluido, 𝜌 

é o campo de massas específicas, 𝑝 é o campo de pressões e μ é o coeficiente de viscosidade 

dinâmica do fluido. 

 

Condição de contorno de impenetrabilidade 

 

A fronteira do corpo sólido não poroso é modelada por meio da condição de 

impenetrabilidade. A velocidade do fluido em contato com a superfície do corpo, e normal a 

esta, (𝑢⃗ ⋅ 𝑛⃗ ), é imposta igual à velocidade do corpo na mesma direção (𝑢⃗ 𝑐 ⋅ 𝑛⃗ ). Esta condição 

garante que não haja um fluxo de massa do domínio fluido para dentro do sólido e/ou do 

sólido para o domínio fluido. A condição de impenetrabilidade é descrita pela equação (3), na 

qual 𝑛⃗  é o vetor unitário normal à superfície 𝑆 (veja a Figura 8) e 𝑢⃗ 𝑐 é a velocidade do corpo. 

 

𝑢⃗ ⋅ 𝑛⃗ − 𝑢⃗ 𝑐 ⋅ 𝑛⃗ = 0                                                                                                                                   (3) 

 

Condição de contorno de não deslizamento 

Em escoamento viscosos, na interface fluido-sólido, a força de atração entre as 

partículas fluidas e as partículas sólidas é tal que a velocidade do fluido relativa à superfície é 

zero. A condição de não escorregamento é resultado da ação molecular da viscosidade no 
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escoamento e é definida pela equação (4), na qual 𝜏  é o vetor unitário tangente à superfície 𝑆 

(veja a Figura 8). 

 

𝑢⃗ ⋅ 𝜏 − 𝑢⃗ 𝑐 ⋅ 𝜏 = 0                                                                                                                                    (4) 

 

Condição de escoamento não perturbado a longas distâncias 

 

A perturbação causada pelo sólido no escoamento a jusante deve-se reduzir à medida 

que a distância 𝑟 da superfície do corpo aumenta. Regiões muito distantes do corpo, 𝑟 → ∞, 

devem ser dominadas pela velocidade do escoamento incidente (𝑈∞); esta condição é imposta 

pela equação (5). 

 

lim
𝑟→∞

(𝑢⃗ − 𝑈⃗⃗ ∞) = 0                                                                                                                                  (5) 

 

3.4. FILTRAGEM DAS EQUAÇÕES GOVERNANTES: ESCALAS DA TURBULÊNCIA

  

A solução numérica das equações que governam o escoamento de um fluido requer uma 

discretização espacial e temporal do problema. Uma simulação numérica que seja capaz de 

considerar as várias escalas da turbulência requer demasiado custo computacional e implica, 

muitas vezes, em inviabilidade numérica, devido à magnitude dos gradientes de velocidade 

que são encontrados nessas escalas, dificultando a convergência e a instabilidade dos 

principais métodos disponíveis. Para muitas situações de engenharia uma solução que 

aproxime os efeitos de turbulência em escalas menores é suficiente para o entendimento e 

solução do problema. Desta forma, uma alternativa para o problema da simulação da 

multiplicidade de escalas da turbulência é considerar uma filtragem das equações 

governantes, separando as diferentes escalas de interesse (COLLIS, 2001). 

Um escoamento turbulento é composto por estruturas vorticosas de diferentes tamanhos 

e escalas, sendo a variedade de escalas limitada superiormente pelas dimensões do campo de 

velocidades e inferiormente pela ação difusiva da viscosidade molecular. Vórtices maiores 

drenam energia do escoamento médio para os vórtices menores e, estes, para outros ainda 

menores e, por fim, as menores escalas dissipam a energia pelas tensões viscosas 

(SMAGORINSKY et al., 1963). A dissipação de energia entre as escalas pode ser analisada 
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pela relação entre a energia cinética e o tamanho das escalas presentes no escoamento, k 

(Figura 9). 

 

Figura 9- Energia cinética da turbulência para diferentes escalas de movimento (k). 

 

Fonte: Adaptada de Tamás e Dezsõ (2001) 

 

A consideração dos efeitos causados pela atividade turbulenta que ocorre nas escalas 

menores do escoamento pode ser feita por meio de três métodos principais, que diferem entre 

si pelo tamanho das escalas que são consideradas: (i) na simulação numérica direta (DNS, do 

inglês, Direct Numerical Simulation), todas as escalas são resolvidas, o que representa um 

grande custo computacional; este método é empregado em situações de pesquisa cientifica e 

com valores de número de Reynolds baixos (tipicamente Re < 103); (ii) na simulação de 

grandes escalas, grandes escalas do escoamento são resolvidas e as pequenas escalas são 

modeladas; as grandes escalas são separadas por meio de um filtro de frequência e resolvidas 

explicitamente, enquanto os efeitos das pequenas escalas são considerados via modelagem de 

um tensor de Reynolds submalha; (iii) por fim, na simulação das equações médias de 

Reynolds, RANS (do inglês, Reynolds Averaged Navier-Stokes Equations), modelam-se todas 

as escalas do escoamento por meio de modelos estatísticos que consideram as médias 

temporais das equações de Navier-Stokes. A Figura 10 é a comparação qualitativa entre o 

resultado de três diferentes simulações do mesmo escoamento, cada qual utilizando um dos 

três métodos apresentados. Na simulação numérica direta, Figura 10(a), todos os detalhes do 
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escoamento são reproduzidos, uma vez que todas as escalas são resolvidas; com a simulação 

de grandes escalas, Figura 10.b, alguns detalhes presentes na simulação numérica direta, não 

são reproduzidos, mas ainda é possível identificar as principais estruturas vorticosas; por fim, 

na simulação com modelagem do tipo RANS apenas o comportamento médio do escoamento 

é reproduzido. 

 

Figura 10- Simulação numérica de um escoamento turbulento a) DNS; b) LES e c) RANS 

 

Fonte: Adaptado de Cuenot (2005) 

 

3.4.1. Modelo de Turbulência do tipo LES  

 

No presente trabalho, os efeitos da turbulência são considerados por meio de simulações 

do tipo LES. Além de representarem uma alternativa entre as grandes aproximações das 

simulações RANS e o alto custo computacional das simulações do tipo DNS, as simulações 

do tipo LES permitem que os efeitos de turbulência sejam considerados em simulações que 

utilizam o Método de Vórtices Discretos, tal como apresentado por Alcântara Pereira (2002). 

 A separação das escalas das equações de Navier-Stokes, equação (2), no método LES, é 

feita por meio de um processo de filtragem, de acordo com as equações (6) e (7). Nestas 

equações, a parcela relativa às grandes escalas é representada por 𝑓(̅𝑥 , t) e a parcela das 

pequenas escalas por 𝑓′(𝑥 , t). A função 𝐺̅ atua com um filtro passa-baixa, separando as 

menores frequências (maiores estruturas turbulentas) das maiores frequências 

(SMAGORINSKY, 1963). 

 

𝑓(𝑥 , 𝑡) = 𝑓(̅𝑥 , 𝑡) + 𝑓′(𝑥 , 𝑡)                                                                                                                 (6) 
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𝑓(̅𝑥 , 𝑡) = ∫ 𝐺̅(𝑥 − 𝑦 )𝑓(𝑦 , 𝑡)𝑑𝑦 

∀

                                                                                                         (7) 

A equação da continuidade, equação (1), e a equação de Navier-Stokes, equação (2), 

filtradas e escritas em notação indicial, assumem o formato descrito nas equações (8) e (9), 

respectivamente. 

𝜕𝑢𝑖̅
𝜕𝑥𝑖

= 0                                                                                                                                                      (8) 

 

𝜕𝑢𝑖̅
𝜕𝑡

+
𝜕(𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅)

𝜕𝑥𝑗
= −

1

𝜌

𝜕𝑝̅

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕

𝜕𝑥𝑗
[𝜈 (

𝜕(𝑢𝑖̅)

𝜕𝑥𝑗
+
𝜕(𝑢𝑗̅)

𝜕𝑥𝑖
)]                                                                   (9) 

 

Nas equações (8) e (9), 𝑢𝑖 é o componente 𝑖 do vetor velocidade do fluido e, para o 

problema bidimensional, têm-se 𝑖 = 1,2 , ou seja, 𝑢1 é  o componente do vetor 𝑢⃗  na direção 𝑥 

e 𝑢2 é  o  componente do vetor 𝑢⃗  na direção 𝑦. 

O termo não linear 𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅ pode ser decomposto de acordo com a equação (10). 

 

𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑢𝑖̅𝑢𝑗̅̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑢𝑖̅𝑢′𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑢′𝑖𝑢̅𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑢′𝑖𝑢′𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                                                                                               (10) 

 

Definindo os tensores de Leonard (𝐿𝑖𝑗), cruzado (𝐶𝑖𝑗) e de Reynolds submalha (𝜏𝑖𝑗) 

conforme as equações (11), (12) e (13), respectivamente, a equação (10) pode ser reescrita 

para assumir a forma da equação (14). 

 

𝐿𝑖𝑗 = 𝑢𝑖̅𝑢𝑗̅̅̅ ̅̅ ̅ − 𝑢𝑖̅𝑢𝑗̅                                                                                                                                  (11) 

 

𝐶𝑖𝑗 = 𝑢𝑖̅𝑢′𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑢′𝑖𝑢̅𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅                                                                                                                                (12) 

 

𝜏𝑖𝑗 = 𝑢′𝑖𝑢′𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                                                                                                                                             (13) 

 

𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑢𝑖̅𝑢𝑗̅ + 𝐿𝑖𝑗 + 𝐶𝑖𝑗 + 𝜏𝑖𝑗                                                                                                             (14) 

 

Segundo Silveira Neto (1993), os tensores de Leonard (𝐿𝑖𝑗) e cruzado (𝐶𝑖𝑗) são 

desprezíveis quando comparados com o tensor de Reynolds submalha (𝜏𝑖𝑗), para esquemas de 



41 

 

 

avanço advectivo de até terceira ordem, como é o caso deste trabalho. Desta forma, 

considerando apenas o tensor de Reynolds submalha na equação (14), a equação (9) pode ser 

reescrita de acordo com a equação (15): 

 

𝜕𝑢𝑖̅
𝜕𝑡

+
𝜕(𝑢𝑖̅ 𝑢𝑗̅)

𝜕𝑥𝑗
= −

1

𝜌

𝜕𝑝̅

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕

𝜕𝑥𝑗
[𝜈 (

𝜕(𝑢𝑖̅)

𝜕𝑥𝑗
+
𝜕(𝑢𝑗̅)

𝜕𝑥𝑖
) − 𝜏𝑖𝑗]                                                     (15) 

 

A solução da equação de Navier-Stokes filtrada, equação (15), depende da modelagem 

do tensor de Reynolds submalha (𝜏𝑖𝑗).  

 

3.4.2. Simulação da turbulência 

 

A equação de Navier-Stokes filtrada, equação (15), permite considerar os efeitos da 

turbulência em simulações cuja discretização espacial não é detalhada o suficiente para 

representar as menores escalas da turbulência, porém, depende da modelagem do tensor de 

Reynolds submalha (𝜏𝑖𝑗), que representa o transporte turbulento de quantidade de movimento 

entre as escalas resolvidas através do método numérico e as escalas não resolvidas e que, 

portanto, devem ser modeladas; de acordo com Boussinesq (1877), o tensor 𝜏𝑖𝑗 pode ser 

modelado pelo coeficiente de viscosidade turbulenta, 𝜐𝑡, equação (16).  

 

𝜏𝑖𝑗 = −2𝜐𝑡𝑆𝑖̅𝑗                                                                                                                                        (16) 

 

O termo 𝑆𝑖̅𝑗 é o tensor taxa de deformação do campo filtrado e, seguindo o método 

proposto por Smagorinsky (1963), este pode ser definido como: 

 

𝑆𝑖̅𝑗 =
1

2
(
𝜕𝑢̅𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢̅𝑗

𝜕𝑥𝑖
)                                                                                                                           (17) 

 

Chollet e Lesieur (1981) propõem utilizar o espectro de energia cinética local para 

definir o coeficiente de viscosidade turbulenta: 

 

𝜐𝑡(𝑘𝑐, 𝑡) =
2

3
𝐶𝑘
−3 2⁄ √

𝐸(𝑘𝑐, 𝑡)

𝑘𝑐
                                                                                                           (18) 
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O termo 𝐶𝑘 é a constante de Kolmogorov e tem o valor de 1,4, enquanto 𝑘𝑐 é o número 

de onda de corte, o qual define quais escalas serão resolvidas pelo método numérico (no caso, 

o método de vórtices discretos) e quais escalas serão modeladas com o uso de um modelo de 

turbulência específico. Dada a facilidade de implementação em conjunto com o método de 

vórtices discretos, no presente trabalho utiliza-se, para a modelagem das menores escalas do 

escoamento, o modelo da função estrutura de velocidade de segunda ordem (𝐹̅2) proposto por 

Métais e Lesieur (1992), o qual calcula o espectro de energia cinética local através da 

Equação (19): 

 

𝐹̄2(𝑥 , 𝛥, 𝑡) = ‖𝑢⃗̄ (𝑥 , 𝑡) − 𝑢⃗̄ (𝑥 + 𝑟 , 𝑡)‖
‖𝑟 ‖=𝛥

2

                                                                                   (19) 

 

A função 𝐹2̅̅̅ é um operador de média aplicado entre a velocidade no ponto 𝑥 , no tempo 

𝑡, e a velocidade no ponto 𝑥 + 𝑟 , no mesmo instante t. O ponto 𝑥 + 𝑟  está sobre uma esfera 

com centro em 𝑥  e raio ‖𝑟 ‖ = ∆. Utilizando a função estrutura de velocidade da equação (19), 

o coeficiente de viscosidade turbulenta pode ser escrito em função da posição no domínio 

fluido (𝑥 ), do raio da esfera na qual a função estrutura de velocidade é avaliada (Δ) e do 

instante de tempo (t): 

 

𝜐𝑡(𝑥 , ∆, 𝑡) = 0,105𝐶𝑘
−3 2⁄ ∆ √𝐹2̅̅̅(𝑥 , ∆, 𝑡)                                                                                          (20) 

 

A dissipação de energia que ocorre nas escalas menores, não resolvidas, são modeladas 

por meio do coeficiente de viscosidade turbulenta, calculado através da equação (20). A 

função estrutura de velocidade de segunda ordem (𝐹2̅̅̅), da equação (19), é obtida 

numericamente segundo uma modelagem adaptada ao Método de Vórtices Discretos por 

Alcântara Pereira (2002) e modificado por Bimbato (2012); tal modelagem é discutida no 

Capítulo 4. 

 

3.5. ADIMENSIONALIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES GOVERNANTES E DAS 

CONDIÇÕES DE CONTORNO  
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As equações governantes e as condições de contorno devem ser adimensionalizadas. A 

adimensionalização permite que os resultados obtidos em diferentes experimentos, que 

tenham dimensões distintas, mas que possuam semelhança dimensional medida por números 

adimensionais, como o número de Reynolds (𝑅𝑒), possam ser comparados com os resultados 

obtidos pelas simulações numéricas realizadas no presente trabalho. A adimensionalização é 

realizada a partir da definição de três escalas representativas do problema (uma escala de 

comprimento, uma escala de tempo e uma escala de velocidade). A escala de comprimento 

representa uma medida característica do sólido; no caso do aerofólio, a corda, 𝑐, e, para o 

cilindro, o diâmetro,  𝐷. A escala de velocidade é representada pela velocidade do escoamento 

incidente, 𝑈∞, e a escala de tempo é definida pela relação entre a escala de velocidade e a 

escala de comprimento, 𝑐 𝑈∞⁄ . Desta maneira, as grandezas de comprimento são 

adimensionalizadas dividindo o seu valor pela corda 𝑐 do aerofólio e o mesmo procedimento 

é tomado para as outras grandezas e suas respectivas escalas, tal como:  

 

x*=
x

c
:  medida da abscissa, x 

 

𝑦∗ =
𝑦

𝑐
:  medida da ordenada, y 

 

𝑢̅∗ =
𝑢̅

𝑈∞
:  componente filtrada da velocidade do escoamento na direção x 

 

𝑣̅∗ =
𝑣̅

𝑈∞
:  componente filtrada da velocidade do escoamento na direção y 

 

∇∗= 𝑐∇:  operador Gradiente 

 

∇2
∗
= 𝑐2∇2:  operador Laplaciano 

 

∆𝑠∗ =
∆𝑠

𝑐
:  comprimento de cada painel plano que discretiza a superfície do corpo  

 

𝜎0
∗ =

𝜎0
𝑐
:  raio do núcleo de um vórtice discreto de Lamb 
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𝑒𝑝𝑠∗ =
𝑒𝑝𝑠

𝑐
:  distância de geração dos vórtices discretos de Lamb 

 

𝜀∗ =
𝜀

𝑐
:  rugosidade relativa da superfície do corpo 

γ∗ =
γ

𝑈∞
:  densidade da distribuição de vórtices 

 

𝑝̅∗ =
𝑝̅

𝜌𝑈∞
2 :  campo de pressões filtrado 

 

𝑡∗ =
𝑡𝑈∞
𝑐
: medida de tempo 

 

Γ∗ =
Γ

𝑐𝑈∞
:  intensidade de um vórtice discreto de Lamb 

 

𝜔∗ =
𝜔𝑐

𝑈∞
:  componente não nulo do vetor vorticidade no plano 

 

𝑆𝑡 =
𝑓𝐷

𝑈∞
:  número de Strouhal, o qual indica a frequência de desprendimento de vórtices  

 

𝑅𝑒 =
𝜌𝑈∞𝑐

𝜇
=
𝑈∞𝑐

𝜈
:  número de Reynolds do escoamento 

 

Algumas grandezas mencionadas na presente seção ficarão mais bem compreendidas na 

sequência do texto. 

As equações governantes do problema, a equação da continuidade, equação (8), e a 

equação de Navier-Stokes, equação (15), têm a forma adimensional dada pelas equações (21) 

e (22): 

 

∇⃗⃗ ⋅ 𝑢⃗ = 0                                                                                                                                                 (21) 

 

𝜕𝑢⃗ 

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗ ⋅ ∇⃗⃗ )𝑢⃗ = −∇⃗⃗ 𝑝 +

1

𝑅𝑒𝑐
∇2𝑢⃗                                                                                                     (22) 
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Nas equações (21) e (22) as “barras” que designam os campos de velocidades e pressões 

filtrados e o “ ∗ ”, que identifica a adimensionalização foram omitidas por conveniência, e 

assim é feito no decorrer deste texto. O termo 𝑅𝑒𝑐 representa o número de Reynolds 

modificado pela modelagem da turbulência, discutida na seção 3.4. Para considerar os efeitos 

da turbulência em escalas menores, que não são resolvidas pelo método numérico, o 

coeficiente de viscosidade turbulenta, definido na equação (20), é somado ao coeficiente de 

viscosidade molecular, de modo que: 

 

𝑅𝑒𝑐 =
𝑈∞𝑐

𝜐 + 𝜐𝑡
                                                                                                                                         (23) 

 

Procedendo da mesma maneira para as condições de contorno expressas pelas Equações 

(3), (4) e (5), obtêm-se as equações adimensionais (24 a 26): 

 

𝑢⃗ ⋅ 𝑛⃗ − 𝑢⃗ 𝑐 ⋅ 𝑛⃗ = 0                                                                                                                                (24) 

 

𝑢⃗ ⋅ 𝜏 − 𝑢⃗ 𝑐 ⋅ 𝜏 = 0                                                                                                                                 (25) 

 

lim
𝑟→∞

(|𝑢⃗ |) = 1                                                                                                                                        (26) 

 

3.6. A EQUAÇÃO DO TRANSPORTE DA VORTICIDADE 

 

Diferentemente dos métodos eurelianos que discretizam o domínio fluido, os métodos 

numéricos lagrangianos discretizam uma propriedade do escoamento. No caso do método de 

vórtices discretos, a propriedade discretizada é a vorticidade. A vorticidade, 𝜔, é definida pelo 

rotacional do campo de velocidades e tem a dinâmica descrita pela equação do transporte da 

vorticidade (ETV). A ETV pode ser obtida aplicando-se o operador rotacional em ambos os 

membros da equação (22), equação de Navier-Stokes adimesionalizada e filtrada; desta forma, 

é possível eliminar o termo da pressão (𝑝) e obter a equação de transporte da vorticidade 

considerando a modelagem da turbulência (correção do número de Reynolds local):  

 

𝜕𝜔⃗⃗ 

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗ ⋅ ∇⃗⃗ )𝜔⃗⃗ = (𝜔⃗⃗ ⋅ ∇⃗⃗ )𝑢⃗ +

1

𝑅𝑒𝑐
∇2𝜔⃗⃗                                                                                            (27) 
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Sendo: 

𝜔⃗⃗ = ∇⃗⃗ × 𝑢⃗                                                                                                                                               (28) 

 

A equação (27) descreve a dinâmica do campo de vorticidades. O primeiro termo do 

membro da direita descreve o fenômeno de rotação e alongamento/encolhimento dos tubos de 

vórtices; este termo está presente apenas na descrição tridimensional do escoamento. O 

segundo termo do lado direito da equação descreve a difusão da vorticidade devido à 

viscosidade do fluido. Para um escoamento bidimensional, caso deste trabalho, a grandeza 

vorticidade, 𝜔, é escalar e o termo (𝜔⃗⃗ ⋅ ∇⃗⃗ )𝑢⃗  é nulo. Desta forma, neste trabalho, a equação 

que governa o transporte de vorticidade pode ser simplificada pela hipótese de escoamento 

bidimensional e assume a forma: 

 

𝜕ω

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗ ∙ ∇⃗⃗ )ω =

1

𝑅𝑒𝑐
∇2ω                                                                                                                 (29) 

 

sendo 𝜕𝜔 𝜕𝑡⁄  a taxa de variação local da vorticidade e (𝑢⃗ ⋅ 𝛻⃗ )𝜔 a taxa de variação advectiva 

da vorticidade. 

 

3.7. LEI DE BIOT-SAVART 

 

Para os métodos numéricos lagrangianos que utilizam a equação de transporte da 

vorticidade, o campo de velocidades, 𝑢⃗ , pode ser determinado a partir do campo de 

vorticidades, 𝜔⃗⃗ , por meio da lei de Biot-Savart. Aplicando o operador rotacional em ambos os 

membros da equação (28) e considerando a identidade vetorial da equação (30), a equação 

(31) é obtida. 

 

∆𝑢⃗ = ∇⃗⃗ (∇⃗⃗ ∙ 𝑢⃗ ) − ∇⃗⃗ × (∇⃗⃗ × u⃗ )                                                                                                            (30) 

 

∆𝑢⃗ = −∇⃗⃗ × (ω⃗⃗ )                                                                                                                                    (31) 

 

A equação (31) admite, para escoamentos bidimensionais, a solução dada pela equação 

(32) (BATCHELOR, 1967): 
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𝑢⃗ = −
1

2𝜋
∫

𝜔⃗⃗ × (𝑟 0 − 𝑟 𝑖)

|𝑟 0 − 𝑟 𝑖|2
𝑑Ω                                                                                                         (32)

Ω

 

 

A equação (32) é a lei de Biot-Savart para escoamentos bidimensionais, que relaciona a 

velocidade induzida no ponto 𝑖 pela vorticidade concentrada no ponto 0; a distância entre os 

pontos é dada por |𝑟 0 − 𝑟 𝑖|. 

 

3.8. CARGAS FLUIDODINÂMICAS 

 

Na obtenção da equação de transporte da vorticidade, equação (29), o termo de pressão 

é eliminado, o que simplifica a solução do problema, mas requer um cálculo posterior para a 

obtenção dos esforços fluidodinâmicos no sólido. O carregamento fluidodinâmico é calculado 

conforme o método proposto por Shintani e Akamatsu (1994), a qual considera a vorticidade 

presente no domínio fluido para a obtenção do campo de pressões. Segundo detalhamento de 

Ricci (2002), o campo de pressões pode ser determinado pela equação integral: 

 

𝜉𝑌𝑖̃ +∫
1

2𝜋

𝑛𝑥(𝑥 − 𝑥𝑖) + 𝑛𝑦(𝑦 − 𝑦𝑖)

(𝑥 − 𝑥𝑖)2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)2
𝑌̃𝑑𝑆 =

𝑆

−∫
1

2𝜋

𝑣(𝑥 − 𝑥𝑖) + 𝑢(𝑦 − 𝑦𝑖)

(𝑥 − 𝑥𝑖)2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)2
𝜔𝑑Ω

Ω

−
1

𝑅𝑒
∫

1

2𝜋

𝑛𝑦(𝑥 − 𝑥𝑖) − 𝑛𝑥(𝑦 − 𝑦𝑖)

(𝑥 − 𝑥𝑖)2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)2𝑆

𝜔𝑑S                                                        (33) 

 

Na equação (33), 𝜉 é uma constante que tem o valor de 0,5 nas fronteiras sólidas e de 

1,0 no domínio fluido. As grandezas 𝑛𝑥 e 𝑛𝑦 são as componentes em 𝑥 e em 𝑦, 

respectivamente, do vetor unitário, 𝑛⃗ , 𝑌𝑖̃ é a energia de estagnação induzida no ponto 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 

(incógnita do problema) e dS é uma coordenada que percorre o perímetro do corpo. Uma vez 

obtida a energia de estagnação presente no ponto de controle de cada painel 𝑖, obtem-se o 

coeficiente de pressão associado a este painel: 

 

𝐶𝑝𝑖 = 2𝑌̃𝑖 + 1                                                                                                                                         (34) 
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4. O MÉTODO DE SOLUÇÃO: MÉTODO DE VÓRTICES DISCRETOS 

 

O Método de Vórtices Discretos aproxima o campo de vorticidades do escoamento 

utilizando partículas pontuais, os vórtices discretos de Lamb (PANTON, 1984). A formulação 

matemática desta discretização é apresentada nas seções 4.1 e 4.2; a vorticidade inicial é 

determinada pelas condições de contorno do problema, cuja formulação é apresentada na 

seção 4.3. Uma vez discretizado o campo de vorticidades inicial, a sua atualização temporal 

ao longo da simulação é dada pelo deslocamento das partículas de vórtices utilizadas na 

discretização. As partículas deslocam-se de acordo com a equação do transporte da 

vorticidade; a equação de transporte da vorticidade é resolvida na seção 4.4, através do 

algoritmo proposto por Chorin (1973) e adaptado por Alcântara Pereira (2002) para 

considerar a modelagem da turbulência. A simulação dos efeitos da rugosidade superficial é 

feita por meio de uma injeção de quantidade de momento na camada limite do escoamento na 

etapa de geração dos vórtices discretos; a modelagem desta estratégia de simulação é 

discutida na seção 4.5. Por fim, o método de cálculo das cargas fluidodinâmicas que agem no 

sólido é detalhado na seção 4.5 e, na seção 4.6, apresenta-se um esquema do algoritmo 

implementado para a simulação. 

 

4.1. MÉTODO DE VÓRTICES DISCRETOS 

 

Os códigos comerciais e os mais conhecidos algoritmos destinados à simulação de 

escoamentos resolvem a equação de Navier Stokes (N-S) em pontos fixos do domínio, 

aproximando a variação de uma grandeza pela diferença do valor entre os pontos do domínio 

e pelo intervalo de tempo utilizado na simulação. A utilização de uma malha de pontos fixos 

permite obter as informações nas regiões de maior interesse do escoamento, facilita a 

consideração de fronteiras sólidas e auxilia na modelagem dos efeitos viscosos. Por outro 

lado, escoamentos mais complexos, vorticosos, com altos valores do número de Reynolds e 

diferentes perturbações, exigem um maior número de pontos da malha e intervalos de tempo 

de simulação menores, o que torna o custo computacional e o esforço laboral para a geração 

da malha onerosos para a aplicação destes métodos eulerianos, dos quais o Método de 

Volumes Finitos é o principal representante. 

O Método de Vórtices Discretos (MVD) propõe utilizar uma descrição lagrangiana do 

problema, eliminando a necessidade do uso de malhas de cálculo. Com o referencial seguindo 

a partícula que discretiza a propriedade do escoamento que se deseja estudar, a simulação de 
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escoamentos vorticosos é feita de maneira mais apropriada, e, mesmo com altos números de 

Reynolds, bons resultados são possíveis a custos apropriados. O Método de Vórtices 

Discretos utiliza a equação de Navier-Stokes, equação (22), formulada em termos da 

vorticidade, cuja equação de transporte, para o caso do presente trabalho, é dada pela equação 

(29). O método aproxima o campo de vorticidades pela soma das intensidades de vórtices 

discretos distribuídos em pontos do domínio computacional e que avançam no tempo e no 

espaço de acordo com a equação de transporte da vorticidade, satisfazendo-se as condições de 

contorno e as condições iniciais do problema. 

A proposta do método de vórtices é aproximar o campo de vorticidades inicial, 𝜔0, em 

partículas distribuídas ao longo do domínio computacional nas posições 𝑥  𝑗, entre as quais a 

circulação inicial, Γ,  está dividida, equação (35). A vorticidade em um determinado ponto, 𝑥 , 

do domínio computacional, é obtida pela soma da circulação, Γ𝑗, de cada partícula, ponderada 

pela distância entre a partícula e o ponto analisado (COTTET e KOUMOUTSAKOS, 2000) 

 

𝜔0 ≈  ∑Γ𝑗 . 𝛿(𝑥 − 𝑥  𝑗) 

𝑍

𝑗=1

                                                                                                                     (35) 

 

Na equação (35), 𝑍 é o número de partículas utilizadas para discretizar o campo de 

vorticidades inicial. 

A evolução temporal do campo de vorticidades, discretizado em partículas, é então 

computado pela evolução espacial das partículas numéricas conforme a equação (36). 

 

𝜔(𝑥 , 𝑡) ≈  ∑Γ𝑗 . 𝛿 (𝑥 − 𝑥  𝑗(𝑡)) 

𝑍

𝑗=1

                                                                                                      (36) 

 

A evolução das partículas de vorticidade é governada pela equação de transporte da 

vorticidade, equação (29). Chorin (1973) propôs um método de resolução desta equação a 

partir da separação do termo advectivo e do termo da difusão viscosa, conforme as equações 

(37) e (38). Resolvendo estas duas equações no mesmo intervalo de tempo infinitesimal, a 

solução combinada aproxima-se da solução da equação de transporte da vorticidade original, 

equação (29). 
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𝜕𝜔

𝜕𝑡
+ (𝑢⃗ ⋅ 𝛻⃗ )𝜔 =

𝐷𝜔

𝐷𝑡
= 0                                                                                                                      (37) 

 

𝜕𝜔

𝜕𝑡
=

1

𝑅𝑒𝑐
∇2𝜔                                                                                                                                       (38) 

 

Segundo a proposta de Chorin (1973), o avanço das partículas em cada etapa de tempo é 

dividido em duas subetapas: (i) na primeira, os vórtices discretos se movem com a velocidade 

local do fluido para satisfazer a parte não viscosa, de acordo com a versão lagrangiana 

(derivada material) da equação (37); (ii) na segunda etapa, os efeitos de difusão são 

computados conforme a equação (38). 

A grande vantagem do MVD, a ausência de malhas, também é responsável pelas 

maiores dificuldades na elaboração de um código computacional empregável em situações 

próximas às condições reais de escoamento. A tratativa numérica da singularidade da equação 

(36), a consideração das condições de contorno e a modelagem do termo viscoso da equação 

(38) são os principais desafios na construção de um código numérico funcional; por essa 

razão, estas questões serão analisadas nas seções subsequentes. 

 

4.2. FUNÇÃO DE CORTE 

 

A singularidade da equação (36), verificada quando 𝑥 → 𝑥  𝑗, pode levar a grandes 

divergências e instabilidades numéricas. Um procedimento comumente adotado (COTTET e 

KOUMOUTSAKOS, 2000) é alterar a função 𝛿 para que esta não seja nula; para tanto, é 

adotada uma função de corte, 𝜁, que aproxima a variação 𝛿(𝑥 − 𝑥  𝑗) e depende do parâmetro 

𝜎0 tal que ∫ 𝜁(𝑥 )𝑑𝑥 = 1: 

 

𝛿 ≈ 𝜁𝜎0(𝑥 ) = 𝜎0
−2𝜁 (

𝑥 

𝜎0
)                                                                                                                  (39) 

 

As características desejáveis para funções de corte são suavidade e precisão. Estas 

características são obtidas quando o campo de velocidades calculado não apresenta elevados 

gradientes e, também, quando as trajetórias das partículas não sofrem espalhamentos 

fisicamente inconsistentes.  Com o propósito de obter precisão e suavidade utiliza-se, no 

presente trabalho, o modelo do vórtice discreto de Lamb-Oseen (PANTON, 1984), o qual 
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possui um núcleo de raio 𝜎0, com distribuição de vorticidade 𝜔 em seu interior, e de que 

induz uma velocidade tangencial, 𝑢𝜃, contínua em todo o domínio, uma vez que este modelo é 

solução da equação da difusão da vorticidade (KUNDU, 1990). 

 

𝜔(𝑥 , 𝑡) =  ∑Γ𝑗. 𝜁𝜎0 (𝑥 − 𝑥  𝑗(𝑡))

𝑍

𝑗=1

                                                                                                    (40) 

 

𝜁𝜎 =
1

𝑘𝜋𝜎02
exp(

−|𝑥 − 𝑥  𝑗|
2

𝑘𝜎02
)                                                                                                      (41) 

 

Na Equação (41), a constante 𝑘 indica a forma (suavidade) como a vorticidade está 

distribuída no interior do núcleo do vórtice discreto de Lamb, e pode assumir os valores de 1, 

2 ou 4. No presente trabalho, utiliza-se, tal como em Leonard (1980), Beale e Majda (1985) e 

Clarke e Tutty (1994), o valor de 𝑘 = 1. 

 

4.3. IMPLEMENTAÇÃO DAS CONDIÇÕES DE CONTORNO 

 

A consideração da superfície do sólido que está imerso no escoamento analisado requer 

a imposição das condições de impenetrabilidade e de não deslizamento (equações 24 e 25), ao 

campo de velocidades. A condição de impenetrabilidade, imposta pela presença do sólido, 

modifica o campo de velocidades gerado pelo escoamento incidente, alterando o 

deslocamento das partículas de vorticidade e, consequentemente, modifica a distribuição da 

vorticidade no domínio fluido. A condição de não deslizamento na superfície do sólido é 

consequência da ação da viscosidade do fluido e é responsável pela geração da vorticidade 

inicial no domínio computacional e pela difusão da energia cinética do escoamento. 

 

4.3.1. A condição de impenetrabilidade: O Método de Painéis e a escolha do tipo de 

singularidade 

 

A imposição da condição de impenetrabilidade é realizada com a utilização do Método 

de Painéis. O método de painéis (KATZ e PLOTKIN, 1991) é um caso particular do Método 

de Elementos de Contorno, por meio do qual as fronteiras sólidas são discretizadas utilizando 

segmentos planos (painéis planos) ou segmentos curvos (painéis curvos). Sobre estes 

segmentos, ou painéis, são distribuídas singularidades (fontes, vórtices ou dipolos) que 
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induzem velocidade a partir da fronteira sólida; as intensidades das singularidades são 

calculadas para anular um dos componentes da velocidade induzida em um ponto específico 

de cada painel (o componente normal ou o componente tangencial da velocidade), 

satisfazendo-se, assim, uma condição de contorno. 

       A definição do tipo de singularidade é a principal escolha a ser feita no método de 

painéis e depende de fatores como: tipo de escoamento estudado, geometria do corpo, 

condição de contorno a ser imposta, nível de precisão para a aproximação numérica, 

estabilidade numérica, dentre outros fatores. A fonte é o tipo de singularidade que, a partir de 

seu ponto de origem, induz velocidade radial no escoamento, enquanto a singularidade do tipo 

vórtice induz velocidade tangencial. Quando as singularidades são distribuídas sobre um 

painel, a velocidade induzida por este dependerá do tipo de singularidade escolhida, da função 

de distribuição da singularidade (𝑓(𝑥), Figura 11 (a)) e dos parâmetros geométricos do 

problema (Figura 11 (b)).  

 

Figura 11- (a) Distribuição de singularidades sobre um painel plano, (b) Orientação de um 

ponto (x,y) do domínio em relação ao painel plano. 

 

 

 Fonte: Adaptada de Lewis (1991)  

 

       A representação de fronteiras sólidas usando-se fontes (𝑓(𝑥)  =  𝜎(𝑥)) não permite 

a modelagem de situações em que forças de sustentação estejam presentes, como ocorre, por 

exemplo, em corpos esbeltos. Além disso, a utilização de singularidades do tipo vórtices 

(𝑓(𝑥)  =  𝛾(𝑥)) é mais apropriada para modelar o fenômeno de formação de camada limite. 

Ainda no que concerne à escolha das singularidades, pode-se optar por uma distribuição 

concentrada, constante ou linear ao longo de cada painel. Esta última tem a vantagem de 

manter a continuidade da função nos pontos nodais (pontos extremos dos painéis que 
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discretizam o corpo), exceto no bordo de fuga, conforme ilustrado na Figura 12; nesta figura, 

γ é o valor da singularidade no ponto nodal do painel, CO é o ponto de controle do painel 

(ponto central) e β é o ângulo de orientação do painel. 

As componentes em x e em y da velocidade induzida por uma distribuição constante de 

fontes (𝜎(𝑥)  =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒) sobre um painel plano, no ponto 𝑃(𝑥, 𝑦), são dadas pelas 

equações (42) e (43), respectivamente. As equações (44) e (45) expressam os componentes da 

velocidade induzida, no mesmo ponto 𝑃(𝑥, 𝑦), por singularidades do tipo vórtice distribuídas 

linearmente sobre um painel plano (KATZ e PLOTKIN, 1991): 

 

𝑢𝑓𝑜𝑛𝑡𝑒 =
𝜎(𝑥)

2𝜋
ln∙

𝑟1

𝑟2
                                                                                                                                 (42)  

 

𝑣𝑓𝑜𝑛𝑡𝑒 =
𝜎(𝑥)

2𝜋
(𝜃2 − 𝜃1)                                                                                                                         (43)  

 

𝑢𝑉𝑜𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 =
𝛾1

2𝜋(𝑥2−𝑥1)
[(𝑥2 − 𝑥)(𝜃2 − 𝜃1) − 𝑦ln

𝑟2

𝑟1
] +

𝛾2

2𝜋(𝑥2−𝑥1)
[𝑥(𝜃2 − 𝜃1) + 𝑦ln

𝑟2

𝑟1
]         (44)  

 

𝑣𝑣𝑜𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒 =
𝛾1

2𝜋(𝑥2−𝑥1)
[(𝑥2 − 𝑥) ln

𝑟2

𝑟1
− 𝑥2 + 𝑦(𝜃2 − 𝜃1)] +

𝛾2

2𝜋(𝑥2−𝑥1)
[(𝑥2 − 𝑥1) − 𝑦(𝜃2 − 𝜃1) + 𝑥ln

𝑟2

𝑟1
]                                                                                  (45)  

 

Figura 12- Esquema de discretização de uma fronteira sólida em 𝑀 painéis planos utilizando-

se de uma distribuição linear de vórtices. 

 

Fonte: Autoria Própria 

No presente trabalho são utilizados painéis planos, sobre os quais se distribuem 

singularidades do tipo vórtices com densidade de distribuição linear, a fim de garantir maior 
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precisão aos resultados. Desta maneira, a imposição da condição de impenetrabilidade 

consiste na determinação da densidade de singularidades do tipo vórtices (𝛾𝑛) que deve ser 

distribuída sobre cada painel plano que discretiza o corpo, em cada instante de tempo da 

simulação numérica, para anular o componente normal da velocidade, 𝑢⃗ , sobre o ponto de 

controle de cada painel. Tal problema pode ser escrito como um sistema de equações formado 

pela somatória das velocidades normais induzidas no ponto de controle de cada painel, 

conforme equação (46). Sobre cada painel tem-se a incidência da velocidade induzida pelo 

escoamento incidente (se t ≥ 0), pelas singularidades distribuídas sobre os painéis (se t ≥ 0) e 

pela nuvem de vórtices discretos de Lamb (se t > 0). 

 

[
 
 
 
 
𝐶𝑂𝑈𝑃1,1 𝐶𝑂𝑈𝑃1,2 ⋅⋅⋅ 𝐶𝑂𝑈𝑃1,𝑀+1
𝐶𝑂𝑈𝑃2,1 𝐶𝑂𝑈𝑃2,2 ⋅⋅⋅ 𝐶𝑂𝑈𝑃2,𝑀+1
⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅

𝐶𝑂𝑈𝑃𝑀,1 𝐶𝑂𝑈𝑃𝑀,2 ⋅⋅⋅ 𝐶𝑂𝑈𝑃𝑀,𝑀+1
1 0 ⋅⋅⋅ 1 ]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
𝛾1
𝛾2
⋅⋅⋅
𝛾𝑀
𝛾𝑀+1}

 
 

 
 

=

{
 
 

 
 
𝑅𝐻𝑆1
𝑅𝐻𝑆2
⋅⋅⋅

𝑅𝐻𝑆𝑀
0 }

 
 

 
 

                                             (46) 

 

No sistema da equação 46, 𝐶𝑂𝑈𝑃𝑞𝑝 é um elemento da matriz de influência de 

singularidades do tipo vórtice, que representa a velocidade normal induzida pelo painel p no 

ponto de controle do painel q; COUPqp é denominado coeficiente de acoplamento e depende, 

apenas, da geometria do problema e do tipo de singularidade escolhida para discretizar a 

fronteira sólida. O valor da diagonal da matriz COUP é definido pela constante -1/2 

(problema da autoindução – ver Katz e Plotkin (1991)) e 𝛾𝑝 é a incógnita do problema, a qual 

representa o valor da singularidade do tipo vórtice no primeiro ponto extremo do painel p. 

𝑅𝐻𝑆𝑞 é um elemento do vetor que representa a velocidade normal total induzida no ponto de 

controle do painel q, devido às contribuições do escoamento incidente e da nuvem de vórtices 

discretos de Lamb; o termo RHS (do inglês, righ hand side) é composto, inicialmente (step=0 

da simulação numérica), pela velocidade do escoamento incidente, pois, na solução do 

problema potencial, o campo de vorticidades é nulo, ou seja, 𝜔(𝑡) = 0 , para 𝑡 =  0. Nesta 

condição o vetor 𝑅𝐻𝑆𝑞 é expresso pela equação (47): 

 

𝑅𝐻𝑆𝑞 = 𝑢∞𝑠𝑒𝑛𝛽𝑞 − 𝑣∞𝑐𝑜𝑠𝛽𝑞                                                                                                           (47) 

 

sendo 𝑢∞ e 𝑣∞ os componentes da velocidade do escoamento incidente (nas direções x e y, 

respectivamente) e 𝛽𝑞 o ângulo de orientação do painel q. Posteriormente, a cada passo de 
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tempo da simulação numérica (quando t > 0), os coeficientes do vetor RHS devem ser 

atualizados para contabilizar, além da velocidade induzida pelo escoamento incidente, a 

velocidade induzida pela nuvem de vórtices discretos no ponto de controle de cada painel, 

também decomposta na direção normal ao seu ponto de controle (a indução de velocidade 

pela nuvem de vórtices discretos de Lamb, quando 𝑡 > 0, é detalhada na seção 4.4.1). 

A última linha do sistema de equações refere-se à imposição da condição de Kutta, a 

qual é necessária à solução potencial do escoamento ao redor de perfis aerodinâmicos, 

enquanto o regime de escoamento ainda é permanente, ou seja, para 𝑡 =  0. Segundo a 

condição de Kutta, as velocidades do escoamento no extradorso (superfície superior) do corpo 

e no intradorso (superfície inferior) devem ser iguais à medida que se encontram e deixam o 

perfil aerodinâmico, garantindo que o escoamento deixe o bordo de fuga de maneira suave 

(COTTET e KOUMOUTSAKOS, 2000). Quando 𝑡 >  0, a condição de Kutta é substituída 

pela condição de conservação da circulação (a qual estabelece que o somatório das 

intensidades dos vórtices discretos nascentes deve ser nulo), ou seja, ∑ 𝛤𝑗
𝑍
𝑗=1 = 0, sendo 𝛤𝑗 a 

intensidade do vórtice discreto j (Seção 4.3.2) e Z o número total de vórtices discretos 

presentes no domínio computacional no instante de tempo t. 

Nos trabalhos recentes com o método de vórtices discretos, Alcântara Pereira (2002), 

Bimbato (2012), Bimbato et al. (2018), Bimbato et al. (2020), Alcântara Pereira et al. (2020), 

que foram apresentados no Capítulo 2, a condição de impenetrabilidade foi imposta pelo 

método de painéis utilizando como tipo de singularidade as fontes distribuídas de forma 

constante sobre os painéis, 𝜎(𝑥)  =  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒. Naqueles trabalhos, as componentes da 

velocidade induzida por um painel foram determinadas pelas equações (42) e (43), e as 

simulações numéricas estavam limitadas a escoamentos ao redor de corpos cilíndricos 

(rombudos), uma vez que singularidades do tipo fontes não são apropriadas para representar 

corpos sujeitos a uma força de sustentação. 

Do ponto de vista físico, a principal contribuição do presente trabalho consiste em 

investigar os efeitos causados pela rugosidade da superfície de corpos esbeltos no 

comportamento aerodinâmico destes. Do ponto de vista numérico, a principal contribuição 

consiste em adaptar o modelo de rugosidade originalmente proposto por Bimbato (2012), e 

utilizado com sucesso em corpos rombudos nos trabalhos anteriormente mencionados, para se 

estudar escoamentos sujeitos a efeitos de rugosidade superficial em corpos de forma qualquer, 

rombudos ou esbeltos. Para tanto, a utilização de distribuições de ordem superior de 

singularidades do tipo vórtice, como a linear utilizada neste trabalho, é imprescindível. Esta é 



56 

 

 

a razão de se utilizar as Equações (44) e (45), em detrimento das Equações (42) e (43), para 

representar a fronteira sólida. 

 

4.3.2. A condição de não deslizamento: geração de vórtices discretos de Lamb  

 

Em um escoamento viscoso ao redor de um sólido, a vorticidade é introduzida no 

domínio fluido pela condição de não deslizamento verificada na superfície do sólido 

(BATCHELOR, 1967). A condição de não deslizamento deve ser tal que anule o componente 

tangencial da velocidade da partícula de fluido que está em contato com a fronteira sólida. 

Assim, no método de vórtices discretos, a referida condição de contorno é satisfeita no ponto 

de controle de cada painel utilizado para discretizar a superfície do corpo, a partir da geração 

de vórtices discretos de Lamb. Tais vórtices discretos são posicionados de forma a tangenciar 

o ponto de controle do painel que lhe dá origem. No modelo de camada limite utilizado no 

presente trabalho, o centro do vórtice discreto é posicionado no chamado ponto de 

desprendimento, tal como ilustrado na Figura 13. 

 

Figura 13- Esquema do processo de geração de vórtices discretos de Lamb nas vizinhanças da 

superfície discretizada de um corpo hidraulicamente liso. 

 

Fonte: Adaptada de Lewis (1991) 

Para um dado painel 𝑝, de comprimento Δ𝑆𝑝, a condição de não deslizamento é obtida 

em seu ponto de controle posicionando-se um vórtice discreto de Lamb de intensidade dada 

pela solução do sistema de equações (46) (LEWIS, 1991), sendo:  

 

Γ𝑝 =
(γ𝑝 + γ𝑝+1)

2
. Δs𝑝                                                                                                                        (48) 

Desta maneira, a cada instante de tempo da simulação são criados 𝑀 novos vórtices 

discretos de intensidade Γ e raio 𝜎0, distantes 𝜎0 do ponto de controle os quais garantem a 
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condição de não deslizamento no ponto de controle dos painéis, que discretizam uma fronteira 

sólida hidraulicamente lisa. 

 

4.3.2.1.  Modelagem dos efeitos da rugosidade superficial de corpos 

 

Uma superfície perfeitamente lisa é uma idealização; em situações práticas, qualquer 

objeto tem uma superfície rugosa. Em problemas de interação fluido-estrutura, a hipótese de 

superfície idealmente lisa é aceitável quando as dimensões de rugosidade (𝜀 – na Figura 14 e 

na Figura 15) são muito menores do que a espessura da subcamada viscosa (𝛿𝑠 – Figura 14). 

Nas situações em que o efeito de rugosidade não é desprezível, as camadas de fluido mais 

próximas do sólido são perturbadas pela topografia superficial rugosa, criando instabilidades 

na camada limite do escoamento (Figura 14b).  

 

Figura 14- Características do escoamento no interior da camada limite que se desenvolve ao 

redor de superfícies hidraulicamente lisas e de superfícies hidraulicamente rugosas. 

  

Fonte: Adaptada de Munson et al. (2013) 

A medida da rugosidade em uma superfície depende de parâmetros que sejam capazes 

de descrever características como textura, amplitude, cobertura e formato da rugosidade. A 

Figura 15 descreve os principais parâmetros utilizados para descrever a rugosidade 

superficial. O parâmetro 𝜀 representa a altura média das protuberâncias rugosas, 𝑅𝑝 e 𝑅𝑣 
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representam a distância do máximo pico e do mínimo vale em relação à média, 

respectivamente; 𝑅𝑧 é a distância entre o maior pico e o menor vale e, por fim, 𝐿 é a extensão 

da superfície rugosidade (TONIETTO et al., 2019). 

 

Figura 15- Parâmetros utilizados na descrição da rugosidade superficial.  

 

Fonte: Adaptada de Tonietto et al. (2019) 

Bimbato (2012) propôs uma modelagem dos efeitos da rugosidade superficial baseada 

na altura média da rugosidade (𝜀) , por meio do cálculo da viscosidade turbulenta (equação 

(20)) associada aos pontos de desprendimento de vórtices discretos de cada painel utilizado 

para discretizar um corpo hidraulicamente liso (veja a Figura (13)). Segundo a proposta de 

Bimbato (2012), a função estrutura de velocidade de segunda ordem do modelo de 

turbulência, equação (19), deve ser calculada de forma a determinar a flutuação de velocidade 

existente entre o ponto de desprendimento de vórtices discretos de Lamb e pontos situados 

sobre uma semicircunferência de raio ‖𝑏⃗ ‖ = 2𝜀 −  𝑒𝑝𝑠 , em que 𝜀 é a rugosidade média da 

superfície do corpo (veja a Figura 16). Na Figura 16, 𝑒𝑝𝑠
𝑝
 é a posição de geração dos vórtices 

discretos nascentes no painel 𝑝 e 𝐶𝑂𝑝 é o ponto de controle deste painel. Portanto, a função 

estrutura de velocidade de segunda ordem associada a um painel p, em que se considera os 

efeitos da rugosidade superficial do corpo, é dada por: 

 

𝐹̄2𝑝(𝑡) =
1

𝑁𝑅
∑ ‖𝑢⃗ 𝑡𝑝(𝑥 𝑝, 𝑡) − 𝑢⃗ 𝑡𝑤(𝑥 𝑝 + 𝑏⃗

 , 𝑡)‖
𝑤

2
(1 + 𝜀)

𝑁𝑅

𝑤=1

                                                       (49) 

Na equação (49), NR é o número de pontos utilizados sobre a semicircunferência de raio 

𝑏⃗ , 𝑢⃗ 𝑡𝑝(𝑥 𝑝, 𝑡) é o campo de velocidades do escoamento calculado na posição de geração 𝑥 𝑝 e 

no instante de tempo t, 𝑢⃗ 𝑡𝑤(𝑥 𝑝 + 𝑏⃗
 , 𝑡) é o campo de velocidades do escoamento calculado na 

posição ocupada pelos NR pontos situados sobre a semicircunferência no instante de tempo t, 

e 1 + 𝜀 é um termo incorporado à expressão original da função estrutura de velocidade por 
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Bimbato (2012) para amplificar a energia cinética do escoamento devido aos efeitos da 

rugosidade superficial do corpo, uma vez que, fisicamente, a rugosidade de uma superfície 

pode estimular o desenvolvimento de uma camada limite turbulenta ao seu redor. 

 

Figura 16- Computação das atividades turbulentas nas vizinhanças do ponto de 

desprendimento de vórtices discretos associado ao painel 𝑝 devido à rugosidade superficial do 

corpo 

 

Fonte: Adaptada de Bimbato et al. (2018) 

 

A equação (49) é, então, utilizada para calcular a viscosidade turbulenta no ponto de 

desprendimento de vórtices discretos de Lamb, a fim de incluir a manifestação dos efeitos da 

rugosidade superficial do corpo na camada limite do escoamento que se desenvolve ao seu 

redor. 

 

𝜈𝑡𝑝(𝑡) = 0,105𝐶𝑘
−3 2⁄ 𝜎0𝑗√𝐹̄2𝑝(𝑡)                                                                                                     (50) 

 

O fato de o modelo de rugosidade associar à posição de geração de vórtices discretos de 

Lamb um coeficiente de viscosidade turbulenta em cada instante de tempo da simulação 

numérica faz com que o número de Reynolds seja modificado localmente a cada momento e, 

consequentemente, o raio do núcleo viscoso do vórtice discreto de Lamb também deve ser 

modificado de acordo com a equação (51) (MUSTTO et al., 1998 e BIMBATO et al., 2018): 

 

𝜎0𝑗𝑐
(𝑡) = 4,48364√

𝛥𝑡

𝑅𝑒
(1 +

𝜈𝑡𝑝(𝑡)

𝜈
) 𝜒                                                                                          (51) 
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sendo 𝜎0𝑗𝑐
(𝑡) o raio do núcleo do vórtice discreto j, modificado pelos efeitos da rugosidade 

superficial do corpo, o qual é posicionado, no instante de tempo 𝑡, no ponto de 

desprendimento do painel 𝑝. Na Eq. (51), 𝜒 é definido de acordo com o exposto por Bimbato 

(2012). 

Portanto, diferentemente do que ocorre em um corpo hidraulicamente liso, quando os 

efeitos da rugosidade são importantes, ou seja, quando 𝜈𝑡𝑝(𝑡) ≠ 0, o sistema de equações (46) 

é resolvido novamente para contemplar a perturbação causada pela rugosidade superficial do 

corpo no processo de geração de vórtices discretos de Lamb; em tal situação, os vórtices 

discretos de Lamb são gerados com novas intensidades (Equações (46) e (48)) e com valores 

de raio do núcleo diferentes a cada instante de tempo da simulação numérica, e não mais 

conforme ilustrado na Figura (13). Com isso, injeta-se quantidade de movimento na camada 

limite, promovendo-se um efeito inercial adicional ao escoamento, se comparado à situação 

em que o corpo é hidraulicamente liso. 

O modelo de rugosidade aqui descrito, originalmente proposto por Bimbato (2012), foi 

utilizado com sucesso em diversos trabalhos (Bimbato et al., 2019; Bimbato et al. 2020; de 

Oliveira et al., 2020; Alcântara Pereira et al., 2020; de Moraes et al., 2021) utilizando-se um 

método de painéis de fontes, o qual não serve aos propósitos do presente estudo. 

Deste modo, uma das contribuições do presente trabalho consiste em adaptar o modelo 

de rugosidade desenvolvido por Bimbato (2012) ao método de painéis de vórtices, a fim de 

observar se os fenômenos da hidrodinâmica não linear também serão capturados com sucesso 

com as singularidades do tipo vórtices.  

No presente trabalho, observa-se que a formulação proposta por Bimbato (2012) não 

permite simulações do efeito da rugosidade nas situações em que o raio do núcleo do vórtice 

discreto de Lamb (𝜎0) é superior à rugosidade média (ε) da superfície do corpo; nestas 

situações, o raio (𝑏⃗ ) da semicircunferência da Figura 16 seria negativo, o que é incoerente, ou, 

na melhor das circunstâncias, a semicircunferência ficaria posicionada no interior do núcleo 

do vórtice discreto, sendo, portanto, inócua na predição da atividade turbulenta presente no 

escoamento. No presente trabalho, observa-se que o raio do núcleo do vórtice discreto de 

Lamb típico as simulações que utilizam singularidades do tipo vórtices no método de painéis 

é superior aos utilizados nas discretizações que fazem uso de um método de painéis de fontes 

(casos de Bimbato (2012); Bimbato et al. (2019); Bimbato et al. (2020); Oliveira et al. 

(2020); Alcântara Pereira et al. (2020) e Moraes et al. (2021)), sendo, muitas vezes, muito 

superior a valores típicos de rugosidade média (𝜀 = 0,001; 𝜀 = 0,005; 𝜀 = 0,007, etc.).  
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Como alternativa, é proposta uma adaptação ao modelo de Bimbato (2012), para que 

simulações do efeito de rugosidade sejam possíveis em simulações numéricas que utilizam 

singularidades do tipo vórtices na discretização de fronteiras sólidas. A adaptação é feita na 

posição dos pontos que formam a semicircunferência, sobre os quais as velocidades, 

utilizadas no cálculo da função estrutura de velocidade, são obtidas. O cálculo do raio da 

semicircunferência é alterado de ‖𝑏⃗ ‖ = 2𝜀 −  𝑒𝑝𝑠 para ‖𝑏⃗ ‖ = 2𝜀 +  𝑒𝑝𝑠, garantindo que 

‖𝑏⃗ ‖ ≥ 𝜎0, independentemente do valor do raio do núcleo do vórtice discreto de Lamb utilizado 

na simulação numérica (Figura (17)). A adaptação foi testada em diferentes situações e 

resultados foram fisicamente tão coerentes quanto os encontrados por Bimbato (2012) (veja o 

Capítulo 5). 

 

Figura 17- Posição dos pontos rugosos utilizados para o cálculo da função estrutura de 

velocidade de segunda ordem modificada no modelo anterior e no proposto 

 

 

Fonte: Autoria própria 

 

4.4. A MARCHA NO TEMPO DOS VÓRTICES DISCRETOS GERADOS 

 

A evolução do campo de vorticidades é considerada em passos de tempo discretos. Em 

cada passo de tempo, ∆𝑡, os vórtices discretos de Lamb recém gerados e os já presentes no 

domino computacional (caso 𝑡 > 1𝛥𝑡) são deslocados pelos efeitos da advecção e da difusão, 

segundo a equação de transporte da vorticidade, equação (29). Segundo a proposta de Chorin 

(1973), discutida na seção 4.1, os efeitos da advecção e da difusão da vorticidade podem ser 

computados separadamente, mas, em um mesmo instante de tempo discreto.  
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4.4.1. A Advecção dos vórtices discretos 

 

A advecção da nuvem de vórtices discretos é simulada deslocando-se os vórtices 

discretos de Lamb no domínio computacional sem alterar a vorticidade, ou seja, como se 

fossem partículas materiais de fluido, o que caracteriza a descrição puramente lagrangiana 

(veja a equação (37)). No entanto, para proceder ao deslocamento advectivo dos vórtices 

discretos, o valor do campo de velocidades do escoamento deve ser determinado. Na 

sequência, é possível integrar a equação da trajetória de uma partícula de vorticidade 

(Equação (52)) para realizar a sua advecção. 

 

𝑑𝑥 𝑘
𝑑𝑡

= 𝑢⃗ (𝑥 𝑘, 𝑡)                                                                                                                                      (52) 

 

O campo de velocidades, 𝑢⃗ , é obtido considerando-se: (i) a velocidade induzida pela 

distribuição de singularidades do tipo vórtices dos painéis (equações (44) e (45), trocando 𝑥 

por 𝑥𝑘 e 𝑦 por 𝑦𝑘); (ii) a velocidade induzida pelo escoamento incidente (equação (53)); (iii) a 

velocidade induzida pela nuvem de vórtices discretos (veja as equações (54), (55), (56), (57), 

(58) e (59) e a exposição a seguir). 

 

𝑢∞ = 𝑈∞𝑐𝑜𝑠𝜆 = 𝑐𝑜𝑠𝜆 = 1                                                                                                   (53a) 

 

𝑣∞ = 𝑈∞𝑠𝑒𝑛𝜆 = 𝑠𝑒𝑛𝜆 = 0                                                                                                   (53b) 

 

A soma das três parcelas mencionadas, determinada na posição ocupada por cada um dos 

vórtices discretos, 𝑘, que discretizam o campo de vorticidades em um dado instante de tempo, 

𝑡, define o campo de velocidades do escoamento e, consequentemente, possibilita o cálculo da 

evolução temporal das partículas através da solução numérica da equação (52). 

A velocidade induzida pela nuvem de 𝑍 vórtices discretos é obtida pela lei de Biot-

Savart, equação (32). Esta etapa, a interação vórtice-vórtice, é de alto custo computacional, 

pois envolve 𝑍2 operações que contêm o cálculo do exponencial, presente na expressão da 

função de corte definida pela equação (41). Um artificio numérico para reduzir o custo de 

calcular uma função exponencial 𝑍2 vezes foi proposto por Alcântara Pereira (1999) e 

consiste em utilizar o modelo de vórtice potencial para calcular a interação vórtice-vórtice 

para partículas cuja distância entre elas seja superior ao valor do raio do núcleo da partícula 

que induz velocidade. 
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Destaca-se que todos os vórtices discretos utilizados nas simulações numéricas são 

vórtices discretos de Lamb, os quais contêm um núcleo viscoso, uma vez que o intuito é 

modelar a camada limite que se desenvolve ao redor do corpo. Segundo Mustto (1998), 

quando a distância entre dois vórtices discretos (indutor e induzido) é maior do que o valor do 

raio do núcleo do vórtice discreto indutor, a diferença entre a velocidade induzida pelo 

modelo do vórtice potencial e pelo modelo do vórtice de Lamb é de, apenas, cerca de 3% 

(veja Figura 18). 

 

Figura 18 - Comparação entre o comportamento da velocidade tangencial induzida pelo 

modelo do vórtice discreto de Lamb e pelo modelo do vórtice potencial. 

 

Fonte: Bimbato (2012) 

 

Na Figura 18, 𝑢𝜃
𝑘𝑗

 é a velocidade tangencial induzida no vórtice discreto 𝑘(𝑥𝑘;  𝑦𝑘) pelo 

vórtice discreto 𝑗(𝑥𝑘;  𝑦𝑘) e 𝑟𝑘𝑗 é a distância entre estes vórtices discretos. 

Assim, a implementação numérica da lei de Biot-Savart é expressa pelas equações (54) 

e (55). 

 

𝑢𝑘𝑍 =∑𝛤𝑗𝑈𝑉𝑘𝑗

𝑍

𝑗=1

                                                                                                                                   (54) 
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𝑣𝑘𝑍 =∑𝛤𝑗𝑉𝑉𝑘𝑗

𝑍

𝑗=1

                                                                                                                                   (55) 

 

Considerando a análise realizada por Mustto (1998) e a estratégia numérica de 

Alcântara Pereira (1999), se 𝑟𝑘𝑗 ≤ 𝜎0𝑗𝑐 ,  utilizam-se as equações (56) e (57) para calcular os 

componentes da velocidade induzida no vórtice discreto k pelo vórtice discreto j. 

 

𝑈𝑉𝑘𝑗 =
1

2𝜋

(𝑦𝑘 − 𝑦𝑗)

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑗)
2
+ (𝑦𝑘 − 𝑦𝑗)

2 [1 − 𝑒𝑥𝑝 (−5,02572
𝑟𝑘𝑗
2

𝜎0𝑗𝑐
2
)]                                          (56) 

 

𝑉𝑉𝑘𝑗 = −
1

2𝜋

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑗)

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑗)
2
+ (𝑦𝑘 − 𝑦𝑗)

2 [1 − 𝑒𝑥𝑝 (−5,02572
𝑟𝑘𝑗
2

𝜎0𝑗𝑐
2
)]                                      (57) 

 

Por outro lado, se 𝑟𝑘𝑗 > 𝜎0𝑗𝑐
, utiliza-se o modelo do vórtice potencial, e aplica-se as 

equações (58) e (59): 

 

𝑈𝑉𝑘𝑗 =
1

2𝜋

(𝑦𝑘 − 𝑦𝑗)

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑗)
2
+ (𝑦𝑘 − 𝑦𝑗)

2                                                                                                 (58) 

 

𝑉𝑉𝑘𝑗 = −
1

2𝜋

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑗)

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑗)
2
+ (𝑦𝑘 − 𝑦𝑗)

2                                                                                             (59) 

 

Uma vez calculado o campo de velocidades induzido em um vórtice discreto 𝑘 pelos 

efeitos da distribuição de vorticidade nos painéis, da nuvem de vórtices discretos e do 

escoamento incidente, a posição das partículas é determinada pela solução da equação (52). 

No presente trabalho, a equação (52) é resolvida por dois métodos numéricos de avanço 

temporal: o método de primeira ordem de Euler, equações (60) e (61) e o método de Adams-

Bashforth, equações (62) e (63) (FERZIGER e STREET, 2020). 

 

𝛥𝑥𝑎𝑑𝑣𝑘 = 𝑥𝑘(𝑡 + 𝛥𝑡) − 𝑥𝑘(𝑡) = 𝑢𝑡𝑘(𝑡)𝛥𝑡                                                                                     (60) 

 

𝛥𝑦𝑎𝑑𝑣𝑘 = 𝑦𝑘(𝑡 + 𝛥𝑡) − 𝑦𝑘(𝑡) = 𝑣𝑡𝑘(𝑡)𝛥𝑡                                                                                     (61) 
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𝛥𝑥𝑎𝑑𝑣𝑘 = 𝑥𝑘(𝑡 + 𝛥𝑡) − 𝑥𝑘(𝑡) = [
3

2
𝑢𝑡𝑘(𝑡) −

1

2
𝑢𝑡𝑘(𝑡 − 𝛥𝑡)] 𝛥𝑡                                               (62) 

 

𝛥𝑦𝑎𝑑𝑣𝑘 = 𝑦𝑘(𝑡 + 𝛥𝑡) − 𝑦𝑘(𝑡) = [
3

2
𝑣𝑡𝑘(𝑡) −

1

2
𝑣𝑡𝑘(𝑡 − 𝛥𝑡)] 𝛥𝑡                                               (63) 

 

sendo 𝑢𝑡𝑘 e 𝑣𝑡𝑘  os componentes da velocidade total induzida no vórtice discreto k (soma das 

contribuições do escoamento incidente, do corpo e da nuvem de vórtices discretos). A escolha 

pelo esquema temporal de primeira ou segunda ordem depende das características do 

escoamento e do corpo sólido que é simulado; a decisão pela utilização de um método ou 

outro é feita após testes para seleção dos parâmetros numéricos. É importante enfatizar o 

custo computacional mais elevado ao se utilizar o esquema de avanço de segunda ordem, haja 

vista que o campo de velocidades do passo de tempo atual e o do passo de tempo anterior 

devem ser armazenados para o cálculo da posição no passo de tempo futuro. 

 

4.4.2. A Difusão da vorticidade  

 

Para um escoamento viscoso, o termo de difusão viscosa, (1 𝑅𝑒⁄
𝑐)𝛻

2𝜔, deve ser 

considerado no deslocamento das partículas e, consequentemente, no avanço temporal do 

campo de vorticidades. Chorin (1973) propôs, para a computação dos efeitos difusivos, o 

método de avanço aleatório (no inglês, random walk method), no qual as partículas sofrem um 

movimento browniano para simular os efeitos da difusão da vorticidade. 

Pelo método de avanço aleatório, a posição dos vórtices discretos estabelecida após a 

etapa de advecção é usada como uma condição inicial para a solução da equação de difusão. 

Portanto, ao avanço advectivo é somado um avanço difusivo, dado pela equação (64): 

 

𝜉𝑘(𝑡) = √
4𝛥𝑡

𝑅𝑒𝑐𝑘
𝑙𝑛 (

1

𝑃
) [𝑐𝑜𝑠(2𝜋𝑄) + 𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑄)]                                                                          (64) 

 

sendo 𝑅𝑒𝑐𝑘 o número de Reynolds modificado localmente pelo modelo de turbulência (veja a 

Seção 4.4.2.1), 0 < 𝑃 < 1 e 0 < 𝑄 < 1 números randômicos gerados a partir de uma 

distribuição gaussiana, 𝜗, com mediana nula e variância dependente da viscosidade (veja a 

equação (65)). 
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𝜗(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
1

√
4𝜋𝛥𝑡
𝑅𝑒𝑐

𝑒𝑥𝑝 [
−(𝑥 − 𝑦)2

4𝛥𝑡
𝑅𝑒𝑐

]                                                                                            (65) 

 

O deslocamento difusivo, 𝜉𝑘, de cada vórtice discreto 𝑘, decomposto na direção radial e 

angular, no intervalo (0 − 2𝜋), pode ser escrito pelas equações (66) e (67), respectivamente, 

(ALCÂNTARA PEREIRA, 2002): 

 

Δ𝑟𝑘 = √
4Δ𝑡

𝑅𝑒𝑐𝑘
𝑙𝑛 (

1

𝑃
)                                                                                                                           (66) 

 

Δ𝜃𝑘 = 2𝜋𝑄                                                                                                                                             (67) 

 

Como atesta a presença do número de Reynolds modificado, é nesta etapa do método de 

vórtices discretos, ou seja, na etapa da difusão viscosa, que os efeitos da turbulência devem 

ser incorporados à solução do problema (veja a seção 4.4.2.1). Portanto, a difusão de um 

vórtice discreto 𝑘, após um incremento de tempo ∆𝑡, possui um deslocamento na direção 𝑥 e 

um deslocamento na direção 𝑦, dados, respectivamente, pelas equações (68) e (69): 

 

Δx𝑑𝑖𝑓𝑘 = Δ𝑟𝑘 cos Δ𝜃𝑘                                                                                                                          (68) 

 

Δ𝑦𝑑𝑖𝑓𝑘 = Δ𝑟𝑘 sen Δ𝜃𝑘                                                                                                                         (69) 

 

4.4.2.1. Simulação da turbulência no Método de Vórtices Discretos 

 

Alcântara Pereira et al. (2002) propuseram duas adaptações no modelo da função 

estrutura de velocidade de segunda ordem apresentado na Seção 3.4.2, para incorporar os 

efeitos da turbulência no Método de Vórtices Discretos: (i) as flutuações de velocidade da 

equação (19) devem ser calculadas sobre uma coroa circular de raio interno, 𝑟𝑖𝑛𝑡 = 0,1𝜎0𝑐, e 

raio externo, 𝑟𝑒𝑥𝑡 = 𝑠𝑚 × 𝜎0𝑐, sendo 𝜎0𝑐 o raio do núcleo do vórtice discreto de Lamb 

modificado pelo efeito inercial imposto pelo modelo de rugosidade (Figura 19-a) e 𝑠𝑚 igual à 

3, de acordo com uma análise estatística realizada por Bimbato et al. (2012); (ii) no cálculo da 
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função estrutura de velocidade de segunda ordem, os pontos nos quais as velocidades devem 

ser calculadas devem coincidir com a posição dos vórtices discretos que se encontram nas 

vizinhanças do centro da coroa circular (Figura 19-b). Numericamente, a equação (19) pode 

ser resolvida conforme a equação (70), de forma a determinar a função estrutura de 

velocidade de segunda ordem na posição ocupada pelo vórtice discreto k, ou seja, no centro 

da coroa circular. 

 

𝐹̅2𝑘(𝑡) =
1

𝑁
∑‖u⃗ 𝑡𝑘(𝑥 𝑘, 𝑡) − u⃗ 𝑡𝑗(𝑥 𝑘 + 𝑟 𝑗, 𝑡)‖

2

(
𝜎0𝑘𝑐
𝑟 𝑗(𝑡)

)

2 3⁄𝑁

𝑗=1

                                                       (70) 

 

Figura 19- Definição da coroa circular utilizada no modelo de turbulência proposto por 

Alcântara Pereira et al. (2002) e modificado por Bimbato et al. (2012). 

 

Fonte: Adaptada de Bimbato (2012) 

 

Na equação (70), 𝑢⃗ 𝑡 é a velocidade total induzida sobre os vórtices discretos, 𝑁 indica o 

número de vórtices discretos presentes no interior da coroa circular, 𝑟 𝑗 representa a distância 

entre o centro da coroa circular (vórtice discreto k) e os pontos da coroa circular onde as 

velocidades são calculadas (vórtices discretos j). Com o valor de 𝐹̅2𝑘 calculado a cada instante 

de tempo pela equação (70), o coeficiente de viscosidade turbulenta é determinado, 

numericamente, pela equação (71) - compare com a equação (20) - e o número de Reynolds é 

localmente alterado pela atividade turbulenta existente em torno da posição ocupada pelo 

vórtice discreto 𝑘, conforme a equação (72). 

 

𝜈𝑡𝑘(𝑡) = 0,105𝐶𝑘
−3 2⁄ 𝜎0𝑐𝑘√𝐹̄2𝑘(𝑡)                                                                                                    (71) 
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𝑅𝑒𝑐𝑘(𝑡) =
𝑈∞𝑐

𝜈 + 𝜈𝑡𝑘(𝑡)
                                                                                                                          (72) 

 

4.5. CÁLCULO DAS CARGAS FLUIDODINÂMICAS  

 

Ricci (2002) demonstra que a forma discreta da equação (33), apropriada para calcular a 

energia de estagnação induzida sobre cada um dos pontos de controle dos 𝑀 painéis que 

discretizam o corpo, é dada pela equação (73). 

 

𝜉𝑌𝑖̃ +
1

2𝜋
∑

𝑛𝑥𝑝(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖) + 𝑛𝑦𝑝(𝑦𝑝 − 𝑦𝑖)

(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖)
2
+ (𝑦𝑝 − 𝑦𝑖)

2

𝑀

𝑝=1
𝑝≠i

∆𝑆𝑝𝑌𝑝̃

=
1

2𝜋
∑

𝑣𝑗(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖) − 𝑢𝑗(𝑦𝑗 − 𝑦𝑖)

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)
2
+ (𝑦𝑗 − 𝑦𝑖)

2 Γ𝑗

𝑍

𝑗=1

+
1

2𝜋𝑅𝑒
∑

𝑛𝑦𝑝(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖) − 𝑛𝑥𝑝(𝑦𝑝 − 𝑦𝑖)

(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖)
2
+ (𝑦𝑝 − 𝑦𝑖)

2

𝑀

𝑝=1
𝑝≠i

∆𝑆𝑝 (
𝛾
𝑝
+ 𝛾

𝑝+1

2
)                                                     (73) 

 

A equação (73) pode ser escrita na forma de um sistema de equações algébricas, 

representado nas equações (74) a (76), no qual os valores de COUPP e de RHSP são 

conhecidos e os valores de 𝑌̃ são as incógnitas do sistema: 

 

[𝐶𝑂𝑈𝑃𝑃]𝑀×𝑀{𝑌̃}𝑀 = {𝑅𝐻𝑆𝑃}𝑀                                                                                                       (74) 

sendo: 

 

𝐶𝑂𝑈𝑃𝑃𝑖,𝑝 = {

1

2𝜋

𝑛𝑥𝑝(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖) + 𝑛𝑦𝑝(𝑦𝑝 − 𝑦𝑖)

(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖)
2
+ (𝑦𝑝 − 𝑦𝑖)

2 ∆𝑆𝑝                     𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑝 ≠ 𝑖

   𝜉 = 1/2 (𝑎𝑢𝑡𝑜𝑖𝑛𝑑𝑢çã𝑜)                                            𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑝 = 𝑖

                  (75)   

 

 



69 

 

 

𝑅𝐻𝑆𝑃𝑖 =
1

2𝜋
∑

𝑣𝑗(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖) − 𝑢𝑗(𝑦𝑗 − 𝑦𝑖)

(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)
2
+ (𝑦𝑗 − 𝑦𝑖)

2 𝛤𝑗

𝑍

𝑗=1

+∑
1

2𝜋𝑅𝑒

𝑛𝑦𝑝(𝑥𝑝 − 𝑥𝑖) − 𝑛𝑥𝑝(𝑦𝑝 − 𝑦𝑖)

(𝑥𝑝 − 𝑥𝑞)
2
+ (𝑦𝑝 − 𝑦𝑖)

2

𝑀

𝑝=1
𝑝≠𝑖

𝛥𝑆𝑝 (
𝛾𝑝 + 𝛾𝑝+1

2
)                          (76) 

 

Para obter os coeficientes de arrasto, 𝐶𝐷, e de sustentação, 𝐶𝐿, que atuam nos painéis 

que discretizam o corpo, decompõe-se o coeficiente de pressão, 𝐶𝑃, obtido através da equação 

(34), nas direções normal e tangencial ao sentido do escoamento incidente, como observado 

nas equações (77) e (78): 

 

𝐶𝐷 =∑𝐶𝑝𝑖Δ𝑆𝑖 𝑠𝑒𝑛 𝛽𝑖

𝑀

𝑖=1

                                                                                                                      (77) 

𝐶𝐿 = −∑𝐶𝑝𝑖Δ𝑆𝑖𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑖

𝑀

𝑖=1

                                                                                                                    (78) 

 

4.6. O ALGORITMO DO MÉTODO DE VÓRTICES DISCRETOS 

 

As equações algébricas desenvolvidas nas seções anteriores são organizadas em um 

algoritmo, que possui oito etapas principais, demonstradas no fluxograma da Figura 20. 

Bimbato (2012), partindo de uma biblioteca inicial de rotinas computacionais elaboradas por 

Alcântara Pereira (1999) e por Alcântara Pereira (2002), elaborou novas rotinas e desenvolveu 

um código em linguagem de programação FORTRAN compatível com o algoritmo da Figura 

20, utilizando singularidades do tipo fontes com densidade constante para discretizar um 

corpo rombudo (o cilindro de seção circular). No presente trabalho, cujo principal objetivo é o 

de estudar o comportamento aerodinâmico de um perfil NACA 0012 de superfície rugosa, 

utilizam-se singularidades do tipo vórtice pelos motivos expostos na Seção 4.3.1. Portanto, à 

biblioteca de rotinas computacionais foi acrescentada uma série de rotinas necessárias à 

adaptação do código numérico original e, em especial, destaca-se a adaptação realizada no 

modelo de camada limite com efeitos de rugosidade desenvolvido por Bimbato (2012). 
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Figura 20- Algoritmo do Método de Vórtices Discretos 

 

Fonte: Autoria Própria 

 

A organização das rotinas, as quais são acionadas por um programa principal, é 

ilustrada na Figura 21. À esquerda de tal figura apresentam-se as rotinas executadas antes do 

início do laço temporal, responsáveis pela discretização da geometria e pela solução do 

problema pontencial, o qual não considera a parcela rotacional do campo de velocidades. As 

rotinas da direita são executadas repetidas vezes conforme definição do tempo de duração da 

simulação; em cada passo de tempo os vórtices discretos são gerados, deslocados por 

advecção e por difusão e as cargas fluidodinâmicas são calculadas.  
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Figura 21- Organização do programa computacional. 

 

Fonte: Autoria Própria 
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5. RESULTADOS 

 

A solução numérica do escoamento bidimensional, incompressível, de um fluido 

newtoniano sujeito a efeitos de turbulência e rugosidade superficial é calculada pelo Método 

de Vórtices Discretos com a condição de impenetrabilidade imposta via método de painéis, 

utilizando uma distribuição linear de vórtices para representar a superfície do corpo. O 

resultado da implementação numérica é o algoritmo da Figura 20 e o código computacional 

ilustrado na Figura 21. Este código é capaz de calcular o campo de velocidades e de pressão, e 

por fim, as cargas fluidodinâmicas sobre qualquer sólido imerso em um escoamento que possa 

ser representado conforme as hipóteses detalhadas na seção 3.2. Os resultados obtidos pela 

solução numérica são avaliados nesta seção com o objetivo de verificar se a modelagem 

numérica proposta é capaz de capturar os fenômenos físicos observados em situações 

experimentais e discutidos no Capítulo 2.  

As simulações foram divididas em duas etapas principais: primeiro, foram feitas 

simulações do escoamento ao redor do cilindro de seção circular com superfície lisa e rugosa. 

O objetivo desta primeira etapa é verificar se a capacidade do código em simular o 

escoamento ao redor de corpos rombudos foi mantida com a alteração do tipo de 

singularidade distribuída sobre os painéis planos utilizados para discretizar a fronteira sólida. 

A simetria do cilindro também restringe complexidades geométricas do problema e permite 

que características fundamentais do escoamento sejam analisadas com maior facilidade. A 

forma rombuda do cilindro intensifica importantes fenômenos da hidrodinâmica como o 

descolamento da camada limite, que oferece grandes desafios à simulação numérica. Por fim, 

uma grande variedade de resultados analíticos e experimentais estão disponíveis na literatura 

para o caso do cilindro. Desta forma, as simulações ao redor do cilindro permitem que o 

código seja verificado e testado antes que as complicações geométricas e fluidodinâmicas do 

aerofólio sejam analisadas. Os resultados das simulações ao redor do cilindro circular são 

discutidos na seção 5.1. Posteriormente à verificação do escoamento ao redor do cilindro, 

foram conduzidas as simulações do escoamento ao redor do aerofólio NACA0012 com 

superfície lisa e rugosa.  

Antes de realizar as simulações, para cada sólido e número de Reynolds, é necessário 

definir os parâmetros numéricos que serão utilizados. Conforme discutido no Capítulo 3, o 

escoamento ao redor do cilindro possui Reynolds de 𝑅𝑒 = 1,0 × 105 e o escoamento ao redor 

do aerofólio possui número de 𝑅𝑒 = 1,7 × 105; para o escoamento com estes números de 

Reynolds foram definidos o número de painéis planos (M) para a discretização do corpo, o 
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valor dos intervalos de tempo (∆t) da simulação numérica e o raio do núcleo do vórtice 

discreto de Lamb,  𝜎0, que melhor representariam as condições esperadas para o escoamento 

perturbado pelo sólido, além do esquema de avanço temporal para a simulação da advecção 

das partículas de vórtices (seção 4.4.1). A obtenção destes parâmetros é baseada em 

resultados de trabalhos prévios (BIMBATO (2012); BIMBATO et al. (2019); BIMBATO et 

al. (2020); ALCÂNTARA PEREIRA et al. (2020)) e em testes conduzidos com o código 

numérico desenvolvido; nestes testes busca-se encontrar os parâmetros que possibilitem 

menor transiente numérico e maior coerência com os resultados experimentais. Os parâmetros 

utilizados nas simulações são apresentados na Tabela 1.  

 

Tabela 1- Parâmetros numéricos utilizados nas simulações computacionais. 

Sólido Reynolds 
Esquema 
avanço 

Número de 
painéis (M) 

Intervalo 
(∆t) 

Raio do 

núcleo (𝜎0) 
Duração 

simulação  

Cilindro 1,0 × 105  Euler 300 0,05 0,0095 
1200 

passos 

NACA0012 1,7 × 105 
Adams-

Bashforth 
200 0,03 0,019 

2000 
passos 

Fonte: Autoria própria 

 

5.1. ESTUDO DO ESCOAMENTO AO REDOR DO CILINDRO DE SEÇÃO CIRCULAR  

 

Utilizando os parâmetros numéricos da Tabela 1 para o cilindro, avalia-se a capacidade 

do código implementado em simular o escoamento ao redor de um cilindro circular liso. Na 

Figura 22 apresenta-se a esteira de von Kármán formada a jusante do corpo no instante t = 60 

da simulação numérica. 

Na Figura 22 é possível observar a característica oscilatória da esteira formada pela 

fusão e diluição das estruturas vorticosas geradas a partir do deslocamento da camada limite 

da superfície do cilindro. Este comportamento oscilatório é esperado, conforme discutido na 

seção 2.2, e pode ser verificado pela frequência de oscilação dos valores do coeficiente de 

arrasto (CD) e do coeficiente de sustentação (CL) calculados durante a simulação, de acordo 

com a formulação apresentada na seção 4.6 (Figura 23). 
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Figura 22- Partículas de vórtices no instante de tempo 𝑡 = 60  da simulação do escoamento ao 

redor de um cilindro liso (Euler; M = 30; 𝛥𝑡 = 0,05;  NR = n.a; 𝜀 = 0,000;  𝑅𝑒 =

1,0 × 105). 

 

Fonte: Autoria própria 

 

Figura 23- Histórico das cargas fluidodinâmicas exercidas sobre um cilindro liso e detalhes do 

desprendimento das estruturas vorticosas (𝑡𝐴 = 52,5, 𝑡𝐵 = 55,0,  𝑡𝐶 = 57,5). (Euler;            

M = 300; 𝛥𝑡 = 0,05;  NR = n.a; 𝜀 = 0,000;  𝑅𝑒 = 1,0 × 105). 

 

Fonte: Autoria própria 

  

Os valores médios das cargas fluidodinâmicas são obtidos a partir dos dados da Figura 

23, calculando-se a média simples de todos os valores no intervalo de tempo formado pelo 

primeiro pico de CL após o intervalo 𝑡 =  35 e o último pico antes do instante 𝑡 =  60 O 

cálculo do número de Strouhal é feito no mesmo intervalo do cálculo das cargas 
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fluidodinâmicas médias e, para tanto, utiliza-se a técnica da Transformada Rápida de Fourier 

(do inglês, Fast Fourier Transform, FFT). A escolha de um intervalo de tempo menor que a 

duração da simulação para o cálculo da média tem o objetivo de desconsiderar do valor médio 

o transiente numérico no início da simulação e segue diretrizes testadas e discutidas por 

Bimbato (2012). Os valores numéricos obtidos no presente trabalho para a cargas 

fluidodinâmicas e para o número de Strouhal são muito próximos dos resultados obtidos 

experimentalmente por Blevins (1984) e numericamente por Bimbato, conforme pode ser 

visto na Tabela 2. 

 

Tabela 2- Coeficientes de arrasto e de sustentação médios e número de Strouhal referentes ao 

escoamento ao redor do cilindro circular. 

Simulação 𝐶̄𝐷 𝐶̄𝐿 St 

Blevins (1984) 1,200 - 0,190 

Bimbato (2012) 1,223 0,021 0,207 

Simulação atual 1,231 -0,006 0,194 
Fonte: Autoria própria 

 

O comportamento da distribuição média do coeficiente de pressão sobre a superfície 

discretizada do cilindro circular é analisado na Figura 24.  
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Figura 24- Análise do coeficiente de pressão (𝐶̄𝑝) médio ao longo da superficie discretizada 

do cilindro e do perfil da velocidade tangencial a esta superficie em 4 pontos (𝜃𝐴 = 76°, 

  𝜃𝐵 = 88°, 𝜃𝐶 = 97°, 𝜃𝐷 = 108°). (Euler; M = 300; 𝛥𝑡 = 0,05; 𝜀 = 0,000;  𝑅𝑒 =

1,0 × 105). 

 

Fonte: Autoria própria 

Após a verificação da capacidade do modelo em simular o escoamento ao redor do 

cilindro liso, foi testado o modelo de rugosidade de Bimbato (2012) adaptado, conforme 

discutido na seção 4.3.2.1. Na Figura 25 é apresentada a variação do coeficiente de arrasto 

médio (𝐶𝐷̅) e do número de Strouhal (St) para valores crescentes de rugosidade média (ԑ); é 

possível verificar que as simulações foram capazes de capturar a redução no 𝐶𝐷̅  (crise do 

arrasto) e, na sequência, o seu gradual aumento, características típicas de escoamentos que 

ocorrem entre. Nota-se, portanto, que a rugosidade antecipa a ocorrência de fenômenos físicos 

típicos de escoamentos de altos números de Reynolds, conforme discutido na Seção 2.3. No 

que concerne ao número de Strouhal, nota-se a existência de um comportamento errático 

(aumentos e diminuições sucessivas), o que indica que o modelo de rugosidade não é capaz de 

reproduzir as modificações marcantes que ocorrem na frequência de desprendimento de 

estruturas vorticosas contrarrotativas, especialmente aquelas que ocorrem entre              

3,0 × 105 ≤ 𝑅𝑒 ≤ 3,0 × 106 . Certamente, esta incapacidade do modelo deve-se à utilização da 

hipótese de escoamento bidimensional.  
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Figura 25- Variações do coeficiente de arrasto médio (𝐶𝐷̅) e do número de Strouhal (𝑆𝑡) do cilindro 

circular devido a variações na rugosidade superficial (Euler; M = 300; 𝛥𝑡 = 0,05;  NR = 21;  𝑅𝑒 =

1,0 × 105). 

 

Fonte: Autoria própria 

 

O comportamento do 𝐶𝐷̅ obtido com a simulação do escoamento ao redor de um 

cilindro circular com valores crescentes de rugosidade superficial, apresentados na Figura 25, 

é semelhante ao obtido por Bimbato et al. (2020), utilizando o mesmo número de Reynolds, 

mas com a discretização do corpo feita por painéis de fontes (Figura 26).  

 

Figura 26- Variação no coeficiente de arrasto médio (𝐶𝐷̅) devido a variações na rugosidade 

superficial, de um cilindro circular discretizado através de painéis com distribuição constante de 

singularidades do tipo fontes. (Euler; M = 300; 𝛥𝑡 = 0,05;  NR = 21;  𝑅𝑒 = 1,0 × 105). 

 

Fonte: Bimbato et al. (2020) 
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Uma vez que o código computacional revela-se apto a simular fenômenos físicos 

complexos, que ocorrem nos escoamentos que se desenvolvem ao redor de corpos rombudos, 

na Seção 5.2 utiliza-se o mesmo modelo para analisar o escoamento ao redor de um corpo 

esbelto. 

 

5.2. ESTUDO DO ESCOAMENTO AO REDOR DO AEROFÓLIO NACA 0012 

 

O aerofólio NACA 0012 é um perfil aerodinâmico simétrico e com sua maior espessura 

medindo 12% do valor da corda. Além de ser um perfil presente em muitas aplicações 

práticas de engenharia, como turbinas eólicas, drones e aeronaves, o perfil NACA 0012 

representa um desafio aos principais métodos de simulação numérica. Este aerofólio tem um 

dos perfis de menor espessura, e a simulação de corpos de razão espessura-comprimento 

baixa exige a modelagem em escalas espaciais reduzidas, o que acaba por comprometer a 

convergência e a estabilidade numérica dos principais algoritmos (TIMMER, 2009). 

Utilizando os parâmetros numéricos da Tabela 1 para o aerofólio NACA 0012, avalia-se 

a capacidade do código implementado em simular o escoamento ao redor de um corpo esbelto 

liso e rugoso, representado aqui pelo perfil NACA0012. Na Figura 27 apresenta-se a posição 

das partículas de vórtices no instante 𝑡 = 60 da simulação ao redor de um aerofólio de 

superfície lisa (𝜀 = 0,000). 

 

Figura 27- Esteira de vórtices no instante de tempo 𝑡 = 60 da simulação do escoamento ao redor de 

um aerofólio liso (Adams-Bashforth; M = 200; 𝛥𝑡 = 0,03; NR=n.a.; 𝜀 = 0,000; 𝑅𝑒 = 1,7 × 105). 

 

Fonte: Autoria própria 
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A Figura 27 tem as mesmas dimensões da Figura 22 (esteira de Von Kármán formada 

pelo escoamento ao redor do cilindro liso). Comparando as esteiras, observa-se que a esteira 

do cilindro apresenta o caráter oscilatório bem definido, além de ser mais larga do que a 

esteira formada a jusante do aerofólio liso posicionado com a corda paralela ao escoamento 

(𝛼 = 0°). A influência das características da esteira vorticosa podem ser observadas na 

dinâmica das cargas fluidodinâmicas. Na Figura 28 verifica-se que os valores de 𝐶𝐷̅ e  𝐶𝐿̅ são 

de 0,02 e de 0,01, respectivamente, para as simulações com oscilações mínimas.  

 

Figura 28- Histórico das cargas fluidodinâmicas exercidas sobre a superfície do aerofólio liso  

(Adams-Bashforth; M = 200; 𝛥𝑡 = 0,03; NR=n.a.; 𝜀 = 0,000; 𝑅𝑒 = 1,7 × 105). 

 

 

Fonte: Autoria própria 

 

A configuração esbelta do aerofólio, somada a sua simetria e alinhamento com a direção 

do escoamento, além do elevado número de Reynolds, garantem que a perturbação causada 

pelo sólido não seja suficiente para induzir sustentação e arrasto significativos na superfície 

do aerofólio. A média do coeficiente de pressão ao longo da superfície do perfil na Figura 29 

ilustra o equilíbrio das forças do escoamento sobre a superfície do corpo, resultando em 

valores aproximadamente nulos de sustentação e de arrasto. 



80 

 

 

Figura 29- Análise do coeficiente de pressão (𝐶𝑃̅) médio ao longo da superfície discretizada do 

aerofólio liso (Adams-Bashforth; M = 200; 𝛥𝑡 = 0,03; NR=n.a.; 𝜀 = 0,000; 𝑅𝑒 = 1,7 × 105). 

 

 

Fonte: Autoria própria 

 

Ainda em relação ao aerofólio NACA 0012 liso, utilizando os parâmetros da Tabela 1, 

investiga-se a geração de sustentação e de arrasto para diferentes ângulos de ataque. Na 

Figura 30 apresenta-se o comportamento dos coeficientes médios de sustentação e de arrasto 

para ângulos de ataque variando de 0º até 27º, em intervalos de 3º. Verifica-se que os 

principais fenômenos observados no escoamento ao redor do aerofólio, e discutidos na seção 

2.3, foram capturados pela simulação utilizando painéis com distribuição linear de 

singularidades do tipo vórtices, ou seja: a linearidade da variação do 𝐶𝐿̅ com a variação de 𝛼 

(para pequenos ângulos), o fenômeno de estol e o ligeiro aumento do 𝐶𝐿̅, após o estol, devido 

ao recolamento da camada limite. Os resultados experimentais de Blevins (1984) e de Abdel-

Rahman e Chakroun (1997) apresentam 𝛼 =  12° como sendo o ângulo de estol do perfil 

NACA 0012, ou seja, o ângulo em que o perfil atinge um valor máximo para o coeficiente de 

sustentação e que, a partir do qual, o referido coeficiente sofre uma brusca redução devido à 

separação do escoamento. Após a ocorrência do estol, e com o aumento do ângulo de ataque, 
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nota-se a recuperação gradual do coeficiente de sustentação, a qual ocorre devido ao 

recolamento da camada limite (SHELDAHL e KLIMAS, 1981), quando 𝛼 =  18°. 

Os resultados numéricos obtidos com o método de vórtices discretos (Figura 30) 

capturaram os fenômenos do estol e do recolamento da camada limite, porém, com algum 

atraso; o início do estol (pico de 𝐶𝐿̅) é observado quando 𝛼 =  15° e o início da recuperação 

da sustentação ocorre quando 𝛼 =  21°. 

 

Figura 30- Variação nos coeficientes médios de sustentação (𝐶𝐿̅) e de arrasto (𝐶𝐷̅) no escoamento ao 

redor do aerofólio liso devido a variações no ângulo de ataque (Adams-Bashforth; M = 200; 𝛥𝑡 =

0,03; NR=n.a.; 𝜀 = 0,000; 𝑅𝑒 = 1,7 × 105). 

 

 

Fonte: Autoria própria 

 

É possível, portanto, dizer que o comportamento dos valores médio de CL e CD em 

função de 𝛼 é similar ao obtido experimentalmente nos trabalhos de Abdel-Rahman e 

Chakroun (1997) e de Blevins (1984), porém, os resultados obtidos pela simulação para 𝐶𝐿̅ 

foram inferiores aos experimentais para todos os valores de 𝛼. Na Figura 29, embora o 

comportamento seja similar entre o resultado da simulação e o resultado experimental de 

referência, também se observa uma diferença entre o valor de 𝐶𝑃̅ numérico e o experimental, 

principalmente nas regiões do bordo de ataque e do bordo de fuga; situação semelhante foi 

descrita no trabalho de Silva (2005), o qual utilizou o método de vórtices discretos com 
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ajustes pontuais nos parâmetros de discretização temporal e no tempo final da para obter 

resultados numéricos mais próximos dos  experimentais, mas com um custo computacional 

substancialmente maior. 

Para as simulações da Figura 30, a esteira próxima do aerofólio e a distribuição de 

pressão na sua superfície discretizada são detalhadas na Figura 31, na qual é possível verificar 

a perturbação na esteira causada pela inclinação do aerofólio, bem como a formação de uma 

estrutura vorticosa no extradorso do perfil aerodinâmico cada vez mais próxima do seu bordo 

de ataque. À medida que o ângulo de ataque (α) é aumentado, a esteira torna-se mais larga e 

forma estruturas mais complexas e longas, aproximando-se das características das esteiras 

observadas em corpos rombudos, como a esteira do cilindro circular, ilustrada na Figura 22. A 

variação no coeficiente de sustentação médio (𝐶𝐿̅) com a variação do ângulo α pode ser 

verificada pela alteração no coeficiente de pressão; à medida que o ângulo de ataque é 

aumentado (antes de o estol ocorrer, ou seja, para α < 15°), as distribuições de pressão no 

extradorso e no intradorso do perfil são tais que a área interna formada por elas aumenta. Na 

região do estol (15∘ ≤ 𝛼 ≤ 21∘) a referida área interna diminui, e volta a aumentar com a 

recuperação gradual do coeficiente de sustentação médio (21∘ < 𝛼 ≤ 27∘). 

 

Figura 31- Comportamento da esteira e do coeficiente médio de pressão para variações no ângulo 

de ataque do aerofólio NACA 0012 liso (Adams-Bashforth; M = 200; 𝛥𝑡 = 0,03; NR=n.a.; 𝜀 =

0,000; 𝑅𝑒 = 1,7 × 105). 
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Fonte: Autoria própria 

 

Após a simulação do escoamento ao redor do aerofólio NACA 0012 de superfície lisa, 

foram realizadas simulações com valores crescentes de rugosidade superficial média (ԑ), em 

consonância com o modelo proposto por Bimbato (2012), adaptado no presente trabalho. Os 

parâmetros numéricos utilizados foram os mesmos das simulações para o aerofólio liso, e 

estão detalhados na Tabela 1. As variações de 𝐶𝐿̅ e de 𝐶𝐷̅ com a alteração de α são mostradas 
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na Figura 32 para três valores diferentes de rugosidade superficial. As simulações foram 

capazes de reproduzir as principais características desse tipo de escoamento, as quais foram 

discutidas na seção 2.3. Nota-se que o coeficiente de arrasto é menos sensível aos efeitos da 

rugosidade superficial do que o coeficiente de sustentação (compare, para cada α, as 

diferenças existentes nos valores de 𝐶𝐷̅ para cada ε e veja que tais diferenças são menores do 

que aquelas verificadas quando a mesma análise é feita em relação à 𝐶𝐿̅). Observa-se, ainda, 

que a rugosidade 𝜀 =  0,002 pouco interfere no comportamento aerodinâmico do perfil 

NACA 0012 (em certa medida, isso também ocorreu nos resultados de Abdel-Rahman e 

Chakroun (1997), pois os autores trabalharam com rugosidades de 0,0026 e de 0,0033 – veja a 

Figura 6). 

Entretanto, a rugosidade 𝜀 =  0,004 atrasou (para 𝛼 =  18°) o início do fenômeno do 

estol e, mais rapidamente (𝛼 =  21°), iniciou a recuperação gradual do coeficiente de 

sustentação. Por outro lado, a maior rugosidade estudada (𝜀 =  0,007) também atrasou o 

início do estol para 𝛼 =  18°, porém, a recuperação gradual de 𝐶𝐿̅ só ocorreu a partir de 𝛼 =

 24°. 

 

Figura 32- Variações nos coeficientes médios de sustentação (𝐶𝐿̅) e de arrasto (𝐶𝐷̅) com o ângulo de 

ataque e com a rugosidade superficial do aerofólio NACA 0012 (Adams-Bashforth; M = 200; 𝛥𝑡 =

0,03; NR=21; 𝑅𝑒 = 1,7 × 105). 

 

Fonte: Autoria própria 
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Por fim, utilizando os dados das simulações de rugosidade, dispostos na Figura 32, foi 

calculada a razão 𝐶𝐿̅/𝐶𝐷̅, que indica a eficiência aerodinâmica do aerofólio, conforme 

discutido na seção 2.2. Na Figura 33 é possível observar o impacto da rugosidade superficial 

na eficiência aerodinâmica do perfil; o aumento da rugosidade na superfície do aerofólio 

resulta em significativa perda de eficiência aerodinâmica, com redução expressiva da razão 

𝐶𝐿̅/𝐶𝐷̅ . Em situações práticas, como no funcionamento de turbinas eólicas, o aumento da 

rugosidade das pás devido a ações de agentes biológicos, depósitos de insetos e colisão com 

partículas reduz a capacidade da turbina de extrair energia do escoamento, conforme discutido 

na seção 2.2. Observa-se, portanto, que o algoritmo do método de vórtices discretos com 

modelagem de turbulência e de rugosidade superficial é capaz de reproduzir fenômenos 

físicos complexos da hidrodinâmica não-linear, os quais regem os escoamentos encontrados 

em aplicações práticas de engenharia. 

 

Figura 33- Variações da razão da sustentação pelo arrasto (𝐶𝐿̅/𝐶𝐷̅) em função do ângulo de ataque e 

da rugosidade superficial do aerofólio NACA 0012 (Adams-Bashforth; M = 200; 𝛥𝑡 = 0,03; NR=21; 

𝑅𝑒 = 1,7 × 105). 

 

Fonte: Autoria própria 
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6. CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA FUTURAS PESQUISAS 

 

O presente trabalho implementou uma adaptação no algoritmo do método de vórtices 

discretos bidimensional com modelagem de rugosidade superficial, desenvolvido por Bimbato 

(2012). Nas simulações aqui apresentadas, foi utilizado o método dos painéis com distribuição 

linear de vórtices para viabilizar o estudo de escoamentos em torno de corpos esbeltos.  

Além disso, a utilização de singularidades do tipo vórtices requer menor esforço 

computacional, pois, com a solução de um único sistema de equações, impõe-se a condição de 

impenetrabilidade (através de uma densidade de singularidades distribuídas sobre os painéis, γ 

– Equação (46)) e a condição de não deslizamento (posicionando-se vórtices discretos de 

Lamb de intensidade Γ – Equação (48) – nas vizinhanças da superfície discretizada do corpo). 

O código elaborado foi usado, com fins de validação, para estudar o escoamento ao 

redor do cilindro hidraulicamente liso e rugoso. No Capítulo 5 os valores numéricos obtidos 

foram comparados com dados experimentais disponíveis na literatura e, também, foram 

analisadas as configurações das esteiras obtidas pela simulação numérica. Verificou-se a 

capacidade do código em reproduzir mecanismos descritos por observações experimentais 

como a frequência de desprendimento dos pares contra rotativos de estruturas vorticosas, dada 

pelo número de Strouhal. Para o cilindro liso verificou-se também a proximidade dos valores 

médios dos coeficientes de arrasto e de sustentação obtidos numericamente com resultados 

disponíveis na literatura, com diferença de, aproximadamente, 2,6% em relação ao coeficiente 

de arrasto médio obtido pela simulação numérica (C̅𝐷 = 1,231) e o resultado obtido 

experimentalmente por Blevins (1984) (C̅𝐷 = 1,200).  

Para o cilindro rugoso, o efeito da rugosidade foi capturado pelo modelo adaptado e a 

redução no coeficiente de arrasto, seguida pelo seu aumento gradual foram obtidas com o 

aumento da rugosidade. Embora o comportamento obtido seja muito próximo do observado 

por Bimbato et al. (2020) e outros trabalhos (Alcântara Pereira et al., 2020; Moraes e 

Alcântara Pereira, 2021; Oliveira et al., 2020), a redução no valor de C̅𝐷 foi inferior à 

observada por Bimbato et al. (2020), que utilizou singularidades do tipo fontes de densidade 

constante para discretizar o corpo. Futuras análises variando parâmetros numéricos 

importantes, como o intervalo de tempo da simulação, bem como os parâmetros do modelo de 

rugosidade, como o número de pontos rugosos, devem ser conduzidas para verificar se 

resultados mais próximos são possíveis pelo ajuste dos parâmetros. Espera-se, ainda, que a 

utilização de incrementos de tempo menores (da ordem de ∆t = 0,01) possa melhorar os 
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resultados referentes ao número de Strouhal (Figura 25b), ainda que esta característica do 

escoamento pareça ser bastante sensível aos efeitos tridimensionais. 

O principal objetivo do trabalho era modificar a formulação do método utilizado em 

trabalhos anteriores, na simulação do escoamento ao redor de corpos rombudos, para que a 

simulação do escoamento ao redor de corpos esbeltos também fosse possível. O código 

adaptado e validado para a simulação do escoamento ao redor do cilindro circular (corpo 

rombudo) foi testado para o corpo esbelto, utilizando um aerofólio de perfil NACA 0012. O 

algoritmo adaptado foi capaz de capturar dois fenômenos complexos da aerodinâmica dos 

corpos esbeltos: a perda de sustentação com o aumento do ângulo de ataque (fenômeno de 

estol) e o aumento gradual do coeficiente de sustentação após o estol, devido ao recolamento 

da camada limite. No Capítulo 5, os resultados numéricos obtidos são comparados com 

alguns dos resultados experimentais presentes na literatura e apresentados na seção 2.3.  

Para o aerofólio liso com ângulo de ataque nulo, os valores de CD e CL médios obtidos 

numericamente são muito próximos de zero, como era esperado dado a simetria e dimensões 

do perfil NACA 0012. As simulações numéricas do perfil aerodinâmico sujeito a ângulos de 

ataque variando de 3º até 27º foram conduzidas e registraram a ocorrência do estol no ângulo 

𝛼 = 15º e o gradiente positivo do 𝐶𝐿̅ após o estol, no ângulo 𝛼 = 21°; estes valores são 

próximos dos obtidos experimentalmente por Blevins (1984) (𝛼𝑒𝑠𝑡𝑜𝑙 = 12°) e por Abdel-

Rahman e Chakroun (1997) (𝛼𝑒𝑠𝑡𝑜𝑙 = 12° 𝑒 𝛼𝑟𝑒𝑐𝑜𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 = 18° ).  As diferenças observadas 

entre os valores numéricos e experimentais não afetaram a captura dos principais fenômenos 

aerodinâmicos e, segundo Silva (2005), essas diferenças devem-se, principalmente, a dois 

fatores: a seleção dos parâmetros numéricos e a dificuldade de reprodução de resultados 

experimentais semelhantes. Ainda de acordo com Silva (2005), um aumento no tempo de 

simulação para atingir maior estabilidade numérica e aerodinâmica, junto com uma redução 

no intervalo de tempo numérico, aproxima os resultados numéricos dos experimentais. Porém, 

o custo computacional destes ajustes paramétricos pode ser proibitivo em muitas situações; 

além disso, há a complexidade de se definir um valor experimental de referência devido à 

grande variação entre os resultados experimentais disponíveis na literatura. 

O modelo de rugosidade adaptado foi testado para corpos esbeltos em simulações do 

escoamento ao redor do aerofólio NACA 0012 de superfície rugosa. Os resultados destas 

simulações foram discutidos na seção 5.2, o atraso na ocorrência do fenômeno do estol devido 

ao efeito da rugosidade foi reproduzido pela simulação numérica, bem como o atraso no início 

do gradiente positivo de sustentação após o estol. Por meio das simulações do aerofólio com 

superfícies rugosas também foi possível analisar a perda de eficiência aerodinâmica devido à 
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ação da rugosidade. Esta perda de eficiência tem grande impacto em situações práticas e sua 

análise, de maneira experimental apresenta grande limitações devido ao custo do aparato 

experimental e à dificuldade na reprodução das condições do escoamento no experimento; 

desta forma, a possibilidade de estudar numericamente a eficiência aerodinâmica apresenta 

grandes vantagens práticas. 

Em suma, os resultados e as análises apresentados demonstram que o modelo adaptado 

é capaz de representar consistentemente o escoamento ao redor de corpos rombudos e esbeltos 

de superfície hidraulicamente lisa ou rugosa. A adaptação da formulação matemática de 

Bimbato (2012), que permitiu que um modelo lagrangiano e bidimensional fosse capaz de 

simular o escoamento ao redor corpos rombudos e esbeltos, de superfície lisa ou rugosa, foi a 

principal contribuição desta dissertação de mestrado. 

O desenvolvimento do trabalho apresentado permitiu a constatação de algumas 

possibilidades de trabalhos futuros; estas possibilidades podem ser dívidas em dois grupos 

principais: melhorais no código atual e aplicações do código desenvolvido em outros estudos. 

Como melhorias do código atual é possível destacar a implementação de algoritmos que 

permitem acelerar a etapa do cálculo do campo de velocidades do escoamento, uma das etapas 

de maior custo computacional das simulações realizadas neste trabalho. Dentre estes 

algoritmos de aceleração é possível destacar o Método de Multipolos Rápidos, do inglês Fast 

Multipole Method (FMM). Trabalhos que utilizaram o Método de Multipolos Rápidos em 

simulações bidimensionais com o Método de Vortices Discretos registraram expressiva 

redução no tempo de simulação. 

Ainda como melhoria do código atual, além da implementação do Método de Múltiplos 

Rápidos, ainda é possível a implementação de técnicas para a paralelização da rotina de 

cálculo da lei de Biot-Savart, reduzindo ainda mais o tempo de simulação. As técnicas de 

paralelização permitem que o compilador distribua as etapas de cálculo de um determinado 

algoritmo entre a seções ociosas dos núcleos do servidor.  No trabalho de Moraes e Alcântara 

Pereira (2021), a aplicação da paralelização utilizando o modelo OpenMP em um código de 

Método de Vórtices Discretos possibilitou grande redução no tempo de simulação. 

Como possíveis aplicações do código desenvolvido, pode-se dizer que seria possível 

utilizá-lo para estudar o fenômeno da histerese no escoamento ao redor de um aerofólio. A 

histerese ocorre durante a oscilação do aerofólio imerso em um escoamento; verifica-se que a 

força de sustentação durante o movimento ascendente do aerofólio é maior do que durante o 

movimento descendente, provocando um ciclo de histerese. Determinar a característica do 
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fenômeno de histerese de um aerofólio é essencial para garantir segurança em manobras de 

aeronaves e drones. 
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