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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é demonstrar teoremas relevantes como o Teo-
rema Fundamental da Algebra e o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer no plano, além
dos problemas de extensao e levantamento e o Teorema de Mayer-Vietoris. Para isto,
primeiramente associamos a cada espaco topolégico X uma estrutura de grupo ou de
conjunto G(X), e a cada fungao continua f : X — Y um homomorfismo de estruturas
fi :G(X) = G(Y)ou f*: G(Y) — G(X) satisfazendo determinadas propriedades.

Palavras-chave: Espagos Topologicos, Os grupos Ho(X), H*(X), H'(X) e o conjunto
mo(X) , Homotopia, Um estudo do Circulo, O Teorema de Mayer-Vietoris.



Abstract

The main objective is to prove relevant theorems as the Fundamental Theorem of
Algebra and Brouwer’s Fixed Point Theorem in the plane, besides the problems of
extension and lifting theorem and the Mayer-Vietoris Theorem. For this, first we asso-
ciate to each topological space X a group structure or set G(X), and every continuous
function f : X — Y a homomorphism f, : G(X) — G(Y) or f* : G(Y) — G(X)

satisfying certain properties.

Keywords: Topological Spaces , The groups Ho(X), H°(X), H'(X) and the set
mo(X), Homotopy, A study of a Circle, The Mayer-Vietoris Theorem.
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1 Introducao

Este trabalho destina-se a alunos de graduagao, exigindo do leitor nocoes de espagos
métricos e topologicos. Com este proposito, tentou-se a0 maximo construir um texto
didatico concernente ao estudo da Teoria de Homotopia apresentando teoremas rele-
vantes de outras areas da Matemética de uma forma elegante e rdpida como o Teorema
Fundamental da Algebra e o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, além dos problemas
de levantamento e extensao e o Teorema de Mayer-Vietoris.

Topologia é uma abstracao de certas ideias geométricas tais como continuidade e
limite. De fato, a palavra topologia é derivada do grego, e “topo” quer dizer um lugar,
e “logia” um estudo. Foi introduzida em 1847 por Listing, um aluno de Gauss, no titulo
do primeiro livro devotado a ele. Outro nome utilizado antigamente para topologia era
analise posicional (analysis situs).

Essencialmente, dois segmentos da topologia podem ser bem distinguidos. Topolo-
gia conjuntistica, ou topologia geral, ¢ uma teoria geral abstrata de espacos topologicos
e de funcoes continuas, muito influenciada pela teoria geral de conjuntos, desenvolvida
por Cantor por volta de 1880, tendo recebido grandes contribuigoes da teoria de espagos
métricos (espagos abstratos com uma “distancia” definida entre pontos) introduzida por
Frencht em 1906, e da publicacao do livro Grundziige der Mengenlehre de Hausdorff
em 1912. Em seguida Hausdorff estendeu os conceitos de limite e continuidade dos
conjuntos de numeros reais para conjuntos abstratos por meio da ideia de vizinhanca
de um ponto.

Paralelamente a esta linha de desenvolvimento, e de fato predominando por mais
de uma década, Poincaré introduziu durante os anos de 1895-1901 o estudo sistematico
de Topologia Algébrica, ou analise posicional. Este foi motivado por certos problemas
sobre modelos e superficies no espaco Euclidiano.

A Topologia Algébrica parte da sub-area Topologia/Geometria, estuda a categoria
dos espacos topologicos e das fungoes continuas entre estes espagos, através de estru-
turas algébricas associadas, como grupos e anéis e seus respectivos homomorfismos.
Ou seja, procura-se abordar problemas da Topologia através da Algebra. Exemplos
importantes destes mecanismos sao: o grupo fundamental de um espaco topolégico ou
mais geralmente os seus grupos de homotopia.

Este trabalho est4 organizado da seguinte forma:
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Introducao

Inicialmente, no capitulo 2, introduziremos defini¢oes e teoremas necessarios para
o entendimento dos capitulos posteriores.

O capitulo 3, trata de grupos abelianos, que na maioria das vezes seréd livre, e
veremos a seguir, que a maioria dos problemas topologicos podem ser resolvidos através
desta teoria.

No capitulo 4, apresentaremos o grupo H"(X), o conjunto m(X) e o grupo Ho(X),
de modo a desenvolver algebricamente ideias basicas de conexos e conexos por cami-
nhos.

No capitulo 5, apresentaremos as definicoes de homotopia, de equivaléncia de ho-
motopia e dos grupos H'(X).

No capitulo 6, trataremos inicialmente da funcao exponencial de R em S*, afim de
definir o grau de funcoes continuas de S! em S*. Feito isto, demonstraremos o Teorema
Fundamental da Algebra e o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer usando grau.

No capitulo 7, abordaremos os problemas de levantamento, e serd demonstrado o
Teorema de Monodromia. Também trataremos dos problemas de extensao, e demons-
traremos o Teorema de extensao de Tietze, além de outros importantes resultados.

Por fim, no capitulo 8, faremos a demonstracao do Teorema de Mayer-Vietoris,
demonstragao esta que abrange toda a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores.
Encerraremos, ainda, com exemplos de célculos dos grupos H'(X), utilizando sequén-

cias exatas, assunto apresentado no capitulo 3.



2 Preliminares

Para maiores detalhes desta se¢do, veja a referéncia [4].

Neste primeiro capitulo, apresentaremos brevemente, algumas defini¢oes, teoremas
e proposicoes de modo a facilitar o entendimento dos capitulos posteriores. Tratare-
mos de espagos topoldgicos, vizinhancas, conjuntos abertos e fechados, continuidade e

homeomorfismo, conjuntos compactos e, por fim, de conjuntos conexos e desconexos.

2.1 Espacos Topologicos

Defini¢ao 2.1. Seja X # () um conjunto. Uma Topologia em X é uma colegio T de

subconjuntos de X satisfazendo:
(i) Der, X er;
(ii) Se Ay, As,..., A, €7, entdo Ay N---NA, €T;
(111) Se {Ax}rer € uma familia de elementos de T, entao UyAy € T.
Os elementos de T sao chamados abertos de X e (X, T) € um espago topoldgico.

Definigao 2.2. Seja (M, d) um espago métrico. A bola aberta de centro a e raio r em
M ¢ dada por U(a,r) :={x € M :d(z,a) <r}. O disco de centro a e raio r em M é
dado por D(a,r) :=={x € M : d(z,a) <r}.

Exemplo 2.1. Se (M, d) é um espago métrico, entao a colegao de bolas abertas em M

define uma topologia em M.

Defini¢ao 2.3. Seja Y um subconjunto do espago topoldgico (X, 7). Entao 17y =
{ANY, A €1} define uma topologia para Y, chamada topologia induzida de X. Neste
caso dizemos que (Y, 7y) € um subespago topoldgico de (X, ).

2.2 Vizinhancas, Conjuntos Abertos e Fechados

Definicao 2.4. Um subconjunto W de X ¢ aberto de X se para cada x € W existe
AerT tal quexe ACW.
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20 Preliminares

Exemplo 2.2. Seja (X, d) um espago métrico. Um subconjunto W de X é aberto se
para cada € W existe € > 0 tal que U(z,¢) C W

Definicao 2.5. Dizemos que U é uma vizinhanca de x € X se existir um aberto W de
X tal quex € W C U.

Proposicao 2.1. Seja Y um subespago topoldgico de X. Se um subconjunto A de X

€ aberto deY e Y ¢é um subconjunto aberto de X entao A € aberto de X.

Definigao 2.6. Seja X um espaco topologico. Um subconjunto F de X é um conjunto
fechado de X se X — F € um conjunto aberto de X.

Teorema 2.1. Seja X um espacgo topologico. Entao:

i) 0 e X sdo fechados de X;
ii) Se {Fy\}r € uma familia de fechados de X, entao N\F\ € um fechado de X;
iii) Se Fy, ..., F, sao fechados de X entao FyU---UF, é um fechado de X.

Teorema 2.2. Seja Y um subespaco de X. Um conjunto A é fechado em Y se e
somente se, A= FNY, onde F' é um fechado de X.

Teorema 2.3. Se Y ¢ um subconjunto fechado de X e A € fechado de Y entao A €
fechado de X.

Definigao 2.7. Seja Y um subconjunto de um espaco topologico X. Um ponto x € Y
€ um ponto interior de 'Y se existir um aberto U de X contendo x e contido em Y, isto
e, xelUCY.

Denotaremos o conjunto dos pontos interiores de Y por int(Y’). Observe que int(Y")

¢ um subconjunto aberto de X.

Definicao 2.8. Se Y é um subconjunto do espaco topologico X, um ponto x € X €
um ponto aderente a 'Y se para todo aberto U de X contendo x tivermos U NY # ().
Se, para todo aberto U de X contendo x, UNY contém algum elemento diferente de x

entao dizemos que x € um ponto de acumulacao de 'Y .

Definicao 2.9. Um espaco topoldgico Y €é chamado de Hausdorff se para todos x,y €

Y, com x # y, existem vizinhancas U, e V,, respectivamente de x ey, tais que U,NV,, =

0.

2.3 Continuidade e Homeomorfismo

Defini¢ao 2.10. Sejam (X,d) e (Y,d') espagos métricos. Diz-se que a aplicag¢io f -
X — Y é continua no ponto x € X quando, dada qualquer bola aberta U(f(x),€) em
Y, pode-se encontrar uma bola aberta U(x,d) em X, tal que f(U(x,0)) C U(f(z),e€).

Diz-se que f: X =Y € continua quando ela é continua em todos os pontos x € X.
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Definicao 2.11. Seja f : X — Y wuma aplicacao entre espagos topologicos. Dizemos
que f € continua se para todo aberto U de 'Y, a imagem inversa f~(U) for um aberto
de X. Se além disso, f for bijetora e a funcdao inversa f~' :Y — X for continua,

entao dizemos que [ € um homeomorfismo e os espacos X e Y sao homeomorfos.

Observacao 2.1. Note que f~ denota imagem inversa por f e f~! denota funcio

inversa de f.

Exemplo 2.3. Sejam (X,d) e (Y,d') espagos métricos. A fim de que uma aplicagao
f: X — Y seja continua, é necessario e suficiente que a imagem inversa f"(U) de todo
subconjunto aberto U C Y seja um subconjunto aberto de X.

De fato, para cada x € f7(U), temos f(x) € U. Pela definicio de conjunto aberto,
existe € > 0 tal que U(f(z),€¢) C U. Sendo f continua no ponto x, pode-se encontrar
uma bola aberta U(z,d) em X, tal que f(U(z,d)) C U(f(x),€). Isto quer dizer que
U(z,0) C fH(U(f(z),€)). Logo f-(U(f(x),€)) é aberta.

Reciprocamente, seja x € X qualquer. Mostraremos que f é continua no ponto x.
Com efeito, como U(f(x),€) é aberto em Y devemos ter por hipotese que f~(U(f(z),¢))
¢ aberto de X, contendo z. Assim existe § > 0 tal que U(z,0) C f7(U(f(z),¢€)), ou

seja, f(U(z,d)) CU(f(x),e).

Proposicao 2.2. f: X — Y € continua se, e somente se, para todo fechado F de Y,

a imagem inversa f~(F) é fechada em X .

Proposicao 2.3. f : X — Y ¢ continua em © € X se, e somente se, para toda

vizinhanga N em Y de f(x), a imagem inversa f~(N) é uma vizinhanca em X de x.

Definicao 2.12. Seja f: X — Y uma funcao entre espagos topoldgicos. Dizemos que
f € uma aplica¢ao aberta (fechada) se para todo aberto (fechado) U de X tivermos
f(U) aberto (fechado) de Y .

Teorema 2.4. Seja f : X — Y uma aplicacao continua e bijetora. Entao f é um

homeomorfismo se, e somente se, f é uma aplica¢ao aberta (fechada).

Lema 2.1 (Lema da Colagem). Se X = AU B, onde A e B sao simultaneamente
abertos (fechados) e f: A—Y eg: B —Y sao continuas e tais que flans = 9|ans,
entio h : X =Y dada por

h(z) =

f(z), sexeA
g(x), sexeB

€ continua.

Demonstracdo. Seja C um fechado qualquer de Y. Entao h"(C) = f(C) U ¢ (O).
Comof e g sdo continuas, segue que f(C) e g"(C) sdo fechados em A e B respectiva-
mente. Sendo A e B fechados de X por hipotese, segue pelo teorema 2.3 que f(C) e
g (C) sao fechados de X. Portanto, pela proposicao 2.2, h é continua. O
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2.4 Conjuntos Compactos

Definicao 2.13. Seja X um conjunto. Uma cobertura qualquer de X é uma familia
{Uas}aer tal que X =|J U, , onde L denota o conjunto de indices.

Observagao 2.2. Se {U, }acr for uma familia de abertos (fechados) de X dizemos que

a cobertura é aberta (fechada).

Definicao 2.14. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X € compacto se para
toda cobertura aberta de X, existir uma subcobertura finita, isto €, X € compacto se e
somente se, X =|J Uy, U, aberto de X implica X = Uy, UUy, U---UU,,, o; € L.

Proposicao 2.4. Se X é compacto e S € fechado de X, entdao S é compacto.

Demonstracao. Seja X C |J U,, U, abertos de X. Como S é fechado em X, entao
X — S é aberto de X. Logo, X =J U, U (X —S). Como X é compacto por hipotese,
segue que X = U,, UU,, U---UU,, U(X —5). Assim, S C U,, UU,, U---UU,, e
portanto S é compacto. O

Proposicao 2.5. Seja X um espaco topoldgico de Hausdorff. Entao todo subconjunto
compacto K de X € fechado.

Demonstracao. Seja v € X — K. Para cada y € K, tem-se z # y e sendo X de
Hausdorff, existem abertos U, e V, comy € Uy ez € Vy e V, NU, = 0. Tem-se

também que K C | U, e como K por hipétese é compacto, K C U, UU,,U---UU,,.

yeK
Tomando-se os correspondentes V,, V,,, ..., V,, e considerando-se V =V, UV, U---U
V., temos que V é um aberto de X e VN K = (), ou seja, z € V C X — K. Logo,
X — K é aberto de X e portanto, K é fechado de X. O

Teorema 2.5. Um espaco X C R™ € compacto, se e somente se, for fechado e limitado.

Demonstracao. Primeiro suponha que X é compacto, e portanto X é fechado em R”.

Sejam os subconjuntos abertos X N U(0,m), para m > 0, tais que

UJ&Enu,m) =X.

m>0
Entao conseguimos uma cole¢ao finita com uniao igual a X, digamos corresponden-
tes a my, mo, ..., my. Mas se N = max(my,ma,...,my), segue que X C U(0,N), que
é limitado. Portanto X ¢ limitado.
Agora suponha que X ¢é fechado e limitado, com X C U(0,N). Entao X esta
contido no cubo C' dado por |z;] < N para cada i. Além disso, X é um subconjunto
fechado de C'. Se mostrarmos que C' é compacto, entao pela proposicao 2.4 teremos X

também compacto. Isto é o que provaremos no préximo lema. 0

Lema 2.2 (Teorema de Heine-Borel). Um cubo C' em R™ é compacto.
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Demonstrag¢ao. Tremos supor que |JU, = C, com U, aberto em C|, ndo admite subco-
bertura finita com unidao C', obtendo uma contradigao.

Dividimos C' em 2" cubos idénticos por hiperplanos paralelos as suas faces. Alguns
destes pequenos cubos C’ poderao ter a propriedade que nos permita encontrar um
conjunto finito ay, as,...,ar com C' C Uy, U---UU,,. Entretanto, isto ndo pode
ocorrer com todo C’, mas a unido de todos estes conjuntos finitos U,, deve ser C.
Assim nos podemos escolher um C’ que nao possua tal propriedade, chamando-o Cj.

Agora dividiremos C'; em 2" pequenos cubos, e repetiremos o procedimento anterior.

Obteremos por inducao uma sequéncia de cubos
CO>CiDCyD---DC.DC,11D---

de modo que, para cada r, o comprimento de uma aresta de C,. € 27" vezes uma aresta
de C, e nao ha conjunto finito ay,...,a; com C, C U,, U---UU,,. Observemos que
estes cubos interceptam-se em um tnico ponto. Se «,, 3, sao o menor e o maior valor,
respectivamente, da primeira coordenada do cubo C), entao a sequéncia «,, é crescente e
limitada, e portanto tende para um limite; como (3,11 — Qi1 = %(511 —ay), a sequéncia
B, tende para o mesmo limite, digamos &;. Analogamente, existem &; nicos para as
outras coordenadas, de modo que P = (&1,...,&,) pertence a todos os cubos C,.

Entretanto o ponto P pertence a algum conjunto aberto U,. Como U, é aberto,
existe ¢ > 0, tal que d(P,Q) < ¢ = @Q € U,. Agora se C possui diametro 9, C,, tera
diametro 27"0. Mas, para n suficientemente grande 279 < ¢, e portanto para todo
Q € Cy,

d(P,Q)<2™™i<¢

de modo que @ € U,; e portanto C,, C U,. Isto contradiz a forma como C, foi
construido. Assim, concluimos que C' possui uma subcobertura finita e portanto é

compacto. ]
Com isto terminamos a demonstracao do teorema 2.5.

Teorema 2.6. Seja f: X — Y uma funcao continua e sobrejetora. Se X é compacto

entao Y € compacto.

Demonstragao. Seja Y = J,c; Va, Va abertos de Y. Como f é continua, f~(V,) é
aberto de X, Vo € L e X = [J,; f7(Va). Sendo X compacto, segue que X =
fr(Va) U ff(Vay) U---U f(V,,), onde a; € L. Como f é sobrejetora segue que
Y = f(X) = f(ff (Va)) U S(f Var)) U U F(f7 (Vi) € Ve UV, U UV, e
portanto Y é compacto. O

Corolario 2.1. Se X ¢ compacto e f : X — Y € uma funcao continua e sobrejetora,

entao f € um homeomorfismo.

Corolario 2.2. Se f: X — Y € continua, X é compacto e Y é de Hausdorff, entao f

¢ uma aplicacao fechada.
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Corolario 2.3. Se X € compacto, Y € de Hausdorff e f : X — Y € continua e bijetora

entao f € homeomorfismo.

Teorema 2.7. Suponha que A, B sao subconjuntos fechados e disjuntos de R™, com

A compacto. Entao

d(A,B) =inf{d(a,b) : a € A,b € B} > 0.

1
Demonstragao. Considere a colegao de subconjuntos abertos {Ua(a, §d(a, B)):a € A}
de A, com uniao A. Como A é compacto existe um conjunto finito aq,...,ax € A tal
que, os correspondentes conjuntos abertos tem uniao A. Agora para cada a € A, existe

1
i (1<i<k)comd(a,a;) < §d(ai, B) e portanto,

1 1
d(a,B) > Ed(ai, B) > §min1§i§kd(ai,3) = (S,

digamos, com § > 0. Assim, segue que d(A, B) > § > 0. O

2.5 Espacos Conexos ou Desconexos

2.5.1 Conjuntos Conexos

Definicao 2.15. Seja X um espaco topologico. Suponha que X seja erpresso como a
uniao disjunta de dois subconjuntos nao-vazios U eV, isto ¢, UUV =X, UNV = (.
e U eV sejam subconjuntos abertos (fechados) de X. Entao (U,V') é chamada uma
particao de X, e neste caso X € desconexo. Se X nao possuir particao, entao X € dito
conexo, em outras palavras, sempre que X = UUV e UNV =0, onde U eV sao

abertos (fechados) de X entao U =0 ou V = 0.

Equivalentemente, X é conexo se, e somente se, os tinicos subconjuntos de X que
sao simultaneamente abertos e fechados sao X e ().

De fato, seja U C X um subconjunto aberto e fechado. Assim, X — U é aberto
pois U é fechado. Mas X = U U (X — U), e portanto U = () ou X — U = (), pois por
hipotese X é conexo. Logo, U = X ou U = ().

Por outro lado, considere X = UUV, com U e V abertos em X e UNV = (). Entao
U = X — V & fechado, pois V é aberto, e analogamente, V = X — U é fechado pois
U é aberto. Segue da hipotese que, U = () ou U = X, ou equivalentemente, U = () ou
VvV =10.

Lema 2.3. O subconjunto {0,1} de R € desconezo.

Demonstrac¢ao. Sejam U = {0} e V = {1}. Claramente estes conjuntos sao disjuntos

e nao-vazios, e sua uniao resulta no espaco {0, 1}. Ainda é facil ver que ambos, U e V,

I

sao abertos em {0, 1}, pois podemos escrever,

U:{o,l}m]—%,%[ eV:{O,l}ﬁ]%,

DN W
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]

Observamos que nao somente {0,1}, mas todo espago que contém apenas dois
pontos é desconexo com a topologia induzida de R (aqui estamos tomando R com a
topologia usual da reta na qual os abertos sao os intervalos abertos de R).

Seja (U, V') uma parti¢do de X. Definimos uma fungao f: X — {0,1} por

f(@:{o se er.

1 se ze€V

Entdo f é continua. De fato, para qualquer subconjunto aberto S de {0,1}, f7(S) &
aberto de X. De fato, existem somente quatro subconjuntos abertos de {0,1}: 0, {0},
{1} e {0,1}. Assim, as imagens inversas destes, respectivamente, sao ), U, V e X; e
todos estes sao abertos em X por hipotese.

Por outro lado, seja f : X — {0, 1} uma aplica¢ao continua e sobrejetora. Tomemos
U= fY0}eV = f1{1}. Entao U e V sdo abertos em X desde que f é continua
e {0} e {1} sao abertos em {0,1}. Ambos sdo nao vazios por hipotese e, claramente,
UUV =X eUNV ={. Assim, provamos:

Lema 2.4. O espaco X € desconero se, e somente se, existir uma aplicacao continua

sobrejetora do espago X no espago {0,1}.
Teorema 2.8. O intervalo [0,1] de R é conezo.

Demonstracao. Suponha que nao. Entao existe uma funcao continua e sobrejetora
f 0,1 — {0,1}, assumindo somente os valores 0 e 1. Suponha f(1) = 1. Por
hipotese, f assume o valor 0. Seja & o menor dos limitantes superiores para o conjunto
dos pontos = € [0,1] com f(z) = 0. A contradigao sera obtida, aplicando f em &.

Como f é continua em &, existe um nimero 6 > 0 tal que se z € [0,1] e z € U(&, )
entao f(x) € U(f(§),1).

Como f assume somente os valores 0 e 1, segue que f(z) = f(§). Agora f(z) =1
para £ < x < 1, assim f(§) =1 (se & = 1, estamos de acordo com a hipdtese). Por
outro lado, para x no intervalo (£ — 6,&), f(x) = 0. Entao, f(§) = 0 (se £ = 0,
como f(z) =1 para 0 < z < 1, segue que f assume ambos os valores pela hipotese).
Assim, chegamos a uma contradi¢ao, pois f(£) assume dois valores distintos, o que é

um absurdo. Portanto [0, 1] é conexo. O

2.5.2 Conexo por Caminhos

Definicao 2.16. Um espaco topologico X € dito conexo por caminhos se para quaisquer
dois pontos x,y € X, existir uma aplicagao continua f : I — X com f(0) = =z,
f(1) =y, onde I =1[0,1]. Em geral, uma aplicagao continua f: I — X é chamada um

caminho em X, e diremos que o caminho f une x a y.
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Teorema 2.9. Todo espaco conexo por caminhos € conexo, mas nem todo espago co-

nexro € conexro por caminhos.

Demonstracao. Primeiramente, suponha que X seja conexo por caminhos, mas nao
conexo. Como X ndao é conexo, existe uma fungao continua e sobrejetora f : X —
{0,1}. Tomemos dois pontos x,y € X com f(x) =0, f(y) = 1. Do fato de X ser conexo
por caminhos, podemos escolher um caminho g : I — X com ¢(0) = =, ¢g(1) = y. Entéo
fog:I— {0,1} é uma aplicacao continua com fo g(0) =0e fog(l) =1. Assim,
segundo o lema 2.4 I = [0, 1] & desconexo, contradizendo o teorema 2.8. Portanto X é
Conexo.

Para mostrar a segunda parte, devemos construir um espago conexo que nao seja

conexo por caminhos. Seja Y = U UV, onde
U={(z,y) eR*:2=0,-1<y <1},

1
V={(z,y) eR*:0<z<1,y=sen—}.
x

Claramente U é um intervalo fechado, e portanto conexo por caminhos. V tem a
1

parametrizacao (x,sen;), e como sen(;) é uma fungdo continua para 0 < x < 1,
portanto V' também é conexo por caminhos. Assim se Y for desconexo, (U, V) sera a
unica particao possivel, caso contrario teriamos uma particao para os espacos conexos
U ou V. Definamos f : Y — {0, 1} por f(U) = {0}, f(V) = {1}. Vamos mostrar que f
nio é continua em todos os pontos de U. E suficiente verificar na origem (para os demais
pontos de U a verificagdao é analoga). De fato, f(0,0) = 0 mas, f((kn)~%,0) = 1, para
todo inteiro positivo k. Qualquer vizinhanca de (0,0) contém pontos ((kw)~t,0), de
modo que f é descontinua e Y é conexo. Por outro lado, veremos que nao ha caminhos
em Y ligando pontos de U aos pontos de V. Suponha que exista um caminho f : [ - Y
tal que f(0) € U e f(1) € V. Seja £ o menor dos limitantes superiores de x € I, para
os quais f(x) € U. Como f & continua e U é fechado (em R? e portanto em Y),
f(&) € U. Por outro lado, a continuidade de f nos garante que existe 0 > 0 tal que
F[€,€+6]) CU(f(£),1). Considere a intersecao J de V com o disco D(f(€), 3).

Se K é um intervalo dessa interseccao, contendo f(£ 4+ 0), entao (K, J — K) é uma
parti¢do de J, de modo que f(§) € K, o que é uma contradi¢cao. Portanto Y nao é

conexo por caminhos. ]

2.5.3 Localmente Conexo por Caminhos

Definicao 2.17. Um espacgo topologico X € localmente conexo por caminhos em a, se
toda vizinhanca U de a contiver uma vizinhanca V' de a de modo que quaisquer dois

pontos de V' podem ser ligados por um caminho em U.

Se W & o conjunto de pontos de U que podem ser ligados a a por um caminho em

U, entao evidentemente V C W C U e W é conexo por caminhos. Assim, podemos
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dizer que um espaco topolégico X é localmente conexo por caminhos em a, se toda
vizinhanca U de a contiver uma vizinhanca W de a conexa por caminhos.
Diremos que X é localmente conexo por caminhos se isto ocorrer em todos os pontos

de X. Podemos construir espacos conexos por caminhos utilizando o préoximo lema.
Lema 2.5.
i) R™ € localmente conexo por caminhos.

ii) Se X € localmente conexo por caminhos e U é aberto de X, entdao U € localmente

conexo por caminhos.

iii) Se os conjuntos U, sao localmente conexos por caminhos e abertos em X e X =

Uy Ua, entao X € localmente conexo por caminhos.
Demonstracao.

i) Cada ponto de R™ possui arbitrariamente pequenas vizinhangas convexas (digamos

discos), as quais sdo conexas por caminhos.

ii) Se a € U e V é uma vizinhanga de a em U, entao (como U é aberto de X), V ¢
também uma vizinhanca de a em X. Como X por hipdtese é localmente conexo

por caminhos, V' contém uma vizinhanca conexa por caminhos.

iii) Se z € X, entdao x € U, para algum «, e qualquer vizinhanca N de x em X
contém N N U,, o qual contém uma vizinhanca M de x conexa por caminhos em

U,. Como U, é aberto, M é uma vizinhanca de x em X. O

As partes ii) e 4i7) do lema 2.5 formalizam a vaga ideia de que, ser localmente
conexo por caminhos, depende somente do comportamento de X proximo a um ponto,

isto é, de sua propriedade local.

Teorema 2.10. Se X € localmente conexo por caminhos, e conexro, entao ele é conexo

por caminhos.

Demonstracao. Suponha X localmente conexo por caminhos, mas nao conexo por ca-
minhos. Iremos construir uma particao e chegar a uma contradicao. Suponha que
x,y € X nao possam ser ligados por um caminho. Seja U o conjunto de pontos de X,
os quais podem ser unidos a x por um caminho em X. Escrevemos V = X — U, de
modo a construirmos U e V disjuntos. Entao para mostrar que (U, V) é uma partigao,
resta somente mostrar que U e V' sao abertos.

Seja u € U. Entao u possui uma vizinhanca W em X conexa por caminhos. Se
w € W, existe um caminho em W unindo w a u e um outro caminho em X unindo u
a r. Assim w pode ser unido a x; w € U, e portanto W C U. Como U contém uma

vizinhanga para cada um de seus pontos, ele é aberto. Analogamente, v € V possui
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uma vizinhanca N em X conexa por caminhos. Se n € NNU, v pode ser unido a x por
um caminho através de n, uma contradicao. Portanto N C X —U =V e V é aberto.
Assim, conseguimos uma particao (U, V') em X, contradizendo a hipotese de que X é
conexo. Portanto, se X é localmente conexo por caminhos e conexo, X é conexo por
caminhos. O

As nocoes de conexos e conexos por caminhos referem-se essencialmente aos pontos,
e por isso sao “propriedades zero-dimensional”. Estas podem ser generalizadas para “n-
(caminhos)-conexos”, substituindo os pontos por poliedros de dimensao, no maximo,

n. O caso n = 1 serd estudado nos proximos capitulos.



3 Grupos Abelianos

Iniciamos este capitulo com algumas definigoes.

Definicao 3.1. Um grupo abeliano é um conjunto A munido de uma aplicacao Ax A —
A, usualmente denotada por
(a,b) — a + b,

de modo que

G1 Eziste um elemento 0 € A com 0+ a = a para todo a € A.
G2 Para cada a € A existe (—a) € A com (—a) +a = 0.

G3 Para todos a,b,c € A, (a+b)+c=a+ (b+c).

G4 Para todos a,b € A, a+b=>b+a.

Os axiomas G1 a G3 definem o conceito de grupo. O mais importante exemplo,
para nos, serd o grupo dos inteiros Z com a operacao de adi¢ao usual. Outros exemplos
sao os grupos aditivos dos reais R, ou dos niimeros complexos C. Notemos que o grupo
trivial consiste do conjunto unitéario {0}. Usualmente escrevemos a — b para a + (—b),
a+ b+ cparaa+ (b+ c), e assim por diante.

Também usaremos a notagao multiplicativa, isto é, definiremos a aplicacao por
(a,b) — ab,
satisfazendo

1) Existe um elemento 1 € A com la = a para todo a € A.
2) Para cada a € A existe a=! € A tal que a 'a = 1.
3) Para todos a,b,c € A, (ab)c = a(bc).

4) Para todos a,b € A, ab = ba.

29
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Exemplos de grupos com esta notagao sao os grupos multiplicativos R*, dos nimeros
reais nao nulos, ou o conjunto C*, dos niimeros complexos nao nulos. Note que o zero
foi excluido para que o axioma 2) nao fosse violado. Neste contexto, o grupo mais
importante sera o grupo S! dos ntimeros complexos de moédulo 1, com a multiplicacao

usual de nimeros complexos.

Definigao 3.2. Seja A um grupo abeliano. Um subconjunto B de A serd um subgrupo

se

S1) 0 € B.

S2) Seb e B, entao (—b) € B.

S3) Se a,b € B, entio (a+b) € B.

Observemos que S3 afirma que a adicdo em A restrita a B serd uma aplicacao
B x B — B; S1 e S2 implicam que esta restricao satisfaz G1 e G2. Como estas
também satisfazem G3 e G4, B é um grupo. Por exemplo, Z é um subgrupo de R, e
ambos sao subgrupos de C; {0} pode ser considerado um subgrupo de qualquer grupo.

Este conjunto algumas vezes sera denotado simplesmente por 0.

Definicao 3.3. Dados dois grupos A, X, uma aplicacao ¢ : A — X € um homomor-
fismo se (H1) para todos a,b € A, ¢(a+b) = ¢(a) + (D).

Propriedades elementares de homomorfismos:

1) 6(0) =0.
De fato, ¢(0) = ¢(0+ 0) = ¢(0) + ¢(0). Portanto, ¢(0) = 0.

2) ¢(—a) = —¢(a).
De fato, 0= ¢(0) = ¢(a+ (—a)) = ¢(a) + ¢(—a). Portanto ¢(—a) = —d(a).

Claramente se ¢ : A — X e ¢ : B — A sao homomorfismos, entdao ¢povy : B — X
também é um homomorfismo. Utilizaremos Hom(A, X) para designar o conjunto de
todos os homomorfismos A — X.

Um homomorfismo bijetor ¢ : A — X & chamado um isomorfismo (entre A e X).
Isomorfismos desempenham o mesmo papel, na Teoria de Grupos, que os homeomorfis-
mos em Topologia. Se ¢ é um isomorfismo, ¢~* também sera, e qualquer propriedade
algébrica que A possua (por exemplo nimero de elementos, de subgrupos, etc.), X
também possuird; diremos entdao que A e X nao sao abstratamente distinguiveis. Por

exemplo, qualquer grupo isomorfo a Z é chamado um grupo ciclico infinito.

Definigao 3.4. Se ¢ : A — X é um homomorfismo, definimos seu kernel (ou nicleo)

e sua imagem por
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Ker ¢ = ¢7{0} = {a € A: ¢(a) = 0},
Im ¢ = 6(A) = {¢(a) : a € A}.

Lema 3.1. Se ¢ : A — X é um homomorfismo, entao Ker ¢ é um subgrupo de A e Im
¢ € um subgrupo de X. ¢ € injetora se, e somente se, Ker ¢ = {0} e ¢ € sobrejetora

se, e somente se, Im ¢ = X.

Demonstrag¢ao. Mostremos primeiramente que Ker ¢ é um subgrupo de A, verificando
que ele satisfaz as propriedades S1, S2 e S3.

S1) 0 € Ker ¢, pois como ¢ é um homomorfismo e 0 € A, segue que ¢(0) = 0.

S2) Se b € Ker ¢ entao (—b) € Ker ¢, pois como por hipotese, ¢ ¢ um homomorfismo
o(—b) = —¢(b). Se b € Ker ¢, entao ¢(b) = 0 e portanto, ¢(—b) = —¢(b) = -0=00
que mostra que —b € Ker ¢.

S3) Se a,b € Ker ¢, entao (a4 b) € Ker ¢, pois sendo ¢ um homomorfismo, temos
que ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b). Se a,b € Ker ¢, entao ¢p(a+b) = ¢(a) + ¢(b) =040 =0,
e portanto (a +b) € Ker ¢.

Como Ker ¢ satisfaz as trés propriedades acima, segue que Ker¢ é um subgrupo de
A.

A demonstragao que Im ¢ é um subgrupo de X é analoga.

Vamos mostrar agora que ¢ é injetora se, e somente se, Ker ¢ = {0}. Suponha

primeiramente que ¢ é injetora. Entao, se a € Ker ¢,

¢(a) = 0 = ¢(0),

e como ¢ por hipotese é injetora, a = 0. Assim, Ker ¢ = {0}. Reciprocamente, se
Ker¢p = {0}, suponha que ¢(a) = ¢(b). Entao,

¢pla—b) = ¢la+(-b))
= ¢(a) + ¢(-b)
= ¢(a) — ¢(b)
= ¢(a) = ¢(a)
= 0

Como por hipotese Ker ¢ = {0}, a — b = 0, e daf segue que a = b, o que prova que ¢ é
injetora.

Resta mostrar a tultima afirmacao: ¢ é sobrejetora se, e somente se, Im ¢ = X.
Primeiramente, suponha que ¢ é sobrejetora, e mostremos que Im ¢ C X e X C Im ¢.
A primeira inclusao é 6bvia. Mostremos que X C Im ¢. Seja b € X. Por hipotese ¢ é
sobrejetora, entao existe a € A tal que ¢(a) = b. Portanto, b = ¢(a) € Im ¢ e assim
X C Im o.

Por fim, suponha que Im ¢ = X. Para mostrarmos que ¢ é sobrejetora, tomemos
b € X. Por hipotese, Im ¢ = X, entao existe a € A tal que b = ¢(a). Portanto ¢ é
sobrejetora.

m
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Proposicao 3.1. Se ¢ : A = X e : A — X sao homomorfismos, definindo ¢ +
por (H2) (¢ +1)(a) = ¢(a) +(a), temos que ¢ + 1 é um homomorfismo.

Demonstracao. De fato, aplicando-se as propriedades H2, H1, G4 e H2 novamente
obtemos

(@+¢)(a+b) = dlat+b)+i(at+b)
= ¢(a) + o(b) + ¥(a) + ¢ (b)
= ¢(a) +1(a) + ¢(b) + 1(b)
= (0 +9)(a) + (¢ +9)(b).
O

Assim o conjunto Hom(A, X) é dotado da operacao de adi¢ao de homomorfismos.
Nao ha dificuldade em provar que tal operacao satisfaz as propriedades G1 a G4,
mostrando que Hom(A, X) é um grupo abeliano. Por exemplo, temos o homomorfismo
nulo, 0 € Hom(A, X) dado por 0(a) = 0 para todo a € A.

3.1 Soma Direta

Definigao 3.5. Sejam A, B dois grupos. A soma direta A ® B consiste do conjunto
A X B com a adi¢ao dada por

(a1,b1) + (az, ba) = (a1 + ag, by + by).
Verifiquemos que A @ B satisfaz os axiomas G1 a G4:
G1 (0,0) + (a,b) = (04 a,0+b) = (a,b).

G2 (—a,—=b) + (a,b) = ((—a) + a,(=b) + b) = (0,0).

G3
((ay,b1) + (a2, b)) + (as, b3) (ay + ag, by + bo) + (ag, bs)
= ((a1 + a2) + as, (by + ba2) + b3)
= (a1 + (a2 + as), by + (by + b3))
= (a1,b1) + (a2 + as, by + bs)
= (a1,b1) + ((az, b2) + (as + b3)).
G4

(ay,b1) + (az,b2) = (a1 + az,by + be)
= (ag+ay, by + b)) = (ag,bs) + (a1, by).

Observacao 3.1. Por inducgao - ou analogia - pode-se definir a soma direta de um

conjunto finito de grupos (abelianos).

A seguir descreveremos homomorfismos envolvendo somas diretas.
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Lema 3.2. Sejam A, B, X grupos (abelianos), e seja a aplicagio ¢ : X — A@ B com
componentes ¢1 : X — A, ¢po : X — B, tais que,

o(x) = (61(x), p2(x)), para todo z € X.

Entao, ¢ é um homomorfismo se, e somente se, ¢1 € ¢o 0 Sao.

Demonstrag¢ao. Por definicao,

o(x +y) = (o1(x +y), d2(x +y)),

o)+ o(y) = (d1(x), d2(x)) + (D1(y), P2(y))
= (¢1(z) + ¢1(y), d2() + d2(y))
= (¢1(z +y),d2(z +y))
assim ¢ é um homomorfismo se, e somente se, para todos x,y € X os lados esquerdos
das equagoes acima sao iguais, se, e somente se, os lados direitos das equagoes acima

sao iguais, se, e somente se, @1 e ¢ sao homomorfismos. O]

Este lema pode ser interpretado como um isomorfismo
Hom(X,A® B) = Hom(X, A) x Hom(X, B).

Utilizaremos um simbolo para a aplicacao ¢ com as componentes ¢; e ¢o. NoOs a

escreveremos como uma matriz coluna ou como uma matriz linha, assim:

e _
o= t] -t

O proximo resultado serda de grande importancia na constru¢ao de homomorfismos

a partir de uma soma direta.

Lema 3.3. Sejam A, B,Y grupos abelianos. Para todos homomorfismos ¥ : A =Y,
Yo : B =Y, a aplicagio (Y1,19) : A® B — 'Y definida por

(1, 12)(a, 0) = Y1 (a) + ¥a(b)

€ um homomorfismo. Reciprocamente, todo homomorfismo ¥ : A& B — Y pode ser

(unicamente) expresso como um par (11, 1s).

Demonstra¢ao. Para mostrar que (11, 12) € um homomorfismo, sejam (a1, by), (az, bs) €
A& B. Entao,

(1,102)((a1,b1) + (a2, b2)) = (¥1,12)(ar + ag, by + be) (Definigdo de Soma Direta)
= (a1 + az) + V¥a(by + be) (Definigao de (11,1s))
= 1(a1) + ¥1(az) + ¥a(br) + a(b2) (11,12 sdo homo
morfismos por hipotese)
= Y1(a1) + ¥2(b1) + P1(az) + ¢2(ba) (Y € um grupo
abeliano )

= (Y1,%2)(a1,b1) + (Y1, 92)(az, bz) (Defini¢io de (11, 2)).
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Portanto (1, 9) é um homomorfismo.

Reciprocamente, dado qualquer v, definimos 9 e 1), por
¥1(a) = v(a,0),
o (b) = (0, b).

E facil ver que estes sao homomorfismos, e teremos

¥(a,b) = ((a,0)+(0,b))
= ¢(G70)+1/1(0:b)
= i(a) +a(b)
= (¢1,72)(a,b)

Assim ¢ = (11,19) e claramente esta decomposi¢ao é unica (porque a forma de

representar (a, b), na soma direta, como (a,0) + (0,b) é unica). O

A notagao acima generaliza a notacao usual de matrizes. Observe que a composi¢ao

de duas aplicagoes

X{¢1,¢2}A & B(d’lﬂbz)y
é dada por
(Y1, 19) [¢1] = (Y11 + V202),
P2
pois
(Y1, Yo ){d1, P2} () = (Y1,%2)(d1(2), P2(7))
= P1¢1(x) + Yapa(x)
= (V11 + Y2p2) ().

Isto ilustra a lei de multiplicagao usual de matrizes em um caso especial. Observe agora
que uma aplicacao
p: XY >ADB

sera da forma {¢q, 92}, onde ¢ : X DY — Ae ¢o: X ®Y — B. Podemos continuar,

e escrever ¢1 = (aq1,12) € o = (a1, ). Em seguida, fica claro que ¢ possa ser

Q11 012
Qo1 (X292

Isto é confirmado pelo fato de que, se

representada pela matriz

1 ={an, 00} X > A® B

Py = {2,000} 1Y - A® B,
entao ¢ = (Y1,s).
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A matriz serd 1til para nao haver confusao em saber o dominio e contradominio das
aplicagoes o, 1,7 € {1,2}, sendo que suas colunas correspondem aos dominios X, Y e

as linhas ao contradominio A e B. Assim,

X Y
\ 4
Qg1 Q12 — A
Q91 99 — B

Lema 3.4. Seja A um grupo abeliano (aditivo) qualquer. Definamos uma relagdo entre

0s elementos de A por:
aRb se eriste c€ A coma—b=c+c.
Entao R € uma relacao de equivaléncia.
Demonstragao. De fato, temos
(i) aRa, desde que a —a =0 =0+ 0;
(ii) aRb, implica que a — b = ¢ + ¢; mas entao
b—a=—(a—0b)=(-¢c)+(-0c),
de modo que bRa;
(iii) aRa’ e a’Ra” implica que
a—ad =b+bed —d" =b+V.
Entao
a—d" =(a—d)+(d—=d)=0b+b0)+ O +V)=0b+V)+ (b+1)
de modo que aRa”. ]

Assim A esta dividido em classes de equivaléncia. Denotaremos por t(A) o nimero
de tais classes e por [a] = {b € A|bRa} a classe do elemento a € A.

Observacao 3.2. Se ¢ : A — B é um homomorfismo e a,a’ € A, a defini¢ao de R dada
no lema 3.4 nos mostra que se aRa’, entao ¢(a)Rep(a’). Assim, se ¢ é um isomorfismo,
aRa’ se, e somente se, ¢p(a)Rp(a’). Neste caso, a aplicagdo ¢ induz um isomorfismo
entre % e & que a cada [a] € § associa [¢(a)] € 2. Portanto, t(A) = ¢(B).

No nosso estudo o exemplo mais relevante serd o subgrupo Z"™ de R", dado pela

soma direta de n grupos, cada um, uma copia de Z.

Proposicao 3.2. Se m # n sao inteiros positivos, os grupos Z" e Z" nao sao isomor-

fos.
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Demonstragao. Pelo lema 3.4, se A = Z", diremos que (71, ...,7,)R(s1,...,8,) se, e
somente se, cada 1; — s; for par. Como para cada r; existem duas possibilidades (par
ou impar), segue que t(Z") = 2".

Finalmente, se m # n, entao t(Z™) = 2™ # 2" = t(Z"), nao possibilitando um

isomorfismo entre Z™ e Z" conforme observacao 3.2. O

3.2 Sequéncias Exatas
Dados trés grupos e dois homomorfismos, formando uma sequéncia
A8 A5 4,

a sequéncia sera dita exata se Ker ¢ = Im ¢;. Isto pode ser expresso por meio de duas

afirmacoes:

i) Im¢; C Kergq, que significa, que para todo y da forma ¢;(z), temos ¢2(y) = 0; ou

equivalentemente, para cada x € A; temos @901 () = 0.

ii) Kergo C Ime,, que significa, que se y € A, satisfaz ¢o(y) = 0, entao existe z € Ay,
tal que y = ¢y(x).

Uma sequéncia de grupos e homomorfismos é chamada exata, se quaisquer dois
homomorfismos consecutivos da sequéncia, satisfizer a condicao acima. Neste caso, a

afirmacao acima nos diz que a sequéncia é ezata em A,.
Teorema 3.1. Dada uma sequéncia exata
PSQER2S — {0}
e um homomorfismo 6 : S — R com vd = 1, entdo a sequéncia
P%o e %R - {0)

€ exata.

Demonstracao. Temos que provar que a sequéncia é exata em (Q &S e em R.
Im {a,0} C Ker (8,6), pois (8,0){a,0} = fa = 0.
Verifiquemos que Ker (3,d) C Im {«,0}. Suponha (53,0)(q,s) = 0. Entao

0= ’7(575)(% S) = (76775)((]73) = (O’ 1)(Q7 S) =S,

e assim, substituindo s = 0,

0=(8,0)(¢,0) = B(q)-
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Pela exatidao em @ da sequéncia dada, existe p € P com ¢ = a(p). Mas entao

(¢,5) = (¢,0) = (a(p),0) = {c, 0}(p),

e portanto Ker (,0) C Im {a,0}. Assim, Ker (8,0) = Im {«, 0}, mostrando que a
sequéncia é exata em ) & S.

Falta mostrar que Im (3,) = R. Uma vez que 7J = 1, temos que, para qualquer
r € R, v(r) = voy(r). Assim, r — évy(r) € Ker . Mas pela exatidao (em R) da
sequéncia dada, Kery = Im (. Assim, para algum ¢ € @),

r—0y(r) = Bq).
Portanto,

r=(8,0)(g,(r))-

O]

Corolario 3.1. Dada uma sequéncia exata
{0} — Q2R2S — {0}
ed:S— R com~d=1, aaplicagio (5,0) : Q &S — R é um isomorfismo.
Demonstracao. Colocando P = 0, no teorema 3.1, temos uma sequéncia exata
(B:7)
{0} - Q& S—R — {0};

e assim, segue o resultado. O

Quando existe um homomorfismo como v no corolario acima, dizemos que a sequén-

cia exata cinde, e também diremos que R se decompoe como a soma direta de ) e S.

Teorema 3.2. Dada uma sequéncia exata

e, L01]

X5 A B A’@B’(a/—’ﬁ;)X’

de modo que, d : B — B’ é um isomorfismo, entdo a sequéncia

X9 AT g
¢ exata, e portanto Ker « = Ker{a, 5}, Ima/ = Im(d/, ().
Demonstracao. Pela exatidao em A @ B, da sequéncia dada, temos

O_ab al  |eaa+0B
=l a5 =

ca+df
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Como d é um isomorfismo, possui inversa. Entao, como 0 = ca + df8, podemos
deduzir que 0 = d~(ca + dB) = d 'ca + B3, resultando em 3 = —d 'ca. Disto, segue
que, para x € X, ax = 0 implica Sz = 0, de modo que ax = 0 se, e somente se, ax = 0
e fxr = 0; dai Kera = Ker{a, 8}.

-1

Analogamente temos aa 4+ b3 = 0 ou, substituindo f = —d™"ca,
0 =aa+b(—d 'ca) = (a — bd"'c)a,

provando que Ima C Ker(a—bd~'c). Para mostrar que Ker(a—bd'c) C Ima, suponha
u € Acom (a—bd 'c)u = 0. Escrevendo v = —d~'c(u), temos c(u)+d(v) = 0 e também
a(u) + b(v) = 0. Assim, (u,v) pertence ao Kernel da aplicacao central da sequéncia
dada; e pela exatidao, estd na imagem de {«a, $}. Assim para algum = € X, temos
a(x) = u (analogamente J(x) = v), provando a exatidao em A.

A demonstracao da outra parte do teorema é similar a esta. Primeiro,

a b

0=(,3) [ d] = (d'a+ B'c,ad’b+ f'd),

de modo que B = —a'bd™! e o/(a — bd~'c) = 0. A segunda igualdade demonstra
parte da exatiddao em A’, a saber que Im(a — bd~'c) C Kera’; a primeira implica que
Ima/=Im(c/, #'). Claramente, Ima/ C Im(c/, 5’) pois o/ (p) = (¢, ') (p,0),¥p € A';

reciprocamente, qualquer elemento de Im(c/, 3’) é da forma
o/ (p)+8'(q) = o/ (p — bd™'(a)),
e portanto pertecem a Ima’. Finalmente, se p € A’ com o/(p) = 0, entao
(o, 8)(p,0) = d(p) =0,

e pela exatidao da sequéncia dada, existe (u,v) € A @ B, com

[‘; Z] (1,0) = (3,0).

ou equivalentemente,

a(u) +b(v) = p,
c(u) + d(v) = 0,

donde, v = —d " 'c(u) e p = (a — bd~'c)(u). Logo Kera/ C Im(a — bd~'c) e a sequéncia

é exata em A’ N

b
Corolario 3.2. Se |” q AP B — A®B ed: B— B sao isomorfismos, entao
c

A e A’ sao isomorfos; em particular se b (ou c) for 0, a é um isomorfismo.

Demonstragao. Este resultado segue do teorema 3.2, tomando X = X’ = {0}. [



Grupos Abelianos Livres 39

3.3 Grupos Abelianos Livres

Definicao 3.6. Dados um conjunto X, um grupo abeliano G' e uma funcaot : X — G.
Entao (G,i) tem a propriedade universal para X se, para qualquer grupo abeliano A
e funcao j : X — A, existe um tunico homomorfismo ¢ : G — A, com j = ¢ oi.
Quando isto acontece, dizemos que G € um grupo abeliano livre sobre os geradores i(X).

O nimero cardinal de X € chamado posto de G.

Proposicao 3.3. Seja X = {z}, Z o grupo abeliano aditivo e i : X — 7Z definida
por i(x) = 1. Entao (Z,i) tem a propriedade universal para X. Neste caso dizemos
que Z € um grupo abeliano livre sobre i(X) = {1} e, como o nimero cardinal de X é

1, dizemos que 7 tem posto 1.

Demonstra¢ao. Seja A um grupo abeliano qualquer e j : X = {x} — A uma fungao,
isto é, existe um tnico a € A tal que j(z) = a.
Considere ¢ : Z — A definido por:

$(0) =0
at...ta, sen >0
—_—
Qb(n) = na, onde na = n vezes
(—a)+...+(—a), sen<0
(—n);ezes

Entao ¢ é homomorfismo. Além disso, temos

gpoi(z) =¢(l) =a=j(x) = doi=j.

Agora, resta mostrar que ¢ é unico. Para isto, suponha que exista ¥ homomorfismo
tal que ¥ oi(x) = j(x). Entao:

(1) =a=¢(1) e (0) = 0= ¢(0).

Sen >0, w(n):@/J(1+...+1):@ZJ(1)—|—‘.’..¢(1):a—l—...—l—a:na: o(n)

N

n vezes n vezes n vezes

Sen <0,¢(-n) = P((=1)+...+(-1))

g
n vezes

= P(-1)+ - +¢(—1)

S

n vezes

= (P -+ (B()

~
n vezes

= g—a) + - + (—al =(—n)a

= o(-n)

Portanto v = ¢.
Logo, por defini¢ao, (Z, i) tem a propriedade universal para X. ]

Lembremos que Hom(Z,A) ¢é o conjunto de todos os homomorfismos
f:7Z— A

Corolario 3.3. Para qualquer grupo abeliano A, a fungio ev : Hom(Z,A) — A,
definida por ev(f) = f(1) é um isomorfismo.
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Demonstracao. Temos que mostrar que ev € um homomorfismo bijetor.

Primeiramente, temos

ev(f+g)=(f+9)(1) = f(1)+g(1) = ev(f) + ev(g).

Portanto ev é homomorfismo.
Agora mostremos que ev é bijetor.

Para qualquer a € A, considere o diagrama

. {a} .
SN
A z

onde i(a) = 1 e j(a) = a, para todo a € A. Segundo a proposi¢ao 3.3, (Z,i) tem a

propriedade universal para {a}, entdo existe um tnico homomorfismo f : Z — A tal
que foi=7.
Logo, existe um tnico f € Hom(Z, A) tal que foi(a) = j(a), isto &, ev(f) = f(1) =

foi(a) = j(a) = a. Portanto ev é bijetor. Logo ev é isomorfismo. O

Definicao 3.7. Uma sequéncia exata do tipo
0XhySz50

€ dita uma sequéncia exata curta.

Definicao 3.8. Considere a sequinte sequéncia exata curta
0-A%B5%C o,

Dizemos que a sequéncia cinde se [ possui inversa, isto €, existe 0 : C' — B tal que
Bod=1¢, onde 1o denota a identidade de C.

Proposigao 3.4. Sejam A e G grupos abelianos. Se a sequéncia 0 — A LaB B0

€ exata curta e B € um grupo abeliano livre, entao a sequéncia cinde.

Demonstracao. Para mostrar que a sequéncia cinde, temos que encontrar uma funcgao
¢: B — G tal que, po ¢ = 1p.

Entao, dado um conjunto X e uma funcao b : X — B, definiremos g : X — G, de
modo que Yz € X, g(x) é o elemento de G tal que p(g(x)) = b(z).

Como B é abeliano livre, (B, b) tem a propriedade universal para X. Entao para o
grupo abeliano G e a funcao g : X — G, existe um tnico homomorfismo ¢ : B — G
tal que ¢ ob = g. Entao, pogpob=pog=na.

Como (B,b) tem a propriedade universal para X, para o grupo abeliano B e a
funcao b : X — B, existe um tinico homomorfismo ¢ : B — B tal que 1 ob = b. Como

lgob=0be (po¢)ob=>bentao po ¢ = lg. Portanto a sequéncia cinde. ]
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Assim, se a sequéncia de grupos abelianos 0 - A - G 5 B — 0 ¢ exata, com B

abeliano livre, segue pelo coroléario 3.1 que G = A& B.

Proposicao 3.5. Suponha que (G,i) e (H,j) tenham ambos a propriedade universal

para X. Entao existe um unico isomorfismo ¢ : G — H, com j = ¢ o 1.

Demonstra¢ao. Como (G, i) tem a propriedade universal para X, para o grupo abeliano
H e funcao j : X — H existe um tnico homomorfismo ¢ : G — H tal que ¢oi = j.
Também, como (H, j) tem a propriedade universal para X, para o grupo abeliano G
e funcao i : X — G existe um tnico homomorfismo ¥ : H — G tal que Y o j = 1.
Além disso, temos que (¢potp)oj = ¢po(¢oj) = poi=jelyoj=7j. Assim potp = 1p.
Também, (Y op)oi =1 o(poi)=1oj=1ielgoi=1i Desse modo, o¢p=l1g,
pois (G, i) tem a propriedade universal para X. Logo ¢ é bijetor. Portanto ¢ é um

isomorfismo e GG e H sao isomorfos. O

Proposicgao 3.6. Suponha que X1NXy = & e que (Gy,11) tem a propriedade universal
para X1 e (Go,i2) tem a propriedade universal para Xo. Entao (G1 ® Ga,i) tem a
propriedade universal para X, U Xo onde i : X1 U Xy — G & Gy € definida por:

Z,(x):{ (i1(z),0), sez € X,

21 )

(0,iz(x)), sex € Xy
Demonstra¢ao. Dado um grupo abeliano A qualquer e uma funcao 7 : X; U Xy — A,
devemos provar que existe um tnico homomorfismo ¢ : G; &Gy — A tal que ¢poi = j.
Considere k; : X; — X7 U Xy, ¢ = 1,2 as inclusoes naturais.

Para a aplicacao jok; : X7 —> A, existe um tnico homomorfismo ¢; : G; — A tal
que ¢101; = joky e para a aplicagdao jo ks : Xo — A, existe um tnico homomorfismo
O : Gog —> A tal que ¢y 0 iy = j 0 k.

Defina ¢ = (¢1, ¢2) : G1 © Ga — A por ¢(z,y) = ¢1(x) + ¢2(y). Entdo

boilz) = o(i1(2),0), sex e Xy _ proir(x), sex € Xy
#(0,i5(z)), sex € Xy P 0ia(x), sex € Xy

B { joki(z), sexe Xy { j(x), sex € X,

) Goko(z), sexeX, | j(x), sexe X,

Resta mostrar que ¢ é tnica. Suponha que exista b = (11, 12) tal que ¢ o i = j.
Entao

boi(z) = { @b(z’l(‘x),O), ser € X, _ { Yy ozil(:v), se v € X,

¥(0,is(x)), sex € Xy Py ois(x), sex € Xy

_{j(x), se x € X3 _{jokl(x), se x € X,

=j(z), se x € X7 U X,

j(x), sex € Xy joko(z), sexe€ Xy
Entao ¢ 041 = jok; e portanto ¢y = ¢;. Analogamente, ¥5 019 = j o ky e portanto

Py = ¢o. Logo 1) = ¢ e portanto existe um tnico homomorfismo ¢ tal que poi = 5. [

Proposicao 3.7. Se X ¢ finito, existe (G,i) com a propriedade universal para X.
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Demonstragao. Se X = {x} e i: X — Z tal que i(z) = 1, pela proposigao 3.3, (Z,1)
tem a propriedade universal para X.

Se X; = {z} ei; : Xy — Z tal que i;(x) = 1, pela proposigao 3.3, (Z,i;) tem a
propriedade universal para X; e se Xy = {y} e iy : Xo — Z tal que iy(y) = 1, pela
proposigao 3.3, (Z,i3) tem a propriedade universal para Xs. Seja X = {z,y} = X;UXjs,
G=Z®Zei:X —ZDZtal quei(x)=(1,0) ei(y) = (0,1). Pela proposi¢ao 3.6
(Z & Z,1) tem a propriedade universal para X.

Por inducao, podemos mostrar que se X = {z1, 29, ..., 25},

G=20L®.. DL =7Z"¢ei:X — G, com i(x;) = (0,...,0, 1 _,0,...,0) en-
n vezes J

tao (Z",i) tem a propriedade universal para X. O

Seja X um conjunto qualquer e definamos F(X) = {£ : X — Z;&(x) = 0, exceto
possivelmente por um namero finito de elementos z € X}. Dados &,n € F(X) defina-
mos —&, &+ por (—=¢§)(z) = —£(x) e (§+n)(z) = {(z) +n(z). Entdo (F(X),+) é um
grupo abeliano. Defina iy : X — F(X) por

1, sex=y

ix(2)(y) = { )

Teorema 3.3. (F(X),ix) tem a propriedade universal para X .

Demonstra¢ao. Se Y C X, podemos fazer a identificagdo F(Y) = {£ € F(X);&{(X —
Y) = 0} de modo que, dado n € F(Y), definimos & : X — Z tal que £(Y) = n(Y)
e (X —-Y)=0e dado £ € {£ € F(X);&(X —Y) = 0}, definimos n : Y — Z por
n=¢ly.

Se £ € F(X), existe algum subconjunto Y de X, finito, com {(X —Y) = 0, entao
e F(Y). Assim F(X) ={F(Y);Y C X,Y finito}.

Se Y ¢é finito, (F(Y),iy) tem a propriedade universal para Y, visto que (F(Y),iy)
pode ser identificado com (Z", i), onde n é o namero de elementos de Y e, pela propo-
si¢ao 3.7, (Z™,i) tem a propriedade universal para Y.

Seja A um grupo abeliano qualquer e j : X — A, uma funcao. Vimos quese Y C X
é finito, entao existe um tnico homomorfismo ¢y : FI(Y) — A tal que ¢y o iy = j|y.

Se Z C Y, entao F(Z) C F(Y), iz = iy|z e (¢v|r(z) 0iz = j|lz. De fato, se
Z C Y, observamos que F(Z) = {{ € F(Y);£(Y — Z) = 0}. Logo F(Z) C F(Y).
Para qualquer = € Z,iz(x) € F(Z) pode ser vista, pela identificagdo acima, como uma
fungao iz(z) : Y — Z satisfazendo iz (z)(Y — Z) = 0.

Para provarmos que iz = iy|z basta verificarmos que, para qualquer = € Z,iy(x) :
Y — Z satisfaz iy (z)(Y — Z) = 0. Mas, de fato, se w € Y — Z, como x € Z,w # x
e portanto iy (x)(w) = 0 por definicao de iy (x). Logo iz = iy|z. Por outro lado, para
qualquer z € Z, (¢y|r(z)) 0 iz(z) = (¢v|rz)(iz(z)) = ¢y (iz(z)) = oy (iv][z(z)) =
jlz(z).
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Como Z é finito, (F(Z),iz) tem a propriedade universal para Z. Assim existe um
tinico homomorfismo ¢z : F'(Z) = A; ¢z 01z = j|z. Portanto ¢z = ¢y |rz).

Definamos, agora ¢ : F'(X) — A. Para qualquer £ € F(X) escolha Y C X, finito,
com § € F(Y) e defina ¢(&) = ¢y (§). Note que isto nao depende de Y, pois se também
¢ € F(Y'), temos ¢y (&) = dyuy(§) = oy (§). Temos que ¢ é um homomorfismo, pois,
dados &1,& € F(X), escolha Yy, Ys C X, finitos, com & € F(Y)) e & € F(Y3). Seja
Y =Y, UY,. Entao ¢(& + &) = dy (&1 + &) = oy (&) + oy (§2) = o(&1) + &(&2), pois
¢y é homomorfismo. Para todo x € X, temos ¢(ix(x)) = ¢z (izy(2)) = j(x). Assim
poix =j.

Dado qualquer homomorfismo ¢ : F(X) — A, com ¢ oiy = j, temos para qualquer
Y C X, finito, ¢|ry) oty = Yo (ix|y) = jly = ¢y oiy = ¢[p) 0 iy e portanto
Y|r(y) = ¢|ry). Como F(X) é a uniao desses subgrupos F'(Y'), segue que ¢ = ¢. [

Para cada conjunto X, construimos (F'(X),ix) com a propriedade universal para X.
Usualmente, escrevemos apenas i para designar ix, e chamamos F'(X) o grupo abeliano
livre sobre X. Agora dada qualquer fungao f : X — Y, existe (pela propriedade
universal) um tnico homomorfismo F(f) : F(X) — F(Y) tal que F(f)oix =iy o f,

ou seja, comuta o diagrama

X f

iX\L A
Fx) YL py

Y
Y

)



4 O grupo H'(X), o conjunto my(X) e
o grupo Hy(X)

Geralmente, ao estudar topologia algébrica, necessita-se comecar com uma no¢ao
geométrica relativamente simples, e em seguida, construir aparatos através de méto-
dos algébricos. Neste capitulo, iremos desenvolver algebricamente as ideias basicas de

conexos e conexos por caminhos.

4.1 O Grupo H'(X)

Definigao 4.1. H°(X) é o conjunto das aplicagoes continuas X — Z.

A razdo pela qual se usa o simbolo zero na notacao é que H® ¢ o primeiro de
uma sequéncia de construcoes analogas, baseada em vérias dimensoes. H° ¢ o caso

zero-dimensional.

Lema 4.1. Se f,g: X — Z sao aplicagéoes continuas, definimos (f + g) : X — Z por
(f+9)(x) = f(z)+g(x), (x € X). Entao f+ g € continua e (H°(X),+) é um grupo.

Demonstracao. De fato, como Z é associativo, a operagao + ¢é associativa, o elemento
oposto é a funcao continua —f : X — Z definida por (—f)(xz) = —f(x) e o elemento
neutro é a fungao nula O : X — Z definida por O(z) = 0. O

Observagao 4.1. Desde que (Z,+) é um grupo abeliano, (H(X), +) também é um

grupo abeliano.
Lema 4.2. X ¢ conexo se, e somente se, toda aplicagcao X — 7Z for constante.

Demonstracao. Com efeito, se X nao for conexo, existe uma aplicagao nao constante
de X em {0,1} C Z. Reciprocamente, se existir uma aplicagdo nao constante X L
com n € f(X), definimos r : Z — {0, 1} por

r(n) =0,
r(Z—A{n}) =1

e entdo r é continua. Assim, ro f : X — {0,1} é continua e sobrejetora, e segue do

lema 2.4 que X é desconexo. O
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Definicao 4.2. Seja f : X — Y uma aplicagio continua. Definimos f* : H(Y) —
H(X) por f*(g) =go f.

Lema 4.3. f* ¢ um homomorfismo. Se 1 € a aplicacio identidade de X, 1" € a
identidade de HY(X). Se f: X - Y eg:Y — Z, entdo (go f)* = f* o g*.

Demonstragdo. Com efeito, Vgy, g, € H(Y) Vo € X,

[+ g)@) = (914920 f)z)
= (01 +92)(f(z))
= 9i1(f(@)) + g2(f(2))
= gi1of(z)+gao f(z)
= [(g)(x) + [*(g2)(2)
= (f*(q1) + f*(92)) (),

e portanto, temos um homomorfismo. A segunda afirmacao é simples, pois Vg € H°(X),
1*(g) =go1l=g. Assim 1* ¢ a identidade de H"(X).

Resta mostrar a terceira afirmacao:

(gof)"(h)=ho(gof)=(hog)of=f"(hog)=f"(g"(h)) = (f og")(h).
0

Essas propriedades parecem triviais, e neste caso, realmente sao. No entanto, vale
a pena destaca-las, pois precisaremos delas futuramente em demonstracoes analogas

nao tao triviais.

4.2 O Conjunto my(X)

Vamos retomar as investigacoes sobre conjuntos conexos por caminhos. Definimos
uma relacao binaria ~ entre dois pontos de um espaco X por x ~ y, quando existir

um caminho em X, unindo x a y. A seguir provaremos importantes propriedades.
Lema 4.4. A relagao ~ acima é uma relacao de equivaléncia em X.

Demonstracao. Definimos f, : I — X por f,(t) = x para todo t € I. Evidentemente,
fz € continua. Como f,(0) = f.(1) = x, estd demonstrado a propriedade reflexiva
T~ T

Agora definimos R : I — [ por R(t) =1 —t. Entdo R é continua. Se f: [ — X
¢ um caminho unindo = a y, f(0) =z, f(1) =y, entdao foR: 1 — X uney az, e é
continua, pois f e R também o sao. Assim ~ é simétrica.

Finalmente, seja f : I — X um caminho unindo x a y e ¢ : I — X um caminho

unindo y a z, de modo que
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Definimos a funcao h : I — X por,

) f(2e), se
i) = { g2t —1), se

1
As duas defini¢oes sao satisfeitas em ¢ = 5 pois f(1) = g(0) = y. Assim, pelo Lema
da colagem h é continua e, evidentemente, h(0) = z e h(1) = z. Portanto h representa

um caminho ligando x a z e assim x ~ z, de modo que ~ é transitiva. O

Chamaremos my(X) o conjunto das classes de equivaléncia dos pontos de X relaci-
onados por ~. As classes de equivaléncia sao chamadas componentes conexas por

caminhos de X.

Lema 4.5. X ¢é conexo por caminhos se, e somente se, mo(X) possui um tnico ele-

mento.

Demonstra¢ao. (=) Se X for conexo por caminhos devemos mostrar que para quais-
quer dois elementos x,y € X, [z] = [y]. De fato, como X é conexo por caminhos, para
quaisquer dois elementos x,y € X, existe um caminho que os une, e portanto x ~ y
ey~ x. Assim, 2’ € [z] &2/ ~2x o 2 ~y & 2’ €yl Logo [z] = [y, para todos
z,y € X.

(<) Sejam x,y € X. Como mo(X) possui um tnico elemento, entao [x| = [y]. Logo

x ~ gy e assim existe um caminho ligando x a y. Portanto X é conexo por caminhos. [J

A aplicagao canonica sera X = mo(X), e esta levard cada ponto de X na sua
classe de equivaléncia. Quando nao houver confusao escreveremos simplesmente p.
Além disso, em analogia com o lema 4.2 teremos as aplicacoes induzidas. Assim, seja
f X — Y uma aplicacdo continua entre espacos topologicos. Entao, se x ~ 2/, x, 2’
pontos de X, existe um caminho ¢ : I — X que os une. Deste modo, foq: I — Y
¢ um caminho unindo f(z) a f(z'), de modo que f(z) ~ f(z') em Y. Portanto, a

aplicacao f induz uma aplicagao bem definida
fo:mo(X) = mo(Y)

dada por

Assim, temos o diagrama (comutativo) a seguir

x s vy

pXJ/ PYl
To(X) —L oY)

isto é fyopx =pyo f.
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Lema 4.6. Se 1 ¢ a aplicagao identidade de X, 1, € a aplicacao identidade de my(X).
Sef:X—=Yeqg:Y—Z, entio (go f)« = g« © fu.

Demonstracao. A prova é simples. Por definicao,

(g0 f)(la]) = [(g o f)()]

(g« 0 f)([2]) = g (fu[2])) = g ([f ()]) = [9(f (@))] = [(g o ) ()],

e portanto temos a igualdade. Analogamente, se 1 é a identidade de X, segue que

L([2]) = [1(2)] = [2].
O

Agora, mostraremos que se m(X) contém apenas um elemento, entao H°(X) con-

tém apenas aplicacoes constantes.

Defini¢ao 4.3. Denotaremos por MAP(my(X),Z) o conjunto das fungdes continuas

com valores inteiros definidas em my(X).

Teorema 4.1. Seja [ : X — 7Z pertencente a H*(X). Entio se x ~ x' como pontos
de X, f(x) = f(a'). Assim f pode ser fatorada da segquinte forma:
!

A

X %orx) Wz,

A operagao de soma de fungoes dd uma estrutura de um grupo abeliano a M AP(my(X),Z).

A aplicacao definida acima
c: H'(X) — MAP(m(X),7Z)
€ um homomorfismo injetor de grupos abelianos.

Demonstra¢ao. Se © ~ ', existe um caminho ¢ : I — X unindo =z a 2’. Entao
foq: 1 — Z éum caminho ligando f(z) a f(2’). Como I é conexo, pelo lema 4.2, foq
é constante e portanto f(z) = f(2'). Para garantir que f se fatora como f = ¢(f) op,
defina ¢(f) : mo(X) — Z por ¢(f)[x] = f(z), e observe que dados = e 2’ pertencentes
a X, com [z] = [2/], temos pela primeira parte da demonstracao que f(z) = f(2'),
e portanto c(f) estd bem definida. Além disso ¢(f) o p(x) = ¢(f)[z] = f(x). Agora

MAP(7m(X),Z) com a operagao de soma de fungdes é um grupo abeliano, pois satisfaz:

i) Associatividade: Dados f, g, h pertencentes a M AP(my(X),Z), temos

(f+9)+ M)zl = (f+g)lel + hla]

(flz] + gla]) + hlz]

flz] + (gl] + hlz])

flz] + (9 + h)lz]

(f + (g+h))[z].

Logo (f+¢g)+h=f+(g+h) (x: em Z vale a associatividade).

I+ 1]
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ii) Elemento neutro: Considere f : my(X) — Z dada por f[z] = 0,V[z] € my(X).
Entdo, ¥ g € MAP(ro(X), Z),

(f+9)z] = flz] +gz]
= 0+ g[z]
= g[z]

(9+ Dlxl = glz] + flx]
= g[z]+0
= glx].

Logo M AP(my(X),Z) possui elemento neutro.

iii) Elemento oposto: Dada f € M AP (my(X),Z), tomemos — f : my(X) — Z dada
por (—[f)[z] = —f[z],V [2] € mo(X). Entdo,

(=) + Nzl = (=f)lz] + flz]
= —fla] + flz]
= 0

(f + (=)} = fla]
= [l
= 0.

Logo M AP(my(X),Z) possui elemento oposto.

iv) Comutatividade: Dados f, g pertencentes a M AP(my(X),Z), temos
= fla] +gla]
= gla] + flz]
= (9+ =l

(f +9)[]

Logo f+g=g+ f. (x: em Z vale a comutatividade)

Mostremos agora que ¢ : H°(X) — MAP(my(X),Z) é um monomorfismo de
grupos abelianos. De fato, dados f,g ¢ H°(X) temos

co(f+g)lz] = (f+9)(2)
= f(z) +g(z)
= c(f)[z] + c(g)[z]
= (c(f) +c(g))[z].

Logo c¢(f + g) = c(f) + c(g). Além disso, Se f,g € H°(X), como f = ¢(f)ope
g = c(g) o p entao, se c¢(f) = ¢(g) temos f = ¢(f)op = c(g9) op = g, e portanto ¢ é
injetor. O]
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O teorema 4.1 contém a primeira afirmacao do teorema 2.9, pois se X é conexo por
caminhos, 7y(X) possui apenas um elemento, e assim todas as fungoes mo(X) — Z s@o
constantes, e segue da decomposi¢io de f, mencionada no teorema anterior, que H°(X)
possui apenas fungdes constantes, ou seja, X é conexo (veja lema 4.2). Investiguemos
a segunda afirmacao do teorema 2.9.

Tinhamos um espaco Y = UUV que era conexo, mas nao era conexo por caminhos,
embora U e V os fossem. Nao é dificil ver que mo(Y') = {U, V'}, pois U e V sdo conexos
por caminhos. A imagem de ¢ contém apenas fungoes constantes m(Y') — Z, pois Y é
conexo. Logo ¢ nao é sobrejetora.

Do mesmo modo que esperamos que um espago conexo seja conexo por caminhos
para, digamos, “espacos bem comportados”, aqui podemos esperar que c¢ seja sobreje-
tora. Para garantir que X seja conexo por caminhos, é necessario que X seja localmente
conexo por caminhos. Analogamente, precisaremos que X seja localmente conexo por
caminhos para garantir a sobrejetividade de c. Antes disso, demonstraremos um lema,

cujo resultado estd contido implicitamente no teorema 2.10.

Lema 4.7. Seja X localmente conexo por caminhos. Entao suas componentes conezras

por caminhos sao abertas em X.

Demonstracao. Seja & uma componente conexa por caminhos e x € £ Como X é
localmente conexo por caminhos em z, z possui uma vizinhanga conexa por caminhos
W. Todos os pontos de W podem ser unidos a x por um caminho, entao W C £. Como

¢ contém uma vizinhanca para cada um de seus pontos, £ é aberto. O

Teorema 4.2. Se X ¢ localmente conezo por caminhos entio ¢ : H*(X) —s M AP (my(X),Z)

€ um isomorfismo.

Demonstracao. Pelo teorema 4.1 sabemos que ¢ é um homomorfismo injetor. Resta
mostrar que c é sobrejetor.

Se uma funcao F : my(X) — Z esta na imagem de ¢, entao existe f € HY(X) com
c(f) = F. Como c foi caracterizado por f = ¢(f) op, temos que f = Fop: X — Z
é continua, e reciprocamente, se f = Fop: X —— Z é continua, temos que F' esta
na imagem de c. Assim, para mostrar a sobrejetividade de ¢, basta mostrar que f é
continua. Agora, para cada n € Z, F' {n} serd a unidao de componentes conexas por
caminhos &, tais que F(§) = n.

Como X é localmente conexo por caminhos, segue do lema 4.7 que essas componen-
tes sao todas abertas. Assim F"{n} é um aberto, de onde segue que f~{n} é aberto,

e portanto f é continua. n

4.3 O Grupo Hy(X)

Agora, vamos introduzir mais um elemento da élgebra, retomando os grupos abe-

lianos livres do capitulo 3. Recordemos que F'(X) é o grupo abeliano sobre (X, i),
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onde
i: X — F(X),
e para qualquer grupo abeliano A, a func¢ao
Hom(F(X),A) 5 MAP(X, A)
definida por h Shoie bijetora.

Além disso, dado um conjunto X, F(X) denota o conjunto das fungoes £ : X — Z
com £(z) = 0 para todo x € X, exceto um ntmero finito de elementos, o qual, com
a operacao usual de soma de funcgoes, torna-se um grupo abeliano. Ainda, definindo
i: X — F(X) por

0, sex#vy
1, sex=y

i(x)(y) = {
temos que F'(X) é abeliano livre sobre (X, 1).
Definicao 4.4. Hy(X) = F(m(X))
A projegao p : X — m(X) induz um homomorfismo F(p) : F(X) — F(my(X)) =
Hy(X), o qual é caracterizado pelo diagrama comutativo a seguir

X L> WU(X)

dl dl
FX) 22 Hy(x)

Logo, como F(my(X)) é um grupo abeliano livre,
i* : Hom(Hy(X),Z) - MAP(my(X),Z)

¢ um isomorfismo.
De fato, ja sabemos que ¢* é bijetora, assim, basta mostrar que é um homomorfismo.
Dados hq, hy € HOIII(H()(X)7 Z)

i*(hi+ ho)[z] = ((h1+ he) oi)([2])
= (b1 + ho)(i[z])
= hy(ilz]) + ha(i]x])
= ((hod)fz] + (hy o
= "(l)[z] + " (ha)[z]
= (i*(h1) +i*(ha))[].
Logo i*(hy + ho) = i*(hy) 4+ i*(ha) e ¢* & um isomorfismo.
Combinando este resultado com os teoremas 4.1 e 4.2, temos demonstrado o teorema

)]

a seguir.

Teorema 4.3. Para todo conjunto X, (i*)oc=Fk: H*(X) — Hom(Hy(X),Z) é um
homomorfismo injetor de grupos abelianos. Se X € localmente conexo por caminhos

entao k € um isomorfismo.

No proximo capitulo generalizaremos a relagao ~ de equivaléncia.
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Agora generalizaremos a construgao de my(X) feita no capitulo anterior. Esta foi
obtida através de uma relagao de equivaléncia nos pontos de X. Agora se {0} é um
conjunto com um unico elemento, uma fungao {0} — X determina um ponto de X e
pode ser identificado com este ponto. A generalizac¢ao seré feita substituindo {0} por
um espaco arbitrario. Naturalmente, isto fard com que o nosso objeto de estudo seja

visualizado com mais facilidade. Observamos que em todo este capitulo, I = [0, 1].

Definicao 5.1. Duas funcgoes continuas f,g Y — X sao chamadas homotopicas, se

existe uma funcao continua F :Y x I — X onde para todo y € Y, temos

F(y,0) = f(y)
F(y,1) = g(y)
Quando isto ocorre, dizemos que F' é uma homotopia entre f e g, e denotamos por

F:f~g.

Por exemplo, se f é homotopica a uma funcao constante, ela é chamada homoto-
picamente nula. Serd conveniente, muitas vezes, usar uma notacao diferente para F', e
escrever, para y € Y,t € I,

fely) = F(y,1).
Nesta notacao a homotopia é menos clara, mas é mais facil para reconhecer f; : Y — X
(continua) como uma deformagao continua de f = fo em f; = g.
A justificativa para a afirmacao de que f; é continua é o fato de f; poder ser escrita

como uma composi¢ao de fungoes continuas
Y 45y xT5 X,
onde i; é a funcao i,(y) = (y,1).
Lema 5.1. Homotopia € uma relagao de equivaléncia entre funcoes continuas Y — X.

Demonstragao. 1) Reflexiva: Se f:Y — X, tomemos F': Y x I — X com F(y,t) =
f(y), Vt € I. F & continua, pois se escreve como composta de fungdes continuas,
a saber, ' = fopy, onde p; : Y x I — Y, definida por pi(y,t) = y,Vy € Y,
denota a projecao no primeiro fator. Como F(y,0) = f(y), F(y,1) = f(y), segue
que f ~ f.

33
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ii) Simétrica: Sejam f,g:Y — X com f~g,e F': Y x I = X a homotopia entre f
eg.
Tomemos R :Y x I — Y x I, dada por R(y,t) = (y,1 —1), que é continua. Entao
FoR:Y xI— X écontinua, e

FoR(y,0) = F(R(y,0)) = F(y,1) = g(y)
FoR(y,1)=F(R(y,1)) = F(y,0) = f(y)
e portanto g ~ f.
iii) Transitiva: Sejam f,g,h : Y — X onde f ~ g, g ~ h, com F : Y x I —

X, G:Y x I — X homotopias entre f e g, e g e h respectivamente. Tomemos
H:Y xI— X com

I/\ I/\

1
5 .
1

F(y,2t), OS
H(y,t) = (v.20) .

H é continua segundo o lema da colagem, e como H(y,0) = F(y,0) = f(y) e H(y,1) =

G(y,1) = h(y), segue que f ~ h.

Portanto, homotopia é uma relacao de equivaléncia entre funcoes continuas. O

Classes de equivaléncia criadas a partir da relacao de homotopia, sao chamadas
classes de homotopia. Denotaremos por [Y, X] o conjunto das classes de homotopia
das fungoes continuas f : Y — X e [f] a classe de equivaléncia contendo a fungao f.

Para o lema a seguir, para dois conjuntos quaisquer A, B, p1 : AXx B — Ae
pa : AX B — B definidas por p;(a,b) = a,V(a,b) € Ax B e ps(a,b) =0b,Y(a,b) € AXB,

denotam as projecoes no primeiro e segundo fator, respectivamente.

Lema 5.2. Dadas h : Z —Y; go,q1 : Y — X, e f: X — W funcoes continuas, se
Jo =~ g1, entao,

gooh>~giohe fogy~ fog.

Demonstracao. Seja G :'Y xI — X uma homotopia de gg a g;. Entao foG : Y xI — W

¢ uma homotopia de fo gy a f o gy, pois f oG é continua e

(f 0 G)(y,0) = f(G(y,0)) = f(90(y)) = (f © go)(y)
(foG)(y,1) = f(G(y, 1) = f(9:1(y)) = (f o 91)(y)

Para a outra parte definimos h x 1: Z x I — Y x I por (h x 1)(z,t) = (h(2),t), que
possui componentes continuas p;o(hx 1) = hop; e pso(hx 1) = py, sendo p; e ps as
projecoes nos primeiro e segundo fatores, respectivamente. Segue que h X 1 é continua
e Go(hx1):ZxI— X éuma homotopia de gyoh a g 0h, pois Go (hx 1) é continua

(Go(hx1))(z,0)=G((hx1)(2,0) = G(h(2),0) = (g0 © h)(2)
(Go(hx1)(z1) =G((hx1)(z1)) = G(h(2),1) = (g1 0 h)(2).
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Corolario 5.1. Sego~¢1:Y - X e fo~ f1: X — W entao foogy>~ fiog: Y —
Ww.

Demonstra¢ao. Usando ambas as partes do lema 5.2, temos fy o gg >~ foo g1 >~ fi0g:.

Pela transitividade do lema 5.1 segue que fyo go >~ f1 0 ¢g. O

Esse corolario mostra que as classes de homotopia [f o g], dependem somente das
classes de homotopia [f] e [g]. Podemos, desta forma, definir a composigao de classes
de homotopia por

[fleolgl =1f o4l
Para constatar que a operacao o esta bem definida, temos que mostrar que dados f e
[ g ey, com [f]=[f"] e g] = [g"], entdo [f" o g"] = [f o g].
De fato, se [f] = [f*] entdao f ~ f* e, se [ ] = [g*] entdo g ~ g*. Aplicando o
] =

[f o gl
Lema 5.3. Sejam h: Z =Y, g:Y = X e f: X — W, entao

corolario 5.1, temos f o g~ f* o g*, ou seja, [f*

[9] o [1y] = [g] = [1x] o [g],
([f1olg]) o [h] = [f] o ([g] o [h]).

Demonstracao. Estes resultados seguem imediatamente, pois

[glo[ly] = [goly]=]g]
[Ix]olg] = [lxog]=g]
([flolg))o[h] = [fog]olh]
= [(fo g)oh]
= [fol(goh)
= [flolgoh]
= [flo(lg]o[n])

5.1 Equivaléncia de Homotopia

Uma funcao f : Y — X continua é chamada uma equivaléncia de homotopia, com
homotopia inversa e : X — Y continua, se [f] o [e] = [1x] e [¢] o [f] = [ly], ou
equivalentemente, foe ~ 1x e eo f ~ 1y. Quando isso ocorrer, as funcoes F' e GG
definidas abaixo

1Z2.Y] 5 2, X] 12, X] 5 [2,Y]
[h] = [f] o [h] [k] — [e] o [£]
serao bijetoras.

De fato,
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i) dado [h] € [Z, X],
(FoG)h] = F(G([h

Segue que G é injetora e F' é sobrejetora.

ii) dado [k] € [Z,Y],
(GoF)[k] = G(F([K]))

Segue que F' é injetora e G é sobrejetora.

Por i) e ii), F' e G sao bijetoras.

Analogamente, existe bijecao entre [Y, W] e [ X, W].

Definicao 5.2. Quando existe uma equivaléncia de homotopia entre espacos X e Y,

dizemos que estes espacos sao homotopicamente equivalentes.

Exemplo 5.1. Sejam Y a esfera SP~! C RP C RP*? ¢ X o subconjunto de RP*? dos
pontos que nao estao contidos no plano x; = 23 = --- = 7, = 0. Entao a inclusao
1:Y — X é uma equivaléncia de homotopia.

Definimos e : X — Y por

e(T1, Ty ..o, Ty oo Tprg) = (AT1, ATa, ..., ATyp),

onde)\:(x%+x§+---+x§)_%7£0.

Temos que € 07 ~ 1y, pois dado (z1,2,...,2,) €Y = SP~1
e(i(zy,za,...,2p)) = e(x1,22,...,2,,0,...0)
= (Az1,Az9,...,Azp)
()
= ($1,$2,...,1'p)

(A= (2f + a3+ - +22)"Y2 =1, pois (21,22,...,2,) € ST,
Resta mostrar que 1 0e >~ 1x.
Definimos H : X x I — X por

H((z1,29, -, Tprg), t) = N T2, N, o N Ty by 1, )
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Assim,
H(zy, 29, .., 2p4q,0) = (Az1,Az2,...,A2,,0,...,0)
= d0e(X1,Ta,. .., Tpy-. 'y Tpiq)
e
H(zy, 20, .., Tpigs 1) = (1,22, ., Tp, .o, Tpig)
= 1x(T1, T2, o, Tpyeevy Tpig)-

Portanto, H é uma homotopia entre i oe e 1x, ou seja, 1oe ~ 1x.

Um outro exemplo importante de equivaléncia de homotopia ocorre quando X tem
apenas um ponto x. Se Y é homotopicamente equivalente a um ponto, ¥ é chamado
contrdtil.

A construcao acima generaliza aquelas feitas no capitulo anterior, de modo que
[{x}, Z] esta em correspondéncia biunivoca com 7y(Z), onde [{z}, Z] = {[fl|f : {z} —
Z}elf] =49 :{z} — Z|g ~ f}. Esta correspondéncia é justificada pelo fato de
que uma homotopia H : {z} x I — Z, entre f e g, pode ser vista como um caminho
H,, entre f(z) e g(x), onde H, : I — Z é dado por H,(s) = H(x,s),Vs € I. Assim
[f(z)] = [g(z)] em 7o(Z), e portanto [f] pode ser identificado com [f(x)] em mo(Z).

Em outras palavras ¢ : [{z}, Z] — m(Z) definida por ¢([f]) = [f(x)] é uma bijecao.

Com efeito, ¢([f]) = ¢([g]) = [f(z)] = [9(=)] = f(z) ~ g(x). Logo Ja : I = Z
caminho unindo f(z) a g(x). Definamos H : {z} x I — Z por H(z,t) = a(t). Entao
H é uma homotopia entre f e g e portanto [f] = [g], mostrando que ¢ é injetora.

Agora, dada [z9] € mo(Z) tome f : {z} — Z definida por f(z) = 2o. Entao
o([f]) = [20] € ¢ € sobrejetora.

Por outro lado, [Z,{x}] tem apenas um elemento, a saber, o elemento [f], onde
f:Z — {x} é a funcao que associa a cada elemento z € Z o elemento z.

Assim, podemos concluir que para qualquer espago Y contréatil, [Z, Y] tem apenas
um elemento, e [Y,Z] estd em correspondéncia biunivoca com my(Z), pois se Y é
contratil, [Z,Y] est4 em correspondéncia biunivoca com [Z,{z}] que tem apenas um
elemento e [Y, Z] estd em correspondéncia biunivoca com [{x}, Z] que por sua vez esta
em correspondéncia biunivoca com (7).

Também H°(X) estd em correspondéncia biunivoca com [X,Z], onde Z denota o
conjunto dos inteiros. Esta correspondéncia é justificada pelo fato de que uma homo-
topia H: {x} x [ — Z, entre f e g, pode ser vista como um caminho H,, entre f(z) e
g(z),onde H, : [ — 7Z é dado por H,(s) = H(x,s),Vs € I. Assim f(z) = g(x),Vz € X
conforme lema 4.2 e portanto [f] pode ser identificada com f.

Em outras palavras ¢ : [ X, Z] — H°(X) definida por ¢[f] = f é bijetora.

Com efeito, ¥[f] = ¥[g] = f =g = [f] = [g] e portanto ¢ ¢é injetora.

Também, dado h € H°(X) temos 1[h] = h e 1) é sobrejetora.

Exemplo 5.2. O intervalo aberto |0,1[ é homotopicamente equivalente a {1} e por-
tanto |0, 1[ é contratil.
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De fato, definindo-se f :]0,1[— {3} por f(t) = 3,Vt €]0,1] e g {1} —]0,1] por
9(2) = & temos [ og(2) = F() = & = idgy,(3) e g o f(1) = g(3) = b

Considere H : Ix]0,1[—]0, 1[ definida por H(s,t) = +(1 — s) + ts. Entao H(0,t) =
s =go f(t),Vt €)0,1[ e H(1,t) =t = idj((t),Vt €]0,1[ e portanto g o f é homoto-
pica a idjo 1| e assim ]0, 1] é homotopicamente equivalente a {3} e consequentemente &
contratil.

5.2 Conjuntos de Homotopia e os Grupos H'(X)

A notagao [X, Y] enfatiza a dependéncia simétrica do conjunto de homotopia sobre
ambos os espagos X e Y. No entanto, serd conveniente fixar um dos espacos, e fazer
com que o conjunto de homotopia dependa do outro espago. Quando fazemos isto,

definimos uma nova notacao para composicao de funcoes,
[flelgl = g7[f] = filgl.
Podemos entao, reescrever o lema 5.3 como

Lema 5.4. Sejam h : Z — Y,g: Y — X, e W um outro espaco. Entao temos uma
aplicagao

g (X, W] = [Y,W];
1% € a aplicagao identidade de [X, W] e h*og* = (goh)*. Temos também uma aplicagio
gs s WY] — [W, X];
ly, € a identidade de [W,Y] e g, o h, = (g o h).. Ainda, se f: A — B entao
faog =g o fi: [X,A] = [V, B].
Demonstragao. 1% é a aplicacao identidade de [X, W] pois, dado [f] € [X, W],
(D) = [flelix]=I[f],

segundo o lema 5.3.
Também h* o g* = (g o h)* pois dado [f] € [X

h*og(lf]) = h

=
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Agora ly, : [W,Y] — [W,Y] é a aplicagao identidade de [W,Y] pois, dado [h] €
(W, Y], 1y, [h] = [1y] o [h] = [h] segundo o lema 5.3.
Além disso, g« o h. = (g o h), pois, dado [f] € [W, Z],

(g 0 h)If] = gu(hu([f]))

Finalmente f, o g* = ¢g* o f, pois, dado [k] € [X, A],

(f« og*)[k}] = fulg'( k]))

O

Observe que o lema 4.3 é um caso especial da primeira afirmagao, fazendo W = Z,
e 0 lema 4.6 da segunda afirmagao, fazendo W = {z}.

Agora analisaremos o caso em que W é um circulo.

Colocando S* = {z € C / |z] = 1}, segue das propriedades dos niimeros complexos
que, S' & um grupo com relacao a multiplicacio, e que as funcdes, multiplicacao m :
St x St — S' dada por m(x,y) = x -y, e a inversao i : S' — S, dada por i(z) =
271, sdo continuas. Um espaco topologico que é também um grupo, e possui tais

propriedades, é chamado um grupo topolégico.

Lema 5.5. O conjunto MAP(X,S") com a operagio MAP(X,S') x MAP(X,S") 5
MAP(X,SY) dada por (f,g) = fxg: X — S, onde (f xg)(x) = f(z) - g(x), é um
grupo abeliano. Esta operacdo é compativel com homotopias. O conjunto [X, S| com a
operagao [X, S'] x [X, S 3 (X, S dada por A([f],[g]) = [f * g], adquire a estrutura
de um grupo. Se f:Y — X € continua, f*: [X,SY] — [V, S| é um homomorfismo.

Demonstracao. A operacao * estd bem definida, pois dadas ¢, d : X — S! aplicacoes

. .~ ,d
continuas, o produto c*d pode ser definido como a composicao X €9 515 g1 ™ gt
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onde (c,d) denota a fungdo com componentes ¢ e d. Segue da continuidade de c e d
que (c,d) é continua e portanto ¢ * d é continua, como composta de fung¢oes continuas.
Agora, mostremos que (MAP(X,S'),*) é um grupo abeliano.

De fato, temos

i) Elemento neutro: e : X — S! dada por e(z) =1,V z € X ¢é claramente continua,
e & o elemento neutro, pois, dada f € MAP(X,S"), ex f : X — S é dada por

(ex f)(z) =e(x)- f(zx)=1-f(x) = f(zx),V x € X, e portanto e *x f = f.

ii) Elemento inverso: considerando ¢ € MAP(X,S"), segue da continuidade de c,
que ¢! : X — S' dada por ¢ }(x) = ¢(z)"! é continua.
Agora, ctxc: X — St é dada por (¢t xe)(z) =cl(z) c(z) = L cln)=1=

e(r), Vo € X, e portanto ¢ xc = e.

iii) Associatividade: Dados ¢,d,e € MAP(X,S'), temos que

((c*xd) xe)(x)
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Vx € X, e portanto (cxd)*xe =cx* (dxe).

1<

iv) Comutatividade: Dados ¢,d € MAP(X,S'), temos (c x d)(z) = c(z) - d(x)
d(x)-c(z) = (d*c)(z),V x € X, e portanto cx d = d x c.

Observemos que em iii) e iv), V refere-se ao fato de (S*,-) ser um grupo abeliano.
Dados C:c~c e D:d~d’, entdao C x D é continua (como observado acima) e
CxD:cxde~c' *d . De fato, temos C : X x I — S' com C(z;0) = ¢(z),C(z;1) =
¢'(z),eD: XxI— S'com D(x,0) =d(z), D(z,1) = d (). Logo CxD : X xI — S*

2 . ’ / .
¢ uma homotopia entre cxd e ¢ *d , pois

= c(x)d(x)
(cxd)(x)

(C*D)(z,1)= C(z,1)- D(x,1)
= ¢'(2)-
= (c'xd")(2).
Assim fica bem definida [c]A[d] = [c * d].

Agora [X, S'] com a operacao A tem a estrutura de um grupo abeliano, pois

[e]Ald] = [ex ] = [c],
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[cAld = [+ ] = [¢]
[c]Ald] = [cx d] = [d* c] = [d]A[c]
([er] Alea])Ales] = [er * c2 % ¢5] = [e1] A([ea] Ales]).
Resta mostrar que f*: [X,S'] — [V, S'] ¢ um homomorfismo.
De fato, dados [c] e [d] € [X, S], temos que
((cof)x(do f))(y) = (cof)y) (dof)y)
= o(f(y)-d(f(y))
= (cxd)(f(y))
= ((exd)o f)(y).
Como f*([JA[d]) = [exd] o [f] = [(cxd)o fle f*lAf[d] = ([d] o [fNA([d] o [f]) =
[co flAldo fl=[(co f)*(do f)] = [(c*d) o f], segue o resultado. O

Denotamos [X, S|, com a estrutura de grupo acima, por H'(X).

Exemplo 5.3. Se X = {z} entao [{z},S'] estd em correspondéncia biunivoca com
mo(S1). Como S* & conexo por caminhos, my(S') possui um tnico elemento e assim

H'({x}) é o grupo trivial.
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Iniciaremos este capitulo examinando a funcdo exponencial de R em S!. Esta nos

permitira, definir o importante conceito de grau de uma funcao continua de S* em S*.

Em seguida, estabelecendo as propriedades basicas de grau, aplicaremos as mesmas

para provar o Teorema fundamental da dlgebra e o Teorema do Ponto Fizo de Brouwer

no plano.

6.1 Levantamento de funcoes de S! para R

Definamos a fun¢ao e : R — S! por e(t) = exp(27it). A funcao e é continua e

sobrejetora. Ainda, e ¢ um homomorfismo do grupo aditivo R no grupo multiplicativo

S1, pois dados t,u € R, temos

e(t+u) = exp(2mi(t + u)) = exp(2mit + 2wiu) = exp(2mit) exp(2mwiu) = e(t)e(u);

e 0 Kernel deste homomorfismo é o subgrupo Z dos inteiros, pois

Kere = {zeR;e(z)=1+0i}
= {z € Ryexp(2miz) =1+ 0i}

Mas,
exp(2miz) =14+ 0i <
<~
<~
=

Portanto Ker e = {z;2 € Z} = Z.

cos(2mx) + isen(2rx) = 1+ 0:
cos(2mx) =1 e sen(2mx) =0
2nx = 2kw, k € Z

r=k, k€.

A funcao e sera utilizada para estudar as propriedades topologicas do circulo, e

veremos R como “uma extensao sobre o circulo”, mais propriamente como a hélice que

representa o grafico de e (Fig 6.1).

63
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Figura 6.1: R como uma extensao sobre o circulo.

Consideremos agora o seguinte problema: Seja X um espaco topologico e f: X —

S uma funcdo continua. Existe uma funcdo continua f: X — R, com f =eo f ?

R
A 4
.
/ e
Ve
gt
Se for possivel encontrar f, nés a chamaremos um levantamento de f e diremos que
f pode ser levantada.
O problema de existéncia de f é conhecido como o problema do levantamento.
Consideraremos casos especificos neste capitulo, e faremos o caso geral posteriormente.

Os resultados que seguem dao detalhes sobre as propriedades topologicas de e.

Lema 6.1. A aplicacio ¢’ : ]0,1[— S*— {1} obtida pela restricao de e é um homeomor-
fismo. Reciprocamente, se B ¢é um subconjunto qualquer de S* — {1} e A=1Ine"(B),
entdo e (B) € a unido dos conjuntos A+n (n € Z), onde cada um desses conjuntos é

aberto de e (B), e e induz um homeomorfismo de cada um desses conjuntos em B.

Demonstracao. Primeiro, observemos que €’ é continua e sobrejetora, pois é uma res-
trigao de e, e ainda como o contradominio de ¢ & S' — {1}, segue que € também é
injetora, e portanto bijetora. Assim basta mostrar que (¢/)~! é continua.

Para cada x € S' — {1}, tomemos um fechado A C ]0,1[, com (¢/)~*(z) € int(A).
Como A é compacto, segundo o corolario 2.3, €/ induz um homeomorfismo de A em
¢'(A), e pelo fato de que (¢/)7!(x) € int(A), (¢71)"(A) = €'(A) é uma vizinhanca de x
em S' — {1}. Assim, segue pela proposigao 2.3, que (¢’)~! é continua em =.

Para provar a segunda parte, é suficiente mostrar que o resultado é valido para
By = S — {1} (os outros casos seguem analogamente). Mas ¢ (By) é a uniao disjunta
de intervalos abertos |n,n+ 1] = Ag+n (n € Z), onde Ay =0, 1] e pela primeira parte

da demonstracao, e induz um homeomorfismo de cada um destes em Bj. ]
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Observagao 6.1. No lema acima, o conjunto {1} C S! pode ser substituido por

qualquer subconjunto préprio B fechado de S*.

Corolario 6.1. Se f : X — S ¢ continua e nao sobrejetora, entdo f é homotopica-

mente nula.

Demonstra¢ao. Como f nao é sobrejetora, podemos escrever sua imagem como f(X) =
S! — B, onde B é um subconjunto proprio de S!. Pelo lema 6.1, S* — B é homeomorfo
a ]0, 1[, donde segue que S* — B é contratil, pois ]0, 1| é contratil (vide exemplo 5.2).
Agora temos f : X — S' — B continua, com S! — B contratil. Assim, existem
g:S'—B = {y}eh:{y} — S'—Btaisque, hog ~ lgi_p e goh = Iy,
com yg € S' — B. Segue do corolario 5.1 que f = lgi_go f ~ hogo f onde
hogof:X — S'— B ¢ a funcao constante h(yo). O

Teorema 6.1. Toda funcao continua f : I — S' possui um levantamento f: I — R,
inico a menos de uma translagao por um inteiro. Entdo, dado ag € R com e(ag) = f(0),

existe um unico levantamento f com f(0) = ao.

Demonstragcao. Para cadat € I, a continuidade de f em ¢ implica que podemos encon-
trar um € > 0 tal que f([t —¢,¢+€]) é um subconjunto proprio de S'. Pelo teorema de
Heine-Borel (lema 2.2), podemos encontrar um conjunto finito de intervalos [t —e, t+ €],
os quais cobrem /. Denotemos o conjunto de todos os pontos finais desses intervalos
em [ por

O=ta<t1 < ---<t, =1

Entao cada [t;_1,t;] esta contido em um intervalo [t — €,t + €], e assim a imagem de
[t;_1,t;] por f é um subconjunto proprio S; de St

Provemos por indugdo em i que existe um tnico levantamento de flj4,), tal que
f:[0,t;] — R satisfaz f(0) = ag. Para i = 0, definimos f; : {0} — R por fo(0) = aq.
Este ¢ um levantamento de f : {0} — S, pois fy é continua e (eo fo)(0) = e(ag) = f(0).

Agora suponha vélido para ¢ — 1. Entdo, para a aplicacdo fljs, ,j : [0,ti-1] — S*,
existe um tnico levantamento flos, 1 ¢ [0,ti1] — R, tal que (e o f)(ti1) = f(ti1) e
Flio,_1(0) = ap.

Como S; é um subconjunto proprio de S, podemos escolher b; ¢ S;, e como e é
sobrejetora existe ¢; € R tal que e(¢;) = b;.

Considere agora A; = € (S;) N [ci, c; + 1]. Segue do lema 6.1 que e (S;) é unido
disjunta de conjuntos abertos A; + n, cada um dos quais ¢ homeomorfo a S;.

Seja n; € Z tal que f|[0,ti71](ti_1) € A; +n;, e considere e; : A; +n; — S; o

homeomorfismo induzido por e. Entao podemos definir f

fv‘[ti—lati] = e;l (3 fl[ti—hti]'
Aplicando f

[ti—1.ts] - [tiflati] — R como

[ti_1,t;] €M T;_1, temos

Flitvea(ticy) = (7" 0 F)(tic1) = e, (f(ti=1)) = €; (€50 fliog,_y)(tiz1)) = Fliosi(tio1)-




66

O estudo do circulo

[tioi,t;] com floy,_, temos uma

Pelo lema da colagem (lema 2.1), combinando f
fungao continua em [0, ¢;], que claramente ¢ um levantamento de f em [0, ¢;].
Ainda

Flioa(0) = fliogi—1(0) = ao.
Resta mostrar a unicidade deste levantamento. Pelo fato de [t;_1,t;] ser conexo,

temos que todo levantamento de [¢;_1,t;] a |JA; +n, deve possuir imagem em um anico
n

A; + n; (pois estes sao abertos disjuntos), e como a imagem de t;_; esta em A; + n;, o
mesmo acontece com todos os pontos de [ti_l,ti]. Assim segue que o levantamento é

unicamente determinado. Isto completa a inducao e a demonstracao do teorema. [J

Lema 6.2. Toda fun¢io continua F : I x I — S tem um levantamento F : I x I — R,
unicamente determinado a menos de uma translagao por um inteiro. Entao, se ag € R,

com e(ag) = F(0,0), existe um unico levantamento F com F(0,0) = ao.

Demonstrac¢ao. Conforme foi feito no teorema 6.1, podemos aplicar o Teorema de
Heine-Borel, para encontrar retangulos R;; = [ti,tit1] X [uj,uj11], com 0 = t5 <
h< -+ <th=1e0=u <u < -+ < u, =1, de forma que F(Rm) seja um
subconjunto préprio de S*.

Assim temos os retangulos:

Ro,o = [to,tl]X[uo,ul], Ro,lz [to,tﬂx[ul,uQ],..., Ro,m_lz[to,tﬂX[um_l,um];
Rio = [tit2]x[uo,u1], Ria=  [tite]X[urugl..,  Rim—1=[t1,t2]X[um—1,um];
Rn—10 = [tn—1tn]xX[uo,u1], Rn—1,1=  [ta—1,tn]X[u1,u2]...;  Ro—1m—1=[tn—1,tn]X[tum—1,um].

Estes cobrem I x I, e podemos ordenar esses retangulos de modo que R;; < Ry,
sej<lousej=lei<k.

A demonstragao sera feita por inducgao em (i, 7).

Considere S; ; = F(R; ), um subconjunto proprio de S*. Entdo existe b;; ¢ S;;, e
devido a sobrejecao de e, existe ¢; ; € R, tal que e(c; ;) = b; ;.

Considere agora A; ; = €7(S;;) N [cij, cij+ 1]. Segue do lema 6.1 que € (S;;) é
uniao disjunta de conjuntos abertos A; ; +n, onde cada um deles ¢ homeomorfo a S; ;.

Para (i,7) = (0,0), definimos FO,O: Ryo — R por FO,O(t,u) = (65,(1) o Floo)(t,u),
onde Floo : Rop — Sl & a restricdo de I ao retangulo Ry, e eaé ¢ a inversa do
homeomorfismo e : Ay +n00 — So,o induzido por e, onde ngo € Z é tal que Ago+mnoy
contem ag. Entao Fo,o ¢ um levantamento de F|o, pois ]50,0 é continua e eOFQO(t, u) =
e o ego(Floo(t,u) = (eoe™)(Floo(t,u)) = Floo(t,u),¥(t,u) € Rop. Além disso,
Fy0(0,0) = e0.0(Fl0,0(0,0)) = egg(e(ag)) = et o e(ag) = ay.

Pelo fato de R ser conexo, temos que todo levantamento de Ry a (JAop + n,

n
deve possuir imagem em um tnico Ay o+ ngo (pois estes sdo abertos disjuntos), e como
a imagem FO,O(O, 0) = ag estd em A070 + N, O MesSmo acontece com todos os pontos

de Rppo. Assim segue que o levantamento é unicamente determinado.
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Para definirmos um levantamento sobre R; ;, assumiremos como hipdtese de indugao

que ja temos definido o levantamento F|jg, ,, onde Rj; denotam todos os retangulos
k,l
que precedem R; ;. Assim, eo F'|yr,, = F|yr,, € portanto e, ;0 Fy; = F|,; onde ey &
k,l k,l

a restri¢do do homeomorfismo, induzido por e, e : Ay +ny; — Sk, Flg, € a restricao
de F' ao retangulo Iy e ﬁk,l ¢ a restricao de [’ ao retangulo Ry .

Considere n; ; € Z tal que F(p) € A; j+n;j, onde p é um ponto da interseccao de
R; ; com os retangulos que o precedem.

Defina F” : R; ; — R por F” = e;j o Fl; j, onde ei_’jl é a inversa do homeomorfismo,
induzido por e, e : A; j +n;; — S;; , e F|;; é a restricao de F' ao retangulo R; ;.

Aplicando Fz] em p, onde p é um ponto da interseccao de R;; com os retangulos
que o precedem (a saber: Ry; é da forma R;_1; ou R;_1,;1 ou R;;_1), temos

Fij(p) = e;} o Flij(p) = e;} (Fli;j(p)) = et (Flea(p)) = €1 (exg o Fri(p) = €y ©
€k7l(ﬁ1kz,l(p>) = Fm(p)-

Pelo lema da colagem (lema 2.1), combinando F|(jg,, com £, ; temos uma fungio

Kkl

continua em [0, ¢;41] X [0, u;1+1], que claramente é um levantamento de F' em [0, ¢;41] X

[07 Uj+1]-
Ainda

F|[07ti+1]><[07uj+1](0’ 0) = F|HRk,z(O> 0) = Qo.

Pelo fato de R;; ser conexo, temos que todo levantamento de R;; a (JA;; + n,
n

deve possuir imagem em um tnico A; ; +n, ; (pois estes sdo abertos disjuntos), e como
a imagem de p estd em A, ; + n,;;, o mesmo acontece com todos os pontos de R, ;.
Assim segue que o levantamento é unicamente determinado. Isto completa a inducao

e a demonstragao do lema. O]

6.2 O grau de uma funcao continua de S! em S*

A partir de agora estudaremos func¢oes continuas de S* em S'. Seja f: St — St e

considere o diagrama

[--=>R

or e

gr—t-st
Segundo o teorema 6.1, f o (e|;) é levantada por uma fun¢ao ¢ (como no diagrama).
Como €(0) = e(1) = 1, pois e(0) = exp(2mi0) = exp(0) = 1 e e(1) = exp(2mil) =
exp(2mi) = 1, temos
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Entao, como Ker e = Z, g(1) — ¢(0) é um inteiro, pois

e(g(1)) = e(g(0)) =
—9(0)) = e(g(0))-e
e(g(1) —g(0)) = e(0)=1

Este inteiro é chamado de grau de f, e € denotado por deg f. Qualquer outro levanta-

(—9(0)) =

mento g é obtido de g por uma translagao por um inteiro n, entao

9(1) =g(0) = g(1) +n = (9(0) +n) = g(1) — 9(0).

Deste modo, o grau independe da escolha do levantamento.
A seguir mostraremos que a nocao de grau é adequada para resolver todos nossos

problemas relacionados a aplicacoes de S' em S*.
Teorema 6.2. O grau define um isomorfismo de grupos
deg: H'(S') = Z.
Sobre funcoes continuas f : ST — S, sao equivalentes as sequintes condicoes:
i) f € homotopicamente nula;
i) f tem grau zero;
iii) f tem um levantamento f: St — R.

Demonstracao. Provaremos primeiramente que aplicacoes homotopicas tém o mesmo
grau, mostrando que deg estd bem definido. Dada F' : S* x I — S uma homotopia

entre f e f, considere o diagrama:

IxI-S->R

J/(e[)xl ie

Sl % IF4>51’

onde “1” denota a identidade de I. Pelo lema 6.2, um levantamento GG pode ser cons-
truido(como no diagrama). Usaremos (¢,u) como coordenadas em [ x I.

Observe que foe|; é levantada por g, onde g(t) = G(¢,0). Entao deg f = G(1,0) —
G(0,0).

Similarmente, deg f = G(1,1) — G(0,1), pois f o e|; é levantada por h, onde
h(t) = G(t,1).

Considere a fungao definida em I por d(u) = G(1,u) — G(0,u). Como e(G(1,u)) =
F(1,u) = e(G(0,u)), d assume valores inteiros. Além disso, d é continua e segue do
fato de I ser conexo que d é constante. Entdo deg f = d(0) = d(1) = deg f. Assim a
fungio deg : H'(S') — Z est4 bem definida.

Afirmacao: deg é um homomorfismo.
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Dadas f, f: S' — S! funcdes continuas, e ¢,7 : I — R levantamentos de f o (e;)

e f o (e|r), respectivamente, como e é um homomorfismo, g + g levanta (f - f) o (e|s),

pois
(eo(g+9)(t) = e(g(t)+7(t))
= e(g(t)) - e(g(t))
= (foeln)(®)-(foelnN(t)
(f-Fo(el)t), vtel
Entao,

deg (f - )= (g+9)(1) = (g+79)(0) = g(1) — g(0) + (1) — g(0) = deg f + deg f.

Mostremos agora que deg é sobrejetora.

De fato, dado um inteiro n, considere a fungao p, : S* — S* dada por p,(z) = 2"

n vezes
n vezes

A —N—
Logo, p, € bem definida, pois |2"| = |Z2.z... 2| = |z|.|z| ... |z| = 1, pois |z]| = 1.

Novamente, como e ¢ um homomorfismo, p,o(e|;) é levantada pela fun¢ao g : I — R
dada por g(t) = nt. Segue que deg p, = g(1) — g(0) =n —0=n.

Para mostrar que deg é injetora, é suficiente mostrar que o seu kernel é zero, isto
é, que uma funcao de grau zero é homotopicamente nula, ou seja, (i) = (i). Entao
provemos as implicagoes:

(1) = (i1) Se f é homotopica a fo, pela primeira parte da demonstragao deg f =
deg fo, e uma funcdo constante tem grau zero. De fato, seja f : ST — S! funcao
constante com f(x) =c. Sec=1, g: I — R dada por g(t) = 0, é um levantamento
para fo(e|;). Sec# 1, entdao g : I — R dada por g(t) = € ({c})NI é um levantamento
de f o (e|r), e portanto, em ambos os casos, deg f = g(1) — g(0) = 0.

(1) = (i4i) Se f tem grau zero, entdo temos um levantamento g de f o (e|;) com
9(1) = 9(0). i

Assim, go (e|;)”! = f: S* — R é um levantamento bem definido de f, ja que em
1, (e[s)™" = {0,1}, mas g(0) = g(1).

A continuidade de fv nos pontos distintos de 1 segue da continuidade de g e de
(e|;)"*(mostrada no lema 6.1). A continuidade de f em 1 também é satisfeita, pois
dividindo S! em dois semicirculos, como fé continua em cada semicirculo, segue do
lema da colagem (lema 2.1) que f é continua em S*.

(iii) = (i) Como R & contratil, entdo toda funcdo f : S' — R é homotopica a
uma funcao constante ﬁ). De fato, como R é contrétil, entao existem ¢ : R — {zo} e
¥ {zo} = R, com $oth = Ly e o = 1g. Temos que f = lzo f = (Yog)o f = fo,

pois, para todo z € S, (Yo @) o f(x) = ¥(p(f(x))) = ¥(x) = cte. Segue do lema 5.2
quef:eof:eofo. O
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6.3 Aplicacoes

Apresentaremos nesta secao dois teoremas classicos onde se utiliza a no¢ao de grau

de funcoes.

Teorema 6.3 (Teorema Fundamental da Algebra). Toda equacio polinomial em C

POSSUL UMG TALZ.

Demonstracao. A prova sera feita por reducao ao absurdo. Suponha que nao, e consi-
n

dere o polinomio P(z) = 5 a;z', com a, # 0. Podemos supor a,, = 1, caso contrario,
i=0

podemos dividir o polinémio por a,, e conseguir um novo polindémio com o coeficiente

do maior grau igual a 1.

Defina uma funcao F : S' x R, — S! por F(z,r) = Plrz)

|P(rz)|

F' esta bem definida
pois P por hipdtese nao se anula, e temos |F(z,r)| = 1.
F' é claramente continua, pois P é continua. Fazendo f,.(z) = F(z,r), F pode ser

visto como uma homotopia entre as fungdes f, (veja figura 6.2).

Figura 6.2: Homotopia entre as funcoes f,
Dados f,, e f, consideremos a composi¢ao

G SYx [ I8 g1 [Tl,rz]»ihgl
(z,t) —> (z,r1 +t(ra — 1)) —> Fi(z, 11+ t(r2 — 1)),

onde id é a fungao identidade de S' e ¢ : I — [r1, 9] é dada por ¢(t) = 71 +t(ry —11).
Entao G = Fjo(id x ¢) : S* x [ — S' é uma homotopia entre f,, e f,,, pois G(z,0) =
Fi((id x ¢)(2,0)) = F(z,11) = fr,(2) e G(2,1) = F((id X )(z,1)) = F(z,72) = fr,(2).
Ainda, fy é constante, pois fo(z) = F(z,0) = |£§83| =g =c # 0, desde que ag # 0,
senao o polinémio teria raiz, contradizendo a nossa suposi¢ao. Portanto fy tem grau

zZero.
Mostraremos que para r suficientemente grande, f,. tem grau n, chegando a um

absurdo, pois fun¢oes homotopicas tém o mesmo grau.
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n—1
Escolhendo R > max (Z |, 1), para |z| = 1 segue que,
i=0
n—1 n—1 n—1
a;(R2)'| <) oyl R < R™Y " |ag| < R = |(Rz)"].
=0 i=0 i=0
n—1 n—1
Z a;(Rz)" a;(Rz)"
Entao ZZOKRz)n' < 1. Fazendo z = =2 T temos —1 < Re(Z) < 1 desde que
|Re(Z)| < |Z| < 1. Isso mostra, particularmente, que ](Dlgf)zn) tem parte real positiva pois,
n—1 n—1 n—1
(R2) Z a;(Rz)" + an(Rz)" a;(Rz)" a;(Rz)"
P(Rz i=0 i=0 i=0 -
(Ray" (Ra) (Rey T R T
Logo Re(oa) = Re(2) +1 > 0.
Segue que
P(Rz) | (Rz)" z .
(Rz)™ | P(R2) 2"

tem parte real positiva. Assim, a funcdo h : S' — S! dada por h(z) = fr(z) - 27"
nao é sobrejetora ( por exemplo, nio existe z € S, tal que h(z) = —1 ). Logo,
pelo corolario 6.1, segue que a funcao h tem grau zero. Assim o deg fr = n, pois
0 = deg(h) = deg(fr) + deg(27") = deg(fr) — n.

]

Teorema 6.4 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer no plano). Toda fun¢ao continua
f: D?> = D? tem um ponto fizo.

Demonstragdo. Suponha que nao. Entdo para z € D? x e f(x) sdo distintos . Defina
é(x) o ponto de interse¢io da semireta, partindo de f(z) e passando por z, com S*(veja
a figura 6.3).

Figura 6.3: Defini¢ao de ¢(x)

Claramente ¢ depende continuamente de z. Entdo ¢ : D? — S! é uma funcao

continua. Agora, ¢|s1 € a identidade (veja a figura 6.4), que tem grau 1.
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Figura 6.4: ¢|s ¢ a identidade de S*

Por outro lado, D? é contratil, e entdo ¢ é homotépica a uma funcdo constante.

De fato, se D? é contratil, entao existem f : D* — {zo} e g : {zo} — D? com
fog~1pyegof~1p:. Temos que ¢ =¢olp: >~ po(gof), onde (po(go f))(z)=
P(9(f(2))) = d(g(wo)) = cte.

Em particular, ¢|s1 também é homotdpica a uma fungao constante. Portanto seu

grau é zero, o que é um absurdo. O]



7 Problemas de Levantamento e

Extensao

Topologia é o estudo de espagos topologicos e fungoes continuas, e a construcao e
classificacao de espacos e funcoes continuas tém um papel importante no desenvolvi-
mento deste assunto. Um dos problemas chave na construcao de funcgoes é a fatorizacgao.

H4 duas formas de fatorizacao:

i) Problemas de levantamento. Dadas f : X — Y, g : Z — Y continuas, quando
existe h : X — Z continua com goh = f 7

/

i

HY

7
h/gl

ii) Problemas de extensao. Dadas g : B — A, f : B — C continuas, quando existe
h: A — C continua com hog = f 7

Este tltimo é chamado de problema de extensao, pois na pratica, B é um subespaco
de A, g é a inclusao e h, se existir, estende a funcao f, definida em B, para todo A.
Em topologia algébrica temos um procedimento padrao para provar a nao exis-

téncia da fatorizacao. Faremos um exemplo disso a seguir.

Exemplo 7.1. Sejam B = C = S', A= D? f =1 = identidade, g = inclusdo. Nao

existe extensdo de 1: S' — S! para uma funcao D? — S*.

Demonstrag¢ao. Supondo que exista, temos o seguinte diagrama comutativo:

72 HY(B) ~"— H'(A) = {0}

7= H'(C).

73
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Desse modo 1 = f* = g*h* = 0, o que d& uma contradicao. O]

Em geral, podemos perguntar primeiramente, se existe h* que satisfaz o problema
de fatorizacao h* o g* = f* (para o problema de levantamento) e g* o h* = f* (para o
problema de extensdo). Se nao for possivel encontrar h* que satisfaca, certamente nao

existe tal funcao continua h.

7.1 O Problema de Levantamento

Para o problema de levantamento, consideraremos o caso em que g : Z — Y &

e:R — S'. Apresentaremos a seguir dois resultados deste caso.

Teorema 7.1 (Teorema de Monodromia). Sejam X um espago localmente conexo por
caminhos e f : X — S' uma funcdo continua. Entdo f possui um levantamento
f : X — R se, e somente se, para toda fungio continua l : S* — X, deg (fol) = 0.
Cada fungao | é chamada lago (em X ).

Demonstragao. (=) Supondo que fexista, entao fOZ ¢ um levantamento de fol. De

fato, se t € S, entdo (eo (fol))(t) = (eo f)(I(t)) = (f o )(2).

Assim, segue do teorema 6.2, que deg (f ol) = 0.

(<) Segundo o lema 4.7, as componentes conexas por caminho sdo abertas em X.
Se para cada componente conexa por caminho C, pudermos levantar f|c a uma fungao
ﬂc, entao a funcao f: X — R serd continua quando todas ﬂc o forem.

Escolha zp € X e ag € R, com e(ag) = f(x9). Para cada x € X, escolha um
caminho p : I — X unindo zy a z. Pelo teorema 6.1 podemos levantar f op unicamente
afop:I—R, com ffc\a/p(O):ao.

Agora se [ existe, f o p levanta f o p, pois e o (fo p)=(eo ~) op= fop,e temos
F(z) = f(p(1)) = f o p(1). Assim definimos f(z) = f o p(1).

Temos que mostrar que esse valor independe da escolha do caminho p. Seja ¢ : I —
X um outro caminho unindo zy a . Entdao p e ¢ definem um laco [ : S* — X dado

por

Note que em ¢t = £ temos p(0) = o = ¢(0), e que I(e(0)) = p(1) = z = ¢(1) = l(e(1)).
Como e™! é continua (lema 6.1), [ é continua em cada um dos semi-circulos Im(z) > 0,

Im(z) < 0. Segue do lema da colagem (lema 2.1) que [ é continua. Por hipotese temos
deg (f ol) = 0. Mas g, definida por
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¢ um levantamento de (f ol) o e|;. Note que em ¢t = %, também se tem a igualdade
fop(0) = foq(0)=ap. Assim temos que g(0) = g(1), isto é fop(l) = foq(l) como

queriamos mostrar.

Segue que f: X — R é uma func¢do bem definida, com e o f(a:) =eofop(l) =
fop(1) = f(x), ou seja, eo f = f.

Falta mostrar que fé continua.

Dado = € X, como p é continua, = tem uma vizinhanga W, tal que f(W) é um
subconjunto proprio de S'. Como X é localmente conexo por caminhos, é possivel
encontrar uma vizinhancga conexa por caminhos U C W de z. Se f(U) = S C S,
entdo pelo lema 6.1, podemos escrever ¢ (S) como unido disjunta de translacoes de
algum conjunto. Denotemos por A a parte transladada contendo f(x)

Mostraremos que f(U) C A, provando assim, que ﬂU é uma composicao de f com
o homeomorfismo induzido por e™! de S em A.

Para provar que ]?(U) C A, considere y € U e escolha um caminho p de zy a x em
X edezayemU. Temos que fop vai de f(z9) a f(x) em S e de f(z) a f(y) em
S C St Segue que m val de ag = f(a:o) a ~(a:) em R, e de f(x) a N(y) em e (9).
Agora, um caminho em e (S) que comeca em A deve permanecer em A (vide prova do

teorema 6.1) e entdo f(y) € A. O

Teorema 7.2. Sejam X um espaco, fo : X — R uma funcao continua e F' : X xI — S*
uma homotopia tal que, para cada © € X, F(x,0) = e(fo(x)). Entao existe uma inica
homotopia F': X x I - R, comeo F =F e F(x,0) = fy(z).

Demonstragao. Para cada x € X, considere a funcao continua f : I — S, dada por
f(t) = F(z,t). Como e(fo(z)) = F(z,0) = f(0), pelo teorema 6.1 existe um tnico
levantamento f: I — R de f, com fv(O) = fo(:v) Definamos para cada z € X,
F:Xx1I— R por ﬁ(x,t) = f(t) As propriedades e o F = F, ﬁ(x,()) = fg(x) ea
unicidade, seguem da propria definicao de F. Resta mostrar a sua continuidade.

Para cada (z,t) € X x I, escolha €., tal que

d((2', 1), (z,t)) < €4 = |F(2',t') — F(x,t)| < 1. (%)

Os intervalos |t — iﬁx,m t+ %em[ formam uma cobertura aberta do espago compacto
1. Selecione uma subcobertura finita correspondente a t; < --- < t,, e considere € o
menor dos €; = }Eﬁz,ti: eU=U(x)NX.

Mostraremos, por inducao em i, que F' é continua em (x,t), para |t — t;| < ;.

Por formarem uma cobertura temos que os intervalos
Jticn — €1, tici + €] et —€,ti 4 €]
se interceptam. Considere u; o ponto em comum e escolha u; = 0. Por hipotese de
inducdo devemos ter F'|yyyy,) continua em (x,u;). Por construcao, F'(UX Jt—e;, t+¢] )
é um subconjunto proprio S de S', pois para (z/,t') € Ux |t — €, t + €],

1 1
d((2', 1), (z,t;)) < d((x,t;), (2, ;) +d((2', 1), (', 1)) < e+2¢; < Zex’ti+216x’ti < €ty
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Por (%) temos que |F(2',t') — F(x,t;)] < 1, e como existem pontos em S!, cuja
distancia a F'(z,t;) ¢ maior que 1, F(UX |t — ¢t +¢[) =S € S'.
Escrevamos

e (9) = UA+n

com F(z,u;) € A, tal como no lema 6.1. Como f|UX{ui} é continua em (z,u;), existe
uma vizinhanca V de z em U, com F(V x {u;}) C A.
Agora, para cada y € V, F({y}x |t — e;,t + &) C A, pois |t — €, + [ é conexo.
Entao
F(Vx ]t —e,t+¢&f) C A
Considere ¢’ : A — S a restricao de e, o qual, segundo o lema 6.1, ¢ um homeomor-

fismo. Entao
Flws p—ciita) = €750 Flvx i—eital-
Segue que Fé continua, pois é a composta de funcoes continuas. Isto completa a

inducao e portanto a demonstracao do teorema. O]

Corolario 7.1. Para todo espaco X, uma funcao continua f : X — S possui um

levantamento f : X — R se, e somente se, f é homotdpica a uma func¢ao constante.

Demonstrag¢ao. (=) Como R é contréatil, fé homotopicamente nula, assim e o f: f
¢ homotopicamente nula (vide prova de (iii) = (i) do teorema 6.2).

(<) Seja F : fo ~ f, com fo uma funcdo constante com imagem z. Tomemos
ap € R, com e(ag) = z, e considere J?o como a funcao constante com imagem ay.
Assim, segundo o teorema 7.2, podemos levantar a homotopia F' a F:XxI—=R.
Segue que a fun¢ao continua f: X — R definida por ]7(:15) = ﬁ(m, 1) levanta f, pois
(eo f)(z) =eo F(x,1) = F(z,1) = f(x). O

7.2 O Problema de Extensao

Vamos tratar do segundo problema mencionado: Dadas g : A - B, f: A — C,

quando existe h : B — C comutando o diagrama

A—>B

isto é, satisfazendo ho g = f.
Claramente, se h existe, g(z) = g(y) implica f(z) = h(g(z)) = h(g(y)) = f(y).
Uma razoavel hipotese a fazer é portanto que g seja injetiva, ou ainda considerar
A um subespaco de B.
Mostraremos um importante resultado que resolverda o problema de extensao em

um caso particular.
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Lema 7.1. Sejam B um espacgo, e A um subespaco fechado de B e h : A — R, com
|h(z)| <k, Vx € A. Entao existe uma func¢ao continua H : B — R, com |H(x)| < %k,
para v € B e |h(z) — H(z)| < 2k, para x € A.

Demonstragio. Sejam AT = h™[3k,k] e A~ = h"[—k, —3k]. Como h & continua, AT
e A~ sao fechados em A. Como A é fechado em B, temos que AT e A~ também sao
fechados em B. A fungao x — d(z, A") definida de B em R, é continua, e se anula
somente em AT; similarmente para A~. Portanto, d(x, AT) 4+ d(xz, A™) nunca se anula

em B e a funcao
_ lkd(I’A_) —d(z, AT)
3 d(z,At)+d(z, A7)
estd bem definida, e é continua em B.
Temos que |H(xz)| < ik, pois |d(z, A™)—d(z, A)| < d(x, AT)+d(z, A™). Portanto,

H(zx)

|d($,A+> B d(l”Ai)l
(x, AT) +d(z, A7) =1L

L

Agora se z € A e h(z) > 3k, entdo z € A*. Assim d(z,AT) =0, H(z) =
0<h(z)—H(x) <k—ik=2k= |h(z)— H(z)| < 3k

Se x € Ae h(z) < —3k, entdo x € A™. Assim d(z,A”) = 0,H(z) = —ik e
—2k = —k+ (%) < h(x) — H(z) < 0. Logo |h(z) — H(z)| = H(z) — h(z) < 2k e assim
lh(a) — H(z)| < 2k.

Se —ik < h(z) < 3k, entdo |H(z) — h(z)| < |[H(z)| + |h(z)| <5+ 5=2k O

ke

Wl

Teorema 7.3 (Teorema de extensao de Tietze). Sejam B um espago, A um subespago
fechado de B e J um intervalo fechado dos nimeros reais. Entao toda funcao continua
f:A— Jtem uma extensao continua, F : B — J. (Como todos os intervalos fechados

sao homeomorfos, podemos trocar J pelo intervalo [—1,1]).

Demonstra¢ao. Dada f : A — [—1,1], pelo lema 7.1, com k = 1, h = f, podemos

encontrar Fi : B — [—3, 1], com |f(z) — Fi(z)| < 3,Vz € A. Aplicando o lema 7.1

3
novamente para k = 2 e h = f — Fy|4, obtemos F : B — (33, %], com |(f — F1)(z) —

Fy(z)| < (2)?, Vo € A. Suponha indutivamente que as fun¢des F; : B — R tenham

21'71
s—em Be

sido construidas com |F;(z)| <

@)=Y Fu)| < (g) Ve A

n—1
parai < n—1. Aplicando o lema 7.1 com h = f—Z(FAA) ek = (%)n_l, obtemos uma

r=1

n—1 n
n—1 2
funcdo F, : B = R, com |F,(z)| < 25 e |(f — E F)(x) — F(2)| < (g) VreA
r=1

Por indugdo temos F; construida para todo i. Como |Fy(z)| < Z—, a série S F

k3
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converge uniformemente em B (pelo teste M de Weirstrass). Sendo F' a convergéncia

da série, temos F': B — R continua com

> 9i-1
|F(x)] < — = 1.
— 3
=1
i 2\
Fazendo ¢ tender ao infinito na inequacao |f(z) — Z F.(x)] < (5) obtemos f(z) =
r=1
F(x), Yz € A. Logo F satisfaz os requisitos do teorema. O

Corolario 7.2. Sejam J um intervalo aberto de R e A, B como no teorema anterior.

Entao qualquer funcao continua f : A — J tem uma extensao continua F': B — J.

Demonstra¢ao. Como todos os intervalos abertos sao homeomorfos, podemos supor
J =] —1,1]. Pelo teorema 7.3, 10 f : A — [—1,1] tem uma extensdo g : B — [—1, 1],
onde i : J — [—1,1] é a inclusao. Dado C = g ({—1,1}), entdo C' é um subespaco
fechado de B (pois {—1,1} é fechado em [—1, 1] e g é continua) e disjunto de A.

Defina h : AUC — I por hla = {1},hlc = {0}. Como A e C sao fechados
e disjuntos, temos pelo lema da colagem (lema 2.1) que h é continua e assim pelo
teorema 7.3, h tem uma extensao continua k : B — 1.

Mostremos que F'(x) = g(x).k(z) estende f.

1) Verifiquemos que F' esta bem definida:

i) paraxz € A, F(x) =g(z) # £1, pois g(z) =io f(z) € | - 1,1, V2 € A,
ii) para z € C, F(z) =0, pois k(z) = h(z) =0, Vx € C,

iii) paraz € B— (AUC), k(x) =0 ou k(z) =1 ou k(z) € (0,1).

Entao
itiy) k(z)=0= F(x)=0; k(z) =1= F(z) = g(x) # %1,
itis) k(z) € (0,1) = F(x)

2) F estende f, pois para z € A, F(x) =io f(z) = f(x). O

Proposicao 7.1. Sejam B um espaco, A um subespaco fechado de B, fo : B — S*
e g » A — S uma homotopia com gy = fola. Entao g; pode ser estendida a uma

homotopia f; com fo = fo.

Demonstragdo. Definamos h: A x I — S* por

g(a,t)
9(a,0)

Desta forma h é uma homotopia da fungao constante A — {1}. Pelo teorema 7.2, h se

h(a,t) =

levanta a uma homotopia h : A x I — R da funcao A — {0}.
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Pelo corolario 7.2 , com J =Re f: Bx {0} UA x I — R definida por f(b,0) =0,
f(a,t) = h(a,t), temos que existe uma extensio continua F': B x I — R de f. Esta
extensao determina uma homotopia k : B x I — S' dada por k(z,t) = (eo F)(x,t).

Agora, definindo f = k.fo: B x I — S' por f(z,t) = k(z,t).fo(x), temos

folw) = f(x,0) = k(z,0). fo(x) = e(F(z,0)). fo(x) = e(0). fo(x) = fo(x),Vz € B,
o que demonstra o teorema. O

Coroléario 7.3. Sejam B um espaco, A um subespaco fechado de B e g : A — S* uma

fun¢do homotopicamente nula. Entdo g é estendida a uma funcao continua f : B — S*.

Demonstracao. Se g ¢ homotopicamente nula, entdo existe uma homotopia g, : A — S*
com g; = g e go uma fungao constante. Pela proposigao 7.1, com fy e g9 = folA
funcoes constantes, g; pode ser estendida a uma homotopia f} : B — S! onde fg = fo.
Agora, f = f1 é a extensdo de ¢ procurada, pois V a € A, fl(a) = ((eo Fy).fo)(a) =
(e o Fi)(a).-fola) = e(F(a,1)).90(a) = e(h(a,1)).90(a) = h(a,1).g0(a) = g(a,1) =
g1(a) = g(a). O



8 O Teorema de Mayer-Vietoris e

Aplicacoes

Neste capitulo daremos exemplos de calculos dos grupos H'(X). Primeiramente
provaremos um resultado geral, e este tomara a forma de uma sequéncia exata: isto é
tipico de resultados em topologia algébrica. O grupo procurado nao serd determinado
explicitamente, mas informacoes suficientes serao dadas para sua determinacgao atraveés

de exemplos simples.

8.1 O Teorema de Mayer-Vietoris

Nesta secao utilizaremos as seguintes notacoes: Y é um espaco; X1, Xo sao sub-
espacos fechados, com Y = X; U Xy e W = X; N X, (0 qual também é fechado).

Denotaremos as fungoes inclusdes como no diagrama

X4
N
k
DA
X

W

Y

tais que k = j; 041 = jg 0 1.

Teorema 8.1. Eziste um homomorfismo 6* : H'(W) — HYY) que torna exata a

sequéncia:
0— HO(Y) YU o x) @ HO(Xp) s o) 5 i (yy YETEL

—=> HY(X,) ® HY(X,) ——= HY(W).

Demonstragdo. i) Ezatidio em H°(Y).
Seja h e Ker{jfa _j;} Entao {]fa _j;}<h) = (]f(h)a _];(h» = (07 O)a ou seja,

0 :]ik(h> = hojl = h|X17

81
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i)

iii)

e também 0 = —j5(h), o que implica 0 = j5(h) = hojs = h|x,. Como Y = X;UX,
temos h = 0, e portanto Ker {ji, —j5} = {0}.
Ezatidao em H°(X) ® H°(X>).
Seja (71 (f), =j3(f)) € Im{j}, —j3}. Entao
(i1, 85) (J1 (f), =52 (f)) = i1 0 31 (f) + i3 0 (=32)"(f)
= (ron)"(f) = (zoia)"(f) = k*(f) = k*(f) = 0.
Logo Im{ji, —j3} € Ker(i1,i3). (1)

Reciprocamente, dado (g1, ¢2) € Ker(i],43), entao

0 = (11,45)(g91, 92) = 11(q1) + i5(g92) = g1lw + galw

Queremos encontrar h € H°(Y) tal que {j}, —j3}(h) = (g1, 92). Definah:Y — Z,
por hlx, = g1 e hlx, = —g2. Assim, h estda bem definida, pois ¢1|w = —ga|w, isto
é, g1 e —go coincidem em W = X; N X,. Como g; e go sao continuas, e X; e Xy

sao fechados, pelo lema da colagem (lema 2.1), h é continua. Agora,
g1 = hlx, = ji(h) e g2 = —h|x, = —j3(h).

Entao (91792) = {.flkv _J;}(h)7 e portanto Ker(ZTaZ;) C Im {]Ta _]5} (2)
Por (1) e (2) temos Ker(i], i5) = Im{j;, —j;}.

Definicao de o*.
Dado | : W — 7Z continua, compondo-a com a inclusao ¢ : Z — R, obtemos

1ol : W — R continua, e pelo corolario 7.2 podemos estender 7 o [ a uma funcao
continua ¢ : X; — R. Definamos h: Y — S* por

h"Xl =€0g, h‘Xz = {1}

Segue que eog: X; — Stec: Xy — Sl com c(z) = 1, Vo € X5, sao continuas
e ainda que elas coincidem em W = X; N X,. De fato, dado y € W = X; N Xy,
temos ¢g(y) = l(y) € Z, dai (e o g)(y) = e(g(y)) = 1 = ¢(y), e assim, pelo lema da

colagem (lema 2.1), segue que h é continua . Defina 6*(1) = [hl].
i1i1) 0* esta bem definida.

De fato, suponha que exista outra extensio de iol, g : X; — R. Entao 6*(I) = [1],
onde ' : Y — S' & dada por h'|x, =eog e h'|x, = {1}. Temos que mostrar que
h~h.

Seja G : X; x I — R dada por G(z,t) = (1 —t)g(x) +tg (z). Entdo G é continua,
pois é soma de fungoes continuas, e G(W x I) = (i o 1)(W) C Z, pois dado
(w,t) € W x I, G(w,t) = (1 —t)g(w) + tg'(w), e como g e g sio extensdes de
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iv)

iol, segue que G(w,t) = (1 —t)(iol)(w)+t(iol)(w) = (iol)(w). Assim podemos
definir H : Y x I — S* por

Hiw ) eoG(z,t), se x€ X,
z,t) =
1, se z€ X,

H & uma homotopia entre h e h’, pois é continua pelo lema da colagem (lema 2.1)

e

H(x,O):{eOG(x’0)7 se x € X _ h(z)

1, se z€ X,

eoG(x,1), se ze€ X, /

H(:U,l):{ = h (z).

1, se xe X,
Portanto h ~ h’.

iti3) 6* &€ um homomorfismo.

Dados f: W — Z e f : W — Z funcdes continuas, g : X; = Reg : X1 = R
extensbes continuas de i o f e i o f', respectivamente, entio 6*(f) = [h], onde
h:Y — S'édada por hlx, =eog; hlx, = {1}, e 6*(f) =[], onde B : Y — S*
& dada por h'|x, =eog’: h|x, = {1}.

Temos que g + ¢ : X; — R, definida por (g + ¢')(z) = g(z) + ¢ (2), para todo
¢ € X, é uma extensao continua de io(f 4 f) : W — R, dada porio(f+f )(x) =
io f(x)+io f'(x), pois para x € W, (g+¢)(z) = g(a)+g () = io f(z)+iof () =

io(f+ f)(x). Também g + ¢ é continua, pois é soma de funcdes continuas.

Assim &*(f + f') = [h"], onde A" : Y — S' ¢ definida por
h”|X1 =€o0 (g + g/)7 h”’X2 = {1}

Agora, eo(g+g) = (eog)leog) = hlx, Wlx, = (hh)lx, e h'|x, = {1} =
(h.h)|x,. Logo h" = h.h', onde h.h' : Y — S' & dada por (h.h')(x) = h(x).h'(x),
para todo x € Y. Assim, 8*(f + f) = [h"] = [h.B'] = [h).[K'] = 6*(f).0*(f).

Ezatidao em HY(W).
ivy) Im(if,43) C Ker(d*).
Dados g1 : X1 - Z € H°(X) e g5 : Xo — Z € H°(X;), chamemos ifog; = f e

i3 0 gy = fo. Queremos mostrar que §*((i%,73)(g1,92)) = [k], onde k : Y — St ¢
dada por k(z) =1,V €Y.

Como 7o g; é uma extensao de i o fi, temos que §*(f;) = [hy], onde hy : Y — S*
¢ dada por hi|lx, = eo(ioq); hlx, = {1}. Como i o ¢;(X;) C Z, temos
eo (iog(Xy)) = {1}. Assim h; : Y — S' ¢ igual a funcdo k, e portanto
6*(f1) = [ha] = [K].
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Seja g, : X; — R, uma extensdo de io f : W — R. Entdo gy(z) = (iogs) (), Vo €

W, pois ambas as funcoes estendem ¢ o fy. Definamos entao
ilz 'Y — R por ]~7J2’X1 = 9/2§ il2|X2 =109

que é continua segundo o lema da colagem (lema 2.1). Assim g, é uma extensao de
i0 fy, e 6*(fy) = [he], onde hy : Y — S, e dado por hy|x, = €0 gy e ho|x, = {1}.
Afirmamos que hy é um levantamento de hs, pois para € Xj, e o 712(9[:) =
e o gy(z) = ho(x), e para = € Xy, e 0 hy(x) = eo (i 0 gy(x)) = 1 = hy(z). Como
hs possui um levantamento, pelo corolario 7.1 segue que hy é homotopicamente
nula. Assim hs >~ ¢, onde ¢ é uma fun¢ao constante, e como a funcao constante ¢

¢ homotopica a funcao constante k, temos [hy] = [k], implicando em
0" ((11,72) (91, 92)) = 0" (fr + fa) = 6" (f2)-0"(f2) = [M].[h2] = [K].[K] = [].

ivg) Im(i7,43) D Ker(d*).

Dado f: W — Z € Ker(0%), seja g : X; — R uma extensao de ¢ o f e h como na
defini¢ao de 0*(f). Entao h &€ homotopicamente nula, pois [k] = 0*(f) = [h]. Desse
modo, segundo o corolario 7.1 podemos encontrar um levantamento h:Y = Rde
h. Como h(X) = {1}, devemos ter e o h(X5) = h(X5) = {1}, ou seja h(Xs) C Z.
Desta forma h define uma funcao g, = ﬁ|X2 : Xy — Z.

Temos também que ambas as fungoes E|X1 e g levantam a fungao hly, = eo g,
ficando assim bem definida a funcao ¢, : X1 — Z dada por g1(y) = g(y)—h(y), pois
paray € X1, eogi(y) = e(g(y)—h(y)) = e(g(y))-e(—h(y)) = (hlx,)(y)-(e(h(y)) " =
(hlx)()-((hlx,) ()™ = 1, ou seja gi(y) € Z.

Agora, para w € W, gi e go estio definidas e f(w) = g(w) = g1(w) + h(w), ou
seja, (i1,13)(g1,92) =141 0 g1 +i30 92 = gilw + g2|lw = 1w + hlw = f.

Exatidao em H*(Y).

Inicialmente observemos que (—j3) : H'(Y) — H'(X5) é definida por (—j3)[h] =
[hojo] ™! (inversa da classe [h o ja)).

01) Tn(6%) € Ker{jt, —js}

Dado f: W — Z € H°(W), queremos mostrar que {j;, —7j3} o 0*(f) = ([e1], [e2]),
onde e; : X; — S! ¢ dada por e;(z) =1, Vo € X; e e : Xy — S! & dada por
es(z) =1, Vo € Xo.

Seja g : X1 — R uma extensdo de i o f e h como na defini¢ao de 6*(f). Entao
{71, =ds} 0 6°(f) = (1(67(f)), —43(6*(f))) = (ji([h]), —j5([n])) = ([h o fi],[h o
g2 1)

Mas, hoj; = hl|x, : X1 — S! e portanto h o j; = e o g, ou seja, h o j; possui

um levantamento g : X; — R. Segue novamente pelo corolario 7.1 que h o j;
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¢ homotopicamente nula, e pelos mesmos argumentos feitos anteriormente temos
[hoji] = [ed].

Ainda ho jy = hlx, = {1}, logo [ho jo] ' = [ea] ! = [ea].

Finalmente temos que {ji, —j;}0*(f) = ([h o ji], [ 0 j2] ") = ([e1], [e2])-

v2) Ker {7, —j3} € Im(6").

Dado [h] € Ker{ji,—7j3}, queremos encontrar f € H°(W), com 6*(f) = [h].
Temos que ([e1], [e2]) = {j5, —d3}[h] = ([ho j1],[h o jo]™'). Assim hoj; ~ e e
h o jo ~ eg, e portanto as restricoes h|x, = ho j; e hlx, = h o jy sdo fungoes
homotoépicas as fungoes constantes e; e ey, respectivamente.

Pela proposigao 7.1, a homotopia entre h|x, e es pode ser estendida & uma homo-
topia entre h e b : Y — S' com h'|x, = {1}.

Agora h'|x, é homotopica a h|x, e como h|x, é homotopica a e;, temos que A'|x,
¢ homotopica a e;, e portanto segue pelo corolario 7.1 que h/\ X, possul um levan-
tamento g : X; — R.

Seja f = g|lw. Entao f levanta a funcao W — {1}, pois para x € W, eo f(z) =
eog(x) = h'(x) = 1. Logo f assume valores em Z. Agora, pela construcao de f,
temos que 6*(f) = [h'] = [h].

vi) Ezatidao em H'(X;) ® H'(X5).
viy) Im{j7, —j3} © Ker (47, i3).
Temos que (if,3) o {ji, —js} = ijoji —is075 = (j1oi)" = (j20iz)" = k"= k" = 0.
vip) Ker(i1,13) € Im{j}, —j3 }.
Dado ([g1],[g2]) € Ker(if,13), entdo [e] = (i7,i3)([g1], [92]) = 41([91))-i5([g2]) =

(91 0 i1].[g2 0 ia] = [g1lw].[g2lw]. Assim [g1|w] = [g2|lw]™" = [(92lw) '] € gilw =
(galw) ™
Pela proposicao 7.1 a homotopia entre g;|w e (go|w )~ pode ser estendida a uma

homotopia entre g, e g, com g,(w) = (ga(w))~!, para todo w € W.
Defina h : Y — S* por hlx, = g, e h(y) = g2(y)~", para todo y € X,. Entdo pelo

lema da colagem (lema 2.1) h é continua.

Por fim, temos {ji,—j;}[h] = ([h o jil,[h o jo] '] = ([hofi],[(hoj2)7"]) =
([9/1]7 [92]) = ([91], [92])-
]

8.2 Primeiros Calculos

Daremos alguns exemplos para ilustrar como este tltimo resultado pode ser usado

para a realizacao de alguns célculos.
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Lema 8.1. Se X = X, U Xy € uma particao de X entao:
HY(X) = H(X)) @ H(X,),
Hl(X) >~ Hl(Xl) ® HI(XQ).

Demonstracao. Por hipotese, X; e X, sao fechados em X e entao podemos aplicar
o teorema 8.1 para obter uma sequéncia exata. Desde que X; N Xy é vazio, entao

H°(X1N X3) e HY(X; N X3) sdo nulos, e assim temos as sequéncias exatas
0— H°(X) — H(X))® H°(X3) — 0,

0— H'(X) — HY (X)) ® H'(X5) — 0.
Assim HY(X) = H'(X,) ® H°(X;y) e HY(X) @ H'(X;) ® HY(X>). n
Usando inducao podemos estender o lema 8.1 para um ntimero finito de compo-

nentes de X. Considere o caso quando X; N Xy = {P}. Como cada func¢ao continua
{P} — Z se estende a uma funcao continua (por exemplo constante) X; — Z, temos
que HO(X,) —55 HO(P) é sobrejetora. Assim (i%,43) : HY(X,) @ HO(X,) — HO(P) ¢
sobrejetora. Segue da exatiddao que Ker 6* = H(P), e 6* : HY(P) — HY(X, U X5) é

nula.

Lema 8.2. Suponha X; e Xo fechados em X, tais que X1 UXy = X e XyN Xy = {P}.

Neste caso, escrevemos X = X1V Xy. Entao existem isomorfismos
H'(X)=HY X,V X,) =~ H'(X,) & H (X)),
HY(X)®Z= H°(X)) & H'(Xy).
Além disso, se Xy for conexo, entao H°(X) = HO(X,).
Demonstracao. Temos a sequéncia exata
0— H(X) — H°(X;) ® H(X3) — H°(P) — 0.

Mostremos que H°(P) é isomorfo a Z. Seja h : H°(P) — Z, dada por h(f) = f(P).
Entao h é um homomorfismo, pois h(f+g) = (f+9)(P) = f(P)+g(P) = h(f)+h(9);
h ¢ injetora, pois Ker h = {f € H°(P)|h(f) = 0} = {f € H(P)|f(P) =0} = {0}; e
h é sobrejetora, pois dado xy € Z, tomando f € H°(P) definida por f(P) = x¢, temos
h(f) = f(P) = xo.

Como Z é abeliano livre, segue da proposicao 3.4 que a sequéncia cinde. Portanto,

H(X))® H(X,) 2 H'(X)® H'(P) 2 H'(X) D Z.

<k

~ ? , . .
Agora, se X, é conexo, a fungio H°(X,) > H°(P) é um isomorfismo, e assim o

resultado segue do corolario 3.2. [
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Teorema 8.2. Seja Y = X U A, onde X € fechado em Y, A é um arco com extremos
PeQ, e XNA={P Q}. Se X possui uma particao que separa P de @), entao:

H'X)2H(Y)®Z e HY(Y)= H'(X).
Caso contrdrio, temos um isomorfismo H°(Y) = H°(X) e uma sequéncia exata
0—=Z— HY(Y)— H'Y(X) — 0.
Se existe um caminho em X unindo P a @, esta sequéncia cinde, e entao
H YY)~ H(X)DZ.

Demonstracao. Como A é um arco, ¢ compacto e portanto fechado. Entao podemos

aplicar o teorema 8.1. Agora:
i) HY(P) 0.

Dado [f] € H(P), com f : {P} — S' dada por f(P) = zj, definimos H :
{P} x I — S" por H(P,t) = 7(t), onde v é o caminho sobre S', ligando 2, a
1 = (1,0) € S'. Temos H continua, pois v é continua e H(P,0) = v(0) = 2,
H(P,1) = ~(1) =1, ou seja, H é um homotopia entre f e e : {P} — {1}. Segue
que [f] = [e].

Sendo A contratil, toda fungao f : A — S! é homotopicamente nula (vide teorema
6.4 trocando D? por A) donde segue que H'(A) = 0.

Pelo lema 8.1

HY (XNA)2H(P)o H(Q)XZDZ
HY (X NA) =~ HY(P)® H(Q) 0.

Entao a sequéncia exata tem a forma
0— HYY) = H(X) ® H(A) = H(P) & H'(Q) & HY(Y) — HY(X) — 0.

Mas, como A é contratil, existe ¢ : A — {Q} e i : {Q} — A a inclusdo, com
ioc=1gecoi=1(g. Assim, (ioc)" = lyoa) = ¢ 0i* = lyoay e (coi)* =
Loy = ©* o ¢ = 1po(q), ou seja, a funcdo restricio i* : H(A) — H(Q) é um

isomorfismo.

Entao podemos aplicar o teorema 3.2 para “cancelar” estes termos, e obtermos a

sequéncia exata

0— H(Y) = HY(X) 2 Z % HY(Y) = H'(X) = 0. (8.1)

Para ver como é definido A\ voltemos ao teorema 3.2.

Primeiro vamos determinar a, b, ¢, d do teorema 3.2. Denotando por Rs o isomor-
fismo H(X N A) & H°(P) ® H°(Q), teremos
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ii)

H°(X )@HO(A) H(X NA) B H(P)® H°(Q)
(f,9) o flxna + glxna & ((flxna + 9lxna)lipy, (flxna + 9lxna)l1o1)s

]

H'X)® H°(A) - — ~ H'(P)® H°(Q),
onde a : H'(X) — HY(P) com a(f) = flgpy, b : H°(A) — H°(P) com b(g) =
qlpy, ¢ H(X) — H°Q) com c(f) = fligy e d - H°(A) — H°(Q) com d(g) =
9liay-

dai

Determinar A =a —bod ‘'o

Temos d~' : H(Q) — H°(A), onde d™'(f) : A — Z é dada por d~'(f)(z) = f(Q),
Vo € A.

Assim a —bod ' oc: H'(X) — HYP) 2 Z ¢ dada por (a —bod 'oc)(f) =
a(f) = (bod™)(c(f)) = flpy — (b0 d™")(fliqy)-

Temos que d™'(fliqy) = g : A — Z definida por g(z) = f(Q), Vo € A. Desse
modo (bod ') (fligy) = h : {P} — Z é dada por h(P) = f(Q). Segue que
(a—bod ™ oc)(f)(P)=f(P) - f(Q)

Portanto A é definida por A\(f) = f(P) — f(Q).

Agora distinguiremos os dois casos. Primeiro vamos supor que haja uma particao
X=X;UXy com Pe X;e(@ € X, (figura 8.1).

Figura 8.1: Caso em que X possui uma particao que separa P de @)

Entao toda funcao g : {P,Q} — Z pode ser estendida a X, definindo g(X;) =
g(P),g(X2) = ¢(Q). Em particular, A é sobrejetora, pois dado ¢ € Z, tomando
f: X — 7Z € H°X) definida por f(X1) = ce f(X5) = 0, temos que \(f)(P) =
f(P)— f(Q) =c—0=c. Segue da exatidao que § = 0.

Da sequéncia exata (8.1) segue que 0 = HY(Y) - HY(X) - 0e 0 — H(Y) —
H°(X) — Z — 0 sao exatas. Assim, pelos mesmos argumentos do lema 8.2, e
exatiddo das sequéncias, temos H°(X) 2 H'(Y)® Z e H'(Y) = H'(X).
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Agora, suponhamos nao haver uma partigao (figura 8.2).

Figura 8.2: Caso em que X nao possui uma particao que separa P de ()

Entao A = 0, pois se existisse f : X — Z € H°(X), com f(P) # f(Q), obteriamos
uma particdo de X = X; U Xy, com X; = f(f(P)) e Xo = f(Z — {f(P)}).
Segue da sequéncia exata (8.1) que 0 — Z — HY(Y) — H'(X) — 0 é exata, e
0— H°(Y) — H°(X) — 0 é exata, ou H*(Y) & H°(X).

Suponhamos finalmente que ha um caminho em X, unindo P & (). Podemos ver
este caminho como um arco B em X com extremos P e (). Consideremos agora
a inclusdo i : B — X. Temos que AN B = {P,Q} e assim i se estende 4 uma
funcao,

j:AUB—-AUX =Y

x, x € A
i'(z), » € B.

Como AU B é homeomorfo a S', temos j* : H'(Y) — H' (AU B) = H'(S') @ Z.

definida por j(z) = {

Aplicando o que provamos anteriormente, mas com B no lugar de X, temos

0>2% H'(AUB) - H'(B) = 0.

iii) j*od =10

Usaremos a identificacio HY(P) & Z via f = f(P). Temos ¢ : Z — H'(A U X),
definida por 6(f) = [h], onde h : AUX — S' é dada por h|x =eog, hja = {1} e
g: X — R éuma extensdao de io f : {P} — R.

Temos 0 : Z — H'(AU B), definida por & (f) = [h'], onde b’ : AUB — S' é dada
por h'|p =eog|p, h'|a= {1} e g|p é a restricio da g anterior a 5.

Assim j*od: H'(P) — H' (AU B) é dada por (j* 0 6)(f) = [h o J].

Agora olhemos para hoj: AUB — S'. Temos que

(hoj)la=hla= {1} =],
(hoi)ls = (hoi)|s=hls = eogls = s
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Assim, hoj=h'.
Segue que j* 0 8(f) = [hoj] = W] =&'(f) e j* 05 = 4.
iv) 0 admite inversa a esquerda.

2 r o, . . .
Como B é um arco, H'(B) =0 e § é um isomorfismo. Considere o diagrama

0

0—7 H(AUX) > H'(X) —0
lid J{j* ii’*
0—=7—"—>HY AU B) HY(B)—0

. ’ o, . I\ e, .
Como j*od =4, ed éum isomorfismo, segue que (6 )~! o j* é a inversa de § a

esquerda.

Portanto a sequéncia
07— HYY)— HY(X) =0

cinde. Entao, pelo corolario 3.2
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