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PIMENTEL, D. R. M. Potenciais periédicos: aplicagao a espectroscopia do ben-
zeno. 2014. 69 f. Dissertacao de Mestrado em fisica - Faculdade de Engenharia do

Campus de Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2014.

RESUMO

Apresenta-se uma abordagem da equacao de Schrodinger para potenciais periédicos em
um anel. Para o rotor livre, consideram-se as usuais autofungoes do operador momento
angular tanto quanto as autofuncoes do operador paridade. Demonstra-se que a pe-
riodicidade da densidade de probabilidade implica em autofuncoes periédicas, ou anti-
periddicas. Mostra-se que as autofuncgoes antiperiddicas, por serem descontinuas, ou por
terem suas derivadas primeiras descontinuas, sao solucoes ilicitas. Em seguida investigam-
se algumas propriedades termodinamicas do rotor livre. Com um potencial peridédico
V(0) = Vo (1 — cos N@) definido sobre o anel, mapea-se o problema na bem conhecida
equacao de Mathieu com solucoes expressas em termos de autofuncoes do operador pari-
dade. Mais uma vez mostra-se que as condigoes de contorno que tornam as autofuncoes
antiperiddicas sao ilegitimas, reafirmando resultados mais comumente encontrados na
literatura. Os limites de baixas e altas energias sao retomados de forma plenamente sa-
tisfatéria a partir das solugoes encontradas. Com N = 6 em V' (#), e com fulcro na teoria
de Hiickel dos orbitais moleculares, aborda-se de maneira fenomenolégica a molécula do
benzeno usando o conceito de momento de inércia efetivo na descricao da espectroscopia

na regiao do ultravioleta.

PALAVRAS-CHAVE: potenciais periédicos, equacao de Mathieu, rotor livre quantico,

benzeno.



PIMENTEL, D. R. M. Periodic potentials: application to spectroscopy of the
benzene. 2014. 69 f. Dissertation (Master in Physics) - Faculdade de Engenharia de

Guaratinguetd, Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta, 2014.

ABSTRACT

The Schrodinger equation for periodic potentials on a ring is approached. For the free
rotor, eigenfunctions of the angular momentum operator, as well as eigenfunctions of the
parity operator are considered. It is demonstrated that the periodicity of the probability
density implies periodic or anti-periodic eigenfunctions. It is shown that the anti-periodic
eigenfunctions, because they are discontinuous, or because they have discontinuous first
derivatives, are illicit. Then, a few thermodynamic properties of the free rotor are investi-
gated. With a periodic potential V' (#) = V; (1 — cos NO) defined on the ring, the problem
is mapped in the well-known Mathieu equation with solutions expressed in terms of the ei-
genfunctions of the parity operator. Again, it is shown that the boundary conditions that
make anti-periodic eigenfunctions are illegitimate, reaffirming the results most commonly
found in the literature. The low and high energies limits are fully satisfactory. With
N =6 in V(0), and fulcrum on the Hiickel molecular orbital theory, a phenomenological
approach to the molecule of benzene is used via the concept of effective moment of inertia

in the description of spectroscopy in ultraviolet region.

KEYWORDS: periodic potentials, Mathieu equation, quantum free rotor, benzene.
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Capitulo 1

Introducao

Desde sua origem, a mecanica quantica se mostra uma poderosa e fundamental maneira
de descrever as interacoes fisicas do mundo microscopico. Nesta escala, a interacao que
mantém nucleos e elétrons unidos é, em geral, eletrostatica e uma adequada modelagem
dos potenciais que geram tais forcas ¢ de fundamental utilidade na correta descricao da
dindmica de nicleos, dtomos e moléculas (veja diversos exemplos em livros-textos, como
1], [2) e [3]).

A natureza de grande parte dos problemas que surgem nas interagoes quimicas [4],
ou na fisica do estado sélido [5], apresentam uma estrutura cristalina, regular e periédica,
0 que nos remete a imaginar que potenciais com caracteristicas peridédicas inseridos na
equacao de Schrodinger devem render bons resultados.

O rotor livre é um dos casos mais simples e diretos que se encaixa nesta linha de
pensamento [6]. Apesar de V(r,0) = 0, as condigoes de contorno apropriadas carregam o
carater periddico exigido por sua geometria. Neste simples exemplo ja podemos levantar
questoes interessantes sobre a adequada condigao de contorno que devemos utilizar, afinal
a quantidade fisica mensuravel é o quadrado da funcao de onda, e nao ela propria, como
¢ tomada, por exemplo, em [6]. E. Merzbacher [7] menciona uma famosa nota de rodapé
de Blatt e Weisskopf, onde chama-se atengao para o fato da unicidade da funcao de onda

(Tradugao livre):

...0 argumento de que fungoes de ondas devem ser univocas é falacioso, e a
priori nao podemos excluir aquelas que nao as sejam. Somente observaveis
fisicas, tais como valores esperados e densidade de probabilidade, devem ser
consideradas univocas. Funcoes de ondas com valores duplos sao utilizadas na

teoria das particulas com spin intrinseco.

Fases surgem neste contexto e elas ja se mostraram tteis em outros problemas, como
no efeito Aharanov-Bohm [8] e, de forma mais geral, no estudo da fase de Berry [6], [9].
Para resolver o problema do rotor livre é comum encontrarmos na literatura o uso de

autofuncoes do operador momento angular como base, porém, como pode ser verificado
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diretamente, o operador paridade também comuta com o hamiltoniano do rotor livre,
isto implica afirmar que suas autofuncoes também podem ser utilizadas como base para
este problema. Visto isto, mostra-se interessante abordamos o problema através destes
dois pontos de vista, evidenciando e discutindo, tanto os resultados similares quanto os
distintos.

Uma possivel extensao do hamiltoniano do rotor livre é a insercao de um potencial
do tipo V' (0) = Vi (1—cos N 0), com a finalidade de simular as interagoes periddicas que
se fazem tao presentes em, por exemplo, diversos compostos quimicos. Este hamiltoniano,
diferentemente do rotor livre, nao comuta com o operador momento angular, mas somente
com o operador paridade. O fator N no argumento do cosseno é um nimero natural
dependente da simetria obedecida pelo sistema estudado, indicando quantos pontos de
minimos estdveis (e instaveis) existem no problema. Para N = 1 temos o exaustivamente
estudado péndulo quantico, abordado em trabalhos como [10], [11], [12], [13] e [14]. Linus
Pauling também se utilizou deste tipo de potencial, porém com dois minimos (N = 2), ao
abordar uma molécula diatomica dentro de uma estrutura cristalina [15]. Cerca de dez
anos atras, os trabalhos de Dimeo [16] e de Baker, Blackburn e Smith [17] utilizaram um
potencial com N = 3 para estudar a dinamica do grupo metil, por exemplo na molécula
de etano CyHg, chegando a conclusao de que, apesar de sua estrutura periddica, sua
barreira de potencial é baixa comparada aos niveis de energia alcancados pelo grupo metil,
comportando-se aproximadamente como um rotor livre. Ainda no trabalho [17] utilizou-se
N = 4 para o complexo Pt Cly ~ dentro de uma “caixa” constituida de a&tomos de potéssio,
e diferentemente do caso do etano, o complexo Pt Cly ~ comporta-se praticamente como
um oscilador harmonico, que ocorre porque sua barreira de potencial é alta o bastante em
comparagao aos niveis de energia que o complexo atinge. Tomaremos estes dois limites
de maneira generalizada neste trabalho. A partir de tantos exemplos, imagina-se que este
tratamento para anéis quanticos com obstdculos deve fornecer uma descri¢ao interessante
dos anéis aromaticos, tal como o benzeno (CgHg), ao fazermos N = 6.

Esta grande lista de trabalhos dedicados a esses tipos de potenciais periédicos nos
faz imaginar que deve haver alguma vantagem ao se abordar a equagao de Schrodinger
com tais potenciais. O fato é que desta forma, a equagao de Schrodinger é mapeada na
equacao de Mathieu que tem solucao ja muito bem estudada e desenvolvida na literatura
como, por exemplo, em [18], [19], [20] e [21]. Além disso, esse tipo de potencial é um 6timo
laboratorio tedrico, pois permite explorar os limites assintéticos que devem retomar o rotor
livre para altas energias e o oscilador quantico para baixas energias. Isto é observado
nao sé teoricamente, pois como foi citado no pardgrafo anterior, a Ref. [17] exibe dois
casos (0 etano e o complexo Pt Cly 7) que sdo descritos por potenciais como V(f) =
Vo (1—cos N ), mas que exibem comportamentos bem distintos, pois o etano estd no
limite de altas energias e o Pt Cl; ~ tende ao limite de baixas energias.

Neste caso de potencial peridédico a questao sobre a correta condi¢ao de contorno
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também é levantada e esmiucada. A fase que surge pela imposicao da condicao de pe-
riodicidade sobre a densidade de probabilidade, p(6), permite (pelo menos a principio)
nao somente condigoes periddicas, mas também antiperiddicas, sobre ¢(6). Autores ja se
utilizaram destas condigoes antiperiddicas, como por exemplo o ja citado Linus Pauling
em [15] e também Connor et al. em [22], ao se confrontarem com a equagao de Mathieu
em suas abordagens. Na Ref. [22], além de encontrarmos o uso de condigdes de contorno
antiperiddicas, encontra-se ainda uma grande lista de referéncias que também utilizam
essas condicoes em diversas areas da fisico-quimica. Um grande cuidado foi tomado neste
trabalho de dissertacao no que diz respeito a esta questao, e foi percebido que nao somente
a condicao de contorno deve ser levada em consideracao, mas que também a continuidade
(ou descontinuidade) que a equacao de Schrodinger impoe sobre 1) e di/df deve ser obe-
decida. Explorando este argumento matematico, junto ao argumento fisico de que p(6)
deva ser periddica, extraimos a licita condicao de contorno que devemos utilizar.

O conhecimento das propriedades quimicas dos compostos aromaticos e outras te-
orias moleculares, como a teoria de Hiickel, sao imprescindiveis na busca do total dis-
cernimento da molécula de benzeno. A fim de trabalharmos de maneira fenomenolégica,
¢ fundamental conhecer seu espectro energético e contar com o auxilio de programas
computacionais.

Rotagoes e vibragoes estao geralmente associados ao espectro infravermelho e de
microondas das moléculas e um tratamento fisico estatistico fornecendo as grandezas
termodinamicas de interesse fisico pode ser de grande relevancia a esses rotores. Isto
jé foi feito em alguns trabalhos, como em [23], [24] e [25], obtendo todas as grandezas
termodinamicas relevantes a partir da funcao de partigao de cada caso. Aqui faremos algo
similar para o rotor livre e discutiremos os resultados oriundos desta abordagem.

E instrutivo notar que o rotor plano, embora seja um sistema usado como precur-
sor do estudo das propriedades angulares de sistemas quanticos mais complexos, ¢ uma
idealizagao muito rudimentar, haja vista que envolve o conceito de trajetoria circular, e
conduz a violagao do principio da incerteza de Heisenberg. Apesar deste seriissimo incon-
veniente, como ja descrito em paragrafos anteriores, o rotor plano encontra seu lugar em
diversas aplicagoes.

Esta dissertacao estd separada em capitulos. Apds esta introducao ao assunto que
sera desenvolvido nas proximas paginas, teremos no Capitulo 2 uma rapida discussao sobre
a importancia do estudo de anéis em mecanica quantica, algumas propriedades e alguns
resultados extraidos do hamiltoniano generalizado. Apds isto, no Capitulo 3, resolvemos
o caso do rotor livre por dois caminhos distintos: através do operador momento angular
e depois pelo operador paridade. Expomos as solugoes explicitamente e comentamos
sobre ortonormalizacao das autofuncoes e suas correntes de probabilidade. No Capitulo 4
encontramos as grandezas termodinamicas do sistema a partir da fungao de particao. No

Capitulo 5 inserimos o potencial periédico na equacao de Schrodinger, transmutando-a
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em uma equacao de Mathieu e entao utilizamos a condicao de periodicidade da densidade
de probabilidade para excluirmos solugoes esptrias. Os casos limites quando V) < F
e Vo > FE, onde E sao os autovalores de energia, sao retomados a partir das funcoes
de Mathieu. Ortonormalizacao e corrente de probabilidade também sao obtidas, assim
como feito para o rotor livre. Antes de tratarmos a molécula de benzeno através do
modelo do potencial periddico, se faz necessario o conhecimento da teoria dos orbitais
moleculares desenvolvida por Erich Hiickel e é a isto que o Capitulo 6 se dedica. No
Capitulo 7 modelamos a molécula de benzeno a partir da solucao obtida no Capitulo 5,
para o caso especial de N = 6, simulando as barreiras de potencial eletrostatico geradas
pelos carbonos fixos da molécula, encontradas pelos elétrons m do benzeno. Parametros
como momento de inércia e barreira de potencial requerem o auxilio de programacao
computacional para serem adequadamente ajustados aos dados experimentais. Por fim,
no Capitulo 8, expomos nossas conclusoes relativas ao que foi tratado neste trabalho de

dissertacao.
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Capitulo 2
Anel quantico

Diversas situacoes fisicas envolvem particulas em um anel e nestes casos surgem fenomenos
interessantes estudados exaustivamente, como a interferéncia do potencial vetor em um
feixe de elétrons, causando o efeito Aharonov-Bohm [8] ou ainda para particulas neutras
com momento de dipolo magnético permanente, estudadas por Y. Aharonov e A. Casher
[26] e também a presenca das chamadas correntes persistentes, quando se estudam anéis
supercondutores, como fazem em [27] e [28].

Admitindo-se que os anéis aqui tratados somente terao dependéncia espacial angular,
a evolucao temporal deste sistema quantico serd ditada pela equagao de Schrodinger como
dada a seguir:

L0
i, W(0,6) = HV(0,1), (2.1)

onde i é a unidade imaginéria, i é a constante de Planck reduzida, ¥U(6,t) é a funcao de
onda que descreve o estado da particula e H é o hamiltoniano do sistema dado por
h? o?

H= s +V(O.1). (2.2)

Onde I é o momento de inércia da particula estudada e V' (6,t) é o potencial ao qual a
particula estudada esta sujeita a interagir.

A partir de (2.1) construimos a equagao da continuidade como segue

dp 05
ot tag =" (2:3)
com as defini¢oes
h ov
_ 2 . _ *
p(0.0)= 1P ¢ j(0.0)= " (—39\11 ) | (2.4

em que p ¢ interpretada como a densidade de probabilidade e j é a corrente que descreve
o fluxo de probabilidade.

Em geral, estamos interessados nos casos em que o potencial nao envolve dependéncia
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temporal alguma, implicando em uma solu¢ao com variaveis separaveis, dada por
U(0,t) =1p(0) e ¥R, (2.5)
Aqui, ¥(0) deve obedecer a equacao de Schrodinger independente do tempo

que é uma equacao de autovalor. Assim, nosso problema se reduz a buscar os pares

caracteristicos (1, Ey,) que satisfazem a (2.6). Neste caso

pn(0) = |7/}n<9)|27

h o,
jul0) = Tlm((;@w:;)-

Visto que p é independente do tempo, temos que, a bem da verdade, j é uniforme.

(2.7)

Como a equagao (2.1) é linear, a soma de solugoes é ainda uma solucao, portanto, a

solucao geral da equacao de Schrodinger é

V(0,0 = cotn(0) e, (2.8)

n

com os coeficientes ¢, obtidos a partir da condigao inicial

_Je 0. 0)w(0,0) 25)

T Al (0))?

2.1 Continuidade de ¢ e dy/df

Serd de extrema importancia a verificagdo da continuidade (ou descontinuidade) da au-
tofuncgao e sua derivada com a intengao de eliminar solugoes ilegitimas.
Primeiramente, consideremos uma autofuncao que tenha uma descontinuidade de

salto em um ponto 6. Podemos escrevé-la como

(0) = H (0 —0)f(0), (2.10)

onde H (0 — 6y) é a funcao de Heaviside e f(f) é uma fun¢ao bem comportada. J& que a
derivada de H(0 — 6,) é dada por

dH (60 — 0,)

e = 5(6— o). (2.11)
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onde §(0 — 6y) é a funcao delta de Dirac, chegamos que a segunda derivada de 1 deve
envolver a derivada do delta de Dirac

k4

oz ~ 00— 00)f(0) + .. (2.12)

Isto implica dizer que, para admitir autofungoes descontinuas, a equagao de Schrodinger
deveria ter um potencial que envolvesse a derivada do delta de Dirac.
Agora, de maneira similar, podemos imaginar uma autofuncao cuja derivada pri-

meira seja descontinua em um certo ponto 6y,

W _

0= H(0 —0y)g(0), (2.13)

onde ¢(f) é uma fungdo bem comportada. Desta maneira, a derivada segunda de

envolvera um delta de Dirac,

d*)

i ~ (6= 60)g(6) + ., (2.14)

e por conta disto, s6 pode haver descontinuidade para a derivada de ), caso a equacao de
Schrodinger contenha um potencial singular em 6y. Enfim, para um potencial continuo,

ficamos com
dvp

2/}|90—i-e - 1/J|90—e =0 e @ Oo+e

dvp
- Elgo_e - 0, (215)

quando € — 0.
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Capitulo 3

Rotor livre

3.1 Autofungoes do operador momento angular (L,)

O rotor livre é o modelo mais simples de anel quantico e é descrito por um hamiltoniano
que nao leva em consideragao interagoes, ou seja, V' (6) = 0. E uma particula livre em um

anel. A equagao de Schrodinger é simplesmente

h2 dp

————— = FE1. 3.1
21 db? v (3:1)
Temos ainda que, para o operador momento angular, L, = %%, é satisfeita a seguinte
equacao de autovalor:
Loap(0) = 1hy(0), (3.2)
que fornece as autofungoes
Y(0) = ", (3.3)

onde [ é real, pois L, é hermitiano. O hamiltoniano do rotor livre comuta com o operador
momento angular e suas autofungoes podem ser utilizadas como base para buscar a solugao

geral de (3.1) e é isto que ocorre comumente na literatura, como em [6] e [29].

A eik@
»(0) = com k?=

B e—ik@

2IF
F, (3.4)
onde A e B sao constantes de normalizacao, e fizemos | = +k, que implica em k perten-
cente aos reais.

Essas autofuncoes representam fisicamente ondas planas associadas a particula que
se encontra no anel. Cada autofuncao corresponde a um sentido de propagacao. Se a
autofungao com expoente positivo se refere a uma particula se propagando no sentido

horario, a com sinal negativo corresponderd a propagacao no sentido anti-horario.
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Habitualmente, encontra-se nos livros-textos, como em [6], o uso da condigdo de
periodicidade da autofuncao, no entanto, aqui exigiremos que, nao a autofuncao mas sim
o seu quadrado, deva ser periédico, pois essa sim é uma quantidade fisica mensuravel,
representando a densidade de probabilidade. Assim, surge uma fase que a principio nao

podemos ignora-la, pois
(0 +2m)* = [V (0)* = ¥(0 + 2m) = e¥(0). (3.5)

Em que « é uma fase a ser determinada e deve ser real.

Consideremos uma combinacao linear das autofuncoes de L, (3.4).
Y(0) = Ae*® 1 Be ™, (3.6)
e entao, utilizando a condicao (3.5), ficamos com
A eh(0+2m) | g o=ik(O+2m) _ gia( g k0 | g o=ik0) (3.7)
Rearranjando, obtemos
Ak (i _ g2y 4 B okt (gia _ omizkmy _ () (3.8)

e como cada termo é linearmente independente, esta equacgao somente serd nula caso os

termos entre parénteses forem zero, logo

27k . 164

e e,
(3.9)
€7i27rk — eia’
que pode ser escrita como
(cos2km — cos &) + i(Esen 2km —senar) = 0. (3.10)

A parte imagindaria da equacao (3.10) (que na verdade sdo duas equagoes, uma para cada
sinal defronte do sen 2k7) deve ser nula, implicando em o« = mm com m € Z. Relacionando

isto com a parte real, temos que a condicao de quantizacao é

k= % +n, (3.11)
com n € Z, portanto
h? rm 2
E,. = (— ) . 12
57 \ 5 +n (3.12)
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Onde n e m sao nimeros quanticos necessarios para rotular a solugao. Assim, vemos que
o espectro ¢ influenciado pela fase que surge da condicao de periodicidade da densidade
de probabilidade. Com um pouco mais de atencao a este resultado, vemos que podemos
separar este espectro em apenas duas classes, nao importando exatamente o valor que m
tenha, contanto que se distinga entre pares e impares. Isto ocorre pois para m = 0, por
exemplo, o espectro adquirido serd o mesmo que para m = 2, pois n engloba todos os
inteiros. A tnica alteragao que ocorre quando fazemos m = 0, m = 2 e etc, é somente no
rotulo, o que nao muda em nada a relacao entre autovalor e autofuncao. O mesmo ocorre
quando n for qualquer impar. Podemos entao reduzir nosso problema ao estudo de dois

casos principais: m=0e m = 1.

e m=20:
An eme
h2
Yno(0) = e Ey= Zn? (3.13)
Bn efinﬁ
e m—1 X
A, ei(5+n)9 9
(1 3.14
1(0) = By =— (= : :
Un1(0) e 1= 57 (2 —i—n) ( )

B 6—i(%+n)9

n

A solugao (3.13) é a ja conhecida dos livros-textos quando apenas se exige a perio-
dicidade da autofuncao. Ao exigirmos a periodicidade da densidade de probabilidade, o
espectro da (3.14) surge como uma nova possibilidade. No entanto, esta é uma solugao
enganosa, pois as solugoes além de satisfazerem as condigdes de contorno (3.5), também
devem obedecer as condigoes de continuidade que a prépria equacao impoe sobre suas
autofuncoes, e para m = 1 temos descontinuidades ora na autofuncao, ora em sua deri-
vada. Isto fica mais claro e direto ao notarmos que, no problema de um anel, 8 = 6, e

0 = 0y + 27 s@ao pontos equivalentes, e entdao a equagao (2.15) junto a (3.5) implicam
e€“=1= a =21 com q€7Z, (3.15)

ou seja, a fase o nao é tao arbitraria assim. Ela deve ser um multiplo par de .

Um outro olhar pode ser lancado sobre as solugdes (3.13) e (3.14). Temos uma
equacao linear e uma condicao de contorno nao linear. Isto faz com que as solugoes para
m =0 e m = 1, em geral, nao respeitem o principio de superposicao. Pelo principio de

superposicao, podemos escrever uma solucao como

Y(0) = P1(0) +2(0) + ..., (3.16)
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e para a mesma autofunc¢ao, apds um giro de 27 em suas coordenadas, temos
V(0 +21) = 1 (0 + 2m) + (0 + 27) + ... = (). (3.17)

Porém, notemos que aplicando a condicao de contorno as autofuncoes 1, ¥, e etc. em

(3.17), e ainda utilizando (3.16), teremos que
ey (0) + € (0) + ... = ™ T (1h1(0) + 2 (0) + ... (3.18)

A equagao (3.18) somente se verifica, caso m, m e todos os outros, tiverem a mesma
paridade de m’. Assim, o principio de superposi¢ao mostra que as duas solugoes (m = 0

e m = 1) ndo podem coexistir.

3.1.1 Normalizacao e corrente de probabilidade

Depois de termos tratado corretamente a equagao do rotor livre e encontrado suas legitimas

solugoes, podemos normaliza-las fazendo

2m
/ [V, (0)12d = 1. (3.19)
0
Temos entao as constantes de normalizacao
1
A, =B, =—. (3.20)

De (2.7) adquirimos as seguintes expressoes para a corrente:

AP
jn = . (3.21)

—n|BJ

Estas correntes de probabilidade estao associadas aos dois possiveis sentidos (horério e
anti-horario) de propagacao da onda associada a particula no anel. Elas estao em perfeito

acordo com o resultado de que j, deve ser uniforme.

3.2 Autofungoes do operador paridade (II)

O operador II atua nas funcoes alterando o sinal da varidvel espacial

() = f(~a). (3.22)
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Cossenos e senos sao autofungoes deste operador com autovalores p = +1 e p = —1,
respectivamente.

Nota-se facilmente que o operador II, assim como o L., comuta com o hamiltoniano
do rotor livre, entao também podemos usar suas autofungoes como base para encontrar a

solucao geral do rotor, assim escrevemos

Acos kf ol
@D(@) = (§] k’z = F
Bsen k6

(3.23)

Utilizando uma combinagao linear das autofungoes de II e munidos da condigao de peri-

odicidade da densidade de probabilidade, prescrita em (3.5), temos que
A cos k(0 +27) + Bsen k(0 + 27) = €"*(A cos kf + Bsen kf). (3.24)

Utilizando algumas identidades trigonométricas e rearranjando os termos de (3.24), es-

crevermos

cos kO[A(cos 2k — €'*) + Bsen 2kw] +
sen kO[B(cos 2kt — €'*) — Asen2kn] = 0. (3.25)

Como as autofuncoes de II sao linearmente independentes, os termos entre colchetes devem

se anular, e como consequéncia obtemos
cos 2kt — €'* = 0. (3.26)

A parte imaginaria de (3.26) deve ser anula, implicando em « = mm, com m € Z.

Combinando isto com a parte real de (3.26), chegamos que

k= % +n, (3.27)

com n € Z. Esta é exatamente a mesma condigdo de quantizagdo obtida em (3.11) ao
abordarmos o problema por meio da base de L,. Novamente obtemos o espectro de energia
dado em (3.12). Com os mesmos argumentos justificados na se¢ao anterior, duas classes

de solucao devem ser consideradas até este momento, sao elas:

e m=20:
A,, cosnb

%0(9) - (§ Eno = —Nn".

B,, sennf

(3.28)
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e m=1:
A,, cos (n—l—%)&

A2 1\?
B,, sen (n + %) 0

Como anteriormente, a condicao de periodicidade da densidade de probabilidade
(3.5) junto a condic¢do de continuidade sobre a autofuncao (2.15), imposta pela equagao
de Schrodinger, nos fornece a = 2gm com g € 7Z, e isto elimina de vez com a possibilidade
de (3.29), j4 que em (3.29) = 7, portanto, a solucdo dada em (3.28) é a solugao
legitima para esta abordagem através da base do operador II. A mesma argumentacao

da linearidade, feita na secao anterior, poderia ser aplicada aqui.

3.2.1 Normalizagao e corrente de probabilidade

Encontramos as solugoes licitas de nosso problema inicial via autofuncoes do operador

paridade, podemos agora normaliza-las segundo (3.19). Isto nos fornece que

1 1
Ap=— e A,=B,=—,
0 \ 2 VLS

Estamos lidando aqui com autofuncoes de paridade definida e quando derivamos uma

(n # 0). (3.30)

funcao destas, mudamos sua paridade. Como a corrente dada por (2.7) é proporcional ao
termo Im(%w*), podemos afirmar que j é uma fungao impar. A equagao da continuidade
(2.3) nestes casos estaciondrios implica diretamente que j deve ser uniforme por todo
espaco. Ora, a unica fung¢ao impar com o mesmo valor por todo o espaco é a funcao
identicamente nula:

7 =0. (3.31)

Interessante observar esta diferenca de resultado que surge para as correntes. Quando
buscada solugoes em termo da base de L., a corrente de probabilidade aumenta a medida
que as energias aumentam, sendo nula somente para o ground state, ja utilizando a base do
operador II, apesar de lidarmos com o mesmo problema, a corrente é nula para qualquer

estado em que a particula se encontre.

3.2.2 Mudancga de variavel

Apenas a titulo de conveniéncia futura, faremos uma simples troca de variavel para deixar

mais “apresentaveis” as solucoes obtidas. Com 6 = 2¢, a equacao do rotor livre se torna

d> 8IE
—w+a¢:0 com a:F.

g (3.32)
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Nesta variavel nova a autofuncao tera um periodo de 7

(¢ +m) =h(6), (3.33)

e a condicao de quantizacao implica que a = 4n?. Portanto, concluimos que a solucao do

rotor livre sera

1
Yo=—= € Ey=0,
V2
(3.34)
\/%T cos 2n¢ 2
Vn(0) = € E, = ﬁnQv
\/LE sen 2n¢

onden =1,2,3.... Note que todos os autovalores de energia sao duplamente degenerados,

exceto a energia do ground state.
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Capitulo 4

Mecanica estatistica para o rotor

livre

Um tratamento termodinamico para esses casos de anéis quanticos é de grande relevancia e
jé foi abordado em diversos trabalhos, como em [23], [24] e [25]. Em compostos quimicos,
diversos graus de liberdade podem ser abordados em um modelo fisico. Os graus de
liberdade referentes a rotacoes de grupos moleculares ou modos vibracionais que uma
molécula pode estar sujeita, em geral, estao associados aos espectros infravermelho ou de
microondas.

Uma descricao destes sistemas via mecanica estatistica exige o conceito de ensemble
estatistico, que se refere a um conjunto muito grande de coépias idénticas do sistema
macroscopico estudado, mas que pode assumir estados microscépicos diferentes entre si
[30]. E necessério neste tipo de descricao o uso da funcao de particao. Serd utilizado o
ensemble canonico, que descreve sistemas que permitem a troca de energia com o meio a
temperatura constante e mantém o nimero de particulas e o volume fixos.

A probabilidade de se encontrar o sistema em um possivel microestado j é dada

entao por [31]
—BE,;
é J

ZTL e_ﬁEn ’

onde Ej; é a energia do j-ésimo microestado e § = 1/kgT’, com kg sendo a constante de

P, = (4.1)

Boltzmann e T a temperatura. A funcao de particao é definida como sendo o denominador
de (4.1) [31]

Z =Y et (4.2)

E possivel fazer a conexao da mecanica estatistica com a termodinamica através da energia
livre de Helmholtz no limite [31]:

_BE _ lim %an(T,V,N). (4.3)

N V,N—)oo,%:v
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Aqui, F é a energia livre de Helmholtz, Z é uma funcao do volume V', do nitimero de
particulas N e da temperatura T" e v é constante. Para a mecanica quantica, onde temos
um conjunto discreto de estados e com possiveis degenerescéncias, a funcao de particao

canodnica serd dada como segue [31]:

Z(T,V,N)=> gne ", (4.4)

onde g, é o grau de degenerescéncia de F,. A fun¢ao de particao fornece a maioria das
grandezas termodinamicas de interesse fisico, como a entropia, a energia interna, e etc
[31].

Motivados pelo trabalho [30], que fez este tipo de tratamento para o caso de uma
particula na caixa unidimensional, iremos abordar agora o rotor livre através do mesmo
olhar. Em [30] abordou-se o problema da particula na caixa do ponto de vista relativistico
e nao-relativistico, problema este que é nao degenerado, ja aqui temos um caso em que
hé estados degenerados e focaremos somente na andlise nao relativistica.

A energia interna U, a pressao P, a entropia S e a capacidade térmica C sao exemplos
de grandezas termodinamicas que podem ser derivadas da func¢ao de partigao (4.4) e elas

sao calculadas como listado abaixo:

U(T,V,N) = —T2a% (M) (4.5)
P(T,V,N) = —w, (4.6)
S(T,V,N) = —w, (4.7)
C(T,V,N) = w. (4.8)

Consideremos um sistema fisico constituido de N rotores livres nao interagentes.

Assim, a funcao de particao total pode ser escrita como
Zp =7V, (4.9)

e como a conexao com a termodinamica ¢ feita através de (4.3), teremos In Zr /N = In Z,

e as contas se dao como se fizéssemos tudo para um tnico rotor livre isolado.
f=—kgTInZz, (4.10)

onde f = F/N é a energia livre de Helmholtz por particula (ou rotor).
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Utilizando o resultado de (3.34), temos a seguinte fungao de particao

Zi =3 gue i, (4.11)
n=0

onde definimos uma temperatura caracteristica do rotor como sendo

h2

© 2lkp

(4.12)

Para baixas temperaturas, os primeiros termos do somatério tém maior significancia no

resultado, portanto, teremos que a fungao de particao toma a seguinte forma:
Z(T,r)y~1+ 2¢"7 para T <O, (4.13)

onde r é o raio do rotor, implicito no momento de inércia I. Ja para temperaturas
elevadas, deve-se levar em conta a contribuicao de todos os termos do somatorio, e como
ha infinitos microestados, é razodvel extrapolarmos e transformar o somatério dado em

(4.11) em uma integral definida

7, = / gn e T dn. (4.14)
0

Todos os estados sao duplamente degenerados, exceto o estado fundamental, entao resol-

vemos (4.14) com g, = 2 e subtraimos deste resultado o termo de (4.11) correspondente

Zl(T,r):\/%—l para 1> ©O. (4.15)

A energia livre de Helmholtz por particula é dada para cada caso como

an =0, assim

f(r,r) = —2kgTe 7 para T' < ©
e (4.16)

L, (Y _ /©
2n@ 7T

Dai, obtemos que as grandezas termodinamicas por particula sao dadas para baixas tem-

f(I,r) = —kgT para T > ©.
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peraturas como esta transcrito abaixo:

u(T,r) = 2%pOe T, (4.17)
p(T,r) = 4kf@ e T, (4.18)
s(T,r) = 2kg (1+%> e T, (4.19)

V)
(0]

oT,r) = 2kg (g) e (4.20)

Ja para T' > O, obtemos

w(T,r) = kel (1 + g) , (4.21)

2 il
kT ©

RS (A 122
ks

s(Tyr) = — : (4.23)

i (T) -8
o) = (i), (120

E interessante notar que no célculo da pressao, (4.6), deriva-se com relagdo ao vo-

lume. No nosso caso, estamos em um problema bidimensional, onde a particula que esta
no anel estd livre para fluir angularmente. Aqui, o papel de volume é feito pelo raio r,
e esta pressao calculada sugere uma possivel pressao radial, contra as “paredes laterais”
que a particula encontra no anel.

Uma grandeza bastante explorada na fisica do estado sélido é o calor especifico dos
materiais a volume constante, que é definido por ¢,y = C/N. Neste ambito temos, por
exemplo, o modelo de Einstein e o modelo de Debye, ambos descrevendo o comportamento
de sdlidos ao se variar sua temperatura [32]. Nesta abordagem modelaram as redes cris-
talinas através de um conjunto de osciladores. Aqui nao estamos lidando com oscilacoes
e sim com rotagoes, que surgem em diversas situacoes, principalmente na quimica, como
ja foi mencionado e ainda o sera.

Apenas a titulo de andlise, podemos comparar os resultados advindos do sélido
de Einstein para vibragoes com nossas predicoes para rotagoes. Observa-se no sélido de

FEinstein que cy tende a um valor constante quando toma-se o limite de altas temperaturas,
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T — 00, e vai a zero quando tendemos ao zero absoluto, 7" — 0. Estes comportamentos
assintéticos também sdo obtidos para as rotagoes livres. Fazendo T — oo em (4.24),
temos

cy = 73 = constante. (4.25)

J& se tomarmos o limite de baixas temperaturas em (4.20) o termo exponencial predomina

sobre os outros, levando a
cy = 0. (4.26)

Em contrapartida, a energia de ponto zero, que para os osciladores é diferente de zero,

para as rotacoes ¢ nula.
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Capitulo 5
Potencial peridédico

Um potencial periddico introduzido na equagao de Schrodinger é uma sofisticacao do
problema do rotor livre. Com ele nos tornamos capazes de modelar interagoes que surgem
periodicamente na regiao estudada como, por exemplo, pontos de equilibrio no etano [17]
ou moléculas imersas em uma estrutura cristalina [15]. Queremos um potencial com a

periodicidade
V(0+2r/N)=V(0). (5.1)

Escolhemos de maneira genérica, um potencial com a forma
V(€)= Vo (1 —cosNG), (5.2)

onde N é o numero de minimos do potencial e V[, é metade da altura da barreira de
potencial. Inserindo o potencial (5.2) na equacao de Schrédinger, obtemos
h? d*i

—57 78 + Vo (1 —cos NO)yp = Enp. (5.3)

Aproveitando-se da mudanca de varidvel feita em (3.32), fazemos N6 = 2¢, assim

V(g +m)=V(e), (5.4)

d2
dTZf + (@ — 2qcos2¢)p =0, (5.5)

obtendo uma equagao ja bem estudada na literatura como, por exemplo, em [18], [19] e
[20], que é a equagao de Mathieu. Desta maneira conseguimos mapear nosso problema de
anéis quanticos nessa conhecida equacao, cujo os parametros sao dados por

81 41Vj
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Onde a sao os valores caracteristicos da equacao de Mathieu e ¢ esta relacionado com a
barreira de potencial.
As solugoes da equacao de Mathieu sdo obtidas em [19] e desenvolvidas também no

fim desta dissertacao, no Apéndice A. Sao elas:

cea(d,q) = cosnp+ Yt (¢)q", n=012,..
k=1

sen(¢,q) = senn¢+z (o)t n=1,2,3,..

Onde ce, (¢, q) e se,(¢,q) sdo conhecidas por cosseno e seno elipticos, respectivamente.
As grandezas c,(cn) e 5,(6") sao séries de cossenos e senos, respectivamente, como podem ser
vistas de forma explicita em [18] e [19]. Para cada uma das fungdes de Mathieu hd um

valor caracteristico correspondente, e estes sao dados por séries dependentes de ¢

a, = n2+20z,(€n)qk,
k=1
(5.8)
b, = n2+2ﬂ,(g”)qk.

Aqui a, e b, sao valores caracteristicos de ce, e se,, respectivamente, e ozk e 6k
constantes.
Ao passarmos para a nova variavel, o potencial (5.2) tem um minimo na origem e

um periodo 7 (Fig. (5.1)). Espera-se entao que a densidade de probabilidade do sistema

2V,

V)

-0.5n 0 05n

Figura 5.1: Esboco do potencial periddico na nova varidvel ¢ no intervalo compreendido entre
—m/2 a +7/2. Hd somente um minimo que se encontra na origem do sistema.
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respeite essa mesma periodicidade, portanto, obtemos

U(o+m) = eP(9). (5.9)

O potencial (5.2) ndo apresenta singularidades, entao 1 deve ser continua fornecendo,
assim como para o rotor livre, uma fase a = 2sm, com s inteiro. As fungoes de Mathieu
sao divididas em duas classes, como pode ser visto no Apéndice A, e sao elas: periddicas e
antiperiodicas. Porém, por causa de «, somente as solugoes com periodo 7 sao verdadeiras
solucoes do problema. Tais solugdes com periodo 7 correspondem as autofungoes expressas

por (5.7) com indice par e seus respectivos valores caracteristicos:

A2n CeZn(¢7 Q> a2n(Q)7
Vnp(9) = (5.10)
Boniaseonia(d,q)  banta(q).

Onde, por nao existir, evitou-se o indice n = 0 para os senos elipticos. Na equagao (5.10)
acima, foi necessario atribuir um novo nimero quantico para rotular a autofungao 1 (¢), o
autovalor do operador paridade, que distigue a solucao impar com p = —1 da solugao par
com p = 1. Da mesma forma como antes, o valor de o em si nao importa no resultado final
da solugao, a tnica exigéncia que surge ¢ que seja um multiplo par de 7, implicando nas
solugoes expressas por (5.10). Os valores caracteristicos também nao sao influenciados em
nada com a escolha do valor de . Abaixo estao listadas as primeiras funcoes de Mathieu

que sao solucgoes do problema.

1 1 1 1
ceo(d,q) = 1—=gcos2¢+ —q’cosdp — —¢° (—COS6¢—7C082¢) +.

2 32 128 9
(5.11)
(,0) = sen26— —qsendd+ g’ sen6p — ——¢* (= sen8p — = sendo ) +
sex(@,q) = sen 1595en T £139 | 5 5en 5 Sen o
com os respectivos valores caracteristicos
B 1, 7Ty 29
G = T TRt Tt T
(5.12)
1 5
= 4— ¢+ ——q" + ..
b 24 T 3gmd T

Os valores caracteristicos sao nimeros (no nosso caso, pertencentes aos reais), porém
é proveitoso os vermos como funcoes do parametro g, deste ponto de vista os valores
caracteristicos de indice par sao todos funcoes pares de ¢q. A figura a seguir mostra essas
primeiras fungoes.

Quando g # 0 essas fungoes tém a propriedade de que ag < by < a; < by < as < ...
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a,b

0 T — it T T 1
5 1o 15 20
q ~<
~
-10 \\
~

\~
_20,
_30,

Figura 5.2: Valores caracteristicos das fungoes de Mathieu de indice par. As linhas continuas
se referem as funcgoes a, e as linhas tracejadas se referem as funcoes by,.

como pode ser visto no grafico da Fig. (5.2).

5.1 Casos especiais

Esse caso de potencial periddico inserido na equacao de Schrodinger é conhecido na lite-
ratura por hindered rotor [17] e ele permite estudar basicamente trés tipos de movimento:
oscilagoes quanticas, tunelamento rotacional e rotor livre. E interessante obter os casos
extremos quando se tomam certos limites. Em (5.6) podemos observar que ¢ tem uma
dependéncia direta com a altura da barreira de potencial. E intuitivo imaginar que, para
baixas energias (F < Vj), a particula diante do potencial (5.2) deve se comportar como
se estivesse sujeita ao potencial do oscilador. J& para o caso contrario, quando estivermos
a altas energias (E > V}), a particula deve praticamente nao “enxergar” as barreiras de

potencial, ficando livre para rotacionar sem obstaculos.

5.1.1 Limite ¢ —0 (E> W) :

Ao tomarmos ¢ — 0, o sistema tende ao regime do rotor livre, pois Vj — 0 = V(¢) — 0

(veja Fig. 5.3). Este limite na solugao (5.10) faz com que o somatério do lado direito das
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Figura 5.3: FEsbogco de um potencial periodico quando toma-se o limite ¢ — 0 e as trés pri-
meiras autoenergias do sistema. Neste limite a particula tende a ndo “enxergar” as barreiras de
potencial, aproximando-se assim da solucdo do rotor livre.

duas solugoes, que estao explicitos em (5.7), vé a zero, portanto, obtemos

ceon (0, q) ~ cos2ne,
Ynp = (5.13)
seant2(0,q) ~ sen2(n + 1)o.

A expressao (5.8) quando ¢ — 0, para os casos de indice par, nos retorna as, ~ (2n)* e
bonia ~ (2n + 2)%. Neste limite, por conta da nossa mudanca de varidvel, fica evidente
que nao somente ¢ — 0 deve ser tomado, mas também devemos fazer N = 1. Assim,
através da relacdo entre autoenergias e valores caracteristicos de Mathieu dada em (5.6),
as energias se tornam

h? h?

E,+1 = ZnQ e E,_ 1= E(n +1)2. (5.14)

Renomeando n+1 = n’ no seno de (5.13) e em E,, _; de (5.14), percebemos que chegamos

a seguinte solucao
cos 2n¢

Un(9) = e BE,=—=n° (5.15)
sen 2ng¢.

que é exatamente a solugao do rotor livre em (3.34).
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5.1.2 Limite ¢ - —oc0 (F < V) :

No caso de baixas energias, a particula nao “enxerga” o potencial como algo peridédico e

sim como um pogo confinante, assim como o potencial do oscilador harménico (vide Fig.

(5.4)).

2V,

-0.5m 0 05m

Figura 5.4: FEsboco de um potencial periodico quando se toma o limite de ¢ — —oo e as
trés primeiras autoenergias do sistema. Aqui, para baixas energias, a particula “enzerga” um
potencial confinante, semelhante ao do oscilador harmaonico.

O equivalente de se tomar o limite ¢ — —o0 é buscar solucoes nas proximidades do

minimo do potencial, assim devemos expandir o termo de cosseno na regiao préxima de

¢ =0.
cos20=1—2¢*+ ... (5.16)

portanto, considerando termos até segunda ordem da expangao do potencial (5.2), ficamos

com

V(9) ~ 2V ¢, (5.17)

entao a equacao de Mathieu torna-se

4

10 + [(a —2q) + 4¢¢°] ¥ = 0. (5.18)

E conveniente fazermos uma transformacao de variavel como se segue

¢ = (—4q)'*g, (5.19)
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isto nos rende uma nova equagao,

&y

6%2—5%b+}ﬁb:0, (5.20)

com K = (a — 2q)/+/—4q.

Repare que a equagao (5.20) é a equagao do oscilador harménico quantico [6]. H4,
na realidade, que se tomar um cuidado que foi tomado desde o titulo desta secdao, mas
ainda nao justificado. Observe que apenas obtemos a equagao do oscilador quantico por
conta da transformacao (5.19). £ deve pertencer aos reais, portanto a transformacao exige
que ¢ seja negativo. Caso contrario, K seria complexo, o que nao pode ocorrer, pois ele
esta relacionado com as energias do sistema, que bem sabemos, devem ser reais.

A autofuncgao encontrada neste limite é entao dada por

Un(€) = Ane 812 Hy(6). (5.21)

A expansao dos valores caracteristicos para ¢ —» oo pode ser vista, por exemplo, em [18]

e é dada pela seguinte série

(2n+1)2+1

ap ~ by~ —2¢+2(2n+1)\/q — 3 L

(5.22)

que esta em perfeito acordo com o resultado obtido através de nosso limite, pois para

existir solucoes aceitaveis, devemos ter que
K=2n+1=a=22n+1)v/—q+2q, (5.23)

que sdo os termos mais relevantes de (5.22). Lembrando da dependéncia de a com as

autoenergias, ficamos com

RN? g2 N?
_l’_

E,=(2n+1)V—q Wi " V. (5.24)

No entanto, vendo a equagao (5.6), percebe-se que os dois tltimos termos de (5.24) devem

1\ R®N?\/—¢q
E, = - ————, 2
(n—l— 2) i (5.25)

se cancelar, portanto

que é exatamente da mesma maneira que o oscilador quantico se comporta, com frequéncia

angular identificada como sendo
hN%/—
w = Tq. (5.26)



Capitulo 5. Potencial peridédico 40

5.2 Normalizacao e corrente de probabilidade

As funcoes de Mathieu sao normalizaveis e nos livros-textos esta normalizagao é feita com
relagao ao intervalo (0, 27}, mas bem sabemos que o intervalo aqui deve ser de (0, 7|, assim

a normaliza¢ao nos da que

o leeo(d, @)Pdo = 7
:>A0=\/g e An:Bn:\/g (n#0).
foﬂ[cen(gba q)]?de = foﬂ[sen(gb, q)?d¢ = z

(5.27)
As funcgoes de Mathieu claramente tém paridade definida e o produto
dip
— 2
=4 (5.29)

obviamente é impar, como a corrente de probabilidade deve ser uniforme para estes casos

estacionarios, teremos em toda a regiao do anel
j=0. (5.29)

Finalmente, a solu¢ao em forma explicita para o potencial periddico pode ser ex-

pressa como

AQ'”« C62n(¢, Q) h2N2 (GQn - QQ)
Bonyaseania(9,q) (bany2 — 2q).
Repare que para o rotor livre tinhamos que [Hyopiiv., 1] = 0 e [Hiot1iv,, L2] = 0,

porém, [L,,II] # 0. Estas relagoes eram as responsaveis pela degeneréncia do rotor
livre. Ha uma relagao interessante entre Il e L, pois, por exemplo, quando II atua sobre

autofuncoes de L, obtemos

[e? = =0 (5.31)

e ™ = ™, (5.32)
ou seja, quando o operador paridade atua sobre autofungoes do operador momento angu-
lar, ¥(r.), ele gera outras autofuncoes de L., e o mesmo ocorre para o operador L. atuando
sobre autofuncoes do operador paridade, ). Assim, tanto It ) quanto L.vy) geram
novas autofuncoes de H,ot v, € entao obtinhamos solugoes duplamente degeneradas para
o rotor livre.

Surge agora que, quando insere-se o potencial V() = V(—6) ao hamiltoniano,
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temos [Hperiods L] # 0, quebrando uma das simetrias que haviam para o rotor livre,
implicando na quebra da dupla degenerescéncia. A visualizagao desta quebra na dupla
degenerescéncia é evidente na Fig. (5.2), que mostra os valores caracteristicos de Mathieu

como funcoes de q. Quando g # 0 a degenerescéncia existente em ¢ = 0 se esvai.
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Capitulo 6
Teoria dos orbitais moleculares

No estudo de sistemas complexos, tais como as moléculas, observa-se grandes dificulda-
des ao se aplicar a mecanica quantica. Isto ocorre mormente porque quanto mais corpos
envolvidos no sistema, mais complicado se torna seu hamiltoniano. Sendo assim, apro-
ximagoes, teorias perturbativas, auxilio de outras teorias e etc. sao vistas com bons olhos
no que diz respeito ao fato de dar suporte a uma abordagem principal que se depara com
dificuldades técnicas.

Na quimica quantica sao utilizados intimeros destes artificios, e aqui nos apoiaremos
sobre a ja bem estabelecida teoria de Hiickel [3], desenvolvida para descrever os orbitais
moleculares.

Erich Hiickel, ao estudar anéis aromaticos, desenvolveu um método para obter como
as estruturas eletronicas estao dispostas em moléculas. Nesta teoria leva-se em consi-
deracao apenas os elétrons m, enquanto que as ligacoes o sao entendidas como as res-
ponsaveis pela estrutura molecular. Ligagoes o sao as ligagoes simples, onde dois orbitais
atomicos se combinam de forma a manterem seus eixos de simetria colineares, como ilus-

trado em Fig. (6.1).
>EPDC€ - PEDO-
P FiF] B
—ffﬁ (:&'3—-: -8 \"‘é‘-—‘\' ]
L }-‘:,. -, ‘___b_r" \.“—Jflf:.f _.I- ‘_’_.3‘

Figura 6.1: Ilustracdo das possiveis maneiras de ligagoes o serem feitas.

Orbitais que se sobrepoem lateralmente, ou seja, com seus eixos de simetria dispostos
paralelamente, sao responsaveis pelas chamadas ligacoes m, que sao mais fracas que as
ligagoes o (veja Fig. (6.2)). Em toda ligacao eletronica temos uma ligagao o, a ligagao
simples contém uma ligagao o, a ligacao dupla tem uma ligacao o e uma ligacao 7, e na

ligacao tripla temos uma ligacao o e duas ligacoes .
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=z

Figura 6.2: Ilustracdo das maneiras como ocorrem as ligacoes m.

Hiickel se baseou no modelo LCAO (sigla em inglés para Combinagao Linear de
Orbitais Atomicos) para escrever sua teoria. Assim, a fungdo que descreve os orbitais
moleculares é escrita na base dos orbitais atomicos p®, que sao ortonormais, como se

segue:

Esta fungao obedece a equagao de Schrodinger independente do tempo

Ao multiplicarmos (6.2) por p? pela esquerda e integrando sobre o elemento de volume

dv, definimos os seguintes elementos de matriz:

Hy= [viHpdo o $,= [vio=s, (6.3)

Onde ¢;; é o delta de Kronecker. Temos assim, uma equagao matricial para resolver, dada
por

(H- E,S)cy = 0. (6.4)

Onde as matrizes H e S sdo definidas pelos elementos expressos em (6.3) e ¢, €é uma

matriz coluna com os elementos ¢/ de (6.1). Para evitar a solugdo trivial, a qual tem c,
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identicamente nula, devemos ter que a matriz resultante dentro dos parénteses em (6.4)

nao pode admitir inversa, logo, seu determinante deve ser nulo
det(H— E,S) =0. (6.5)

Hiickel define que o valor esperado da energia em um certo estado p?, dado por H;;,
¢ sempre um valor negativo a. E para levar em consideracao apenas as interacgoes dos
orbitais atomicos adjacentes, que devem ser mais intensas que as interacoes com os outros

orbitais mais distantes, definiu ainda que

B, se j=1i=%1

0, para outros casos.

Onde  é um valor constante. Dessa maneira chega-se a uma equagao secular envolvendo
os niveis de energia permitidos para os elétrons m da molécula estudada. No caso de uma

molécula com estrutura linear a equacao secular que deve-se calcular é do tipo

B a—-E pB
Dy = det : : : : : : =0, (6.7)
f a—-E B
0 16 a—F
e para moléculas fechadas, temos
a—F g 0 B
15} a—FE 0
Dy =det | S P : =0. (6.8)
0 0 b a—F 15}
B 0 0 0 6] a—F

O subscrito N é a ordem da matriz e corresponde ao nimero de atomos que geram
os orbitais moleculares. Para o caso do benzeno, por exemplo, temos N = 6, pois cada
atomo de carbono contribui com um orbital atémico p*. Resolvendo (6.8) para o benzeno,

obtemos seis valores para E:
E1:Oé+2ﬂ, E2:E3:Oé+6, E4:E5:a—5eE6:oz—26. (69)

Este resultado fornece os niveis de energia do benzeno. Um esquema ilustrativo destes

niveis é dado pela Fig. (6.3) que se segue.
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Figura 6.3: FEsquema da disposicao dos niveis de energia da molécula de benzeno sequndo a
teoria dos orbitais moleculares de Hiuckel.

Esta teoria de Hiickel considera algumas simplificacoes com a finalidade de facili-
tar na hora de calcular o determinante da equacao secular, no entanto, ela faz étimas
predicoes como, por exemplo, a explicacao da estabilidade que a molécula de benzeno
exibe considerando-se os elétrons 7 deslocalizados [3]. Claramente estas simplificagoes,
como o fato de desconsiderar a interacao de orbitais nao adjacentes, acarretam em dispa-
ridades com relacao a alguns resultados experimentais como, por exemplo, a nao previsao
das trés transicoes eletronicas observadas para esta molécula, no entanto, ela deve dar
suporte ao desenvolvimento de outros modelos para mesma a molécula. Este é o objetivo
de introduzir esta teoria aqui. No proximo capitulo nos confrontaremos com dificuldades
ao descrever a molécula de benzeno através do modelo desenvolvido no capitulo anterior
a este, porém, a previsao de estados degenerados que a teoria de Hiickel fornece auxilia

no trabalho fenomenolégico que propomos ao se buscar o espectro do benzeno.
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Capitulo 7
Benzeno

Diante o exposto até agora, nos vemos capazes de aplicar os conceitos de anel quantico
as moleculas, assim como ja foi feito para o etano e para o complexo Pt Clg ~ em [17], ou
para moléculas diatomicas em cristais, como feito por Linus Pauling em [15]. A molécula
de benzeno é o mais simples anel aromatico e é a estrutura fundamental para a criagao
de todos os outros. Mesmo sendo ele o mais simples dos anéis, é um caso interessante e
complicado de se estudar, a reproducao tedrica dos resultados experimentais se mostra
ainda em dificuldades. Diversos métodos sao utilizados na tentativa de descrever moléculas
organicas complicadas, tanto métodos tedricos, como a teoria dos orbitais moleculares de
Hiickel ou pela abordagem da teoria de Hartree-Fock, como também ha métodos semi-
empiricos, como os métodos ZINDO e INDO, todos sendo abordados em [3].

O benzeno se assemelha a um anel quantico por ter uma estrutura hexagonal re-
gular que pode ser aproximada para uma circunferéncia. Este anel, que é constituido de
carbonos e hidrogénios, contém tanto elétrons o quanto elétrons 7.

O benzeno, cuja formula molecular é CgHg, é constituido de seis carbonos e seis
hidrogénios. Ha seis elétrons m no benzeno, que formam trés ligagoes duplas. Imaginava-
se que essas ligacoes deveriam se alternar entre as ligagoes simples, criando assim duas

configuragoes possiveis para o benzeno, como mostrado na figura abaixo.

Figura 7.1: Duas possiveis configuracoes do benzeno em que os elétrons w sdo bem localizados
e as ligacdes duplas se alternam entre as simples.

Isto ja foi caso de grande discussao, pois em uma ligagao simples (C—-C), a distancia
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entre os carbonos é em média de 0, 154 nm, enquanto que para as ligagoes duplas (C=C),
essa distancia é de aproximadamente 0, 134 nm, logo, esperava-se que o benzeno fosse um
hexagono irregular, no entanto, é observado experimentalmente que ele é um hexagono
regular com comprimentos de ligacao de aproximadamente 0, 139 nm. Foi entendido entao
que os elétrons 7 sao elétrons deslocalizados sobre o anel, e nao alternando-se entre duas
configuragoes possiveis, isto lhe confere uma estabilidade, predita pela teoria de Hiickel.
Os carbonos do benzeno sao hibridos sp?, ou seja, os orbitais s, p, e p, se combinam,
de modo a gerarem trés orbitais sp?, cada um ocupado por um tnico elétron, assim
sobra um orbital p,, que é perpendicular a esses orbitais hibridos. Estes orbitais sp? sao
responsaveis pelas ligagoes sigma, que formam a estrutura da molécula. Ja os orbitais p,
que sobram de cada carbono se sobrepoem em seus adjacentes, e como dito no capitulo

anterior, geram os orbitais moleculares, regiao que os seis elétrons m devem popular.

Figura 7.2: Esquema de como o0s orbitais moleculares da molécula de benzeno sdo gerados. A
figura da esquerda é wma vista superior do benzeno e mostra os orbitais atémicos que formam
as ligacdes sigma da molécula. Na figura do lado direito temos os orbitais atémicos p, de cada
carbono, responsdveis por gerar os orbitais moleculares.

Como ja dito anteriormente, muitas das moléculas estudadas no ambito da aborda-
gem de rotores quanticos, tais como o etano [17] e moléculas contendo o grupo metil [16],
tém o espectro infravermelho esmiugado, pois tratam-se de movimentos rotacionais e/ou
vibracionais de um grupo molecular. No entanto, no tratamento que faremos aqui para o
benzeno, estaremos interessados no espectro ultravioleta, que diz respeito ao movimento
de elétrons que podem transitar entre os niveis de energia dos orbitais moleculares [33],
[34], [35], [36] e [37].

No benzeno hé trés transicoes eletronicas observadas [37]. A espectroscopia mole-
cular na regiao do ultravioleta fornece duas bandas de absorcao. A banda primaria tém
dois picos, correspondentes as transi¢oes com comprimentos de onda em torno de 184 nm
e 202 nm, ja na segunda banda temos a transi¢ao eletronica de maior comprimento de
onda, que é aproximadamente de 255 nm [38]. A energia de ionizacao da molécula é de

9,24 eV, correspondente a um comprimento de onda préximo de 134 nm [39].
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Na transicao de estado de um elétron ha a absorcao de fétons com energia cor-
respondente a diferenca entre as energias desses estados. Calculamos isto da seguinte

maneira

AFE,, ., = hv. (7.1)

Onde m e n rotulam os estados inicial e final, respectivamente, h é a constante de Planck
e v é frequéncia do féton absorvido. Lembrando que a velocidade da luz é ¢ = Av e
omitindo os rétulos m e n a fim de evitar muitos simbolos para as préximas equagoes,
temos a seguinte expressao para o comprimento de onda do féton absorvido na transicao

de estados
he

Agora lembramos que, para um anel quantico, ja temos a expressao das energias permi-

A\ (7.2)

tidas, e estao explicitas em (5.30). Assim ficamos com

4rlc

A= Veraa

(7.3)

onde definimos Aa como sendo a diferenca entre valores caracteristicos de Mathieu corres-
pondentes aos estados envolvidos na transicao, nao necessariamente apenas entre valores
de a,, mas também quando envolve-se os b,. Ha também, na expressao para as ener-
gias, uma dependéncia do nimero de minimos do potencial, e aqui para o benzeno é feito

N = 6, com o potencial esbocado como abaixo.

2V,

-m -05m 0 05m n

Figura 7.3: Fazendo N = 6 na expressao do potencial periddico, temos um esboco do compor-
tamento do potencial eletrostdtico presente na molécula de benzeno.

A molécula de benzeno é enxergada pelos seus elétrons m como um caminho circular

com seis obstaculos periodicamente espacados. A regiao onde os 16bulos dos orbitais p, se
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sobrepoem correspondem aos maximos do potencial da figura, ja os minimos correspondem
as posigoes dos carbonos fixos na molécula. Isto ocorre porque os elétrons 7 (livres)
enxergam uma carga liquida diferente de zero, portanto sentem-se atraidos pelos carbonos
com carga positiva.

A solucao para este caso do benzeno é dada por

AQn Ce2n(397 Q) 9h2 (a2n - 2(])
¢np(9) = e Enp = T X (74)
Bop o Se2n+2(307 CI) (b2n+2 - 2(1)-

O benzeno é uma molécula bem mais complicada do que aparenta ser, um motivo
para isto é o fato dela ter seis elétrons livres para interagir. Na histéria da mecancia
quantica, um de seus grandes triunfos foi a 6tima descricao do dtomo de hidrogeénio, o
mais simples de todos os elementos da tabela periddica. Ao se estudar o segundo elemento,
o hélio, ja nos defrontamos com grandes dificuldades em sua descri¢ao, isto por conta da
interacao que surge na repulsao elétron-elétron em sua nuvem eletronica. As coisas s
pioram dai em diante. Logo percebe-se que descrever moléculas ¢ um caso de altissima
complexidade. A solugao (7.4) é uma solu¢ao para um tnico elétron que interage somente
com a barreira de potencial periddica gerada pelas superposi¢oes dos orbitais atomicos.

A teoria de Hiickel prevé uma disposi¢ao bem simétrica dos orbitais moleculares do

benzeno, como é mostrado na figura abaixo.

Es=a-2

Ei=Es=u-p

Ex=Ei=a+p i ‘ ' '
Ei=a+2f i ‘

Figura 7.4: Esquema dos orbitais moleculares do benzeno sequndo teoria de Hiickel. O estado
fundamental é nao degenerado e € ocupado por dois elétrons emparelhados. O primeiro estado
€ duplamente degenerado e comporta quatro elétrons w. QOs orbitais com energia positiva $Go
chamados de antiligantes e sdo ocupados apenas quando a molécula é excitada energeticamente.

Os orbitais ligantes tendem a estabilizar a molécula, enquanto que os antiligantes
tendem a desestabiliza-la. Esta teoria, que leva em conta todos os elétrons, prevé uma
dupla degenerescéncia no segundo e no terceiro nivel da molécula de benzeno. Como nossa
teoria leva em conta apenas um elétron, para tratar a molécula de maneira fenomenolégica,

nos apoiaremos por vezes em resultados oriundos dessa teoria dos orbitais moleculares.
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Pode ser verificado que, se nao levarmos em conta tal degenerescéncia do nivel
n = 1 no ground state da molécula, a solu¢dao (7.4) nao pode reproduzir os resultados
das trés transigoes que ocorrem no benzeno. Sem orbitais degenerados, a transi¢ao do
elétron mais externo, comumente chamado na literatura de HOMO (highest occupied
molecular orbital), para o orbital vazio de mais baixa energia, conhecido como LUMO
(lower unoccupied molecular orbitals), ocorreria do nivel 2 — 3, pois do 0 ao 2 estariam
sendo ocupados por todos os seis elétrons 7. Com esta configuragao vemos que, através
de métodos computacionais, nao existe valor do parametro ¢ que se ajuste aos dados
experimentais. Percebe-se entao que a teoria de Hiickel se faz necessaria no que diz
respeito aos estados degenerados do benzeno.

A transicao eletronica correspondente ao maior comprimento de onda, ou seja, de
menor energia, corresponde a transicao 1 — 2. Nesta transicao, como ja foi mencionado,
é absorvido um féton com comprimento de onda M\, = 255 nm. A expressao para o
comprimento de onda (7.3) depende do valor de g que estd implicito em Aa. Uma vez
fixado o valor de g para A4, espera-se que as outras transi¢oes, A\; e Ay retorne os valores

obtidos experimentalmente. Temos que

Amaz = 265 nm = Aa = 0, 275. (7.5)
Para esta transicao, temos
Aa=as— by = 2q? — =g+ O(¢") (7.6)
SR LT ’ ‘

e utilizando métodos computacionais encontramos
q=0,764. (7.7)

Note que encontramos um valor positivo para ¢, no entanto, segundo a equagao (5.6), este
valor deveria ser negativo. O que ocorre é que, para qualquer transicao, teremos que Aa
sera uma série de poténcias par de ¢, portanto a troca, —q — ¢ ¢é licita. Com esse valor

fixado, as transi¢des do benzeno sao as listadas na tabela (7.1).

valor calculado (nm) | valor experimental (nm)
Amix 255,19 255
A 95,8152 204
A2 92,8150 182

Tabela 7.1: Tabela comparativa dos valores de comprimento de onda do espectro do benzeno.
Para os valores calculados utilizou-se g = 0, 764.

Uma enorme incoeréncia fica explicita ao gerarmos os valores de A para as préximas

transicoes. Eles sao praticamente os mesmos, diferenciando-se somente na quarta casa
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decimal e estao na ordem de unidades de nanometros, enquanto deveriam estar na casa
das centenas de nandometros. Alguma coisa nao foi levada em consideracao em nossa abor-
dagem e com um olhar mais meticuloso lan¢ado sobre a expressao (7.3), que a principio
julgamos ter apenas um paramentro “livre” a ser determinado (g), vemos que o momento
de inércia considerado foi baseado nos valores padroes de massa do elétron e “raio” do
benzeno. Em muitos desses casos que tratam moléculas complexas, interagoes que nao
sao consideradas alteram a massa ou o momento de inércia da particula estudada, e sao
trocadas por suas massa (m.s) ou momento de inércia efetivos (I.5). O momento de
inércia calculado é

I=m.r?=1,76 x 107°° kg.m?, (7.8)

onde m, é a massa do elétron e r = 0,139 nm ¢ a aresta do benzeno e a utilizamos como
seu raio.
Como devemos encontrar o valor efetivo do momento de inércia I, podemos rees-

creve-lo como
Iy =al, (7.9)

onde [ é dado por (7.8) e @ é um fator de propor¢ao que devemos encontrar. Inserindo
I.; ao invés de I na equacao de Schrodinger ficamos com o comprimento de onda dado

por
4rel

n= 9hAa, @

Podemos entender melhor o que ocorre com essa dependéncia de « definindo a partir de

(7.10)

(7.10) a seguinte fungao:

4mel
n = )\n - o, 711
f (q> exp ghAan ( )
onde A, ¢ o valor do comprimento de onda experimental da n-ésima transigao. Cada

uma das trés proximas figuras mostram as curvas de (7.11) para cada caso de transigao,
ou seja, para n = mdxr, n =1 en =2 . Na Fig. (7.5) temos a = 1, na Fig. (7.6) temos
a = 10, e na Fig. (7.7) a = 100, ou seja, estamos aumentando a ordem de grandeza de
L.

Vemos nos graficos o modo como as fungoes evoluem ao se variar o parametro a.
Nesta analise, a busca de raizes das trés curvas é nosso objetivo. Dois parametros estao
sendo buscados aqui, a e q. O valor de ¢ que for raiz nos da exatamente o valor de
transicao que ocorre experimentalmente, e no primeiro caso, onde temos a = 1, obtemos
raiz apenas para a primeira transicao, e é por isso que quando fixamos este valor de ¢
obtivemos um grande disparate com relacao as outras transigoes, estampados na Tabela
(7.1).

Para o = 10 o grafico mostra que continuamos com raiz apenas para a primeira
transicao, porém seu valor aumenta levemente. Ainda havera valores muito distantes dos

medidos nas préximas transigoes.
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50

Figura 7.5: Curvas das trés transicoes eletronicas do benzeno em funcdo do parametro de
barreira de potencial, q, para o = 1. A linha continua se refere a primeira transi¢cao, a linha
tracejada a sequnda, e a linha pontilhada a terceira.

50

40

Figura 7.6: Curvas das trés transi¢oes eletronicas do benzeno em fungao do parametro de
barreira de potencial, q, para o = 10. A linha continua se refere a primeira transicdo, a linha
tracejada a sequnda, e a linha pontilhada a terceira.
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Figura 7.7: Curvas das trés transi¢des eletronicas do benzeno em fun¢do do parametro de
barreira de potencial, q, para o = 100. A linha continua se refere a primeira transicdo, a linha
tracejada a sequnda, e a linha pontilhada a terceira.

Uma mudanca drastica no comportamento das fungoes ocorre quando fazemos o =
100. Surgem raizes para todas as trés curvas e com grande diferenca entre si, com raizes
variando de pouco menos de 20 até préximo de 60. Bom, assim j& vimos que o momento de
inércia é o grande responsavel pela possibilidade de transi¢do (ou nao) dos elétrons mais
externos do benzeno. O momento de inércia efetivo é aumentado com relagao ao calculado
possivelmente pela interagao coulombiana complicada com os outros cinco elétrons 7 da
molécula.

Essas raizes se distanciam cada vez mais ao aumentarmos o valor de a. Devemos
agora, neste intervalo de 10 < a < 100, buscar o valor de o que tenha uma raiz comum
as trés curvas, pois assim obteriamos teoricamente os valores exatos experimentais. No
entanto, como esperado, isto nao ocorre. O que devemos fazer entao é buscar o valor de
a neste intervalo que retorne a menor diferenca entre as raizes, e entao escolher um valor
de ¢ contido neste intervalo, de modo a obtermos valores préximos dos comprimentos de
onda observados em laboratorios.

Utilizando o auxilio de métodos numéricos, podemos observar que as raizes surgem
quando temos um valor de o = 34,356, com um intervalo maximo entre as raizes de
9,021 (veja Fig. (7.8)). Ainda fazendo o uso de métodos numéricos é possivel varrermos
estes valores até nao muito distante, como por exemplo a = 63,096, onde o intervalo
entre raizes ja é de 13,268 (veja Fig. (7.9)). Ap6s isto estes intervalos entre sé tendem a

aumentar.
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Figura 7.8: Grdficos das fungoes para o = 34,356, que € quando surgem raizes para todas as
trés curvas.

504

40

Figura 7.9: Curvas para o = 63,096. As curvas tendem a se afastar quando aumenta-se muito
o valor de .

No intervalo de 34,356 < a < 63,096 deve haver um « que minimize a diferenca
entre as raizes, e ¢ ele que buscamos. Varrendo sobre os valores de a no intervalo de

interesse, encontramos que o menor intervalo entre essas raizes é de 6,913 quando fazemos
a = 40,179. (7.12)

As raizes que surgem neste caso sao dadas por
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¢ = 11,321
¢ = 4,407 (7.13)
g3 = 5,467.

O gréfico referente a este intervalo é o que se segue

RN
50
401
-
-~
-
‘.' //
£, 301 -
-~
_
- -
20 i
-
n' //
10 s
o/
//
01— ‘
e 10 20 30 40 50
q
10

Figura 7.10: Curvas para o = 40,179, que € quando obtém-se o intervalo minimo entre as
suas raizes.

Podemos agora, através de (7.9), calcular o momento de inércia efetivo do benzeno

utilizando o valor de (7.12).
I; = 17,064 x 10~* kg.m”. (7.14)

Ou seja, o momento de inércia efetivo é cerca de quarenta vezes maior que o momento
de inércia calculado. Assim, sé nos resta definir o valor de ¢ apropriado, que deve estar
compreendido no intervalo 4,407 < ¢ < 11, 321.

Nao ha mais condicoes explicitas que devemos seguir de modo a eliminar outros
valores de ¢ inadequados. Algo que podemos reparar é que temos basicamente trés pos-
sibilidades. Na Fig. (7.10), do menor intervalo, vemos que ha duas regides que passam
muito proximas das curvas: uma em torno de ¢ = 5, que resultard em 6timos resultados
para as duas ultimas transicoes em detrimento do comprimento de onda méaximo, e outra
proxima de ¢ = 11, que retornard um excelente valor para A4, porém incompativel com

as duas préximas transigoes.
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e ¢ =10,5:
valor calculado (nm) | valor experimental (nm) | erro (%)
Amix 268, 53 255 +5
N 138,19 204 31
" 114, 63 182 36

Tabela 7.2: Comparac¢do dos valores experimentais de A do benzeno com os valores obtidos

para q = 10, 5.
e ¢=06,0:
valor calculado (nm) | valor experimental (nm) | erro (%)
Amdix 430, 66 255 +69
N 181, 20 204 9
Ao 171,83 182 -5

Tabela 7.3: Comparacdo dos valores experimentais de A do benzeno com os valores obtidos

para q = 6,0.

Parece evidente que o caminho mais correto a se tomar é buscar um valor médio

entre esses dois pontos, de maneira a homogeneizar os erros.

e ¢ =285
valor calculado (nm) | valor experimental (nm) | erro (%)
Amisix 314,17 255 +23
N 154,95 204 —93
N 136,47 182 94

Tabela 7.4: Comparac¢do dos valores experimentais de A do benzeno com os valores obtidos
para ¢ = 8, 5.

O valor intermediario é o mais imparcial dos resultados, como esperado, dando em
torno de 20% de erro para cada transicdo do benzeno. Com este caso de ¢ = 8,5 fixo,

utilizamos (5.6) e determinamos o que faltava, a altura da barreira de potencial, com
2Vp = 15,02 eV. (7.15)

Na Fig. (7.11), temos o grafico do potencial com o parametro ¢ = 8,5 fixado, o

que corresponde a uma barreira de altura dada por (7.15). Sobreposto ao gréfico do
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Figura 7.11: Espectro energético do benzeno para uma barreira de potencial de 15,02 eV. Os
dois primeiros niveis de energia sdo ocupados pelos seis elétrons m no ground state da molécula.
Os niveis By, E3 e E; sao ocupados quando excita-se a molécula de benzeno energeticamente.

potencial periédico, também em unidades de elétron-volts, esta o correspondente espectro
energético obtido por meio das funcoes de Mathieu. Os dois primeiro niveis, Fy e E7, sao
ocupados pelos seis elétrons 7 contidos no benzeno, quando a molécula se encontra no
estado fundamental. Pelo principio de exclusao de Pauli, o nivel Ey é ocupado por dois
elétrons de spin opostos e o nivel E; comporta os outros quatro, pois estamos utilizando
o resultado da abordagem de Hiickel, que preve uma dupla degenerescéncia neste nivel.

A teoria nao preve a ionizacao destes elétrons, pois hé infinitos valores caracteristicos
das funcgoes de Mathieu. Aqui nds truncamos as solugoes em n = 4, pois se conhece
muito bem as possiveis transicoes do benzeno, no entanto, levando em conta o resultado
matemaético, teriamos o seguinte espectro da Fig. (7.12).

Apébs o nivel n = 4, os niveis nao sao degenerados, mas ficam tao préximos a
ponto de se tornarem indistinguiveis graficamente. Pelo resultado matematico, todos
esses préoximos niveis seriam permitidos, no entanto, a ionizagao do benzeno se da a
energia de Ej;,, = 9,24eV [39] e a energia necessdria para o elétron chegar ao estado Ej
seria de aproximadamente 16,7 eV, muito além de seu ponto de ionizacao.

Podemos ver também o comportamento das densidades de probabilidade de se en-
contrar o elétron no benzeno. Os dois primeiros autoestados nos fornecem as regioes onde
os elétrons, no estado fundamental do benzeno, podem ser encontrados. Em Fig. (7.13)

e Fig. (7.14) mostramos estes resultados.
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Figura 7.12: FEspectro energético do benzeno para uma barreira de potencial de 15,02 eV sem
truncar as solugoes. As duas ultimas curvas de energia sdo na verdade quatro. Os niveis Ej5 e
Eg estdo tdo proximos que graficamente sao praticamente indistinguiveis. Analogamente ocorre
para os niveis By e Eg.
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Figura 7.13: A curva em negrito corresponde a densidade de probabilidade do primeiro auto-
estado, p = |Ag ceo(30,q)|>. A curva delgada representa o potencial periédico do benzeno.
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Figura 7.14: A curva em negrito corresponde & densidade de probabilidade do seqgundo autoes-
tado, p = | By se2(30,q)|?. A curva delgada representa o potencial periédico do benzeno.
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Capitulo 8
Conclusoes

Efeitos de interesse tanto tedrico quanto experimental, surgem no estudo de anéis quanticos,
assim como a corrente persistente ou o efeito Aharonov-Bohm. Esta dissertacao se propos
a estudar uma classe desses anéis quanticos. O mais rudimentar dos anéis é o famigerado
rotor livre, que ainda que simples, levanta discussoes sobre possiveis fases que surgem em
sua funcao de onda. No Capitulo 3 observou-se que podemos buscar solucoes do rotor
livre, tanto via operador momento angular (L), quanto via operador paridade (II), pois
ambos comutam com o hamiltoniano. Nas duas abordagens utilizou-se como condicao
de contorno, nao a tao usada periodicidade da autofungao, ¥ (6) = (0 + 2m), mas sim
a periodicidade do seu quadrado, p(f) = p(0 + 27), pois esta sim é uma grandeza fisica
mensuravel, a densidade de probabilidade de se encontrar uma particula em uma certa
regiao. Esta exigéncia nos forneceu uma infinidade de possibilidades de solucao por conta
da fase & = mm que surge, no entanto, com um olhar mais atento percebemos que hé, na
verdade, duas classes de solugoes que podem ser resumidas fazendo-se: m =0 e m = 1.
Quando m = 0, obtemos o conhecido espectro do rotor, no entanto, m = 1 é um espectro
totalmente novo e aparentemente legitimo. Apelando para o critério de continuidade que
a equacao de Schrodinger impoe sobre a autofuncao, m = 1 se revela uma solugao enga-
nosa, e podemos concluir que os livros-textos, ao utilizarem a condi¢ao de continuidade
da autofuncao, estao implicitamente utilizando em conjunto, a condicao de contorno da
densidade de probabilidade e a continuidade que a equacao de Schrodinger forca a solucao
obedecer.

Ainda para o rotor livre, no Capitulo 4, foi feito um estudo fisico estatistico baseando-
se na abordagem feita em [30]. As principais grandezas termodinamicas foram obtidas a
partir da funcao de particao canonica. Um comparativo entre estes rotores livres e o mo-
delo de osciladores do sélido de Einstein é discutido brevemente e observa-se que o calor
especifico em ambos 0s casos tém comportamentos assintéticos similares, pois para altas
temperaturas, nos dois casos, ¢y tende a um valor constante e quando estamos proximos
do zero absoluto ¢y vai a zero. Porém, diferentemente dos osciladores, a energia de ponto

zero dos rotores é nula.
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Um anel quantico que se encontra livre de interagoes eletromagnéticas externas e
que possui uma configuracao interna periddica, pode muito bem ser descrito por um
potencial periddico como, por exemplo, o utilizado V' = Vy(1— cos Nf). Neste caso o
hamiltoniano somente comuta com o operador paridade. Esta escolha nos traz grandes
beneficios praticos, pois conseguimos mapear a equacao de Schrodinger independente do
tempo em uma equagao de Mathieu. E utilizada, também aqui, a condi¢ao de contorno
periédica sobre p(6), que faz surgir a mesma fase existente no problema do rotor livre. Ao
contrario do que é mostrado em alguns trabalhos, como por exemplo em [15], [22] e varios
outros citados em [22], a condi¢ao antiperiédica deve ser deixada de lado, pois somente
a condicao periddica respeita a continuidade que a equacao de Schrédinger impde sobre
(0), isto leva a eliminacao das solugoes com m = 1, mostrando que somente as fungoes de
Mathieu de indice par sao solugoes fisicas legitimas. Estas solugoes se mostram realmente
as corretas apos tomarmos os limites assintoticos e reobtermos solugoes do rotor livre
para o caso de altas energias (E > V}), e retomarmos as solugoes do oscilador quantico a
baixas energias (F < Vj).

Um caso pratico e novo foi abordado no Capitulo 7, na descricao da molécula de
benzeno através deste modelo de hindered rotor. Fazendo N = 6 obtemos uma estrutura
de potencial que deve se assemelhar ao potencial eletrostatico ao qual os elétrons 7 do
benzeno estao sujeitos. Analisando as trés transicoes eletronicas possiveis no benzeno,
fica claro que um modelo de rotor livre estda longe de ser uma boa descrigao tedrica
desta molécula. Utilizando o modelo de potencial periédico e se apoiando na teoria de
Hiickel, descrita brevemente no Capitulo 6, obtemos uma solucao com dois parametros
livres, o que nao ocorre no rotor livre. O momento de inércia efetivo e a altura da
barreira de potencial presente no benzeno foram estimados com o auxilio de programacao
computacional. Utilizando os dois primeiros niveis de transigao (correspondentes a Apx
e A1) estipulou-se o intervalo em que o valor de ¢ deve se encontrar (4,407 < g < 11,321),
e a este intervalo corresponde um momento de inércia efetivo, I.y. A terceira transigao
(correspondente a Ag) é prevista com estes dados. Os resultados tedricos mostram um
razoavel acordo com os dados obtidos experimentalmente, dando em torno de 20 % de erro
nas medidas de comprimento de onda das transicoes ocorridas no benzeno. O benzeno
é uma molécula interessante e complexa, certamente, interagoes mais complicadas que
nao foram levadas em consideragao, como a proépria repulsao coulombiana entre os seis

elétrons, devem estar por tras destes 20 % de erro no valor calculado.
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Apeéendice A
Equacao de Mathieu

No estudo de equagoes diferenciais periddicas, para o problema de uma equacao de onda
quando utilizamos coordenadas elipticas, surge-nos uma equagao conhecida como equagao
de Mathieu [18]
P (0 = 2gc0s26)w = 0 (A1)
—— 4+ (a — 2gcos2¢)w = 0. :
g2 1
Esta equacao admite solucoes tanto reais quanto complexas, pois podemos fazer ¢ = 6 e
w = f, nos fornecendo
d*f
7 (a —2qcosh26) f = 0. (A.2)
O caso de interesse neste trabalho é o qual temos ¢ € R. A busca de suas solugoes

periédicas pode ser feita, por exemplo, lancando um ansatz da forma

cosme + qe1 (@) + ¢2ea(d) + ...

senmg + ¢s1(¢) + ¢*s2(d) + ...

a=m?+ o1q+ ag® + ...
(A4)

b=m*+ fiq+ Bog® + ...,

onde a e b sao os valores caracteristicos da equagao de Mathieu das solucoes que envolvem
cosmo e senmao, respectivamente, e m = 0,1,2,... . Assim, quando for feito ¢ = 0 em
(A.1), suas solugoes ja bem conhecidas (senos e cossenos), sao reobtidas prontamente.
Substituindo diretamente (A.3) e (A.4) na equagao (A.1), é possivel determinar os
coeficientes ¢;(¢) e s;(¢) e as constantes «; e §;. No caso de m = 1 para a série cossenoidal,

temos a solugao denominada ce; (¢, q) :

1 1 1
ce1(¢,q) = cos ¢ — gq cos 3¢ + an (—cos 3¢ + gcos 5¢) + O(qS), (A.5)
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e valor caracteristico igual a

1, 1
a=14+q—2¢"— = +

4 5
30 "5t gt O (A-6)

Esta solucao é peridédica em ¢ com periodo de 2w. Note que ao fazermos ¢ = 0, obtemos
como solugao, w =cosz e a = 1.

As solugoes envolvendo senos sao denominadas se,, (¢, ¢) e as com cosseno, ce,, (¢, q).
As solugoes com indice impar tém periodo de 27, e em Fig. (A.1) e Fig. (A.2) temos
estes resultados graficamente mostrados. Ja as solucoes com indice par tém periodo 7 e

os graficos em Fig. (A.3) e Fig. (A.4) exibem estes resultados.

Figura A.1: Grdficos das trés primeiras fungoes de Mathieu (envolvendo cossenos) com indice
impar. A linha continua representa cei, a linha tracejada ces e a linha pontilhada ces. Todas
tém periodo de 2m.

Uma forma compacta de se escrever estas solugoes é

cen(d,q) = cosnd+ > " (¢)q",
k=1

sen(¢,q) = senng+ > st () q".
k=1
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Figura A.2: Grdficos das trés primeiras func¢oes de Mathieu (envolvendo senos) com indice
impar. A linha continua representa sei, a linha tracejada ses e a linha pontilhada ses. Todas
tém periodo de 2m.

Figura A.3: Grdficos das trés primeiras fungoes de Mathieu (envolvendo cossenos) com indice
par. A linha continua representa cey, a linha tracejada ces e a linha pontilhada cey. Todas tém
periodo de .
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Figura A.4: Grdficos das trés primeiras funcoes de Mathieu (envolvendo senos) com indice
par. A linha continua representa ses, a linha tracejada seq e a linha pontilhada seg. Todas tém
periodo de .

A mudanca de sinal em ¢ altera as funcoes com seus respectivos valores carac-

teristicos da seguinte maneira [19]

cenlo=a) = (1o (3r-0a).  aa (A8)
cenaa(0.-0) = (-U'semen (57 000) . b (A9)
seanss(0 =) = (~1'comen (57 000) . cane (A.10)
sevvsald=0) = (1)'cennss (57 0.0) s b (A1)

Nota-se que as funcoes de indice par, quando altera-se o sinal de g, seus valores carac-
teristicos permanecem inalterados, ja para as funcoes de indice impar, elas trocam entre
si seus valores.

O valores caracteristicos como fungoes de ¢ tém o perfil grafico mostrado na Fig.
(A.5) que se segue. Quando g = 0, temos que ag = 0 e todos os outros valores de mesmo
indice sao iguais, a,, = b,. Ja para valores de ¢ # 0, o comportamento muda e vemos que
ag < by < a; < by < as < bs... e quando g — oo observa-se que fungoes adjacentes tendem

ao mesmo valor, a, ~ b,.
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—

e — — —

Figura A.5: Os primeiros valores caracteristicos. As linhas continuas se referem aos valores
de an, jd as tracejadas denotam os by,.

Outra propriedade conferida a estas funcoes é a de elas serem ortonormais, como

explicito em [19], assim

/0 “[eonla, O)Pdo = / [seala, )26 = . (A.12)
/Owcem(q,qb)cep(q,gb)dgb = 0, (m # p) (A.13)
/0 " sem(e,8)s0(0, 0)dg = 0, (m#p)  (Ald)

2m
/ sem(q, @) cep(q, @)dp = 0, com m e p inteiros. (A.15)
0
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