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Um sorriso ainda é a tinica
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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos alguns conceitos basicos da teoria algébrica dos nume-
ros tais como numeros algébricos, anel de inteiros algébricos e discriminante. Anali-
samos a base integral de um corpo quadratico, o qual é um resultado bastante conhe-
cido, e apresentamos o conceito de inteiros minimos, elementos p-integrais e bases
p-integrais de um corpo de numeros K sobre Q. Estes conceitos sdo de extrema im-
portancia para determinar bases integrais para corpos cubicos da forma Q(f), com ¢
uma raiz de um polinémio irredutivel sobre Z da forma f(t) = t* — at + b € Z]t], sob

certas condicbes especificas sobre os coeficientes a e b.

Palavras-chave: Teoria algébrica dos numeros. Anel de inteiros. Discriminante. Ele-

mentos p-integrais. Bases p-integrais.



ABSTRACT

In this work, we present some basic concepts of the algebraic number theory such
as algebraic numbers, ring of algebraic numbers and discriminant. We analyze the
integral basis of a quadratic field, which is a well-known result, and we present the
concept of minimal integers, p-integral elements and p-integral basis of a number field
K over Q. These concepts are extremely important to determine integral basis for
cubic fields of the form Q(6), with 6 a root of an irreducible polynomial over Z of the
form f(t) = t* — at + b € Z[t], under certain specific conditions on the coefficients a and
b.

Keywords: Algebraic number theory. Ring of integers. Discriminant. p-Integral ele-

ments. p-Integral basis.
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1 Introducao

O presente texto tem como objetivo estudar bases p-integrais de um corpo de ntimeros
K, onde p representa um niimero primo, com o objetivo de que, a partir delas, encontramos
uma base integral para o corpo K. O nosso foco principal sdo os corpos cibicos K = Q(6),
com f uma raiz de um polindémio irredutivel sobre Z da forma f(t) = 3 —at +b. O
desenvolvimento deste trabalho é baseado no artigo [2] e a principal referéncia é [3].

No Capitulo[2] apresentamos alguns conceitos basicos da Teoria Algébrica dos Ntimeros
que sao necessarios para o entendimento deste trabalho. Nos Capitulos 2] e|3] as principais
referéncias utilizadas foram [4], [5], [6] e [7]. Na Segao apresentamos o conceito de
elementos inteiros e apresentamos o anel de inteiros de uma extensao de anéis, que é
um objeto essencial neste trabalho. Na Secdo [2.2] tratamos das extensoes algébricas
de um corpo e encontramos o anel de inteiros de um corpo quadréatico. Na Secao |2.3]
apresentamos a definicdo de um corpo de ntimeros K e algumas propriedades do seu anel
de inteiros Okg. Na Secao apresentamos o discriminante de um conjunto, de um
elemento e de um polindémio. Por fim, na Secdo [2.5] apresentamos uma base para um
ideal nao nulo de Ok.

No Capitulo |3 apresentamos o conceito de bases integrais para um corpo de nime-
ros. Na Secao 3.1, apresentamos a definicdo e alguns resultados de bases integrais, em
especial de corpos quadraticos. Também é apresentado o discriminante de um corpo de
nimeros K. Na Segdo [3.2] introduzimos o conceito de inteiros minimos e apresentamos
sua representacao. Por fim, na Segdo [3.3] apresentamos o indice de um corpo de nimeros
e sua relagdo com uma base potente para o corpo K.

No Capitulo [4, entramos no assunto que é o tema do presente trabalho, que sao as
bases p-integrais. A principal referéncia utilizada, e também no Capitulo é [3]. Na Secao
4.1) apresentamos os elementos p-integrais de um corpo de nimeros e algumas proprieda-
des importantes. Na Secao [£.2] apresentamos resultados que fornecem condigoes para a,
existéncia de bases para o corpo K formadas por elementos p-integrais e apresentamos o
conceito de uma base p-integral.

No Capitulo[5] apresentamos um estudo de bases p-integrais para um corpo ctibico K =
Q(0), com 6 wuma raiz de um polindmio irredutivel sobre 7Z da forma
f(t) =t —at + b € Z[t], sob certas condigdes especificas sobre os coeficientes a e b.
Na Secao .1}, apresentamos algumas propriedades dos elementos p-integrais de um corpo
ctibico. Nas Secoes e analisamos os casos possiveis para encontrar uma base
2,3 e p-integral para o corpo K, respectivamente, onde p ¢ um nimero primo maior que 3.
Na Secao avaliamos o discriminante do corpo K. Por fim, na Secao [5.6] encontramos
uma base integral para um corpo cubico e para um corpo cubico puro, finalizando com
alguns exemplos numéricos.

No Capitulo [f] apresentamos a conclusao deste trabalho e algumas perspectivas futu-
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2 Conceitos Basicos

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados basicos, e importantes, da Teoria Algé-
brica dos Ntimeros que serao uteis para o entendimento dos préximos capitulos. Na Secao
2.1] apresentamos os elementos inteiros e o anel de inteiros de uma extensao de anéis.
Na Secao [2.2] apresentamos uma breve introdugdo de extensoes algébricas de um corpo.
Na Secao apresentamos alguns resultados basicos de corpos de nimeros e algumas de
suas propriedades. Na Secao [2.4] apresentamos o discriminante de um conjunto e de um
elemento de uma extensao de corpos e, por fim, na Secao [2.5] apresentamos o conceito
uma base de um ideal e algumas propriedades. Ao longo deste capitulo, foram usadas as
referéncias [4] e [5]. A demonstragdo do Teorema [2.9) encontra-se no Capitulo 3 de [5] e
os demais resultados encontram-se nos Capitulos 4, 5 e 6 de [4].

2.1 Anel de inteiros

Nesta sec¢ao, consideramos A, B e C' anéis tais que A C B C C.

Definigao 2.1. Um elemento a € B ¢é dito inteiro sobre A se « é raiz de um polindémio
monico com coeficientes em A, isto é, se existem ag, aq,...,a,—-1 € A, ndo todos nulos,
tais que

A"+ a, "+ aa+ag=0.

Quando B = C e A = Q, o elemento a é chamado de niimero algébrico. Quando
A =7, o elemento « é chamado inteiro algébrico.

Proposigao 2.2. Se c € C ¢ inteiro sobre A, entao c é inteiro sobre B.

Definicao 2.3. O anel B é chamado inteiro sobre A, quando b é inteiro sobre A, para
todo b € B.

Corolario 2.4. Se C ¢ inteiro sobre A, entao C € inteiro sobre B.

Teorema 2.5. Um elemento b € B € inteiro sobre A se, e somente se, A[b] é um A-mddulo
finitamente gerado.

Teorema 2.6. Seja b € B. Se existe D um subanel de B, tal que A[b) C D C B eD éum
A-médulo finitamente gerado, entdo b é inteiro sobre A e A[b] é um A-mdédulo finitamente
gerado.

Corolario 2.7. Se B é um A-mddulo finitamente gerado, entdo B € inteiro sobre A.

Proposigao 2.8. Se B é um A-mddulo finitamente gerado e C' é um B-maédulo finitamente
gerado, entdo C' é um A-mdédulo finitamente gerado.

15
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Teorema 2.9. Seja B um dominio e inteiro sobre A. Assim, B € um corpo se, e somente
se, A € um corpo.

Proposicao 2.10. Se by, by € B sao elementos inteiros sobre A, entdo bi+by, by—by e biby
sao elementos inteiros sobre A.

Proposicao 2.11. O conjunto dos elementos de B que sdo inteiros sobre A é um subanel
de B contendo A.

Definigao 2.12. O conjunto dos elementos de B que sao inteiros sobre A é definido por
Op = {a € B : «aé inteiro sobre A},

e ¢ chamado anel de inteiros de A em B.

Definigao 2.13. O anel B é chamado inteiro sobre A quando Op = B

Proposicao 2.14. Se by, ...,b, € B sao elementos inteiros sobre A, entdo Alby,. .., by]
¢ um A-modulo finitamente gerado.

Proposicao 2.15. Se by,...,b, € B sdo elementos inteiros sobre A, entdo Alby, ..., by
¢ inteiro sobre A.

Proposicao 2.16. Se B € inteiro sobre A e ¢ € C' € inteiro sobre B, entdo ¢ € inteiro

sobre A.

Corolario 2.17. Se C ¢ inteiro sobre B e B ¢ inteiro sobre A, entao C' € inteiro sobre
A. Em outras palavras, a relacio entre extensoes inteiras € transitiva.

Proposigao 2.18. Sejam A um dominio de fatoragdo unica e K o seu corpo de fragoes.
Assim, ¢ € K € inteiro sobre A se, e somente se ¢ € A.

Corolario 2.19. Se Og € o anel de inteiros de Z em Q, entio Q N Og = Z.

Definicao 2.20. O anel A é dito integralmente fechado em B quando Op = A. Sejam
A um dominio e K o seu corpo de fragoes. O anel A é chamado integralmente fechado se

Ok = A.

Observagao 2.21. Sejam A um dominio de fatora¢do tinica e K o seu corpo de fragoes.
Pela Proposicao [2.18] segue que A é integralmente fechado.

. o~ , , . ~ a . . .
Proposicao 2.22. Se a é um niumero algébrico, entao o = 7 com a um inteiro algébrico
e b € Z nao nulo.

2.2 Extensoes algébricas

Nesta se¢ao, consideramos K um subcorpo de C, ou seja, K um corpo tal que K C C.

Definicao 2.23. Um elemento o € C é dito algébrico sobre o corpo K se for raiz de um
polindmio moénico com coeficientes em K. Caso contrario, o é chamado transcendente
sobre o corpo K.

Definigao 2.24. Seja o € C algébrico sobre o corpo K. O polinémio ménico m,(x) de
grau minimo tal que m, () = 0 é chamado polin6mio minimal de « sobre K.



Extensoes algébricas 17

Definicao 2.25. Seja a € C algébrico sobre o corpo K. O grau de a sobre o corpo K
¢ definido por

gri(@) = gr(ma(z)).

Quando K = Q, escrevemos apenas gr(«).

Proposicao 2.26. Se a € C ¢ algébrico sobre o corpo K, entdo my(x) é irredutivel em

Definicao 2.27. Seja a € C algébrico sobre o corpo K. Os conjugados de « sobre o
corpo K sao as raizes de m,(z) em C.

Proposicao 2.28. Se a € C € algébrico sobre o corpo K, entao os conjugados de o sobre
o corpo K sao distintos.

Teorema 2.29. Se a € C é um inteiro algébrico, entao os seus conjugados sobre Q
também sao inteiros algébricos.

Teorema 2.30. Se a € C ¢é um inteiro algébrico, entao my(x) € Z[z].

Corolario 2.31. Se a € C é um inteiro sobre 7Z, entdo o polindmio monico de menor
grau em Q[z| do qual o € raiz, pertence a Z|x].

Seja @ € C uma raiz de um polindmio z? +ax+b € Q[z], irredutivel em Q. Mostra-se,
na referéncia [4], que Q(a) = {r +ya : x,y € Q} é um corpo. Além disso, Q(a) é o
menor subcorpo de C contendo Q e a.

Definigao 2.32. Seja o € C uma raiz de um polinémio irredutivel 22 + ax +b € Q[x] em
Q. O corpo Q(«) é chamado de corpo quadréatico de Q.

Teorema 2.33. Se K é um corpo quadrdtico, entdo existe um unico d € Z, livre de
quadrados, tal que K = Q(v/d).

O préximo teorema encontra o anel de inteiros do corpo quadratico K = Q(\/c_l), com
d € Z livre de quadrados.

Teorema 2.34. Sejam K um corpo quadrdtico e d € Z o unico livre de quadrados tal que
K = Q(v/d). O anel de inteiros do corpo K em Z é dado por

Z+Z(Vd), se d# 1 (mod4),

14+ /a
Z+Z< +2\/_

Ok =

> , sed=1 (mod4).

Demonstragdao. Seja

Z + Z(Vd), se d # 1 (mod 4),
Z+17. (1 +2\/El

),sedzl (mod 4).

Se a € A, entao a € K.
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1. Se d # 1 (mod 4), entdo
a€Z+7Z(Vd) = a=a+bVd, com a,b € Z.
Assim,
o? = a® + b%d + 2abVd + 2a® — 2a* = —a® + b*d + 200 = o — 2a0 + (a* — b2d) = 0.

Portanto, « é raiz do polindmio z* — 2ax + (a® — b?d) € Z[x], ou seja, a € Ok.

2. Sed =1 (mod 4), entao

1 1
a€Z+Z< +\/E>¢a:a—|—b<t:+2\/a>,coma,bez

2
Assim,

2
1 d b+ bvd d—1
o = a® + 2ab +Vd (2 vd = (2a + b)a — a® — ab + b* | ——
2 2 4

2 2 o (d—1

=a*—(2a+ba+a*+ab—10 T =0.

d—1
Note que, como d = 1 (mod 4), segue que b? <4 € 7Z. Assim, a é raiz do

d—1
polindémio x? — (2a + b)x — (a2 + ab — b? (4)) € Z[z]. Logo, a € O, e assim,

A C Ok.

Por outro lado, se a € Ok, entao
acK=a=a+b/d, coma,beQ,

e a é raiz de um polinémio ménico em Z[z]. Note que a = a + bv/d, com a,b € Q,
ou seja, a é raiz de um polindémio ménico x? — 2ax + (a* — db?) € Q[z], que pode ser
obtido da mesma maneira que foi feita na primeira parte da demonstragao. Deste
polindmio, segue que A = 4a? — 4(a® — db*) = 4b*d. Dessa forma, como d ¢ livre de
quadrados, segue que este polinomio é redutivel em Q[z] se b = 0 e irredutivel em
Q[z] se b # 0. Assim, o polinémio minimal de « em Q[z] é dado por

mo(a) =

xr—a,seb=0,
z? — 2ax + (a* — db*) , se b # 0.

Por hipétese, a € Ok, e assim, mg(«) € Z[z]. Logo,

a €l ,seb=0,
2a€Zea®>—dP?€Z ,seb#0.

Seb=0,entioa =a € Z C Z+7Z(/d) C A. Se b # 0, entdo 2a € Z e o> —db* € Z.
Dessa forma, se 2a é par, entdo a € Z implica que a®> € Z. Agora, uma vez que
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m
a®? + db? € Z, entao devemos ter db® € Z. Assim, se b= —, com m,n € Z, n# 0 e
n

mdc(m,n) = 1, entao
2
de:d(m) €Z=n?|d=n?=1,
n

pois d ¢ livre de quadrados. Assim, n = £1 = b € Z, e deste modo, a + bv/d €
1
Z—i—Z(\/E) C A. Mas, se 2a é impar, entao 2a = 2k+1 ,com k € Z = a = k‘+§ =

1
a2:k’2+k+1§§Z. Assim,
a*—d? €Z = 4(a®> —db*) € Z
1 2
:>4[(k—|—2> —de] =4k* +4k+1—4db* € Z
= 4db* € Z.

Agora, se 2b = f, comr,s € Z, s# 0 e mdc(r,s) =1, entdo
s

2
d(2b)2:d<r> €Z=8|d=s =1,
S

pois d ¢ livre de quadrados. Portanto, s = £1 = 2b € Z.

Neste caso, se 2b for par, entdo b € Z = b* € Z = db* € Z = (a® — db?) + db* €
7 = a® € 7, o que nao ocorre. Logo, 2b é impar. Logo, 2b = 2¢ + 1, com ¢ € Z, e

2 1 2 1
assim, a = k;— eb= q+t ,com k,q € Z. Assim,
2
2 1 2 1\?2
@ dp = <k+ ) —d( at )
2 2
1
= Z[(2k+1)2—d(2q+1)2]
1 —
= k2+k—dq2—dq+4d€Z.
Logo,
d—1
T:kQ—l—k—d(qz—q)—(aQ—dbz)€Z=>dzl(mod4).

Com isso, segue que

2 1 2 1
0 — agpb/do kAL et g

2k+1  2¢+1 20+1 2g+1
+ q2 Vid+ q2 — q2

= (2¢+1) +k—gq

- oy (P ezvz (P ca

Logo, a« € A e Og C A, ou seja,
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7+ Z(\/d), se d # 1 (mod 4),

T e ()
2

7+ 7 ,se d =1 (mod 4),

o que prova o resultado. O
Para os proximos resultados consideramos K um subcorpo de C.

Proposigao 2.35. Se o € C ¢ algébrico sobre o corpo K e gr(m,(z)) = n, entdo
K(a) = {ag +aja+ -+ a,_1a"" : ag,ay,...,a,_, € K}

Observagao 2.36. A Proposicao mostra que K(«) pode ser visto como um espago
vetorial de dimensdao n sobre o corpo K, cuja base ¢ dada por {1,q,...,a" '}

Definicao 2.37. Seja o € C algébrico sobre o corpo K e gr(m,(z)) = n. O grau da
extensiao K(a) sobre o corpo K é n e escrevemos [K(«) : K] = n.

Exemplo 2.38. Seja d € Z livre de quadrados. O corpo @(\/3) é uma extensao quadra-
tica de Q.

Definig¢ao 2.39. Sejam a1, as, . .., ap € Calgébricos sobre o corpo K. O corpo K(ay, ..., o)
é chamado de extensao multipla do corpo K e é obtido através de uma sucessao de k
jungoes simples:

K(ai,az) = (K(a1)>(a2)7

K(ay, ag, a3) = (K(OQ,O@))(OZ:%),

Ko, .. ap) = (Ko, .. a-1) ) (o).

Proposicao 2.40. Se o, € C sao algébricos sobre o corpo K, entdao existe v € C
algébrico sobre o corpo K tal que K(co, 5) = K(7).

Proposigao 2.41. Se ay,...,qa, € C sdo algébricos sobre o corpo K, entao existe a € C
algébrico sobre o corpo K tal que K(ay, ..., a,) = K(a).

Proposicao 2.42. Se o € C € algébrico sobre o corpo K, entdo todo elemento f € K(«)
¢ algébrico sobre o corpo K e o grau de B sobre o corpo K é menor ou igual ao grau de o
sobre o corpo K.

2.3 Corpo de numeros

Nesta secao, apresentamos defini¢oes e propriedades envolvendo corpo de niimeros.

Defini¢ao 2.43. Um corpo de ntimeros é um subcorpo de C da forma Q(ay, as, . . ., a,),
com Quq, o, . . ., a, numeros algébricos. Em outras palavras, um corpo de ntimeros ¢ uma
extensao finita do corpo Q.

Teorema 2.44. Se K é um corpo de numeros, entdo existe um numero algébrico 6 tal

que K = Q(0).
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Observagao 2.45. O elemento 0 € Ok tal que K = Q(#) é chamado de elemento
primitivo do corpo K.

Teorema 2.46. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros, com 6 um nimero algébrico, e
a € C com gr(imy(z)) = n. Assim, a € K se, e somente se, existem inicos ag,ay,...,0,—1 €
Q tais que oo = ag + a0 + -+ - + an_10" 1.

Observagao 2.47. Um corpo de nimeros K = Q() é um espago vetorial sobre Q de
dimenséo finita n = my(z). Se n = 2, dizemos que K é corpo quadrético. Se n = 3, K é
um corpo cibico. Se n = 4, entdao K é um corpo quartico.

Proposicao 2.48. Se K é um corpo de niumeros, entao Og é um dominio.
Proposicao 2.49. Se K é um corpo de nimeros, entao o corpo de fragoes de Ok € K.
Proposicao 2.50. Se K é um corpo de numeros, entao Ok € integralmente fechado.

Proposigao 2.51. Se K é um corpo de niumeros, entao todo ideal nao nulo de Og contém
um numero b € Z nao nulo.

Proposicao 2.52. Seja K um corpo de numeros. Se I é um ideal nao nulo de Ok, entao
existe v € I tal que K = Q(7).

Teorema 2.53. Se K é um corpo de niumeros de graun sobre Q, entdo existem exatamente
n monomorfismos o, : K — C, k=1,...,n.

Sejam K um corpo de ntmeros de grau n sobre Q, 6 € K, tal que K = Q(6)
e 01,0,,...,0, os conjugados de 6 sobre Q. Para a € K, segue que existem tunicos
ap, a1, ...,0,1 € Q, tais que @ = ag + a0 + -+ + a,_10"" . Para k € {1,2,...,n},
consideramos
ap =ag+ a0, + -+ an,lﬁ}j*l S Q((gk)

Definicao 2.54. Os elementos a; = «, s, ..., a, sao chamados de K- conjugados de
«a ou conjugados de « relativos a K.

Observacao 2.55. Os conjugados de « relativos a K sao obtidos aplicando os monomor-
fismos 0, : K—C, k=1,...,n em «.

Definicao 2.56. Sejam K um corpo de niimeros de graun, « € Ke a; = o, s, ..., a; 08
K-conjugados de a. O polindémio caracteristico de a sobre o corpo K é definido como

o polinémio
n

Palr) = H(x — ag).

k=1

Proposicao 2.57. Seja K um corpo de nimeros de graun. Se a € K, entdo p,(x) € Q[z].

Proposicao 2.58. Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se a € K, entao

pa(e) = (mal2)),

n
com s = ————— € L.
gr(ma(z))
Em outras palavras, os conjugados de o com respeito a K sao as raizes de m,(z) em

n

C, cada uma delas com multiplicidade s = ————
gr(ma(z))
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Proposigao 2.59. Seja K um corpo de nimeros. Se a € Ok, entdo os K-conjugados de
a sao inteiros algébricos.

Proposicao 2.60. Sejam K um corpo de nimeros e a € K. Os K-conjugados de o com
relacao a K sao iguais se, e somente se, a € Q.

Proposigao 2.61. Sejam K um corpo de nimeros e a € K. Os K-conjugados de o« com
relagio a K sao distintos se, e somente se, K = Q(«).

2.4 Discriminante

Nesta secao, consideramos K um corpo de niimeros de grau n.

Definigao 2.62. Sejam wi,ws,...,w, € K. Considere 0, : K — C, k. =1,...,n0sn
monomorfismos distintos do corpo K em C. Para¢ =1,2,...,n, denote por ng ) = o;(wi),
com j = 1,...,n, os K-conjugados de w;. O discriminante de {w;,...,w,} é definido
por
2
wg) wél) cew®
(2) (2) (2)
w w DY w
D(w,..own)=| . - "
wYL) wé") ce

Definigao 2.63. O discriminante de o € K é definido por D(«) = D(1,,a?,...,a"1).

Proposicao 2.64. Sea €K e ay; = a, s, ..., q, sio os K-conjugados de o, entdo
D(a) = [[(ai — ay)*.
i+
Definigao 2.65. Seja o polinémio f(z) = a,2™ + a,_ 12" ' + - + a1z + a9 € C[z], com
n € Nea, #0, e sejam x1,Ts,...,x, € C as raizes de f(z). O discriminante de f(z) é
D(f(z)) =ay"® I (wi—=;)*€C.
1<i<j<n

Proposicao 2.66. Se o € K, entao D(a) = D(pa(z)).
Proposigao 2.67. Se a € K, entio K = Q(«) se, e somente se, D(c) # 0.
Teorema 2.68. Seja K um corpo de numeros de grau n.

1. Sewy,...,w, € K, entio D(wy,...,w,) € Q;

2. Sewy,...,w, € Ok, entio D(wy,...,w,) € Z;

3. Sewy,...,w, € K, entio D(wy,...,w,) # 0 se, e somente se, wy,...,w, sio line-
armente independentes sobre Q.
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2.5 Base de um ideal

Nesta secao, consideramos K um corpo de niimeros de grau n e Ok o seu anel de
inteiros algébricos.

Proposicao 2.69. Se I é um ideal nao nulo de Ok, entao existem ny,...,n, € I tais que
D(n,...,mn) #0.

Proposigao 2.70. Se I ¢ um ideal nao nulo de Ok, entdo existem ny,...,n, € I tais que
para todo o € I, existem unicos x1,...,x, € Z tais que o = x1N + + + + + Tp7Ny.

Observagao 2.71. Um ideal nao nulo de Ok é um Z-mdédulo finitamente gerado.
Proposicao 2.72. O anel Ox é um dominio Noetheriano.

Defini¢ao 2.73. Seja I um ideal nao nulo de Og. Um subconjunto {n;,...,n,} de I tal
que para todo a € [ existem unicos x1,...,2, € Z de modo que o« = x1n; + - -+ + T, N, €
chamado de base do ideal I.

Proposicao 2.74. Seja I um ideal nao nulo de Ok.

1. Se{m,....,m} e { A1, ..., A} sdo duas bases para I, entdo

D(myy...omn) = D(A,...,\) e ni:Zcij)\j, onde i1=1,...,n,

j=1
com ¢;; € Z e det(c;j) = £1;
2. Seja {n,...,nn} uma base para I e A\y,..., N, € I tais que
D(’I]l,...,nn) = D()\l,...7/\n),

entao {\1,...,\,} € uma base para I.

Defini¢ao 2.75. Sejam [ um ideal nao nulo de Ok e {n,...,n,} uma base para I. O
discriminante do ideal I ¢ definido por D(I) = D(n1,...,n,).

Teorema 2.76. Sejam K um corpo quadrdtico e d € Z, livre de quadrados, tal que
K = Q(Vd).

1. Para d # 1 (mod4), sejam a,b,c € Z, com a,c # 0. Assim, {a,b+ cv/d} ¢é uma
base para o ideal I = (a,b+ c\/d) se, e somente se, ¢ | a, c|b eac|b* —dc?;

2. Para d = 1 (mod4), sejam a,b,c € Z, com a,b # 0 e b = ¢ (mod2). Assim,
b+cvd) |, ) b+ cvd
a, ——— ¢ € uma base para o ideal I = ( a, —

se, e somente se, ¢ | a, c|b
2 ) ) )

e dac | b* — dc?.

Proposicao 2.77. Seja K um corpo de nimeros. Se P é um ideal primo de Ok, entao
P ¢ um ideal mazximal de Ok.

Defini¢ao 2.78. Um anel A é chamado um anel (ou dominio) de Dedekind se A é um
dominio Noetheriano, integralmente fechado e se todo ideal primo nao nulo de A é um
ideal maximal.

Observacao 2.79. Sejam K um corpo de nimeros e Ok seu anel de inteiros. Pelas Propo-
si¢oes [2.50] 2.72) e [2.77], segue que Ok ¢ integralmente fechado, é um dominio Noetheriano
e todo ideal primo nao nulo de Ok é maximal. Com isso, concluimos que Ok é um anel

de Dedekind.




3 Base Integral

Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Ok o anel de inteiros de K. Neste capitulo,
veremos que existe uma base da extensao Q C K contida em Ok, chamada de base
integral.

3.1 Base integral de um corpo de niimeros

Nesta se¢ao, consideramos K um corpo de niimeros de grau n e Ok seu anel de inteiros.

Definigao 3.1. Uma base {uy,...,u,} para Ok é chamada uma base integral para o
corpo K.

Teorema 3.2. Seja K um corpo quadrdtico. Se d € 7Z ¢ livre de quadrados tal que
K = Q(Vd), entio {1,v/d} é uma base integral para o corpo K, se d # 1 (mod4) e
{ . 14++Vd) .

5 } ¢ uma base integral para o corpo K, se d =1 (mod4).

Demonstragio. Segue diretamente do Teorema [2.34] O]

O discriminante de uma base integral de um corpo de ntimeros esta bem definida, ou
seja, se {1, ..., M} e {A1,...,\,} sdo duas bases integrais para um corpo de ntmeros
K de grau n, entao D(ny,...,n,) = D(A1,..., ) e se {ni,...,n,} é uma base integral
para o corpo K e Aj,..., A\, € Ok sdo tais que D(n1,...,m,) = D(A,...,\,), entdao
{A1,...,Ax} é uma base integral para o corpo K.

Definicao 3.3. Seja {n, ..., n,} uma base integral para o corpo K. O ntimero D(ny,...,n,)
é chamado discriminante do corpo K e denotado por D(K).

Se K é um corpo de nimeros de grau n e Ay, ..., A\, € Ok sao tais que D(\y, ..., \,) =
D(K), entao {A1,...,\,} é uma base integral para o corpo K. No préximo resultado,
determinamos o discriminante de um corpo quadratico.

Teorema 3.4. Se K = @(\/c_i), onde d € Z ¢ livre de quadrados, entdao o discriminante
do corpo K € dado por

4d , se d £ 1 (mod4),

DiK) = {d , sed =1 (mod4).

Demonstragio. Seja d # 1 (mod 4). Pelo Teorema , segue que {1,v/d} é uma base
integral para o corpo K. Assim,
2

v | _ (—2vd)? = 4d.

D(K) = D(1,Vd) = ‘1 i

24
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1 d
Por outro lado, seja d =1 (mod 4). Pelo Teorema segue que {1, 4_2\/_} é uma base

integral para o corpo K. Assim,

H
_l’_
S

S
|

D(K) :D(l, 1+2\/Zz> P

1

0 que prova o resultado. O
Proposicao 3.5. Se K é um corpo quadrdtico, entio K = Q( D(K))

Demonstracao. Seja d € 7 livre de quadrados tal que K = Q(\/E) Pelo Teorema ,
segue que D(K) = d ou D(K) = 4d. Dessa forma, y/D(K) = v/d ou \/D(K) = 2v/d, isto
¢, Q(y/D(K)) = Q(Vd) =K. O

Observagao 3.6. Uma vez que um corpo quadratico é da forma K = Q( D(K)), segue
que K é um corpo real se, e somente se, D(K) > 0.

Definicao 3.7. Sejam K um corpo de ntimeros de grau n e I um ideal nao nulo de Ok.

D(1
A norma do ideal [ ¢é definida por N(I) = D((K>)

Proposicao 3.8. Seja K um corpo de numeros de grau n. Se I é um ideal ndo nulo de
Ok, entio N(I) € Z e N(I) > 0.

Demonstragio. Considere {n,...,n,} uma base para I e {wy,...,w,} uma base integral
para o corpo K. Uma vez que 7y,...,7, € Ok, segue que existem c¢;; € Z, para ,j =

n
1,...,n, tais que n; = Zcijwj, para todo i =1,2,...,n. Assim,
=1

D(I)=D(n,...,mn) = (det(cij))QD(wl, ceWp) = (det(cij))QD(K).

Note que
I#{0} = D(I) # 0 = (det(c;;))* > 0.

Dessa forma,

N(I) = J i) = $ (det(%j()ﬂ){)D(K) = |det(ci;)| € Z e D(I) > 0,

0 que prova a proposicao. 0

Observacao 3.9. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e I um ideal nao nulo
de Ok. Considere {m,...,n,} uma base para I e {wi,...,w,} uma base integral para
o corpo K. Note que, pela demonstragao anterior, também podemos definir N(I) por
N(I) =|det(c;;)|, com ¢;; sendo os coeficientes na combinagao linear dos w; para escrever
ni, para todo 7,7 =1,...,n.
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Exemplo 3.10. Sejam K = Q(v/—5) e I = (2,1 + /—5) um ideal de Og. Vamos
determinar N(I). Primeiramente, note que —5 # 1 (mod 4). Assim, pelo Teorema [3.2]

segue que {1,v/—5} é uma base para Og. Além disso, pelo Teorema segue que
D(K) = 4.(—=5) = —20. Agora,

I={2,14+V-5)={(a+bV/=5).2+ (c+dvV=5)(1+V=5) : a,b,c,d € Z}
={(2a+c—>5d)+ (2b+c+d)vV—5 : a,b,c,d € Z}.
Chamando y =2b+c+d € Z,segueque c=y —2b—d e
I = {(2a4+c—5d)+yV/-5 : a,c,d,y € Z}
= {(2a+y—2b—d—>5d) +yv/=5 : a,b,d,y€Z}
= {2(a=b-3d)+y+yv/-5 : a,bd,ycZ}

Agora, chamando z = a — b — 3d € Z, segue que I = {2z +y(1++/—=5) : z,y € Z}.
Portanto, (2,1 + y/—5) é uma base para [ e

2

2 1++=5 )
D=1, | _ e (—4v/=5)? = —80.
Logo, N(I) = \/5((]1?) = \/:21%8 =Vi=2.

Exemplo 3.11. Sejam K = Q(v/d), com d € Z livre de quadrados e d # 1 (mod 4),
a=a+bV/de Ok el=/{a)um ideal de Og. Vamos determinar N(I). Agora,

I = (a)=(a+0bVd)
= {(z+yVd)(a+b/d) : z,ycZ}
- {xa+a:b\/a+ya\/a+ybd D x,y €L}
= {z(a+bvd) +y(bd +avd) : @,y € Z}.

Portanto, {a + bv/d, bd + av/d} é uma base para o ideal I. Assim,

2

a+bvd bd+avd
a—bvd bd—avd

= [(a+bVd)(bd — aVd) — (a = bVd)(bd + a/d)]*
= [2(b*dVd — a>V/d)]? = 4d(b*d — a?)?.

D(I) =

Além disso, uma vez que d # 1 (mod 4), pelo Teorema [3.4] segue que D(K) = 4d. Logo,
D(I)
N(I) = = |b%d — a?|.
(1) =\ s = = @

Proposicao 3.12. Sejam K um corpo quadrdtico e d € 7 livre de quadrados tal que

K = Q(\/d).
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1. Sed £ 1 (mod4), a,b,c € Z tais que a # 0, ¢ # 0, ¢ | a e ac | b¥? — dc?, entdo
N({a,b + ev/d)) = |ae]

2. Sed =1 (mod4), a,b,c € Z tais que a # 0, ¢ # 0, b =c¢ (mod2), c|a, c|be

4ac | b* — dc?, entio N <<a, bt C\/C_l>> = lac|.

2

Demonstracao. Para o item 1, pelo Teorema “ segue que {a, b+ cvd d} é uma base para
o ideal {a,b+ c\/d). Assim,

a b+C\/a2
a b—cVd

Além disso, pelo Teorema segue que d #Z 1 (mod 4) = D(K) = 4d. Assim,

N({a,b+ cVd)) = J Difa,b+ cV'd)) _jdacd _ |ac].

D({a,b+ c¢Vd)) = = (—2acVd)? = 4a®c*d.

D(K) 4d
b
Agora, para o item 2, também pelo Teorema [2.76, segue que {a, +2c\/_} ¢ uma base
b d
para o ideal <a, jLQC\/_> Assim,
2
b+ cevd
D b+cvd\\ |@ 5 B —2aC\/32_ 2,2,
@ —F = b_evdl T\ T2 ) T a“cd.
a e —
2
Além disso, pelo Teorema se d =1 (mod 4), entao D(K) = d. Logo,
N b+evd\\ | D((a, ) a2d ad
“T - DK)  V a M
0 que prova a proposicao. ]

Proposigcao 3.13. Sejam K um corpo de niumeros de grau n e ¢ € Q, com ¢ # 0. Se
I = (c) é um ideal de Ok, entao N({c)) = |c|.

Demonstragio. Seja {wr,...,w,} uma base integral para o corpo K. Assim, « € (c), isto
é, a = cﬂ para algum [ € OK Agora, se § € Ok, entao existem xq,...,x, € Z tais que

b= Zwlwz. Logo,
i=1

n n
a=cf=c (sz%) = in(cwi), T1,...,%, €L,
i=1 i=1

ou seja, {cwy, ..., cw,} é uma base do ideal principal {c). Dessa forma,

D({c)) = D(cwy, .. cwn) =c*D(wy,...,wp) = " D(K)

= Ve = e = |,

0 que prova a proposicao. O]
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Se K é um corpo de niimeros de grau n, entao existe § € Ok tal que K = Q(0) e D(0) #
0. Sejam {wi,...,w,} uma base integral para o corpo K, entdo existem ¢;; € Z, com
1,7 =1,...,n, tais que
1= c1iwy + -+ Cipwn

0 = Co1W1 + -+ ConWn,

-1
0" = cpiwy + -+ Cunwn.

Assim,
D(0) = D(1,0,...,0" ) = (det(c;;))*D(wi, - - . ,wy) = (det(ci;))*D(K).
Portanto, D() = m?D(K), com m = (det(c;;))? inteiro positivo.

Defini¢ao 3.14. Sejam K um corpo de nimeros e 6 € O tal que K = Q(6). O indice
de 6 é o inteiro positivo ind(#) tal que D(#) = (ind(9))*>D(K).

Proposicao 3.15. Sejam K um corpo de nimeros de graun e 6 € Ok tal que K = Q(6).

Assim, {1,0,...,0" '} é uma base integral para o corpo K se, e somente se, ind(f) = 1.
Demonstragio. Segue do fato de que {1,6,...,0" '} ¢ uma base integral para K se, e so-
mente se,

D(1,0,...,0" ") = D(K) & D() = D(K) & ind(d) = 1,
0 que prova a proposicao. ]

Proposicao 3.16. Sejam K um corpo de nimeros de graun e 6 € Ok tal que K = Q(6).

Se D(0) € livre de quadrados, entdo {1,0,...,0" '} é uma base integral para o corpo K.
) . ) . o D(0)
Demonstragio. Se D(6) = (ind(0))?*D(K), com ind(0) € Z,, entao (ind(0)) = D(K) €
Z, o que implica que ind(f) = 1, pois D(f) ¢ livre de quadrados. Pela Proposicao [3.15
segue que {1,0,...,0"'} é uma base integral para o corpo K. O
Proposicao 3.17. Seja 6 um numero algébrico de grau n. Se 6, = 6,65, ...,60, sao os

conjugados de 6 sobre Q, ou seja, as raizes de f(x) = my(z), entdo

n(n—1)

DO) = (-1 [ F ).

Demonstragio. Se f(x) = mg(z) = [[(z — 6;), entdo f'(z) = zn: ﬁ(az —6,;). Assim,
; i=1

<
—

<
=
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parat=1,2,...,n. Logo,

i=1j=1 1<i<j<n 1<5<i<n
J#i
n(n—1)
= (=) 2z [I -0 I (0;—0)
1< i<j<n 1<5<i<n
n(n—1)
= (=) 2z II -0 I 6:—9y)
1< i<j<n 1<i<j<n
n(n—1) 9
= (=) =z [I 0i-0)
1< i<j<n
n(n—1) n(n—-1) " ,
= (=) 2 D)= D(0) I17)
=1
0 que prova a proposicao. ]

Teorema 3.18. Sejam a,b € Z tais que 2* + ax + b € Z[z] é irredutivel. Se 6 € C é uma
raiz de 3 +az+b tal que K = Q(0) é um corpo cibico e § € O, entdo D(0) = —4a®—27b.

Demonstragio. O elemento § € C é uma raiz do polindmio irredutivel z° + ax + b € Z[z],
ou seja, f(x) = mq(x) = 2® +ax +b é o polindmio minimal de . Se 6; = 0,0, ...,0, sdo
os conjugados de 6 sobre Q, e assim, (x — 6;)(x — 63)(x — 03) = 2> + ax + b. Logo,

0y +05+0; =0
0102 + 0,03 + 0205 = a
010505 = —b.
Agora, f'(x) = 322 + a, e assim,
F(00)](62)f'(6s) = (367 + a) (363 + a) (305 + a)
= a3+ 3a%(0% + 05 + 02) + 9a (0203 + 0203 + 0203) + 27620203.
Note que
07 + 05 + 05 = (01 + 03 + 03)> — 2(0105 + 0205 + 0,05) = —2a
0705 + 0505 + 0705 = (610 + 0103 + 0203)° — 26010,05(61 + 0, + 03) = a?
020202 = (010505)% = b,
Portanto, f'(6)f'(62)f'(05) = a* + 3a® ( 2a) + 9aa® + 27b* = 4a® + 27b*. Dessa forma,
pela Proposigao |3.17, segue que D(0) — 37 ﬁ — 27b%. O

Exemplo 3.19. Considere K = Q(6), com 6§ uma raiz de 2® + z + 1 € Z[z]. Vamos
determinar uma base integral para o corpo K. O polindémio x3 +x + 1 € Z[z] é irredutivel
em Z. Assim, [K: Q] = 3. Além disso, pelo Teorema 6 €Ok = D) =—-4(1) —
27(1)? = —31. E, uma vez que —31 ¢ livre de quadrados segue, pela Proposigao [3.16], que
{1,0,60%} ¢ uma base integral para o corpo K.
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Coroléario 3.20. Sejam a,b € Z, tais que x° + ax + b € Z[z] é irredutivel e —4a® — 27H°
¢ livre de quadrados. Se 0 é uma raiz de x> + ax + b, entdo {1,0,0%} é uma base integral
para o corpo K = Q(0).

Demonstragio. Se 0 é uma raiz de 2% + ax + b € Z[z], entdo 0 € Og. Além disso, uma
vez que esse polindmio é irredutivel, segue que [K : Q] = 3. Logo, pelo Teorema m,
segue que D(0) = —4a® — 27b* que, por hipétese, é livre de quadrados. Portanto, pela
Proposicao , segue que {1,0,0*} ¢ uma base integral para o corpo K = Q(). ]

Teorema 3.21. Sejam a,b € Z tais que * + ax + b € Z[x] é irredutivel. Se 0 € C é uma
raiz de v* + ax + b tal que K = Q(0) € um corpo qudrtico, entao D(0) = —27a* + 2560°.

Demonstracio. A demonstragao é feita de maneira analoga a que foi feita no Teorema

B.I8 O

s

Corolario 3.22. Sejam a,b € Z tais que 2*+ax+b € Z[z] é irredutivel e —27a* 4 256b° é
livre de quadrados. Se 0 é uma raiz de z* + ax +0b, entdo {1,0,62, 03} é uma base integral
para o corpo K = Q(0).

Demonstragio. Se 0 é uma raiz de z* + ax + b € Z[z], entdo 0 € Ok. Além disso, uma
vez que esse polindmio é irredutivel, segue que [K : Q] = 4. Logo, pelo Teorema [3.21]
segue que D(0) = —27a* + 2560 que, por hipétese é livre de quadrados. Portanto, pela

Proposigao [3.16), segue que {1,0, 62, 63}. O

Exemplo 3.23. Seja 6 uma raiz do polindomio irredutivel 2% + x + 1 € Z[z]. Assim,
D(0) = —27(1)* +256(1)% = 229 ¢ livre de quadrados. Portanto, {1,6, 6% 6%} é uma base
integral para o corpo Q(#).

Proposicao 3.24. Se K € um corpo de nimeros, entao D(K) = 0 (mod4) ou D(K) =
1 (mod4).

(1) (2)

Demonstragio. Sejam {wy, .. .,w,} uma base integral para o corpo K ew,; ’ = w;,w;”’, ..., w;
os K-conjugados de w;, com ¢ = 1,...,n. Na expansao do determinante

W )

W W @

existem n! termos, dos quais metade aparece com sinal positivo e a outra aparece com o
sinal negativo. Considere A a soma daqueles com sinal positivo e u a soma daqueles com
o sinal negativo. Assim, det(wi(j)) =A—pu. Sejam A=A+ p e B = Ay Assim,

det(w)2 = (A — )2 = A2 — 20p + p2 = A2 + 22 — 4 + p
= (A +p)?—4\u= A2 — 4B.

D(K)

Como w; € Ok, © = 1,...,n, pela proposi¢ao , segue que seus K-conjugados wfj) ,
1,7 = 1,...,n sdo inteiros algébricos. Portanto, A e p sdo inteiros algébricos e, dessa
forma, A e B também sao. Seja 0 € Ok, tal que K = Q(0), e sejam 6, = 0,0,,...,0,
os conjugados de € sobre Q. Se expressarmos cada w; como um polinémio em # com

coeficientes racionais, segue que A é uma funcao simétrica de wy,...,w, com coeficientes
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racionais. Assim, uma vez que A e B sao inteiros algébricos, segue que se A € QQ, entao
A € Z. Além disso,

A? — D(K
B= 4() cQ=BecZ
Agora, como A, B € Z, segue que D(K) = A2 —4B =0 ou 1 (mod 4). O

Exemplo 3.25. Sejam z° — x — 2 € Z[z] um polindémio ctibico irredutivel, § uma de
suas raizes ¢ K = Q(6). Assim, [K : Q] = 3. Vamos calcular D(K) e encontrar uma
base integral para o corpo K. Pelo Teorema [3.18] segue que D(0) = —4a® — 27b* =
—4(—1)> = 27(=2)? = 4 — 108 = —104 = —26.2%, ou seja, nao ¢ livre de quadrados.
Sabemos (ind(9))? = Do) €Z. D f d t D(6)

que (in = DK . Dessa forma, devemos ter - K)
D(K) = —26 ou — 104. Pela Proposicio [3.24] segue que D(K) = 0 ou 1 (mod 4) =
D(K) # —26 = D(K) = —104. Portanto, ind(f) = 1, e pela Proposi¢ao segue que
{1,0, 6%} ¢ uma base integral para o corpo K.

Exemplo 3.26. Seja K o corpo quartico K = Q(v/—1 + v/2) = Q(v/—1,v/2). Vamos
1
mostrar que Og = Z + Zy/—1 + 72+ Z (2(\@ + \/—2)) e que D(K) = 256. Note que

=1lou4d =

V2+ V=2
2

A:Z+Z\/§+Z< )gOK.

Agora, seja € Ok. Note que os subcorpos do corpo K sio Q, Q(v/—1), Q(v/2) e Q(v/~2).

Dessa forma,

1. se 0 € Q, entdo § € Z C A;

2. se 0 € Q(v/—1), entdo 0 € Oov=1) = 7+ 7/—1 C A

3. se 0, € Q(+v/2), entdo 0 € OQ(\@) =7+ 72 C A;

4. se € Q(v/—2), entdo 0 € Oo(v=2) = 7+ 7\/—2 C A.
Vamos supor que # nao esteja em nenhum subcorpo do corpo K. Assim,

eK=0=a+b/—1+cV2+dv—=2, coma,b,c,de Q.

Além disso, os conjugados de 6 sobre QQ sao

0 =a+by/—1+cv2+dy—2,
0, =a—by—1+cv2 —dy/-2,
Oy = a+byv/—1 — /2 — dy/=2,
0 = a — bv/—1 — /2 + dy/—2.

Dessa forma,
. 6+61:2a+20\/§€(9@(\/§)7
. (94—(92:2&—&—26\/—16(9@(@),

e 0+03=2a+2dy-2¢€ OQ(\/TQ)
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O que implica que 2a, 2b, 2¢,2d € Z. Considere a; = 2a, by = 2b, ¢y = 2¢, di = 2d € Z.
Dessa forma,

1
0 = 5(&1 + bl\/ -1+ Cl\/§+ dl vV —2)

Sejam m = a? +2d2 € Z, n = a? + b2 —2¢2 —2d2 € Z er = ayd; — bic; € Z, entdo 0 é
raiz de

2 2
f(z) = 2* — 2a2® = (m + Z) z® + (—2d17’ - a;) T+ (n—li—68r> € Q[z].

Uma vez que # nao estd em nenhum subcorpo do corpo K. Assim, 6 é de grau 4 e

2 8 2
f(x):m,g(x):>960K2>f(x)EZ[x]:>ZEZenJ{(STEZ
=n=0 (mod2) en?+8?=0 (mod16) =n= (mod4)er= (mod?2).
Logo,
a2 4+ b3 —2c3 —2d2 =0 (mod 4) e (3.1)

a1d1 — blcl =0 (mod 2) (32)

Seja a; ou by fmpar. Pela Equagdo [3.1], segue que ambos serdo fmpares. Assim, pela
Equagao [3.2] segue que

c1 =dy (mod2)=2=0 (mod4),

o que nao ocorre. Logo, a3 = by =0 (mod 2) e ¢; = d; (mod 2). Vamos definir v, y, z, w €
7., tais que ay = 2v, by =2y, ¢ =2z 4+ w e dy = w. Assim,

1 1
0 = §(a1+61\/—1+01\/§+d1\/—_2):5(2U+2y\/—_1+(2x+w)\/§+w\/—_2)
2+ /=2
= U+y\/—1+2\/§+w<\/_+2>, comv,y,z,w €L =0¢c A

2 2
Portanto, {1, V—1,v/2, \/__g\/_} ¢ uma base integral para o corpo K e

2

LoV VI (VIEVTD)
1 —V/=1 V2 ;<f—¢—2>
D(K) = | = 256.
I VT VR (VR VD)

I VT VB (VI VD)

Definicao 3.27. Seja K um corpo de nimeros de grau n. O corpo K é chamado mo-
nogénico se existir um elemento § € Ok tal que {1,60,60% ... 0"} é uma base integral
para o corpo K. Neste caso, a base integral {1,6,62, ... 6""1} é chamada base potente
para o corpo K.
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Exemplo 3.28. Considere o corpo quértico K = Q(v/—1,v/2) do Exemplo [3.26, Mos-

2+11v2 2441 —2
tramos que K é monogénico. Para isso, seja 6 = M Logo, 0% = +42 =1

24/2 V2 — 642 — 20\/2 —4+/2 + 4ir/2 1
0 05 — V2 4 6iv/2 — 62 — 2iV/2 _ \/_; iv/?2 _ 5(—\/5—1—\/5@'). Assim, pelo

8
Exemplo [3.26] segue que

V2412

0K=Z+Zi+Z\/§+Z< .

) =7+ 20+ 7.0 — 0°) + 70 = 7.+ 7.0 + 7.0*> + 7.6°.

Portanto, {1,6,6? 63} ¢ uma base integral para o corpo K, ou seja, K é monogénico.

Proposicao 3.29. Sejam K um corpo de numeros de grau n e A\y,...\, € Ok. Se
D(A1, ..., ) # 0, entao | D(K)| < [D(A1,..., n)|. Além disso, se D(Ay, ..., \,) € livre

de quadrados, entio {\1,...,\,} € uma base integral para o corpo K.
Demonstragio. Se {m,...,n,} uma base integral para o corpo K, entdo existem ¢;; € Z,
com i,5 =1,...,n, tais que

A =cum + -+ Cialn
Ao = comi + -+ Contiyn

An = Cp1th + <+ + Cunln.
Assim,
D(Ai, ..., \y) = det(ci;)*D(n, ..., nn) = det(ci;)*D(K) # 0 = det(c;;) # 0.
Como det(c;;) € Z, segue que det(c;;)* > 1 e, dessa forma, |[D(A1,...,\,)| > |D(K)|. Se
D(\, ..., \,) élivre de quadrados, entao
det(c;j) = £1 = D(\y,..., \,) = D(K).
Assim, {A; ..., \,} é uma base integral para o corpo K. O

Proposicao 3.30. Sejam K um corpo de nimeros de grau n, 0 € Ok, tal que K = Q(6),
el =40,0,...,0, os conjugados de 0. Ser é o numero de b4, ...,0, que sao reais, entao

sgn(D(K)) = (=1)"2 .

Demonstragiao. Como r é o nimero de conjugados de € que sao reais, segue que o nimero
dos que nao sao reais é n — r. Dessa forma, uma vez que cada complexo acompanha seu
conjugado, segue que n — r é um nimero par. Assim, existe s € Z tal que n — r = 2s,
isto é, n = 2s+r. Seja {w1,...,w,} uma base integral para o corpo K e sejam w,(f)7 onde

j =1,...,n os conjugados de wy, onde k = 1,...,n. Assim, D(K) = det (w,gj))Z. Seja
det (w,ij )) = A+1B, com A, B € R. Fazendo uma permutaciao de s pares de colunas,
podemos mudar o sinal de ¢ para —i, ficando A — iB = (—1)*det (w,(gj)) = A—1B =
(=1)°(A+iB).
e Se s épar,entdio A —iB = A+ iB = B =0. Assim, det (w,(cj)f = A2 > 0.
e Se s é fmpar, entdo A = iB = —A —iB = A = 0. Assim, det (w,gj))Q = (iB)? =
—-B <0.
Portanto, sgn(D(K)) = (—=1)* = (—1) 2 . O
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3.2 Inteiros minimos

Sejam K um corpo de nimeros de grau n e § € Ok tal que K = Q(f). Logo, para
todo a € K, segue que existem tunicos ag, a, ..., a, 1 € Q tais que

a=ag+ a0+ al*+-- +a, 10"
Sek=1,2,...,n étal que
ar #0e ag1 = agro=... = a1 =0,

entdo o = ag + a0 + --- + ai0* e dizemos que o é um inteiro de grau k em 6. Se
a; = ag = -+ = a,_1 = 0, entdo a = ag e dizemos que é um inteiro de grau 0 em 6.
Observe que os inteiros de grau 0 em # sao os inteiros racionais. Vamos mostrar que os
denominadores de a; sdo limitados. Se {1,6,...,6" '} é uma base potente para o corpo
K, entao os denominadores sao todos iguais a 1.

Proposicao 3.31. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e wy,...,w, € Og. Se
D(wy, ... ,w,) # 0, entdo para cada o € Ok, seque que existem Unicos inteiros racionais
T1,...,Ty tais que

n

CL’] ,
Z—D j D 4
(6% = (WL e ’wn>WJ € (wl, ’wn) ‘ .T],

onde j =1,2,...,n.

Demonstragio. Se wy, ... ,w, € Ok, entao pelo Teorema [2.68, segue que D(wy,...,w,) €

Z. Como D(wy,...,wy,) # 0, segue que {wy,...,w,} é linearmente independente sobre Q,
e assim, {w,...,w,} é uma base para o corpo K sobre Q. Deste modo, existem tinicos
Y1, -, Yn € Q tais que a = Zijj. Sejam oy = id, 09, ...,0, 0s n monomorfismos que
j=1
K em C. Assim,
or(a) =Y yjo;(w;), onde k=1,...,n. (3.3)
j=1
Logo, aplicando a Regra de Cramer no sistema formado pelas Equagoes[3.3]e considerando
o1 (wi) o1(wj-1) o1(a) o1(wjr1) o1 (wn)
A o2 (wr) o2 (wj1) o2(a) o2(wjt1) o2(wn)
J = : )
on(wi) on(wj1) onl(a) on(wj) on(wn)
4 =1 Assi
segue que y; = ————, com j = 1,...,n. Assim
g q y] det(o_J (CL)J)) 9 j Y 9 )
2
o1 (wi) o1(wj-1) o1(a) o1(wjr1) o1(wn)
o2 (wr) o2(wj1) o2(a) o2(wjt1) o2(wn)

yiD(wi, ... wy) =
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¢ um inteiro algébrico para j =1,...,n. Como

yJZ-D(wl, cwn) €Q,

rs
segue que y]?D(wl, ... wp) € Z. Defina y; = L, com r; € Z, s; € N* e mdc(rj, s;) = 1.
SA
2 ’
Assim, S—;D(wl,...,wn) € Z, para j = 1,...,n, ou seja, s5 | D(wy,...,w,). Se xz; =
J
r.
y;D(wi, ... ,wp) = LD(wi,...,w,) € Z, para j = 1,...,n, entdao
Sj

a=2 yjwi=2 Dl o
j=1

ot (Wiy ey wp)

Agora, note que

2
T3 :r?D(wl""’w") c7
D(wy,...,wn) 7 5%
ou seja, D(wy,...,wy) |:1c§, para j=1,...,n. O
Observagao 3.32. Pela Proposigao [3.31], se D(wy,...,w,) é livre de quadrados, entdao
D(wy,...,wy) | z;, para j = 1,...,n. Dessa forma, para cada a € Ok, existem unicos
x; "
inteiros a; = — ) taisque o = Z ajw;, provando que {wy,...,w,} é uma base
D(wq,...,wp) =

integral para o corpo K. Agora, usamos a Proposigao para limitar os denominadores
de a;.

Proposicao 3.33. Sejam K um corpo de nimeros de graun e 6 € Ok tal que K = Q(6).
Se a € Ok, entio existem tnicos racionais ==, com j = 1,...,n, onde mdc(rj,s;) =

S .
1 es; >0 tais que !

=Yg 1<s; < [D(@)| es’| D).
j=1 57

Demonstracio. Se 6 € Ok, entdao 1,0,02,...,0" 1 € Ok. Pelo Teorema segue que
D) = D(1,0,...,0" ') € Z. Além disso, como K = Q(#), sabemos, pela Proposigio
que D(0) # 0. Dessa forma, pela Proposicao [3.31], segue que existem tnicos inteiros

n

T1,...,2, tais que a = ZDx(je)Hj_l e D) | ZL’?, onde j = 1,...,n. Para todo j =
j—1
1,...,n, vamos definir inteiros, primos entre si, 7;,s; > 0 por
sgn(D(0))x; _ D)

Y7 mde(z;, D) © 7 mde(y, D))’

Dessa forma,

T sgn(D(0))x; mde(x;, D(6)) x; N
- = ) = =a=) =0 el <s; <|D(O).
5 " mdee, DO DO Do) T X, = 1P6)
Além disso, para j = 1,...,n, segue que
r? 22
g — 2
5§D<0) D(6) € Z= s | D(0),

uma vez que mdc(r;, s;) = 1. O
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Com isso, podemos definir o conceito de um "inteiro minimo de grau k£ em 6". Seja
K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n. Para k € {0,1,...,n — 1} defina o conjunto

Sy ={ar €Q : ap+ a1 + - - - + ab* € Ok, com ag, @y, - .., a1 € Q}.

Assim, Sp ={ap €Q; ap € Ox} =Z eZ C Sy, para k =0,1,...,n— 1. Pela Proposic¢ao
3:33] segue que os denominadores dos racionais em Sy sdo limitados. Portanto, Sy, tem
um elemento menor positivo aj. Neste caso, aj = 1.

Definigao 3.34. Sejam K = Q(¢) um corpo de nimeros de grau n,
Se = {ar € Q : ag+a0+---+apb* € Ok, com ag,a1,...,a,_1 € Q}, k€ {0,1,...,n—1}
e aj o menor positivo de S;. Um elemento inteiro do corpo K que é da forma
ap + ar + -+ ap_10F" + a; 08,
com ag,...,a,_1 € Q, é chamado de inteiro minimo de grau k£ em 6.

Os proximos resultados apresentarao a estrutura de Si, a forma de aj, e a forma dos
inteiros de grau k em 6, com £k =0,1,...,n — 1.

Proposicao 3.35. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n e
Sy ={ar €Q : ap+ a10 + - - + apb* € Ok, com ag,ay,...,a5_1 € Q},
para k € {0,1,...,n — 1}. Se aj é o menor positivo de Sk, entio Sy, = a;Z.

Demonstragdo. Sejam a € S, e m o menor inteiro positivo tal que ma € Z e maj € N.
Pelo algoritmo da divisao, segue que existem ¢,r € Z, tais que ma = gmaj + r, onde

. a r .
0<r<ma;. Assim, a=gqa;+ —, 0< — <al. Como a,a; € S}, segue que existem
k ) k ) k s Yk )

m m
by, b1,...,b_1,Co,C1,...,ch1 € Q tais que

a=by+ b0+ +b_10F1 + ab* € Ok,
B=co+ci0+-  cp 101+ ajf* € Ok.
Assim,
a—qpB € Ok = (bo — qco) + (by — qc1)0 + -+ + (b1 — qcp—1)05 7 + (ay, — qa})0F

= (bg — qco) + (b1 — qc1)0 + -+ + (bp_1 — qep_1)0F 1 + %9’“ € Ok = % € S;.

Agora, se % # 0, entao terfamos 0 < % < aj, mas isso contradiz a minimalidade de aj
em Sj. Portanto, % = 0, ou seja, a = qa;. Logo, S = a;Z. O
Proposicao 3.36. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n e

Se={ar€Q : ag+ a0+ -+ af* € Ok, comag,ay,...,a,_1 € Q},
para k € {0,1,...,n — 1}. Se a} é o menor positivo de Sk, entdo existe dy € N tal que

* __
ap = —.

dy;
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Demonstragio. A demonstragao serd feita por indugao sobre k € {0,1,...,n — 1}. Para
k = 0, segue que Sy = Z e aj; = 1. Logo, dy = 1 e o resultado ¢ valido. Suponhamos

1
que o resultado seja valido para k, com 0 < k <[ < n —1, ou seja, aj, = T edp € N,

k
para k =0,1,...,1 — 1, com 1 <[ < n — 2. Mostremos que é valido para k = [. Pela
hipotese de indugao, segue que a;_; € S;—1. Assim, existem ag, aq,..., a2 € Q tais que

1
ap+ a1+ -+ a0+ Tﬁl’l € Ok. Logo,
-1

1 1
a0«9 + CL192 + - al_291_1 + 79l S OK = df € Sl.

di—1 1-1
Dessa forma, pela Proposicao [3.35, segue que existe m € Z tal que dz11 =am = a =
am com d;—; € N. Assim, chamando d; = d;_ym, segue que a] = 4 com d; € N,
ou seja, o resultado é valido para [ = k. Portanto, por inducao, segue que para todo
kE=0,1,...,n—1, existe d; € N tal que aj, = O

dik.
Proposicao 3.37. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n,

Se={ar €Q : ag+ a0+ -+ ab* € Ok, comag,ay,...,a,_1 € Q},

1

para k € {0,1,...,n—1}, e aj = I com dj, € N, o menor positivo de Sy. Assim, para
k

k=1,...,n—1, seque que dy_1 | dy.

Demonstragio. Sejam k € {1,2,...,n—1} e aj € Sp_1. Assim, existem ag, ay,...,ap_o €

Q tais que
ap + a0 + -+ ap_90* 2 +aj_ 081 € Ok

= agbf + (1192 + -+ (Zk_gek_l + az_ﬁk € Ok

Assim, pela Proposicdo [3.35 segue que existe m € Z tal que a;_, = ajm. Agora, pela
Proposigao [3.36], segue que

1 1
=—m, dp—1,dr € N=dj = dp_1ym = dj_1 | dp,
dp—1  dy
onde k=1,2,...,n—1. O

Proposigao 3.38. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros de graun. Se o é um inteiro de
grau k em 6, entao existem ag,aq,...,ar € Z tais que

ap+ a0 + -+ ap_101 + a,0F
dy, '

Em particular, se a é um inteiro minimo de grau k em 6, entdo existem ag, ay,...,a5_1 €
7 tais que

Qo -+ a19 + 4 ak._lﬁk’l + Qk
dy, '
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Demonstragio. A prova serd feita por indugao sobre k € {0,1,...,n—1}. Para k = 0, seja
« um inteiro de grau 0 em #. Assim, a = ag € 7Z, ou seja, dg = 1 e o resultado é valido.
Agora, suponhamos que o resultado seja valido para todo inteiro de grau [ — 1 em 6, com
[ €{0,1,...,n—1}. Seja o um inteiro de grau [ em 6. Pelas Proposigéese 3.36] segue

a
que existem rq, ..., 71 € Q,com a; € Z e d; € N tais que a = ro+7r104- - -+rl_101*1+gl01.
l

Agora, seja [ um inteiro minimo de grau [ — 1 em . Pela hipdtese de indugdo, segue
So + 819 + -+ 51720Z_2 + Gl_l
di—1 '

d
Além disso, pela Proposicao [3.37] segue que d;_1 | d;. Assim, d—l € Z e, uma vez que
-1

que existem Sg, S1,...,8_2 € Z e d;_1 € N tais que g =

d
d—la € Ok e q08 € Ok, segue que
-1

dl dl dl dl _ dl
o —ab - £ T s ML Sy o/ |
dl_lOé a; 6 € Ok = dl_l’f’o + dl_1T1 + + dl_lrl 1 + dl_lﬁ

(alsoe + ;5102 + - 4 arsp_o0 T+ a191> d =t (dlrj —sj_1

Ox = ——
d—1 €0k = om0+, 4,

)69' € Ok.

Jj=1

d = dirs — ays;
Portanto, ot > Gy — 45—t
d diy

-1 i—1
§=
de indugao, segue que existem cg, ¢y, ..., c_1 € Z tais que

) ¢’ é um inteiro de grau [ — 1 em 6. Pela hipétese

d; =1 (dﬂ‘j — alsj_1> Rt S
— o+ i A b N4 —9.,
a0t di— 2 g

j=1 =0
e assim,
di Co
—To = ——
di— di—1
diry — asj—1 G
di—1 diy’
onde j=1,...,1 — 1. Logo,
Co
rg = —
0=
Cj —I— alsj—l
r,=—-———
J dl
ondej =1,...,l—1. Agora, sejam ag = ¢y, a; = ¢j+q;s;_1,onde j =1,...,1—1. Assim,
a; . ro+ 1104+ 107 4+ a0
ajGZerj:d—j,ondej:O,l,...,l—l.Portanto,a: 0 ! 7 -1 =
! 1
Logo, por inducao, o resultado é valido para todo £k =0,1,...,n — 1. n
No préximo teorema, mostramos que se ag, com k € {0,1,...,n — 1}, é um inteiro
minimo de grau k em 6, entdo {ag, a1, ...,q, 1} é uma base integral para o corpo K =
Q(0).
Teorema 3.39. Sejam K um corpo de nimeros de graun e § € Ok tal que K = Q(0). Se
ay € um inteiro minimo de grau k em 0, para k =0,1,... ,n—1, entdo {ag, a1, ..., 01}

¢ uma base integral para o corpo K.
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Demonstra¢io. Em qualquer base integral de K = Q(#), pelo menos um dos elementos
¢ da forma ag + a10 + -+ + a,_10""', com a,_1 # 0 (caso contrario, ndao seria possivel
representar o elemento #"~'). Além disso, podemos considerar a,_; > 0. Dessa forma,

escolhemos uma base integral {wy,...,w,} para o corpo K com w, = ag + a0 + --- +
Ap_10""1, com a,_1 > 0 e a,_ sendo o menor coeficiente positivo que acompanha o !
entre os demais elementos da base. Seja k € {1,2,...,n — 1} e suponha que

WE = b() + 616’ —+ -4 bn_19”_1, com bo,bl, c. ,bn_l c Q

Trocando wy por — wy, se necessario, podemos supor que b, 1 > 0. Assim, pela forma
como tomamos a,_1, no caso em que b, 1 # 0, segue que b,_1 > a,_1. Seja m o Unico

n—

1 n—1 ~
—1<m< ——, entao
Ap—1 Qp—1

inteiro nao negativo tal que 0 <

bn—l —Op—1 < MAp—1 < bn—l =0 S bn—l —Mlp—1 < Ap—1 < bn—l-

Vamos definir wj, = wx —mw,. Se b, 1 —ma,_1 # 0, entdo {wy, ..., Wk 1, Wk, Wkt1,--->Wn}
¢ uma base integral do corpo K. Note que, neste caso, o coeficiente que acompanha 6!
no elemento wj, é b,_1 —ma,_1 < a,—1. Mas isso contradiz a minimalidade de a,_; como
coeficiente de §"~!. Portanto,

b1 —map_1=0= b,y =may,_1,

ou seja, b,_1 é um multiplo de a,_;. Com isso, observe que paratodo k € {1,2,... ,n—1},
considerando wy, = by, + by, 0 + -+ + by, 0", segue que existem my,my, ..., m, 1 tais
que by, , = mpa,_1. Assim, W, = wp — Myw, e o coeficiente que acompanha "1 ¢é
br, . — mgan—1 = 0. Portanto, wj, é um inteiro de grau no maximo n — 2 em 6. Além
disso, {w},wh, ... ,wy_1,w,} é uma base integral para o corpo K. Entre todas as bases
{w1,...,wy}, para as quais os elementos wy,...,w,_1 sdo inteiros minimos de grau no
méximo n — 2 em 6, vamos escolher um elemento em que o coeficiente de "2 seja
positivo e minimo. Assim, continuamos dessa construcao até chegarmos a uma base

integral {ap,...,a,_1}, em que cada «; é de grau i em ¢, comi = 1,....,n — 1. Seja
i
o = Z aix0%, com a;, € Q. Assim,
k=0

D(K) = D(ao, . .., n-1) = (agoa11 - - - n—1n-1)>D(0).

Para i = 0,1,...,n — 1, seja f; o inteiro de grau i em 0. Logo, D(By,..., 1) =
(agai---aj,_1)D(8). Pela Proposigao [3.29] segue que

[ DK)| < [D(Bo, -+, Bu-1)]

* ok *
= AgoG11 - - - Ap—1n—1 < agay -« - a

n—1
aooin*- x an*flnfl <1
Aoy« Gy
Qo Gl o,
) p—1
C S doi=0,1 1, pela Proposicio [3.35 Yi e g
omo a; € 95;, para todo ¢ = 0,1,...,n — 1, pela Proposicao |3.39, segue que pry € 4y,
7
. Qoo an—1n—1
para todo ¢ = 0,1,...,n — 1. Logo, como ?---7;*7” < 1, segue que a; = a;,
0 n—1
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para todo k£ = 0,1,...,n — 1. Portanto, a; ¢ um inteiro minimo de grau ¢ em 6, para
todoi=0,1,...,n—1e {ag,1,...,, 1} é a base integral para o corpo K, o prova o
resultado. ]

O Teorema [3.39] fornece um método para obter uma base integral para um corpo
de nimeros K de grau n. Segundo esse teorema, é preciso apenas encontrar um inteiro
minimo de cada grau até n — 1. No proximo teorema, apresentamos algumas informacoes
uteis sobre os denominadores dos inteiros minimos.

Teorema 3.40. Sejam K um corpo de nimeros de graun e 6 € Ok tal que K = Q(6).
ako + ag1f + -+ + agp_10°1 + 0"
dp,
i = 1,....k =1, € um inteiro minimo de grau k em 0, tal que oy = dy = 1, entdo
dody ... dpy = ind(0) e &2 | D(6), comi=0,1,....,n—1.

Para k= 0,1,...,n—1, se ap = , com ay; € 7., para

Demonstragio. Pelo Teorema [3.39] segue que {ay,...,a,_1} é uma base integral para o
corpo K. Portanto, D(ay,...,a,—1) = D(K). Além disso,

D)  _ (ind(9))*D(K)
0 dp1)? (do...dp1)?

Agora, como dy, . .., d,_1,ind(#) € Z* , entdo ind(d) = dy . ..d,—1. Note que,

D(Oﬁo,...,(l/n_l) = (d

D(0) 2
———=DK)eZ=(dy...d,— D(0).
s = D) €2 (do-dya | D)
Pela Proposicao segue que d; | d;, para todo j =i+1,....,n—1,i=0,1,...,n—1,
e assim, 2" | D(6). O

Os Teoremas e podem ser utilizados para determinar bases integrais para
alguns corpos ciibicos. O proximo resultado também é uma ferramenta 1til neste processo.

Proposicao 3.41. Se § é uma raiz da equacdo cibica x®>+ax+b =0, com a,b € Q, entdo
Yo +y10 + 1202, com yo,y1,y2 € Q, é uma raiz da equagio cibica x® + Ax*+ Bx + C = 0,

com
A = =3yo + 2ays,

B = 3y3 + ayi + a*y3 — 4ayoys + 3by1ys,
C = —y5 + by} — b*ys — ayoyi — a*yoys + 2ay3ys + abyrys — 3byoy1ya.

Demonstracio. Sejam 6,0" e §” € C as raizes da equacio ctibica 2® + ax +b = 0. Assim,

0+0 +6"=0
00" + 00" +0'0" = a
00'0" = —b.

Assim,
. 92 + 9/2 + 6)//2 — (9 + 0 + 9//)2 _ 2(99/ + 00" + 9/9//) — —2&;
. 929/2 + 929”2 + 6/29//2 — (66/ + 006" + 9/6//)2 _ 299/6//(9 + o + 9//) — a2;

. 00/2 ‘I‘ 020/ _|_ 00//2 + 020// + 9/0//2 + 0/20// — 00/(0/ ‘I‘ 0) + 00//(0// ‘I‘ 9) + 9/9//(9// + 9/) —
—3060'0" = 3b.
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Agora, sejam
o = yo + 110 + 126,
o = yo + b + 1207,
O// =1 + y19// + y29//2.

Com isso,

o a+ad +a" =3y — 240

o ad +ad’ + da” = 3y2 + yia — yia® — dyoysa + 3y1yab;

o ada’ = yd — y3b+ 3% + yoyia + yoysa® — 2y3ysa — yryrab + 3yoyyab.
Agora, sejam

A = —=3yo + 2ay;
B = 3y3 + ayi + a*y3 — 4ayoys + 3by1ys
C = —ys + by} — b%ys — ayoyi — a*yoys + 2ayiys + abyrys — 3byoy1ys.

Assim,
at+d +a"=-A
ad +ad” +d'a” = B
ad/a” = —-C.
Logo, a = yo + 110 + 120? é raiz de 2° + Az* + Bx + C = 0. O

Exemplo 3.42. Seja # uma raiz do polinémio z* — 3z + 9 = 0. Vamos determinar um
92

polinémio para o qual 0 ¢ uma raiz. Com a notagao da Proposicao [3.41, no polinémio
@2

2 —3x +9, segue que a = —3 e b =9. Chamando 5 =W + 110 + 1202, segue yo = y; =

1
0eyy= 3 Considere
1
A = =3yo+2ay, = 2. (3) (=3) = -2,

1 2
B = 3yi+ay; + a’y; — dayoys + 3byiys = <3> (=32 =1,

C = yg+byi —b*ys — ayoyi — a*yoys + 2aydys + abyiys — 3byoy1ye

1 3
02

Pela Proposicao [3.41] segue que 0 ¢ uma raiz do polindmio x® + Ax? + Bx + C =
3 — 22?2+ x — 3 € Z[z|.

Exemplo 3.43. Seja 6 uma raiz do polindmio 23 — 21z — 236 = 0. Vamos determinar um

polindémio para o qual

¢ uma raiz. Com a notagao da Proposi¢ao|3.41} no polinémio
146

23 — 212 — 236, segue que a = —21 e b = —236. Chamando = Yo+ y10 + y20?, segue
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1
que Yo = Y1 = 3 e yo = 0. Considere

Pela Proposicao [3.41], segue que

A

1
— ~3yo+2ap = -3 (5) = 1,

3
1

1 2 2
= 3y? + ay? + a*y3 — dayoys + 3by1ys = 3. (3) + (—=21). (3) =2,

= ys+ by} — b*ys — ayoy? — a*yoys + 2aydys + abyiyz — 3byoyiys

_ (;)3 — 936, (;)3 —(=21). (;)3 — -8

1446

¢ uma raiz do polinémio 2° + Az? + Bx + C =

23— 2% — 2z — 8 € Zx].

Exemplo 3.44. Seja # uma raiz do polinémio 2° — 21z — 236 = 0. Vamos determinar

—2—0+6?
um polindémio para o qual 18+ é uma raiz. Com a notacao da Proposicao [3.41},
omio 73 —2—0+6°
no polindémio z°> — 21x — 236, segue que a = —21 e b = —236. Chamando — 15 -
1 1 1
Yo + Y10 + 1202, segue que yy = =R eR=1g Considere
A 3yo + 2 3(1>+2(21)<1) 2
= — ays = —3. | ——= (=2D). (=) =—
Yo Yo 9 18 )
1\? 1\2
B = 3y + ay? + a*y3 — 4ayoys + 3byi1y2 = 3. (9) + (—21). (_18)
1\?2 1\2 1 1
o (1) e cae (L) e (). (2)
+(=21) ( 18) +(=21) 18 (=21) 9 18
1 1
3.(-236).(—— ). (—=) =3
3 ) ( 18) (18) ’
C = yo+byi — V%5 — ayoyi — a’yoys + 2aygys + abyys — 3byoyrya

Pela Proposicao|3.41} segue que

(O o (o (4 () ()
—(=21)%. (—;) . (118>2 +2.(=21). (—;)2. (118>

+(—21).(—236). (—118) | (118)2 — 3.(—236). (—;) | (—118) | (118) ~ 0.

—2—0+6
18

¢ uma raiz do polindmio a*+ Az?+Bx+C =

r3 — 22?4+ 3z — 10 € Zlx].

Nos proximos exemplos, usamos os Teoremas e para determinar bases inte-
grais para alguns corpos cubicos.

Exemplo 3.45. Seja 6 uma raiz do polindmio ciibico 23 — 3z + 9. Vamos determinar
uma base integral para o corpo K = Q(f). Primeiramente, observe que o polinémio
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23 — 3 +9 € Z[x] é irredutivel em Z. Portanto, K é um corpo ciibico. Dessa forma,
pelo Teorema [3.18, segue que D(f) = —4.(—3)* — 27.9? = —33.7.11. Agora, pelo Teorema
3.40|, segue que os inteiros minimos de grau kem 6, com k = 0,1, 2, sao da forma «a; =
0 . gkfl ek
Gy + Ok 0 d+ 1 + ed 2(3 |D( ). Assim,
k

. Oé():]_edozl;

« T =dt | D) = -FT11 = di = 1= o = 6;

_ 62
o 267D = d3 | D(8) = —33.7.11 = dy = 1 ou 3. Pelo Exemplo |3.42] segue que 3 é

um inteiro do corpo K, uma vez que é raiz do polinomio z* — 2z + z — 3 € Z[z].

92
Portanto, como satisfaz a forma dos inteiros minimos, segue que — ¢é um inteiro
62 ’
minimo de grau 2 em 6. Logo, dy =3 e ay = 3

2
Com isso, pelo Teorema (3.39] segue que < 1,6, 5 ¢ uma base integral para o corpo K.

Além disso, pelo Teorema |3.40, segue que ind(#) = dodidy = 3. Assim,

D)  -3711

DK) = (ind(6))2 32

= —231.

Exemplo 3.46. Seja 0 uma raiz do polindomio ciibico 23 — 21z — 236. Vamos determinar
uma base integral para o corpo K = Q(f). Primeiramente, observe que o polindémio
x3 — 21z — 236 € Z[z] é irredutivel em Z. Portanto, K é um corpo ctibico. Dessa forma,
pelo Teorema [3.18] segue que D(f) = —4.(—21)? — 27.(—236)2 = —22.35.503. Agora, pelo
Teorema [3.40], segue que os inteiros minimos de grau k em 6, com k = 0,1, 2, sdo da forma
a%+%ﬁ+~gw%lw*+mk 260 | (). Assim,

k

. =

e aqp=1ledy=1;

o &Y = di | D(9) = —22.35503 = d; = 1 ou 3. Note que, pelo Exemplo ,

1+6 , o o
é um inteiro do corpo K, uma vez que é raiz do polinébmio z° —

segue que

x? — 2z — 8 € Z[x]. Portanto, como satisfaz a forma dos inteiros minimos, segue que

1+46 1+6
: ¢ um inteiro minimo de grau 1 em 0. Logo, d; =3 e a; = L;

3

e &% = @ | D) = —2235503 = dy = 1, 2, 3, 2.3 ou 2.3%. Note que, pelo
—2— 0+ 0?
18
raiz do polindmio x® — 222 + 3z — 10 € Z[z]. Portanto, como satisfaz a forma dos

R —2—0406>,
inteiros minimos, segue que — g ¢um inteiro minimo de grau 2 em 6. Logo,
-2 — 0+ 0?

18 '

Exemplo [3.44] segue que ¢ um inteiro do corpo K, uma vez que ¢é

dy=23?=18¢c ay =



Inteiros minimos 44

146 —2—-0+62
3 18
o corpo K. Além disso, pelo Teorema [3.40, segue que ind(6) = dodydy = 2.33. Assim,

Com isso, pelo Teorema [3.39] segue que ¢ 1,

} ¢ uma base integral para

D)  —2235503

DE) = Ga@ye = oz~ 00

Definicao 3.47. Um corpo ctbico K é dito um corpo cubico puro, se existe d € Z,
que ndo é um cubo perfeito, tal que K = Q(v/d).

Exemplo 3.48. Seja # € R uma raiz do polindémio 23 + 6x + 2. Vamos mostrar que o
corpo ctibico K = Q(6) é o corpo ciibico puro Q(+/2) e determinar uma base integral para
o corpo K. Primeiramente, note que

(=1)*+6.(-1)+2=-5<0e0°+6.0+2=2>0.

2
Portanto, —1 < § < 0. Além disso, para —2 < z < —v/2, segue que — 1 < z — = < 0.
x

2
Assim, existe um tnico a € R tal que —2 < a < —v/2 e § = a — =. Logo,
a

2\3 2
93+60+2:O$(a—) +6.(a—)+2:0

a a

2 4 8 12
:>a3—3a2.7+3a.—2—f3+6a———1—2:()
a a?  a a

8
:>a3——3+2:0:>a3:20ua3:—4.
a

Como —2 < a < —/2, segue que

2
a3<0$a3=—4¢a3=—22:>a:—2§:0:_2§—< )=2é_2§e<@(€/§).
2
3

)—U
@]
=
-+
o
=
-
o
~
I
Q
=
N
Q
S
[\
~
)—U
o
=
@]
o
-
=
@]
&
Q.
o
<>
)
I
[\
ol
|
[\
I
|
=~
+
o
[\
Wl
+
(\]
wlo
=
n
&.
B

4+6+62
> V2= e Q)
= Q(V2) C K.
4+ 6+ 6* 4 — 20 + 6*
Portanto, K = Q(+/2). Agora, como 25 = R €25 =235 —0= 3+, pela

Proposicao , segue que {1, 2%, 2%} ¢ uma base integral para o corpo K. Dessa forma,
| 440+67 4—20+ 67
9 3 Y 3

} ¢ uma base integral para o corpo K = Q(0). Agora,

44+0+6% 4—20+ 6 4460+ 62 1+0+06? 1+6+6°

— =0e ——-1=——=41,0, ——
3 3 3 3 3

¢ uma base integral mais simples para o corpo K.

Mais adiante, apresentando um resultado generalizado para bases integrais de corpos
cubicos puros.
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3.3 Indice de um corpo de niimeros

Seja K um corpo de niimeros de grau n sobre Q. Um elemento a € Ok é dito um
gerador do corpo K quando K = Q(«). Além disso, pela Proposicao , sabemos que
a € Ok é um gerador do corpo K se, e somente se, D(a) # 0.

Para um gerador a de K, o indice de « é o inteiro positivo ind(«), dado por D(«) =
(ind(a))®. D(K).

Definicao 3.49. Seja K um corpo de nimeros, o indice do corpo K é dado por
i(K) = mde{ind(a) : « é um gerador de K}.

Definicao 3.50. Seja K um corpo de niimeros, o indice minimal do corpo K é definido
por
m(K) = min{ind(«) : « é um gerador de K}.

Observe que i(K) | m(K).

Proposicao 3.51. Seja K um corpo de nimeros de grau n. Assim, m(K) = 1 se, e
somente se, K possui uma base potente.

Demonstragio. Se m(K) = 1, entdo existe @ € Ox um gerador do corpo K tal que
i(K) = 1. Dessa forma,

D(1,qa,...,a" ") = D(a) = (ind(a))2.D(K) = D(K) = D(K) = D(1,q,...,a"").

Portanto, {1,,...,a" '} é uma base integral para o corpo K, ou seja, K possui uma
base potente. Reciprocamente, se K possui uma base potente {1,,...,a" 1}, entdo

D(K) = D(1,q,...,a" ') = D(a).
Agora, como D(a) = (ind(a))?.D(K), segue que ind(a) = 1. Logo, m(K) = 1. O

Proposicao 3.52. Seja K um corpo de nimeros. Se K possui uma base potente, entao
i(K) = 1.

Demonstragio. Seja K um corpo que possui uma base potente, pela Proposigao [3.51]
segue que m(K) = 1. Logo, uma vez que i(K) | m(K), segue que i(K) = 1. O

Note que, segundo a Proposicao quando i(K) > 1, segue que K nao possui uma
base potente. Além disso, vale observar que i(K) = 1 ndo implica que K possui uma base
potente.

Proposicao 3.53. Seja K um corpo quadrdtico, entao i(K) = m(K) = 1.

Demonstragcio. Como K é um corpo quadratico, pelo Teorema [2.33] segue que existe um
tinico d € Z, livre de quadrados, tal que K = Q(v/d).
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14++/2

e Seja d =1 (mod 4). Pelos Teoremas e , segue que {1, 5

integral para o corpo K e D(K) = d. Seja a € Ok, entdo existem a,b € Z tais que
1 2
a=a-+ b < +2\/_

} é uma base

> . Dessa forma,

1 a+b (1 +2\/E>
D(a) =

1 a+b<1_2\/8>

= b’d.

Agora, a é um gerador de K < D(a) # 0 < b*d # 0 < b # 0. Assim,

() b2
d(« =Vb b
in K = [b].

Logo, i(K) = mdc{ind(«) : a é um gerador de K} = mdc{|b] : b€ Z, b#0} =1
e m(K) = min{ind(«) : « é um gerador de K} = mdc{[b| : b€ Z, b#0} = 1.

e Seja d # 1 (mod4). Pelos Teoremas ¢ , segue que {1,v/d} é uma base
integral para o corpo K e D(K) = 4d. Se a € Ok, entao existem a,b € Z tais que
a = a+ bv/d. Dessa forma,

1 a—l—b\/a2
1 a—+vd
Agora, a é um gerador de K & D(a) # 0 < 4b?°d # 0 < b # 0. Assim,

() 4b2
d(« b
in \ K =/ = |b].

Logo, i(K) = mdc(a) : « é um gerador de K} = mde{|b| : b€ Z, b # 0} =
m(K) = min{ind(«) : « é um gerador de K} = mdc{|b| : b€ Z, b #0} =1,

D(a) = = 4b%d.

0 que prova a proposicao. L]

Exemplo 3.54. Seja # uma raiz do polindmio ctibico f(z) = * — 3x + 9. Vamos de-
terminar o indice e o indice minimal do corpo ctibico K = Q(f). Sejam 6’ e " as outras
raizes de f(z), entdo 2° — 3z +9 = (z — 0)(z — 0')(z — 0”). No Exemplo vimos que

@2
{1,0, 3} é uma base integral para o corpo K, D(f) = —33.7.11 e D(K) = —3.7.11. Se

2
a € Ok, entao existem a, b, c € Z, tais que a = a + b + CE' Dessa forma, os conjugados
2 /2 2

0
de o sao a = a+b0—|—c§, o = a+b0’+c? ea = a+b9”—|—c?. Assim, como
0+60 +0" =0, segue que

92 8/2 92—9/2
. a—a’:a+b6+c§— <a+b9’+c3> :b(e—e')+c< 3 ):b(@—@’)+
C

g(e —0)0+0)=(0-0) <b+ 5 (0 +0’)> =(0-0) (b - 9”>;

w
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s a—a’=(0-0") (b= 58);
3
« o —a' = (0 -0 <b— §9>
Agora, pela Proposicao [2.64] segue que
D(a) — (a —04’)2(04—04”)2(@’ _a//>2
9 0/20 0//29/ 0//2 b 92 b 00/2 b C9//2
= G-oye—ore -y (o-30) (o-57) (-5)
c c c 2
- o [6-5) (-3)(-3¢)]
of(o-29) (- 50) -5
2 2 3 2
= D(0) [bﬁ”—l—bg(90’+9’8”+9’0”)—lgc(ﬁ+0’+9”)—g790’0”] .

Pelas relacoes de Girard, segue que

0+6+60"=0
00’ + 00" +0'0" = —3
00/0// — _9
2 3 2 3 7292, 3\2
Dess torma, D(a) = D(®) 1+ (-3 = £.-0)) =~ (L)

ou seja, D(a) = —3.7.11(3b — bc® + ). Agora, a é um gerador de K < D(a) # 0 &
3b —bc? + ¢ # 0. Assim,

~ _ | D) _ \/—3-7-11(3b—bc2+c3)2 ) o
) =\ D) - 3711 = [3b —be” + 7).

m(K) = min{ind(«) : a é um gerador de K}
= min{|3b — b2+ 3| : 3b—b+E#£0, b,c €L}

Note que, para b =1 e ¢ = —1, segue que 3b — bc* + ¢* = 0. Portanto, m(K) = 1. Por fim,
i(K) | m(K) = i(K) = 1. Pela Proposicao [3.51], segue que K possui uma base potente,
uma vez que m(K) = 1. Assim,

Logo,

e assim,
4 2 4 2
= s 0=0-T
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2 2\ 2

Portanto, {1, 93, <63> } ¢ uma base potente para o corpo K.

Exemplo 3.55. Seja § uma raiz do polinémio ctibico f(z) = 2% — 21z — 236. Vamos

determinar o indice e o indice minimal do corpo ctibico K = Q(#). Sejam 0’ ¢ 6" as outras

raizes de f(z), entdao 2® — 21z —236 = (z—60)(x —6')(x —6"). No Exemplo[3.44] vimos que
. 1+60 —2—0+06°

{ T3 18

} é uma base integral para o corpo K, D(6) = —22.35.503 ¢ D(K) =

—2— 0+ 0*
18 '

1+6
—503. Se a € Ok, entao existem a, b, c € Z, tais que a = a+b (;‘;) +c <

Dessa forma, os conjugados de « sao
a=a+b 71—’_0 +c 7_2_9+02
- 3 18 ’
o =a + b 1+ o +c ﬂ e
- 3 18

a,/_a+b 1+9// e _2_9//+0//2
B 3 18 '

Pelas relagoes de Girard, segue que

O+0 +60"=0
00" + 00" + 0'0" = —21
00'0" = 236.

Dessa forma,

N 3 18

Mass 1+6¢ e —2—0 +67
3 18

_ O 2 _n_ pnr /
_ b(e 0>+C<9 6—0 +9):b(6_9,)+0(92_9,2_9+9,)

3 18 3 18

= bo-0)+ Lio-00+0)-0-0)
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Agora,

D(a) = [(a —a')(a = a")(a/ —a)]?

oo [3--50) (6-5-50)C-5-#)

b3 b’c  bc? bc? c? 3 < ] 2

b (=21) = —(=21) — —
AT IR TR T A A Fri)

= D(0) (2160 — 108b%*c — 108bc? — 216¢3)?

26312
24,36

— 2 26
= (~23%.503) S5 o5

(26 — b?c — bc? — 2¢3)?,

e assim, D(a) = —503(20® — b?c — bc? — 2¢®)2%. Agora, « ¢ um gerador de K & D(a) #
0 & 2b% — b?c — bc® — 2¢® # 0. Assim,

D(«)

ind(ar) = D(K)

= [2b° — b?c — bc* — 2¢°| = [2(b* — ¢*) — be(b + ¢)).

Agora, para todo b,c € Z, segue que 2(b* — ¢®) é par. Se b ou ¢ é par, entdo bc é par.
E se b e ¢ sdo impares, entdao b + ¢ é impar. Dessa forma, para todo b,c¢ € Z, segue
que 2(6% — ¢*) — be(b + ¢) = 0 (mod 2). Além disso, para b = 1ec = 0, segue que
2(b* — ) — be(b + ¢) = 2. Logo,

m(K) = min{ind(a) : a é um gerador de K}

= min{|2(0® — ¢*) —be(b+ )| : 2(0° — ) —be(b+¢) #0, byc € Z} =2
i(K) = mde{ind(e) : « é um gerador de K}

= mde{|2(63 — ) —be(b+ )| : 20 — ) —be(b+¢) #0, byc € L} =2,

uma vez que 2(b*> — ¢3) — be(b+ ¢) = 0 (mod 2). Note que, m(K) = 2 implica que K nao
possui uma base potente.

Definicao 3.56. Seja K um corpo de niimeros de grau n sobre Q. Um primo p é chamado
de divisor discriminante nao essencial ou divisor de indice comum, se p | ind(«),
para todo a gerador de K.

Observe que os discriminantes nao essenciais de um corpo de nimeros K sao, precisa-
mente, os fatores primos do indice i(K).



4 O anel de elementos p-integrais de
um corpo de niimeros

O presente capitulo tem como objetivo introduzir o tema principal deste trabalho, que
sdo as bases p-integrais. A principal referéncia utilizada, e também no Capitulo |5, é [3].
Na Secdo [4.1] apresentamos os elementos p-integrais de um corpo de ntimeros e algumas
propriedades importantes. Na Sec¢ao veremos a existéncia de bases para o corpo K
formadas por elementos p-integrais e apresentamos o conceito de uma base p-integral.

4.1 Elementos p-integrais de um corpo de niimeros

Dado um corpo de ntimeros K de grau n, vimos, na Observagao [2.79] que o seu anel
de inteiros Ok é um dominio de Dedekind, ou seja, é Noetheriano, integralmente fechado
e todo ideal primo de Ok é um ideal maximal. Portanto, todo ideal ndao nulo de Ok
contém um produto de ideais primos, uma vez que este fato é verdadeiro para dominios
Noetherianos [5]. Além disso, todo ideal ndo nulo de Ok é um produto de ideais primos
e essa fatoragdo ¢ unica, ou seja, dado I C Ok um ideal nao nulo, entdo I é expresso de

maneira unica como H P™, com P; ideais primos distintos de Ox e m; € Z [5].
i=1

Definicao 4.1. Sejam D um dominio e K o seu corpo de fragoes, entdo um ideal nao
vazio I C K é dito um ideal fracionario de D se satisfaz:

1. Seacelefel,entaoatfel;
2. Seaelere D, entao ra € I,

3. Existe vy € D, v # 0, tal que vI C D. Neste caso, v é chamado de denominador
comum.

Definigao 4.2. Sejam K um corpo de ntimeros e Ok seu anel de inteiros. Um ideal nao
vazio I C K é dito um ideal fracionario de Ok se satisfaz:

1. Seaelefel, entaoa+ e l;
2. Seaelere Ok, entao ra € I;
3. Existe v € Ok, v # 0, tal que vI C Ok.
Definicao 4.3. Sejam K um corpo de nﬁmerosr de grau n, Ok o seu anel de inteiros e

I C Ok um ideal nao nulo de Ok, ou seja, I = H P™ com P; ideais primos distintos de

=1

20
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Ok em; € Z. Paratodoi=1,...,r, a valorizagao de I em P; é definida como poténcia
do ideal primo P; na decomposigao de I em ideais primos e denotamos vp, () = m,.
Se I = aOk é um ideal principal, entao usamos a notacao vp,(I) = vp (). Também,
consideramos vp(0) = 400, para todo ideal primo P de Ok.

Definicao 4.4. Sejam K um corpo de nimeros e Ok o seu anel de inteiros, entao

1. Seja P um ideal primo de Ox e a € K. Se vp(a) > 0, entdo a é chamado de
elemento P-integral do corpo K;

2. Seja p um nimero primo, se a € K é P-integral para todo ideal primo P de Ok, tal
que P | pOk, entdao a é chamado de elemento p-integral do corpo K.

Em outras palavras, a é dito um elemento P-integral do corpo K se o ideal primo P
aparece na decomposicao do ideal Ok em ideais primos de Ok com expoente nao negativo
e a é dito um elemento p-integral do corpo K se todo ideal primo na decomposicao de pOg
aparece na decomposicao de aOg em ideais primos de Ok com expoente nao negativo.

Exemplo 4.5. Sejam K = Q(v/—5) um corpo quadratico e Ox = {a+by/—5 : a,b € Z}
o seu anel de inteiros. Considere a = 6 € K. Como

a=6=23=(1++v-5).(1-v-5),

com 2,3,1++/—5,1 — /=5 elementos irredutiveis nao associados de Ok, segue que Ok
nao é um um dominio de fatoragdao unica. Considere os ideais primos de Ok dados por

P={21++-5), Pp=(3,1++/-5)e P, = (3,1 —+/=5). Agora,
e P=(2,14+v/=5)=(2,1++v/=5,2—(1++/=5)) = (2,14 /=5,1 — /=5)
:<272_(1_\/__5)71_\/__5>:<271_\/__5>;

P2 = (2,14 V=52 = (2,1 +vV=5)(2,14+v/=5) = (2,1 +V/=5)(2,1 — /=5)
= (4,2(1—+v/=5),2(1++/=5),2.3) = (2)(2,1—/=5,1++/=5,3) = (2)(1) = (2);

PiPy = (3,1+v=5)(3,1 = v=5) = (9,3(1 = v=5),3(1 + v/=5),2.3)
= (3)(3,1 = v=5,1+v=5,2) = (3)(1) = (3);

2,14 v/=5)(3,1 4 v/=5) = (6,2(1 + v/=5),3(1 + v/=5), (1 + vV/=5)3)
(14 V=5)(1 — v/=5),2(1 + v/=5),3(1 + v=5), (1 + V=5)?)
1+ V=5)(1 - v=5,2,3,(1+V=5)) = (1+vV=5)(1) = (1 + V/=5);

2,1 V. ><3 1- V_5> = <672(]—_ V_5)73(1_ V_5)7(1_ V_5)2>

( vV )(1_ \/—5)72(1_ V_5)73(]—_ V_5)7(1_ V_5)2>
(1=vV=5)(1++v=5,23,(1 =v=5)) = (1 = V=5)(1) = (1 - v=5).
Assim, em Ok, segue que (2) = P% ou seja, 2 é um elemento P-integral do corpo K;
(3) = Py Py, ou seja, 3 é um elemento Pj-integral e Ps-integral do corpo K; (1 4 /—5) =
PPy, ou seja, 1++/—5 é um elemento P-integral e Pj-integral do corpo K; e (1 —+/—5) =
PP,, ou seja, 1 —+/—5 é um elemento P-integral e P»-integral do corpo K. Além disso,
6) = (2)(3) = (1 + vV/=5)(1 — v/=5) = P?P,P,, ou seja, 6 ¢ um elemento P-integral,
Py-integral, Py-integral, 2-integral e 3-integral do corpo K.

PP =

{
{
= {
(2,
(
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Observagao 4.6. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Ok o seu anel de inteiros.
Dados P um ideal primo de Ok e o, 8 € K, entao:

1. vp(a+ ) > min{vp(a), vp(8)};
2. vp(af) = vp(a) +vp(B);
3. vp(a™!) = —vp(a).

Teorema 4.7. Sejam K um corpo de nimeros de grau n sobre Q e Ok o seu anel de
imteiros.

1. Se P € um ideal primo de O, entdo os elementos P-integrais do corpo K formam
um dominio Dp;

2. Se p € Z um numero primo, entdo os elementos p-integrais do corpo K formam um
dominio D,;

3. Se p € Z um nimero primo, entio D, = ﬂ Dp.
P|pOx

Demonstracdo. Para o primeiro item, seja P um ideal primo de Ok, considere
Dp ={a €K : a éum elemento P-integral de K} = {a € K : vp(a) > 0}.
Se a, 8 € Dp, entao vp(a) > 0 e vp(5) > 0. Dessa forma,
vp(a+ ) > min{vp(a),vp(f)} > 0= a+ p € Dp.

Além disso,
vp(aB) = vp(a) +vp(B) > 0= af € Dp.

Portando, Dp ¢ um dominio. Para o segundo item, seja p € Z um ntimero primo, considere

D, = {a€K : aéum elemento p-integral de K}

= {aeK : v,(a) >0, para todo P ideal primo de Ok, P | pOk}.

Sejam «, 8 € D,. Para todo ideal primo P de Ok tal que P | pOk, segue que vp(a) >
0 e vp(B) > 0. Dessa forma, segue que

vp(a+ B) = min{vp(a),vp(8)} > 0 e vp(af) = vp(a) + vp(B) >0,

para todo P ideal primo de Ok com P | pOk, ou seja, o + 5 € D, e af € D,. Portanto,
D, ¢ um dominio. Finalmente, para o terceiro item, sejam p € Z um nimero primo e
a € D, entao vp(a) > 0, para todo P ideal primo de Ok com P | pOx = « € Dp, para
todo P ideal primo de Ok com P | pOx. Assim,

o€ ﬂ DP.

P|pOk

Por outro lado, seja a € ﬂ Dp, entdao a € Dp, para todo P ideal primo de Okg com

PlpOx
P | pOk. Assim, vp(«) > 0, para todo P ideal primo de Ok com P | pOk, o que implica
que o € D,. Portanto, D, = ﬂ Dp. ]

P|pOx
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Para os préximos resultados, considere o anel Z e QQ o seu corpo de fragdbes. Dado um
nimero primo p € Z, apresentamos alguns resultados de elementos p-integrais de Q.

Proposicao 4.8. Seja p € Z um numero primo. Se m € Z, entdo m € um elemento
p-integral de Q.

Demonstragio. Para todo m € Z C Q, segue que m = 1.m = p®m. Se p | m, entdo
vp(m) > 0 e se p{m, entdo v,(m) = 0. Portanto, m é um elemento p-integral de Q. [

Proposicao 4.9. Se m é um elemento p-integral de Q, para todo p € Z primo, entao
m € 7.

Demonstragio. Se m € QQ, entao existem a,b € Z, com b # 0, tais que

m = % =m=ab"' = v,(m) =v,(a) + v,(b") = v,(m) = vy(a) — v,(b).

Como, por hipotese, m é um elemento p-integral de QQ, segue que
vp(m) = vp(a) — vp(b) = 0 = vy(a) = vy(b),

para todo p € Z primo. Assim, todos os primos nas decomposi¢oes de a e b aparecem
com maior expoente em a. Portanto, b | a = m € Z. O

Proposicao 4.10. Seja % €Q, coma,b€eZ, b#0 ep€Z um nimero primo. Se ptb,

a
entao 7 ¢ um elemento p-integral de Q.

Demonstragio. Pela Proposicao [4.9] segue que a,b € Z sao elementos p-integrais de Q,
ou seja, vy(a) > 0 e v,(b) > 0. Dessa forma, como p { b, segue que v,(b) = 0. Agora,
a
Up <b) = vp(a) — vp(b) = vp(a) = 0.

Logo, v, (Z) > 0, ou seja, % é um elemento p-integral de Q. O

Lema 4.11. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros de graun e p € Z um nimero primo.

Se a € K € um elemento p-integral do corpo K, entdo o = T com vye Ok, deZ, d+#

d?
Oeptd.
Demonstragio. Como o € K = Q(6), segue que existem tunicos ag, ai, .. .,a,—1 € Q tais
b;
que o = ag + a0+ -+ +a,_10"'. Paracadai=0,1,...,n— 1, segue que a; = —, com
G

bl', C; € Z, C; 7é 0. ASSiHl,

bo b b Ag+ A+ -+ A, 0"
azio_{_ilg_‘_.,._{_ 19n_1:>04— o+ A0+ + 1

o Cr—1 ~ mde{c; : i=0,1,...,n—1}

Chamando v = Ag + A10 + -+ A, 10" € Ox e d = mdc{c; : i =0,1,...,n — 1},
segue que a = 1, comy € Og ed € Z, d # 0. Além disso, note que nenhum nimero

inteiro diferente de +1 divide v e d. Agora, como a é um elemento p-integral do corpo
K, entao todo ideal primo de Ok na decomposicao de pOg, com expoente nao negativo,
aparece na decomposicdo de aOk em ideais primos de Ok, também com expoente nao
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negativo. Vamos supor que p | d. Assim, d = p't, com [,t € Z, | > 1 e ptt. Considere a
fatoracao de pOk em ideais primos:

k
pOx = [[ P/ = P/ P ... P
j=1

Dessa forma,

aOg = (g) Ok = (d7'7)0x = (p't) "7Ox = (p™'t ') Ok

= (pfl(')K) (t™1y)Ox = (Plilmlpflm o Pk_lmk) (flOK) (VOK)'

Como a é um elemento p-integral do corpo K, segue que para todo j = 1,2,...,k,
vp, (o) > 0. Assim,

vp, (@) = vp, (vd™") = wp, (7)+vp, (A7) = vp, (V) +vp, (p7't) = vp, (7)Fvp, (071 +up, () > 0.

Note que, como p { ¢, entao para todo j = 1,2,...,k, vp,(t) = 0. Assim,

v, (@) = vp,(7) +vp,(07") = vp, (v) = Im? > 0= wp,(y) > Im; > m;,

ou seja, p é um fator de v, o que é um absurdo. Portanto, p 1 d, o que completa a
demonstracao. O]

O dltimo teorema desta secao, afirma que se p € Z é um nimero primo e « é um
elemento p-integral do corpo K, entao « satisfaz um polindémio ménico com coeficientes
sendo elementos p-integrais de Q.

Teorema 4.12. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e p € Z um niumero primo.
SeaeKea=a,a,...,a, sio os conjugados de o com respeito a K, entdo o é um
elemento p-integral do corpo K se, e somente se, as fungoes simétricas elementares

o) +ag 4ty

o1Qg + -+ + 10y,

a1 ...0p,

sao elementos p-integrais de Q.

Demonstragio. Seja « um elemento p-integral do corpo K. Pelo Lema segue que
a pode ser escrito como %, comy € Ok, d € Z, d# 0eptd Agora, como v € Ok,

entdo existem ag, ai, ..., a,_1 € Z tais que ag+ a1y +-- -+ an_17" " +4", com n o menor
possivel. Dessa forma, as fungoes simétricas elementares sao

M+t V=01 EZL
VY2 + A+ Y1V = Gp—2 € Z

YooY = (=1)"ag € Z.
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Note que, pela Proposigao [4.8] para cada i = 0,1,...,n — 1, segue que a; € Z = a; é um

elemento p-integral de Q. Além disso, para todo j = 0,1,...,n — 1, segue que o = %,
entao a
ap+ oty =— ’zl‘l €Q
Ay
Qg + - Q10 = 222 €Q
—1)”&0
ap...0, = ( on € Q.
- ()" a; -
Como p t d, pela Proposicao |4.10} segue que = ¢ um elemento p-integral de Q,
para todo j = 0,1,...,n — 1, ou seja, as fungdes simétricas elementares sao elementos
p-integrais de Q. Reciprocamente, sejam o € K e a = aq, ao, . .., o, seus K-conjugados.

Considere as fungoes simétricas elementares

ap +ay+ -t ap

Q10 + -+ Q10

ayp...0n,

e considere cada func¢ao simétrica elementar um elemento p-integral de Q, ou seja, é um
numero de Q em que p aparece na fatoragdo com expoente nao negativo. Suponhamos
que « nao seja um elemento p-integral do corpo K. Assim, existe um ideal primo P
de Ok, com P | pOk tal que vp(a) < 0. Agora, uma vez que as funcoes simétricas
elementares sdo coeficientes de um polindmio monico, digamos " + a,_12" 1 + -+ +
a1T + ag, € que a = v ¢ raiz deste polinomio, segue que

Up + 1@t agatag=0=a" = —(a, 12"+ +ara+ap).
Dessa forma,

vp(a™) =nwpla) = vp(ap_ 10"+ -+ aa+ ap) = n.wp(a).

Assim,
nowp(a) > min{vp(a,_1a" ), ... ,vp(aia),vp(ag)}

= min{vp(a,_1) +vp(a™1t), ... ;vp(a1) +vp(a),vp(ag)}

> min{vp(a™ 1), vp(a"?),...,vp(a),0}

= wvp(a™1), pois vp(a) < 0.
Logo,

nwp(a) > (n—1).vp(a) = (n—n+1)wp(a) > 0= vp(a) >0,

o que ¢ um absurdo. Portanto, a é um elemento p-integral do corpo K. O]

4.2 Base p-integral de um corpo de nimeros

Nesta secao, iremos definir o conceito de base p-integral de um corpo de ntimeros K.
Mas, para isso, iremos dar alguns resultados que garantem a existéncia dessas bases.
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Proposigao 4.13. Sejam K um corpo de nimeros e Ok o seu anel de inteiros. Se a € Ok,
entao para todo p € Z primo, « é um elemento p-integral.

Demonstracio. Seja o € Ok, entao existem ag, aq,...,a,_1 € Z tais que ag + aja+ -+ -+
an_10"'+a" = 0. Seja p € Z primo, vamos supor que v,(a) < 0. Assim,

ap+aa+-+a, 10" M +a"=0=a" = —(ag+aja+ -+ ap,a").

Dessa forma,

vp(a") = wvylag+aa+ -+ a, 1a"")
> min{v,(ag), vp(ar1a), ..., v,(a" o™ 1)}
= min{vy(ao), vy(ar) +vp(e), ..., vp(a" ") +vp(a" )}
> min{0,v,(),...,v(a" 1)} = v,(a"1).

pois v, () < 0. Dessa forma,
vp(a) > v,("1) = nawy(a) > (n— 1),() = (n—n+1).u,(a) > 0= v,(a) >0,

o que é um absurdo. Portanto, o é um elemento p-integral do corpo K, para qualquer
p € Z primo. 0

Corolario 4.14. Sejam K um corpo de nimeros de graun e p € Z um numero primo.
Se {wy,...,wn} € uma base integral do corpo K, entiao é uma base formada por elementos
p-integrais do corpo K.

Demonstragdo. Segue da Proposicao [4.13] pelo fato de cada w;, parai=1,...,n, ser um
elemento de Ok. O

O Corolério garante a existéncia de bases formadas por elementos p-integrais do
corpo K, e assim, possibilitando enunciar e demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.15. Sejam K um corpo de numeros de graun e p € Z um nimero primo. Seja
{wi, ..., w,} uma base do corpo K sobre Q formada por elementos p-integrais do corpo K
tal que vy(D(w1,...,wy)) seja minimo. Se o = ajwy + - -+ + ApWy, COM Gy, ..., a4, € Q,
¢ um elemento p-integral do corpo K, entdo os coeficientes aq,. .., a, sao elementos p-
integrais de Q.

Demonstrag¢io. Primeiramente, observe que para toda base de K sobre Q, {wq,...,wn},
formada por elementos p-integrais do corpo K, segue que seu discriminante D(wy, ..., w,)
¢ um ndmero inteiro. Portanto, a valorizagdo v,(D(wi,...,w,)) ¢ um nimero inteiro
nao negativo, o que torna possivel considerar a base cuja valorizacao em p seja a menor
possivel. Dito isso, seja a € K um elemento p-integral do corpo K, existem aq,...,a, € Q
tais que a = aqwy + - - - + a,w,. Suponhamos que, para algum 7 = 1,...,n, o coeficiente
a; nao seja p-integral. Sem perda de generalidade, vamos considerar 7 = 1. Assim,

vp(ay) < 0= a; =p Fa= coma € Q, v,(a) =0, ke Z, k> 1.

a
28
Como a € K é p-integral, segue que o conjunto

{a,wa,...,wp} ={aww + -+ + apwn,wo, ..., wp }
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¢ uma base do corpo K sobre Q formada por elementos p-integrais do corpo K. Dessa
forma,

Up(D(a,wa, ..., wy)) = vp(D(awr + -+ + pwn, Wa, . .., wWy))

= v, | D gwl—i—---—}—anwn,wg,...,wn
ok

= 2k + v, (D(wi, ..., wn)) < vp(D(wi,...,wn)),

o que contradiz a minimalidade de v,(D(wy,...,w,)). Logo, segue que a; ¢ um elemento
p-integral de Q, para todoi=1,...,n. n

Agora, podemos definir uma base p-integral do corpo K.

Definicao 4.16. Sejam K um corpo de niimeros de grau n, p € Z um numero primo e
{w1, ..., w,} uma base do corpo K sobre Q formada por elementos p-integrais do corpo
K. Diremos que {w,...,w,} é uma base p-integral do corpo K, se todo elemento
a € K que for p-integral puder ser escrito como o = ajwy + - - - + a,w,, com a; sendo um
elemento p-integral de Q, para todo i =1,...,n.

Exemplo 4.17. Considere o corpo quadratico K = Q(\/g) e o nimero primo p = 3. Va-
mos mostrar que o conjunto {1, \/5} forma uma base 3-integral para o corpo K. Sabemos
que o conjunto {1,v/5} é uma base do corpo K sobre Q (que nao é integral). Além disso,

1
OK=Z+Z< + V5

), pois 5 = 1 (mod 4). Seja a € K um elemento 3-integral, pelo

Lema [4.11}, sabemos que podemos escrever o como %, com~y €Ok, de€Z,d#0e3¢td.

Agora,
1+5
2

7€OK:>7:a+b< >,coma,b,€@.

Dessa forma,

b (1+V5 boob 2a+b b
:a+< +\/_>:a++f=a++\/5,

d d 2 d 2d 2 2d 2d
com a,b,d € Z, d # 0e 3 td. Uma vez que 312 e 3 1td, segue que 3 1 2d. Portanto,
b
pela Proposicao [4.10) segue que os coeficientes a2§ e 24 sao elementos 3-integrais de

Q. Logo, {1,v/5} é uma base 3-integral para o corpo K.

Lema 4.18. Sejam K um corpo de nimeros de grau n sobre Q, p € Z um nimero primo
e {wi,...,wn} uma base p-integral do corpo K. Se {ay,...,a,} é um conjunto formado
por n elementos p-integrais do corpo K, entao vy(D(aq, ..., o)) > vp(D(wi, ..., wy)).
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Demonstragao. Para todo ¢ = 1,2,...,n, como «; é um elemento p-integral do corpo K
e {wi,...,w,} é uma base p-integral do corpo K, segue que existem ¢;;, j = 1,...,n,

n

elementos p-integrais de Q tais que «; = Zcijwj. Além disso, como cada ¢;; € Q ¢
=1

p-integral, segue que det(c;;)* é um elemento p-integral de Q, ou seja, v,(det(c;;)) > 0.

Dessa forma,
D(ay, ..., ay) = det(cy;)?D(wy, . .., w,),

e assim,
vp(D(ag, ... ) = wvy(det(c;)?*D(wy, ... ,wy))

= Up(det(cij>2) + UP(D(wb s 7“”))7
e deste modo,
vp(D(0v, ..., o)) > vp(D(wr, ... wy)),
0 que prova o lema. O

Proposicao 4.19. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e p € 7Z um numero

primo. Se {wy,...,wn}t € {1, ..., pn}t sdo duas bases p-integrais do corpo K, entdo
Vp(D(wr, .-y wy)) = V(D (1, - -, ftn))-
Demonstra¢io. Como {p, ..., tn} é uma base p-integral do corpo K e {wy,...,w,} é um

conjunto formado por n elementos p-integrais do corpo K, pelo Lema [4.18] segue que

vp(D(wrs -+ swn)) 2 op(D (- fin)).

Por outro lado, como {wy,...,w,} é uma base p-integral do corpo K e {y1,...,pu,} é um
conjunto formado por n elementos p-integrais do corpo K, pelo Lema [4.18] segue que

Up (D1, - oy fin)) = vp(D(wry ...y why)),
0 que prova a proposicao. ]

Teorema 4.20. Sejam K um corpo de nimeros de grau n. Assim, {wi,...,w,} € uma
base integral para o corpo K se, e somente se, € uma base p-integral do corpo K, para todo
p € Z primo.

Demonstrag¢io. Considere B = {wy,...,w,} uma base integral para o corpo K. Pelo
Corolario segue que para qualquer p € Z primo, B é uma base formada por elementos
p-integrais do corpo K. Seja a € K um elemento p-integral. Pelo Lema |4.11} segue que «

pode ser escrito como %, comy € Og,d€Z,d#0eptd. Assim, existem by, ..., b, € Z

b by,
tais que v = bywy +- - -+ bw, e v = jwl—l—---—l—gwn, comby,...,b,,d€Z, d#0eptd.

bi |
Como p 1 d, pela Proposigao |4.10, segue que para todoi =1,...,n, a; = 7 ¢ um elemento

p-integral de Q. Portanto, B = {wy,...,w,} é uma base p-integral do corpo K, para todo
p € Z primo. Reciprocamente, se para todo p € Z primo tivermos B = {wy, .. .,w,} uma
base p-integral do corpo K, entdo pelo Teorema [1.12] cada w;, com i = 1,...,n, é raiz
de um poliné6mio moénico com coeficientes que sao elementos p-integrais de Q. Assim, os
coeficientes destes polindmios moénicos sao elementos integrais do corpo K. Além disso,
seja a € Ok, entao a é um elemento p-integral do corpo K, para todo p € Z primo, e pode
ser escrito como a;wy + - - - + a,w,, com ay, ..., a, elementos p-integrais de QQ, para todo
p € Z primo. Logo, pela Proposicao 4.9, segue que aq,...,a, € Z, ou seja, {wy,...,w,}
é uma base integral para o corpo K. O
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Exemplo 4.21. Considere o corpo quadrético K = Q(v/7). Uma vez que 7 #Z 1 (mod 4),
segue que {1,v/7} é uma base integral para o corpo K. Vamos mostrar que para todo
primo p € Z, {1,4/7} é uma base p-integral do corpo K. Como 1,7 € Ok, segue
que sdo elementos 1 e /7 sdo p-integrais, para todo p € Z primo. Seja o € K um

elemento p-integral. Assim, pelo Lema |4.11| segue que podemos escrever v como %, com
v€ Ok, d€Z,d#0eptd Agora,

ve Ok =~=a+b/T,coma,beZ.

a
d

a b
4.10|, segue que os coeficientes — e — sdo elementos p-integrais de Q. Logo, {1,/7} é uma

b
Dessa forma, a = — + g\ﬁ, com a,b,d € Z, d # 0 e p4{d. Como p1d, pela Proposi¢ao

base p-integral do corpo K, para qualquer que seja p € Z primo.

Teorema 4.22. (Teorema do divisor discriminante) Sejam K um corpo de nimeros

de graun e p € K um nidmero primo. Se {wy,...,w,} do corpo K é uma base p-integral,
entdo v,(D(K)) = v,(D(wr, ..., wy)).

Demonstrag¢io. Seja {p1,..., s} uma base integral para o corpo K. Assim, D(K) =
D(uy, ..., 1), ou seja, v,(D(K)) = v,(D(p1, ..., 1n)). Pelo Teorema segue que

{p1,..., 1} é uma base p-integral do corpo K. Assim, dada {w,...,w,} uma base p-
integral do corpo K, pela Proposicao|4.19, segue que v,(D(wy, ..., wy)) = vp(D (41, - - -, o)) =
v,(D(K)). O

Lema 4.23. Sejam K um corpo de nimeros de graun, 0 € Ok tal que K=Q(0) ep € Z
primo e i € Z, com 1 <i<n-—1. Sexg,x1,...,2;_1,] € Z sdo tais que
To+ x4+ 307+

pj

1
¢ um elemento p-integral do corpo K, entdo j < §(vp(D(9)) — vp(D(K))).

Demonstragcio. Como 0 € Ok, segue que os elementos
Xo + 1'19 —+ -4 xi_léi” + 0’
P’

sao p-integrais. Logo, formam um conjunto de n elementos p-integrais do corpo K. Seja
{w1,...,w,} uma base p-integral do corpo K. Pelo Lema |4.18] segue que

1,0,62,....07 z = gL g

vo(D(1,0,62, ... 07z, 67, . onL))

’xo + 2.0+ - -l- T;10"1 +0i76i+17 o ’Qn—1>>

— v, D<1,0,92,...,9i—1 p

> 4 (D(en, . ) = (D(K)
= Up (ZE?) > vp(D(K))
= vp(D(0)) = 2j = vp(D(K)),
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e assim,

2j < vp(D(0)) = vp(D(K)) = j = 5 (vp(D(0)) = vp(D(K))),
0 que prova o lema. O

Lema 4.24. Sejam K um corpo de nimeros de graun, 6 € Ok tal que K =Q(0) ep € Z
um numero primo. Se

La 40 2 +aP04+6®  af Va4
Y dl 7 d2 )t dn_l

¢ uma base integral do corpo K formada por inteiros minimos, entdo

{1 o0 P 2P0+ 00 BT 42V o }

pmn—l

pml me yoee ey

¢ uma base p-integral do corpo K, com p™i|d; e p™iT™! t d;, para todo i € {1,...,n — 1},
my <mg < - <my_q e vp(ind(f)) =my +ma+ -+ My,

Demonstrag¢io. Para facilitar a notagao, para cada ¢ € {1,...,n — 1}, considere

2 =2 420 07 40

x(l) x(2) x(n_l)

Como < 1, PR AR é uma base integral para o corpo K formada por inteiros
1 2 n—1

minimos, segue que também é uma base p-integral do corpo K. Para cada i € {1,...,n—

1}, considere v,(d;) = m;, ou seja, d; = p™ig;, com p { ¢;. Dessa forma, para cada
ie{l,...,n— 1}, segue que
ORI ORI EO

d;i  pmq g pm™

Note que, como p { ¢;, pela Proposigao 4.10] segue que — é um elemento p-integral
4q;

x(l) x(n_l)
e SRR - ¢ uma base p-integral do corpo K. Além disso, pelo
m pmn,

Teorema [3.40, sabemos que d;_i|d;, para todo i = 1,...,n — 1. Portanto, para todo
ie{l,...,n— 1}, segue que

de Q. Logo, {1,

mi—1

P g | D™ = my > my,

ou seja, my; < my < -+ < my_1. Por fim, como ind(#) = did; . ..d, 1, segue que
vp(ind(0)) = vp(dids . . . dp—1) = vp(dr) + vp(da) + - - + vp(dn1) = My +mo + -+ +My_1,
0 que prova o lema. O

Teorema 4.25. Sejam K um corpo de nimeros de grau n, 0 € Ok tal que K = Q(0) e
p € Z um nimero primo. Para cada i € {1,2,...,n — 1}, seja k; o maior inteiro para o
(i) () (

qual existem xy’, 7, . .. 7%—)1 € Z tais que

B 2 42004+ 2P i1 4 g
phi
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¢ p-integral.

1. 0<Fk <hko <+ < kypq;

2. 41,

st

Q! x@) + x(2)9 + 92 x(()nfl) + :cg”*”e + o x 0” Lygn=t|
P k2

base p-integral do corpo K;
3. vp(D(K)) = v,(D(0)) — 2(ky + ko + -+ - + kn—1).

Demonstragio. Primeiramente, note que para todo ¢ € {1,2,... ,n—1} o inteiro k; existe,

1
¢ nao negativo e, pelo Lema [4.23| segue que k; < §(vp(D(9)) — v,(D(K))). Para o item

(1), considere

Ll e ey e e
T s

uma base integral para o corpo K formada por inteiros minimos do corpo K. Pelo Lema
4.24] segue que K tem uma base p-integral da forma

{1y6”+9 R +yn26”2+9”1}

Pt EREE p—
com my,...,m,_1 € Z tais que

M

P dl,z:l,,n—l,
P d, i =1, n—1;

my <mg < - <My

e v,(ind(#)) = mqy + mg + - - - + m,,_;. Pela maximalidade de k;, segue que k; > m;, para
todoi € {1,2,...,n—1}. Assim, ky+---+k,_1 > my+---+m,_1. Por outro lado, uma
vez que

{1 1) +0 o a0+ ol a0 e e }
) pkl

ka o pknfl

¢ um conjunto formado por n elementos p-integrais do corpo K, pelo Lema [£.18] segue
que

o) +0 2P +aPo+0> a0V 2"V 2 e et
v (DL — pkm 1

5 & g ey
p2

(1) 9 (n—1) (n—l)g (n— 1 0” 2 4 gn-1
va(D(l, A S Skt +

pml ’ ’ pmn 1

pw) . D(o)
= Up p2(k1+"‘+kn—l) = Up p2(m1+“'+mn—1)

= 0, (D(0)) — 2k + -+ kut) = 0p(D(O)) — 2my + -+ )

:kl—i—----kkrn_l§m1—|—--~+mn_1.
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Portanto, k4 + -+ + k,_1 = mq + --- + m,_1 e concluimos que m; = k;, para todo
Yo y((]l) +40
o © k1

p p

ie{l,2,...,n—1}. Logo, ky < ko <--- <k, 1. Paraoitem (2), como
sao elementos p-integrais do corpo K, segue que
W00 ) —af
Pk

também é um elemento p-integral do corpo K. Como y(()l), x(() ) e 7, segue que

b | D — g

Yo

=y = 2§ (mod p*1)

= y(() ) = x((Jl) + pFrl, para algum [ € Z

p

Do x40

ph o ph i

Dessa forma, o conjunto

Y

Y )
pkl pm2 pmnfl

2) (2 2 (2) (2) 2
, . xy +axi60+0 + 0+60°
é uma base p-integral do corpo K. Agora, como —> 11@ e il y}w sao
p p

elementos p—integrais do corpo K, entao
w A0 +6* o + 0046y —at”) + () — at)o
ph2 k2 ph2
também é um elemento p-integral do corpo K. Assim, existem ag,a; € Q elementos
p-integrais de Q, tais que

(2 _ @) @ _ @) 2V 49
(5" — ) + (" — >:a0_1+a1_( +)

pkz pkl
= (P —a) + W — 2P0 = agph + aphr (28 + 6)
= y(()2) v\ = (agp™ + x(()2) + alka—k’lx(()l)> + (aypheh + 1:52))6

@ _ 2

N y(()Q) a:(()z) + p’”ao + pkrklalxél)
(5 x4 pFrha

e, dessa forma,

wo +y0+ 02 a4 prag + p Rl + (a8 + ph R0 + 62

pk2 pk2

2P 4+ 290 + 62 M+ 0
= . +ao+a A :
k2 ph
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Portanto, o conjunto

{1 w00 2D + 2001607 P +yP0 + 402 1 68

A pk ’ pm ’
R S o A
T pmn 1
¢ uma base p-integral do corpo K. Repetindo esse processo, concluimos que
N Vo ol +aPorer 2l 42" a2 g
’ pk1 ’ ph2 AR pknl

é uma base p-integral do corpo K. Por fim, para o item (3), uma vez que

{1 w40 af a0+ el enl}

pra pro
é uma base p-integral para o corpo K (pois k; = m;, para todo i = 1,...,n — 1), segue
que
D(0)
D(K) = = v,(D(K)) = v,(D(0)) — 2(k1 + - - + kp—1),

pz(k1++kn—1)

0 que prova o teorema. ]

Corolario 4.26. Seja K um corpo de nimeros de grau n, 0 € Ok tal que K = Q(6) e
p € Z um namero primo. Se, para algum i € {1,2,...,n — 1}, tivermos que

o + a0+l 1 o

p
nao € um elemento p-integral do corpo K, para todo xy) € Z, comje{0,1,...,i—1}
entao l z l
y 4400+ 4y D 01 4 gt
p
nao € um elemento p-integral do corpo K, para todo mgi) €Z, comje{0,1,....1—1} e

1€{0,1,...,i—1}.

Demonstrag¢io. Segue do item (1) do Teorema [4.25] pois como k; < - -+ < k,_1, com cada
k;, onde i € {0,1,...,n — 1} sendo a poténcia de p no denominador do elemento, segue
que se k; = 0, para algum i € {0,1,...,n— 1}, entdo kg =k1 =---=k;_1 =k;=0. O

Teorema 4.27. Sejam K um corpo de nimeros de grau n, 0 € Ok tal que K = Q(0) e
p,q € 7Z dois primos distintos. Sejam

1 x[()l)+0 xén_l)_’_ +xn 9 en 2_|_0n 1
’ pkl R pkn1

uma base p-integral do corpo K e

{1 Y40 Y gy Vene2  gne 1}
b ql

LA

1 qln 1
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uma base g-integral do corpo K. Defina Xl-(j) € Z,comi € {0,1,...,5 — 1} ej €
{1,2,...,n—1} por

Assim,

o ’ pkl qll ’ pk2ql2 L pknfl qlnfl

¢ uma base p-integral e q-integral do corpo K.

Demonstracio. Para cadaj € {1,2,...,n— 1}, segue que
X9 —:c (modp '), para todo ¢ € {0,1,...,5 — 1}.

)

Dessa forma existem t( D € 7 tais que X(j) = :L'( D4 P Jt( ) Como p # ¢, segue que
v,(p*iqli) = kj, para todo j € {1,2,... ,n}, ou seja, B é uma base p-integral do corpo K
se, e somente se,

X0 X X0 X X X e
) pkl Y ka AR pkn71

¢ uma base p-integral do corpo K. Note que, para cada j € {1,2,...,n — 1}, segue que

XP + X700+ + XD\01 4 0
pkn—l
( (J)_i_pjt(]))_'_( (J)+pjt]))0+ ( (.7) +pjt]) )6] ]._|_9]
o pk’n—l

(J) () () pi—1 j
+ay 0+ 400 ; ; ;
( o + () D ),

Portanto,

X0 X XP06 XX X e
) pkl Y ka Y c pkn 1

é uma base p-integral do corpo K. Logo, B é uma base p-integral do corpo K. De maneira

andloga, mostra-se que B também é uma base g-integral do corpo K. O]

O Teorema pode ser estendido para um ntmero finito de primos distintos, e
assim, fornece uma ferramenta para encontrar bases integrais para um corpo de nimeros
K = Q(#) a partir de bases p-integrais, com p € Z primo. Se um numero primo p
nao divide ind(f), entao {1,6,6% ...,0" '} é uma base p-integral do corpo K. Agora,
suponha que p divide ind(6). Neste caso, o Teorema garante a existéncia de uma
base p-integral do corpo K. O préoximo teorema fornece essa generalizagao.



Base p-integral de um corpo de niimeros 65

Teorema 4.28. Sejam K um corpo de nimeros de grau n, 0 € K tal que K = Q(0) e
P1,D2,---,Ds € Z todos os primos, distintos dois a dois, que dividem ind(0).
Sere{l,2,...,s}, entao

70
krl ’ kTQ T krnfl

Dbr Pr Pr

{1 e+ 0 2@ 4 a@46> 20D DG, 67 O }

¢ uma base p,-integral do corpo K. Para cada j € {1,2,...,n—1} ei € {0,1,...,j—1},
defina X por

. A k.
XY = a (modp:”), comr € {1,2,...,s}

e considere

S

k.
Ty =[] pr”, comje{l,2,...,n—1}.
r=1

Assim,

X e XPrxPerer XU X0 X g e
) T, ) T, LI T, .

¢ uma base integral para o corpo K.

Demonstracio. E suficiente repetir o processo feito na demonstracao do Teorema . O



5 Bases p-integrais de um corpo
cubico

Neste capitulo, iremos encontrar bases p-integrais para um corpo ctibico K = Q(6),
com 6 uma raiz do polindmio irredutivel f(t) =t* —at + b € Z][t], vy(a) < 2 ou v,(b) < 3
e p € Z primo. Nosso objetivo é que, a partir das bases p-integrais, utilizando o Teorema
no6s encontremos uma base integral para o corpo K. Na se¢do [5.1] veremos algumas
condicoes para que um elemento do corpo K seja p-integral. Esses resultados irao ser
usados nas Segoes [5.2] e [b.4] onde encontramos bases 2, 3 e p-integrais, com p > 3,
para o corpo K, respectivamente. Na se¢ao [5.5| avaliamos o discriminante do corpo K e,
finalmente, na segdo [5.6 explicitamos uma base integral para o corpo K e finalizamos
encontrando uma base integral para um corpo ctibico puro.

5.1 Propriedades de elementos p-integrais em um corpo
cubico
Considere o polindmio moénico irredutivel f(t) =t — at + b, com a,b € Z, § uma raiz
de fe K= Q(f). Uma vez que § € Ok, segue que v,(0) > 0, para todo nimero primo
b
p € Z. Se tivermos, para um primo p € Z, que vy(a) > 2 e v,(b) > 3, entdo %, —~ €Z,0
p= D

polinémio g(t) = ¢3

(5= () - (3) () i =2 =0
p p p p p p p

ou seja, — € Ok.

a b, . . .
— 7t + *3 € 1IMonico com COGﬁClGDteS e Z e
D

Com isso, podemos considerar v,(a) < 2 ou v,(b) < 3, para todo ntimero primo p € Z.
Além disso, o discriminante de 6, ou de f(t), é

A = D(f) = 4a® — 276> # 0 e A = ind(6)*>D(K).

Para cada primo p € Z, vamos definir
sp =Up(A) e Ay = —. (5.1)
Além disso, pt A,.

66
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Nesta secao, apresentamos alguns resultados importantes sobre elementos p-integrais
de um corpo ctbico da forma K = Q(f). Esses resultados serdo muito utilizados para
encontrar bases p-integrais para o corpo K, e consequentemente, para encontrar bases
integrais.

O préximo teorema fornece uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um elemento
a € K seja um elemento p-integral.

Teorema 5.1. Sejam p € 7Z um nimero primo, f(t) = t* —at + b, com a,b € Z,
vp(a) < 2 ou vy(b) < 3, 0 uma raiz de f(t) e K = Q(A) um corpo cibico. Seja
x4+ yl + 262 .
a= y—m, comx,y,z,m € Z em >0, considere
p

X =3z + 2az,

Y = 322 + daxz — ay® + a?2? + 3byz,

Z = a2 + 2ax%z — axy® + 3bryz + a’x2? — by + b?23 + aby2?.

Assim, o € um elemento p-integral do corpo K se, e somente se,
X =0 (modp™), Y =0 (modp*™) e Z =0 (mod p*™).

Demonstragcao. Considere o = ap, ap € a3 0s conjugados de o com respeito a K. Pelo
Teorema [£.12] segue que a é um elemento p-integral do corpo K se, e somente se, a; +
Qg + a3, g + ajas + asaz e ajasas sao elementos p-integrais de Q. Portanto, para
mostrar o que queremos, basta mostrar que

A

ap + Qg +az = o Q1 + Qa3 + Qa3 = o € ity = ——,

pois, se isso ocorre, entao o ¢ um elemento p-integral do corpo K se, e somente se,
X Y VA
—, — € —— sao p-integrais de K <
pm pem po™m
X =0 (mod p™), Y =0 (mod p*™) e Z =0 (mod p°™).
Sejam 6 = 0y, 0,05 as raizes de f(t) = t> — at + b. Logo,
91 + 82 + 93 = 0,
0102 + 0,03 + 0203 = —a,
010,05 = —b.
Assim,
9% -+ 9% + (9% = (01 + (92 -+ 03)2 — 2(9192 + 9193 + 9293) = 20,,
0103 + 0705 + 0305 = (0105 + 0105 + 0203)* — 20,0505(01 + 02 + 03) = a?,
0103 + 0305 + 0,02 + 0205 + 0503 + 0303 = 0102(02 + 61) + 0,03(05 + 01) + 0205(03 + 05)
= —360,0505 = 3b.
Agora, uma vez que o = oy, aip e a3 sao conjugados de a com respeito a K, segue que
T+ yb; + 203 T + yby + 203 T + ybs + 203
— =y =—""—"eqa3=—"—"—=2,
p P P

a = =

Dessa forma,
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1 X
. Oél+0é2+0[3:7m s

1
3z + y(0y + 0 + 63) + 2(62 + 03 + 63)] = ﬁ(?)x + 2az) = 5

o Qi+ ayaz + apag = p2—m[3x2 + 22y (01 + Oy + 03) + 22y (0% + 03 + 02) + y* (0,05 +

= me[&cQ + 22y (01 + Oy + 03) + 222(0? + 02 + 02) + y2(0,05 + 0,03 + 0203) + y2(0,03 +

0205 + 0103 + 0705 + 0203 + 0303) + 2%(0103 + 6202 + 0263))
Y
= pQ—m(i’)m2 +4darz — ay® + 3byz + a*2%) = ——,

o gy = me[l’g + 2%y (61 + Oy + 03) + 222(02 + 03 + 03) + 2y*(0102 + 0105 + 0205) +
2yz(010% + 0205 + 0,02 + 0203 + 0202 + 0303) + x22 (0203 + 0202 + 0202) + y30,0003 +
y22‘91Q293(01 + 92 + 03) + y22«919293(0102 + 9193 + 9293) + 239%6593]

1
= p3—m(x3 + 202%2 — axy® + 3bryz + @’z — by’ 4 abyz® + 0?2%) = <~

o que completa a demonstracao. O

’

O proximo teorema fornece uma outra representacao para os inteiros Y e Z, definidos
no Teorema B.11

Teorema 5.2. Sejam p € Z um nimero primo, f(t) = t*—at+b, com a,b € Z, v,(a) < 2
ou vy(b) < 3, 8 uma raiz de f(t) e K= Q(#) um corpo cibico. Sejam

X =3z + 2az
Y = 32% + daxz — ay® + a*2* + 3byz
Z = 23+ 2ax?z — axy? + 3bxryz + a’x2? — by + b?23 + abyz?

como definidos no Teorema . Se U = 9by — 2a’z e V = 2ay — 3bz, entdo

1
Y = 5332 (22a®X? —U? — 3Ay?) e
1
Z = 97333 (2203 X3 — 3aXU? — 32aAXy? — 3U3 — 32AUy? + 2aAU 2*
a

+330V3 + 2.320AV 2% + A?23),
com A = D(0) = 4a® — 27b°.

Demonstracao.

1
223a2

(22a2X2% — U2 — 3Ay?)

1
= J23, [22a2(3x + 2a2)* — (9by — 2a%2)? — 3(4a® — 270%)y?]
a

1
= 332 [22a2(3%22 4 223axz + 2%a22%) — (3%0%y? — 2232a%byz + 2%a*2?) — 223a3y? + 34b%y?]
a

1
~ 9232 (22320222 + 2430wz + 2%at2? — 3402y + 223%a%byz — 22a*2% — 223d3y? + 3402

= 322 + 4axz + a®2% + 3byz — ay® =Y,




Propriedades de elementos p-integrais em um corpo citibico 69

e portanto, Y = (22a?X? —U? — 3Ay?) e

2232

1
2233q3

(2203 X3 — 3aXU? — 32aAXy? — 3U3 — 32AUy? + 2aAU2? + 33bV3
+2.32bAV 2% + A?23)

1
= 52333 [22a3(3x + 2a2)® — 3a(3x + 2a2)(9by — 2a%2)? — 32a(4a® — 270%)(3z + 2az)y?
—3(9y — 2a*2)® — 32(4a® — 270%)(9by — 2a*2)y* + 2a(4a® — 270%)(9by — 2a°z) 2>
+330(2ay — 3bz)% + 2.3%b(4a® — 27b%)(2ay — 3b2)2? + (4a® — 27b%)%27]

— 22313(13 [22a3(23a32® + 2232a2x2? + 2.3%ax?z + 3323)
—3a(—2%a%2* — 2.3d%xz + 2.3%abyz + 3*bxy)
—3ay?(23a*z + 223a®r — 2.3%ab?z — 31%1)
—3(=23a%23 + 2233atbyz? — 2.3°a*V?y?z + 3°0%y?)
—3%y% (=232 + 223%aby + 2.33a%b%z — 35D3y)
+2a22(—23a°z + 2232a3by + 2.3%a*b?z — 3°b3y)
+33b(23a3y® — 223%a%by?2 + 2.3%ab’yz? — 330°23)
+2.3%022(2%aty — 223a3bz — 2.33ab?y + 31032) — 23(2%a® — 331?)

(25a82% + 243%adx2? 4 2333’ 2?2 + 2233a3x® + 2230 2% + 2.3%a3xz — 2.33a%byz
—3tabxy — 233%a°y%2 — 223%atzy? + 2.3%°a%b*y% 2 + 30ab’ay? + 2330823 — 223%atby2?
+2.35a2b%y%2 — 37b3y° + 233%2aPy? 2 — 223%aPby® — 2.3%a%b%y% 2 4 37b3yP — 24abz
+2332a%by + 2233a30% 2 — 2.3%abdy + 2333aby® — 2235ab%y% 2 + 2.3%ab3y2? — 35123
+2132atby2? — 2333a30?23 — 223%abPyz? + 2.350123 — 220323 + 330%23)

923343

= 2% + 2ax%2 — axy® + 3bxyz + a’x2? — by? + b33 + aby? = Z.

Portanto,
Z = 22313a3 (2263 X3 — 3aXU? — 32aAXy* — 3U3 — 32AUyY? + 2aAU 2>
+330V3 + 2.320AV 22 + A223),
0 que prova o resultado. O

Para finalizar esta secdo, enunciamos um resultado que é um caso particular do Te-
orema [4.25] Ele nos d4 uma regra importante para calcular uma base p-integral de um
corpo cubico.

)
u+6 €x+y9+02
p' P

elementos p-integrais do corpo K, com u,z,y € Z e i,j € N maiores possiveis. Assim,

{1 u+0 x+y9—|—92}

Z[t], vy(a) < 2 ouvy(b) < 3. Sejam p € Z um nimero primo,

A
¢ uma base p-integral do corpo K e v,(K) = s, — 2(i + j).

Demonstragio. Basta notar que é um caso particular do Teorema |4.25| O
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s
Observagao 5.4. Como v,(D(K)) > 0, para todo p € Z primo, segue que i + j < Ep'
Dessa forma, se s, = 0 ou s, = 1, entao i = j = 0. E se s, = 2 ou s, = 3, entao

(i,7) = (0,0) ou (0,1). Note que (4,5) = (1,0) ndo ocorre pois i < j.

5.2 Bases 2-integrais de um corpo cubico

Note que, dada § uma raiz do polinomio irredutivel f(t) =3 — at + b € Z[t], vo(a) <
2 ou v,(b) < 3, obtemos as seguintes possibilidades:

1. b=1 (mod 2)
2. b=0 (mod 2)

(a) b=2 (mod 4)
i. a =0 (mod 2)
ii. a =1 (mod 4)
iii. a =3 (mod 4)
A. s5 =1 (mod 2)
B. s5 =0 (mod 2)
e Ay =3 (mod4)
e Ay =1 (mod4)
(b) b=0 (mod 4)
i. a =3 (mod4)
ii. a=1 (mod4)
iii. @ =0 (mod 2)
A. b =4 (mod 8)
B. =0 (mod 8)

O teorema que provamos nesta secdo analisa as 10 possibilidades para encontrar bases
2-integrais para o corpo K.

Teorema 5.5. Seja K = Q(0) um corpo cibico, com 6 uma raiz do polinémio irredutivel

f(t) =t —at +b € Zt], va(a) < 2 ou va(b) < 3. Uma base 2-integral para o corpo K é
dada na sequinte tabela:
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Tabela 5.1: Base 2-integral para o corpo K = Q(6).

Caso condigao base 2-integral S9 v9(D(K))
Al b=1 (mod 2) {1,0,6%} 0 0
a=0 (mod?2)e 9
A2 | ed ) {1,6,6%) 2 2
a=0 (mod?2) e 0>
A3 b=4 (mod 8) {1’0’2} 4 2
a=2 (mod4)e 0>
Ad b=0 (mod8) {1’9’2} g 3
a=1 (mod4) e 0+ 06°
A5 b=0 (mod 4) {1’0’ 2 } ’ !
a=3 (mod4)e 9
A6 | od ) {1,6,6%) 2 2
a=1(mod4)e 5
AT b=2 (mod4) {1,0,0%} 3 3
p
{1’87x+y9+0 }7
om
a =3 (mod4), 5 —3 o > 5
A8 | b=2 (mod?2)e contm = ) T 3
sy = 1 (mod 2) 3z = _gz (mod2m) e | %=1 (mod?2)
ay = (mod 2™)
p
{Laﬁy@% |
a =3 (mod4), 27; o
b=2 (mod4), comm = 2=, So >4
A9 _ 2 _ 2
s =0 (mod2)e| g,=_9, (mod2™)e |52= 0 (mod 2)
Ay =3 (mod 4)
ay = — (mod 2™)
p
{LngyM},
a =3 (mod 4), 2ms+1—
b=2 (mod4), comm = 2=, S >4
A10 _ _ 0
s =0 (mod2)e| 3,.—_1 (mod 27+1) ¢ | %2 = 0 (mod 2)
Ay =1 (mod 4) 3b )
ay = + 2™ (mod 2™t1)

Fonte: [3], p. 27.

Demonstragio. Primeiramente, lembremos que A = D(0) = 4a® — 270* = 2%2a® — 33V, e
pela Definicao [5.1] segue que

A 22a3 — 33?
A2 = 2?2 = 7282 =1 (mOd 2),

pois 2 1 Ay.

Caso A1l: Por hipétese,
b=1 (mod2)=b=2n+ 1, para algum n € Z.
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Dessa forma, b* = 4n? + 4n +1 =1 (mod 4). Além disso,
A =2%" -3 =1 (mod 2) = sy = v15(A) = 0.

Com isso, pela Observacao e pelo Teorema [5.3] segue que i = j = 0 e vy(D(K)) = 0.
Como 6 e 62 sdao elementos 2-integrais do corpo K, segue que {1,6,60*} ¢ uma base 2-
integral para o corpo K.

Caso A2: Por hipétese,
a=0 (mod2)=a=2k keZ=a®= 233,
b=2 (mod4) =b=4q+2, ¢ € Z=b*=2%(4¢* +4q + 1).
Dessa forma,

A = 2%a* — 3%0% = 22(2°K°) — 3°[22(4¢® + 4g + 1)] = 2°[2°k® — 3*(4¢° + 4q + 1)),

e assim,
So9 = Ug(A) = 2.
Com isso, pela Observagao [5.4, segue que (i,7) = (0,0) ou (1,0). Vamos mostrar que
T+ yf + 0*

para todo x,y € Z, o elemento € K nao ¢é 2-integral. Vamos supor que este

elemento seja 2-integral para algum x,y € Z. Pelo Teorema [5.1], segue que

X =3z +2a=0 (mod 2),
Y = 32% + dax — ay® + a® + 3by = 0 (mod 4),
7Z = 23 + 2ax? — axy?® + 3bxy + a’x — by® + b* + aby = 0 (mod 8).

Dessa forma, uma vez que a = 2k e b = 4q + 2, segue que
e X=3r+2a=32=0 (mod2)=2=0 (mod2) =z =2r recZ.

o 7 = —dkry*+24qry+12ry —4qy® — 2> +16¢* + 16q + 4+ 8kqy +4ky = 0 (mod 8) =
0 (mod4) = —2y* =0 (mod 4) = y* =0 (mod 2) = y =0 (mod 2).
Com isso, Z =4 =0 (mod 8), o que é um absurdo.

2

0+0
THYwt seja 2-integral. Pela Observagao

Portanto, nao existem x,y € Z de modo que

, * —2i_ 0 também nao é 2-integral, para todo x € Z. Logo, pelo Teorema [5.3| segue que
{1,0,60%} ¢ uma base 2-integral para o corpo K e v5(D(K)) = s5 = 2.
Caso A3: Por hipotese,
a=0 (mod?2)=a=2k k€Z=a>=233,
b=4 (mod8) =b=8¢+4=4(2¢+1), g€ Z =1V =2*(4¢* + 49+ 1).
Dessa forma,

A =2k —3328(4q® + 4q + 1) = 2'[2k* — 32 (4¢® + 4q + 1)] = 55 = v2(A) = 4.

92
Agora, considere o elemento 5 € K. Note que, com a notagéo do Teorema segue que
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e X =2a=0 (mod 2),
e Y =0?>=0 (mod4),
o Z=0"=2%(4¢"+4g+1) =0 (mod 8).

2
Portanto, 5 ¢ um elemento 2-integral do corpo K. Vamos supor que existam z,y € Z

T+ yh + 62

tais que o elemento 52

€ K seja 2-integral. Pelo Teorema , segue que

X =3z +2a =0 (mod 2?),
Y = 32 + dax — ay® + a* 4+ 3by = 0 (mod 2%),
Z = 23 4 2a2? — axy® + 3bxy + a’x — by® + b* + aby = 0 (mod 2°).

Dessa forma,
1. X=32x=0 (mod4) = =0 (mod4),
2. Y = —ay* + a®> + 3by = 0 (mod 16),
3. Z = —axy?* + 3bry + a*x — by® + b* + aby = 0 (mod 64) = 0 (mod 16), e assim,

—azy® — by* + aby = 0 (mod 16).

Se y =1 (mod 2), entdo y = 2r + 1, com r € Z. Pela Equagao , segue que
—ay? +a® 4+ 3by =0 (mod 16) = 0 (mod 4),

e assim,
—ay* = —a(4r* +4r +1) =0 (mod 4) = a = 0 (mod 4).

Dessa forma, pela Equagao [3 segue que
—axy® — by’ + aby = —by* = —b(8r® +12r* + 6r + 1) = —b(6r + 1) = b =0 (mod 16),

o que é um absurdo, uma vez que b # 0 (mod 8). Portanto, y = 0 (mod 2). Agora, seja
a =2 (mod 4). Pela Equacao , segue que

—ay* +a*+ 3by =0 (mod 16) = 0 (mod 8) = a® = 16¢> + 16¢ + 4 = 4 = 0 (mod 8),
o que é um absurdo. Portanto, a =0 (mod 4). Com isso, pela Equacao [2] segue que
3by = 3(16gr + 8r) =0 (mod 16) = 8 = r =0 (mod 16).

Logo,
y=0 (mod 16) =0 (mod 4) =y =4", v € Z.

Dessa forma, pela Equagao [3 segue que
—axy® + 3bxy + a’x — by® + b* + aby = b* + aby = 0 (mod 64),
e assim,

16 + a(32¢r' + 16r") = 16(2agr’ + '+ 1) = 0 (mod 64) = 16 = 0 (mod 64),
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T+ yb + 62

5 nao ¢ 2-integral.

o que é um absurdo. Portanto, para todo x,y € Z, segue que

0
€ K seja 2-integral. Assim,

x
Agora, vamos supor que para algum x € Z, o elemento

pelo Teorema 5.1 segue que

X =3z =0 (mod 2),
Y =32% —a =0 (mod 2%),
Z=x%—ar—b=0 (mod 2%).

Dessa forma,
e 3z =12=0 (mod 2),
e 322 —a=a=0 (mod4) e

e 2 —ar —b=0=0 (mod8), o que é um absurdo.

x
Portanto, para todo x € Z, o elemento € K nao ¢é 2-integral. Logo, pelo Teorema

92
H, segue que {1, 9, 2} ¢ uma base 2-integral do corpo K e vy(D(K)) = 59 — 2 = 2.

Caso A4: Por hipotese,
a=2 (mod4) =a=4k+2, k € Z = a® = 203 + 253k? 4 243k + 23,
b=0 (mod8) = b=2_8q, q€Z = b>=2°.
Dessa forma,

A = 2°[(2%K° + 223k% + 2.3k + 1) — 33(2¢%)] = s2 = 1a(A) = 5.

92
Considere o elemento 5 € K. Com a notacao do Teorema , segue que

e X =2a=0 (mod 2),
e Y =0a%2=0 (mod4),

o Z=10%2"=0 (mod 8).

2
Portanto, — ¢ um elemento 2-integral do corpo K. Vamos supor que existam z,y € Z

T+ yo + 02

tais que o elemento 52

€ K seja 2-integral. Pelo Teorema , segue que

X =3z +2a =0 (mod 2%),
Y = 322 + dax — ay® + a* + 3by = 0 (mod 2%),
Z = 23 4 2ax? — axy® + 3bry + a*x — by® + b* + aby = 0 (mod 29).

Dessa forma,

1. X=3x=2=0 (mod 4).
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2. Y = 32% +dax — ay® + a®> + 3by = —ay? + a® + 3by = 0 (mod 16) = 0 (mod 8) =
—(4k+2)y* + (4k+2)? = —(dk +2)y* +4 = 22k’ + 3> —2) = 2(ky*> — 1) + 4 =
0 (mod 8). Assim,

20ky* — 1) +9y*=8s, s€ Z = y*(2k +1) = 85+ 2
que é par. Logo,
Y =y=0(mod2)=y=2t te

Portanto, 2t*(2k + 1) = 4s + 1, o que é um absurdo.

—_————
par impar

T+ yb + 62
92
€ K é 2-integral, para algum x € Z. Pelo Teorema segue que

Logo, para todo z,y € Z, segue que nao ¢ 2-integral. Agora, vamos supor

z+6

que

X =3z =0 (mod 2),
Y =32 —a =0 (mod 2?),
Z =x%—ar—b=0 (mod 2%).
Assim,
e X =2=0 (mod?2),
e Y =a=0 (mod4), o que contradiz a hipdtese.
+0
Portanto, para todo x € Z, segue que

92
segue que {1, 0, 2} ¢ uma base 2-integral para o corpo K e vy(DK)) = s5 — 2 = 3.

€ K nao é 2-integral. Pelo Teorema ,

Caso A5: Por hipoétese,
a=1(mod4)=a=4k+1, k€ Z= a®> =2k + 213k* + 223k + 1
b=0 (mod4) = b=4q, q € Z = b> = 24>
Dessa forma,

A = [22(2°K° + 2%3K% 4+ 223k + 1) — 3%2Y¢%] = sy = 1p(A) = 2.

0+ 62
2

e X =2a=0 (mod 2),

Com isso, pela Observacao segue que (7,7) = (0,0) ou (0,1). Considere o elemento
€ K. Com a notagdo do Teorema [5.1| segue que

e Y=—a+da*+3b=ala—1)=4k(4k +1) =0 (mod 2?),

o Z=-b+b+ab=—-b+ab=16kq=0 (mod 23).
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2
Portanto, é 2-integral. Com isso, j = 1 e i = 0. Logo, pelo Teorema , segue que
0+ 02
{1, 9, —;} ¢ uma base 2-integral para o corpo K e v3(D(K)) =2 -2 =0.

Caso AG6: Por hipdtese,
a=3 (mod4)=a=4k+3, k € Z = a® = 2°k3 + 213%k? 4 2233k + 33,
b=0 (mod4) = b=4q, q € Z = b* = 21>
Dessa forma,
A = 2233203 + 2132k + 223%k + 1 — 22¢%) = 55 = 1a(A) = 2.

Assim, pela Observacao [5.4] segue que (7, j) = (0,0) ou (0,1). Vamos supor que existam
x +yh + 62

5 € K seja 2-integral. Pelo Teorema [5.1} segue

x,y € Z tais que o elemento
que
X =32+ 2a =0 (mod 2),
Y = 32% + 4ax — ay® + a® + 3by = 0 (mod 2?),
Z = 23 4 2ax? — axy® + 3bxy + a’x — by + b* + aby = 0 (mod 23).
Dessa forma,
1. X =3z =2=0 (mod 2).

2. Y =—ay’+a* =0 (mod 4). Como —ay?+a* = —(4k+ 3)y* + 16k? + 24k + 9, segue
que Y = —3y?> +1 = 0 (mod 4). Suponha que y seja par, ou seja, y = 2r, r € Z.
Assim,

3y  +1=-34*+1=1 (mod4).

O que contradiz o item [2| Logo, y =2r+1e
—3y*+1=—-3r*+4r+1)+1=2 (mod 4),
o que também contradiz o item [2]

T+ yb + 62

Portanto, para todo x,y € Z, segue que o elemento nao ¢ 2-integral. Logo,

1t = j = 0 e, pelo Teorema , segue que {1,6,6?} ¢ uma base 2-integral para o corpo K
e 12(D(K)) = 50 = 2.

Caso AT: Por hipétese,
a=1(mod4)=a=4k+1, k€ Z = a®=2*k* + 23k + 1,
b=2 (mod4) =b=4q+2, ¢ €Z =V = 24>+ 2%q + 22

Dessa forma,
A = 22(2'K*+ 2%k + 1) — 33(2'¢* + 2%qg + 2%)
= 22(2%2 + 2%k +1) — 3322(2%¢% + 220 + 1)
= 22[2'k% + 23k + 1 — 33(2%¢® + 22¢) — 37]
= 22[24%2 4 28k — 3322(¢% + q) — 26]
[

= 23[23k2 4 22k — 332(¢2 + q) — 13,
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e assim, o = v2(A) = 3. Novamente, pela Observagao[b.4] segue que (i, 7) = (0,0) ou (0, 1).
T+ yh + 62

Vamos supor que existam z,y € Z tais que o elemento 5

€ K seja 2-integral.

Pelo Teorema [5.1], segue que

X =3z +2a=0 (mod 2),
Y = 322 + dax — ay® + a* + 3by = 0 (mod 22),
Z = 23 4 2a2? — axy® + 3bry + a’x — by® + b* + aby = 0 (mod 23).

Dessa forma,
1. X =3z =2=0 (mod 2).

2. Y = —ay?+a*+3by =0 (mod 4). Como —ay? + a? + 3by = —y*(4k + 1) + (16k* +
8k + 1) + 3y(4q + 2), segue que Y = —y> + 1+ 6y = —y> + 1 + 2y = 0 (mod 4).
Suponha y = 2r, r € Z. Assim,

— + 142y =4 +1+4r =1 (mod4),
o que contradiz o item 2] Logo, y =2r+1e
—? + 142y = —4r* + 2 =2 (mod 4),
o que também contradiz o item [2]

T+ y0 + 0*

Portanto, para todo z,y € Z, segue que o elemento nao ¢ 2-integral. Logo,

i =j =0 e, pelo Teorema , segue que {1,60,0?} é uma base 2-integral para o corpo K
e 1a(D(K)) = s9 = 3.
Caso AS8: Por hipétese, so =1 (mod 2),

a=3 (mod4)=a=4k+3, k € Z = a® = 2°k3 + 21322 4 2233k + 33,

b=2 (mod4) =b=4q+2, ¢ € Z = b* = 24¢*> + 2%q + 22.
Dessa forma,

A = 22(2653 4 2132k2 4 2233k + 33) — 3322(22¢? + 22q + 1)
= (mod 223% —223%)16 = 0 (mod 16) = sy = v5(A) > 4.

Agora, uma vez que sy é impar, segue que sy > 5. Assim, sy — 3 é um numero par e

s
positivo, ou seja, m = — € N. Além disso, 2m + 3 = s; = v2(A), ou seja,

22m+3|A e 22m+3+1 )( A.
Vamos definir z,y, z € Z de modo que
3z = —2a (mod 2™),
30
ay = - (mod 2™),

z=1.

Com a notacao do Teorema [5.2] segue que
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e X =3r+2a=-2a+2a=0 (mod2™).
o 30U = 3b(9by — 2a*) = 33y — 6a*b = 3303y — 2%2a3y + 2%a3y — 6a%b
3b
= 22a3y—Ay—6ab = 22a*(ay) — Ay—6ab = 220> <2> —Ay—6a2b (mod 2m"2)

22
= 2%q? <326> — 6a*h = a2b<23 - 6) = 0 (mod 2™?) = 30U = 0 (mod 2™*+?2).

Como 2|b e 22 1 b, segue que 2|3b e 22 § 3b. Assim,

30U =0 (mod 2™?) = U =0 (mod 2™*1).

3b
o V =2ay—3bz=2ay —3b= 2( 5 > —3b (mod 2™*1) = 0 (mod 2™*1)
e YV = (22a*X? — U? — 3Ay?) = —3Ay° (mod 2*™) = —Ay 0 (mod 22™)
22302 T 22302 T 22q2 '
o 7 = 53333 (2263 X3 — 3aXU? — 32aAXy? — 3U3 — 32AUy? + 2aAU + 33bV3
a

+ 2.320AV + A?%) = 0 (mod 2°™).

0+ 62
Com isso, pelo Teorema , segue que HgmjL

com x e y da forma que foram dados anteriormente e m =

T+ y0 + 0*
2m+1
K. Pelo Teorema [5.1| e usando a notacao do Teorema [5.2, segue que

é um elemento 2-integral do corpo K,
So —
2

seja um elemento 2-integral do corpo

. Agora, suponha que

existam z,y € 7Z tais que o elemento

X = 3x+2a=0 (mod2mH).

1 2,.2v2 2 2\ — 2m—+2
Yy = 223a2(2aX —U? — 3Ay?*) =0 (mod 2°mF2).
1
Z = Sp(PX?—30XU? - 3aAXy? = 3U° = BPAUY® + 20AU + 3°bV°
a

+2.32bAV 4+ A?%) = 0 (mod 23™+3).
So —
2

1. X =324+2(4k+3) =0 (mod 2") =0 (mod 4) = 32+6 (mod 4) = 3z+2 (mod 4) =
3z =—-2 (mod4) = —x = -2 (mod4) =z =2 (mod 4).

1
223a?

82—3

Note que cZ=>m+1= =reZer >2 Com isso,

2.Y =

(U? + 3Ay?) = 0 (mod 22™*2), e assim,

1

53352 (U? + 3Ay%) = 22, com [ € Z,

ou seja,

1
ﬁ(U2 + 3Ay?) = 22" = U? + 3Ay® = 0 (mod 22" 1*).
a
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3. Com a notagao do Teorema [5.1] segue que
Y = 32% + 4ax — ay® + a® + 3by = 0 (mod 22™2) = 0 (mod 2)

=ala—y)=a—3*=0 (mod2) = y*=a=1 (mod2) =y =1 (mod 2)

Dessa forma, uma vez que 22 3|A e 223 4 A segue que A = 22"3d, com 2 1 d. Pelo
item [2] segue que

U? + 3Ay* =0 (mod 2*™™) = U? + 3Ay? = 22 e,
onde e € Z. Assim,

U? + 3(22"F3d)y? = 22" e = U? = 27"+ (2e — 3dy?).

Agora, como 21 e e 21 y?, segue que 223 |U? e 223+ + U2 o que é uma contradigao.
T+ y0 + 0*
2m+1

0
seja 2-integral. Pelo Teorema , segue

Portanto, para todo x,y € Z, o elemento nao ¢ 2-integral. Suponhamos,

agora, que para algum z € Z, o elemento

que

X =3z =0 (mod 2),

Y = 32?2 —a =0 (mod 2%),

Z =% —ar—b=0 (mod 2%).
Assim,

e X =2=0 (mod?2).

e Y =a=0 (mod4), o que contradiz a hipotese.

Portanto, para todo = € Z, segue que € K nao ¢é 2-integral. Logo, pelo Teorema

, segue que {1,9, W} ¢ uma base 2-integral para o corpo K e vy(DK)) =
so—2(m+1) =3.
Para os casos A9 e A10, por hipétese, segue que sy = 0 (mod 2),

a=3=-1(mod4)=a=4k—1, k€ Z = a® = 25k3 — 2*3k* + 223k — 1,

b=2 (mod4) =b=4qg+2, ¢ € Z = b* = 24> + 2%q + 22.
Dessa forma,

A = 22(20k3 — 213k% + 223k — 1) — 33(2%¢® + 21¢ + 2%)
= 22(20k3 — 213Kk% + 223k — 1) — 332%(2%2¢> + 2%¢ + 1)

(mod —4 —12)16 =0 (mod 16) = s5 = v9(A) > 4.

82—2

Como estamos considerando sy par, entao podemos definir m = € N. Além disso,

2m + 2 = sy = v9(A), ou seja,

22m+2‘A e 22m+2+1 + A.
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Caso A9: Por hipétese, segue que Ay = 3 (mod 4). Vamos definir x,y,z € Z de
modo que

3z = —2a (mod 2™),
3b

ay = (mod 2™),

z=1.

Com a notagao do Teorema [5.2] segue que

X =3z +2a=—2a+2a =0 (mod 2™).

b
30U = 3b(9y — 2a?) = 2%2a*(ay) — Ay — 2.3a%b = 2%a? (32) — Ay — 2.3a%b

22
= a2b(23 - 6> =0 (mod 2™*%) = 3bU = 0 (mod 2™*2).
Como 2|b e 22 1 b, segue que 2|3b e 2%} 3b. Assim,

30U =0 (mod 2™?) = U = 0 (mod 2™1).

3b
e V=2ay—-3b= 2<2> —3b=0 (mod 2™*1).
_ —3Ay° my _ —AY m
e YV = 3352 (22a?X? — U? — 3Ay?) = 52302 (mod 2%™) = S = 0 (mod 2%™).
o« 7= R (2203 X3 — 3aXU? — 32aAXy? — 3U3 — 32AUy* + 2aAU + 330V3
a

+ 2.3%0AV + A?) =0 (mod 2°™)
T+ yo + 62

Com isso, pelo Teorema , segue que om

com z e y da forma que foram dados anteriormente e m =

T+ y0 + 6>
2m+1
K. Pelo Teorema [5.1] e usando a notacgao do Teorema [5.2] segue que

¢ um elemento 2-integral do corpo K,
So — 2
2

seja um elemento 2-integral do corpo

. Agora, suponha que

existam z,y € Z tais que o elemento

X = 3x+2a=0 (mod2m*),

1 2,.2v2 2 2\ — 2m—+2
Vo= o5 (22X = U2 = 3Ay%) = 0 (mod 2°7+2),
1
Z = 5333 5(22a°X? = 3aXU? — 32aAXy* — 3U° — 3°AUY* + 2aAU + 3°bV?
a

+2.320AV + A?%) = 0 (mod 23™+3).
Note que m + 1 = % > 2. Dessa forma,

1. X =0 (mod 2™) =0 (mod 4) = 3z +2a =3r —2=0 (mod 4)
= 3z =2 (mod 4) = z = —2 (mod 4).
1
223a? 223a?

1
= —ﬁ(U2 + 3Ay?) = 227 = U2 + 3Ay? = 0 (mod 22mH),
a

2.Y = (—U?*-3Ay?) =0 (mod 2?™+?) = (—U?—3Ay*) =2>""B BelZ
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3. Com a notagao do Teorema [5.1] segue que

Y =322 + dax — ay® + a* + 3by = 0 (mod 22"*2) =0 (mod 16) = 0 (mod 2)

=ala—y*)a—y*=0(mod2) = y*=a=1 (mod2) =y =1 (mod 2).
Agora, uma vez que 22™*2|A e 22mF2HL 4 A segue que A = 2224, com 2 1 d. Pela
Equagao [2| segue que

U? +3Ay* =0 (mod 22" = U? 4+ 3Ay? = 22T 4,
onde A € Z. Assim,
U? + 3(2*"2d)y? = 22" A = U? = 22224 — 3dy?).

Agora, como 2 f e e 21 y?, segue que 2*™2|U? e 222 4 U2 ou seja, U? = 222 F| com
24 E. Uma vez que 2m + 2 = s9 = v9(A), segue que

U? 4+ 3Ay* = 222 4 3222 A gy? = 2 T2(E + 3A51%) = 0 (mod 22™4),

e assim,
E +3Ayy* =0 (mod 2?).

Note que
U?=22"F = U =2mF,

onde F? = E. Com isso, uma vez que F é fmpar, segue que
F=214+1,1cZecE=F*=4+4+1=1 (mod4).
Assim,
E+3M* =1+ 3A5 =0 (mod 2°) = 3A; = —1 (mod 4) = Ay =1 (mod 4),

T+ yh + 62
2m+1
nao é 2-integral. Da mesma maneira que foi feita no caso A8, mostra-se e para todo

o que contradiz a hipotese. Portanto, para todo x,y € Z, segue que o elemento

x
xr € Z, o elemento

€ K nao é 2-integral. Logo, pelo Teorema [5.3] segue que

2
(10,2000

} é uma base 2-integral para o corpo K e v3(D(K)) = s9 — 2m = 2.

Caso A10: Por hipétese, segue que Ay = 1 (mod 4). Vamos definir z,y,z € Z de

modo que
30

3z = —2a (mod 2™) ay = 5 2" (mod 2™+1),
z=1.
Com a notacao do Teorema [5.2] segue que
e X =3r+42a=-2a+2a=0 (mod2m").

o 30U = 3b(9y — 2a*) = 2%a*(ay) — Ay — 2.3ab
= 2%q? (326 + 2m> — Ay — 2.3a*b (mod 2™*3) = 2.3a%b + 2" 2a? — 2.3a%D

= (162 — 8k + 1)27+2 = 27+2 (mod 2+3).
Como 2|b e 22 1 b, segue que 2|3b e 2% { 3b. Assim,
3pU2™ 2 = 2™ (mod =)U = 2™ (mod 2™12).
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3b
o V=2ay—3b= 2<2 - 2’”) —3b= 2" (mod 2™*2).

e Y

= Sa3. (22a*X? — U? — 3Ay?) = 0 (mod 2*™*2).
a

.« 7 (2203 X3 — 3aXU? — 32aAXy? — 3U3 — 32AUy? + 2aAU + 33bV3

+ 2.320AV + A?%) = 0 (mod 23™+3).

T 923343

Com isso, pelo Teorema , segue que W ¢ um elemento 2-integral do corpo K,
com z e y da forma que foram dados anteriormente e m = E Note que m+ 1 = %
Pela Observa(;&o, sabemos que 147 < 82—2 Logo, devemos ter j = m+1 e = 0, ou seja,
{1, 0, W} é uma base 2-integral para o corpo K e v3(D(K)) = s —2(m+1) = 0,
o que completa a demonstracgao. O]

Corolario 5.6. Seja K = Q(6) um corpo cibico, com 6 uma raiz do polindmio irredutivel
f(t) =1t —at + b€ Zt], va(a) < 2 ou va(b) < 3. Vamos definir os inteiros

e Ry dado por:
1. 3Ry = =2 (mod2!3)), se a = 3 (mod4) e b=2 (mod4);
2. Ry =0, caso contrdrio.

o Sy dado por:

3b s s
1. aS; = B} + 213171 (mod 213)), se a =3 (mod4) e b =2 (mod4);

2. Sy=1,sca=1 (modd) eb=0 (mod4);

3. Sy =0, caso contrdrio.

o eTy € igual a

1. 8—2, sea =3 (modd),b=2 (mod4d),ss =0 (mod2) e Ay =1 (mod4);

2
-2
2. SQT, sea =3 (mod4),b=2 (mod4),ss =0 (mod2) e Ay =3 (mod4);
3. 322_3} sea =3 (modd),b=2 (mod4) e ss =1 (mod?2);
4. 1, se

(a) a=0 (mod2) eb=4 (mod8), ou
(b) a=2 (modd) eb=0 (mod8), ou
(c) a=1 (mod4) eb=0 (mod4)

5. 0, caso contrdrio.

Ry + S50 + 62

272

Assim, {1, 0,

} ¢ uma base 2-integral para o corpo K.

Demonstragio. Segue diretamente do Teorema [5.5] O
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5.3 Bases 3-integrais de um corpo cubico

Note que, dada # uma raiz do polinomio irredutivel f(t) =3 — at + b € Z[t], v3(a) <
2 ou v3(b) < 3, obtemos as seguintes possibilidades:

1. Ug(a) = 0.
2. v3(a) > 1
(a) vs(b) = 0.
i. a# 3 (mod9) e b2_a—|—1(mod9)
ii. a #3 (mod9)eb®#a+1 (mod9).
iii. @ =3 (mod9), b2—4 (mod 9) e b? # a+ 1 (mod 27).
iv. a =3 (mod9) e b* # 4 (mod 9).
v. a=3 (mod9) e b?>=a+1 (mod 27).
(b) wvs(b) =1.
i. vz(a) >1

i. v3(a) > 2.
A. v3(b) =2 e wv3(a) >3
B. v3(b) =2 e v3(a) =2
ii. v3(a) =1.

O teorema que provamos nesta secao analisa as 11 possibilidades para encontrar bases
3-integrais para o corpo K.

Teorema 5.7. Seja K = Q(0) um corpo cibico, com 0 uma raiz do polindmio irredutivel
f(t) =3 —at+b € Z[t], v3(a) < 2 ouvz(b) < 3. Uma base 3-integral para o corpo K é
dada na sequinte tabela:



Bases 3-integrais de um corpo ctibico 84
Tabela 5.2: Base 3-integral para o corpo K = Q(6).
Caso condicao base 3-integral S3 v3(D(K))
B1 v3(a) =0 {1,0,60%} 0 0
B2 v3(a) = v3(b) =1 {1,0,6%} 3 3
B3 1 = wv3(b) < v3(a) {1,0,0%} 5 5
02
B4 | 2= us(a)=us(b) {193} 6 4
92
B5 2 = v3(b) < v3(a) {1 9, } 7 5
5
B6 1 = wv3(a) < v3(b) {1,9,93} 3 1
UB(b) =0, US(G) >1, 1 — b+ 62
B7 a#3 (mod9) e {1,0,;} 3 1
b=a+1 (mod9)
U&(b) - 07 US(a) 2 17
B8 a#3 (mod9) e {1,0, 0%} 3 3
VZ£a+1 (m0d9)
( ) =
(m0d9) { 1—b9+02}
B9 b2 = 4 (mod 9) e 1,6, 3 ’ ’
b> % a+ 1 (mod 27)
Ug(b) = 0,
B10 a=3(mod9) e {1,0,0%}, 4 4
b # 4 (mod 9)
{1 b+ 46 x+y9+62}
Ug(b):O, . 33_2 s
B11 a=3(mod9) e comm—{ 9 }’ s3 > 6 53—2{23]
2 =q +1 (HlOd 27) T = _23(1 (mod 3m) e
2ay = 3b (mod 3™2)
Fonte: [3], p. 40.
Demonstragio. Vamos lembrar que A = 2243 — 330? e s3 = v3(A).
Caso B1: Por hipdtese, segue que vs(a) = 0, ou seja, 3 1 a. Assim, 3 1 A e

s3 = v3(A) = 0. Com isso, pela Observacao , segue que ¢ = j = 0. Logo, pelo Teorema

.3} segue que {1,6,6%} é uma base 3-integral para o corpo K e v3(D(K)) = s3 = 0.

Caso B2: Por hipdtese, segue que vz(a) = v3(b) = 1. Assim, a =3k, k € Z, 3tke
b=3q, ¢ €7Z, 31q. Dessa forma,

A

Com isso, pela Observagaol[5.4] segue que (z j) =

+ 0 + 6*
x,y € 7 tais que o elemento YTy

— 2233k3

o 36q2

— 33(221{33 o

(0,0) ou

€ K seja 3-integral.

33¢?), com 31 k% e 31 ¢* = s3 = v3(A) = 3.

(0, 1). Vamos supor que existam

Pelo Teorema 5.1 segue
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que
X =3z +2a=0 (mod 3).
Y = 32% + dax — ay® + o + 3by = 0 (mod 3?).
7 = 23 + 2a2? — axy® + 3bxy + a’x — by + b* + aby = 0 (mod 3%).
Assim,

o Z =213+ 2a2? — axy?® + 3bry + a*x — by® + b*> + aby = 0 (mod 3%) = 0 (mod 3)
= 23 =0 (mod 3) = z =0 (mod 3).

o Y =322 +4azx — ay® +a®> + 3by = ay®> =0 (mod 3%) = 3> = 0 (mod 3)
=y =0 (mod 3).
Com esses dois fatos, segue que

Z =b*=0 (mod 3*) = b =0 (mod 3%),

o que contradiz o fato de v3(b) = 1. Portanto, para todo z,y € Z, segue que o elemento
x + yb + 6*
ut Ll nao é 3-integral. Logo, segue que i = j = 0 e, pelo Teorema [5.3, segue que

{1,0,6*} ¢ uma base 3-integral para o corpo K e v3(D(K)) = s3 = 3.

Caso B3: Por hipétese, segue que vz(a) > 1 = wv3(a) > 2 = a = 3%k, k € Z e
v3(b) =1=b=3q, ¢ € Z, 31q. Dessa forma,

A =2230k% — 3°¢% = 3%(2°3°k® — 3%¢%), com 31 ¢* = s3 = v3(A) = 3.

Novamente, pela Observacao segue que (i,7) = (0,0) ou (0,1). Vamos supor que

+ yb + 62
existam x,y € Z tais que o elemento % € K seja 3-integral. Pelo Teorema ,

segue que
X =3z +2a =0 (mod 3).
Y = 322 + dax — ay* + a* + 3by = 0 (mod 3?).
7 = x® + 2ax® — azy® + 3bxy + a*x — by? + b + aby = 0 (mod 3?).
Assim,
e Y=322=0 (mod 3?) = 22 =0 (mod 3) = z = 0 (mod 3).
e Z=0 (mod3®) =0 (mod 3% = by* =0 (mod 3%) = y* = 0 (mod 3)
=y =0 (mod 3).
Com isso, Z = b* = 0 (mod 3%), o que é um absurdo, pois b* = 32¢*, com 3 { ¢*
r+yd+60° :
Portanto, para todo x,y € Z, segue que o elemento —————— nao é 3-integral. Assim,
i =j =0 e, pelo Teorema , segue que {1,60,0?} é uma base 3-integral para o corpo K
e v3(D(K)) = s3 =5.

Caso B4: Por hipétese,

v3(a) = v3(b) =2=a=3%ke
b=3%,com3ftke3tq.
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Dessa forma,

A =223k% — 37¢* = 3°(2%k® — 2¢%), com 31 ¢* = s3 = v3(D(K)) = 6.

92
Considere o elemento 3 € K. Com a notagao do Teorema , segue que

e X =2a=0 (mod3).
¢ Y =a?>=0 (mod 3?).

o Z=0=0 (mod 3%).

02
Assim, pelo Teorema seque que 5 é um elemento 3-integral do corpo K. Vamos

T+ y0 + 0?

32 € K seja 3-integral. Pelo

supor que existam x,y € Z tais que o elemento
Teorema [5.1] segue que

X =3z +2a =0 (mod 3?).
Y = 322 + dax — ay® + a® + 3by = 0 (mod 3%).
7 = 2 + 2ax* — azy® + 3bxy + a’x — by® + b + aby = 0 (mod 3°).
Assim,
e X =32=0 (mod3?) = z=0 (mod 3).
¢ V=0 (mod3*) =0 (mod 3?) = ay? =0 (mod 3*) = y* =0 (mod 3)
=y =0 (mod 3).
e Z=0 (mod3° =0 (mod3*) = 2 =0 (mod 3*) = z = 0 (mod 32).
Com isso,
Z =0 (mod 3°) =0 (mod 3°) = b*> =0 (mod 3°) = b =0 (mod 3*),

z+yd+ 6%
o que ¢ um absurdo. Portanto, para todo x,y € Z, segue que o elemento %72 nao

PR . T+
é 3-integral. Agora, suponhamos que exista = € Z tal que o elemento

€ K seja

3-integral. Pelo Teorema [5.1] segue que

X =3x+2a=0 (mod 3).
Y =32° —a =0 (mod 3?).
Z=a%—axr—0b=0 (mod 3%).

Assim,
e Y =322=0 (mod 3?) = 22 =0 (mod 3) = z = 0 (mod 3).

e Z=0b=0 (mod 3%), o que é um absurdo.
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x
Portanto, para todo x € Z, segue que nao é um elemento integral do corpo K. Pelo

92
Teorema , segue que {1, 0, 3} é uma base 3-integral para o corpo K e v3(D(K)) =

53—2:.

Caso B5: Por hipoétese,

v3(a) > 2= v3(a) >3 =a=3%, keZ,
v3(b) =2=b=3%, q€Z, 31q.

Dessa forma,
A =223% — 37¢* = 37(223%k* — ¢?), com 31 ¢* = s3 = v3(D(K)) = T.
Considere o elemento g € K. Com a notagao do Teorema , segue que
e X =2a=0 (mod 3).

e Y =0a*>=0 (mod 3?).
e« Z=10"=0 (mod 3?).

2
o que nos da que 5 ¢ um elemento 3-integral do corpo K. Suponha que existam x,y € Z

T+ yh + 62

32 € K seja 3-integral. Pelo Teorema , segue que

tais que o elemento

X =3z + 2a =0 (mod 3?).
Y = 32% + dax — ay® + o® + 3by = 0 (mod 3*).
7 = 23 4 2a2? — axy® + 3bxy + a’x — by® + b* + aby = 0 (mod 3°).

Assim,
e X=32=0 (mod3?) = z=0 (mod 3).
e Z=0 (mod 3% =0 (mod 3% = by> =0 (mod 3*) = 3> =y =0 (mod 3).
o YV =32+ 4az =0 (mod 3*) = 3z + 4a = 0 (mod 3*) = 3z = 0 (mod 3?)
= 2 =0 (mod 3).

Com isso,
Z =b=0 (mod3®) = b=0 (mod 3?),

- z+yd+ 60>
o que nao ocorre. Portanto, para todo =,y € Z, segue que o elemento y72 nao

é 3-integral. Além disso, da mesma forma que foi feita no caso B4, mostra-se i ue para

x
todo x € Z, o elemento € K nao ¢é 3-integral. Portanto, pelo Teorema 5.3, segue

02
que {1, 0, 3} ¢ uma base 3-integral para o corpo K e v3(D(K)) = s3 — 3 = 5.
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Caso B6: Por hipotese,

v3(a) =1=a=3k, k€Z, 31k,
v3(b) > 1= v3(b) > 2=b=3%, q€Z.

Dessa forma
A = 22333 — 37 = 33(22k* — 3%¢*), com 3tk = 53 = v3(A) = 3.
Com isso, pela Observagao segue que (i,7) = (0,0) ou (0,1). Considere o elemento

02
5 € K. Com a notagao do Teorema 5.1, segue que

e X =2a=0 (mod 3).
e« Y =0a*>=0 (mod 3?).
o Z=10"=0 (mod3?).
e concluimos que este elemento é 3-integral do corpo K. Logo, (i,7) = (0,1). Portanto,

92
pelo Teorema , segue que {1, 0, 3} é uma base 3-integral do corpo K e v3(D(K)) =
S3 — 2=1.

Caso B7: Por hipétese, segue que

v3(a) > 1= a=3k, k€Z = 33a3,
v3(b) =0 = 31b.

Também por hipdtese,
a a\?
a#3 (mod9) = 3 %1 (mod 3) = (3> # 1 (mod 3),
V»=a+1 (mod9) = =3k+1 (mod9) =1 (mod 3).

Dessa forma,
A = 2% - 30 = 3*|A.

Além disso,
A 22¢ ,  /a® A
5= V= (3) ~1(mod 3) £ 0 (mod 3) = 34 5.
ou seja, s3 = v3(A) = 3. Assim, pela Observagao 5.4 segue que (i,7) = (0,0) ou (0, 1).
1 — b0+ 6?
Considere o elemento 3+ € K. Com a notacao do Teorema 5.1, segue que

e X =3-2a=0 (mod 3).

e YV =3+4a—ab*+ a*— 3> =3+ 4a — ab* — 3b* (mod 3?)
=3+4a—ala+1)—3(a+1) (mod 3?) = 3a =0 (mod 3?).

o Z=1+2a—ab*—30*+a®+b* +b* — al?
= 1+2a—a(a+1)—3(a+1)+a*+(a+1)?*+a+1 = —a(a+1) (mod 3%) = 0 (mod 33).
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) 1—0b0+6% _ .
e concluimos que ————— é um elemento 3-integral do corpo K. Portanto, (i,j) =

1 — bl + 62

(0,1). Logo, pelo Teorema , segue que {1, 0 3

corpo K e v3(D(K)) = s3 —2 = 1.

} é uma base 3-integral para o

Caso A8: Por hipédtese,

v3(a) > 1= 3la = 33|a®
v3(b) = 0= 310.

Também por hipétese, segue que a # 3 (mod 9) e b # a + 1 (mod 9). Dessa forma
A = 2263 -3 =223 -3 V> - (a+ 1)+ (a+1))
= 4da® - 3(a+1) = 33> — (a +1)).

Note que
3ta+1=3*3%(a+1)e3 3% a+1).
Assim,
34a® —3P(a+1) e 3'14a® -3 (a+1),
ou seja,

v3(4a’® — 3*(a + 1)) = 3.
Além disso,
31b = b=1ou2 (mod3)
= b=3k+1loub=3k+2 comkEeZ
= b* = 3%k* + 2.3k + 1 ou b* = 32k* 4 223k + 2.
Agora, se a = 3q, q € Z, entao a+ 1 = 3¢ + 1. Assim,
b — (a+1) = 3%*+ 2.3k — 3¢ = 0 (mod 3),
ou seja,
b — (a+1) = 32k* + 223k — 3¢ + 3 =0 (mod 3),
e assim, 34|33(b> — (a + 1)). Logo,
s3 = v3(A) = v3(4a’ — 3 (a+1) = 3°(b° — (a+ 1)) = 3.

Com isso, pela Observa(;éo segue que (7,7) = (0,0) ou (0, 1). Vamos supor que existam
T+ yh + 6*
3

X =3z 4+ 2a =0 (mod 3).
Y = 32% + dax — ay® + a* + 3by = 0 (mod 3?).
7 = x® + 2ax* — azy® + 3bxy + a’x — by® + b + aby = 0 (mod 3?).

x,y € Z tais que o elemento € K seja 3-integral. Pelo Teorema [5.1} segue

que

Note que, como a = 0 (mod 3) ea # 3 (mod?9), segue que a = 0 ou 6 (mod9). Se
a =0 (mod9), entdo

Y =32* +3by =0 (mod 9) = 2 + by = 0 (mod 3).

E, uma vez que 31 b, para que isso ocorra, obtemos as seguintes possibilidades:
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1. x =y =0 (mod 3).
2. z=y=1 (mod3) eb=2 (mod 3).
3. =1 (mod3), y=2 (mod 3) e b=1 (mod 3).
4. £ =2 (mod 3), y =1 (mod 3) e b =2 (mod 3).
5. 2=y =2 (mod3) eb=1 (mod 3).
Vamos analisar cada caso:
1. Se z =y =0 (mod 3), entdo Z = b* = 0 (mod 3?), o que nao ocorre.

2. Ser=y=1(mod3)eb=2 (mod3),entdor =3r+1ley=3s+1,comr,s € Z.
Assim,

Z=14+3b3r+3s+1)—b+b>=0 (mod9) = (b+1)> =0 (mod 9)
=b—1=0 (mod9) = b*=1 (mod9).

Mas, por hipdtese,
a=0 (mod9) =a+1=1 (mod9).

Assim, * =1=a+ 1 (mod9), o que é um absurdo.

3. Sex=1(mod3), y=2 (mod3) eb=1 (mod3), entdo x =3r+1ey=3s+2,
com r,s € Z e, dessa forma,

Z = 1+43b(6r+35s+2)+b+0P?=1+70+0*=0—-2b+1=(b—1)?
= 0(mod9)=0—-1=0 (mod9) =+ =1 (mod9) =a+1 (mod9),
o que é um absurdo.

4. Sex =2 (mod3), y=1 (mod3) eb=2 (mod3),entdox =3r+2,y=3s+1e
b=3t+2comr,s,t € Z Com isso,

22 =12r +4 (mod 9), 2 =8 = —1 (mod 9),
y>=6s+1 (mod9), > =1 (mod 9),
b =12t +4 (mod9) e bry=6r+12s+ 6t + 4 (mod 9).
Dessa forma,
= —1-342+12r+4 =0 (mod 9) = 2(6r+1) =0 (mod 9) = 6r+1 =0 (mod 9).

Ser =3, r € Z, entao 1 = 0 (mod9), que é um absurdo. Se r = 3’ +
1, 7 € Z, entao 9 = 0 (mod 9), que é um absurdo. Se r = 31" + 2, ' € Z, entado
13 =0 (mod 9), que também é um absurdo. Portanto, este caso nao ocorre.
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5. Sex=y=2(mod3)eb=1(mod3),entdox =3r+2,y=3s+2eb=3t+1
com r,s,t € Z. Com isso,

2 =12r +4 (mod 9), z* = —1 (mod 9),

y? =12¢+ 4 (mod 9), y*> = —1 (mod 9),

b =6t +1 (mod9), by®> =24t — 1 (mod 9) e
bry = 6r + 6s + 12t + 4 (mod 9).

Assim, Z = 0 (mod 3%) = 0 (mod 9) = 13 — 18t = 13 = 0 (mod 9), o que é um
absurdo.

Portanto, a = 6 (mod 9). Assim,
Y = 32% + 24x — 6y + 3by = 0 (mod 9)
= 22+ 8z — 2y* + by = 0 (mod 3)
= z(r+2)+y(y +b) =0 (mod 3)
que, por sua vez, ocorre nas possibilidades:
1. x =y =0 (mod 3).
2. =0 (mod 3) e y = —b (mod 3).
3. y=0 (mod 3) ez = -2 =1 (mod 3).
4. r=-2=1 (mod3) ey = —b (mod 3).
Novamente, analisamos cada caso.
1. Se z =y =0 (mod 3), entdo
7 =0 (mod 3*) =0 (mod 3) = b* = 0 (mod 3),
o que é um absurdo.
2. Sex =0 (mod 3) e y = —b (mod 3), entdo
Z =0 by’ =0 (mod3) = b*(b*+1) =0 (mod 3) = b* = —1 = 2 (mod 3),
que nao tem solucao.
3. Sey=0 (mod3) ex=-2=1 (mod 3), entao
Z=14+b=0 (mod3)=b*>=—1=2 (mod 3),
que nao tem solucgao.

4. Sex = —-2=1(mod3) ey = —b (mod3), entdo z = 3r+1ey = 3s — b, com
r,s € Z. Além disso, estamos considerando a = 9k + 6, k € Z. Assim,

Z = b* — 9b3s — 18b%k — 14b* + 63bs + 126k + 49 = 0 (mod 27) = 0 (mod 9)
= (b —7)2 - 9(bs + 2%k — Tbs — 14k) = (b — 7)> =0 (mod 9) = b? =7 (mod 9),

o que é um absurdo, pois a + 1 =7 (mod 9).
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T+ yo + 0?

Logo, para todo z,y € Z, segue que nao é um elemento 3-integral do corpo

K. Portanto, (i,7) = (0,0) e, pelo Teorema segue que {1, 0, 6%} é uma base 3-integral
para o corpo K e v3(D(K)) = s3 = 3.

Caso B9: Por hipotese,

=3 (mod9) = a=9k+3, ke€Z,
v3(b) =0= 31D,
V=4 (mod9) =b*=9+4, qeZ
b # a+1 (mod 27).

Dessa forma,

A =4a*—27[b* — (a+ 1)+ (a +1)] = 4a® — 27(a + 1) — 27[b*> — (a + 1)].

Note que,
4a = 27(a+1) = 433k +1)]> — 33(9k + 4) = 35(4k® + 4k* + k)
= wv3(4a® —27(a+1))>6 e
270> — (a+1)] = 3399+4—-9k—-3-1)=3%(q— k)
= v3(27[b* — (a + 1)]) = 5.
Portanto, s3 = v3(A) = 5. Vamos supor que exista x € Z tal que o elemento v 0 e K

seja 3-integral. Pelo Teorema [5.1] segue que

X =3z +2a =0 (mod 3).
Y = 32° —a =0 (mod 3?).
Z=x%—ar—b=0 (mod 3%).

Desse modo,

1.Y=31r2-a=0 (mod3?) = 322 =a=3 (mod 9) = 22 =1 (mod 3)
= r = +1 (mod 3).

2. Z=x*—ar—b=0 (mod 3?*) = b= 23— axr (mod 27).
(a) sex =1 (mod3),entdo x =3r+1, re€Ze
b=9r+1—-3ar—a=(1—-a)—3r(a—3)=1-a (mod 27).
(b) se x =—1 (mod 3),entdoz =3r—1, r€Ze
b=9r—1—-3ar+a=—(1—a)—3r(a—3)=—(1—a) (mod 27).
Logo, b = +(1 — a) (mod 27). Assim,

bV =(1-a)’>=1-2a+a® (mod 27).
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Note que
a’? +1=81k*+227k +9+1 =10 (mod 27).

Assim, b? = 10 — 2a (mod 27). Além disso,
10—2a = 4—18k = 14+3—18k = 1+3+9k (mod 27) = b* = 10—2a = 1+a (mod 27),

o que é um absurdo.

z+6

Portanto, para todo x € Z, segue que

1—b6 + 62
Agora, considere o elemento B e— € K. Neste caso, com a notagao do Teorema ,

segue que

e X =3-—2a.

nao ¢ um elemento 3-integral do corpo K.

o Y =3+4a—ab®+ a® — 3b%.
o Z=1+42a—ab’— 30>+ a*>+b* +b* — ab’.
Com isso,
e a=0 (mod3)= X =0 (mod 3).
e a=3k+3eb*=9¢+4=Y =-9=0 (mod 3%).
o« Z=1+2a—ab*—-30"+a®+b*+b*—ab®=(V* — (a+1))>%
Note que
a+1=4 (mod9)=b* (mod9)=0>—(a+1) =0 (mod9)
= (b? — (a+1))? =0 (mod 9%) = 0 (mod 27) = Z =0 (mod 3?).

1— b0 + 6*
— 5 é um elemento 3-integral de K. Agora, vamos supor que existam

0+ 62
x,y € Z tais que o elemento W € K seja 3-integral. Pelo Teorema , segue

que

Portanto,

X =3z +2a =0 (mod 3?).

Y = 3z% + dax — ay® + o® + 3by = 0 (mod 3*).

Z =2 + 2ax* — azxy® + 3bxy + a’x — by® + b* + aby = 0 (mod 3°).
Assim,

e X=32+4+6=0 (mod9) =2+2=0 (mod3)=2z=-2=1 (mod 3)
=x=3B+1,com B € Z.

e Y =0 (mod 3*) =0 (mod 3?) = 3+ 12 — 3y* + 3by = 0 (mod 9)
=3(5—-y>+by) =0 (mod9) = 5— 14>+ by =0 (mod 3)
=ylb—y)=-5=1 (mod3).

Isto ocorre quando
y=b—y=1(mod3) ou y=b—y=—1 (mod 3)
e, em ambos os casos, obtemos

y=—b (mod3)=y=3C—-0b, comC €Z.
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Dessa forma, uma vez que a = 3 (mod 9), obtemos as seguintes possibilidades:
1. a=3 (mod 27), x =1 (mod 3) e y = —b (mod 3).
2. a=12 (mod 27), x =1 (mod 3) e y = —b (mod 3).
3. a=21 (mod 27), z =1 (mod 3) e y = —b (mod 3).

Vamos analisar essas possibilidades.

1. Se a = 3 (mod 27), entdo a = 27A + 3, com A € Z. Neste caso, b* # 4 (mod 27),
pois b? Z a + 1 =4 (mod 27). Além disso,

Y = —27Ab* + 270A — 6b* + 270C + 27bC + 27B? + 54B — 27C? + 24 = 0 (mod 3%)
= 9B2 — 9C? + 18B + 9bC + 2(4 — b?) = 0 (mod 3%),
e, uma vez que b*> # 4 (mod 27), segue que
B*—C?+2B+bC #0 (mod3) = B(B+2)+ C(b—C) # 0 (mod 3),

que ocorre nos casos

(a) B=0 (mod3)eC = —b (mod3)
(b) B=1 (mod3)eC = —b (mod3)
(¢) B=2 (mod3)eC =0 (mod 3)
(d) B=2 (mod3)e C =b (mod3)
Assim,

(a) Se B =0 (mod3) e C = —b (mod 3), entdao B = 3J e C = 3K — b, com
J, K €Z. Assim, t =9J + 1 e y = 9K — 4b. Com isso, segue que

Z =0 (mod 3%) =0 (mod 3*) =
7 = (286 — 5400*) A + (270 — 432b%)bK + (216 — 5400).J + 64b* — 716% + 16
=0 (mod 3%)
Agora, uma vez que b* = 9¢ + 4, segue que
(286 — 5400*) A = (270 — 4320*)bK = (216 — 540b%).J = 0 (mod 3%).
E ainda,
7 = 64b* — 710> + 16 = 72¢ + 9¢ + 108 = 27 = 0 (mod 3*),

o que é um absurdo.

(b) Para B = 1 (mod 3) e C = —b (mod 3), segue que x = 3J +4 ey = 9K —
4b, com J, K € Z. Com isso, de maneira andloga ao caso (a), obtemos que
Z =54 =0 (mod 3%), que é uma contradicio.

(c) Para B = 2 (mod 3) e C' = 0 (mod 3), segue que x = 9J +7 ey = 9K — b,
com J, K € Z. Com isso, Z = 54 = 0 (mod 3%), que é uma contradigao.
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), segue que x = 9J + 7 ey = 9K + 2b,

(d) Para B =2 (mod3) e C =b (mod3
7 =0 (mod 3%), que é um absurdo.

com J, K € Z. Com isso, Z =
2. Se a =12 (mod 27), entao a = 27A + 12, com A € Z. Neste caso,
Y = —27Ab* +756A — 156 + 27B? — 108C? + 195 = 0 (mod 3*)
= 9B% —36C* —5b* + 11 = 3 (mod 3?).
Uma vez que b? =4 (mod 9) e b* # a + 1 (mod 27), segue que
B? — C* # 0 (mod 3),

que acontece nos casos

(a) B=0 (mod3) e C =b (mod 3)
(b) B=1 (mod3) e C =0 (mod 3)
(¢) B=2 (mod3)eC =0 (mod3)
(d) B=0 (mod3)eC = —b(mod3)
Assim,

(a) Se B=0 (mod 3)eC =b (mod 3), entdo B =3JeC =3K+b, com J, K € Z.
Assim,  =9J + 1 e y = 9K + 2b. Com isso, segue que

Z =0 (mod 3%) =0 (mod 3*) =
Z = (702 — 54b*) A — (297 + 108V*)bK + (1755 — 378b%)J — 8b* — 170 + 169
=0 (mod 3%).
Agora, uma vez que b* = 9q + 4, segue que
= —8b* — 17b* + 169 = 27 = 0 (mod 3*),

o que é um absurdo.

(b) Se B =1 (mod3)eC =0 (mod3), entdo v = 9J +4 ey = 9K — b, com
J,K € Z. Com isso, Z = 27 =0 (mod 3%), que é um absurdo.

(¢c) Se B=2(mod3)eC =0 (mod3), entdo v = 9J+7 ey = 9K — b, com
J,K € Z. Com isso, chegamos que Z = 54 = 0 (mod 3%), que é um absurdo.

(d) Se B=0 (mod3)eC = —b (mod3), entdo x =9J +1 ey =9K — 4b, com
J,K € Z. Com isso, Z = 27 = 0 (mod 3?), que nio ocorre.

3. Se a =21 = -6 (mod 27), entdo a = 27A — 6, com A € Z. Neste caso,
Y = —17Ab? —216A + 3b* — 27bC + 27b* — 54B + 54C? + 15 = 0 (mod 3*)
= —9Ab* — T2A+b* — 9bC + 9B%* — 18B + 18C* + 5
= 9B(B—2)+9C(2C —b) + b+ 5 =0 (mod 3%).
Como b*> =4 (mod 9) e b? # a + 1 (mod 27), segue que
B(B—-2)+C(2C —b) #0 (mod 3),

O que ocorre nos casos
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(a) B=0 (mod3) e C =b (mod 3)
(b) B=1 (mod3)eC =0 (mod3)
(¢) B=1(mod3)eC = —b(mod3)
(d) B=2 (mod3)eC =b(mod3)

Desse modo,

(a) Se B=0 (mod3)eC =0b (mod3),entdo B=3JeC =3K+b, com J, K € Z.
Assim, xt =9J +1 ey =9K + 2b. Com isso, segue que

Z =0 (mod 3%) =0 (mod 3%) =
— (270 + 54B?) A + (189 + 1080*)bK + (135 + 2706%)J — 8b* + 190> + 25
=0 (mod 3%)

Como b% = 9q + 4, segue que
Z = —8b" + 19b* + 2527 = 0 (mod 3%),

o que é um absurdo.

(b) Se B =1 (mod3) e C =0 (mod3), entdo z = 9J +4 ey = 9K — b, com
J,K € Z. Com isso, Z = 27 =0 (mod 3*), que é um absurdo.

(¢) Se B=1 (mod3)eC = —b (mod3), entdo z = 9J +4 e y = 9K — 4b, com
J, K € Z. Com isso, segue que Z = 54 = 0 (mod 3%), que é uma contradicio.

(d) Se B=2(mod3) e C =b (mod3), entdo z = 9J + 7 e y = 9K + 2b, com
J,K € Z. Com isso, Z = 27 =0 (mod 3%), o que ndo ocorre.

T+ yh + 62

Portanto, para todo x,y € Z, segue que 5

nao ¢ um elemento 3-integral do

o 1—-0b0+6%) ,
corpo K. Logo, (i,7) = (0,1) e, pelo Teorema (5.3, segue que < 1,0, —g ([ ¢uma

base 3-integral para o corpo K e v3(D(K)) = s3 —2 = 3.
Caso B10: Por hipoétese,

v3(b) =0 =310,
a=3(mod9) =a=9k+3, keZ,
b*> £ 4 (mod 9),

ou seja, b> # a + 1 (mod 9). Assim,

A =4a® - 27(a+ 1) — 27[6* — (a + 1)].
Note que
4a® —27(a+ 1) = 4.3°%” + 4.3°k* + 3°%k = v3(4a® —27(a+ 1)) > 6 e

27[0* — (a +1)] = 3*(b* — 4) — 3°k = v3(27[V* — (a + 1)]) = 4.
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Portanto, s3 = wv3(A) = 4. Vamos supor que existam z,y € Z tais que o elemento

0 + 62
TrHYWHY € K seja 3-integral. Pelo Teorema [5.1}, segue que

3
X =3z +2a=0 (mod 3).
Y = 32% + dax — ay® + o® + 3by = 0 (mod 3%).
Z = 23 4 2a2? — axy® + 3bxy + a’x — by® + b* + aby = 0 (mod 3%).
Com isso,

Y =322 + 4(9% + 3)x — (9% + 3)y? + 3by = 0 (mod 9)
= 322 4+ 122 — 3y* + 3by = 0 (mod 9)

= 2? +4x — y* + by = 0 (mod 3)

= z(x+1) —y(y —b) =0 (mod 3).

e, para que isso ocorra, obtemos as seguintes possibilidades:
l.x=y
2.2=0( )
3.x=1( )

4. £ =2 (mod 3) e y =0 (mod 3).
5. x=2( )
Vamos analisar as possibilidades:
1. Se x =y =0 (mod 3), entdo
Z =0+ ay =0 (mod 27) = b(b+ ay) =0 (mod 27)
=b+ay =0 (mod27) =0 (mod 9) = b =0 (mod 9),
o que ¢ um absurdo.
2. Sex =0 (mod3)ey=>b(mod3), sejay=3B+0b, Be€Z. Logo,
Z =0 (mod 27) =0 (mod 9)
= —by> + b*> + aby = —b(3B + b)* + b* + ab(3B + b) = b*[(a + 1) — b*] =0 (mod 9).

Assim, uma vez que b?> #Z a + 1 (mod 9), segue que b> = 0 (mod 9). Assim, b =
0 (mod 3), o que é um absurdo.

3. Sex=1(mod3)ey=—b(mod3),entdor =3A+a, A€Ze
Z = 234 2ax® +b* = (3343 + 3324% + 334A + 8) + 2.3(32A% + 4.3A + 4) + V?
= 324+b0*=0 (mod9) = b* =4 (mod9),

o que é um absurdo.
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4. Sex =2 (mod 3) ey =0 (mod 3), entdo x =3A+2, Ac Zey=3B+b, BelZ.

Assim,
Z = 22 —byP +0* =0 (mod 3) = (34 +2)> — b(3B + b)3 + b*
= -1+ (1-0*) =0 (mod3)=0*(1—-5b)=1(mod3)=0>=1 (mod 3)
Mas 1 —? =1 (mod 3) = b* =0 (mod 3), o que ¢ um absurdo.

5. Sex =2 (mod3)ey=>b(mod3), entdoxr =34+1, AcZey=3B—-0b, BeZ.
Assim,
Z =0 (mod 27) =0 (mod 9)
=7 —6b%+b* — 26> = (b — 4)2 =0 (mod 9)
= b? =4 (mod 0),
o que é um absurdo.

T+ yb + 62
3
corpo K. Com isso, pela Observagao , para todo x € Z, segue que o elemento

nao é um elemento 3-integral do
x+0

Portanto, para todo x,y € Z, segue que

também nao é um elemento 3-integral do corpo K. Logo, pelo Teorema segue que
{1,0,60%} ¢ uma base 3-integral para o corpo K e v3(D(K)) = s3 = 4.
Caso B11: Por hipoétese,

U3(b):O:>3’fb,
a=3 (mod9) =a=9k+3, k€Z,
V»=a+1 (mod27) = b* = 3¢+ 3k + 22, ¢ € Z.

Dessa forma,
A = 229k +3)% — 33(3%q + 3%k + 2%) = 2230k + 2230k2 + 3%k — 3%

= 83 = ’U3<A> > 6.

0
Considere o elemento € K. Com a notagao do Teorema , segue que

e X =3b=0 (mod3).
o YV =30 —a=3(3%+ 3% + 22) — Ok — 3 = 3% + 33k — 3%k + 32 = 0 (mod 32).
o Z=1%—ab—b=>b(3%+ 3% +2%) —b(a+1) =27bg = 0 (mod 33).

e concluimos que ¢ um elemento 3-integral do corpo K. Vamos supor que exista

+0
x € Z tal que o elemento % seja 3-integral. Pelo Teorema , segue que

X =3z =0 (mod 3?).
Y =32 —a =0 (mod 3%).
Z=a%—axr—0b=0 (mod 3%).

Com isso,
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e 3z=0 (mod 3% = z =0 (mod 3),

e 322 —a=0 (mod 3*) =0 (mod 3*) = a =0 (mod 3%), o que ndo ocorre.

Portanto, para todo x € Z, segue que nao ¢ um elemento 3-integral do corpo K.

32
53—2

Com isso, concluimos que 7 = 1. Agora, como s3 > 6, podemos definir m = [ } €7

como a parte inteira da fracdo e m > 2. Note que 2m + 2 = s3 = 32m+2 ‘ A. Vamos
definir z,y, z € Z de modo que
—2
T = Ta (mod 3™).
2ay = 3b (mod 3™+?2).
z =
Assim, com a notacao do Teorema [5.2] segue que
e X =3x+2a=—2a+2a=0 (mod3™).
30U = 3b(9by — 2a%) = (2%a® — A)y — 6a*b = 4a’y — 6a*b — Ay
= 4a®y — 6a*b (mod 3*™*2) = (2ay)(2a?) — 6a*b (mod 3™**) = 3b(2a?) — 6ab

= 0 (mod 3™*™*)

Assim,
3bU = 0 (mod 3™™) = U = 0 (mod 3™").

V =2ay — 3b=3b—3b=0 (mod 3™"2).

e Y

= 530 (22a*X? — U? — 3Ay?) = 0 (mod 3*™).
a

e 7 (2203 X3 — 3aXU? — 32aAXy? — 3U3 — 32AUy* + 2aAU + 330V3

+ 2.32bAV + A?%) = 0 (mod 33™).

~ 9233,3

T+ y0 + 0*
3m
e x e y como definidos anteriormente. Note que, como i = 1 e, pela

Portanto, pelo Teorema , segue que é um elemento 3-integral do corpo K,
S3 — 2
2

,i+j§ %,Seguequej <
b+46 0 + 62
+0 x+yb+

Comm:[

83—2

Observagao = m e concluimos que j = m. Portanto,

pelo Teorema } ¢ uma base 3-integral para o corpo

segue que {1,

37 3m
K e v3(D(K)) = s3 —2(m+1) = s3 — 2[823], onde {823] representa a parte inteira da
fracdo. O que completa a demonstracao. n

Corolario 5.8. Seja K = Q(0) um corpo cibico, com 6 uma raiz do polinémio irredutivel
f(t) =1t —at+b e Zt], vs(a) <2 ouvz(b) < 3. Vamos definir os inteiros

e Rj3 dado por:
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92 .
1. Ry = Ta (mod 312171), se a =3 (mod9) e ?=a+ 1 (mod27).

2. R3 =1, se

(a) v3(a) > 1, a#3 (mod9) e b¥* =a+1 (mod9), ou
(b) a =3 (mod9), b* =4 (mod9) e b> £ a+1 (mod27).

3. R3 =10, caso contrdrio.

e S3 dado por:

1. 2;83 =b (mod33)), se a =3 (mod9) e b? =a+1 (mod27);
2. 53 = —b, se
(a) v3(a) > 1, a# 3 (mod9) eb®> =a+1 (mod9), ou
(b) a=3 (mod9), b*> =4 (mod9) eb® £ a+ 1 (mod27);
3. S3 =0, caso contrdrio.
e ¢T3 € igual a

1. {823 —1,sea=3 (mod9), v3(b) =0 e bV*=a+1 (mod27);

2.1, se

Y>1,a#3 (mod9) eb>=a+1 (mod9), ou
, a=3(mod9), b» =4 (mod9) e b*> % a+1 (mod27);

3. 0, caso contrario.
. Rs + S50 + 6%y | ,
Com isso, {1, 0, 3373,3} ¢ uma base 3-integral para o corpo K, exceto no caso em

b+0 R+ S30+ 62
que a = 3 (mod9) eb®> = a+ 1 (mod27). Neste caso, {1, ; s +3;3 + } ¢ uma
base 3-integral para o corpo K.
Demonstragio. Segue diretamente do Teorema [5.7] [

5.4 Bases p-integrais de um corpo cubico

Note que, dada 6 uma raiz do polindmio irredutivel f(t) =3 — at + b € Z[t], v,(a) <
2 ou v,(b) < 3, com p € Z primo, p > 3, obtemos as seguintes possibilidades:

1. vy(a) = v,(b) = 0.
2. vy(a) =0ewv,(b) > 1 ouwvy(b) =0ewvy(a) > 1.

3. vy(a) > 1ewvy(b) > 1.
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O teorema que provamos nesta secao analisa as 5 possibilidades para encontrar bases
p-integrais para o corpo K.

Teorema 5.9. Seja K = Q(0) um corpo cibico, com 0 uma raiz do polindmio irredutivel
ft) =t —at+b e Z[t], vy(a) < 2 ou vy(b) < 3, para p € Z um nimero primo maior que
3. Uma base p-integral para o corpo K € dada na sequinte tabela:

Tabela 5.3: Base p-integral para o corpo K = Q(6), com p > 3.

Caso condicao base p-integral Sp v,(D(K))
vp(a) =0 e vy(b) > 1 ou 9
O N A (1,0,6%) 0 0
C2 1 =v,(b) <vy(a) {1,0,0%} 2 2
2
C3 2 = v,(b) < vy(a) {1, 0, 9} 4 2
p
92
C4 1 = uy(a) < 0, (b) {1,9, } 3 1
D
p
10, Ty
pm
Sp Sp
C5 vp(a) = v,(b) =0 comm:{2], sp >0 sp—2[2}
3x = —2a (mod p™) e
2ay = 3b (mod p™)

Fonte: [3], p. 56.

Demonstragio. Lembremos que A = 22a® — 33?5, = v,(A) e A, = —.
Caso C1: Por hipétese,

vp(a) =0 e vy(b) > 1 ou
vp(a) > 1 e v,(b) = 0.

Se vy(a) = 0 e vy(b) > 1, entdo pt a = p 1 a®. Por outro lado, se vy(a) > 1 e v,(b) =0
entdo ptb = p{b%: Em ambos os casos, segue que p{ A. Assim,

Y

sp = vp(A) = 0.

Pela Observacao , segue que (7, 7) = (0,0). Logo, pelo Teorema , segue que {1,6,6%}
¢ uma base p-integral para o corpo K e v,(D(K)) = s, = 0.

Caso C2: Por hipotese,

vp(a) >1=a=pq, q€Z ¢
v(b)=1=b=pk, k€ Z, ptk.
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Dessa forma,
A = 2%pP¢® — 33p?k? = p*(2%pq® — 3%K?), ptk? = s, = v,(A) = 2.

Com isso, pela Observa(;éo segue que (7,7) = (0,0) ou (0, 1). Vamos supor que existam

x,y € 7 tais que o elemento w € K seja p-integral. Pelo Teorema [5.1], segue
que b

X =3z +2a =0 (mod p).

Y = 32 + dax — ay® + a* + 3by = 0 (mod p?).

Z = 23 4 2a2? — axy® + 3bry + a’x — by® + b* + aby = 0 (mod p?).
Assim,

e X =3z=0 (modp) =z =0 (mod p).
e Z =0 (modp®) =0 (mod p?) = —by® =0 (mod p?) = y* =0 (mod p)
=y =0 (mod p).
Com estes dois fatos, segue que
Z=0"=0 (mod p*) = b= 0 (mod p?),

T+ y0 + 0?
o que é um absurdo. Portanto, para todo x,y € Z, segue que ul Ll nao é um

elemento p-integral do corpo K. Logo, pelo Teorema , segue que {1,0, 0%} é uma base
p-integral para o corpo K e v,(D(K)) = s, = 2.

Caso C3: Por hipédtese,

vp(a) >2=a=p’q q€Z,
v(b)=2=b=p?k, kEZ, ptk.

Dessa forma,

A = 2%p0¢% — 33p*k? = p* (222 — 3Pk, pikE = 5, = v, (A) = 4.

92
Considere o elemento — € K. Com as notagoes do Teorema , segue que
p

e X =2a=0 (modp).
¢« Y =0a*=0 (modp?).

o Z=0"=0 (mod p?).
2
e concluimos que — é um elemento p-integral do corpo K. Vamos supor que existam

T+ y0 + 6*

x,y € Z tais que o elemento 5 € K seja p-integral. Assim, pelo Teorema ,
p

segue que
X =3z +2a =0 (mod p?).
Y = 32% + 4ax — ay® + a® + 3by = 0 (mod p?).
7Z = x® + 2ax* — azy® + 3bxy + a’x — by? + b + aby = 0 (mod p°).

Assim,
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1. X =3z (mod p?) = z =0 (mod p?).
2. Y = —ay® + 3by = 0 (mod p*).
3. Z = —axy? + 3bxy — by® + b? + aby = 0 (mod p°).
Agora, seja y = 0 (mod p). Pelo item 2] segue que
3by =0 (mod p*) = 3b =0 (mod p*) = b =0 (mod p?),

o que nao ocorre. Dessa forma, devemos ter y Z 0 (mod p), e pelo item , segue que

3by = ay? (mod p*) = 3b = ay (mod p*) = 3b=p*A + ay, com A € Z
= 3bzy = p*ryA = azy® (mod p°) = axy? = 3bry (mod p%).
Com isso, pelo item , segue que
—azy® + 3bxy — by + b* + aby = —by?® + b* + aby (mod p°)
= b(b+ay —y*) =0 (mod p°) = b+ ay — y> = 0 (mod p*) = 0 (mod p?)
= > =0 (mod p?) = y = 0 (mod p),

x + yl + 0?

o que é uma contradi¢ao. Portanto, para todo x,y € Z, segue que nao é um

elemento p-integral do corpo K. Agora, vamos supor que exista = € Z tal que o elemento
x+0

€ K seja p-integral. Pelo Teorema , segue que

X =3z +2a=0 (mod p).
Y =322 —a =0 (mod p?.)
Z =x%—ar—b=0 (mod p?).
Assim,
e X =32=0 (modp) =z =0 (mod p).
e Z=0b=0 (mod p*), o que é um absurdo.
x+0

Portanto, para todo x € Z, segue que nao é um elemento p-integral do corpo K.

@2
Dessa forma, concluimos que (i,j) = (0,1) e, pelo Teorema , segue que {1,9, } é
p

uma base p-integral para o corpo K e v,(D(K)) =5, — 2 = 2.
Caso C4: Por hipdtese,
{Up(a):1:>a:pk, keZ, ptk,
v,(b) > 1= v,(b) >2=b=1"b%, q€Z.
Dessa forma,
A =2°pK — 3% = p*(2°K° — 3%pg?), pt k* = s, = v,(A) = 3.
I;’Qela Observagao segue que (7,j) = (0,0) ou (0,1). Agora, considere o elemento

— € K. Com a notagao do Teorema [5.1, segue que
p
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e X =2a=0 (mod p),
¢ YV =a*=0 (modp?),

e Z=10%=0 (modp?),

2
e concluimos que — é um elemento p-integral do corpo K, ou seja, (7,j) = (1,0). Portanto,

‘92
pelo Teorema , segue que {1, 0, } ¢ uma base p-integral para o corpo K e v,(D(K)) =
p

sp—2=1.

Caso C5: Por hipétese,
vp(a) =v,(b) =0=pfaeptb.

Dessa forma,
sp = v,(A) > 0.

s
Vamos definir m = {21)} € N como a parte inteira da fracdo. Assim,

P""A = A=p""D, DcZ.
Com isso, vamos definir os inteiros z, y, 2 de modo que

3z = —2a (mod p™).
2ay = 3b (mod p™).

z=1.
Com a notacao do Teorema [5.2] segue que
e X =3r+2a=-2a+2a=0 (modp™) =X =p™A, com AE€Z.
o 30U = 3b(%y — 2a*) = 2%aPy — Ay — 2.3a*b = (2ay)(2a?) — 2.3a%b

= (30)(2a*) — 2.3a*b = 0 (mod p™) = 3bU = 0 (mod p™).
Note que pt 3 e ptb. Portanto, pt3b e segue que

U=0 (modp™)=U=p"B, com Be€Z.
e V=2ay—3b=0 (modp™) =V =p™C, com C €Z.

o Y =

(226L2X2 o U2 - 3Ay2) — (22a2p2mA2 _ p2mB2 o 3p2mDy2)

223a? 223a?
= 0 (mod p*™).
o« 7 = i3 (2263 X3 — 3aXU? — 32aAXy? — 3U3 — 32AUy? + 2aAU + 330V3
a
+ 2.320AV + A?)
1

(22a3p3mA3 - SapmAPZmBQ _ 32ap2mmeAy2 - 3p3mB3 _ 32p2mmeBy2

923343
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+ 2ap*™ Dp™ B + 33bp>"C3 + 2.320p*™ Dp™C + p4mD2)

= 223343 (22a3p3mA3 _ 3aAp3mB2 _ 32ap3mDAy2 . 3p3m33 . 32p3mDBy2

4 2apP™ DB + 33bpPmC? + 2.32bpPm DC + p' D?)
=0 (mod p*™).

x+yd+ 6%, .
Portanto, pelo Teorema segue que rryTr ¢ um elemento p-integral do corpo K.
pm

, segue que ¢ + j < 82—17. Assim, uma vez que m = [521)}, segue

0+ 62
que (i,7) = (0,m). Logo, pelo Teorema , segue que {1,9,Wi_} ¢ uma base
pm

%p

2

Agora, pela Observagao

p-integral para o corpo K e v,(D(K)) = s, — 2[ }, o que completa a demonstracao. [

Corolario 5.10. Seja K = Q(0) um corpo cibico, com 6 uma raiz do polindmio irredutivel
ft) =t —at+beZ[t], vy(a) <2 ouv,(b) < 3. Vamos definir os inteiros

e R, dado por:
1. 3R, = —2a (mod pl#)), se vp(a) = v,(b) = 0.
2. R, =0, caso contrdrio.

« S, dado por:
1. 2aS, = 3b (mod pl71), se vp(a) = v,(b) = 0.
2. S, =0, caso contrdrio.

e e, €igual a
1 {SP

L2

2. 1, sevy(a) > 1 evy(b) > 2.

| se 0y(a) = v,(b) = 0;

3. 0, caso contrdrio.

R, + S,0 + 6?

Logo, {1, 0, ST,

} ¢ uma base p-integral para o corpo K.

Demonstragio. Segue diretamente do Teorema [5.9] O

5.5 Discriminante de um corpo ctubico

Nesta secao, iremos determinar uma féormula explicita para o discriminante de um
corpo cibico K = Q(f). Para isso, usamos os resultados dos Teoremas , e A
partir desta férmula, também determinamos uma férmula explicita para o indice de # em
termos de a e b.
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Teorema 5.11. Sejam K = Q(0) um corpo cibico, com 6 uma raiz do polinémio irredu-
tivel f(t) =3 —at +b € Zt], vy(a) < 2 ou vy(b) < 3, com p € Z um nimero primo. O
discriminante do corpo K é

D(K) = sgn(4a® —276)2°3° I » ] »°
p>3 p>3
sp tmpar  1<vp(b)<vp(a)

onde
o « éigual a

1. 0, se

(a) b=1 (mod2), ou

(b) a=1 (modd) eb=0 (modd), ou

(c) a=3 (modd), b=2 (mod4), so =0 (mod2) e Ay =1 (mod4).
2. 2, se

e e f3 €igual a

1. 0, se

(a) vs(a) =0, ou

(b) v3(b) =0, a =3 (mod9), V> =a+1 (mod27) e s3 =0 (mod2).
2.1, se

(a) 1 =wv3(a) < wvs(b), ou

(b) v3(b) =0, vs(a) > 1, a#3 (mod9) eb=a+1 (mod9),ou

(c) v3(b) =0, a =3 (mod9), ¥* =a+1 (mod27) e s3 =1 (mod?2).
3. 3, se

(a) 1 =v3(a) = v3(b), ou

(b) v3(b) =0, v3(a) > 1, a % 3 (mod9) e b* £ a+1 (mod9), ou

(c) v3(b) =0, a =3 (mod9), b* =4 (mod9) e b*# a+ 1 (mod27).
4. 4, se

(a) 2 =v3(a) = v3(b), ou

(b) v3(b) =0, a =3 (mod9) e b* £ 4 (mod9).
5.5, se 1 <ws(b) < wvs(a).

Demonstragio. Sabemos que A = ind(0)?D(K). Com isso,
4a® — 27b* = ind(0)*D(K) = sgn(4a® — 27b*) = sgn(D(K)),

uma vez que ind(6)? > 0. Por fim, os expoentes de cada niimero primo, no discriminante,
seguem dos Teoremas e[5.9 o que completa a demonstragao. O
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Teorema 5.12. Sejam K = Q(0) um corpo cibico, com 6 uma raiz do polinémio irredu-
tivel f(t) =3 —at +b € Zt], vy(a) < 2 ou vy(b) < 3, com p € Z um nimero primo. O
indice de 6 ¢ dado por
ind(f) = 2"3° I »
2=vp(b)<vp(a)

1=vy (@) <vp (b)

S9 — s3— [
comr = es=
2 2
N . A .
Demonstragio. Sabemos que A = 2%23% Hpsp e ind(d) = {/—===. Com isso, pelo
Teorema [5.11], segue que
952383 H p°r
ind(9) = e = |227e3s 8 [ p»t I 7
20368 H D H p’ p>3 p>3
p>3 p>3 sp fmpar 1<vp(b)<vp(a)

sp fmpar  1<vp(b)<vp(a)
Note que, para cada p € Z primo, com p > 3, pelo Teorema [5.9] segue que
« se ocorrer o caso C1, entao s, = 0 e p ndo aparece como fator de ind(f);

e se ocorrer o caso C2, entdo s, = 2, que é par. Assim, p*>~2 = 1 e p ndo aparece
como fator de ind(0);

« se ocorrer o caso C3, entao s, = 4, que é par. Logo, p*» 2 = p?;

« se ocorrer o caso C4, entdao s, = 3, que é impar. Logo, p*~! = p?;

e se ocorrer o caso C5, entao

e p nao aparece como fator de ind ().

Portanto,
ind(0) = Vomo3ss [ p=2""3" [ .
2=vp(b)<vp(a) 2=vp(b)<vp(a)
1=vp(a)<vp(b) 1=vp(a)<vp(b)
0 que prova o teorema ]

Finalizamos esta secao apresentando uma condicao necessaria, e suficiente, para que
K = Q(#) seja um corpo monogénico.

Teorema 5.13. Seja K = Q(6) um corpo cibico, com 6 uma raiz do polinémio irredutivel
f(t) =t3—at+b € Z[t], vy(a) < 2 ou v,(b) < 3, com p € Z um niimero primo. O conjunto
{1,0,0%} ¢ uma base integral para o corpo K se, e somente se, sy = «, s3 = 3 e, para
todo primo p > 3, nao ocorre 2 = v,(b) < wvy(a) e 1 =vy(a) < v,(b).
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Demonstracio. Pela Proposicao segue que {1, 0, 6?} é uma base integral para o corpo
K se, e somente se, ind(f) = 1. Pelo Teorema [5.12} segue que

ind(#) =23 [[ »
2:1)?(1(7))113”17(@)
1=vp(a)<vp(b)

S9 — & s3— [
es=

com r = . Portanto, {1,0,6%} é uma base integral para o corpo K se,

e somente se,
273 ][ p=1er=0 s=0.
QZUP(%)HSUP(Q)
1=vp(a)<vp(b)

E note que nao ocorre 2 = v,(b) < wy(a)oul = v,(a) < v,(b), ou seja, sy = a,
s3 = [ e nao ocorre 2 = v,(b) < wvy(a) ou 1 =w,(a) < v,(b). O

5.6 Base integral de um corpo cubico

Nesta secao, faremos uso dos resultados anteriores para determinar uma base integral
para um corpo ciibico K = Q(#), com # uma raiz do polinémio irredutivel f(t) = 3 —at +
b € Z[t], vy(a) < 2 ou v,(b) < 3, com p € Z um nimero primo e para um corpo ctbico
puro K = Q(0), com 0 = V/d, d livre de cubos e nao livre de quadrados.

Teorema 5.14. Seja K = Q(6) um corpo cibico, com § uma raiz do polinémio irredutivel
f(t) =t3—at+b € Z[t], vy(a) < 2 ou v,(b) < 3, com p € Z um nimero primo. Considere
0s inteiros Ry, Sa, T, Rs, Ss, 13, R,, S, el,, com p > 3, como nos C’omlcim'os
€ respectivamente. Sejam R, S € 7 tais que para todo niumero primo p, implica
que

R =R, (modp™) e S =S, (modp™)

e seja T = H p'. Uma base integral para o corpo K é dada por

p primo

; {1 b+60 R+ S0+ 62

I R T

R+ SO + 62
T

}, sev3(b) =0, a=3 (mod9) eb* =a+1 (mod27) e

2, {1,9,

}, caso contrdrio.

Demonstracao. Basta aplicar o Teorema [4.28| utilizando as bases p-integrais dadas pelos

Corolarios b.8 e O

Exemplo 5.15. Considere o corpo cibico K = Q(f), com 6 uma raiz do polinémio
irredutivel f(t) =3 —t+ 4. Neste caso, a =1 e b= 4. Assim,

A =2%% - 33p? = 22 — 3%2% = —2%(—1 + 3%2?) = —22107.

Com isso,
sy = v2(A) =2, s107 = vio7(A) =1

sp = vp(A) = 0, para todo primo p # 2 e p # 107.
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Uma vez que a = 1 (mod 4) e b =0 (mod 4), pelo Corolério[5.6] segue que Ry =0, S» =1
e Ty, = 1. Com isso, pelo Teorema [5.14] segue que R =0, S =1e T = 2 e concluimos

0+ 02
que {1, 0, ;} é uma base integral para o corpo K. Além disso, pelo Teorema [5.11}

segue que D(K) = —107.

Exemplo 5.16. Considere o corpo cibico K = Q(f), com 6 uma raiz do polinémio
irredutivel f(t) = t* — 255t + 3850. Neste caso, a = 255 = 3.5.17 e b = 3850 = 2.5%.7.11.
Assim,
A =220 — 30 = —2"3°5%229
Com isso,
82:4, 83:6, 85:368229:1.

Além disso,

Ay = ;‘2 = 3%5%229 = 1 (mod 4).
Agora, uma vez que a = 3 (mod4) e b = 2 (mod4), pelo Corolario , segue que
Ry=2 8S,=-1eTy,=1. Como v3(a) > 1, a=3 (mod9) e b> = a+ 1 (mod 9), pelo
Corolario segue que Ry =1, S3 =2 e T3 = 2. Também, como vs(a) =1 e v5(b) = 2,
pelo Corolario [5.10, segue que Rs = 0, S5 = 0 e T5 = 1. Com isso, pelo Teorema [5.14],
3850 + 6 10 — 250 + 6
3 7 90

uma base integral para o corpo K. Além disso, pelo Teorema segue que D(K) =
—22.5.229.

segue que R =10, S = —25 e T = 90 e concluimos que ¢ 1,

e

Seja d € Z livre de cubos. Assim, podemos escrever d da forma hk?, com h livre de
quadrados. Neste caso, k também ¢é livre de quadrados e mdc(h, k) = 1. Com isso, sejam
0=+v/deK= Q(0) um corpo ctibico puro, iremos utilizar os resultados anteriores para
determinar uma base integral para o corpo K e seu discriminante.

Teorema 5.17. Seja 0 = /d, com d € Z livre de cubos, d = hk?, h livre de quadrados.
Considere o corpo cibico puro K = Q(6). Uma base integral para o corpo K é dada por

2
1. {1,0,9]{;}, se d* £ 1 (mod9);
k2 + K20 + 0*

2. 41,0
KU

}, se d==£1 (mod9).

Demonstragio. O elemento § = v/d é uma raiz do polinémio irredutivel f(t) = t* —d €
Z[t]. Neste caso, a = 0, b = —d e A = 4a® — 27b*> = —33d?. Para encontrar uma base
integral para o corpo K, primeiro encontramos bases 2,3 e p-integral, com p > 3. Base
2-integral: como a = 0, podem ocorrer os casos Al, A2 e A3 do Teorema [5.5, ou seja,
uma base 2-integral para o corpo K é

{1,0,0%}, se d # 0 (mod 4). {1,0,0%}, se 21 k.

2 2

0 — 0
{1,9,2},Sed50 (mod 4). {1,9,2},86 2|k.

2

Portanto, {1, 0, k;} ¢ uma base 2-integral para o corpo K. Base 3-integral: como a = 0,
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podem ocorrer os casos B3, B5, B7 e B8 do Teorema [5.7, ou seja, uma base 3-integral
para o corpo K é

{1,0,0%},se d # 0 (mod 9) e d*> # 1 (mod 9).
3
{1,0,93}, se32|de 3|k

2
{1’971—1—156’—%0

3 },se d> =1 (mod 9).

Base p-integral, com p > 3: como a = 0, podem ocorrer os casos C1, C2 e C3 do Teorema
5.9, ou seja, uma base p-integral para o corpo K é

{1,0,0%}, se d # 0 (mod p?). {1,0,0%}, se p1 k.
02 - 62
{1,6,p},sed£0 (mod p?). {1,9,p},sep\k.

2
Portanto, {1, 0, k} é uma base p-integral para o corpo K, com p > 3 primo. Com isso,

92
se 3 | k, entdo para todo primo p, {1, 0, k} ¢ uma base p-integral para o corpo K. Logo,

¢ uma base integral. Por outro lado, se 3 1 k, entao:

e quando d* # 1 (mod 9), segue que {1,6,6?} é uma base 3-integral para o corpo K
92

e, assim, {1, 0, k‘} ¢ uma base integral para o corpo K.

1+d6+62} )

e quando d*> =1 (mod 9), segue que {1, 0, 3 ¢ uma base 3-integral para o

corpo K. Com isso,

d = +1 (mod 9) = hk* = £1 (mod 9)

= k=k*=1 (mod9) = k*=1 (mod 3).
Portanto, R = k?. Assim,

+k*=+1 (mod3) =t (mod 3) = S = +k* e T = 3k.

k2 + k%0 + 0

3k
K, o que completa a demonstragao. ]

Logo, pelo Teorema [4.28| segue que {1, 0, } ¢ uma base integral para o corpo

Teorema 5.18. Seja 0 = v/d, com d € Z livre de cubos, d = hk?, h livre de quadrados.
Considere o corpo cibico puro K = Q(0). O discriminante do corpo K é

D(K) = —27h%k?, se d* # 1 (mod9),
| —3h2k2, se d = +1 (mod9).

2

0
Demonstragio. Pelo Teorema [5.17} segue que se d*> # 1 (mod 9), entao {1, 0, k} ¢ uma

base integral para o corpo K. Note que os elementos desta base sao inteiros minimos do
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corpo K. Portanto, pelo Teorema [3.40], segue que ind(f) = k. Além disso, pela Definigao
[3.14] segue que

A —33d® —33h%k*
D(K) = = = D(K) = —27h*k>.
®) = a@r ~ # g D) =27
k? £ k%0 +0
Por outro lado, se d = £1 (mod 9), entdo uma base integral para o corpo K é {1, 0, 3]{;—’_},
e assim, ind(#) = 3%k%. Portanto,
A —33d®>  —3n2k*
D(K) = = = = D(K) = —3n*k*
(K) ind(#)? 32k? k2 (K) ’
o que completa a demonstracao. O

Exemplo 5.19. Considere o corpo ciibico puro K = Q(v/175). Como 175 = 527 e

175% # 1 (mod 9), pelos Teoremas e 5.18) segue que {1,+/175,+/245} é uma base
integral para o corpo K e D(K) = —33527%.



6 Conclusao

Ao longo deste trabalho, pudemos dar uma breve apresentagao de conceitos bésicos
da Teoria Algébrica dos Numeros (Capitulo |2)) destacando, em especial, o fato de que o
anel de inteiros Ok, de um corpo de nimeros, é um anel de Dedekind (Observagao .
Tal fato é muito importante para que possamos utilizar a fatoracao de ideais de Og em
ideais primos no Capitulo [4]

No Capitulo |3, apresentamos uma base integral para um corpo quadratico (Teorema
e seu discriminante (Teorema . Na Secao apresentamos os inteiros minimos
e mostramos a existéncia de uma base integral para um corpo de nimeros K = Q(0)
formada por inteiros minimos de grau k = 0,1,...,n — 1 em 6 (Teorema .

Na Segao [£.1] apresentamos o conceito de elementos p-integrais, onde p representa
um nimero primo. Com isso, na Segdo [£.2] mostramos a existéncia de uma base p-
integral para um corpo de nimeros (Teorema . Além disso, provamos que uma base
é integral se, e somente se, é uma base p-integral, para todo primo p (Teorema [4.20)).
Ainda nesta secao, utilizamos a base integral formada por inteiros minimos para dar uma
representagao mais clara dos elementos p-integrais que compoe uma base p-integral (Lema,
e Teorema . Assim, unindo as bases p-integrais, para cada primo p, conseguimos
obter uma base integral (Teorema [4.28).

No Capitulo 5] usamos os resultados de bases p-integrais para encontré-las em corpos
ctibicos K = Q(#), com 6 uma raiz do polindémio irredutivel f(t) = 3 —at + b € Z[t],
vp(a) < 2, v,(b) < 3. Nas SecOes , e , encontramos bases 2, 3 e p-integrais,
com p > 3, para tal corpo cubico (Corolarios e . Utilizando essas bases,
finalizamos encontrando uma base integral para o corpo K (Teorema e para um
corpo cubico puro (Teorema .

Na referéncia [3], o autor também utiliza o processo feito no Capitulo |5 para encontrar
uma base integral para um corpo quartico K = Q(€), com # uma raiz do polinémio
irredutivel f(t) = t* + at + b € Z[t]. Neste trabalho, o corpo quartico nao foi estudado,
mas esses corpos sao nossa motivagao para usar as bases p-integrais para investigar corpos
de ntimeros em que # seja raiz de um polindémio mais geral ou de graus maiores.
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