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Resumo

Neste trabalho estudamos inicialmente algumas generalidades da teoria de semigrupos de
operadores lineares limitados, especialmente dos semigrupos fortemente continuos e dos semigrupos
analiticos. Em seguida, com base no estudo da teoria de semigupos, estudamos a existéncia e
unicidade de solucGes fracas e estritas para equagtes diferenciais abstratas do tipo neutro com

retardo dependendo do estado da forma

d

%(u(t) + G(t7 um(t,ut))) = Au(t) + F(t7 UOQ(t,ut))7 te [07 a]v (1)

ug = ¢ € C([=p, 0]; X), (2)

onde A : D(A) € X — X é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico de operadores
lineares limitados (7°(t)):>0 em um espaco de Banach (X, || - ||) e F(-), G(-) e o;(+), i=1,2, s@o
fungoes apropriadas. Finalizamos com algumas aplicagoes dos resultados obtidos para o problema
(1)-(2).

E importante observar que os resultados deste trabalho envolvendo o estudo do problema (1)-(2)

sao inéditos e serao submetidos para publicagao brevemente.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais do tipo Neutro. Equacgoes Diferenciais com Retardo.

Retardo Dependendo do Estado.






Abstract

In this work we initially study some generalities of the semigroups theory, especially of the
strongly continuous semigroups and of the analytic semigroups. Next, we study the existence
and uniqueness of mild and strict solutions for abstract neutral differential equations with state

dependent delay of the form

d
&(u(t) + Gt Ugy(tup))) = Ault) + F(t Ugytu,), €€ 10,a], (3)

ug = @€ Bx=C([-p,0);X), (4)

where A : D(A) C X — X is the generator of an analytic semigroup of bounded linear operators
(T'(t))t>0 on a Banach space (X, || - ||) and F(-), G(-),04(:), i = 1,2, are suitable functions. We
finish with some applications of the results for the problem (3)-(4).

It is important to note that the results of this work involving the study of the problem (3)-(4)

are unpublished and will be submitted to publication soon.

Keywords: Neutral Differential Equations. Delay Differential Equations. State Dependent

Delay.
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Introducao

Neste trabalho de dissertacao de mestrado temos um interesse especial no estudo da existéncia
e unicidade de solugoes fracas e estritas para equagoes diferenciais abstratas do tipo neutro com

retardo dependendo do estado da forma

d

%(u(t) + G(t7 ucn(t,ut))) = Au(t) + F(ta uag(t,ut))v te [07 a]’ (5)

Uy = (,OEBX:C([—]?,O];X), (6)

onde A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico de operadores lineares
limitados (T'(t)):>0 sobre um espaco de Banach (X, || - ||), us : [—p,0] — X é a histéria do estado
no tempo ¢ (ut(0) = u(t + 0) para 6 € [—p,0]) e F (), G(-),0i(-), i = 1,2, sao funcdes apropriadas.

A literatura sobre equacoes diferenciais abstratas do tipo neutro é extensa e considera diferentes
problemas sobre existéncia e propriedades qualitativas de solucoes. Em particualar, muitos dos

modelos diferenciais do tipo neutro considerados podem ser representados na forma abstrata

d

%(u(t) + f(t7ut)) = Au(t) + g(t, Ut, (ut)/)7 te [07 a]? (7)

w = @eNChB, (8)

onde A : D(A) C X — X é um operador linear nao limitado (usualmente, um operador quase
setorial), (X,| - ||) é um espago de Banach, B é o espago das histérias, Q@ C B é aberto, uy : J C
(—00,0] = X denota a histéria do estado no tempo ¢, (u;)’ representa a derivada da fungao ¢ — u,
e f:[0,a] x Q2 — X, g:[0,a] x Q2 x B — X sao fungoes apropriadas.

Além disso, com relagao a este tipo de equacao, os trabalhos presentes na literatura matematica
sao bem variados. Para o caso em que f = 0, dentre alguns trabalhos relevantes citamos os livros

por Hale & Lunel [14], Wu [47] e Hino, Murakami & Naito [27], o cldssico artigo por Travis & Webb



[42] e as referéncias nesses trabalhos. Para equagdes abstratas do tipo neutro citamos os trabalhos
pioneiros de Hale [15] e de Herndndez e seus colaboradores [22, 24, 26].

E importante ressaltar que o sistema (7)-(8) néo é apenas um problema abstrato. Equacoes
diferenciais abstratas do tipo neutro da forma (7)-(8) aparecem, por exemplo, em teorias
desenvolvidas pelos pesquisadores Gurtin & Pipkin [13] e Nunziato [34] para a descrigao da condugao
de calor em materiais com memoria amortecida. Na teoria de condugao de calor se supoe, de uma
maneira geral, que a energia e o fluxo de calor dependem linearmente da temperatura u(-) e do
gradiente Vu(-). Nessas condigoes, a cldssica equagao do calor descreve de maneira satisfatéria a
evolucao da temperatura em diferentes tipos de materiais. No entanto, a situacao é diferente em
materiais com memoria amortecida. Nesse tipo de material, a energia interna do material e o fluxo
de calor sao funcionais de u(-) o do gradiente de u(-), respectivamente. Um modelo amplamente

aceito para descrever o fluxo de calor em materiais com memoéria amortecida é o sistema diferencial

a4 [Cou(t, ) + /_ ; Kt — syu(s, x)ds]

= cAu(t,z) + /_t Ky (t — s)Au(s, x)ds, 9)

u(t,y) = 0, t>0, yeo, (10)

onde (t,z) € (—oo,a] x, @ C R™ é um aberto limitado e com fronteira regular, u(t, ) representa a
temperatura em x no tempo ¢, K; : R — R, i = 1, 2, sao fun¢oes apropriadas e ¢y, ¢1 sdo constantes
positivas com significado fisico. Note que se supomos que a soluc¢do seja conhecida em (—o0, 0],
podemos transformar o sistema acima numa equacao diferencial neutra do tipo (7)-(8).

Equagoes abstratas do tipo neutro da forma (7)-(8) também podem ser obtidas a partir de
algumas equacoes diferenciais ordindrias do tipo neutro que surgem na teoria de dinamica de
populagoes, veja por exemplo [9, 10]. Se em [9, 10] considerarmos a tendéncia natural de grupos
bioldgicos migrarem de regides de alta densidade populacional & areas de menor densidade, podemos

obter equactes neutras da forma

u'(t,€) = Au(t, §) + g(t u(t,§),u/(t —r,6)),

as quais podem ser representadas na forma abstrata (7)-(8).
O estudo de sistemas do tipo neutro da forma (7)-(8) é recente e envolve dificuldades técnicas

importantes (especialmente nos casos em que o termo wuj aparece explicitamente). Por exemplo,



no caso em que A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de operadores lineares (7'(t))¢>0 €
natural estudar o problema via técnicas de ponto fixo e introduzindo um conceito de solucao fraca

apropriado. Para esse tipo de problema a solugao fraca é a solucao da equagao integral
t
u(t) = TOO)+ F0.0)] - Fls.u) ~ [ AT(t =) (s,u.)ds
0
t
+/ T(t—s)g(s,us,ul)ds. (11)
0

Note que para o estudo da existéncia de solugoes fracas via teoria de ponto fixo é necessario trabalhar
em espagos de fungoes continuamente diferencidveis, o que é um problema dificil no contexto da
teoria de semigrupos lineares. Além disso, segue da teoria de Cp-semigrupos que, em geral, a fungao
t — AT (t—s) nao estd bem definida. Mais ainda, é interessante notar que ¢ — AT(t—s) é integravel
em [0,¢) na topologia de operadores se, e somente se, A é um operador limitado. Assim, a presenca
do termo fg AT (t—s)f(s,us)ds na férmula (11) cria uma grande dificuldade, a qual esté relacionada
com a integrabilidade da funcao s — AT(t — s)f(s,us) em [0,1].

Por outro lado, equagbes diferenciais funcionais com retardo dependendo do estado tém sido
estudadas intensamente nas ultimas décadas e a literatura relacionada a esse tipo de equagoes estd

concentrada em problemas que podem ser descritos na forma

u'(t) = Au(t)+ F(t,u(t), up@u,), teI0a, (12)

u = @eQcCB=C(-r0;X), (13)

onde A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de operadores lineares,
(X, ][ - |I) é¢ um espaco de Banach, F'(t,u(t), g (s,4,)) ¢ uma expressao envolvendo a condigao inicial e
o estado, u; : [—r,0] — X denota a histéria de u(-) no tempo ¢ € [0,a] e o(-) é uma funcao definida
em [0,a] x B e com valores em [0, a].

Equacgoes diferenciais com retardo dependendo do estado aparecem em diversos problemas
aplicados e existe uma extensa lista de artigos publicados em revistas altamente conceituadas.

A literatura sobre equacoes diferenciais ordindrias com valores em espacos de dimensdo finita
e com retardo dependendo do estado é extensa e bastante completa, veja [2, 7, 16, 17, 19] dentre
outros . No entanto, sdo poucos os trabalhos (relevantes) sobre equagoes diferenciais parciais com
retardo dependendo do estado e sobre equagoes diferenciais abstratas (equagdes onde A é nao

limitado) com retardo dependendo do estado. Dentre as dificuldades técnicas que tém limitado o



desenvolvimento dessa parte da teoria estd o fato que, em geral, a fungao u — F(-,u("), tg(.4.)),
onde F'(-,u(:), ug(.u))(t) = F(t,u(t), us(tu,)), nao é do tipo Lipschitz em espagos usuais, como o
espago de fungdes continuas C([—r,b]; X), o que implica, em muitos casos, que o problema (12)-
(13) nao é bem posto. Em relagdo a isto, observe que mesmo no caso em que as fungoes F :
[0,a] x X x B— X e o0:[0,a] x B— [0,a] sejam do tipo Lipschitz, uma estimativa usual do termo
| F(t,0(t), Vo(t,0,)) — F(t,u(t), Ug(,u,)) || depende necessariamente de estimativas da forma
oy | ulo(t, ue) +6) —v(o(t,v) +0) |,

onde os termos o(t,u;) e o(t,v;) podem nao ter nenhuma relacdo entre si.

No caso de equacgoes diferenciais com retardo depedendo do estado onde A é limitado e X
é um espaco de dimensao finita, o problema descrito acima pode ser contornado estudando o
problema em espagos de fungoes continuamente diferencidveis, veja Walther [46]. Porém, a mesma
estratégia se torna dificil quando estudamos equacgoes diferenciais parciais ou no caso em que A nao
é limitado. Essa dificuldade faz com que a literatura relacionada ao caso em que A é um operador
nao limitado seja, em grande parte, limitada a alguns modelos diferenciais onde F'(-) é uma funcao
muito “particular”.

Para o estudo sobre equagoes diferenciais abstratas com retardo depedendo do estado e G = 0
em (5)-(6) nés citamos [23, 28, 37, 38, 39]. Mais ainda, é importante citar os recentes artigos
por Hernéndez, Pierri & Wu [25], Krisztin & Rezounenko [30] e Yunfei, Yuan & Pei [33], os quais
apresentam importantes avancos no bom desenvolvimento deste tipo de problema.

Neste trabalho de dissertagdo nés damos continuidade ao estudo desenvolvido em [25] sobre
existéncia e unicidade de soluctes para equacoes diferenciais abstratas com retardo dependendo do
estado. Em [25] os autores estudam o problema abstrato u'(t) = Au(t) + F(t, Uy(tu,)), uo = ©-
Como j4 foi observado, este tipo de problema nao é bem posto no espago usual C([—p,0]; X), pois
aplicagdes como u — F(t, Uq(,4,)) ndo sdo Lipschitz de C([—p,b]; X) em C([0,b]; X'). No entanto,

quando as funcoes envolvidas sao Lispchitz, estimativas da forma
|| F(tauo(t,ut)> - F(tavo(t,vt)) ||
< Lr(l+ [log,(—pox)0lo,0pxBxr) 1| @ = loq—pp:x) (14)

(onde Lp é a constante de Lipschitz de F(-)) sao possiveis. Usando estimativas deste tipo e o

principio de contragao, em [25] os autores provam alguns resultados sobre existéncia e unicidade



para o problema (5)-(6) com G = 0, bem como resultados para que este problema seja bem posto.
Os resultados em [25] sdo provados trabalhando sobre espacos de fungoes Lipschitz e de classe C?,
o que é uma abordagem nao trivial na teoria de equacgoes diferenciais abstratas. No nosso estudo
usamos algumas das ideias em [25] para abordar o problema diferencial abstrato do tipo neutro
com retardo dependendo do estado (5)-(6), obtendo nossos resultados ao trabalhar em espacos de
fungoes Lipschitz. Além desta dificuldade, tivemos que lidar com o fato que fungoes da forma

s+ AT (t — s)G (5, Uy, (s,u,)) N8O 530, em geral, integraveis se A é um operador ndo limitado.

E claro que, para o estudo descrito acima é necessdrio um conhecimento razodvel da teoria de
semigrupos de operadres lineares limitados, especialmente dos semigrupos fortemente continuos e
analiticos, bem como suas aplicacoes em equagoes diferenciais abstratas. Dessa forma, este trabalho
foi iniciado com o estudo da teoria de semigrupos e posteriormente abordamos o estudo sobre a

existéncia e unicidade de solugdes para o problema abstrato (5)-(6).

Para expor o desenvolvimento do nosso estudo dividimos este trabalho em 3 capitulos. A seguir

descrevemos, brevemente, esses capitulos.

No Capitulo 1 apresentamos parte do estudo realizado sobre a teoria de semigrupos. Nesse
capitulo introduzimos o conceito de semigrupos de operadores lineares limitados em espacos de
Banach e estudamos algumas generalidades dos semigrupos fortemente continuos (Cp-semigrupos)
e dos semigrupos analiticos. Em particular, estudamos o conceito e algumas propriedades dos
Ch-semigrupos compactos, os quais sao importantes em muitas aplicagoes e também para os nossos
estudos sobre equacoes diferenciais neutras. Além disso, incluimos brevemente a definicdo e alguns
resultados importantes dos Cp-semigrupos diferencidveis e apresentamos uma classe de operadores
lineares que sdo geradores infinitesimais de Cy-semigrupos. Dentre os principais resultados sobre
os semigrupos analiticos, destacamos os conceitos de extensao de Cp-semigrupos a semigrupos
analiticos e geragdo de semigrupos analiticos por operadores lineares setoriais. Além disso,
considerando um operador A tal que —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico,
definimos as poténcias fracionérias de A e estudamos algumas de suas propriedades. Finalizamos
esse capitulo definindo e estudando os espagos D(a,00), 0 < a < 1, chamados de espagcos
intermediarios entre D(A) e X, onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.

No Capitulo 2 aplicamos, inicialmente, a teoria de Cp-semigrupos no estudo dos problemas de

Cauchy abstrato: homogéneo dZ—(tt) = Au(t); nao homogéneo dq;(tt) = Au(t) + f(t) e semilinear




dq;(tt) + Au(t) = f(t,u(t)). Especificamente, para o problema homogéneo, definimos o conceito de

solucdo e vimos que A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (7'(¢))¢>0 se, e somente se, 0
problema é bem posto num sentido apropriado. Para os problemas nao homogéneo e semilinear,
definimos os conceitos de solugoes fracas e classicas, vimos que toda solucao cldssica é uma solucao
fraca e estudamos um resultado em que impomos condig¢oes sobre f e sobre a condicao inicial para
que uma solugao fraca seja uma solucao classica. Finalizamos o capitulo com um breve estudo
sobre existéncia de solucao cldssica para o problema semilinear para o caso onde —A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo analitico e f é localmente Holder-continua num sentido apropriado.

No Capitulo 3 desenvolvemos o estudo sobre a existéncia e unicidade de solugao para a equagao
diferencial abstrata do tipo neutro (5)-(6). Especificamente, iniciamos nosso estudo definindo os
conceitos de solugoes fraca e estrita para (5)-(6). Em seguida, supondo a existéncia de espagos de
Banach (W1, || - lw,) = (Z, || - llz) = (Wa, || - llws) = (X, [ - ||) tais que T(-) € L([0, a]; L(W2, Z))
e AT(-) € LY([0,a); L(W1, Z)) e certas condicdes de Lipschitz sobre as fungdes F, G, ¢ e o (onde, por
simplicidade, supomos o = 01 = 02), mostramos, através do principio de contracdo de Banach, o
nosso primeiro resultado de existéncia e unicidade de solugao fraca para o problema (5)-(6) (Teorema
3.11). Assumindo agora que 0 € p(A); que (—A)? : D(—A)% ¢ X — X (0 < 3 < 1) é a poténcia -
fraciondria de A; que X := D(—A)” (munido com a norma do grifico || = ||s=| (—A)’z ||) e certas
condi¢oes de Lipschitz sobre as funcoes F', G, ¢ e 0 em espacos da forma X5, mostramos mais alguns
resultados sobre existéncia de solucoes fracas e estritas para (5)-(6). Outro resultado importante
desse capitulo é a Proposicao 3.16 em que consideramos o caso o1(t,%) = t, para toda ¢ € By.
Supondo, resumidamente, que (7'(t))s>0 ¢ um semigrupo compacto, F' € C([0, a] x Uxg,; X3s,), p €
C"([—p,0]; X3,) e T(-)(¢(0) +G(0,¢)) € C([0,b]; Xp,) para 1l > B > B2 > B3>0, y1,72 € (0,1),
e usando um resultado de ponto fixo para operadores condensantes, provamos nesta proposi¢ao a
existéncia de uma solugdo fraca u € C*([—p,b]; Xp,), onde a = min{yi,v2,1 + 3 — P2, B2 — 1},
para o problema (5)-(6). Neste capitulo apresentamos também alguns resultados de existéncia e
unicidade de solugoes Lipschitz para (5)-(6) e finalizamos apresentando alguns exemplos em que
aplicamos nossos resultados de exiténcia e unicidade de solugoes. E importante observar que os

resultados desse capitulo sao inéditos e serao submetidos para publicagao brevemente.



Capitulo 1

Teoria de Semigrupos

1.1 Semigrupos Fortememente Continuos de Operadores Lineares

Limitados

Nesta secao estudamos algumas propriedades dos semigrupos fortemente continuos. Esta classe
de semigrupos nos fornece diversas aplicacoes as equagoes diferenciais parciais e sera essencial para
nosso estudo envolvendo equagoes diferenciais com retardo dependendo do estado. No que segue
desta segao, (X, - ||) é um espago de Banach e (L(X),|| - ||) denotard o espago de operadores

lineares continuos de X em X munido da norma de operadores || - ||.
Definicao 1.1. Dizemos que f € C([a,b]; X) se f :]a,b] = X € continua em todo t € [a,].

Inicialmente, apresentamos, brevemente, o conceito de semigrupos de operadores lineares

limitados e estudamos algumas generalidades dos semigrupos uniformemente continuos.

Definicao 1.2. Uma familia (T'(t)):>0 de operadores lineares limitados em X € chamada semigrupo

de operadores lineares em X se:

(i) T(0)=1I, ondeI: X — X € o operador identidade;

(il) T(t+s)=T(t)T(s) para todos t,s > 0 (propriedade de semigrupo).
Definicao 1.3. Dado o conjunto

T(t)x —
D(A) = {:U € X: lim ();Ux emiste},

t—0t



o operador A : D(A) C X — X definido por

T(t)x — dTT(t
Az = lim (H)z = = (t)z , para x € D(A),
t—0+ t dt t=0

¢ chamado de gerador infinitesimal do semigrupo (T'(t))t>0-

Definicao 1.4. Um semigrupo de operadores lineares limitados (T'(t))¢>0 € uniformemente continuo

lim [|7°(t) — I = 0.
se lim [[T(t) — I

Da defini¢ao de semigrupo uniformemente continuo segue claramente que a aplicagao t — T'(t)
é continua pela direita em ¢ = 0. O préximo Lema nos mostra que esta propriedade é bem mais

geral.

Lema 1.5. Se (T(t))>0 € um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares limitados,
entdo para todo t € (0,00), liH%HT(S) —T(t)|| = 0. Em outras palavras, a aplicagio t — T(t) é
S—
continua de (0,00) em L(X).
Demonstracao: Para mais detalhes veja [Silva [40], 2015, pag. 6].

Fazendo uso do lema acima, podemos mostrar que todo operador linear limitado A em X é o

gerador infinitesimal de um tnico semigrupo uniformemente continuo.

Teorema 1.6. [Pazy [35], 1983, Teo. 1.2, pdg. 2] Um operador linear A : D(A) C X — X € o
gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo se, e somente se, A € um operador

linear limitado em X.
O proximo teorema nos garante a unicidade desse semigrupo.

Teorema 1.7. [Pazy [35], 1983, Teo. 1.3, pdg. 3] Sejam (T(t))i>0 e (S(t))e>0 semigrupos

uniformemente continuos de operadores lineares limitados. Se

entao T'(t) = S(t) para todo t > 0.

O proximo Corolério inclui algumas propriedades importantes dos semigrupos uniformemente

continuos.

Corolario 1.8. [Pazy [35], 1983, Teo. 1.4, pdg. 3] Seja (T'(t))i>0 um semigrupo uniformemente

continuo de operadores lineares limitados. Entao, valem as sequintes propriedades.



(a) Eziste wm tinico operador linear limitado A tal que T(t) = e*4.

(b) O operador A € o gerador infinitesimal de (T(t))>0-

dT(t)
dt

(c¢) A aplicagao t — T(t) é diferencidvel em norma e = AT (t) =T(t)A, para todo t > 0.

(d) Eziste uma constante w > 0 tal que ||T(t)]| < e“.
Estudamos agora os semigrupos fortemente continuos, principal interesse desta secao.

Definicao 1.9. Um semigrupo de operadores lineares limitados (T'(t))i>0 em X € um semigrupo

fortememente continuo se para todo x € X, lim+ T(t)x = x.
t—0

Observacgao 1.10. Um semigrupo fortememente continuo de operadores lineares limitados em X

é chamado semigrupo de classe Cy ou, simplesmente, Cy-semigrupo.
O préximo Teorema nos fornece uma limitacao exponencial para um Cy-semigrupo.

Teorema 1.11. Seja (T'(t))i>0 um Co-semigrupo. Entdo, existem constantes w >0 e M > 1 tais

que || T(t)|| < Me*t para todo t > 0.

Demonstragao. Inicialmente vamos mostrar que existe uma constante n > 0 tal que ||T'(¢)] é
uniformemente limitado no intervalo [0,7]. De fato, se isto fosse falso, existiria uma sequéncia
(tn), com t, > 0, satisfazendo nh_)rglo tn, = 0 e ||T(tn)|| > n para todo n € N. Assim, terfamos
sup ||T'(ty)|| = oo. Logo, pelo Principio da Limitagao Uniforme, existiria algum x € X tal que
ﬁ%\étn)xﬂ seria ilimitada. Isto contraria a Definicao 1.9. Assim, existe uma constante M tal que
IT(t)|| < M para 0 <t <n. Como ||[T(0)]| =1 temos ainda que M > 1.

Agora, seja w = n 'log(M) > 0. Dado t > 71 temos que t = nn + § para algum n € N e

0 < d < n. Logo, pela propriedade de semigrupo, temos
t
IT@®)]| = T (nn +6)|| = |T()T"(n)|| < M.M" < M.M" = Me™,
o que conclui nossa prova. ]

Definigao 1.12. Um Cy-semigrupo (T(t))i>o tal que |T(t)|| < Me“t, para todo t > 0, é chamado

um Cy-semigrupo de contracao se w =0 e M = 1.

Como consequéncia do Teorema 1.11, temos o seguinte resultado.
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Corolario 1.13. Se (T'(t))t>0 € um Cy-semigrupo, entio a fungao t — T(t)x € continua de (0, 00)

em X para todo x € X.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.11 sabemos que ||T'(t)|| < Me*t para todo t > 0. Logo, para

t € (0,00), z € X e h >0, segue que
IT(t+h)e =Ttz = (TH[T(h)x - ]| < M| T(h)z — . (1.1)
Por outro lado, para 0 < h < t, temos que
IT(H)z = T(t = k)| = |T(t—h)T(h)z —a]|| < MM |T(h)a -z

< Me*'||T(h)x — z||. (1.2)

Dessa forma, quando h — 0, (1.1) e (1.2) convergem a zero, garantindo a continuidade da aplicacao
t— T(t)r em t > 0 e para todo z € X. [ |

O proximo Lema serd muito importante e frequentemente usado nos nossos estudos.

Lema 1.14. Sejam a >0, R:[0,a) — L(X), f € C([0,a); X) e suponha que R(-)x € C([0,a); X)
para todo x € X. Entao,
1

lim —
hg%h

t+h
| B = RS0, t€ 0.0).
t
Demonstracao. Sejam t € [0,a) e ; > 0 tal que t +0; < a. Como a funcéo s — R(s)x é continua
em [0,t+d1] para todo x € X, temos que {R(s)z : s € [0,t+01]} é limitado para todo x € X. Logo,
pelo Principio da Limitacao Uniforme, existe M > 0 tal que ||R(s)|| < M para todo s € [0,t + d1].
Além disso, para ¢ > 0, fixemos J com 0 < 0 < d; tal que quando |t — s| < 0, temos

€

1765 = SOl < 50

|R(s)F(5) = RSO < 3.

Entéo, para 0 < h < § obtemos que

1

2 [ rsas - mosn| = |3 [ w56 - 100 + R0 - RO

1 t+h
= h/t IR()I1f(s) = O+ [[R(s) f(£) — R(t) f(t) | ds

g 3
M-S 45
onf T3 °©

Como ¢ > 0 é arbitrario, segue a conclusao do lema. ]
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Teorema 1.15. Sejam (T'(t))i>0 um Co-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo, valem as
sequintes propriedades:

t+h

(a) Para todox € X et >0, lim — T(s)x ds =T(t)x.
h—0 h t

(b) Paratodoze X e0<T<t, /:T(s)x ds € D(A) e A </:T(s)x ds) = T(t)x — T(r)z.

(c) Sex e D(A), T(t)x € D(A) e dflff)z = AT(t)z = T(t)Ax.

t t
(d) Para todox € D(A) e0<s<t, T(t)x —T(s)x = / T(r)Ax dr = / AT (7)x dt.

Demonstracao. O item (a) segue da continuidade de t — T'(t)z e do Lema 1.14. Provemos o item

(b). Sez e X,0<7<teh >0, entdo

T(h})l_f ( / (o) ds) _ / (T(s 1 by — T(s)a]ds
_ ;L/fh T(s)e ds — 1 /:T(s)x ds

+h
1 t+h 1 T+h
= / T(s)x ds — h/ T(s)x ds.
t T

S| =

h

t
Fazendo h — 01 em ambos os lados da igualdade acima, obtemos que / T(s)x ds € D(A) e que

A ( / ") ds> — Tt — T(7)a.

Agora mostraremos (c). Se z € D(A) e h > 0, entao

T(h) — IT(t)a: _ T(W)T(t)z —T(t)x
h
_ TW)T(h)r—T(t)x
B h
B T(t)T(h)iJL: —x

Logo, como = € D(A) e T(t) é continuo em X, fazendo h — 0% em ambos os lados da igualdade

acima, concluimos que T'(t)z € D(A) e AT (t)x = T'(t)Az. Disso segue que

darrt) .. T({t+hzx-Tt)z _
g L= hlirélJr - = AT (t)x = T(t)Ax.
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Por outro lado, para 0 < h <t vemos que

T —T(t— T —
H (t)z h(t h)x _7t)Az| = HT(t_ h) <(h)]f$ —T(h)Aa:) H
T(h)x —
< |T(t—h)| H();fx — Az + Az — T(h) Az
T —
< Mot <‘ (h)}‘ffc — Az + ||Az — T(h)Aa:H)
T _
< Met (hfx — Az|| + Me#t|| Az — T(h) Az]].
: : ) d~T(t)
Dessa forma, fazendo h — 0 em ambos os lados da desigualdade acima, concluimos que il T =
T
T(t)Az. Portanto, d dit):n = AT (t)xr = T(t)Ax.
Finalmente, provemos o item (d). Por (c), temos que
t T t t
T(t)z — T(s)x = / d(T)a: dr = / AT(H)adr = / T(t) Azdr.
S T S S
Assim, a prova estd completa. [

Corolério 1.16. Se A: D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de um Coy-semigrupo (T'(t))i>0,

entdo o dominio de A € denso em X e A é um operador linear fechado.

Demonstracao. Dados € X e t > 0, defina

1 t
Ty = / T(s)x ds.
t Jo

Pelo item (b) do Teorema 1.15, x; € D(A) para todo ¢ > 0. Além disso, pelo item (a) do
Teorema 1.15, ; — x quando t — 0, o que implica que x € W Isto implica que W = X.

Mostremos agora que A é um operador linar fechado. Por sua prépria definicao segue que A é
um operador linear. Entao, resta mostrarmos que A é um operador fechado. Sejam ¢t > 0, z,y € X

e (Tn)neny € D(A) com z,, — = e Az, — y quando n — oo. Do item (d) do Teorema 1.15, para

todo n € N, obtemos que

T(t)xy —xn = /OtT(s)Amn ds. (1.3)
Agora, dado € > 0, tome ng > 0 tal que ||Az, — y|| < & para n > ng. Logo,sen >npe 0<s<t,
temos que
1T(s) Az = T(s)yll = [IT(s)(Azpn —y)
< AT ()l Azn — yll
< Me“te,
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de onde concluimos que T'(s) Az, converge para T'(s)y, uniformemente em [0, ], quando n — oo.

Logo, fazendo n — oo em (1.3), concluimos que

Tt —x= /0 T(s)y ds.

Isto, juntamente com o item (a) do Teorema 1.15, implica que

T(t)z — I
lim TMz-z lim- [ T(s)yds=y.
t—0 t t—=01 Jy
Portanto, x € D(A) e Ax =y, o que mostra que A é um operador fechado. [

Vimos que se A é um operador linear limitado, entdao A é o gerador infinitesimal de um tnico
semigrupo uniformemente continuo. Veremos a seguir que vale um resultado parecido para Cjy-

semigrupos.

Teorema 1.17. Sejam (T'(t))i>0 € (S(t))t>0 Co-semigrupos com geradores infinitesimais A e B,

respectivamente. Se A = B, entao T'(t) = S(t) para t > 0.
Demonstragao. Seja x € D(A) = D(B) e seja t > 0. Pelo item (c¢) do Teorema 1.15, temos que

as aplicacoes s — T'(t — s)z e s — S(s)x s@o diferencidveis. Logo, aplicacao s — T'(t — s)S(s)z
também ¢ diferencidvel e
T (t — (s +1h)S(s + h)x — T(t — 5)S(s)x]
= W HT(t—(s+h)S(s+h)x—T(t— (s+h)S(s)x+T(t— (s +h)S(s)z — T(t — 5)S(s)z]
= T(t—(s+ ) (S(s+h)a = S(s)a)] + [W(T(t = (s + h)) = T(t — 5))}S(s)x
— (s + )[R (S(s+ h)x — S(s)z)] + T(t — (s + h))[h (I — T(h)))S(s)x.
Desse modo, segue que

d . T(t—(s+h)S(s+h)x—T(t—s)S(s)x
@T(t —5)S(s)z = %1_% .
= T(t—s)BS(s)x —T(t—s)AS(s)x =0,

para todo s € [0, ], ou seja, a aplicacao s — T'(t—s)S(s)x é constante para s € [0,¢]. Em particular,
tomando s = 0 e s = ¢ obtemos que T'(t)z = S(t)x. Agora, dado x € X, como D(A) é denso em
X, segue que existe (x,) C D(A) tal que x,, — x, quando n — oo. Logo, usando que T'(t) e S(t)
sao continuas e T'(t)x, = S(t)x, para todo n € N concluimos que T'(t)x = S(t)z. Como = € X é

arbitrario, isto completa a prova. [
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Na sequéncia, apresentamos, sem demonstracao, o Teorema de Hille-Yosida. Este teorema
caracteriza quando um operador linear A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um

Cp-semigrupo. Para apresentar este resultado, primeiramente introduzimos algumas defini¢Ges.
Definicao 1.18. Seja A: D(A) C X — X um operador linear.
(i) O congunto resolvente de A € definido por

p(A) = {\ e C: (N — A) existe e ¢ continuo sobre X}.

(ii) O operador resolvente de A é o operador R : p(A) — L(X) definido por R(A : A) = (\[—A)~L.

Observagao 1.19. Sabe-se, da teoria de operadores lineares, que p(A) € um conjunto aberto e que

R(X\: A) € analitico sobre p(A).
O proximo teorema é o principal resultado desta secao.

Teorema 1.20. (Hille-Yosida) [Pazy [35], 1983, Teo. 3.1, pag. 8] Um operador linear A : D(A) C
X — X € o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo (T (t))i>0 satisfazendo ||T(t)|| < Me*?, para

todo t > 0, se, e somente se,

(a) A € fechado e D(A) = X;

(b) p(A4) D (w,0) e ||[R(N: A)"|| < —, para todo A\ > w e todo n > 1.

M
(A —w)
Do teorema anterior segue o seguinte resultado imediato.

Corolério 1.21. Se A: D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (T'(t))i>0
satisfazendo || T(t)|| < Me*t, para todo t > 0, entio p(A) D {\ € C: Re(\) > w} e

n M
[R(A:A)"] < ma

para todo A € C com Re(\) > w e todo n > 1.
Nas préximas secOes apresentamos algumas classes especiais de semigrupos, os quais serao

utilizados em nossos resultados sobre existéncia e unicidade de solugoes para equacoes abstratas

com retardo dependendo do estado no Capitulo 3.
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1.2 Semigrupos Compactos

Nesta secao vamos ver o conceito e algumas propriedades de Cy-semigrupos compactos.

Definicao 1.22. Um Cy-semigrupo (T'(t))i>0 € compacto para t > to, se T(t) é um operador
compacto para todo t > to. O Co-semigrupo (T'(t))i>0 € chamado compacto se é compacto para

t > 0.

Observagao 1.23. Se um Cy-semigrupo (T'(t)):>0 ¢ compacto para ¢t > 0, entdo a identidade é
compacta e, portanto, X tem dimensao finita. Reciprocamente, se X é um espaco de dimensao
finita, entao todo Cp-semigrupo em X é compacto. Observe também que se T'(tp) é compacto para
algum to > 0, entdo T'(t) é compacto para t > to, pois T(t) = T(to)T(t — to) e T(t — tg) é um

operador limitado.

Teorema 1.24. Seja (T'(t))i>0 um Co-semigrupo. Se (T'(t))i>0 € compacto para t > ty, entdo a

fungdo t — T(t) definida de (to,o0) em L(X) € continua.

Demonstragao. Sejam ¢ > 0 e T € (0,00). Para 0 < s < T, temos que ||T(s)| < Me*T = M.

Por outro lado, dado t > tg, o conjunto Uy = {T'(t)z : x| < 1} é relativamente compacto e,
£
4(Mr +1)
bolas abertas B(T'(t)zj,e1), 1 < j < N, cobrem U;. Agora, como (T'(t))s>0 é um Cp-semigrupo,

portanto, para €; = > 0, existem pontos x1,Z9,...,xny em X tais que a reuniao das
existe 0 < § <1 tal que
€
1Tt + h)a; = T(t)zs] <

para todo j = 1,2,..., N, quando 0 < h < §. Além disso, se z € X é tal que ||z| < 1, ent@o existe

j(w) € {1,2,..., N} tal que T'(t)z € B(T(t)zj(y),€1), 0 que implica que

1Tz =Tl <21 = 077
Logo, para 0 < h < d ez € X com [|z| <1, temos que
| T(t+h)z—T(t)x| = |T{t+h)z—Tt+h)z;+T(t+h)z; —T(t)x; +T(t)z; — T(t)x|
< T+ h)e =T+ h)zjl| + T+ h)a; = T )zl + [T()z; — T(t)z]]
< NTMINT@z =Tzl + 1T+ h)z; = T@)z;l| + [T (#)z; = T(t)z]]
< Mrtg s e 2
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Assim,
€
IT(t+h)—T@)| = sup |[T({t+h)x—T{t)x| < 3 <e
ll=l|=1
para t > tg e 0 < h < 4. Isto prova a continuidade pela direita de t — T'(t) de (tp,00) em L£(X). A
continuidade pela esquerda segue de maneira similar. Assim, a demonstragao esta completa. |

O seguinte resultado carateriza quando um Cp-semigrupo é compacto.

Teorema 1.25. Sejam (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entao, (T'(t))i>0
é um semigrupo compacto se, e somente se, t — T(t) € continua para todo t > 0 na topologia

uniforme de operadores e R(A: A) é compacto para todo A € p(A).

Demonstracao. Como (7(t)):>0 é um Cp-semigrupo sabemos que existem M > 1 e w > 0 tais
que ||T(t)]] < Me*t, para todo t > 0. Logo, se (T(t)):>0 é compacto para ¢ > 0, usando o Teorema
1.24, temos que t — T'(t) é continua para todo ¢ > 0 na topologia uniforme dos operadores. Assim,
s6 resta provarmos a compacidade de R(\ : A), para todo A € p(A). Da demonstracido do Teorema
1.20 pode-se verificar que para A € C, com Re(\) > w,

RA:A)= / e T (s)ds = lim e T (s)ds,
0

n—o0 0

n
de onde concluimos que R(\ : A) é compacto, pois cada operador / e T(s)ds, n € N, é o limite
0
de operadores compactos e, portanto, compacto (veja o Teorema 3.29).

Por outro lado, para A, i € p(A) temos que

RO\: A)~ R(u:A) = R(u: A)ul — AR : A) — R(u: AYA — A)R(A : A)
= R(u: A)l(u — A) — (A - AR(A: A)
= R(u: A)l(n— MR : A)
— (u—NR(u: AR(: A). (1.4)

Logo, dado i € p(A) tal que Re(p) > w, obtemos de (1.4) que R(A: A) = R(p: A)[L + (u — AN R(A: A)].
Finalmente, usando o fato de que R(A : A) é limitado, concluimos que R(A : A) é um operador
compacto para todo A € p(A).

Suponhamos agora que a fungao t +— T'(t) é continua para todo t > 0, na topologia uniforme de

operadores e que R(\ : A) é compacto para todo A € p(A). Entao, para A € (w,00) e t > 0 temos
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que R(A: A) = / e T (s)ds e
0

NR(N - AYT(1) — T(t) = A /0 T e (T (s 1 1) — T(1))ds.
Logo, para § > 0 temos que
ARG AT - T(0)
= H)\/o e (T (s +1t) —T(t))ds

< / /\e*)‘SHT(s—Ft)—T(t)Hds
0
1 00
< / )\e"\SHT(s—i—t)—T(t)Hds—l—/ e || T (s +t) — T(t)]||ds
0 é
1 %)
< / e ds sup T (s+1t) —T(t)||+/ )\6_>‘S(\|T(8—|—t)|]+ T (t)|)ds
0 0<s<d )

< (—e M) sup [T(s+1) —TW)| + / AN M+ 4 Me#t)ds
0<s<é )

< sup HT(S + t) — T(t)H _|_/ QAMeWte(w_)‘)sdg
INM (w=A)d jwt
< sup |[T(s+1t)—T@)| + pAae” e

)
0<s<6 A—w

e assim,

Jim AR : AYT(0) =T < sup |[T(s+1) = T(0)].

Como § > 0 é arbitrario e s — T'(s) é continua em s > 0, concluimos que
lim ||AR(\: A)T(t) —T(¢t)|| =0,
A—00

o que prova que T'(t) é compacto para t > 0, pois T'(t) é o limite de operadores compactos (veja
Teorema 3.29). Isto finaliza a prova. |
Os proximos dois Corolarios sao provados usando as mesmas ideias do Teorema 1.25. Dessa

forma, omitimos suas demonstracoes.

Corolario 1.26. Sejam (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Se t — T'(t)
é continua para t > ty na topologia uniforme de operadores e R(\ : A) € compacto para algum

A € p(A), entao (T'(t))i>0 € um semigrupo compacto para t > ty.

Corolario 1.27. Seja (T(t))i>0 um semigrupo uniformemente continuo em X e A seu gerador
infinitesimal. O semigrupo (T'(t))i>0 € compacto se, e somente se, R(\ : A) é compacto para todo

A€ p(A).
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1.3 Semigrupos Diferenciaveis

Nesta secao introduzimos o conceito de semigrupo diferencidvel e apenas enunciamos alguns
resultados que serao importante no estudo de semigrupos analiticos. Para mais detalhes veja [Pazy

[35], Secao 2.4, pag. 51-60].

Definicao 1.28. Um Cy-semigrupo (1'(t)):>0 € diferencidvel para t > to se para cada v € X,
t — T(t)x € diferencidvel em (tp,00). O Cy-semigrupo (T'(t))i>0 € chamado diferencidvel se é

diferencidvel para t > 0.

Teorema 1.29. [Pazy [35], 1983, Lema 4.2, pdg. 52]. Sejam (T'(t))i>0 um Co-semigrupo

diferencidvel para t > tg e A seu gerador infinitesimal. Entao, valem as sequintes propriedades.

(a) Parat > nty, n € N, temos que T(t)(X) C D(A™), T™(t) = AT (t) e T™(t) é um operador

linear limitado.
(b) Parat > ntg, n €N, a funcao t — T(”_l)(t) € continua na topologia uniforme de operadores.

Corolario 1.30. Sejam (T(t))t>0 um Co-semigrupo diferencidvel para t > to e A seu gerador
infinitesimal. Se t > (n+ 1)ty, n € N, entao T(t) é n-vezes diferencidvel na topologia uniforme de

operadores.

Corolario 1.31. Sejam (T(t))i>0 um Coy-semigrupo diferencidvel e A seu gerador infinitesimal.

Entao, valem as sequintes propriedades:

(i) Para todot >0, T(t) € de classe C* na topologia uniforme de operadores.

(if) Parat>0en>1, T (t) = <AT <:L>)n = (T’ (;))n

1.4 Semigrupos Analiticos

Outra classe de semigrupos que serd essencial para o nosso estudo sobre equagoes diferenciais
com retardo dependendo do estado é a classe dos semigrupos analiticos.

Inicialmente, observamos que até este momento lidamos com semigrupos cujo os parametros

pertenciam ao eixo real ndo negativo. Agora, vamos considerar a possibilidade de estender o dominio

dos parametros para uma regiao no plano complexo que contenha o eixo real nao negativo.
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Sejam X um espaco de Banach e 0 < o < 7 e considere o seguinte setor do plano complexo
ANa)={z€C; z#0, |arg(z)| < a}.

Definigao 1.32. Uma familia de operadores lineares limitados (T(2)).en(auqoy, 0 < a < /2, €

um semigrupo analitico se satistaz as sequintes propriedades.
(i) T(0)=1I;
(ii) T(z1+ 22) = T(21)T(22), para todo 21,29 € AN(«);

(ili) lm T(z)z = x para todo x € X, z € Aw);

z—0

(iv) z— T(z) € analitica em A(«).

Note que a restrigdo de um semigrupo analitico ao intervalo [0,+0c0) é um Cp-semigrupo
diferencidvel. A questao agora é quando vale a reciproca, isto é, quando um Cy-semigrupo pode ser
estendido a um semigrupo analitico em algum setor do plano complexo.

Para responder esta pergunta, comegamos apresentando um resultado de limitacao para um

semigrupo analitico, cuja demonstracao é similar a do Teorema 1.11.

Proposicao 1.33. Se (T(2)).ca(a)u{oy € um semigrupo analitico em A(a), com 0 < a < 7/2,

entdo existem constantes M > 1 e w > 0 tais que | T(2)|| < MeTe?) | vz e Ala)U{0}.
Utilizando a Proposicao acima podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 1.34. Sejam (T'(t))t>0 um Cy-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entao, (T'(t))t>0
admite uma extensao a um semigrupo analitico num setor A(«), para algum 0 < a < 7/2, se, e

somente se, (T'(t))i>0 € diferencidvel e existe N > 1 tal que |[tAT(t)|| < N, 0 <t <1.

Demonstracao. Suponhamos que (T'(¢));>0 admita uma extensdo a um semigrupo analitico
(T'(2))zen(a)ufo}, para algum 0 < a < /2, e seja A seu gerador infinitesimal.

Entao, dado t > 0 temos que o circulo de centro em ¢ e raio 7 = ¢ sin(¢), 0 < ¢ < a < /2,
estd contido na regidao A(a) em que (T'(2)).en(a)ufo} € analitico, como mostra a Figura 1.1.

Portanto, pela Formula integral de Calchy, temos

_d 1 T(z)
AT = 310 =55 |z—t|=tsin(g) (2 —1)?

dz. (1.5)
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Figura 1.1: Regiao onde o operador é analitico.

Fonte: Andrade [3] (2014, pag. 23)

Por outro lado, pela Proposicdo 1.33, existem constantes M > 1 e w > 0 tais que

|T(2)|| < Me®Be) | para todo z € A(a) U{0}. Assim, se 0 <t < 1, de (1.5), segue que

1 T(z)
AT @ 270 J|a—t|=tsin(g) (2 —1)?
B 1 2m T(t+ tsin(¢)ei9) . .0
= 3=/, (tsm(0)c?)? tsin(¢)ie” df
e /27T T(t + tsin(p)e?) o
27 Jo tsin(¢)et?
1 [FT|T(t + tsin(g)e”)|
27 Jo tsin(¢)
M 2 ; .
wt(1+sin(¢) cos(9))
27Ttsin(¢)/0 ¢ 40
Meth 2 Meth
27Ttsin(¢>)/0 -

do

 tsin(¢)’

Me2

sin(9)

ou seja, |[tAT(t)|| < %, para todo 0 < ¢t < 1. Logo, tomando N = > 1 temos que

ItAT'(t)|| < N, para todo 0 < t < 1.
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Agora, suponhamos que (7'(t)):>0 seja diferencidvel e exista N > 1 tal que |[tAT(t)|| < N para
0 <t < 1. Assim, pelos Teorema 1.29, Corolario 1.30 e 1.31, temos que t — T'(t) é de classe C*,
TM(t) = AMT(t) € L(X), t >0, e T (t) = [AT(t/n)]* = [T'(t/n)]", para todo n € N, n > 1.
Mais ainda, para 0 < t < n, segue que |[t/nAT(t/n)|| < N. Entao, ||AT(t/n)|| < Nn/te

IAT (@)l = 1T () = WAT@t/m)]*| < [AT(t/n)[* < (Nn/t)".

Desta forma, paran € Ne 0 <t <n,

_ n __+n n
[
n! n! tn
=t n
- nl
__4In
LTI
|z —t|\"
= ( I/Ne . (1.6)
Logo, se |z —t| < t/Ne, temos que |z — 1 < 1 e, consequentemente, aserlez [z —t)" converge
t/Ne t/Ne '

Assim, dados t > 0 e z € C tal que |z — t| < t/Ne, sejang € N o prlmelro natural tal que t < ng.
Portanto, para 0 <t < n e todo n > ng, obtemos que

o0

G | < S (Y oS (o)

E —_— E g 00.

n! - t/Ne | — t/Ne
n=ng n=ng n=0

Ou seja, a série E ) ~———A"T(t) converge para todo t > 0 e z € C no circulo de centro em t e
n=0

raio t/Ne.

Assim, se 6 é o angulo formado pela reta que passa pela origem e é tangente ao circulo dado, figura
(1.2), temos que se, z € A(0), entdo sin(|arg(z)|) < sin(d) = 1/Ne, ou seja, |arg(z)| < arcsin(1/Ne).
Entao, tomando o = arcsin(1/Ne) e A(a) = {z € C: Re(z) > 0 e |arg(z)| < a}, para z € A(a),
considere a reta r passando por z e a origem, e a reta s perpendicular a r passando por z. Denotando
por t o ponto de intersegéooode s com o eixo real, temos ¢ > 0 e podemos definir o operador
T(z): X — X por T(2)x = Z (Z;‘t)nA”T(t)x, z e X.

n=0
Claramente, da forma como foram tomados t e z, temos que |arg(z)] < arcsin(l/Ne) e

|z —t| = tsin(Jarg(z)|) < t/Ne e, assim, a série Z ) A™T(t) é convergente.
n=0
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Figura 1.2: Circulo de convergéncia.

.

Fonte: Andrade [3] (2014, pag. 25)

(o.9]
Mais ainda, se z € (0,40c), entdo z =t e T(z )+ Z A”T( ) =T(z), ou seja,

n=1

(T'(2))zen(a) ¢ uma extensdo de (T'(t))i>o-

Agora, definindo T(0) = I, vamos mostrar que (T(Z))ZeA(a)U{O} ¢ um semigrupo analitico.
Inicialmente, observe que, pela Teorema 1.29, T (t) = A™T(t) € L(x) para todo n € N e cada
t > 0. Desta forma, temos que T(z) é o limite uniforme de sequéncia de elementos de £(X) e,
portanto, Tv(z) € L(X) para todo z € A(«), pois L(X) é espaco de Banach. Consequentemente,

(T'(2))2en(a)ufoy ¢ uma familia de operadores lineares limitados em X.

Também, pela definicao de f(z), o item (i) da Definigao 1.32 esta satisfeito e a aplicacao
z +— T(z) ¢é analitica em A(a) (pois T(z) é uma série de poténcias). Desse modo, concluimos

que o item (iv) da Defini¢do 1.32 também esta satisfeito.

Para mostrar o item (ii) da Defini¢ao 1.32, sejam tq,t3 > 0 e 21, 22 € C tais que |21 —t1| < t1/Ne

e |z — ta| < to/Ne, ou seja, z1 e z3 pertencem os circulos de convergéncia de T'(-) de centro em ¢;
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e to respectivamente. Entao,

t |ttt

—(t 1o)] < —t — g < -
(214 22) = (1 + ta)] < fan —tal 2o = to] < 1= 12 = =1

ou seja, z1 + z3 pertence ao circulo de convergéncia de T'(-) de centro t; + to. Mais ainda, como

(21 + 20 —t1 —t2)P i (21 —t1)" (22 —11)P7"

p! o n! (p—n)!
entao,
~ > — 1 — 1P
T(Z]_ + ZQ) — Z [Zl + 22 ' 1 2] ApT(tl +t2)
p!
p=0
© P o n - p—n
= oy s e P e ()
== (p—mn)!
oo P . n _ pP—n
= Z Z (Zl 'tl) AnT(tl) (32 t2) ' Ap_nT(tQ)
== (p—n)!
(=), o~ (22—t
= 2 AT T AT ()
n=0 p=n
= T(21)T (),

o que implica que o item (i7) da Defini¢ao 1.32 esta satisfeito.
Além disso, como a aplicacao z — T(z) é analitica em A(a), segue que, dado z € A(w),

lim T'(z) = T(z0). (1.7)

Z—20

Desta forma, dado ¢ > 0 temos que lim T'(z + t) = T'(t) = T(t) ¢ assim,

z—0

lim T(2)T(t) = lir% T(z+t) = T(t), para todo t > 0, (1.8)
Z—

z—0

onde os limites em (1.7) e (1.8) s@o tomados no sentido da topologia uniforme de £(X).

Desse modo, podemos concluir que ;li% T(2)T(t)x = T(t)z, para todo = € X e t > 0.

Logo, em particular, ;1_r>r(1) f(z)y =y, para todo y € Xo = Up<t<1T () X. Assim, para concluirmos
a demonstracao precisamos do item (i4i) da Definigao 1.32 estender o limite anterior para todo X.
Para isto, mostraremos que Xy é denso em X e a aplicacao z +— f(z) ¢é limitada em uma regiao
X(B) € Aw).

Para mostrarmos a densidade de X, observe que dado = € X, temos t£%1+ T(t)x = z, pois

(T'(t))t>0 € um Cp semigrupo. Ou seja, = € limite de sequéncia elementos de X e, consequentemente,

X C Xy. Como a inclusao contraria é direta, concluimos que Xy = X.
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Agora, definindo

Y(B) = {z € C; 0 < Re(z) < M,

(Ne)? larg(z)| < arcsin(]\ée)} , 0< B <1,

vamos mostrar que a apicacao z — 7(z) ¢ limitada sobre $(8). Dessa forma, dado z € A(a), da

cos(lily(z)) e 2 = sin(arg(2)). Em particular,

construcao usada pra definir T(z), obtemos que t =

se z € 3(f), entao |arg(z)| < arcsm(]\’ée) e, consequentemente, ‘Zt” < %, ou ainda, @Ne < B.

Por outro lado, sin(arg(z)) < Nﬂe também implica que sin%(arg(z)) < %, ou

equivalentemente, 1 — cos?(arg(z)) < % Dessa forma, segue que cos?(arg(z)) > %

Agora, visto que Re(z) = |z| cos(arg(z)) = t cos?(arg(z)), temos que

Re(z) Re(z)
t= < <1 (1.9)
2 = (Ne)2—p2 —
cos?(arg(z)) e
Assim, utilizando (1.6) concluimos que
(= _'t) AMT(t )H (W}W) <p" n=1,2,.. (1.10)
n!
Entao, se L = sup ||T(t)||, obtemos que
0<t<1
T < 1T E )
< L+ Z g
n=1
_ 1+ _m). (1.11)
1-p

Voltando ao fato de Xy = X, dado » € X existe uma sequéncia (z,) C X tal que x, — =,
€

quando n — +00, isto é, dado € > 0, existe ng € N tal que ||z, —z|| < , para todo n > ny.

3

M(B) +2
) M(B) +2

Dessa forma, como xp € X, existe § > 0 tal que, se 0 < |z] < J, ent@o ||T(z)Tn, — Tn, || <

e, assim,

[T(z)z =zl < [[T(2)x = T(2)xn || + [T(2)Tng = Tnoll + |Zne — 2|
< T e = 2ol + 1T (2) 200 = 2ol + 120, — 2
e S S
< M(p) + + =&

M@B)+2 M@B)+2 M(@B)+2

garantindo que lir% f(z)x = z para todo x € X, o que completa a prova. |
zZ—>
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Definigao 1.35. Seja A: D(A) C X — X um operador linear. Dizemos que A € de classe (6, M),

onde 5 <0 <meM>0, eescrevemos A € (0, M), se:

(i) A € um operador fechado densamente definido;
(i) A(0) ={z€C; |arg(z)] <0} C p(A);

(iii) IR\ :A)| < f\)/:[‘, para todo A € A\(0).

Agora nosso objetivo é mostrar que um operador satisfazendo a definicdo anterior gera um

™

semigrupo analitico. Para isto, dado A € (6, M), tomemos € > 0 tal que 0 < 2e <  — F e seja

' uma curva no plano complexo composta pelos arcos rei®=¢) e re=i0=¢) 1 <y < 400, e pelos

segmentos que ligam os pontos ¢/?=¢) ¢ ¢ ?=%) a0 ponto z = 1, orientada de —ocoe =€) para

i(0—e¢)

+oce’ , como na figura (1.3).

Figura 1.3: Curva I'.

Fonte: Andrade [3] (2014, pag. 29)

Consideramos ainda o« = 0 — 5 —2¢, 0 < a < §, e Ala) = {z € C: Jarg(z)| < a}.

Logo, A(a) € A(6) e, pelo item (i7) da Definigdo 1.35, A(a) C p(A). Mais ainda, definindo
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I, ={AeTl: |\ <rr>1}, T, C AWB) C p(A) e as aplicacgio A — e, z € A(a), e

A— R(A: A) sao continuas para A € Iy, pois dados A, u € I, temos, por (1.4), que
RAN:A)—R(p:A) = (u—ANRAN:A)R(p: A), (1.12)

garantindo que

M M

IROv: 4) = RGus A < Ju= N RO ARG A)] < e =g

(1.13)

Dessa forma, tomando o limite em (1.13) quando A — u, segue a continuidade da aplicagao.

Logo, para cada r podemos definir uma familia de operadores T,(z), z € A(«), pela integral

Th(z) = 1,/F MR\ : AN, = € Ala), (1.14)

21

Assim, para cada z € A(«) fixo, a aplicacao T,(z) : X — X, dada por

1
T, (2)x = / MR\ : Az d\, = € X, (1.15)
r,

27
¢ um operador linear.
A seguir, mostramos que o operador 7, (z) é limitado. Antes porém, observe que:

eRe(Az)MHxH

(i) [le*R\: A)z]| <[] [ROA: A [|l=] < B

, Ve e X, VA e AO);

(ll) Az = (‘)\‘62 arg()\))(‘z‘ei arg(z)) _ ‘)\’ ‘Z‘ei(arg()\)Jrarg(z))’

e entao

Re(Az) = || |z] cos(arg(X) + arg(z)) < |A| |z], VA, z € C.

Analisemos agora ||T,(z)z|| sobre I';. Para isto, vamos dividir I', em 4 partes, que denotaremos

por Y1, Y2, Y3 € Y4, de forma que

T(2)r = % (L AR : A)e d/\+/

e R(\: Az d) + / e R(\: A)x d\
Y2
- / MR\ : A)x dA) .

Y4

73
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(1) Se 71 : [1,7] — T, é definida por 77(t) = te~"(?=) consideremos ; como sendo 77 percorrida

no sentido contrario. Logo,

‘/ eAZR(A:A)md/\H = H—/ eAzR(A:A)diH
71 i

< I RO s A e e
1
r eRe(te_i(e_E)z)MHx”

<

— /1 |t€fi(975)\ dt

" oltl 14 3
< /6 HCUHdt
1 |t]

!
< MHa:H/ etl#lat
1

erlel _ el
= M]z| <|Z|

= Gill=],

/ ete_i(g_E)ZR(te_i(e_e) : A)a:e_i(e_e)dtH
1

M _ ol
onde Cl = (6|Z’e)

—i(0—¢)

(2) Seja 72 é a reta que liga os pontos e e z = 1, como na Figura 1.4.

i arg(\) - Observe que h, como aparece na Figura

Entao, dado A sobre 72 temos que A = |A|e
1.4, tem a seguinte propriedade: h < |A| < 1, pois h é a altura do triangulo iséseles de vértices

(0,0), (1,0) e e~"?=2). Logo,

\ / eAZR(A:AwAH < [ 11RO A faldn
Y2 Y2
Re(Az)
< [ ey
SR
elAl 1zl
< Mol [ Sdn
72 | ‘
Izl pp
e X
< ML g = o,
2

el M |ys |

onde Cy = N

e |y2| denota o comprimento da curva 7.

i(G—s)‘

(3) De modo andlogo a 2, seja 3 a curva que liga os pontos z =1 e e Para A sobre 73,

A= [Aet 9N com h < |A| < 1, onde h é a altura do tridngulo iséseles de vértices (0,0), (1,0) e
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Figura 1.4: Curvas y; e 2.

A

Fonte: Andrade [3] (2014, pag.31 )

¢?=¢) | Logo,

/ eAZRu:A)diH < [ 0N IR A el
Y3 Y3

Re(Az) p g
JIGEN
7 R

IN

=l 01
< Ml / dIN = Csllz])
h Y3

el*| M 3]

onde C5 = e |y3| denota o comprimento da curva ~s.
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i(60—¢)

(4) A curva 74 : [1,7] — T, é dada por y4(t) = te . Desta forma,

/ eAZR“‘AWH < / e 5 IRt 02 s A)a| [0t
Y4 1
r eRe(tei(G’E)z)MHxH
= /1 |tei(9*€)| dt

T eltl |2l
o [,
1

1
T

< MHxH/ etl#ldt
1

erlzl _ gl
= M|z (M = Cy|z]],

M (el#l — el#ly

onde Cy = ]

Portanto, de (1)-(4), tomando C' = max {C;/2m}, obtemos que ||T,(2)z| < Cllz||, Vzx € X,

1=1,2,3,4.

ou seja, T(z) € L(X), para todo z € A(a).

Para finalizar, considere a familia de operadores (7'(2)).cA(a)ufo} definida por T'(0) = I e

1
T(z) = i )i MR\ : A)dN, z € Aa).

Observe que T(z) = lim T,(z), para todo z € A(«). Entao, como T,(z) € L(X) para todo
T—00
r > 1 e a convergéncia é uniforme, concluimos que T'(z) € L(X) para todo z € A(«).
Agora devemos mostrar que a familia (7'(2)).ea(a)u{oy ¢ um semigrupo analitico. Para isto

precisamos de alguns resultados premilinares. Para nao prolongar este trabalho, apenas enunciamos

estes resultados.
Lema 1.36. Sejam z € A(a), A€ (0, M) eT como definida anteriormente. Entao:
6)\2
(i) / ¥ d\ =0, para todo N situado a direita de T';
N —
6)\z
(ii) — d\ = 2mi;
r A
(iii) / e d\ = 0;
r

. RA:A) o
(iv) /F/\ d\ = 0;
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An An
(v) €|R</\ A>d/\:/e R<)\:A>d)\,onden:§|.
r

EANEIANE EINNANE

Demonstragao: Para mais detalhes veja [Silva [40], Lema 3.5, pag. 88].

Lema 1.37. Dado § > 0, seja IV a curva no plano complexo definida por T' = {N € C; XN =
A+ 6, A €'} com orientagdo induzida por I'. Entdo, para todo z € A\(«), temos:

(i) /FeAZR()\:A)d/\:/F/ MR\ : A)d),

Nz
(i) / ; 3 d\ = 2mie* para todo \ situado & esquerda de T,
A=

Demonstracgao: Para mais detalhes veja [Silva [40], Lema 3.6, pdg. 94].
Teorema 1.38. A familia de operadores (T(2)).en(a){oy, @ = 0 — 5 — 2¢, definida por

= [ 00 <0 o
T(0) = 1.

€ um semigrupo analitico.

Demonstragao. Como ja foi visto, T'(z) € L(X) para todo z € A(«a). A seguir, mostraremos
que (T(2))ze(a)u{o} satisfaz a definicdo de semigrupo analitico.

Pela defini¢ao, temos que 7'(0) = I. Assim, o item (i) da Definicao 1.32 estd satisfeito.

Agora, dado p € A(a), do item (i) do Lema 1.37, temos que

T(p) = = /F R\ A) d\ =

21

L / NPR(N 1 A) dN.

21

Assim, dados z,1m € A(a) e x € X, segue que

T() Tz = 2% /F M R(A: A) (217” / ROV A)a d)\’> dA

- o (PG R) sav
— (2;;)2 /Fe’\zR(/\:A) /F(;A_WA) z d\ d\

Az
( 2;,)2 / MR+ A) / (Xe 5 @ A N
! F -

Além disso, pelo item (i) do Lema 1.36 e pelo item (i7) do Lema 1.37, obtemos que

ez e)\’n
o dA = dN = 2mie
/r(/\’—A) o / V=N e
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o que implica que

T(z)T(n)x = (2;)2 AeA(Z+”)R(A A2z dXN =T (2 + )z,

para todo z € X. Ou seja, T'(2)T'(n) = T'(z + n) para todo z,n € A(a), de onde concluimos que o
item (i) da Defini¢do 1.32 também esta satisfeito.
Agora, facamos em (1.16) a mudanga de varidvel p = |z|A, com A € A(«). Esta mudanga de

varidvel leva a curva I' na curva |z|I" e, pelo item (v) do Lema 1.36, temos que
1 pn 1 pn
- e}g(“ A)d — €R<“:A>du,
2 S o1\ 2 Jo o\

onde n = ﬁ = ¢t 9(2),
H < Mz| .
(g a)] < 4 asim

1 efte(un) M|z M eRe(un) M eBe(un)
dlp| = — d —
i N T AT N

Por outro lado, como A € (6, M), temos

IT(2)|] < ———d|p|, (1.17)

2r Joo ol ul
onde I'1 é a curva I',. descrita anteriormente para r = 1.

Logo, dado p € Ty, |u| < 1 e entao, Re(un) = |u||n|cos(un) < 1. Dessa forma, tomando
mo = inf{|A[; A € I'1}, temos

M eRe(/m)
Mo e < / dlul =

2m Jr,  |ul

I (1.18)

onde [I'1| = [ d|u| é o comprimento da curva I';.
Por outro lado, observe que a curva I' \ 'y é formada pelas semi-retas 7;, dada por 7,(r) =
0=2) 1 < r < 400, e 72, dada por Fo(r) = re 99 1 < r < 400, percorrida no sentido

contrario. Entao,

elheun) elte(un) efelun)
[ Sl = [ Sl [ S d
'\ ] o | ] Fq ]
i(0—¢) —i(0—¢)

_ /oo eRe(re n) |ei(9—€)| . /oo eRe(re n) ‘e—i(0—5)| 0
1 r 1 r
(9] eRe(rei(e_g)n) 00 eRe(Te_i(g_E)n)

= / — dr — / — dr.
1 r 1 r

Observe que na primeira integral, temos
Re(re'®n) = |re'=] n] cos((0 — €) + arg(n))

= rcos((0 —e)+arg(z)),
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e mais, como —a < arg(z) <o, a=0-m/2-2cem/2 <0 <, temos que §+¢c < 0 —c+arg(z) <
31 3¢ < 3T — ¢, de onde segue que Re(re®=<)n) < rcos(Z +¢) < 0. Logo,

oo ,Re(ret0=e)p) oo
/ e dr < / e’ cos(% +¢) dr
1 1

r

ecos(g +e)

cos(T +e)
Analogamente, na segunda integral temos que Re(re~*?=¢)n) = rcos((—0 + €) + arg(z)), onde
1
_%W +e < —37” +3 < —0+ce+arg(z) < —4 — €. Logo, observando que — <0< 1eque

cos(—m/2 —¢e) = cos(m/2 + ¢) < 0, obtemos

—i(0—¢) yeus
_ / P / " ereos(ra g - T
1 r -k cos(§ +¢)’
de onde segue que,
Re(pn) 9ecos(5+e)
/ <= (1.19)
nr,  lul cos(5 +¢)
Portanto, por (1.17), (1.18) e (1.19), temos
Me Mecos(%—l—s)
T < T - =My, V A
T S eIl = e = Mo, Ve € Afo),

ou seja, T'(z) é uniformamente limitado para todo z € A(«).
Mostramos agora que (7'(2)).ea(a)ufo} € fortemente continuo. Para isto, observe primeiro que

R(A:A)A

RA: AN —-A) =1 < RM\:A) -\1lI= <

(1.20)

Assim, dado z € A(a), com |z| < 1, e x € D(A), pela igualdade (1.20) e pelo item (i) do Lema

1.36, temos que

1 N 1 [ e
Tzlx—z = — [ e*RA:A)zd\—— [ — zd\
2w Jp 2mi Jp
1 Az
= — [ S RO\ : A)Az d)
27 Jr
Observando que, para A € T,
ez eRe()\z) M eM
RO A < S S an) < S A,
’ A Al A A2
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eM
onde a aplicagdo A — BB ||Az| é integravel sobre a curva I'. Desse modo, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada e pelo item (iv) do Lema 1.36, segue que, para z € A(a) e z € D(A),

1 Az . 1 :
lim(T(2)z —z) — hm/eR(AAA)Ax - L [RO:4)
T

Az d\ =0
it 250 2 omi Jp . x ’

ou seja, lirr(l] T(z)x = z, para todo = € D(A).
zZ—

Agora, como D(A) = X, dado y € X temos que existe (y,) C D(A) tal que y, — y, quando
_n
2(Mo+1)
ainda, como y,, € D(A), lin% T(2)Yny — Yn, = 0. Logo, existe § > 0 tal que, se 0 < |z| < d, entdo

z—

n — oo, em X, isto é, dado n > 0 existe ng € N tal que |y, — y|| < , Vn < ng. Mais

T (2)Yng — Ynoll < /2. Dessa forma,

TRy —yll < ITE Yy = ynoll + 1 T(2)yno — Ynoll + l[Yne — Yol
U U U
< Moygrmm—+to5+t o =1
= 90+ T2 Ty 1) "

de onde concluimos linr(lJ T(z)y =y, para todo z € X. O que prova o item (7i7) da Definigao 1.32.
2—
Finalmente, mostramos que a aplicagao z — T'(z) é analitica em A(a).

Fazendo novamente a mudanga de varidvel p = |z|A em (1.16), com z € A(a), n = — er > 1,

temos

1 el M
T = — —R|=:A4)d
#) = o /MF ()
1 pn
= ,/eR Ly du
27t Jr |2 H

1 pn 1 i
- eR(“:A)d;H—,/ eR(“’;A)du.
2mi Jr, |2 K 2mi Jr\r, || |z

Assim, escrevendo I' \ T, = 71 U o, onde 1 (t) = te'®=2) r <t < 400, e 7 é a curva 7,(t) =

te~0=2) r <t < 400 percorrida no sentido contrario, e notando que cos(—m/2 —¢) = cos(1/2+¢),



34

obtemos
1 eH M
T — — [ S Rr({*.4)d
H &) = g o, T (rz\ )“H

i
1/ R <" : A> dy
2mi Jo\r, |z |z

1 B B
< 5 (1, T )l | e (o) )
2r \IIL, T \T2) SERANE
1 0o 6Re(tei(075)n) M’Z| 00 eRe(tefi(Gfs)n) M|Z|
< — / dt +/ dt
2\ J, K t , |z t
M > tcos(0—e+ > —
< = e arg(z))dt + etcos( 0+6+arg(z))dt
B 27T T T
_ % /oo ot COS(ﬂ'/QJ,»E)dt n /Oo ot cos(fw/Zfe)dt
o 27r T T
M rcos(m/24¢) M e—Tsin(e)
- ¢ -2 7 (1.21)
m (—cos(m/2+4¢)) 7w sin(e)
de onde segue que
1 un M e—Tsin(e)
lim ||T(z) — — CR(L.a dp|| = lim —6,7 =0.
r—00 2mi Jr, |7 K r—oo 7 sin(g)
Consequentemente,

T(z) = lim 1/ M R(\: A)dp = y/eAzR(A:A)du
Ty 2mi Jr

r—00 271

para todo z € A(«).

Agora, observando que T, é de classe C! e a funcio A — e**R(\ : A) é analitica em A(6), temos
que a fungio A — - I, eV R(\ : A)dp é analitica em A(a) para todo r > 1.

Assim, concluimos que T'(z) é limite uniforme de fungbes analiticas e, portanto, z +— T'(z) é

analitica em A(«). Dessa forma, o item (iv) da Definigao 1.32 estd satisteita e, consequentemente,

(T'(2))zen(a)ufo} € um semigrupo analitico. |

Teorema 1.39. Seja A € (0,M). Entao, para cada ¢ > 0 tal que 2¢ < 6 — 5, A € gerador

infinitesimal de um semigrupo analitico no setor A(0 — 5 — 2¢).

Demonstracao. Seja (T(2)).ea(a)ufoy © semigrupo analitico obtido no teorema anterior. Dado

xz € D(A), utilizando a igualdade (1.20), o item (iii) do Lema 1.36 e o Teorema da Convergéncia



35

Domindada, segue que
d d | 1
- - =
@ = |

Az .
P /Fe R(A: A)x d)\]

1
= ,/e’\z)\R()\:A):r dX
271 T

2mi

_ [ eeRor LY S
= 27ri/pe R()\.A)Axd)\—i-Qm/Fe x dA
= T(2)Az+0="T(z)Axz,
.o d <
isto é, d—T(z)x = T'(z)Ax, para todo € D(A). Entao,
z
h h —
]11/0 T(s)Ands = %T(s)x = T(h)}‘;”” (1.22)

Agora, supondo que B : D(B) C X — X seja o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo obtido
pela restricao de (7'(2)).eA(a)ufoy a0 eixo [0,00), vamos mostrar que B = A. Para issso, tomemos

x € D(A) e fagamos h — 0T na igualdade (1.22), de onde obtemos que

I T(h)x —
Az = lim / T(s)Axds = lim Tz == = Bz,
0 h—0+ h

ou seja, D(A) C D(B) e A= B|p(a)-

Para mostrarmos a inclusao contréria note que, do Teorema de Hille-Yosida, temos (0,00) €
p(B), e entdo, p(A)Np(B) # 0. Assim, se A € p(A)Np(B), x € D(B)ey = (M —A)"Y (AN -B)x €
D(A), entao

(M — A)yy = (M — A)(M — A)"YA — B)z = (M — B)z,

o que implica que (AI — B)(y —z) = 0, e, como (Al — B) é injetor, segue x = y. Logo, D(B) C D(A)

e, portanto, A = B, o que finaliza nossa prova. [ |

Corolério 1.40. Seja A € (0, M) e (T(z2)).cn(a)ufo}, @ =0 — 5 — 2¢, o semigrupo analitico dado

em (1.16). Entdo, as sequintes condigoes sao vdlidas:
(i) Para todon > 1, T(z)x € D(A™), para todo x € X e todo z € A(«);

(ii) Para todo n > 1, existe uma constante My /() tal que ||A"T(z)|| < Mu(®) vy e Aa).

|Z|n I

Demonstragao. (i) Inicialmente, observe que para x € X, z € A(«a) e h € (0,00),

 T(h+z)xz —T(2)x
T . :
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Assim, fazendo v = h + z temos que

lim M T(z)x = lim M

h—0+ h v—zt v—2z

: (1.23)

e entao, como z — T'(z) é analitica em A(a), o limite em (1.23) existe. Portanto, T'(z)z € D(A)

para todo z € X e todo z € A(«a). Mais ainda, observando que
A"T(z) = A"[T(z/n)]" =[AT(z/n)]", Yn > 1,

vemos que T'(z)z € D(A"), paratodo z € X, z € A(a) en > 1.

(ii) Da demonstragao do Teorema 1.38, sabemos que para z € A(a)

1 ehn M
T = — —R Ald
(=) 2mﬁﬂd Qa ) He

onde n = ﬁ Dessa forma, utilizando a igualdade (1.20) e o Lema 3.24, temos

AT =
(2) %w/b Qa )“
i
R () e
o | (e

para todo z € A(«a). Logo, utilizando desigualdades anédlogas a (1.18) e a (1.19), obtemos

1 [ efteten [|M|M|Z|
B

/ eRe(un)d‘u‘+/ eRe(un)d|M|
Iy F\Fl

9~ sin(e)

[AT(2)]| <

— 11 d
o o T *]”

(M+1)
27| z|

(M+1)
27| z|

= Ml(g),Vz € ANa), (1.24)

€|F1‘ + |Z’

sin(e)

— sin(e)

sm(s)

onde M; = (M+1) e|Ty| + 2 } Assim, utilizando o item (i), para n > 1 temos

wvﬂan<|mwdmws(M@M>sﬂi” vz € Aa),

B 2| I

onde M, () = [nM;(e)]", o que finaliza a demonstracao do item (ii). ]

1.5 Operador Espectral de Riesz

O objetivo de secao é apresentar uma classe de operadores lineares que sao geradores
infinitesimais de um Cp-semigrupo. No que segue desta segao, (Z,||.||) serd um espaco de Hilbert

munido do produto interno <, >. Inicialmente, incluimos alguns conceitos e resultados necessarios.
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Definicao 1.41. Uma familia de vetores {¢, : n > 1} em Z é uma base de Riesz para Z se as

sequintes condicdes sao verificadas:

(@) ({on:n=>1}) =

(b) Ewxistem constantes m >0 e M > 0 tais que para N € N arbitrdrio e escalares oy, n =1, ..., N

arbitrdrios,

N N 2 N
m Y onl? < Y ondn|| <MD ol (1.25)
n=1 n=1 n=1

Da definicao acima segue que uma base ortonormal de Z é uma base de Riesz para Z.

Definicao 1.42. Dizemos que duas sequéncias (¢n) e (¢¥n) em Z sao biortogonais se para todo

n,m €N,

1, m=n,

<¢nv¢m> = 5mn = 0 7& (1-26)

O préximo resultado diz que se {&, : n > 1} é uma base de Riesz para Z, podemos representar
os elementos de Z, de forma tnica, como uma combinacao linear de &, através de uma sequéncia

biortogonal correspondente a {§, : n > 1}.

Lema 1.43. Seja A um operador linear fechado em Z. Suponha que os autovalores {\, : n > 1}
de A sejam simples e que os autovetores correspondentes {¢, : n > 1} formem uma base de Riesz

para Z .

(a) Se {¢p, : n > 1} sdao os autovetores do operador adjunto A* de A, correspondendo aos
autovalores {\, : n > 1}, entdo () pode ser reordenado de modo que (¢n) e (Vn) sejam

biortogonais.

(b) Se {¢n :m >1}) = Z, entao todo z € Z pode ser representado de forma unica por

o0
= (2, %n)én, (1.27)
n=1

e existem constantes m >0 e M > 0 tais que

mZI Wn)? <l ||2<MZ| : (1.28)

n=1
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(c) Se {tpn :n>1}) =Z, entao {, : m > 1} também é uma base de Riesz para Z. Além disso,

todo z € Z pode ser representado de maneira unica por

2= (2 n)un (1.29)
n=1

o0

Z z,00) 2 < 2] < *Z| z, dn) |2 (1.30)

Demonstragao: Para mais detalhes veja [Silva [40], Lema 1.42, pag. 33].

Definicao 1.44. Seja A um operador linear fechado em Z, com autovalores simples {\, : n > 1}
e suponha que os autovetores correspondentes {¢y, : n > 1} formem uma base de Riesz para Z. Se o

fecho de {\, : n > 1} € totalmente desconexo, entdo A é chamado um operador espectral de Riesz.

Observagao 1.45. Dizer que {\, : n > 1} é totalmente desconexo significa que os tnicos
subconjuntos conexos de {\,, : n > 1} s@o ) e seus pontos. Isto equivale a dizer que suas componentes

conexas sao pontos.

O proximo Teorema fornece condigdes sobre um operador linear A, para garantir que A seja
o gerador infinitesimal de um Cpy-semigrupo. Além disso, conseguimos a representagao deste

semigrupo. Antes porém, faz-se necesséario definir o(A) = p(A)¢ o espectro de A.

Teorema 1.46. Seja A um operador espectral de Riesz com autovalores simples {\, : n > 1} e
autovetores correspondentes {¢, : n > 1}. Sejam {1, : n > 1} os autovetores de A* e suponha
que (P, ¥m) = Omn para todo n,m € N e que ({1, : n > 1}) = Z. Entao, A satisfaz as sequintes

propriedades:

(a) O congunto resolvente e o espectro de A sao dados por p(A) = {\ € C: H;f1 IA—=An| > 0} e

o(A) = { A\, : n > 1}, respectivamente. Mais ainda, para \ € p(A) e z € Z,

(2, %n) Pn. (1.31)
(b) Para cada z € D(A),
Az = i A 2, 0Un) On, (1.32)

e D(A) ={z € Z: 302, [Maf’[( 2, ¢n)|* < 00}
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(c) O operador A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (T'(t))i>0 se, e somente se,
sup Re \,, < co. Mais ainda, parat >0 ¢ z € Z,
n>1

T(t)z e (2, ) .- (1.33)

o

1

3
Il

Demonstracao. (a) Dado A\ € {\, : n > 1} um autovalor de A e ¢y, seu autovetor associado,
temos A¢p = A\pdr. Entao, (Al — A)dr = 0, com ¢ # 0, o que implica que (A — A) nao é

invertivel e, consequentemente, {\, : n > 1} C o(A). Assim, utilizando que o espectro de um

operador fechado também é fechado, temos {\, : n > 1} C o(A) = o(A4) = p(A)“.
—_\ C
Tomemos agora A € ({)\n: n > 1}) . Entao, inf,>1 |\ — A\y] > a > 0, para algum a > 0.
Mostremos que (A — A)~! = A,, onde Ay é o operador dado por Ayz = Y o2, ﬁ(z,wn)gbn,

z € Z. Note primeiro que Ay é limitado, pois de (1.25) e (1.28) segue que

> 1
lrel? < MY lle ) gjij\z vn)|? < 2qu2
n=1 n
N
Definindo yny = Z P (z,n)p é facil ver que yy — Axz quando N — oo. Além disso, como
n=1

¢n € autovetor associado a \,, temos que

N
1
M= Ay = 35 et O = 4060
Yoo
= nzl A=\, (2, Un) (A = An)dn
N
= Z<Z7wn>¢na

3
Il
-

o que implica, do Lema 1.43, que (A — A)yy — z quando N — oo. Como A é fechado, segue que

Axz € D(A) e que
(M — A)Ayz = z, paratodo z € Z. (1.34)
Agora, dado y € D(A), defina x = (A — A)y. De (1.34) temos que
x= (A —A)Ayz = (A — A)A\(M — A)y.

Logo,
O=z—2= (A —A)y—A\M — Ay,
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o que implica que A)(A — A)y = y, pois A\ ndo é autovalor de A. Isto, junto com (1.34) mostra que
N € p(A) e que Ay = (A= A) 1 = R(\: 4), isto ¢, (D n>1}) € p(4), o(4) = Pt n > 1}
e RA:A)z=> ", ﬁ(znﬂnﬁbn, o que completa a prova de (a).

(b) Inicialmente, mostramos que S = {z € Z : 3% | |\ *[{ 2,9)|? < 00} C D(A) e que (1.32)
vale para todo z € S. Dado z € S, defina zy = ZnN:1< z,Yn)¢dn. Entao,

N

Azy = Z z wn Ay = Z)\ z %

n=1
Do Lema 1.43 segue que zy — z quando N — oo e de (1.25) segue que Azy — > o0 1 A 2, ¥n)dn
em Z, pois z € S. Dessa forma, como A é fechado, concluimos que z € D(A) e Az =

Y02 1 Al 2, ¥ )¢y Portanto, S C D(A) e (1.32) vale para z € S.

Agora resta mostrarmos a inclusao D(A) C S. Seja A € p(A) e fixemos x € D(A) e y € Z tais

que x = (A — A)~!y. Pelo item (a) e por (1.27) sabemos, respectivamente, que

=\ —A)~ ZA :

n=1 n

o0

@Z}n Pnex= Z<1’a¢n>¢m

n=1

1
0 que nos permite concluir (da unicidade da representacao de Riesz) que ﬁ@ﬂbn} = (z,¢n)

para todo n € N. Se u = inf,>1 |A — A\, > 0, obtemos que

SRl = S vl
n=1 O—o ,
- Z' 1y )

IN

[' } Z\ (y, ¥n)l?
< -8 ] Iyl < o,

o que prova que x € S e, portanto, D(A) C S. Assim, D(A) = S o que completa o item (b).
(c) Suponhamos que A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (T'(t))e>0 tal que [|T'(¢)| <
Me¥t, para algum M > 1 e w > 0. Nestas condicoes, do Teorema de Hille-Yosida sabemos que

p(A) D {A € C: Re)X > w} e, como consequéncia, sup Re A\, < w+ 1 < oo.
n>1
Suponhamos agora que sup,,~; Re A, < oo e definamos w := sup Re \, < co. Seja A € C tal
- n>1

que ReX > w. Nestas condicoes, A € o(A)¢ = p(A) e do item (a) segue que (M — A)"'z =
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2, ) n, z € Z. Além disso, é facil ver que

M-A4)7 = ) : _1A (T = A)7 L2, 40,)
n=1 n

n:l m=1
_ ;M< 2 n)

e podemos verificar, por um processo indutivo, que

(M- A)” Z (z,Yn)bpn, paratodo r € N.

n:l

Logo, usando a igualdade acima, (1.25) e (1.28) obtemos que

M

_ 2 < 2 ~ _=n

M 1
o que mostra que ||[R(\ : A)"|| <4/ —-—=————, para todo A € C tal que Re A > w e todo r € N.
m (ReX —w)"

Dessa forma, do Teorema Hille-Yosida, segue que A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo

(T(t))e>0 tal que ||T(t)]| < 1/2evt para todo t > 0.

Para mostrarmos (1.33) defina o operador e/4 em Z por etz = 3°°° Lz b)) o Veja que

n=

e!4 é um operador limitado para todo t > 0, pois

o
M 2wt
HetAZHQ < MZ€2tRe>\n <Z7,¢n>|2 < €

n=1

|z||?, para todo z € Z.

Além disso, para A € C com Re A > w temos que

/Ooo efAtetAzdt _ -t (Z e)\nt<27¢n>¢n> dt
(Z (G (z ¢n>¢n>

(2, bn) b / OVt gy
0

(e n)gn = ROV A)z.

1
Mg\c\S

S
Il
—

I
WE

S
Il
—
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Da demonstragio do Teorema de Hille-Yosida sabe-se que R(A : A)z = [ e MT(t)z dt, o que
implica que

/ e Mz —T(t)2] dt =0,
0

para todo Re A > w. Logo, da unicidade da Transformada de Laplace, segue que

[o¢]
T(t)z = etAZ = Z eAnt<Z>¢n>¢na
n=1
para todo z € Z, o que completa a prova. [

A seguir apresentamos uma aplicacao dos resultados acima.

Exemplo 1.47. Consideremos em Z = (L?[0, 7], - ||l2) o operador A : D(A) C Z — Z, dado por
Af = f" com dominio D(A)={fe Z:f"e€Z, f(0)=f(r)=0}

Como uma aplicagdo do Teorema 1.46, veremos que A é o gerador infinitesimal de um Cp-
semigrupo compacto em Z.

Observe, primeiramente, que A nao é invertivel pois, por exemplo, para ¢ # 0 temos que
f=ceL?0,m]e Af =0.

Assim, usamos o Lema 3.30 (Apéndice) para mostrar que (I —A) é fechado e, como consequéncia,
obter que A é fechado. Para provarmos que (I — A)~! existe, precisamos garantir que dado f € Z
com (I — A)f =0, entdao f = 0. Note que (I — A)f = 0 é equivalente a

()= f(x) =0, 0<az<m,
f(0) = f(m) =0.

A solucao geral da EDO acima é dada por f(x) = c1e” 4+ cee™*. Logo, aplicando a solugao nas
condigbes iniciais encontramos ¢; = ¢a = 0 e, consequentemente, f(x) = 0 para todo = € [0, 7], de
onde concluimos que (I — A) é injetor.

Além disso, precisamos garantir que (I — A) é sobrejetor, isto é, dado g € Z, devemos encontrar

fq € D(A) de modo que (I — A)f,; = g, o que equivale a solucionar seguinte PVI

[ (@) = fg(z) =—g(z), 0<z<m,
fg(0) = fy(m) =0.
Da teoria de equagdes diferenciais, obtem-se que (1.35) tem uma tdnica solu¢do dada por

1 " —|x— —(m—|z— T—T— —(m—z—
@) = )/0 [e(m=le=u) 4 o=(r—lz=3l) _ o(r2-1) _ o~(r—2-1)]g(,)) dy

2(e™ — e

= 1)/07r h(x,y)g(y) dy,

2(e™ —e T

(1.35)
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garantindo que (I — A) é invertivel.
Mais ainda, temos que existe C' > 0 tal que | h(z,y) |< C para x,y € [0,7]. Desse modo, usando
a Desigualdade de Holder, segue que

2

1 I-A) 3= 1613 = /0 fy(@)? di = /0 dz

! )/07r h(z,y)g(y) dy

2(e™ — e

CQ T T 2
P — d dx
< 4(6,_6#)2/0 </O l9(y)] y>
< 02/7r </ﬂ12 dy/ﬂlg(y)lgdy> dx
T Alem—e)2 0 0
= 4(67TC_27T€2_7T)2H9H37

o que implica que (I — A)~' € £(Z). Assim, do Lema 3.30 concluimos que (I — A) é fechado e,
portanto, que A é também fechado.
Agora, mostramos que A é um operador espectral de Riesz. Para isso, considere a seguinte
equacao diferencial
2'(z) = Az(x) =0, 0<z<m,
2(0) = z(m) =0.

(1.36)

A equacdo caracteristica para a EDO acima é dada por 72—\ = 0 e entdo, temos r = VA ou r =
—VX. Se A > 0, a solucdo geral da EDO (1.36) é dada por z(z) = eV 4 coe=VAT Além disso,
aplicando z nas condicdes iniciais obtemos ¢; = ¢ = 0. Se A < 0, entdo as rafzes sdo v—\i ou
—V/=Xi e a solucdo geral da EDO ¢ dada por z(z) = ¢1 cos (v —Ax) + ¢z sin (v/—Ax), para todo
x € [0,7]. Logo, aplicando z nas condigoes iniciais obtemos ¢; = 0 e cpsin (v/—A7) = 0. Sendo

2

co # 0, concluimos que os autovalores de A sdo dados por A\, = —n*, n € N. Encontramos também

os autovetores unitarios associados a seus autovalores. Para isso, precisamos encontrar co de forma

que ||egsin (nz)||2 = 1, ou seja,
T 1/2
/ sin? (nx)d:c)
0

(/0” |2 sin (n:v)]%lac)l/2 - (
[ (-]
[ [
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, de onde obtemos que os autovalores

A igualdade acima mostra que devemos tomar co = (%)1/ 2

2

1/2 . s (1 .
7T) /2 in (nz), m € N. Da teoria classica de andalise funcional,

unitérios sao dados por zp(z) = (
sabemos que {z, : n € N} é uma base Hilbertiana para Z o que, em particular, mostra que D(A)
é denso em X. Como o conjunto p = {—n? : n € N} é totalmente desconexo, do que fizemos
previamente, podemos concluir que A é um operador espectral de Riesz.

Para finalizar, precisamos encontrar os autovetores do operador adjunto A* : D(A*) C X — X,

associados aos autovalores A, = —n?, n € N de A*. Com esse intuito, dados f, g € D(A), aplicando

integragao por partes obtemos

(Af.g) = (f".q) = / (a

/f
/f

- /0 f<x>g~Tr> dx = (f, Ag).

= - f’()(

= —g'(

Dessa forma, visto que f e g sdo arbitréarios, concluimos que A*g = Ag para todo g € D(A). Em
particular, obtemos que cada z,, n € N, é também autovetor de A*.

Das conclusoes acima, vemos que A verifica as hipoteses do Teorema 1.46. Portanto, A é o
gerador de um Cp-semigrupo (7'(t))e>0 em Z. Mais ainda, as seguintes propriedades sao verificadas:

2

(1) A possui espectro discreto, os autovalores sao da forma —n®, n € N, com correspondentes

autovetores z,(z) = (2/7)/?sin(nz). Além disso, o conjunto {z, : n € N} é uma base

ortonormal de Z.

(ii) Se f € D(A), entdao Af = =20 n*(f, zn)2n

(iii) Para cada f € X, T(t)f = > 07, e ™t f, 2n)2n. Mais ainda, pode-se verificar a partir desta
expressao que ||T(t)]| < e~! < 1 para todo t > 0.
1.6 Espacos Intermediarios

Nesta segdo estudamos os espacos chamados espagos intermedidrios entre D(A) e X.

Inicialmente, definimos e estudamos as chamadas poténcias fraciondrias e, em seguida, estudamos
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algumas propriedades dos espagos D 4(a, 00) para 0 < a < 1.

1.6.1 Poténcias Fracionarias de Operadores Lineares Fechados

A seguir vamos definir as poténcias fraciondrias de certos operadores lineares ilimitados e
estudar algumas de suas propriedades. Nos concentramos principalmente em poténcias fracionarias
de operadores A para o qual —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico.

Para a teoria que desenvolveremos, vamos fixar a seguinte condigao.

Condigao 1.48. Seja A um operador linear fechado densamente definido para o qual p(A) D XUV,
onde X = {\N € C; 0 < w < |arg(z)| < 7w} e V € uma vizinhanca do zero, e |[R(\ : A)| <

M
T Para Ae Xt

Proposigao 1.49. Se A satisfaz a Condi¢ao 1.48 com M =1 e w = 7/2 entdao —A € o gerador

infinitesimal de um Cy semigrupo.

Demonstracao. Se M =1 e w = 7/2 entao, dado A € E:ﬂ ={ e C: /2 <larg(z)| <7}
temos que (A — A)~! existe e pertence a £(X). Mais ainda, (A — A)™! = [~1(4 — A)]7! =
—(uI + A)~1, onde u = —\. Logo, se X € p(A), entdo u € p(—A) e R(p: —A) = —R(\ : A). Mais
ainda, para > 0, [R(u: ~A)] = [R(O\: )] < b = L.

Portanto, como D(A) = D(—A) e —A também é fechado, segue pelo Teorema de Hille-Yosida

que —A é o gerador infinitesimal de um Cj semigrupo. |

Proposicao 1.50. Se A satisfaz a Condi¢ao 1.48 para w < w/2 entdo —A € o gerador infinitesimal

de um semigrupo analitico.

Demonstragao. Se w < 7/2, tomando § = m —w considere A(f) = {z € C: 0 < |arg(z)| < 0}.
Entao, dado A € X} temos w < |arg(\)] < 7 e assim 0 < |arg(—\)| < 7 —w. Ou seja, —\ € A(H).
Como A € p(A) implica —\ € p(—A), concluimos que A() C p(—A) e que, para up = —\ € A(H),
IR(u: A)|| = ||R(A: A)| < \L\;{I = % Logo, —A € (6, M) e, pelo Teorema 1.39, para cada ¢ > 0
satisfazendo 2¢ < 0 — /2, temos que —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico no

setor A0 —7/2 —2¢) = A(m/2 —w — 2e). ]

Definigcao 1.51. Para um operador A satisfazendo a Condicdo 1.48 e o > 0 definimos o operador

1
AT = / AYA =)7L a), (1.37)
271, C
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onde C ¢é a curva contida no conjunto resolvente de A dada por C = 7, U~y U~s3, onde 7, € a
curva 1(t) = te™™, n < t < 400, percorrida no sentido contrdrio, Yo(¢) = ne'®, —p < ¢ <Y, e

Y3(t) =te¥, n <t < 400, comw <Y <7 en>0 tal que B,(0) CV, como na Figura 1.5.

Figura 1.5: Curva C.
A

]
-
-
-
-
-
9 -
-
- ﬂ';,,!
T >
—
_j
-
—~
S~
S
~
H""w
~
S~

Fonte: Andrade [3] (2014, pag. 50)

Proposicao 1.52. Seja A satisfazendo a Condigdo 1.48, entao a integral da Defini¢cdo 1.51 converge

uniformemente e, consequentemente, A~ é um operador linear limitado.

Demonstracao. Inicialmente, fixemos r > max{1,n} e seja C, a parte da curva C sobre a
circunferéncia de centro na origem e raio r, isto é, a parte da curva C que vai de re” ™ até re'?.

Entao, para a > 0 temos que

1 1
A= _— [ X¥A-A)"td+ — ATYA =X dA
27 Jo, 2m Joc,
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Usando a representagao anterior, vemos que

1
/ AYA =) dA
C\C,

211

1 [ . .
1 / J e | [|(A — te= 1)V dt

g / e (A = ten) e

1
HA‘“—,/ AYA - dAH =
271 C,

IN

< t—oz Re(ianp) % dt
= or 1+t

1 [ ’ M

- s Re(—iayp) dt
T ) e 1+t

M

o0
= o[ e dt+/ R P
2r J, +1 +1

[ee]
< M/ =Lt
7T ™

Tare’

o que implica que

1
HA—O‘, ATY(A-)E d)\H — 0 quando r — oo.
27 Jo,

1
Logo, como, para cada r > max{1,n}, 2/ A"%(A — XI)™! d\ é um operador linear limitado e
YiwA C,

a convergéncia anterior é uniforme, segue que A~ é um operador linear limitado. [

Proposicao 1.53. Seja A satisfazendo a Condi¢ao 1.48. Se o = n € N entdo A™" é a n-ésima
iterada de A™1, isto é, A7 = (A71)".

Demonstragao. Como A satisfaz a Condigao 1.48, existe um r > 0 tal que a fungao A —
(A — XI)~! é analftica em B, (0) = {2 € C: |z| <r} C V. Mais ainda, como observado em (1.12),
RAN:A)—R(p:A)=(pu—NRA:A)R(u: A), para todos u, A € p(A). Entao

d . RA:A)—R(u:A) ) ) ) . .
aR(A A) = ,ﬂmx - = —ARR(/\ cA)R(p: A) = (~1)R(X: A)? (1.38)

Assim, por um processo indutivo segue que dMR()\ A) = (=1)"n!R(X\ : A", V¥n € N. Logo,
como (A — M)~! = R(—=\: —A), a série de Taylor da funcdo A+ (A — A\I)~! em torno de —\ =0
¢ dada por

0 kklR —A k+1 S
(A= X))~ Z ) = (ATHMIE, (1.39)

k=0 k=0
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Dessa forma, A™"(A — X)L = 302 (A~hHkH k= = 5700 (A-L)kinFL)E § a série de Laurent
da fungao A — A7"(A — XI)~!, cujo coeficiente do indice —1 é (A~1)". Agora, a funcio A\
A"(A—=AI)~! é analitica em B,.(0) — {0} = {z € C: 0 < |2] < r} e sobre sua fronteira, sendo A = 0
a Unica singularidade da funcao neste conjunto. Entao, aplicando o Teorema dos Residuos para a
curva fechada C,UD,, onde C, é a curva definida na Proposicao 1.52 e D,.(¢) = re'®, 1) < ¢ < 2m—1),

é arco sobre a circuferéncia de raio  do ponto re’¥ ao ponto re~*¥, temos
/ ATMA = A7 = 2mi res(ANT(A — M) = 2mi(ATH™
CrUDy

Por outro lado, observando que

1 1 2r—¢p . .

/ ATMA - )\I)ld)\H = ‘ / (re!®) (A — re1) ! m’e’d)dng

27t Jp, 27 Jy,
1 2m—1p ) )
— rnefe=in) (A — re®T) 7Y rde
2T P

M 2r—1) M _
d(bSM%Oquandorﬁoo,
2™ Sy '
conclufmos que A™" = ;L. [ A7"(A4 = AI)71dXA = (A™1)", o que finaliza a demonstracéo. ]

Proposicao 1.54. Suponha que A satizfaz a Condigdo 1.48 e seja A™%, 0 < a < 1, o operador da
Definicao 1.51. Entao,

Ao Sin(ra) / (A + tI) " Ldt.
0

s

Demonstracao. Da Defini¢ao 1.51 temos

1
Ao - L / A (A — AT)"ldx +/ A= (A = AI)~dA +/
211 M Y2

73

ATY(A - )\I)_ld)\> . (1.40)
Vamos analisar cada uma das trés integrais separadamente. Para a primeira integral temos que

/ AYA-A)THN = — / (te ™) YA — te )" le Wt
Y1 n

o0
= —/ t %V A — te"WT) e Wt
n

Como w < 9 < 7, fazendo ¢ — 7 obtemos

t7%WYUA — te W) Tlem W 5 17T (A — te ) Tle T = 47T (A 4 t1) 7L
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Mais ainda,

£0e0] (A~ te D) [l

< t72el M
- 1+t
g

IN

Ht_o‘ewa(A —te W)l

M
< P (1),

onde g(t) é integravel em (7,00). Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos
S . . . 0 .
lim t=YeV A —te V) TlemWat = / —t7 YA 4 tI) " Ldt.
Y7 n n
Analogamente, para o terceiro termo, obtemos

lim [ A™Y(A-X)"ld\ = lim / t e WA — teV )T tedt
n

Y= ~3 Y-

= / —t7% (A tT) " dt.
n

Para o segundo termo, notamos que
)

lim [ AYA-XD"YdA = lim [ (9e)"(A —ne'®I) " 1niede
PY—m o Y —¢

= / (ne'?)~ (A —ne'®I) 'nie*dg,

Logo, fazendo ¢ — 7 em (1.40) obtemos que

1 o0 . 1 m . . .
A = —t7 (A4 tI) T dt + / (ne'®) (A — ne 1) nie"dg
27 J,, 2 J_,
1 [ ;
— —t YT YA tT) "t (1.41)
2w J,

Agora, observando que

M
‘ <n e’ = Mp'=® =0,

ey~ (4 = ne1) et

quando n — 0, do Teorema da Convergéncia Dominada, segue que
1 [~ . . .
lim — / (ne'?) (A — neI) " nie®dy = 0.

n—0 271 o

Assim, fazendo n — 0 em (1.41), temos que

—a 1 > —a iTo -1 1 * —a, —IiTQ -1
A7 = — [ ™A+t dt— — [ 7% (A + D)7 tdt
211 0 2mi 0
eiwa _ e—iﬂ'a [e'e}
= - (A +tI)"rdt
2mi /0 (A+¢I)

s

_ SiH(WOé) /oo t—a(A + t[)_ldt, (142)
0
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o que completa a prova. [ |

Agora, nosso objetivo é o obter uma definicao para A% a > 0, para o caso em que —A é o
gerador infinitesimal de um semigrupo analitico. Para isso assumimos que A satisfaz a Condigao
1.48 para w < 7/2 e, assim, —A gera um semigrupo analitico (7(2)).eca(a)ugo}. Mais ainda, como
0 € p(A), existe 6 > 0 tal que —A + I ainda é o gerador infinitesimal do semigrupo analitico
S(t) = eT(t),t > 0. Assim, pelo Teorema 1.38, temos que || T(t)|| < Me%. Agora, utilizando o

Corolario 1.40 para S(t), obtemos
AT < A4 =307 [[(A = sD)T(1)]
= [(A=dI+ DA =87 e (A= sDSH)

J 5ty 4—1
< 1 M
< [ + T+ (5} 1t

< 2%t pn !

= Mpe %%, (1.43)
(§
NI 5 =\ ™ 5
| AT (t)]] < HAT() < HMle t/m < > = Me 't (1.44)
n n
Desta forma, segue que
R(t:—A)=@tl+ A= / e T (s)ds, (1.45)
0
onde

/ e 15T (s)ds
0

< M/ (—1=8)s g

—t— 6)3
(—t —9)

_ ﬁ (1.46)

- M
+4’
0

isto é, R(t : —A) converge uniformemente na topologia uniforme para ¢t > 0.

Assim, tomando 0 < a < 1, substituindo (1.45) em (1.42) e utilizando o Teorema de Fubini,

obtemos

™

A - Sin(m) / (s) / 1=0e 1t s, (1.47)
0 0
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Logo, fazendo a mudanca de varidavel u = ts em (1.47), temos

AT = Sm(:‘)‘) /0 ooso‘_lT(s) ( /0 Oou_o‘e_“du) ds
(

_ Sm:a) </OOO u_ae_udu> </OOO sa_lT(s)ds>.

Agora, da definichio da fungdo gama I'(-) e da Foérmula de Reflexdo de FEuler

T =I'(a)I'(1 — o), segue que

Stn(ra)
ae = (sin?m) r<1a>> (/oo SalT(s)ds)

= — Ooso‘_l s)ds Q . )
- F(a)/o T(s)ds, 0 < a <1 (1.48)

Mais ainda, como

‘/ s (s)ds
0

temos que a integral em (1.48) converge uniformemente para todo a > 0, o que nos leva a seguinte

oo oo a—1
< / Y T(s) | ds < M / ()" e du = Mo—"T(a),
0 0 d

definigao.

Definicao 1.55. Seja A um operador linear tal que —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

analitico. Definimos o operador A% por

1 oo
/ s 1T(s)ds, o >0,
0

A ={ (o) (1.49)

I, a=0,

onde (T'(t))i>0 € 0 Co-semigrupo que resulta da restri¢io do semigrupo analitico ao intervalo [0, 00).

No que segue mostramos algumas propriedades dos operadores A~ e introduzimos as poténcias

fracionarias A¢.

Lema 1.56. Para o, 3 > 0, A~(@F5) = A= 4—B,
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Demonstracao. Dados a, 8 > 0, temos

A-eqB = F(la)/ootalT(t) <1ﬁ)/ 17 (s )ds)d
= a)lr / o 1/ sP7IT(t + s)dsdt
— a)1F / ot / )27 (w) dudt

(@)T(B
B 1 11)0171 RIS Oouaﬁb’fl wdu
= ar ([, v )/ Tw)du.

(/0 N — )P~ 1dt> T (w)du
(!

T v)ﬁludv> T (u)du

(1.50)

1
I'(a)l’
Assim, utilizando que / va_l(l — U)’B v = M, concluimos que
0 I(a+ )

1 o
/ wTPIT (w)du = A(OFP),

—a g8 _
A Lla+8) Jo

Lema 1.57. Eziste C > 0 tal que [|[A™|| < C, para 0 < a < 1.

Demonstracgao. Como 0 € p(A), para a = 1, temos A~! € £(X). Entdo existe uma constante
Cy > 0 tal que ||A7!|| < C;. Para a = 0 temos que A~ = I e assim, ||A~%|| = 1. Por outro lado,

para 0 < a < 1, da Proposigao 1.54, temos

3 (o9}
A~ < Smgrm) / e + Ay e+ |2 / O (T + A) e
0 1

< sin(ra) / 4o M gt sin(ma) /°° 4—a M i@t

v 0 1 + t s 1 1 + t
< M sin(ra) /1 o gt 4 ’MSiH(WOé) /°° a1 g

7T 0 T 1

< M sin(ra)  sin(7wa)

(1l — ) T
Ry sin(7(1 — «)) N sin(ma) <oM, O<a<l.

(1l — ) T
Logo, tomando C' = max{1,C},2M }, obtemos que [|[A~%|| < C, para todo 0 < o < 1. |

Lema 1.58. Para todo x € D(A), lirrb A% =
a—
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Demonstracao. Seja z € X. Como 0 € p(A) segue que x = A~ly para algum y € X. Logo,

tomando « numa vizinhancga de zero, temos

A% —z = A ly—Aly

_ /Ooo<r(ofj_1)—1>T(t)ydt
— /Ok (F(;C:FD—QT(t)de/:O (F(Oil)—1>T(t)ydt,

Agora, de [Vrabie [45], Lemma 7.6.4, pdg. 174], para 0 < o < 1 et > 1, existe C > 0 tal que

tOé
‘M - 1‘ < Ct e além disso, de (1.44), temos que ||T(t)|| < Me™%* para todo t > 0. Logo,
«

para todo k£ > 0.

k o 00 o
t
A% — < — 1| T = — 1| |T
las—al < [ | =1 e a5 S - 1) el i a
k a o)
3 —5t / —5t
< M —— 1| e dt+ MC te %" dt,
e ol |

paratodo k>1e(0<a<1.

Assim, usando a integragao por partes no segundo termo, da desigualdade acima, obtemos

[e'e) t —ot
/ te Ot g = -
i 1)

o
Desse modo, dado € > 0, existe £ > 1 tal que / te % dt < £/2. Também, utilizando que
k

[e.o]

oo ,—dt kS 1 —ok
—i—/ 65 dt:( + e — 0 quando k — oc.
k

62

k

. tOé _ 1 _ A . . .
lim, 0 TadD) = T(1) = 1 e o Teorema da Convergéncia Dominada, para « suficientemente pequeno,
tO[

k
t -
oS /0 T(a+1)
Logo, lin% A™% = x para todo xz € D(A).
a—

—1] e dt < /2.

Por outro lado, como D(A) = X, dado =z € X, existe uma sequéncia (z,) C D(A) tal que

Tn — x quando n — oco. Entao, utilizando o Lema 1.57, temos

47z —al] < A~ Az + A0 — 2ol + llon 2]
< Cllo =zl + [[A™ 20 — znll + |20 — =],
0 que mostra que lin%J A™%r = z, para todo z € X. |
a—r

O seguinte lema é fundamental para definir as poténcias fracionarias A% com « > 0.

Lema 1.59. O operador A~ € injetor para todo o > 0.
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Demonstracao. Pela Condicdo 1.48, como 0 € p(A) e entdo A~! existe e, consequentemente,
é injetor. Dessa forma, como A" = (A~1)", para cada n € N, temos que A~" também ¢é injetor.

Seja a > 0 qualquer. Dados z € X e n € N tais que A=% =0 e n > «, segue que
Ay = A0y — ATTO AT = A7) =
o que implica que x = 0, pois A™" é injetor. Portanto, A~ ¢ injetor para todo a > 0.

Definicao 1.60. Suponha que A é um operador linear que satisfaz a Condi¢ao 1.48 com w < 7/2.

Para o > 0 definimos o operador A% : D(A*) C X — X por

(A=)~ a>0,
A% = (1.51)
I, a=0,

com D(AY) = R(A™%), onde R(A™%) € a imagem do operador A~“.

Nosso objetivo agora é estudar algumas propriedades de A“. Para isso, inicialmente, vamos

enunciar um teorema que serd utilizado posteriormente.

Teorema 1.61. [Pazy [35], 1983, Teorema 2.7, pdg. 6] Suponha que A : D(A) C X — X € o
gerador infinitesimal de um Co-semigrupo (T'(t))i>0 e D(A™) € o dominio de A™, entdo Ny D(A")

€ denso em X.

Teorema 1.62. Seja A dado pela Defini¢ao 1.60. Entdo, os sequintes resultados sdo vdlidos:
(a) A“ é um operador linear fechado;
(b) Se0< B <a, entio D(AY) C D(AP);
(¢) D(A®) = X para todo a > 0;

(d) Sea,B €R, entio APz = A*APx, para todo x € D(AY), onde v = max{a, 3,a + B}.

Demonstragao. (a) Se o < 0 entdao A% € L(X). Logo, pelo Teorema do Gréfico fechado, A%
é um operador linear fechado.
Suponha agora a > 0. Pela Definicio 1.60, A% é invertivel e (A%)™! = A=% € £(X). Assim,

sejam (u,) uma sequéncia em D(A%) e u,v € X tais que u,, — u e A%u, — v, quando n — oco.
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Vamos mostar que u € D(A%) e A% = v. Denotando A%u,, = wy,, entdo u, = A~%w, e, como
A~ é continuo, segue que

u= lim u, = lim A" %, = A™% lim w, = A~ %,
n—oo n—oo n—oo

o que implica que u € R(A™%) = D(A%). Dessa forma, A%u = A*A~%v = v, o0 que prova que A% é
um operador linear fechado.

(b) Pelo Lema 1.56, A= = A=**t8-8 = A=BA=(2=F) Consequentemente, R(A~%) C R(A=?),
isto 6, D(A%) C D(AP).

(c) Pelo Terorema 1.61, temos que N2>, D(A") = X. Dessa forma, como N, D(A™) C D(A"),
Vn € N, concluimos que W = X, Vn € N. Assim, dado a > 0, existe n € N tal que n > a.
Logo, pelo item (b), D(A™) C D(A®) e, consequentemente, D(A%) = X, para todo o > 0.

(d) Dividiremos a prova deste item nos seguintes casos: (i) a <0e < 0; (ii) a>0e3>0¢e
(iii) a < 0e g >0.

(i) Como a < 0 e 8 < 0, pelo Lema 1.56 temos que A®T8 = A*AP vz € X.

(ii) Dado 2 € D(A“A®), com a, 8 > 0, entdo = € D(AP) e APz € D(A®). Dessa forma, y € X
tal que y = A%APz, obtemos que z = A=)y ou seja, z € R(A~(F)) = D(A*T8) e A28z =y,
Portanto, D(A*A%) ¢ D(A*5F).

Por outro lado, tomando = € D(A*?) e y = A* Pz temos que
g =A"HBy = AP Ay = APy = A~y = A%APx =y,

isto é, x € D(A*AP). Logo, D(A**P) c D(A*AP). Portanto, D(A®TF) = D(A“AP) e A*+Fy =
A®ABg, Y € D(AHP).

(iii) Como a < 0 e 8 > 0 podemos ter a« + 3 >0 ou o+ 5 < 0.

eSe a+pB >0, como —a > 0, pelo item (ii) segue que A=Ay = A-ototfy —
APz, para todo x € D(ATF) = D(AP). Se y = A*TPx com z € D(AP), entdo temos
que A=% = APz, ou ainda, APz € R(A™®) = D(A®). Logo, A*APx = A®A=%y = y =
AFBy. Va € D(AP).

e Se a4 f <0, como —f < 0, pelo item (i) segue que A PA By = A=BFotBy — Ao Vi €
D(A®). Se y = A®TPz, entdo APy = A%z, o que implica que A% € R(A™F) = D(AP) e
APAy = APA=Py =y = A*HBx, Vo € D(AY).
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Para finalizar, observe que para v = max{«, 5, + S}, pelo item (b) temos que D(A") estd
contido em D(A%), D(AP) e D(A**P) e as igualdades em (i), (ii) e (iii) sdo satisfeitas para todo
x € D(AY). |

No préximo resultado é estabelecida uma representacao tutil dos operadores A%.

Teorema 1.63. Para 0 < a <1 ex € D(A),

Aoy — S(re) / LA + A) " dt.

™ 0

Demonstragao. Como 0 < a < 1, entdo 0 < 1 — a < 1. Logo, para x € D(A), da Proposicao

1.54, segue que

sin(ma)

ALy = SM/ o tr+ A) e dt = / Y+ Al dt. (1.52)

T 0 T 0
Mais ainda, como

[t YA+ A) e = |t TAR(®E: — A

[ee)
ta_lA/ e ST (s)x ds
0

tal/ e SLAT (s)x ds
0

oo
1
< t“_lMHAxH/ e=5te=5 s < 1=\ || Azl ——,
; P

segue que a fungdo t — t* LAt + A)~lz é integravel em [0, +o0), com

oo o0 1
/ tPAGRT + A) e at|| < / t* M| Az || — dt

r ltoc—l Oota—l
< M|A dt+/ dt
< MjAz] /0 t+o L t+o ]

r 1 ta—l [ee] ta—l
< M| Az dt + dt
) t
L/ O 1

= M| Az|

S
lad (1 —a)

| <.

Entao, pelo o item (d) do Teorema 1.62 (com v = 1 = max{1l,a — 1,a}) e pelo Lema 3.24,

segue que para todo x € D(A)

A% = A <Sm(m>/ LT + A) e dt) = Sm(m)/ AL + A) " dt.
0

T T 0
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Teorema 1.64. Seja —A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico (T(z)).ea(9)ufo0}, Para

algum 0 < 0 < 7/2. Se 0 € p(A), entdo:
(a) T(t): X — D(A®) para todot >0 e a > 0;
(b) Para a>0 e todo x € D(A%), T(t)A% = A>T (t)x;
(c) Para todo >0 et >0, o operador A“T(t) é limitado e ||A“T(t)|| < Myt~ %;
(d) Dados0<a<1exe D(AY), entao | T(t)x — z| < Cot®||A%||,Vt > 0.

Demonstragao. (a) Inicialmente, notamos que a funcao ¢t — T(t) é diferencidvel para todo
t > 0. Logo, utilizando o Teorema 1.29, segue que T'(t) : X — D(A™), para todon € N. Assim, dado
a > 0 existe n € N tal que n > «a e entdo, pelo item (b) do Teorema 1.62, segue que D(A™) C D(A®),
isto é, T'(t) : X — D(A®), a > 0.

(b) Sejam a > 0 e x € D(A%). Como D(AY) = R(A™%), entdo x = A™%y para algum y € X.

Logo,

Tz = T(HA=y
" <P(1a) /0 T 1)y ds>

- b Oosa_l s s
- o [Ty a
= A T(t)y

= ATOT(t) A%,

ou seja, AT (t)x = T'(t)A%x, para todo z € D(A%), o > 0. Mais ainda, a igualdade T'(t)A™%y =
A™“T(t)y vale para todo y € X. Entao, segue que T'(t)A™* = A7*T'(¢), YVa > 0.

(c) Como A“ é fechado e T'(t) € L(X) para todo t > 0, temos que A*T(t) é fechado. Logo, pelo
item (a), A*T'(t) estd bem definido em X e pelo Teorema do Gréfico Fechado, A*T'(t) é limitado.
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Assim, dados a > 0 e n € N tais que n — 1 < a < n, de (1.44), temos que

[A*T ()]

[A*T AT @)

1 > n—a—1 n

1 > n—a—1 —n_—0(t+s)
e — M, (t
T a) /0 s (t+s) e ds

1 o
F()/ (tu)n—a—ant—n(l + u)—ne—ét(1+u)t du
n—uoa 0
t—2e Ot M,
I'(n—«)
t—ae 0t )L,
I'(n—«a)

/ TN 4 w) e (1.53)
0

o0
/ "N 4 u) T du =t %M,
0

sendo M, uma constante que nao depende de t. Portanto, < Mt e 7", para todo t > 0.
do M, tante que nao depende de t. Portanto, |A*T(t)|| < Myt~%e~%, para todo ¢t > 0

(d) Dados 0 < a <1 ez € D(A?), pelo item (b) do Teorema 1.15, pelo item (d) do Teorema

1.62 e pelo item (b) deste teorema, temos que

t t t
Tt —z = / AT (s)x ds = / A2 AT (s)x ds = / AT (5) A% ds.
0

0 0

Portanto, utilizando o item (c), obtemos que

t
[T(t)z —=| < /OIIAIQT(S)II [A%z]| ds

t
< Ml_a||A°‘:1:H/ s Le %% ds
0
t
< Ml_a||A°‘:1:H/ s 1ds
0

ta
= Mi_o|lA%| = = Cat*|[A%], ¥t > 0.

1.6.2 O Espacgo Intermediario D (6, c0)

Seja A: D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico (7'(t))¢>0 no espaco

de Banach X. Nesta secao vamos definir e estudar o espago intermedidrio D(A) C D (0, 00) C X.

Definicao 1. Para 6 € (0,1) definimos o espago

Dy(0,00) ={x € X : ||z||p = sup HtlfeAT(t):cH < o0}
t>0

com a norma ||z p,,00) = 2]l + [|[lo-
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Dado i € N, seja M; > 0 tal que |[t'A“T(t)|| < M;, t > 0. Entdo, para x € X temos que

- M|z
|10 AT (1) < —7

(1.54)
o que implica que a funcdo t — t'~AT(t)x é limitada em [c,00), para cada ¢ > 0. Mais ainda,
pode-se mostrar que D4(f,00) munido da norma ||z p, @) ¢ um espaco de Banach. A seguir

provamos a mais importante propriedade de D 4(6, c0).

Proposigao 1.65. Para cada 0 € (0,1) temos D(A) C Da(0,00) C D(A).

Prova: Se € D(A) entdo lim;_,ot' AT (t)x = limy_,ot'PT(t)Az = 0, o que implica que x €
D 4(0,00). Agora, dado & € Dy(0,00) e t > 0, temos que T'(t)x € D(A) e

t 0—1 t@
< ||acHg/O s' 7 ds = ”l‘”@g (1.55)

T2 — 2| = H/Ot AT (8)ads

Disto segue, fazendo t — 0, que x € D(A). ]
Proposicao 1.66. Se 0 < 6; < 6y < 1, entdo D(f2,00) — D4(01,00) e
121D 4 (01,00) < (14 M1)[[2][ Dy (63,00), © € Da(B2,00). (1.56)
Mais ainda, para 6 € (0,1), D(A) < D(f,00) — X e
12 DA@0.00) < (Mo + M)zl p(ay, © € D(A). (1.57)
Prova: Dado x € D 4(62,00), entao
lim AT () = lim 19270141702 AT (1) = 0.

Assim, por (1.54) com 6 = 61, segue que D 4(02,00) C D4(01,00). Mais ainda, dados = € D 4 (2, c0)

e s > 0, temos

sup (s AT ()] = max{ sup_|}s*~ AT(s)a], sup s~ AT(s)a]}
s>0 0<s<1 s>1

< max{ sup |[s""%2AT(s)x|,sup s M ||z||}
0<s<1 s>1

< max{||zlg,, Mi||z[}.
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Logo,
120D (01,00) < M2l + max{|[zfla, Mllz]|} < (1+ My)([lz]| + l[zfla,) = (14 Mi)[[#] 4 (02,00):

de onde segue (1.56).
Para mostrar que D (0, 00) < X, basta observar que |[z|| < ||z]| + |z[lo = |z]p,(9,00)- Além

disso, se x € D(A) temos que, para cada 6§ € (0,1),
|21 DA(0,00) = ll]l + sup [|s' AT (s)|
s>0

< |lz|| + max{ sup HslfaT(s)AxH,sup sfeMleH}
0<s<1 s>1

< ||l + max{Mo|| Az], My ||z[|}

< (Mo + My)([|l2| + [|Azl)) = (Mo + My) |2 p(a),

o que implica (1.57). [ |

O resultado a seguir é uma consequéncia direta da definigao de D4 (6, 00).

Proposigao 1.67. Dado 0 € (0,1), D4(0,00) € invariante por A"T(t) para cada n € N et > 0,
além disso, |A"T ()| £(p40.00)) < AT ()| 2(x)-

Prova: Dado = € Dy (0, 00), paran € N e t > 0, temos que
Is' P AT () AT (t)|| < AT (t)]| o) 8" ~* AT (5],
o que implica que ||A"T'(t)z|o < AT ()] 2(x)llxllg € APT(t)x € Da(8,00).
Além disso, observando que
JAPT ()2 D o00) = AT (B2 + [|AT(E) ]
< AT @)l ey (]l + [1zllo) = AT @)l ) 120 D 4 6,00)
segue que |AT(t)| (pa(0,00) < AT ()|l (x), 0 que finaliza a demonstragao. |

Proposicao 1.68. Paraz € Da(f,00), n €N, n>1, et >0, temos |[t" P AT (t)x| < M, [z,

onde

1, sen=1,

A4n9::

)

n*O(n —1)1""M,_, sen > 1.

M,
Consequentemente, ||T ()| 2(p,(0,00):x) < Mo € [[A"T ()| c(pa(o.00)ix) < 727, nEN, n>1.
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Prova: Dados x € Dy(0,00), n € Ncom n > 1 et >0, temos que

AL (m_nl)t> AT <;) T

n—1 gn— (n — 1)t -0
gnlpgnlp (X2 2 P AT (t/n)x
( ) I AT

n
n—1
_ mn
-(+)

<" O(n— D)1 M, ||z

[t P AT (1) ]| =

<

L(X

{(”—W} " <(”21>t> H n=0||(t/n) 1= AT (¢ /n)z|

n

Por outro lado, pela Proposicao 1.67, segue que
1T @)zl < [Tzl pa@.00) < T O e(Da@.0on 121 Da0,00) < NT Ol 2y 2] s 0,00)
< Mol|z|[p 4 (6,00)5
o que finaliza a demonstragao. |

Proposigao 1.69. Se x € X, entdo
[T(t)x — =

20 < 00, (1.58)

x € Dy(0,00) & ||z||p := sup
>0

z € Da(0,0) < ||z||} := sup |20 A2T(t)z]| < oc. (1.59)
>0

Prova: Se x € D(0,00), de (1.55), temos que ||z|; < er”g. Além disso, pela Proposicao 1.68,
obtemos que ||z|3* < 22790 ||z |p.

Por outro lado, suponhamos que ||z||; < co. Para t > 0, segue que
I I
=0 AT (1) (t/ (x — T(s)x)ds + t/ T(s)xds) H
0 0

-~ |reart) [~ re0s + T -0

1t =P AT ()| =

_ * ! * M A
<t 00 lal; [ s+ dalaly = (25 + 0 ) fl,
0 +0

de onde inferimos que ||z||p < (% + Mo) |lz||5, e entao, x € D4 (6, 00).

Ja se ||z]|3* < oo, temos

|AT (t)z|| = HAT(l)x - /t AT (s)xds

1
t
/ s72ds
1

11—
1-6

< Mifjzf| + [l]lg"

= M||z]| + 115"
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garantindo que supg;q Htl_eAT(t):cH < My||z| + ﬁH:pH;*

Mais ainda, como sup;s [[t' P AT (t)z| < suptEW < M|jz||, concluimos que |z|¢ <
2My || + =5 l=Il5*-
Isto completa a prova. [ |
Lema 1.70. Dados t > 0 >0, t 7]
ema 1.70. 5 emos que sup ————— < —.
ados evy,e =0, q S>18(3+t)7+5_t5
Prova: Inicialmente observe que para a > 0, a funcao f : (0,00) — R dada por f(z) = z“ é
crescente. Assim, dados t > 0 e v,& > 0, para todo s > 0 obtemos que
v v s
S<(S+t):>8 <(S+t) $W< 5
e
b< (548 =t < (548 > —— <X
(s+1t)e
T sy 1 1 1
Logo, e = Gy GriF < GhE < B
O que mostra o resultado. [
Proposicao 1.71. Para 0 < a < <1 et >0, temos
My
| T ()|l 2(x:Da(0,00)) < Mo + R (1.60)
1
1T £(D e r 0.0y < 0% {Mo, - } | (161)
Mais ainda, paran € N, n > 1,
My My
A" T ()| £(x;Da(8,00)) < ?nn + tnio ) (1.62)
1 1
[A"T ()l £(D A (,00):Da(0,00)) < Mny1,0 max {tn’ prTew } : (1.63)

Prova: Dadox € X, t > 0en €N, pelo Lema 1.70 temos que

[A"T ()2l D4 0,00) = AT (E)]| + sup s P AT (¢ + 5)e|

Mool 4 sup —>—
— || sup ———
m S>18 (t + s)ntl

Mn Mn+l
(t” + ) ]|

My [|]|

tnto

Disto segue (1.62) e, em particular para n = 0, (1.60).
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Agora, dado = € Dy («, o) pelas Proposigoes 1.68 e 1.69 obtemos que

1-6

M, s
AT @),y < 11+ 59 = s Ml
M 41,
< 20 a4 Tt g,
Logo, como M1, > My e 0 —a > 0 para todo n € N, n > 1, segue o resultado. [ |

Proposicao 1.72. Para0 <0 <a<1,t>0eparan €N, n>1, temos

1T £(Daa,00);:Da(0,00)) < Mo(1 + M) (1.64)
1,14+ 00)
tn

M/ M// 0
IAT ()| 2D A(00):Da0.00)) S T + Tnmasd (1.66)
t t +

A" T ()| £(D a(w00); D (0,00)) < (1.65)

)

onde M}, ,, = 2" *MyM.q, ¢ M 0= N M, .

na9_

Prova: Sejam x € D g(a,00) e n € N. Utilizando (1.56) e a Proposi¢ao 1.67, temos que

HAnT(t)xHDA(O,oo) < (1 + Ml)HAnT(t)HC(DA(a,oo))HxHDA(a,oo)
< (L4 M)IAT ()| ) 121 D s (0,00

M,
< (14 M) =2l paace)

Agora, de (1.60) obtemos que

IN

AT (t/2)2 | £(D A (s00), ) 1T (E/2)2 || (XD 4 (6,00))

n—o 6
2 My <M0+2M1>’

- tnfa

HAnT(t)CU||£(DA(a,oo),DA(97OO))

0 que permite completar a prova. ]
Finalizamos esta segdo com um resultado que relaciona os espagos intermedidrios D4 (6, 00) e o

dominio da poténcia fracionaria D((—A)?).

Proposicao 1.73. Se 6 € (0,1), entdo D((—A)?) < D (0, 0).
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Prova: Dado = € D((—A)?), considere y = (—A)%z. Assim, para s > 0 temos
Is' AT (s)z|| = [|s'~* AT (s)(—4) "y

81—9AT(S)F(10) /O Ty dtH

Mlslfe (o.9] t@*l
< dt
< |

<le/Oo fe_l S 7” [
— 1) J s t+s s

M, o9 w9—1 0
< —A
<wo | 1 Al-Aal

onde a ultima igualdade segue fazendo w = t/s.

Ow
Considere agora a fungao f : [0,00) — R dada por f(w) = T w . Como f'(w
w) — 1], temos que f é decrescente para 0 < w < 1%09. Assim,
1-46 efw %0 1 0
<w< < =1l=—<e "
Osws = Siv0 T ire =°
Do anterior, vemos que
00 0—1
/ — dw < / + / i—
0 0 1+w (179)/91_{”(0
00 0—1
/ e~ du + / L dw
0 (1-0)/6 W
/oo ow 9 L o + |:w9—1:|oo
0 0—11a_9)0
) (006" _TE) ¢
e 1-6 00 (1-0)Y

Portanto, para todo s > 0, ||s!=? AT (s)z| < K(0)||z|l p((— a0y, onde K(0) =

0 que nos permite concluir o reultado.

e@w
(1—|—w) [9(1—1—
( ) 9 1
AR 9)9}

n
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Capitulo 2

O Problema de Cauchy Abstrato

Neste capitulo aplicamos a teoria de semigrupos lineares no estudo de equacoes diferenciais em

espacos de Banach. Especificamente, estudamos a existéncia de solugoes fracas, fortes e classicas

dzégt) = Au(t) + f(t), t > 0. No que segue deste capitulo (X,|| - ||)) é um espago

para o problema
de Banach.

2.1 O Problema de Valor Inicial Homogéneo

Seja A : D(A) C X — X um operador linear. Dado zp € X, o problema de Cauchy abstrato

para A, com valor inicial z( consiste em encontrar uma solucao u(-) para o problema de valor inicial

du(t)
T Au(t), t>0, @2.1)
u(0) = xo.

Comegamos definindo o conceito de solugao para (2.1).

Definicao 2.1. Uma funcgdo u : [0,00) — X € uma solu¢ao do problema de valor inicial (2.1) se
u(-) € continua em [0,00), continuamente diferencidvel em (0,00), u(t) € D(A) para todo t € (0, 00)

e (2.1) € satisfeita.

Observe que se u(-) é uma solucao de (2.1), entdao u(t) € D(A) para todo t > 0. Além disso,
como u € continua em ¢t = 0, segue que u(0) = z¢p € D(A). Em outras palavras, se A ndo é um

gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo entao (2.1) pode nao ter solucao se zg € D(A).
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Contudo, dos resultados do Capitulo 1, é claro que se A é o gerador infinitesimal de um Cp-
semigrupo (7'(t))¢>0, 0 problema (2.1) tem uma solucao, dada por u(t) = T'(t)xo, para todo xo €
D(A).

Mais ainda, para zo € D(A), u(t) = T'(t)z é a unica solucao de (2.1). De fato, se v(t) é outra
solugao de (2.1), temos que parat > 0e 0 < s <t, T(t — s)v(s) é diferencidvel e
dv(s)

ds
= —T(t—s)Av(s) +T(t — s)Av(s) = 0.

%T(t —s)u(s) = —T(t—s)Av(s)+T(t—s)

Assim, s — T'(t — s)v(s) é constante, ou seja, u(t) = T(t)xo = T'(t — 0)v(0) = T'(t — t)v(t) = v(t)
para todo t > 0, de onde segue a unicidade.
Na realidade, a unicidade de solu¢do do problema (2.1) segue de suposigdes mais fracas como

vamos ver no préximo teorema. Para isso provamos inicialmente o seguinte lema.

Lema 2.2. Sejam T >0 ew: [0,T] — X uma func¢do continua. Se

T
‘ / e u(s)ds
0

Demonstragao. Sejam f € X* e p(t) =< f,u(t) >. Entao, é claro que ¢ é continua em [0,7] e

T
/ e p(s)ds
0

<M, para n=1, 2, ..,

entao u =0 em [0,T].

T
= / e"® < fu(s) > ds
0

T
= / < f,e™u(s) > ds
0

T
< f,/ e"u(s) > ds
0

T
< A [ et
0
< IfIIM = My, (2.2)
paran = 1, 2,.... Nosso préximo passo é mostrar que (2.2) implica que ¢ = 0 em [0,7]. Assim,

como f € X* é arbitraria, poderemos concluir que u = 0 em [0, 7.
Para comecar, notamos que
e k—1 e nt\k
(D" & (=€)
E e o= 1- E ——— =1—exp{—e""}.

k k!
k=1 k=0
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E facil ver que esta série converge uniformemente para 7 em intervalos limitados. Mais ainda, para

t em intervalos limitados,

T (ko
/0 Z( k)! ek (t—T+ )go(s)ds
k=1

> 4 T
< Eekn(th) / eknsgo(s)ds
k=1 0

o0 en(t*T) k
M (Z( k! : _1>

k=0
= M(exp{e"t T} —1). (2.3)

IN

Se t < T, o lado direito de (2.3) converge para zero quando n — oco. Para o lado esquerdo temos

T (_1)k—1 T
/ DT p(s)ds = / (1 — ezp{—e"=T+)})p(s)ds.
0 : 0

Logo, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, para 0 < ¢ < T, temos
T
| = ap-e T p(s)ds
0

T—t T
- / (1 — capl{—e"=TH) ) (s)ds + / (1 — eapl{—e™=T) ) (s)ds,
0 T—t

onde

T—t
| eap{een TN p(s)ds — o,
0

T T
|- pds — [ s
T—t T—t

quando n — co. Assim, fazendo n — 0o em (2.3) para 0 < t < T, segue que f;ﬁt p(s)ds = 0. Isto

implica que ¢ =0 em [0,7], o que permite concluir a prova. [ |

Teorema 2.3. Seja A : D(A) C X — X wm operador linear densamente definido. Se R(\ : A)
existe para todo mimero real A > Ao e limsup, ., A" log |R(\ : A)|| < 0, entdo (2.1) tem, no

mdzximo, uma solucdo para todo xg € X.

Demonstragao. Inicialmente observamos que u(-) é solugao de (2.1) se, e somente se, v(t) = e*tu(t)
é solucao do problema de valor inicial
dv(t)

dt
v(0) = zp,

= (A+zlv(t) = Ao(t), t>0
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onde R\ : A1) = (A —A))" L= (M — (A+2I))~! = (A —2)I — A)~L. Assim, podemos transladar
A pela identidade multiplicada por uma constante e assumir que R(A : A) existe para todo real
A >0 e que limsupy_, . A tlog||[R(\: A)| <O0.

Seja u(-) uma solugao de (2.1) satisfazendo u(0) = 0. Provaremos que u = 0. Para isso considere

a funcdo t — R(A : A)u(t), A > 0. Como u(-) é solucao de (2.1) temos que

%R()\ c Au(t) = RO\ : A)Au(t) = AR = A)u(t) — u(?),

o que resulta no seguinte PVI

L RO Aul) = \RO: Ault) —u(t), t>0,

dt
R(X\: A)u(0) = 0.

Sabemos que a solucao deste PVI é dada por
t
R(A: Au(t) = —/ A9y (s)ds. (2.4)
0
Por outro lado, por hipétese segue que para o > 0

limsup log (e_"’\||R()\ : A)H) = limsup A (— + A" og [[R(A : A)])) = —oo.
A—00

A—00

Assim, dado M > 0, existe N > 0 tal que para A > N, obtemos que

sup {A (=0 + A og |[R(A: A)|)} < —M
A>N
= A(—o+ A log|R(\: A)||) < —M, para todo A > N,

= e(PAoHogIRAA) — o=A7 | R(X: A)|| < e para todo A > N.

Logo, e *||R(\: A)|| — 0 quando A — oo. Isto, juntamente com (2.4), implicam que

t t
0 = lim e ?|R\:A)| = lim e —/ A=)y (s)ds|| = || lim / A8y (s)ds||
A—00 A—00 0 A—o0 Jo
t
0 que mostra que lim A=)y (s)ds = 0.
A—00 0

Sejam 0 < ¢ < t. Como a funcdo u(-) é limitada em [t — o,t], do Teorema da Convergéncia
Dominada é facil ver que limy_,o j;t_a e’\(t*"*s)u(s)ds = 0. Usando isso e o fato que

t t—o t
lim A= =5)y(s)ds = lim [/ e/\(t"s)u(s)ds—F/ A=)y (s)ds| =0,
0 t

A—0 Jo A—00 .
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t—o eAt—o—s),,

segue que limy o fo (s)ds = 0. Como consequéncia, temos que existe N7 € N tal que

I fot_g erMt=7=5)y(s)ds ||< 1 para todo A > Ny, o que implica que

t—o t—o
/ et=7=5)y(s)ds / ==y (s)ds
0 0

sup
neN

<1+ max
i=1,...,N1

Do anterior e do Lema 2.2, concluimos que u(s) = 0 para 0 < s < t— o0, o que mostra que u = 0 em
[0,00) pois t e o sdo arbitrarios. Logo, se uj(+) e ua(+) sdo duas solugoes de (2.1) como valor inicial
x € X, entdo u(t) = uq(t) — ua(t) é solugdo de (2.1) com u(0) = 0. Assim, do que foi feito acima,

segue que u(t) =0, t > 0. Portanto u;(t) = ua(t) para todo t > 0, o que conclui a prova. ]

Do teorema anterior segue que para obter a unicidade de solucdo em X para o problema de
valor inicial (2.1), ndo é necessério supor que A seja o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo ou,
equivalentemente, assumindo que para algum w € R, p(A) D (w,00) e [[(A —w)"R(\: A)™|| < M
para A > w. Muito menos do que isso ¢é suficiente para a unicidade. No entanto, para obter a
existéncia e unicidade para todo x € D(A), bem como diferenciabilidade da solugao em [0, c0)
precisamos que A seja o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo. Isto é o que diz o préximo

teorema.

Teorema 2.4. Seja A: D(A) C X — X um operador linear densamente definido com p(A) # 0. O
problema (2.1) tem uma tunica soluc¢ao u(-) continuamente diferencidvel em [0,00), para todo valor

inicial xog € D(A) se, e somente se, A € o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo (T'(t))i>0-

Demonstracao. Suponhamos que A seja o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (T'(¢))¢>0-
Como como j& foi visto, para todo xg € D(A), T(:)xo é a tnica solugao de (2.1) com valor inicial
zo € D(A). Mais ainda, sabemos que T'(-)zo é continuamente diferenciavel para 0 <t < co.
Suponhamos agora que (2.1) tem uma tnica solugao continuamente diferenciavel em [0, co) para
cada valor inicial g € D(A). Além disso, dado zp € D(A) denote por u(-,zp) a unica solucao de
(2.1) e por |z|g = ||z|| + ||Az|| a norma do gréfico. Como p(A) # 0, pelo Lema 3.30 obtemos que A
é fechado e D(A) munido da norma do gréafico é um espago de Banach que denotaremos por [D(A)].
Seja X, o espago de Banach das fungoes continuas de [0, tp] em [D(A)] com a norma do supremo.
Consideremos ainda a aplicacao S : [D(A)] — X;, definida por Sz(t) = u(t,z) para 0 < ¢ < t.
Entao, Sz = u(-,z) e Sy = u(-,y) sdo solugdes de (2.1) com condigbes iniciais u(0,z) = x e

u(0,y) = y, respectivamente. Dessa forma, tomando u(t) = aSxz(t) + Sy(t) = au(t,z) + u(t,y),
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onde 0 <t <ty e aé um escalar, temos que
, d
w(t) = Zlou(t,z) +ult,y)] = adu(t,z) + Au(t, y) e u(0) = az +y,

de onde concluimos que u(t) é solugdo de (2.1) com valor inicial u(0) = ax + y. Assim, pela
unicidade de solugao de (2.1), concluimos que u(t) = u(t,oax + y). Portanto, S é um operador

linear. Mostramos agora que S é fechado. De fato, como Sz(-) é solucao de (2.1), temos que

/ot %(8’ z)ds = /Ot Au(s, x)ds = Sx(-) = u(t,z) = v + /Ot Au(s,x)ds.

Logo, se x, — x em [D(A)] e Sz, — v em Xy, dado € > 0, existe Ny € N tal que para n > Ny

sup |Szn() —v()|lg = sup |u(t,zn) —v(t)|g <e
te[0,to] te[0,to]
= |u(t,x,) —v(t)|a <e, Vtel0,to
= lu(t,zn) — o) |lx + |Aul(t, z,) — Av(t)||x <e, Vte€]0,to]
= u(t,zn) —v(t)||x <e, Vtel0,to].
Assim, wu(t,z,) — v(t) em X, quando n — oo, para todo t € [0,to], e, pelo Teorema da
¢ ¢
Convergéncia Donimada, obtemos que / u(s,xp)ds — / v(s)ds, quando n — oo, para todo
0 0

t € [0,tp]. Desta forma, utilizando o Lema 3.24, segue que
t t
A </ u(s,xn)ds> = / Au(s, zp)ds = u(t, zy) — xp — v(t) — .
0 0

t
Do anterior, concluimos que / v(s)ds € D(A) e A (fotv(s)ds) = fot Av(s)ds = v(t) — x, o que
0
implica que v(t) =z + fot Av(s)ds. Desse modo, segue que v(0) =z e
du(t) v(t+h) —ov(t)

i h
1 t+h t
= - Av(s)ds—/ Av(s)ds
h LJo 0
1 t+h
= - Av(s)ds = Av(t).
h Ji

Logo, v é solugao de (2.1) com valor inicial x € X e, além disso, da unicidade de solugao,
obtemos que v(t) = u(t,z) para todo t € [0,%y] o que garante que S é fechado. Mais ainda, pelo

Teorema do Grafico Fechado, S ¢é limitado e

[Sz||x,, = sup |u(t,zn)|c < Clz|g, para todo z € [D(A)] e algum C' > 0. (2.5)
te[0,to]
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Agora, dado t > 0 definimos a aplicagao T'(t) : [D(A)] — [D(A)] por T(t)z = u(t,x).
Mostraremos que (7'(t))s>0 € um Cp-semigupo. Para comecar, provamos que T'(t +s) = T'(¢)T'(s)
para t, s > 0.

Dado x € D(A) e s > 0, definamos w(t,xz) = T(t + s)xr = u(t + s,z), para t > 0. Da definigdo

de T'(+), é facil ver que

dw(t du(t
wfit,m) _ u( ji;s,m) = Au(t + s,x) = Aw(t,z), t >0,

w(0,z) = u(s,z),

o que implica que w(t, z) é solugao de (2.1) com valor inicial u(s,z). Logo, da unicidade de solucao
de (2.1), temos que w(t,z) = T(t + s)z = u(t,u(s,x)) = T(t)T(s)x, ou seja, T'(t + s) = T(t)T(s)
para todos t, s > 0.

De (2.5) segue que para 0 < t < tg, T(t) é uniformemente limitado. Assim, dado
t > 0 existe n € N de forma que ntg < ¢t < (n + 1)tp. Entdo podemos escrever
T(t)x = T(t — ntg + ntg)x = T(t — nty)T™(to)x, onde 0 < t — nty < tg, o que implica que T'(t)
pode ser estendido para um semigrupo em [D(A)] satisfazendo |T'(t)z|¢ < Me“!|z|g para todo
t>0.

A seguir, vamos mostrar que T(t)Ay = AT(t)y para y € D(A?). De fato, dado y € D(A?)
defina v(t) =y + /Ot u(s, Ay)ds. Desse modo, v(0) =y e

dz(tt) = wu(t,Ay) = Ay + /Ot Au(s, Ay)ds
= A <y + /tu(s,Ay)d8>
= Av(t). :
Do anterior e da unicidade de solugdo para (2.1), temos que v(t) = wu(t,y) e
Au(t,y) = dz:i(tt) = u(t, Ay), o que mostra que T'(t)Ay = AT (t)y.

Agora, como D(A) é denso em X e p(A) # (), pode-se mostrar que D(A?%) é denso em X. De
fato, se A € p(A), vemos que D(A) = R(\ : A)X C R(\: A)D(A) C R(\: A)D(A) C D(A?),

0 que prova nossa afirmacdo. Sejam Mg € p(A), Ao # 0 fixo e y € D(A?). Se z = (Aol — A)y,
T(t)xr = (Aol — A)T'(t)y. Assim,

IT@®)] = (Aol = ATyl < PolIT@yll + ATyl < KIT()yle < Mie®|ylc,
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onde K = max{|\o|,1} e M1 = KM.

Além disso, usando que y = (Al — A)~tz e Ay = Xo(Mol — A)~'z — 2, vemos que |y|g =
lyll + Ayl < Ki|lz||, isso que [|[T(t)z| < Mae*t||z|, Ma = M1K;. Logo, cada T(t) pode ser
ser estendido para todo X pela continuidade T'(t) em D(A) e pelo fato de D(A) = X. Assim,
concluimos que (7'(t))¢>0 é um Cp-semigrupo em X.

Para completar a prova mostramos que A é o gerador infinitesimal de (7°(t))¢>0. Denote por A;

o gerador infinitesimal de (T'(t))s>0. Se « € D(A), da defini¢ao de (T(t))¢>0 temos T'(t)z = u(t, x).

dT(t)z dT(t)x
dt

Além disso, por hipdtese, = AT (t)r para t > 0 o que implica que ~—; 0= Azx. Assim,
t=

D(A) € D(A;) e A = Ay em D(A). Agora, sejam A € C tal que Re(\) > w e y € D(A?). Da
inclusao D(A) C D(A1) segue que

e MAT(t)yy = e MT(t) Ay = e MT(t) Ayy.
Integrando a igualdade acima de 0 a co, do Lema 3.24 temos que
AR()\ : Al)y = R()\ : Al)Aly = AlR()\ : Al)y, Yy e D(AQ)

Logo, R(\ : A1)y € D(A) para todo y € D(A?). Por outro lado, dado x € X, como D(A?) é
denso em X, existe uma sequéncia z,, C D(A?) tal que z,, — =, quando n — co. Entdo, usando
que R(\ @ Ay) é continuo e A1R(\ : Ay)zy, = AR(X : Aj)zy, — xy, para todo n € N, segue que
A1R(\: Ap)xy, — AR(A 2 Ap)x — . Assim, visto que A; é fechado, obtemos que

R(A: A)x € D(A1) e AiR(\: A1)z = AR(\: Ay)z — = (2.6)

Além disso, como AR(A: Aj)x, = A1R(\: Ay)x,, para todo n € N e A é fechado, também

concluimos que
R(A: Az e D(A) e AR(A: Ap)x = AR(\: Ay)x — x. (2.7)

Logo, de (2.6) e (2.7) segue que AR\ : Aj)xr = A1R(\ : Aj)x, para todo = € X. Portanto,
D(A) D Im(R(\: Ay)) = D(A1), o que nos permite concluir que A = A;, completando a prova. m
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2.2 O Problema de Valor Inicial nao Homogéneo

Nesta se¢ao supomos que A : D(A) C X — X ¢é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo

(T'(t))t>0 em X e estudamos o problema de valor inicial ndo-homogéneo

du(t)
i Au(t) + f(t), t >0, (2.8)
u(0) = xp € X,

onde f:[0,7] — X é uma funcao apropriada.
Definicao 2.5. Dizemos que f € L'([0,T]; X) se f : [0,T] — X € tal que fOT | f(t)]|dt < oo.
Definicao 2.6. Dizemos que f € C1([0,T]; X) se f :[0,T] — X € tal que f'(t) = % f(t) existe para
todot € [0,T) e f, f' € C([0,T]; X).

A seguir definimos o conceito de solucao classica para (2.8).
Definicao 2.7. Uma fungdo u : [0,T] — X € chamada de solugdo cldssica de (2.8) em [0,T] se
u(+) € continua em [0,T], continuamente diferencidvel em (0,T), u(t) € D(A) para todo t € (0,T]
e (2.8) € satisfeita em [0,T].

Note que se (T'(t))i>0 ¢ o Cp-semigrupo gerado por A e u(-) é uma solugao de (2.8) em [0, 77,

entao a funcdo g : [0,7] — X definida por g(s) = T'(t — s)u(s) ¢é diferencidvel para 0 < s <t e

dijiis) = —AT(t— s)u(s) +T(t — S)dzis)
= —AT(t — s)u(s) + T(t — s)[Au(s) + f(s)]

= T(t—s)f(s).
Logo, se f € L1([0,T]; X), a funcio s — T(t — s) f(s) é integravel e, da ltima igualdade, segue
que
t
u(t) = T(0)u(0) = [ T(t = 5)7(s)ds,
0
isto é,
t
u(t) = T(t)zo +/ T(t—s)f(s)ds, te]0,T).
0
Mais ainda, note que se v(+) é outra solugao de (2.8), procedendo como acima concluimos que

v(t) =T(t)xo + /0 T(t —s)f(s)ds, te0,T],

o que implica que v = u. Assim, acabamos de provar a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.8. Se f € L'([0,7]; X), o problema (2.8) tem no mdzimo uma solucdo. Além disso,

se u(-) € uma solugao de (2.8) em [0,T], entao

u(t) = T(t)xzg +/0 T(t—s)f(s)ds, te€][0,T]. (2.9)

Note que se f € L*([0,T]; X), o lado direito de (2.9) é uma fungao continua em [0, T]. Assim, é
natural considerar (2.9) como uma solugao de (2.8) num sentido mais fraco, isto é, mesmo se esta
nao seja diferencidvel e nao satisfaga estritamente a equagao (2.8) no sentido da Definigao 2.7. Isto

motiva a seguinte definicao.
Definigao 2.9. Sejax € X e f € LY([0,T); X). A funcdo u € C([0,T); X) dada por
t
u(t) =T(t)zo + / T(t—s)f(s)ds, 0<t<T,
0
¢ chamada de solugao fraca de (2.8) em [0,T].

Para f € L'([0,T]; X) o problema de valor inicial (2.8) tem uma tnica solugdo fraca. Agora,
estamos interessados em impor condigdes sobre f tais que, para zg € D(A), a solugao fraca de (2.8)
seja uma solugao classica de (2.8).

Inicialmente, observamos que a continuidade de f, em geral, nao é condicao suficiente para
assegurar a existéncia de solucao de (2.8) para xy € D(A). De fato, seja x € X tal que T'(t)x & D(A)
para algum ¢t > 0. Entao, se f(s) = T(s)x, para s > 0, entdo f é continua. Considere agora o

problema de valor inicial

du(t)
e Au(t) + T (t)x, t>0, (2.10)
u(0) = 0.

Este problema nao tem solucao classica, mesmo que u(0) = 0. De fato, a solugao fraca de (2.10) é

t t t
u(t) = / T(t—s)T(s)xds = / T(t— s+ s)xds = T(t):n/ ds =tT(t)x.
0 0 0
Como tT'(t)x nao é diferencidvel para ¢t > 0 segue que u(-) nao é solugao de (2.10).

Do anterior, para provar a existéncia de solucao classica de (2.8) temos que exigir mais do que
a continuidade de f. Este é o objetivo do nosso proximo teorema. Porém, antes de enunciarmos

este resultado, vamos introduzir alguns lemas preliminares.
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Lema 2.10. Seja w € C([a, B);R) diferencidvel pela direita em [, 3). Se w(a) =0 e DTw <0 em

[, B), onde DYw representa a derivada a direita de w. Entio w < 0 em [a, ).

Demonstragao. Suponha primeiro que DT w(t) < 0 para todo t € [, 3). Se o resultado é falso,
existe t; € (a, B) tal que w(t1) > 0. Defina ty = inf{t € («, ) : w(t) > 0}. Pela continuidade de w,
temos que ty > « e w(ty) = 0. Além disso, pela definigao de ty, existe uma sequéncia (t,) tal que
tn | to, isto é, t,, — to quando n — oo e t, > ty, para todo n € N, e w(t,) > 0 para todo n € N.

Logo, da expressao

tn) — w(t t
D+w(t0) = lim —w( n) — w(to) = lim wtn) ,
tnlto tn, — to tndto Tt — To

segue que DT w(ty) > 0, o que é absurdo. Logo, w < 0 em [a, ) quando DYw < 0 em [a, 3).

Suponha agora que DTw(t) < 0 para todo t € [a, 3). Para € > 0, defina
we(t) = w(t) —e(t — ).

Como w:(a) = 0 e DTw,(t) < —e < 0, segue pela primeira parte da prova que w. < 0 em [«, 3) e,
portanto, w(t) < e(t — «) para todo t € [a, §). Como € > 0 é arbitrario, w < 0 em [, 3), 0 que

completa a prova. ]

Corolario 2.11. Seja ¢ € C([a, 8);R) diferencidvel pela direita em o, 8). Se DV é continua em

[, B), entdo ¢ é continuamente diferencidvel em [, B) e ¢’ = DV .

t
Demonstragao. Defina x(t) = ¢(«a) +/ Dt p(s)ds. E claro que x(-) é continua. Além disso,
(0%

temos que

d t

=5 ([ Dreds) = Do),

dt \ J,
o que nos permite concluir que y é continuamente diferencidvel em [a, 3). Definindo w = x — ¢,
é facil verificar que w(a) = 0 e que DYw = 0 em [, 3). Assim, do Lema 2.10 segue que w(t) < 0
para todo t € [o, 8). De maneira similar, pode-se mostrar que —w satisfaz as hipéteses do Lema
2.10 e assim, obtemos que w(t) > 0 para todo t € [«, ). Com isso, concluimos que w = 0 em [, ()

e, portanto, que ¢(t) = x(t) para todo t € [«, 3). Assim, a prova estd completa. [ |

Coroldrio 2.12. Sejav € C([a, B); X) diferencidvel pela direita em [a, 3). Se DYv é continua em

[, B), entao v € continuamente diferencidvel em [, ) e v'(t) = DT v(t) para todo t € [a, B).
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Demonstracao. Seja f € X = {g: X — R : gé linear e continua}. E f4cil ver que fov €
C(lo, ) : R) e DT (f owv) = foD%v é continua em [, 8). Logo, do Corolério 2.11 segue que fowv

é continuamente diferencidvel em [, 5) e que

%f(v(t)) =D (f(v(1)) = f(DTu(t)). (2.11)
Sejam t € (o, f) e h < 0 tais que t + h € («, 3). Integrando (2.11) em [t + h, ] obtemos que
¢ t
) - fw+m) = [ f(D u(s)ds,= 1 ( D+v<s>ds) ,
t+h t+h

o que nos permite afirmar que

t
v(t) —v(t+h) = D%w(s)ds, para todo t € (a, 8),
t+h

pois f é arbitraria. Logo, dividindo ambos os termos da igualdade acima por h e tomando o limite

quando h — 0, obtemos

— 1 [t
D7 v(t) = lim V) Zvlt+h) = lim — Dtu(s)ds = DV o(t),
h—0- h h—0=h Jiip

garantindo que v é diferencidvel em [a, 8) e que v/(t) = DT v(t) para todo t € [, 3). Isto completa

a prova. ]
O préximo resultado estabelece condigoes para que uma solucao fraca seja uma solugao cléssica.

Teorema 2.13. Sejam z € D(A), f € LY[0,T); X) N C((0,T); X) ev € C([0,T); X) a funcdo

definida por
¢
o(t) = / T(t— s)f(s)ds, 0<t<T. (2.12)
0
A solugao fraca de (2.8) em [0,T] € uma solugao cldssica se vale uma das sequintes condigoes:
(i) wv(-) € continuamente diferencidvel em (0,T).
(ii) wv(t) € D(A) para todo 0 <t < T e Av(-) € continua em (0,T).
Além disso, se (2.8) tem uma solugdo cldssica em [0,T], entdo v(-) satisfaz (i) e (ii).

Demonstragao. Suponhamos primeiro que (2.8) tem uma solugdo classica u(-). Entao,

sabemos que esta solugdo é dada por (2.9) e, consequentemente, v(t) = wu(t) — T(t)x. E claro
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que v(-) é diferencidvel para t € (0,7) e que v'(t) = u/'(t) — T(t)Az é continua em (0,7).
Portanto, a condigao (i) ¢é satisfeita. Além disso, como =z € D(A), entdo T(t)r € D(A)
para t > 0, o que implica que v(t) = u(t) — T(t)xr € D(A) para todo t € (0,7). Mais ainda,
Av(t) = Au(t) — AT (t)x = u/(t) — f(t) — T(t) Az é continua em (0,7"), o que mostra que a condigao
(ii) também ¢é satisfeita.

Provamos agora que a solugao fraca de (2.8) em [0, 7] é uma solugao cléssica se uma das condigoes

(i) ou (ii) é satisfeita. Inicialmente, observe que, para t € (0,7) e h > 0 tal que t + h € (0,7,

MO = 4| [ o ases - [ 1@ 95a)
= 2‘47ﬁ+h—8V@M&iAT@—®ﬂQ@]
[ [tth t+h '
- % /0 T(t+h_5)f(5)d3—/t T(t—i—h—s)f(s)ds—/o T(t—s)f(s)ds]
v —v t+h
= W—;/t T(t+ h—s)f(s)ds,
ou seja,
— v —v t+h
Twildw:@+@1@)—il‘ T(t+h—s)f(s)ds. (2.13)

Da continuidade de f e do Lema 1.14, vemos que o segundo termo de (2.13) tem limite f(¢) quando
h — 0. Além disso, se a condigdo (i) é satisfeita, entdo segue de (2.13) que v(t) € D(A) e
Av(t) ='(t) — f(t) para 0 < t < T. Mais ainda, visto que v(0) = 0, temos que u(t) = T(t)x + v(t)
é tal que u(0) =T (0)x +v(0) =z e

du(t)
dt

= T(t)Az + dzsf)

= AT(t)z + Av(t) + f(t)

= A[T(t)z+o(®)] + f(t)

= Au(t)+ f(0),

isto é, u(t) = T'(t)x + v(t) é solucao classica de (2.8).

Suponha agora que a condicao (ii) é satisfeita. Neste caso, v(t) € D(A) para todo t € (0,T),
o que implica de (2.13) que v(+) é diferencidvel pela direita em (0,7), DTv(t) = Av(t) + f(t) para
t € (0,T). Assim, como f(-) e Av(-) sdo continuas em (0,7, segue que DT v(-) é continua em

(0,T), e entao, do Corolario 2.12 concluimos que v(-) é continuamente diferencidvel em (0,7) e
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V'(t) = Av(t) + f(t) para todo t € (0,7). Como no caso anterior, visto que v(0) = 0, verificamos

que u(t) = T'(t)x + v(t) também é solucao classica de (2.8). A prova estd completa. ]
Do teorema anterior seguem os seguintes coroldrios.

Corolario 2.14. Se f € C1([0,T); X) e x € D(A), entdo o problema de valor inicial (2.8) tem uma

unica solugdo cldssica.

Demonstragao. Seja v(-) a funcdo definida em (2.12). Se t € (0,7) e h > 0 s@o tais que

t+h e (0,T), temos que

v =) _ L reds - L [T o) fs)ds
)=t [T e n-seds - 1 [ 1= 9500
h t+h
- ]11/0 T(t+h—s)f(s)ds+llz/h T(t+h—s)f(s)ds
1 t
), T(t—s)f(s)ds

h t
= ilz/o T(t—i—h—s)f(s)ds—i—}ll/oT(t—s)f(s+h)ds

_ilz/o T(t—s)f(s)ds

h t
_ T(t)l/o T(h—s)f(s)ds+/0 Tt —s)

f(s+h)—f(s)
N Y ds.

Usando agora o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e o fato que f é continuamente

diferencidvel em [0, T], concluimos que Dtv existe em [0,T) e que
t
DYu(t) = T(t)f(0) +/ T(t—s)f'(s)ds, tel0,T).
0

Assim, DTv é continua em [0,7) e entdo, segue do Coroldrio 2.12, que v é continuamente

diferencidvel em [0, 7)),
V'(t) = T(t)f(0) —I—/O T(t—s)f'(s)ds, te€0,T).

Portanto, v satisfaz a condigao (i) do Teorema 2.13 o que mostra que o sistema (2.8) tem uma

solucao cléssica. ]

Corolério 2.15. Sejam x € D(A) e f € LY([0,T]; X) N C((0,T); X). Se f(s) € D(A) para todo

s€(0,T) e Af € LY([0,T); X), entdo o problema (2.8) tem uma tinica solucdo cldssica.
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Demonstragao. Seja v a fungao definida em (2.12). Das nossas hipé6teses concluimos que T'(t —
s)f(s) € D(A), paratodo 0 <t < T, eque AT (t—s)f(s) =T (t—s)Af(s) é integravel. Além disso,
como A é fechado, segue do Lema 3.24 que v(t) € D(A), para todo 0 <t < T, e que

Av(t) = A/o T(t—s)f(s)ds = /0 T(t—s)Af(s)ds.

Da desigualdade acima segue ainda que Av é continua em (0,7"). Portanto, v verifica a condi¢ao

(ii) do Teorema 2.13 e assim, o sistema (2.8) tem uma solugao classica. |

Concluimos esta se¢ao estudando os conceitos de solucao forte e estrita para (2.8).

Definigao 2.16. Uma fun¢io u € C([0,T]; X) tal que u € diferencidvel quase sempre sobre [0,T] e
u' € LY([0,T); X) é chamada de solugdo forte de (2.8) em [0,T] se u(0) =z e u'(t) = Au(t) + f(t)

quase sempre sobre [0,T1].

E claro que uma solugao cldssica de (2.8) é uma solugao forte. Também é facil mostrar que uma
solucao forte de (2.8) é uma solugao fraca. Assim, um problema natural ¢ determinar quando uma

solucao fraca é uma solucao forte.
Teorema 2.17. Sejam x € D(A), f € L'([0,T]; X) ev € C([0,T]; X) a funcdo definida por
t
o(®) _/ T(t— s)f(s)ds, 0<t<T. (2.14)
0
A solugao fraca de (2.8) em [0,T] é uma solugao forte se vale uma das sequintes condigoes:
(i) v(t) € diferencidvel q.t.p. sobre [0,T] e v'(t) € LY([0,T]: X).
(ii) v(t) € D(A) gq.t.p. sobre [0,T] e Av(t) € L*([0,T] : X) .
Mais ainda, se (2.8) tem uma solugao forte, entao v(-) satisfaz as condigoes (i) e (ii).

Demonstragao. A prova é essencialmente a mesma do Teorema 2.13. Observamos apenas que

t+h
1/t T(t+h—s)f(s)ds — f(t)

h
q.t.p. sobre [0, 7], quando f € L'([0,T] : X). |

Procedendo como na prova dos Corolédrios 2.14 e 2.15, temos os seguintes corolarios.
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Corolério 2.18. Se x € D(A), f € diferencidvel q.t.p. sobre [0,T] e f' € L'([0,T]; X), entdo o

problema de valor inicial (2.8) tem uma unica solugao forte.

Corolario 2.19. Sejam z € D(A) e f € L'([0,T]; X). Se f(s) € D(A) para todo s € (0,T) e

Af € LY([0,T); X), entdo o problema de valor inicial (2.8) tem wma tinica solugdo forte.

Definigao 2.20. Uma funcio u € C([0,T]; X) N C([0,T); D(A)) é chamada solugio estrita de
(2.8) em [0,T) se /' (t) = Au(t) + f(t) para cada t € [0,T] e u(0) = xg.

Teorema 2.21. Sejam x € D(A), f € C([0,T]; X) ev € C([0,T]; X) a funcdao definida por
v(t) = /OtT(t —s)f(s)ds, 0<t<T. (2.15)
A solugao fraca de (2.8) em [0,T] é uma solugao estrita se vale uma das sequintes condigoes:
(i) v € continuamente diferencidvel em [0,T].
(i) v(t) € D(A) parat € [0,T] e Av(t) € C([0,T]: X) .
Mais ainda, se (2.8) tem uma solugao estrita em [0,T], entao v satisfaz as condigoes (i) e (ii).

Demonstragao. A prova segue procedendo como na demonstragao do Teorema 2.13. [

Observagao 2.22. E importante notar que todos os conceitos e resultados associados ao sistema

(2.8) podem ser generalizados para problemas da forma

dl;gf) = Au(t) + f(t), to<t<T,
u(to) = 2o,

sendo que neste caso, a solucao fraca é dada por

u(t) =T(t —to)zo + /tT(t —s)f(s)ds, t € [ty,T].

to
2.3 O Problema Semilinear

Nesta secao estudamos o seguinte problema de valor inicial semilinear

du(t)
o = Aut) + f(tu(t), to<t<T, (2.16)

u(ty) = xg € X,

onde A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (7'(t))i>0 em um espaco de Banach X e

f:[to,T] x X — X é continua em ¢t e satisfaz uma condigao de Lipschitz na segunda varidvel.
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Definicao 2.23. Uma funcao u : [tg,T] — X € uma solugdo classica do problema (2.16) se

u € C([to, T); X) N C((to,T); X); u(t) € D(A) para todo t € (to,T) e (2.16) € satisfeita em [to, T].

O problema de valor inicial (2.16) pode nao ter uma solucao classica. Entretanto, se possuir
uma solugao classica u(-) entao, assim como vimos na Segao 2.2, podemos mostrar que esta solucao
satisfaz a equagao integral

t
u(t) =T(t —to)zo + /t T(t —s)f(s,u(s))ds, t € [to,T]. (2.17)
0

Desta equacao segue a seguinte definicao.

Definicao 2.24. Uma funcio u € C([to,T]; X) que € solugio da equagdo integral (2.17) serd

chamada solugao fraca do problema de valor inicial (2.16).

Vamos iniciar com o seguinte resultado classico que garante a existéncia e unicidade de solugoes

fracas para (2.16) quando f é uma fungao Lipschitz continua.

Teorema 2.25. Seja f : [to, T|xX — X continua na varidvel t em [ty, T] e uniformemente Lipschitz
continua (com constante L) em X. Se A € o gerador infinitesimal de um Co-semigrupo (T'(t))i>0
em X, entdo para todo xo € X o problema (2.16) tem uma tnica solugao fraca u € C([to, T]; X).

Mais ainda, a aplicag¢io xo — u(.,x9) € Lipschitz continua de X em C([to, T]; X).
Demonstragao. Dado 2y € X definimos a aplicacao F : C([to,T]; X) — C([to,T]; X) por
t
Fult) = T(t — to)z0 + / T(t — 5)f(s,u(s))ds, € [to, T]. (2.18)
to

Denotando por ||u||o a norma de u como elemento de C([tp,T] : X ), temos que

[|Fu(t) = Fu(t)]| < /tHT(t—S)H-Hf(&U(S))—f(Sav(S))HdS

IN

ML[u(s) —v(s)||ds

t
ML [|lu — v||oods = ML(t — to)||u — v||co,
to

IN

onde M é o limitante de || T(t — tg)|| em [tg, T]. Do anterior, e usando indu¢ado matematica, é facil

obter que

[ML(t — to)]

[E™u(t) — Fo(t)]| < oy lu = vllo, ¥n €N.
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Logo,
|F"u(t) — FMo(t)]| < (]WnL'T)nHu — V|00, VR EN
o que implica que
1F"u — F"0)|00 < (]wnL‘T)HW—vHOO, Vn € N.

Para ng suficientemente grande, temos que (MLT)™ /ng! < 1, o que implica que F™ é uma
contracdo e possui um tnico ponto fixo u em C([tg,T); X). Como, F™(Fu) = F™tl(y) =
F(F™u) = Fu, da unicidade do ponto fixo obtemos que Fu = u o que implica que u(-) também é
um ponto fixo (dnico) de F. Obviamente, u(-) é a unica solucao da equacao integral (2.17).

A unicidade de u(-) e o fato da aplicacao z¢ — u(.,xo) ser Lipschitz continua sao consequéncias

do seguinte argumento: seja v uma solucao fraca de (2.16) em [to, 7| com valor inicial yy. Entao,

lu®) — o) < T~ to)zo — Tt — to)uoll + / Tt — )11 (5, u(s)) — F(s,v(s))]ds
< Mileo — yoll + ML / u(s) — v(s)||ds,

o que implica, pela Desigualdade de Gronwall, que ||u(t) — v(t)|| < MeMET=t0)|z5 — yq||. Dessa

ML(T—to

forma, temos que ||u — v|jo < Me )||zo — yo||, de onde segue a unicidade de u e o fato da

aplicagao zg — u(., o) ser Lipschitz continua. |

Coroldrio 2.26. Assuma que as condi¢oes do Teorema 2.25 sao vdlidas. Se g € C([to, T]; X), entao
a equacao integral

0 —g(t)—i—/t T(t — 8)f(s,w(s)) ds (2.19)

0

tem uma unica solu¢io w € C([to, T]; X).

Demonstragao. A prova segue como na demonstragdo do Teorema 2.25 ao difinir F, dada em

(2.18), por Fu(t) = g(t) + / T(t — 5)f(s, uls))ds. .

to
A condicao Lipschitz uniforme da fungao f no Teorema 2.25 garante a existéncia de uma unica
solugao fraca em todo o intervalo [tg, T]. Assumindo que f satisfaz apenas uma condi¢ao Lipschitz
local em X, uniformemente para t em intervalos limitados, é possivel obter a existéncia local de
solucdes. Antes de enunciar o proximo resultado, lembramos que f é localmente Lipschitz em X,

uniformemente para t em intervalos limitados, se para todo ¢ > 0 e todo ¢ > 0 existe uma constante
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L(c,t") > 0 tal que

1f(t,2) = ft, )l < Le,t) [lz — yll, (2.20)
quando z,y € B.(0,X) ={z € X : ||z]| < c} et €]0,1].
Teorema 2.27. Seja f : [0,00) X X — X continua e localmente Lipschitz em X, uniformemente

para t em intervalos limitados. Entao, para todo xg € X, existe tyar < 00 tal que o problema

du(t)
= Au(t) + f(t,u(t)), t>0,
i (6 + 7lt,u(t) .
u(0) = zp,
possui uma unica solu¢ao fraca u € C([0, tymaz); X). Mais ainda, lim ||u(t)|| = 0o se tmaer < 0.

max

Demonstragao. Mostramos inicialmente que existe t;1 > 0 tal que o problema de valor inicial

du(t)  _
= Au(t) + f(t,u(t), 0<t<t, (2.22)
u(0) = xo,

possui uma unica solucdo fraca. Suponha que [|[T'(t)|| < M para todo ¢t € [0,1] e defina C =

C(||u(0)]]) = M||zo|| + 1. Das propriedades de f, temos que existe L(C) > 0 tal que
1t z) = f(t )l < LC) [le —yll, =,y € Be(0,X), tel0,1].
Logo, para (t,z) € [0,1] x B¢(0, X) obtemos que

LfE o)l < [lf (8 x) = (&0 + 1[£(0)]

< L(O)C+ sup [[f(,0)] = Cf.
t€[0,1]

Agora, fixemos 0 < by < 1 tal que MCyby < 1 e ML(C)by < 1. Note que by depende de C
e portanto de ||u(0)||. Sobre o espaco A = {u € C([0,b1]; X) : ||u(t)|]] < C, t € [0,b1]}, munido
da norma da convergéncia uniforme, que denotamos por || - ||e, definimos o operador I' : A —

C(]0,b1]; X) por
Tu(t) = T(t)xo —l—/o T(t—s)f(s,u(s)) ds, te][0,b].

Afirmamos que I' é uma contragao de A em A. De fato, vejamos inicialmente que I'(A) C A. Se

ueNeO<t<b, entdo

t
Tu@)| < HT(t)onHJr/O 1T(t = s)[[1l.f (s, u(s))lds
t
< Muxo\|+M/ Cds
0
< Mzoll + MCy by < Mzl +1 = C,
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o que prova que |[Tul < C e assim I'u € A. Portanto, I'(A) C A. Além disso, se u,v € A e
t €[0,bq],

[Tu(t) = To(@)]| < /OHT(t—S)H 1f (s, u(s)) — f(s,v(s))llds

IN

M / L(O) llus) — v(s)|lds < ML(C)by Ju - o]
0

Consequentemente, ||[T'u — I'v|joo < ML(C)by ||u — v||oc, 0 que prova que I' é uma contragao
sobre A, pois M L(C)b; < 1. Desse forma, segue a existéncia de um dnico ponto fixo para I' em A
e, portanto, temos a existéncia de uma tnica solugao fraca (2.22), onde t; = b;.

Seja agora uq (-) a solugao fraca de (2.22) em [0, ¢1]. Usando o mesmo argumento inicial, podemos

mostrar a existéncia de to > t; tal que o problema de valor inicial

du(t)
i Au(t) + f(t,u(t)), t1 <t <tg, (2.23)

u(t)) =ui(t),

possui uma tnica solucao fraca us € C([t1,t2]; X), onde to = t1 + by, com 0 < b < 1 dependendo

de Ju(t)].

Do anterior segue a existéncia de uma tunica solugao fraca u(-) do problema de valor inicial

du(t) _
o = Au®) + f(tu), 0<t<tb, (2.24)
u(0) = xo.

De fato, defina u € C(]0, t2]; X') por

ul(t), t e [O,tl],
UQ(t), t e [tl,tg].

u(t) =

E claro que
t
u(t) = T(t)xzg +/ T(t—s)f(s,u(s))ds, tel0,t1].
0
Mais ainda, se t € [t1, t2], entao

u(t) = Tt—t1)ur(tr) + / T(t —s)f(s,uz2(s))ds

t1

t1 t
= T(t—t1) (T(tl)xo +/0 T(t; — s)f(s,ul(s))ds) +/ T(t—s)f(s,uz(s))ds

t1

= T(t)zo+ /0 1 T(t —s)f(s,ui(s))ds + / T(t —s)f(s,u2(s))ds

t1

= T(t)zo+ /0 T(t — 5)f(s,u(s)) ds,
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0 que mostra que u é solugao fraca de (2.24).
Argumentando de maneira usual, deduzimos a existéncia de t;,qa. > 0 tal que [0,t40) € O
intervalo maximo de existéncia de uma solucao fraca para (2.21). Além disso, a solugao é tnica.
Seja u € C([0, tymaz); X ) a solugao fraca maximal de (2.21). Suponha agora que ty,q, < 00 € que
lim ||u(t)|| < co. Entéao, existe a > 0 e uma sequéncia (¢,) com t,, T tmae tal que ||u(t,)|| < « para

tTtm(I/x
todo n € N. Assuma que M > 0 é tal que || T(t)|| < M para todo t € [0, tymaz +1]. Seja C = Ma+1

e fixemos L(C) > 0 tal que

”f(t,$) - f(t7y)|| < L(é) HLL‘ - y||7 T,y € Bé(oaX)v te [Oatma:p + 1]
Logo, para (t,x) € [0, tmaa + 1] X Bz(0, X) temos que

[F& ) < (lf(E2) = f(&0) + £ 0)]

< LO)|z|+ sup  [If(0)]
te[ovtmaa:‘f'l]

< LIO)CH+ suwp  |f(t0)] =Cy.
te[07tmaz+1]

Fixemos agora 0 < b <1 tal que ]\A/.fé’fg < 1eque ML(C’)b < 1. Usando o mesmo argumento

do inicio da prova, pela escolha de b deduzimos que cada sistema

dw(t) b
= Aw®)+ f(tw(t), tE (tntn+D), (2.25)

w(tn) = ul(tn),

com n € N, possui uma unica solugao fraca w, € C([tn,t, + b]; X). Obviamente, w, = u em
[tn,tn —1—5] para todo n € N. Mas isto é absurdo, pois existe n € N tal que %, +b > tmaz, O que
implica que existe uma solugao fraca de (2.21) em algum intervalo da forma [t;ez, tmaz + 0] com

6 > 0. Isto permite concluir que tThm |u(t)|| = oo, quando e, < 00, 0 que completa a prova. m
t

Sabemos que, em geral, uma solucao fraca de (2.16) nao é uma solugao cldssica. O préoximo
teorema estabelece condigoes para que uma solugao fraca de (2.16) seja, na verdade, uma solugao
classica. Inicialmente, introduzimos algumas notacgoes e resultados preliminares.

Para uma fungao diferencidvel p : [tg,T] x X — X e (t,x) € [to,T] x X, (s,y) € R x X com

s+t € [to, T], usamos a decomposicao

p(t+s,x+y)—pt,x) =

R, (t, %), (s, )l
(s, )l

O p(t.)s + 2 pltaly + Rl (,2), (5,3),

onde

— 0 quando ||(s,y)|| = |s| + |ly|| = 0.
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Lema 2.28. Sejam g : [to,T] x X — X continuamente diferencidvel, K,S C X compactos, com

0 €S . Entao, dado € > 0, existe § > 0 tal que para todo (t,z) € [to,T] x K e (s,y) € [-1,1] x S,
[R(g, (t, ), (s, y))l
(s, )l

Demonstracao. Para (t,x) € [to,T] x K e (s,y) € [-1,1] x S, com t + s € [to, T], temos que

com t + s € [to, T), <&, s 0 <|l(s,9)] = Is] + [lyll < 9.

0 0
glt+ 5,2 +y) — g(t,2) = 5g(t2)s — ~—g(t,2)y

1o ) )
= /0 Eg(t + T8, x + TY)dT — ag(t,a:)s — %g(t, T)y

- /1 g(t—i- s, + )3+g(t+ 5, + )_g(tx)s—g(tx) d
= | (gt trsatmst goglt+rsatryy = got)s = g gty ) dr

= /1 Q(t—i— s, o+ )—g(tm) sd —1—/1 2(t—i— s,z + )—g(t:c) d

dg 0
Como as fungoes 8—? e 8—9 sao continuas e o conjunto U = ([tg, T]+a[—1,1]) x (K+aS), a € [0,1],
x

é compacto, existe 0 > 0 tal que para todo (3,Z), (s,z) € U com 3, s € [tg, T

99
Ox

dg ., _ dg
1ZEm) - sl <e o |

_ dg
ot (8,$)**(8,l‘)” <g,

Ox

quando |5 —s| < § e ||[T — z|| < §. Consequentemente, para todo (¢t,z) € [to,T] x K e todo

(s,y) € [-1,1] x S, com t + s € [to,T] e 0 < ||(s,y)|| = |s| + ||ly|| < I, obtemos que

1R(g, (12), ()| = Nt + 5, +3) — glt,2) — gt x)s — gt 2}y

/1ua (t+ s,z +7y) — Dglt,a)|sld
. 8tg TS,.'L' Ty 8tg ,Jf s\aTt

Lo 0
+ [ lggatt+ s,z ) = ot llaldr

A

els| +ellyll = e(ls[ + llyll),
o que prova o resultado. n

Lema 2.29. Suponha que f € C'([to, T] x X; X) e que xo € D(A). Se u(-) é uma solugdo fraca de
(2.16), entao u(-) € Lipschitz sobre [to,T).

Demonstracgao. Usando que f é continuamente diferencidvel, segue que f é Lipchitz em [tg, T] x K

para cada K C X compacto. Em particular, temos que existe Ly > 0 tal que para ty,to,t,s € [to, T],

1f (s u(t)) = f(ta, uls)| < Ly ([tr = tof + [Jut) = u(s)])-
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Sejam M, N constantes positivas tais que |[|[T(t)|| < M e || f(t,u(t))|| < N para todo t € [to, T].

Usando o item (d) do Teorema 1.15, para t € [tg,T) e h > 0 tal que t + h € [to, T], vemos que

to+h
u(t+h)—u(t) = T{E+h—ty)ze—T(t—to)zo+ / T(t+h—s)f(s,u(s))ds

to

t+h t
+/t T(t+h—s)f(s,u(s))ds—/ T(t — 5)f (s, uls))ds

o+h to

t+h—to to+h
- / T(s)Azods + / T(t+h—s)f(s,u(s))ds
t

-5[Iu—$ww+hw@+h»—f@wwmw,

e assim

t+h—to to+h
[ut +h) —u@)] < /t I7(s)ll IIAonder/t IT(t + R = s)l[ [1f(s,u(s))lds

—to

+/t IT(t = )|l [[f(s + h,uls + ) = f(s, u(s))llds

t
< hM|| Aol + hMN + ML, / (b + I[u(s + h) — u(s)|))ds
to
t

< hM|Axo| + hMN +hMLs(a—to) + MLy [ |u(s+h)—u(s)|ds

to

t

< Cih+ MLy | u(s+h) —u(s)|ds,

to

onde C é uma constante que independe de u(-), ¢ e h. Agora, da Desigualdade de Gronwall, obtemos
t
Ju(t + k) = u(®)]] < Coh 0™ < Co,
onde, como antes, Cy independe de u(-),t e h. Isto prova que w é Lipichitz sobre [t, T. |

O préximo resultado estabelece condigoes para que uma solucao fraca seja uma solugao classica.

Teorema 2.30. Se f : [to,T] x X — X € continuamente diferencidvel, xo € D(A) e u(-) € uma

solugdo fraca de (2.16), entao u(-) € uma solugdo cldssica de (2.16).

Demonstragao. Para mostrarmos que u(-) é uma solucdo cldssica, basta provarmos que u €
CY([to,T); X). De fato, se u(-) é uma solugao fraca de (2.16), u € C1([to,b]; X), to < b < T, e
v € C([to,b] : X) é a solugao fraca de

du(t)
o = Av(t) + f(tu(t)), to<t<b, (2.26)

U(to) = Xo,
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como f(-) e u(-) sdo continuamente diferencidveis em [tg, b, entao ¢t — f(¢,u(t)) é continuamente
diferencidvel em [tg, b], o que nos permite concluir, do Coroldrio 2.14, que v(-) é uma solugao classica
de (2.26). Mas, a funcao u(-) também é uma solugao fraca de (2.26) e assim, pela unicidade de
solugbes fracas para (2.16), u = v em [to, b]. Isto implica que u(-) é uma solugdo cléssica de (2.16).
Vejamos agora que u € C*([tg, T); X). Observe inicialmente que se u € C([to, T); X), entdo

u'(t) = AT(t —to)zo+ T(t —to) f(to, ulto)) + /t T(t — s)%f(s, u(s))ds

—i—/t T(t— s)gbf(s,u(s))u'(s)ds, t € [to,T).

Considerando isto, introduzimos a seguinte equagao auxiliar

t
alt) = AT(t = to)a0 + Tt~ t0) (to,u(t0)) + [ T(t = 5)5] 1(s.uls)ds o
to 2.27

t
+/ T(t — s)%f(s,u(s))w(s)ds, t € [to, T.

to

¢

Definindo g(t) = AT (t —to)xo+ T (t —to) f(to, u(to)) +/ T(t— s)%f(s, u(s))ds e observando que,
t

para y,z € X, ’

0 0 0
—ftut))y — — 7t ult < —J (&, u(t — X
I (O — G Al < (s st )l =<l vz € X,
deduzimos, do Corolario 2.26, a existéncia de uma tnica solucao w € C([to, T]; X) de (2.27).

Mostremos agora que u'(t) = w(t) para t € [to,T). Se t € [to,T) e h > 0 séo tais que t + h €

[to, T'], entao
y . to+h
W _ %(T(t +h— to)rg = T(t — to)wo) + 3 /to T(t +h — s)f(s,u(s))ds

t+h ¢
W / T(t 4 h— 5)f (s, u(s))ds — T / T(t — 5)f (s, u(s))ds

o+h to
_ to+h
= T(t—tp) <T(hl)1[> xo + 7 /t T(t+h—s)f(s,u(s))ds
+}1L/t Tt — 8)(F(s + hyuls + b)) — f(s,u(s)))ds
_ to+h
= T(t—to) <T(hi[> xo + % /t T(t+h—s)f(s,u(s))ds

t

+i
h Ji,

—i—}ll/ T(t— s)R(f, (s,u(s)), (h,u(s + h) —u(s))ds.

to

T(t - s) <§$f<s, u(s)h -+ 2 (s, u(s)) (s + ) - u<s>>) ds
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Logo, da definicao de w obtemos que

u(t+h) —ut) wt) = T(t—to) (T(h});]> xo — T(t — to) Axo

h
1 to+h
= /to T(t+h— s)f(s,u(s))ds — T(t — to) f (o, u(to))
= / T(t — $)R(f. (s, u(s)), (h,uls + h) — u(s)) ds

[ 1 g st (U o) s

Como xg € D(A), segue das propriedades do Capitulo 1 que T'(t—t) (%) xo — T(t—to)Axg

quando h — 0. Vejamos que o segundo termo do lado direito da igualdade acima também converge
para zero. Seja M > 0 tal que |[|T(t — s)|| < M para todo tg < s <t <T. Como f(-) e u(-) sao

continuas e (T'(t))i>0 é um Cp-semigrupo, para € > 0 existe 0 < 6 < T — ¢y tal que

1f(to + 0, u(to + 0)) — f(to, u(to))|| <€ e IT(0) f (to, ulto)) — f(to, ulto))l| <e,

|

para todo 0 < 6 < 4. Nestas condigoes, para 0 < h <  segue que
1 to+h
H/ T(t+h—s)f(s,u(s)) ds—T(t —to)f(to,u(to))

h 0
t 1 to+h
— |3 [ e h = 976 u9) = T - o, utoas
1 t(())-i-h
< o[ I = s u(e) = o o)) s
1 ’ to+h
[ I = ) i) = T = t0) s o)) s
to+h
< G [ 1) - Ftaute)]ds
MO to+h
e [ TG+ b= 9o, u(to)) — fto,utta)ds
< % tOJrheds—l—]\;/t:OJrhsds:QMa

hJy,

0 que prova a convergéncia, pois € é arbitrario. Mais ainda, das estimativas anteriores é claro que
a convergéncia acima é uniforme sobre intervalos da forma [tg,b] com typ < b < T.

Logo, podemos escrever

u(t + h) —u(t)

7 | < s+ IR ) (uts 1) = ate)las

h Jy,

t
+ M

to

u(s +h) —u(s)

—w(s)|| ds, (2.28)

(o)
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onde &(t, h) — 0 uniformemente para ¢ € [to,b], com to < b < T, quando h — 0.
Sejam ¢ > 0 ety < b < T. Como {(t,h) — 0 uniformemente para t € [tg,b], quando h — 0,
existe d; > 0 tal que £(t,h) < € para todo t € [tg,b], quando 0 < h < d;. Mais ainda, dos Lemas

2.28 e 2.29 segue que existe do > 0 tal que

[B2(f, (s, u(s)), (hyu(s +h) —u(s)|| . ¢
h - M(T — to) ’

para todo s € [tg, b], quando 0 < h < d3. Assim, para 0 < h < § = min{d1,d2} e t € [to,b],

,W“+73’W®_w@m < 5+M®M;_m%ﬁ%w+ﬂﬂ)mHM$+2_u$)—W@W%
< 2o [ MRS s

onde © = sup;cp, 7 ||8% f(t,u(t)) ||. Agora, da Desigualdade de Gronwall segue que

t+h) —u(t t
Hw —w(t)]| <2e MO Jig @5 < 2¢ MOT—0), t € [to, b].
t+h) —u(t
Isto prova que u(+2u() — w(t) para todo t € [tg,b] quando h — 0 e, portanto, temos
que v'(t) = w(t) para todo t € [tg,T'), pois b é arbitrario. Isto completa prova. |

2.4 O Problema Semilinear para Semigrupos Analiticos

Como na secao 2.3, vamos considerar o problema semilinear

du(t)
o Au(t) = f(tu(t), to<t<T, (2.29)

u(ty) =xo € X

mas agora assumindo que —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico (7'(z)).ca(q) €m
X. Mais ainda, vamos assumir que 7'(¢) é limitado para t > 0, ou seja, |[|T(t)|| < M, parat >0, e
que 0 € p(—A), isto é, —A é invertivel.

Note que se —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico, entao —A — &1 é invertivel e
gera um um semigrupo analitico para § sufientemente grande. Isto permite reduzir o caso geral onde
—A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico para o caso onde o semigrupo € limitado e
—A é invertivel.

Além disso, das hipdteses assumidas sobre A e dos resultados da secdo anterior segue que A®

pode ser definido para 0 < a < 1 e A% é um operador linear fechado e invertivel ,com dominio
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D(A%) denso em X. Mais ainda, do fato de A® ser fechado segue que D(A?%), munido da norma
lzle = ||z|| + [|[A%||, é um espago de Banach. E, como A® é inversivel, a norma do grafico é
equivalente a norma ||z|l, = [|[A%z||. Assim, D(A®) munido com a norma [|.||, é um espago de

Banach que denotaremos por X,. Desta definicao é claro X, D X3 quando 0 < a < .

Definicao 2.31. Seja U um subconjunto aberto de RY x X,. Dizemos que a funcio f : U — X
é localmente Holder se para todo (t,x) € U, existe uma vizinhan¢a V- C U e constantes L > 0 e

0<w<1 tais que
| f(t1,21) — f(te, z2)|| < L(|t1 — to|* + ||z1 — 22]|a) para todo (t;,x;) € V. (2.30)

Definicao 2.32. Dizemos que uma funcao f : D C R — X € Holder continua se existem constantes

nao negativas M e vy tais que
1f(£) = f(s)ll < Mt — 5|7, Vt,s € D.

A seguir, enunciamos um resultado para o problema de valor inicial ndo homogéneo que

utilizamos mais adiante.

Teorema 2.33. Se f € L'([to,T] : X) € localmente Hélder continua |to, T), entdo para todo v € X

o problema

du(t)
dt

+ Au(t) = f(t), to<t<T,
u(ty) = xo.

tem uma unica solucao.
Vamos agora enunciar e demonstrar o principal resultado de existéncia desta segao.

Teorema 2.34. Se f:U x X, = X, com 0 < a <1 eU aberto, € localmente Holder, entdo para
todo (tg, o) € U, o problema (2.29) tem uma tinica soluciao u € C([tg,t1); X)NC((to,t1); X) onde

t1 > tg depende dos dados iniciais.
Demonstracao. Das hipéteses sobre A, do Lema 1.57 e do item (c) Teorema 1.64, segue que

|A®T(t)]] < Cqt™*, parat > 0. (2.31)
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Para o restante, da prova fixamos (tg,z) € U e t’l > 19,0 > 0 tais que a estimativa (2.30)
seja valida no conjunto V = {(t,z) : to <t < t}, ||z — zo|la < 8}. Seja B = max, . ||f(t,zo)l],
St

t; > 0 tal que

||T(t — to)AaaZO — Aaon < (5/2 para tg <t < tq, (2.32)
1/1—«
0 < t; —tp < min {t’l — to, [g(l —a)C;Y(B + 5L)_1] } . (2.33)

Seja Y o espago de Banach C([tg,?1]; X), munida da norma da convergéncia uniforme, que

denotaremos por ||.||s. Definamos a aplicacao F': Y — Y por

Fy(t) =T(t —tg) A% + /t AT (t — 8)f(s, A" %y(s))ds, to <t <ty. (2.34)

to

Seja S o subconjunto de Y definido por
S={y:yeY, y(to) = A%, [ly(t) — A%l < 6} (2.35)
Para y € S e tg <t < t1, usando as estimativas (2.31), (2.33) e (2.35), temos que
[Fy(t) — A%zol|

t
< T — to) A%o — A% + / 14Tt — 8)|| | £(s, A"(s)) — (5,0)]ds
. 0
4 / 14Tt — 8)|| |1 (5. 20)]ds
to

¢ ¢
< §/2+ | Co(t—s) %L ||A™%(s) — xollads + | Cuol(t —s) " *B ds
to to
t

= /24 CaL/ (t—8) " ||AY(A™%y(s) — xo)||ds + CaB/ (t—s)"%ds

to to

< 5/2+Ca(5L—|—B)/t(t—s)_o‘ ds

to

= §/2+Co(SL+B)(1 —a) 7 (t; —tg)' ™ < §/2+6/2 =4,
Mais ainda, se y1,y2 € S e tg < t < 1, entao
t
[Fyi(t) — Fya(8)]| < / AT (t = s)|| If (s, A™%y1(s)) — f(s, A" %y2(s))llds
to

t
Ca(t =) "L [[A™(s) — A™%a(s)llads

to

t
t Ca(t =)7L [lyr(s) — ya(s)l|ds

oL
< L(1—a) Yt —to)p1 — < 7y —
< Cq ( O[) ( 1 0) Hyl yQHOO > 2(B+5L)Hyl y2”oo

IN



93

que implica que || Fy(t) — Fyz2(t)[| < 5lly1 — y2lloo para y1,y2 € S e tg <t <t1.
Logo, pelo Principo da Contragao, a aplicacao F' possui um tinico ponto fixo y € S que satisfaz
a equagao integral
t

y(t) =Tt —to)A% o + [ AT (t — s)f(s, A" y(s))ds, para ty <t <t. (2.36)

to

Do fato de y ser continua segue que, dado t € [to,t1] e € > 0, existe #; > 0 tal que para todo
ti € [to,t1] com [t —t;| < 61, temos ||y(t) — y(t;)|| < e. Assim, para 0 < # < min{f;,e “} e

|t — t;] < 62 obtemos que

(8 Ay (8) = [t Ayl < L(Jt =t + [[A™y () = A"y (ti)]|a)
= Lt =l + 1Ay () — y(@))

< L(#5 +¢) < 2Le,

de onde segue que a aplicagao t — f(t, A=“y(t)) é continua em [tg, 1] e, consequentemente, limitada

neste intervalo. Seja N > 0 tal que
Il f(t, A7 %y(¢t))|| < N, para todo tg <t < t;. (2.37)

Mostraremos a seguir que a fungao t — f(t, A=%y(t)) é Holder continua em (tg,t;]. Para isso,
inicialmente, vejamos que essa fungao é localmente Holder continua em (to,¢;]. Para 8,h € R tais

que 0 < f<l—ael<h<]1, do Teorema 1.64, temos que

I(T(h) = DAYT(t = s)||

IN

CahP|| AT (t — 5))

IN

ChPCoyp(t — s)~ @A) = Knb(t — 5)~(+A), (2.38)

onde K = CgCpuyg.

Assim, se tg <t <t+ h < tp, entao

ly(t+h) —y@I < [(T(h) = DAT(t —to)xoll + [ [[(T(h) = D)A“T(t —5)f(s, A" y(s))| ds

t

|

to
t+h

+/t AT (t + h — 5)f (s, A*y(s))|| ds

= L +1,+ Is. (239)
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Agora, usando as estimativas (2.37) e (2.38), obtemos que

I

IA

K(t —to) @Rz || = K11

! _ )= (a+B)
I, < KNhﬁ/ (t_s)—(a+ﬁ)d5 SKNth(tl to)
fo 1—(a+5)

t+h hl—a
CaN/ (t+h—s5)"%s < C(XN1
t

= KohP, (2.40)

I3

IN

< K3hP.

—
(tlfto)l_(a“'ﬁ)
1—(a+8)

independente de t € [tg, 1] enquanto K; depende do ponto t. Mais ainda, K; — oo quando t — ¢

onde K| = K(t — to)~@A)||z|, Ky = KN e K3 = C“—g Note que Ky e K3 sao

1—

Por fim, usando (2.39) e as estimativas em (2.40), segue que para todo t, > to existe K > 0 tal

que ||y(t) — y(s)|| < K|t — s|?, t,s € (ty, t1], 0 que implica que y é localmente Holder continua em

(to, t1]. Logo,
(s, A™%Y(s)) = f(t, AT yO)| < L (|t — s+ [[A™%(s) — A"y (t)]lal)
< L([t=s[*+ lly(s) —y(®))
< L(]t—s\‘“JrK]t—s]B)
< Ly (= sl 4]t =),

onde Lj = max{L, KL}. De onde segue que t — f(t, A=%y(t)) é localmente Holder continua em
(to, t1].

Agora, seja y a solugao de (2.36) e considere o problema de valor inicial ndo homogéneo

du(t) _ —a
o T Aut) = F(t AT (), to <t <, (2.41)

u(tp) = xo.

Pelo Teorema 2.33, este problema tem uma tnica solucdo u € C!((to,t1]; X). Mais ainda, a

solucao de (2.41) é dada por

w(t) = T(t — to)z0 + / Tt 8) f(s, A=y (s)) ds. (2.42)

to
Desse modo, para cada t > tg, temos que u(t) pertence a D(A) para todo t € (to, t1] e, portanto,

a u(t) € D(A?), para todo t € (tg,t1]. Assim,

A%u(t) =T(t —to)A%xo + /t AYT(t — s)f(s, A" %y(s)) ds. (2.43)

to

Entao, por (2.36) concluimos que A%u(t) = y(t), para todo t € (o, t1], ou seja, u(t) = A=y(t)
e, por (2.42), u € C((to, t1]; X) é solugdo de (2.29). A unicidade de u segue da unicidade de solugio
de (2.36) e (2.41). |
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Capitulo 3

Existéencia e Unicidade de Solucoes
para Equacoes Diferenciais Abstratas

do tipo Neutro com Retardo

Dependendo do Estado

Neste capitulo estabelecemos alguns resultados inéditos sobre a existéncia e unicidade de solugoes
fracas e estritas para equagoes diferenciais abstratas do tipo neutro com retardo dependendo do

estado da forma

d

ﬁ(u(t) + Gt Uy (tur) = Ault) + F(t, Upytu,)) T €[0,a], (3.1)

ug = ¢ € Bx =C([-p,0];X), (3.2)

onde A : D(A) C X — X é o gerador de um semigrupo analitico de operadores lineares limitados
(T'(t))t>0 no espaco de Banach (X, - ||), w : [-p,0] — X ¢é a histéria do estado no tempo ¢
(ut(0) = u(t + 0), para 60 € [—p,0]) e F (), G(-),0i(-), i = 1,2, s@o funcdes apropriadas.

Equagoes diferenciais com retardo dependendo do estado tém sido estudadas intensamente nas
ultimas décadas. Elas aparecem em diversos problemas aplicados e existe uma extensa lista de
artigos publicados em revistas altamente conceituadas sobre este assunto. No geral, a literatura

relacionada a esse tipo de equagoes estd concentrada em problemas que podem ser descritos na
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forma

u'(t) = Au(t) + F(t,u(t), uo@u,), teI0al, (3.3)

u = @eQCB=C(-p,0;X), (3.4)

onde A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um Cpy-semigrupo de operadores lineares
limitados, (X,|| - [|) ¢ um espago de Banach, F(t,u(t),uq(su,)) é uma expressao envolvendo a
condigao inicial e o estado, uy : [—p,0] — X denota a histéria de u(-) no tempo ¢t € [0,a] e o(-) é
uma func@o definida em [0, a] x B e com valores em [0, al.

Em particular, com relacdo a literatura sobre equacgoes diferenciais ordindrias com valores
em espacos de dimensao finita e com retardo dependendo do estado, a literatura existente é
extensa e bastante completa, veja [2, 7, 16, 17, 19] dentre outros. No entanto, sdo poucos
os trabalhos (relevantes) sobre equagoes diferenciais parciais com retardo dependendo do estado
e sobre equagoes diferenciais abstratas (equagdes onde A é um operador linear nao limitado)
com retardo dependendo do estado. Dentre as dificuldades técnicas que tém limitado o
desenvolvimento dessa parte da teoria estd o fato que, em geral, a fungao u — F(-, u(-), uo(,,u)), onde
F(u(), tug(uy)(t) = F(t,u(t), Ug(y,)), ndo é do tipo Lipschitz em espagos usuais, como o espago
de fungoes continuas C'([—p, b]; X ), o que implica, em muitos casos, que o problema (3.3)-(3.4) néo
é bem posto. No caso de equacgoes diferenciais com retardo depedendo do estado onde A é limitado
e X é de dimensao finita, este problema pode ser contornado estudando o problema em espacos
de fungdes continuamente diferencidveis, veja Walther [46]. Porém, a mesma estratégia se torna
dificil quando estudamos equagoes diferenciais parciais ou o caso em que A ndo é limitado. Essa
dificuldade faz com que a literatura relacionada ao caso em que A é um operador nao limitado seja,
em grande parte, restrita a alguns modelos diferenciais onde F'(-) é uma fungdo muito “particular”.

Sobre equagoes diferenciais abstratas com retardo depedendo do estado e G = 0 em (3.1)-(3.2)
nds citamos [23, 28, 37, 38, 39]. Além disso, destacamos os recentes artigos de Herndndez, Pierri &
Wu [25], Krisztin & Rezounenko [30] e Yunfei, Yuan & Pei [33], os quais apresentam importantes
avancos no que diz respeito ao problema de existéncia e unicidade de solucoes que permitem mostrar
que o problema é bem posto em determinados subespagos.

Embora alguns dos trabalhos iniciais sobre equagoes diferenciais com retardo depedendo do
estado sejam voltados para equagdes diferenciais do tipo neutro (veja os trabalhos pioneiros de

Driver [6, 7]), a literatura sobre este tipo de equagoes é bastante limitada. Para caso de equagdes
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diferenciais ordinérias citamos Hartung [16, 18] e os artigos citados acima por Driver. Para o caso de
equagoes diferenciais parciais citamos o recente trabalho de Barbarossa, Hadeler & Kuttler [4], que,
a0 nosso ver, é o Unico trabalho relevante sobre equagoes diferenciais parciais neutras com retardo
dependendo do estado. Assim, dada a impotancia da teoria de equagoes diferenciais neutras e com
o objetivo de dar continuidade ao estudo desenvolvido em [25], neste capitulo usamos algumas das
ideias de [25] para desenvolver nosso estudo sobre o problema de existéncia e unicidade de solucoes
para problemas do tipo neutro da forma (3.1)-(3.2). Em particuar, em [25] os autores estudam
o problema abstrato u'(t) = Au(t) + F(t, Uy(u,)), o = . Como ja foi observado, este tipo de
problema nao é bem posto no espago usual C([—p,0]; X), pois aplicagdes como u — F'(t, Uy(zy,))

nao sao Lipschitz. No entanto, se as funcées envolvidas sao Lispchitz, estimativas da forma

|| F(tv ua(t,uz)) - F(tvva(t,vt)) ||

< L1+ Wleg,(-palix)lolo, (osxBx®) | @ = v llo-po:x);

(onde Lp é a constante de Lipschitz de F(-)) sdo vélidas. Usando estimativas deste tipo e o
principio de contragao, em [25] sao estabelecidos varios resultados sobre existéncia e unicidade para
o problema (3.1)-(3.2) com G = 0 e é caracterizado um subespago onde este tipo de problema é
bem posto. Os resultados em [25] sdo provados sobre espacos de funcdes Lipschitz e de classe C!,
o que é uma abordagem complexa na teoria de equagoes diferenciais abstratas e no contexto geral
de equacoes diferenciais parciais.

Além das dificuldades da teoria de equagoes diferenciais abstratas com retardo dependendo do
estado, em nossos resultados tivemos que lidar com as dificuldades préprias da teoria de equagoes
diferenciais abstratas do tipo neutro. Para evidenciar algumas dessas dificuldades e a importancia
da teoria geral de equagoes diferenciais abstratas do tipo neutro, finalizamos esta introdugao com
alguns comentarios breves sobre esta teoria.

A teoria de equacées diferenciais neutras ocupa um lugar importante na teoria geral de equagoes
diferenciais com retardo. Mais ainda, uma grande parte dos modelos diferenciais abstratos do tipo

neutro considerados na literatura podem ser representados na forma

d

ﬁ(u(t) + ft,u)) = Au(t) + g(t,ug, (ug)'), t €[0,a], (3.5)

u = @eNCh, (3.6)
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onde A: D(A) C X — X é um operador linear nao limitado (usualmente, gerador infinitesimal de
um semigrupo analitico), (X, || - ||) é um espaco de Banach, B ¢é o espago das histérias, Q@ C B ¢é
aberto, u; : J C (—00,0] = X denota a histéria do estado no tempo ¢, (u;)’ representa a derivada
da funcao t — up e f:[0,a] X Q@ = X, g:[0,a] x Q x B — X sado fungdes apropriadas.

Para a literatura relacionada com problemas que podem ser modelados na forma (3.5)-(3.6)
citamos, por exemplo, os trabalhos pioneiros de Hale [15] e de Herndndez e seus colaboradores
[22, 24, 26]. Além disso, como descrito na introdugao deste trabalho, o sistema (3.5)-(3.6) nao é
apenas um problema abstrato e aparece em muitos problemas aplicados.

Ressaltamos ainda que o estudo de sistemas do tipo neutro da forma (3.5)-(3.6) é recente e
envolve dificuldades técnicas importantes. Por exemplo, se A é o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo (T'(t))>0, é natural estudar o problema via técnicas de ponto fixo e introduzindo um

conceito de solugao fraca apropriado. Para esse tipo de problema a solucao fraca é dada por
t
u(t) = TOWO)+ F0.)] - o)~ [ AT(t=5)f(s,u.)ds
0

+/0 T(t — s)g(s, us, ul)ds. (3.7)

Note que para o estudo da existéncia de solucoes fracas via teoria de ponto fixo é necessério trabalhar
em espagos de fungoes continuamente diferencidveis, o que é um problema dificil no contexto da
teoria de semigrupos lineares. Além disso, segue da teoria de Cpy-semigrupos que, em geral, a
funcao ¢t — AT(t — s) nao estd bem definida. Mais ainda, t — AT (t — s) é integravel em [0, ) na
topologia de operadores se, e somente se, A é um operador limitado. Assim, a presenga do termo
fg AT (t — s)f(s,us)ds na férmula (3.7) cria uma grande dificuldade, a qual estd relacionada com a
integrabilidade da fungao s — AT (t — s)f(s,us) em [0,¢].

Este capitulo estd dividido em trés segoes. Na proxima secao incluimos algumas notagoes,
definicoes e resultados que serao usados ao longo do capitulo. Na Secao 3.2 estudamos a existéncia
e a unicidade de solugoes fracas e estritas para (3.1)-(3.2) e na Segao 3.3 apresentamos alguns

exemplos em que aplicamos alguns dos resultados obtidos na Secao 3.2.

3.1 Preliminares

No que segue desta secao incluimos algumas notacgoes, defini¢oes e resultados que serao usados

ao longo deste capitulo.
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Seja (V.|| - |lv) um espago de Banach. Neste capitulo Bj(z,V) denotard a bola fechada

em V com centro em z € V e raio l. Os espagos C([b,c];V) e Criy([b,c];V) sdo os

usuais, e suas normas serdo denotadas por | - [lo@dg) € | - llop,(bdv)- Notemos que
H . HCLip([baC];V):H . ”0([57(;];\/) +[']Lip([b76];V)7 onde [C]CLip([b,C];V) = Supt,se[b,c},t;és ||C(Sft—_fs(|t)HV. e}

espaco C*([b,c|; V) = {§ t[byc] =V osupy sepp i % < oo}, a € (0,1), munido da norma
I lea@an=Il - leqay, +Hea@advy, onde [Eos@pany) = SUbrsepdrs SH—lZ.  Por
praticidade, o espaco C'([—p, 0]; V) serd denotado por By .

Além das notagoes acima, assumiremos que A : D(A) C X — X é o gerador de um semigrupo
analitico de operadores lineares limitados (T'(t));>0 no espaco de Banach (X, || - ||), com ||T(t)]| <
M, para todo t > 0, 0 € p(A) e (—A)?, B > 0, denota a S-poténcia fraciondria de A como
introduzida no se¢éo 1.6.1. Adicionalmente, assumiremos que Cé,a >0, a,0 € (0,1), 1 € NU{0},
sdo constantes tais que || (—A)TT(t)x [|< ﬂ?’TﬁB | (=A)Pz || para todo t > 0 e z € Xg, isto
6 1| (“AVT(E) oty xS mak2s, para todo ¢ > 0, onde X5 = D((—A)’) munido da norma
lolls = (= A)?z], para todo = € D((—A)7).

Os préximos lemas serao uteis para provar alguns de nossos resultados.

Os lemas a seguir determinam quando uma solugao fraca é uma solugao estrita do Problema de

Cauchy Abstrato
u'(t) = Au(t) + f(t), t >0, u(0) = zo, (3.8)

para o caso onde D(A) nao é necessariamente denso em X.

Lema 3.1. [Lunardi [31], Lema 4.1.6, pag. 126]. Seja f € C(]0,b]; X), z9 € D(A) e u a solugdo

fraca de 3.8. Sdo equivalentes as sequintes afirmacoes:
(a) weC([0,b; D(A));
(a) we CM[0,b]; X);

(a) u € uma solugao estrita de 3.8.

Lema 3.2. Sejam f € C([0,b]; X), 0 < a < 1, e xg € D(A) tais que Azg + f(0) € D(A). Seu é

a solugao fraca de (3.8) entdo u € uma solugdo estrita de (3.8).
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Prova: Utilizando o Lema 3.1, temos que ¢é suficiente mostrar que u € C([0,b]; D(A)). Para isso,

escrevendo u = uq + u9, onde

t
w(t) = /0 T(t - $)[f(s) — f(£))ds,
wl) =T+ [ T(t- ) 50as,

para 0 < t < b, temos que ui(t), ua(t) ), 0<t<b e

{Aul /ATt—S — f(t)]ds,

Aug(t) = AT (t)xo —i—/o AT(t — s)f(t)ds.

Mostraremos agora que Au; é Holder continua e Aug é continua em [0, b]. Para 0 < w <t < b,

Segue que
Auy(t) — Auy(w) = /O ATt~ $)[f(s) — F(B))ds — /OwAT(w—S)[f(s)—f(w)}ds
- [ " AT(— )[F(s) - flw)lds + / " AT( - 8)[f(w) — F(1)]ds
0 0
+ [ AT o)) - reds - /0 AT (w — 5)[f(s) — f(w))ds
- /0 CAIT(t — 5)— T(w — )[f(s) — f(w)]ds

t
+ [T@) =Tt = w)][f (w) = f(2)] +/ AT(t = s)[f(s) = f(t)]ds

= / /t SA2 — f(w)]dbds

+ () - T( — w)[f(w) — £+ / AT(t - 5)[f(s) — F(t)]ds.

o que implica que

[An(0) - am@] < [ [ 1LTO] 156) - fw)ldvds

0 w—s

+ 2M|f(w) - f(t) H+/ [AT(t = s)I| lF(s) = f(t)llds

t—s
Ca ([0,b];X) {Mg/ / - S ad@ds

+ 2M(t —w)® +M1/w(t—s)°‘ lds}

IN

w t—s
< [flea(ou;x) [Mz/o /_ 02T q0ds + [2M+ J\il] (t_,w)a:|
My M,
< [flea(ou:x) [(1) + 2M + } (t —w)®.
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Isso mostra que Auy € C([0,b]; X). Agora, como xg € D(A) e Axg+ f(0) € D(A) temos

Aug(t) = T(#)[Azo + fFO)] + TS (1) = FO)] = f(t), 0<E<D,

o que implica que Aug € C([0,0]; X). [ |

Lema 3.3. Se u € Cr([b, c]; X), entao u € C¥([b,cl; X) e [uca(p,;x) < [Wog,(bd:x)lc — bji—e

- )

para todo 0 < o < 1.

Prova: De fato, como u € Cr;,([b, c]; X), para t,s € [b,c] e 0 < a < 1 temos que

A

‘ (67

lu(t) = u()| < [uleg,@dxlt = st —s

< [uley,, (paixle = b 0 — 5%,

o que permite finalizar a prova. [ |

Lema 3.4. Assuma 0 <y < f<a <1, &e L™(0,0]; Xo), ¢ € L>([0,b]; X,) e sejam v : [0,b] —
X, w: [0,0] - X definidas por v(t) = fot AT (t — s)&(s)ds e w(t) = fg T(t — s)((s)ds. Entao
v e C*F((0,0]; Xp), w e CT17F((0,0];: Xp) e

2
1 1 a.f
Wlea-sqopxs = 1€ eeqomxa) e [Ca,g il (3.9)
c! 3
B , < R e TP 3.10
Wler-soaxs < N leqnix,) 75558+ B—v] (3.10)

Prova: Sejam h > 0 e t € [0, b] tais que t + h € [0,b]. Para v temos que
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[0t + h) —v(t)llx,

t+h t
:‘ /O (—A)VHBT(t + h — 5)E(s)ds — / (=BTt — 5)E(s)ds

0

¢ t+h
T h— ) =T = ses = [ AT+ = sg(s)as

t+h
/ [(—AY AT+ b — 5) = T(t — 5)]é(s)l|ds + / I(=A)PT(t + h - s)E(s) ds

t+h—s t+h cl
(—4) +ﬁ/t AT((s)dr ds + | Sl ds

t+h—s

/ LA T s 1€ o Ol [ 5
t+h—s ha B

< [ e xadrast | € i Ol

- p
t+h—s a—B—Q n hOé—ﬁ
<| € ||L°°([O,b];Xa) c ,/3/ /t drds + Copy— B]

_ ) [(t+h — )2 B — (t — 5)a=P1] , ho s
=] ¢ HLoo([o,b];Xa) C ,5/ pp— ds + Cop— 3

<

02 3 t 51 t 51 L ha—/i
= oo . — P t—s)* ds — t+h—3s)" ds| +C
I € Il oo (j0,6):x ) _1 3 [/0 (t—s) s /0 ( s) 5] 0.5 5

C2s R By to b _ (t4 p)a b Lo B B
1+6-a a—p “Po—p

02”8 ha—8 L ho—B8 ]

= & Il oo (j0,):x)

<€ Lo (0,60:x0) T — JrCa,ﬁﬂ

onde a tltima desigualdade segue do fato funcdo t — t®~% ser crescente em [0,00). Do anterior

obtemos a desigualdade (3.9). Analogamente, para w temos que

t+h t
[w(t +h) —w®t)|x, = H/ (—A)’T(t +h— s)¢(s)ds —/0 (—A)°T(t — s)¢(s)ds

thes t+h
/ | i@ lards + [ AT+ b = 90 s

//”“

1 c!
< € oo (o.b)x4) 1+v-8 [ﬁ WﬂV +Chs

t+h O
Iy, drds+ [ G2 (o)

pit=h,
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o que mostra a desigualdade (3.10) e finaliza a prova. ]

3.2 Existéncia e Unicidade de solugoes fracas e estritas

Nesta segao estudamos a existéncia de solugoes fracas e estritas para o problema (3.1)-(3.2).

Da literatura existente sobre equacoes neutras, adotamos os seguintes conceitos de solucoes.

Definicao 2. Uma fungao u : [—p,b] — X, 0 < b < a, € dita ser uma solugao fraca do problema

(3.1)-(3.2) em [=p,t] se u € C(I=p,b}; X), up = e
t
u(t) = T(t) [90(0) + G(0> Ugy (0,4,0))] - G(t? ucn(t,ut)) - /0 AT(t - S)G(S7 ucn(s,us))ds
t
+/ T(t — 5)F(8,Ugy(s,u,)))ds, VT €I0,B]. (3.11)
0
Definicao 3. Uma func¢do u : [—p,b] — X, 0 < b < a, € chamada uma solugao estrita de (3.1)-(5.2)
em [—p,b] se u € C([0,b]; X1), uo = @, a funcio t — u(t) + G(t, Uy, (1,4,)) pertence a CL([0,0]; X) e
u(+) satisfaz (3.1) em [0,0].

Observagao 3.5. Seja (V.|| - ||v) um espago de Banach e o € C([0,a] x By;R"). A seguir, para

uma funcao u € C([—p,b];V), 0 < b < a, usaremos as notagoes Uy € Ug( para as fungoes

U(ys Ug () * [0,6] — By dadas por u)(t) = us e u(,(.,u(‘))(t) = Ug(tuy)-

)

De [25] incluimos, com adpatagoes, os seguintes lemas , onde (V|| - ||y) é um espaco de Banach.

Lema 3.6. [25, Lema 1] Assuma que u,v € CLip([—p,b; V), 0 < b < a, o € CLip([0,a] x By;RY),
up = vo = 1, para algum ¢ € By prefizado, e o(t,w;) < b para w =u e w = v e para todo t € [0,b].

Entao u(y, ug( € CLip([0,b]; By) e

()
wolew ooy < max{lule,, (o) [Wlew,(—po b (312)
[t (. uc ) (0.5:8v)

< luplew, 0680 [0len, (o5 xBv R (1 + (W) op, (0.6:8v)); (3.13)
| o ugy) = Vol lleqopsy)

< A+ volepy by [lep,qopxsyre) | w=v ooy - (3.14)

Lema 3.7. [25, Lema 3] Suponha que u € C%([—p,bl;V) para algum a € (0,1), 0<b<a

e up = ¥, para algum +p € By. Entio ucy € C([0,0;Byv) e [uglceqops,) <

max{[u]ce (0,5 [Y]ce ((—po)v) }-
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Para provar nossos resultados, introduziremos as seguintes condicoes. No restante deste capitulo

(V)| - |[v) é um espago de Banach continuamente imerso em (X, || - ||).

H, 5, Seja (V.| - |lv) um espago de Banach continuamente imerso em (X, || - ||), 0 € CLip([0,a] x
By;RT) e suponha que ¢ € By. Dizemos que o(-) satisfaz a condi¢ao H, s, se 0(0,¢) =0 e

existe 0 < b* < a tal que 0 < o(t,¢) < t para todo (t,¢) € [0,b*] X Bp=(p, By).

H; Existem espagos de Banach (W1, || - [lw,) = (Z,] - |z) = (Wa, | - lwy) — (X,]| - ||) tais que
T(-) € L([0,a]; LW, Z)) e AT(-) € L'([0,a]; LW, Z)).

Hglz Existem Up, C Bz aberto e uma funcao continua nao decrescente L : [0,a] — R™ tais que

peUp,, GeC([0,a] xUp,; Wi) e

| G(t,91) = G(s,h2) lwy < La(e)([t—s |+ [[¥1 =2 [B,),
para todo t, s € [0,¢], ¥; € Be(p,Bz),i=1,2, e cada 0 < ¢ < a tal que B.(p,Bz) C Ug,.

Hgvé Existe U, C Bz aberto tal que ¢ € Ug, e F' € CrL;ip([0,a] x Ug,; W2), com Lp a constante
de Lipschitz de F' em [0,a] x Up,.

Observagao 3.8. As condigoes Hy e H‘évlz estdo relacionadas com a integrabilidade da funcao
s+ AT(t —5)G(S, Ugy, (s,u,)) € NOssa principal motivagdo, o estudo das equagdes diferenciais parciais
neutras. Observemos que a fungao s — AT(s) é integravel em L£(X) se, e somente se, o operador A

é limitado. Para maiores detalhes, veja [26].

Observagao 3.9. Por questao de simplicidade, no restante deste capitulo assumiremos que o7 =
o2 = o e que Ug, é¢ o mesmo conjunto nas condicoes HPW§ e H‘évlz Os outros casos podem ser

estudados procedendo de forma andloga aos nossos resultados.

Observagao 3.10. Dados (Vi, || - |lvy) e (Va, || - |lv,) dois espagos de Banach tais que Vi — Va,
denotaremos por i, a aplicacao (continua) inclusdo de V; em Vo, isto é, i. : Vi — V4 é definida por

ie(z) = x.
Podemos provar agora nosso primeiro teorema.

Teorema 3.11. Assuma que as condi¢oes Hy, Hg%7H¥V% e H,p5, sdo satisfeitas, ¢ €

CLip([=p,0]; Z), a fungio T(-)(¢(0)+G(0, ¢)) pertence a CLip([0,al; Z), {T(-)F(0,¢), AT(-)G(0,¢)} C
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L=([0,al; 2), llicllcowy,zyLa(0) < 1 elimeso La(o)lole,, (0.dxB,m+) = 0. Entdo existe uma tnica

solugdo fraca u € CrLip([—p,b); Z) de (3.1)-(5.2) em [—p,b] para algum b € (0, al.

Prova: Seja b* o nimero proveniente da condi¢do H, 5,. Sejam 0 < by < b* tal que By, (p,Bz) C

Up, e R > 0 grande o suficiente de forma que

R > [ploy,(-poz) + [TC)(e0) + GO, 0)lc,06):2) T licllcovy,z)La(a)
+ I TCEO,9) oo o,61]:2) + I AT ()G (0, 9) [l oo ((0,61]:2) - (3.15)

Usando que Lg(c)[o]oy,,(j0,qxB,r+) — 0 quando ¢ — 0, T'() € LY[0,¢); LW, Z)) e AT(-) €
LY([0, c]; L(Wh, Z)), podemos selecionar 0 < b < min{by, 1} tal que Rb < by e

[T(-)((0) + G(0, )] e, (0.0 2)
Hlicll cowr,z)La(0) (1 + Rlolc,,, (041 xBr+) (1 + R))
+ | AT(-)G(0,9) |l(o.51:2) + | TC)EF (O, 9) [ (j0,8];2)

+2 | AT() (|21 o.5:cw1,2)) La(0)(L + Rloloy,, (o) xB,r+) (1 + R))

+2 | T(-) HLl([O,b};E(Wg,Z)) Lp(1+ Rlolo,, (opxB,r0) (1 +R)) < R, (3.16)
®(b) = ic | cowy,2) La(®)(X + Rlo]o,,,(0.5)xB,r+))
+ | AT() [l o,0):c0w1,2)) La(0) (X + Rloloy,, (j0.51xB4R+))

+ 1 TC) e opicwa,z)y Lr(L+ Rloloy, (opxBrT) < 1 (3.17)

Seja Y(b, R) o espago
V(b R) = {U € O([=p,b; Z) 1 uo = p,u € CLip([=p,b; Z), [Ulcy,(—piz) < R}

munido com a métrica d(u,v) =| u — v [|¢(o);z) € consideramos T' : Y(b, R) — C([-p,b]; X) a

aplicacao definida por T'u(t) = ¢(t) para t € [—p,0] e
t
Fu(t) = T@)[e(0) + G(0,9)] = Gt uo(t,u)) /0 AT(t — 5)G(8, Ug(su,))ds
t
+/ T(t — 8)F(5,Uq(s,u,))ds for t € [0,b]. (3.18)
0

A seguir, mostramos que I' é uma contracdo em Y(b, R) e assumimos, daqui para frente, u,v €

Y(b, R). Antes porém, verificamos que I' estd bem definida.
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Da desigualdade (3.12) e da definicao de Y(b, R), temos que [u(~)]CLip([—p,b};Bz) < R. Entao,

[ ue =@ 18, < [ug))ep, 088t < [Ue)]owy(0b:8,)b < Bb < by < b7,
para todo t € [0,b], o que implica que 0 < o(t,u;) < t para t € [0,b] e a funcdo t = uy(;,,) estd
bem definida. Mais ainda, como 0 < o(t,u;) < ¢ para t € [0, )], segue que
H uo’(t,ut) - HBZS [u(')]cLiP([O,b];Bz)’U(t7ut)’ S [u(')]CLip([O,b};BZ)t S Rb S b]_,

o que implica que gy y,) € By, (¢, B:) C Up, parat € [0,b] e as fungdes F(-, ua(.,u“)) eG(., ug(,m(')))
estao bem definidas.

Por outro lado, usando que F (-, tg(.u,)) € C([0,0]; W2) e G(-,uq(.uy)) € C([0,b]; W1), para
t € [0,b] temos que

[Tu() |z < [T@)(e(0) +G0,9)) |z + | Gt vuou)) 12

t
4(4 | AT( — ) Lo 2] G5, sy lws ds

t
fAHﬂtSqu@Hﬂ&%mwwmds

1T(#)(0(0) + G(0,9) 1z +llicll cowi,z) | GG tio( ) leosmn

IN

T GGt ugy)) lleqopwnll AT C) Lo seom,2)
T EC o) leqopwall TC) L qomcove,2))
garantindo que || T'u(t) ||z< oo para todo t € [0,b] e T'u(-) € C([—p,b]; Z).
Provamos agora que I' assuma valores em )(b, R). Inicialmente, observe que da desigualdade

(3.13) segue que para t € [0,b] e h tal que |h| >0et+ h € [0,b]

IN

| F'(t+ by tg(trnu,n) — F Us(tu)) s Lp(|h+ 1| Yo (trhugn) — Yo(tu) 1B2)

< Lp(|h] + [to(ucp)) o, (0.8:82)1)

< Lp(1+ R[o]c,,,(05xBzr+) (1 + R))|R],
o que mostra que F(-, Ua(~,u<,>)) € CrLip([0,0]; W) e

[F(7 ua’(-,u(.)))]CLip([O,b};Wg) < LF(l + R[U]CLip([O,b}XBZ;RJF)(l + R)) (319)

Procedendo como acima, provamos que G(-, Uy (. u,)) € CLip([0,0]; W1) e

IN

(G5 to(uey))emmpobwh) La(0)(1+ Rlo]oy,,(0.b)xB,r+) (1 + R)),

A

(G o ue)eny bz < Nlic leon,z) La(0)(1 + Rlolcy,, (opx5,r+) (1 + R)).
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Agora, usando as estimativas anteriores, para t € [0,b] e h > 0 tal que ¢ + h € [0, ], temos

| Tu(t + h) — Tu(t) ||z
< [T<)(90(0) + G(()? SO)):ICLip([O,b};Z)h—"_ H G(t +h, ua(t+h,Ut+h)) - G(ta ua’(t,ut)) ”Z

—i—/oh | AT(t+h —s)G(0,9) ||z ds—i—/oh | T(t+h—s)F(0,¢) |z ds
+/0h I AT(t + h = s) l[cowy,2) |l G(5, Uo(s,u,) — G(0,9) llw, ds

+/0h [T+ h—=s)llcows,z)l F(s;tg(su,)) = F(0,9) [lw, ds

+/0t | AT (t = 5) llcowr,2)ll G(s 4 By Uo(shugyn) — G, Uo(s,u,)) Iy ds

[ 1T 5 el o ittt — Flstot) s ds
[T(-)(¢(0) + G(0, )] oy, ((0.01:2)h

Hlicll cowr,z)La(0) (1 + Rlole,,, (op1xB2r+) (1 + R)h

+ | AT ()G(0,9) || Lo (jo,6;2) P+ | TC)EF (0, 9) (oo ((0,8,2) P

T2 | AT () (L1 o.ps201,2)) La(0)(L + Rlo]cy,,(00)xB2r+) (1 + R))h

+2 | TC) L (o,p);c(wa,2)) L1+ Rloley, (041xB,r+) (1 + R))h,

IN

o que implica de (3.16) que [I'ulc,, (0p;2) < R. Mais ainda, como (I'u)g = ¢ obtemos
[Fu]cup([,no};z) < R, o que implica que [FU]CLip([—p,b];Z) <ReTue€)YbR).

Mostraremos agora que I' é uma contragao. Da desigualdade (3.14) é fécil ver que

H G($7 ua(s,us)) - G(S> va(s,vs)) ”Wl
< LG(b) H Uo(tur) — Vo(t,vr) HBZ
< La®)@+ [voley, w82 0cn, (00x82r+) [ w =0 [lcqop:2)

< LeO)(1+ Rloley,,(o00x82:rH) | v = v llogom;z) -

Analogamente, vemos que

| F (8, g (su0)) = F(8:V0(s00)) Wy < Lr(1+ Rlo]oy,,(obxBx+H) | 4= v llcqop;z) -
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Assim, usando a desigualdade anterior, para ¢ € [0,b] obtemos que

[ Tu(t) —Tu(t) [z
< e lleon,z) La(d)(X + Rloloy,, (opxB2r+) | @ — v logos;2)
+ AT () I o,p);c0m,2)) La(0)(L+ Rlole,,, (os1xB2r+) [ ©— v logop:2)
+ 1 TC) N op:cwa,z)) Lr(L+ Rlo]c,,, (0xB2&r+) | w—v o2

< ©0) [ u=vllogp:z),

o que nos permite concluir que I" é uma contragao em Y (b, R) e entdo, que existe uma tnica soluc¢ao
fraca u € CLiy([—p, b]; Z) do problema (3.1)-(3.2). ]

No préximo resultado usamos uma hipdtese alternativa no lugar da condicao H,p,. Na
seguinte condicao, Wi,Z e Lg(-) sdo os espacos na condicao Hy e a fungdo na condicdo H\évlz,

respectivamente. Adicionalmente, 7, : [0,a] — RT é a fungao dada por

n,(b) = max{[lc,,, (—posz): ([T()(@(0) + GO, )]lcp, o2t | ic |cowi,z) La(b)

+ I TC)EQO,9) [[zoo(o,:2) + | AT()G(0,90) [ Loo(0,6)52)) }- (3.20)

A condicao alternativa que utilizaremos é a seguinte:

H,,, o() satisfaz a condicio H,, se 0 € CLip([0,a] x Bz;RY), 0(0,¢) = 0 e existe b° > 0 tal que

(0] € (0691 % Byo (.82)m ) (1 + 11, (67)) < 1.
Podemos provar agora nosso segundo resultado.

Proposicao 3.12. Suponha que as hipdteses no Teorema 3.11 sao satisfeitas com a condi¢io Ho
no lugar de Hy, g,. Entao existe uma tinica solu¢cdo fraca uw € Crip([—p,bl; Z) do problema (5.1)-

(3.2) em [—p,b] para algum b € (0, a).

Prova: Na prova do Teorema 3.11, a condi¢ao H, g, ¢é utilizada para mostrar que 0 < o(t,u;) < t,
para todo t € [0,b] e u € Y(b, R), o0 que implica que as fungoes Us(-ju(.)) F(, ua(,7u('))), G(-, ua(,,u(')))
e I'u(-) estdo bem definidas. Logo, a seguir, provaremos somente que 0 < o(t,us) < t para todo
t € [0,b], onde b sera especificado mais adiante.

Seja B > n,(b°) tal que [0l (j0.4°)xByo(p.B2)k+) (1 + B) < 1. Usando que T(-) €
LY([0,a]; L(Wa, Z)), AT(-) € L'([0,a]; L(W1,Z)) e La(9)loley,(0.dxB,r+) — 0 quando ¢ — 0,
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podemos selecionar 0 < b < min{b°, 1} tal que as desigualdades (3.16)-(3.17) sdo satisfeitas e
Rb < b°.
Seja Y(b, R) definido como na prova do Teorema 3.11. Para u € Y(b,R) e t € [0, b] temos que

| ut — ¢ |8, < max{[ulc,,,(0.4:2) [PloL, (-p.os2) }t < Bb < b°. Do anterior, vemos ainda que

IA

0 <o(t,u) =| o(t,ur) — o (0,) | [0]cp,, (0.6 x By (0:82)R+H) (E+ | ue — ¢ [B,)

< [U]Cup([ovbﬂXBbO(AO;Bz);Rﬂ(1 + R)t <t,

para todo 0 <t < b. O restante da prova segue da prova do Teorema 3.11. [

Da Proposigao 3.12 temos o seguinte corolario.

Corolario 3.13. Assuma que as condigoes Hy, H‘évlz e Hgvé sao satisfeitas, o(0,p) = 0,
o € Cupl(l0.al x BiRY), T()@(0) + G(0,9) € Crip((0,ai2), ¢ € Cry(l-p,0i2) e as
fungoes T(-)F(0,¢), AT(-)G(0,p) pertencem a L*([0,a];Z). Se || ic llzuw,,z) La(0) < 1 e
limeololo, ., (0,gxBymt) = 0, entdo existe uma tnica solugdo fraca u € Crp([—p,bl;Z) de

(8.1)-(3.2) em [—p,b] para algum 0 < b < a.

Prova: Como [0,a] é compacto e Lg ¢é continua em [0,a] temos que Lg ¢ limitada
em [0,a] e, consequentemente, limcoLc(c)[o]o,,, (0,gxBzr+) = 0.  Mais ainda, como
limeoloeoy,, (j0,gxB,r+) = 0 segue que existe 0 < b < a tal que [U]CLip([O,B]sz;Rﬂ(l +1n,(a)) < 1.
Assim, como Bi(p,Bz) C Bz e n, (b) < n,(a) temos que [J]CLip([O,E]XBg(so;Bz);Rﬂ(1 + 772(5)) < 1.

Agora, a conclusao segue da Proposigao 3.12. Isto completa a prova. [

Combinando o Teorema 3.11 e a Proposicao 3.12, obtemos os préximos resultados.

P .. X X . . .
Corolario 3.14. Assuma que 1 > 31 > B2 > B3 > 0, as condicdes HGB;% , Hg g‘gﬁ sao satisfeitas,
’ 2 ’ 2

{0(0),G(0,9)} C D(AYF2) F(0,9) € Xp,, 0(0,¢) =0 e ¢ € CrLip([—p,0]; Xs,). Se qualquer uma

das sequintes condigdes € verificada,

1. a condigdao Hgvlgxﬁ2 é vdlida, Hic||£(xﬂ1 ,XﬁQ)LG(O) <1 eLG(C)[U]Cup([o,c}xsxﬁz r+) — 0 quando

c—0;
2. a condi¢do HmeB ¢ vdlida e lim,_,o Lg(c) = 0;
2

3. limeo[0] oy (0.0 x Be(oix, ) = 0 € Nl e lleixs, xs,) L6 (0) <1,
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entdo existe uma unica solugdo fraca u € Crip([—p,bl; Xg,) do problema (3.1)-(3.2) em [—p,b] para

algum 0 < b < a.

(o) C} L.
Prova: Como | T(t) HE(XﬁyXﬁQ)g tﬁii’gi e || AT(t) ||L(Xﬁ1,X52)S tlfﬁl%, é facil ver que T(-) €

LM([0, al; £(X3,, X5,)) € AT() € L'([0,al; £(X5,, X5,)). Mais ainda, como

I TOF0,9) Ix, = I (~APTOF0,0) 1< Co Il (~A)*F(0,9) |,
| ATGO,9) Ix,, = || (—AETOG0,6) 1< Co || (—A)*2G(0,9) |,
| T@)((0) + G(0,9)) — T(5)((0) + G(0,¢)) |1x,,
| (CAPT((0) + G(0,9)) — (~A)*T(s)($(0) + G(0,9)) |
— / )AL ((0) + G(0, 9))dr |
< Co [l AY*52((0) + G(0,9)) || ¢ — 5 |

obtemos que {T'(-)F(0,¢), AT(-)G(0,¢)} C L*([0,a]; X3,) e que T(-)(¢(0) + G(0,)) pertence a
CrLip([0,al]; Xp,). O resultado segue agora aplicando o Teorema 3.11 e a Proposicao 3.12. ]

O resultado a seguir esté relacionado a existéncia de solugoes estritas.

Corolario 3.15. Suponhamos que as condigcoes no Teorema 3.11 ou na Proposicio 3.12 sdo
satisfeitas e seja u € CLip([—p, b); Z) a tnica solucdo fraca de (3.1)-(3.2) em [—p,b]. Se Wi = X,
©(0) + G(0,9) € D(A) e Ap(0) + F(0,¢) € D(A), entao u(-) € uma solugao estrita em [—p, b].

Prova: Assuma que Ap(0) + F(0,¢) € D(A). Seja y € C([0,b]; X) a solugao fraca de
v'(t) = Av(t) = AG(t, ug(tu) + F(tugu):  t€[0,0], 0(0) =9(0) +G(0,9).  (3:21)

Do Lema 3.3 e da prova do Teorema 3.11 sabemos que as funcoes F(-,u(,(.vu(‘))) e AG(-,uU(,M')))
pertencem a C*([0,b]); X), o que implica pelo Lema 3.2 que y(-) é uma solugao estrita de (3.21).
Mais ainda, da unicidade de solugao fraca de (3.1)-(3.2) e observando que w(-) = y(-) = G(-, Uy (. 1u())
também é solucao fraca de (3.1)-(3.2), segue que u(-) + G(-,ug(,m(_)))) = y(-). O que nos permite
concluir que u(-) é uma solugao estrita de (3.1). |

Em nosso préximo teorema, para o caso em que o1(t,1) = t para todo ¢ € By, provamos a

existéncia de solugoes fracas utilizando um resultado de ponto fixo para operadores condensantes.

Proposigao 3.16. Assuma que 1 > 1 > By > f3 > 0, y1,72 € (0,1), existe Ux,, C Bxy,

aberto tal que F' € C([0,a] x Ux, ;Xg,), as condigoes HGX e Ha,BxB sao satisfeitas e
2
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|| ic ||L(X51 Xp,) L (0) < 1. Suponha também que (T (t))i>0 € compacto, ¢ € UXBQHCW([—p, 0]; X35,)
e que T(-)(p(0) + G(0,¢)) € C2([0,b]; Xp,). Entdo existe uma solugao fraca u € C*([—p,b]; X3,),

com o = min{v1,v2,1 + B3 — B2, P2 — B1}, do problema

d
7 Wt + Gt w)) = Au(t) + F(t o), t€[0,a], o=y (3:22)
Prova: Sejam 0 < r; < 0" e R > 0 tais que By (¢, Bx,,) C Uxy, | Ft.¥) [x,,< R,
| G(t9) llx,, < R para todo (t,9) € [0,71] x By, (¢,Bx,,) € La(rn) | ic le(xs, x)< 1 Seia

L(R,a) > 0 grande o suficiente tal que

(1= La(r) e llexs, x5, LR, @)
> [T()((0) + G(0,9)] e (0,0):x5,)0™ " + [Plom (-pojxs,)a" "

R C%. 5
4+ Cl NG e ¢ B aﬁl*b’z*a
51 —62[ bz T 51+52]

R o Cﬁs B2 qltBs—Ba—c . 1—
PR : + Lg(r i a "¢,
1 + 53 _ 52[ 53752 62 _ 63] G( 1) ” c ”,C(Xﬁl,X52)

Escolhemos agora 0 < b < min{ry,a} tal que La(0)(|| ic |lz(xs, xs,) —i—Cﬂl 5 12511 52) <le

L(R,a)b* < rq e definimos o espago S(b, L(R,a))) por
S(b7L(R7 OL))) = {u € C([_pa b]a Xﬁz) tuUg = p, [U]C"‘([—p,b];Xﬁ2) < L(Ra Oé) }a

munido com a métrica d(u,v) =| v — v ||C([0,b};Xﬁ2)a e consideramos I' : S(b,L(R,a)) —

C([—p,b); Xp,) definida por T = 322 T, onde (T'yu)o = @, (Tau)o = 0, (T3u)g =0 e
t
Nu(t) = T(t)e(0) +/ T(t — 8)F(8, Ug(s,u,))dS,

Dou(t) = / AT (t — s)G(s,us)ds,

Lau(t) = 0,¢) = G(t,w),

para t € [0, b].
A seguir provamos que I's +I'3 é uma contracao, I'; é completamentemente continua e I'" é uma
aplicac@o condensante de S(b, L(R, «))) em S(b, L(R, «))). No restante desta prova, assumimos que

u € S(b, L(R,))).
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Passo 1.  Mostramos inicialmente que  ugtu,) € Br(viBxg,,), w € Bp(p;Bx,,),
| F(ttogumy) s, < R e[| Gt ) llx,, < R, para todo t € [0,5).
< L(R, ).

Seja t € [0,b]. Do Lema 3.7, ¢ facil ver que u() € C%([0,b]; Bx,,) e [U(,)]CQ([O,Z)};BXB )
2

Usando este fato e observando que o(t,u) <t <be || u —¢p ||3Xﬂ2 < [ug] b* <1 < b*,

o ((0.0)Bx 5,)

Vemos que
oty = ¢ IBx,, < [uelowopisy, ) [ ot ue) |*< LR, )b < 1. (3.23)

Logo, Ue (t,ut) € BT1(90; BX52) e u € BT1(()0;BX@2) o que implica que ” F(tv ua(t,u;)) HX/B3§ R e
| G(t,ur) ||x,, < R, para todo t € [0,b].

Passo 2. Provaremos neste passo que a aplicagdo I' tem valores em S(b, L(R, @))).
Do Lema 3.4, da defini¢ao de I'u e do Passo 1, vemos que

3

Tulceopixs,) < O Litdon(os)xa,)
=1

< [TO)0) + G0, 9l (0b:x5,)07

1 C3, 5 .
+ || G(,U())) ”L‘x’([O,b];Xﬁl) m[célyﬁQ + ﬁi_i&]aﬂl p2—a

1 0 Cé B 14+B83—Ba—a
FIEC o) lemosixs,) 775, =5, Chun + 5, = ;10 >

FL () |l e [l2(xs, x5) (@™ + [U]ca—ppixs,))

< (1= La(r) e lexs, xs,)) LR @) + La(b) || ic [l2(x,,,x5,) LR, @),

o que implica que [FU]CQ([O,b];XBQ) < L(R,«). Isto mostra que [Fu]oa([_p,b];XBQ) < L(R,«), pois

[Ploe((=poixs,) < [Plom (—pojxs,)a ™" < L(R, o).

Passo 3. Provaremos agora que a aplicacao I'y é completamente continua.

Inicialmente, observamos que T'(-) € C((0, a]; L(Xy,, X,)) € que T'(t) : X,,, — X, é compacto
para todo 1 > 1,10 > 0.

Do Passo 2 temos que I'iv € C*([—p, b]; X3,), para toda v € S(b, L(R, «v)). Assim, para t,s €
[—p, b] tal que |t — s| < ¢ temos que || T1v(t) — T1v(s) ||[< L(R, a)d* para toda v € S(b, L(R, «)),
o que implica que o conjunto I'1(S(b, L(R,«))) = {T1v : v € S(b,L(R,«))} é equicontinuo. A
seguir, mostramos que I'1(S(b, L(R, o)) (t) = {T'1v(t) : v € S(b, L(R,))} é relativamente compacto

em Xpg,, para todo t € [0, b].
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O caso t =0 ¢é trivial. Para t € (0,b] e 0 < ¢ < t, vemos que

Tu(t) = T@#)p(0)+T(e) /0 - T(t—e—s)F(s, ug(&us))ds

t
+/ T(t - S)F(Svua(s,us))dsv
t—e

onde
t—e t—e
/ T(t— ¢ — )F(s,upeu)ds| < / | Tt — & — $)F (5, tn(ounn) lIxs, ds
0 XBQ 0
t—e
- / | (CAYT( —  — 8)F (s, upgsmy) || ds
0
t—e o
83,82 B
< | e A Pt | ds
0 t—e 1
< Rcﬂs,ﬁb/o (t_€_3)52—63d8
t_g)l_ﬁ2+65
~ Rrey ,UmE TR :
B3,82 1— B3+ B3 Tl(g)
e
t t
\ / T(t — $)F(s,upgeu)ds| < / IT(t = )P (5, ooy x5, 5
t—e Xﬁ2 t—e

t
= [ NPT = 9Pl

' Chy 5
< 3,02 d
- /t (t —e—s)B2—Ps Fds

—&

0
— RCBS:ﬁQ gl—ﬁg—‘rﬂg

1— B2+ B3

= ’1“2(6).

Logo, observado que K. = T(¢)B, (¢)(0,Xp,) é compacto, o didmetro de B,,.)(0,Xps,) (na
norma de Xp, ) converge para zero, quando ¢ — 0, e I'i(S(b,L(R,a))(t) = {T1v(t) : v €
S, L(R, )} C {T(t)p(0)} + Ke + Byy)(0, Xp, ), segue que I'1(S(b, L(R,))(t) é totalmente
limitado e, consequentemente, relativamente compacto em Xg,. Do anterior e do Teorema de

Arzeld-Ascoli, segue que I'y é completamente continua.

Passo 4. Finalmente provaremos que a aplicagao I's 4+ I's é uma contracao.
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Parat € [0,b0] e u,v € S(b, L(R, o)) segue que
[ (T2 +Ta)u(t) — (T2 4+ T3)v(t) [x,,
< e ey, ol Gl ) — Gt w0) Ix,

+/t I (A=A — 5)(~A)" Gt ue) — Gt ) | ds
0

< e llexs, . xp,) La(®) | w =2 llogopxs,)
t
[ AT L) | u= v oo, 0
pPL—P2
<

La () (| ie ||1:(X31,X@2) +Cél,52m) | u—wv ||C([0,b];Xﬁ2),

0 que prova a afirmacao.
Dos passos anteriores e do Teorema do ponto fixo de Sadovskii (Teorema 3.23, Apéndice),

concluimos que existe uma solucao fraca u € C*([—p, b]; X3,) de (3.22). Isto completa a prova. =

Para ilustrar nossos préximos resultados, considere 0 < 8y < 81 <1, 0 € Crp([0,a] x B Xay' RT),
a;,ri € R, i =1,..,n, e a funcdo G : [0,a] x By, — X dada por G(t,¢) = 3| ;p(—r;) tal
que 0 < 0(0,¢) <71 <p,i=1,..n. Da definicao de G(-), ndo podemos garantir que G(-) assume
valores em Xg,, isto é, ndo conseguimos garantir que G(-) satisfaz a condicao H)éﬁ )1(62, que é a
condigao que garante a integrabilidade da fungao s +— AT(t — 5)G(s, Ug(s4,)) em [0,t]. Entretanto,
se ¢ € CrLip([—p,0]; Xp,), u,v € C([—p,b]; X) s@o tais que ug = v9 = ¢ e b é pequeno o suficiente

tal que o(t,uy) < r; para todo i € {1,...,n} et € [0,b], para 0 < s < t < b, temos que
n
(A BT(t = 5)G (5, Up(suy) = D, i —A)TRTT (= 5)(=A) (0 (s, us) — 1),
i=1
e assim,

H G(Saua(s,us)) - G(Sv Ua(s,vs)) ||Xﬁ1

IN

n
max | a | >l e(o(s,us) = i) — (o(s,vs) = 4) llx,,
i=1

IN

Jmax | ai | ey, (-p0xs,) 00w, 0axx, w0 | u = loqomxs,):

=1,...,

o que ¢ suficiente para estudar a existéncia local de solucao fraca.

Para desenvolver a ideia anterior de uma forma abrangente, introduzimos a seguinte condi¢ao
geral. Nesta condicao, P(-) = G(-) ou P(-) = F(-), W1, Wa e Z sao os espagos na condicao Hy e
W é um dos espagos W1 ou Ws.
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HIZ,’ZV A funcao P € C([0,a] x Uz p, W), Uz p C Bz é aberto, ¢ € Uz p e existem 0 < bp < a, uma
funcao Kp € C([0,bp] x [0,bp]; W) e Lp, > 0 tais que P(t,us) = Kp(t,¢,s) e

| Kp(t,p,8) — Kp(t', o, 8") [lw< Lpg([ t =t | +]s—5"]),
para todo 0 < s,s',t,t' < bp e todo u € C([—p,bp|; Z) tal que ug = .

Na prova do nosso proximo resultado, (R(t)):>0 é a familia de operadores lineares em Bz dada
por R(t)y(6) = (t +0), parat+ 0 < 0, e R(t)y(6) = ¢(0), para t +6 > 0.

Proposicao 3.17. Suponha que as condi¢coes Hy, H, p,, Hé"gl e H%’sz sao satisfeitas, ¢ €

C([=p,0]; 2), T(-)(¢(0) = G(0,9)) € C([0,a]; Z) e Lap || ic llcowy,z) [0)op,(o.dxBzr+) < 1 para
algum 0 < ¢ < a. Entao existe uma unica solugdo fraca u € C([—p,b]; Z) do problema (3.1)-(3.2)

em [—p, b] para algum 0 <b < a.

Prova: Sejam Uy = Uz NUzp, 0 < by < min{bp,bg, ¢, b*,a} tal que 0 < o(s,9) < s para todo

(s,%) € [0,b1] x By, (p,Bz), By, (¢,Bz) C Uz, e © = Lay || ic [lcw,,2) (0o, (0.0]xBzm+) < 1.

Selecionamos agora 0 < b < by tal que

1 T()((¢(0) + G(0,9)) — (¢(0) + G(0,9)) llcop;2)
+ | RC)e — ¢ lloqops,) + | ic lew,z) Law(l + [0ley, (0.5)xB2:k+))b

+ | AT () v op)se0mi,2)) (Lawla+3alole,, (obxB,r)+ | G(O,0) [lwy)

b
+ 1 TC) N opcwe,z)) (Lrela+3alolo,, (opxB,m+e)+ || F(0,9) [lw,) < (1— 6)—

8 )
Q=0+ || AT() 21 (op:cw1,2)) LGwl0)op,, (0.b1xB2r+)
+ 1 TC) Nzroplicowe,2)) [0, (00xB2r+) < 1. (3.24)
Seja () = {u € Cl-p.b: 2)  ug = .| u— 0(0) oz < % J. com a mtrica d(u,v) =] u —
v leqopz) € T s D(b) = C([—p,b]; X) definida como na prova do Teorema 3.11. No restante desta

demonstragao mostramos que I' é uma contracao em 2)(b).

Inicialmente, observe que para u € 9(b) e t € [0,b],

|w—=vlB, < lu—ROels, + | RO —¢lB,
< Szt[lol?b | u(s) —©(0) |z + || R(t)¢ — ¢ |8,
< lul) = ¢(0) leqosz) + | RC)e — ¢ lleoiz)
< Bl ey, (3.25)

2 8
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o que implica que u; € By, (¢,B.) C Uz e entdao o(t,u;) < ¢t < b, para todo a < t < b. Do

anterior vemos que a fungao t = Uy(;,,) estd bem definida e uq(;4,) € By, (0, Bz) C Uz, para todo

0 <t < b Logo, G(t7ua(t,ut)) = KG(t7 9070(t7ut)))7 F(t>ua(t,ut)) = KF(ta @va(t7ut)))a a funcao
s— AT (t — s)G(s,uU(S’uS)) = AT (t — 5)Kq(s,p,0(s,us)) pertence a L'([0,t]; Z) e

Fu(t) = T(t) [()0(0) + G(07 90)] - KG(ta ®, U(tv ut)) - /0 AT<t - S)K(;(S, 2 U<87 us))ds

—|—/ T(t —s)Kp(s,p,0(s,us)))ds, parat € [0,b].
0

(3.26)

Procedendo como na prova do Teorema 3.11, podemos provar que ['u é uma funcao de valores

em Z. A seguir, mostramos que I' é uma fungdo que assume valores em 9)(b).

ueYb) et el0,b], segue que

H F(t’ua(t,ut)) - F(07 90) ”W2 = H KF(t,(p,O'(t,ut)) - KF(O’Q)OvO'(O’QO)) ||W2

IN

Lpe(b+[olcy,,(00xB,r+) 0+ || ue — ¢ [|B,))

IN

2

Lrg(a+3alolc,, (0.6)xBsr))s

IA

I Gt vo(tuy) = GO,9) [lwn = | Kt @, 0(t ur)) = Ka(0,4,0(0,9)) [lwy

H G(ta uo(t,ut)) -

IN A

IN

IN

Lgp(a+ 3a[U]CLip([0,b]><BZ;R+)>a

G0,9) 2

” le ”E(W1,Z)H KG(tvﬁpvo'(tut)) - KG(O,(p,U(O, 90)) HW1

, b b
e llenz) La(b+ [0loy, (oxszmn (0 + 5 + (1= ©)5)

| ic lcown,z) Lae(L+ [0ley, (05)xB2k+))D

) by
i lleon,2) Lalolow, o bxs,mh 5

. b
+ [l ie llew.z) Leeloley, (osxnzmn)(1 = ©)
b1 b1 b1
1-0)— — 1-0)—.
(1-0)5 +65 +6(1-6)¢

b b
Lrg(b+ [0)cy, (osxB,0 (0 + 5 + (1 0) )

De (3.25), para



117

Utilizando as desigualdades anteriores, temos que

I Tu(t) = (0) ||z

<

IN

<

zl[t)pb] 1 T(s)((¢(0) + G(0,9)) = (¢(0) + G(0,9)) |z + | G(t, uo(tu) — G0, ) ||z

+ I ATC) oo, znll GO, 0) [lwy + 1 TC) 1 o,p);cma,z) | F1(0,9) [lw,

+ VAT ) (22 (o,81:0m1,2)) Sl[lpb} | G(8,Uuo(suy)) — G(0,0) [lwy
s€0

1 TC) Neroplcows,z)) sup || F(s,tg(su,)) — F(0,9) lw,

s€[0,b]
u_@2+@h+eu—@%

+ 1 TC)((p(0) + G(0, ) — (¢(0) + G(0,0)) llc(o:2)

+ 1 ATC) |l o,p);c0m,2)) (Lag(a+3alole,, (o00x8,z)+ | GO, 9) [lwy)

+ [ 7() HLl (0.81:(Wa,2)) (LRg(a+3alole,, (opxBzr+)+ | F(0,0) [lw,)

21— o) +9“+@u—@%,

o que implica que || Tu(t) — ¢(0) | z< % e entdo, que I' é uma funcio de valores em 9)(b).

Por outro lado, para ¢ € [0,b] é facil ver que

|| Tu(t)

<

IN

—To(t) |z
H KG(tv 2 U(ta ut)) - KG(tv 2 U(ta Ut)) HZ

t
4 /0 | ATt — 5) oo | Ko (s 0.0(s,us)) — Ka(s, 0, 0(s,02)) [lwn ds

t
+ [T =) el Ko (s,00) = K (s, o(s,02) I ds
O [l u—vllequpz) + I ATC) I qoss;con.2)) Lawlolop,qonxsz+) | w = lloqop.2)
+ 1 TC) Nzr(oplicowe,z)) LEelolon, o082+ | w =2 lloqow;2)

P | u—wleqop;z)

o que implica que I' é uma contragao e que existe uma unica solugao fraca de (3.1)-(3.2) em [—p, b].

A demonstracao da Proposicao 3.18 abaixo, segue combinando as ideias das provas de nossos

resultados precedentes. Por isso, faremos apenas o caso em que tomamos as hipdteses em (b).

Z,W1

Proposicao 3.18. Suponha que as condicoes Hy, H, 5, HG’w sao satisfeitas e que existe

0 <c<atalque Lo | ic llewn,z) [0 cm(0.0xBzme) <1
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(a) Se F(-), (), T()(¢(0) + G(0,¢)) e (T(t))i>0 satisfazem as condi¢ées na Proposi¢ao 3.16 e
a =min{yi,v2,1 + B3 — P2, B2 — B1}, entao existe uma solu¢do fraca uw € C*([—p,b]; X3,) do
problema (3.1)-(3.2) em [—p,b], para algum b € (0, a].

(b) Se F(-), ¢(-), T(-)(¢(0) + G(0,9)), T(-)F(0,p) e AT(-)G(0,¢) satisfazem as condi¢ées no
Teorema 3.11, entdo existe uma unica solucdo fraca u € Crip([—p,bl; Xp,) de (3.1)-(5.2) em

[—p,b], para algum b € (0,al.

Prova: A prova de (b) é similar a prova do Teorema 3.11. As diferengas estao relacionadas a escolha
de R e as estimativas de [G(-,ug(47u<.>))]CLip([o,b];Wl) el G(-,ua(.,u(_))) — G(-,va(wv(‘))) |z

Sejam 0 < by < min{b*,bg} e R > 0 tais que By, (¢, Bz) C Ug, NUp, g €

(1= Lap |l ic llcon,z) [)eg, (0.dxBzr) B> [Ple, (—posz) T [T()(@(0) + G0, 0))]cy,, (0,6:1:2)
+Lco | ic | cowy,z) + 1 TGO, 90) || nee(jo,13:2)

+ I AT (G0, ¢) | o= (0,61):2) -

Selecione agora 0 < b < min{by,c, 1} tal que Rb < by e

[T()(¢(0) + G(0, )y (08:2) + el cowy, 2 Lae(L + [0lop, (0.5 xB2m+) (1 + R))
+ | AT()G(0,9) llLoo(op);z) + | TC)E(0,0) |l Lo ((0,5:2)

+2 || AT () 1 (jop1:cw1,2)) Lee (L + [0lop,,(opxB2m+) (1 + R))

+2 (| TC) L (op)cows,zy) Lr(L+ Rloley, (opxBr+) (L + R) < H3.27)
D(b) =l ic lcwy,2) Lawlolow, (0,b1xB2r))
+ 1 ATC) I o,),c0m,2)) Lae(X+ [0ler, (0.5)xBzr+) (1 + R))
+ 1 TC) 21 opscwa,zy) Le(L+ Rloloy,,(obxB,r) < 1(3.28)

Sejam (Y(b,R),d) e I' definidas como na prova do Teorema 3.11. Assim, como visto
anteriormente, para u € )(b, R) temos que I'u é uma funcdo bem definida, assumindo valores

em Z e, além disso, obtemos que

IN

[F (5 o (uey) )i (0.61W2) Lr(1+ Rlo]c,,,(oyxB,r+) (1 + R)),

A

| F (8, U (s,u0)) — F(8:V0(s0)) Wy < Lr(1+ Rlo]oy,, (05xB2r) [t = vllcom2)-
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Mais ainda, da condicao Hé’}gl é facil ver que G(-, ug(wu(‘))) € CLip([0,b]; W1) e

(G o ue)ey 0wy < Lae+ ooy, (onxszr) (1 + R)),
(GG touo) o obiz) < e leown,z) Lae(L+ [0y, (0 xB2r+) (1 + R)),
<

I GCs o) = Gl Vo) I L loloy, (o5xB2z+) 1w = vlloqon:2):

I G o) = GCvoiw) |z S lliclleon, 2y Lawlo)op, (05 xB2 ') v = vlicop;:2)-

Utilizando as estimativas acima e procedendo como na prova do Teorema 3.11, encontramos que

Tule,,qomsz) < [TE)(@0) + G0, 0)le,(04:2)
Hlicll cowr,z)Lae (1 + [0loy, (041 xB2r+) (1 + R))
+ | AT ()G(0,9) [|Loo(jo,6)52) + | T()E(0,90) [ Loo((0,6);2)
+2 || AT() 22 (o g:cown,2)) Law (L + [0loy, (opxB,me) (1 + R))

2 [ TC) lLrop)cwa,zy) Lr(L+ R0y, (0p1xB,r+) (1 + R)),

e
[ Tu—=Tv leqopiz)y < e lleown,z) Laplolop, qosxB,mHll = vllego;z)
+ 1 ATC) I o,p);c0m,2)) Lawlolog, (opxB2m+) v —vlleop;2)
+ | TC) 21 opcwa,zyy Le(L+ Rloloy,, (obx52x) e = vllcqop2)
< @) |lu—vlleqop;2);
o que implica que I' é uma contragao em )(b, R) e completa a prova do item (b). |

3.3 Exemplos

Nos exemplos a seguir, X = C([0,7];R), A : D(A) € X — X é o operador Az = 2" com
dominio D(A) = {z € X : 2" € X, x(0) = z(7) = 0}. De Sinestrari [43] sabemos que A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo analitico (7'(¢));>0 de operadores lineares limitados em X. Observe
que (T'(t))e>0 nao é um Cp- semigrupo uma vez que D(A) ndo é denso em X.

Adotamos também todas as notagoes introduzidas nas secoes precedentes, em particular, sendo
Wi, i = 1,2, e Z sao os espacgos na condicao Hy, com Wy = Xg,, Wy = Xp,, Z = Xpg, onde

1>p1>p52>pP3>0.
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Nossos exemplos sao motivados pelos modelos introduzidos e estudados em [1, 10, 12, 16, 18].
Inicialmente, estudamos existéncia de solugoes para o problema
n n
Lt a)+ 3 oqulult,u(®) — i 2) = Au(t,) + 3 Bulu(t, u(t) — rix), t € [0,a], (3.29)
=1 =1

uo(x) = (- 2), (3.30)

onde ¢ € Crip([-p,0],X3,), 0 <7r; <p,i=1,...,n, p:[0,7] x X = R é uma funcdo Lipschitz,
1(0,(0)) = 0 e existe 0 < b* < a tal que 0 < u(t,x) < t, para todo (t,z) € [0,b*] x Bp+((0), Z).
Para estudar este problema usamos a Proposicao 3.17. Para isso, definimos as funcoes F, G :
[0,a] x Bx,, — X eo:[0,a] x Bx, — Rpor G(t,¢) = Yo aih(=ry), F(tv) =0 Biv(—rs) e
o(s,¥) = u(s,¥(0)). Com estas defini¢oes, é facil ver que o problema (3.29)-(3.30) pode ser descrito
na forma abstrata (3.1)-(3.2).
Seja ¢ = minj—1__,ri e Kg(-,,-) : [0,¢] x [0,¢] = X dadas por Kq(t,¢,s) = i aip(s —ry).

Para u € C([—p,c]; X) tal que up = p e t, s,t', s’ € [0, |, vemos que

t us Zaz — ZOQSO KG( )7

| Ka(t ¢, s) — Ka(t'p, s) [lw,=|| Zaz s —1;) — (s’ = 1i) [,

< Z ‘ Qg ‘ Csz p,O],W1)‘S - 8/|7

52 7X51

o que implica que a condigao Hg é satisfeita. Mais ainda, o mesmo argumento prova que

X
F(-) verifica a condigao H 2’ 73 Da Proposigao 3.17, temos o seguinte resultado.

Proposigao 3.19. Se 371", | ai | [leg,,(—p0y,xs)l ic l2(xs, x5, [Blop, (0.gxxrt) < 1, entdo
existe uma unica solucdo fraca w € C([—p, bl; Xg,) do problema (3.29)-(53.30) em [—p, b], para algum

0 < b < min{c,a}.

Agora, estudamos a existéncia de solucoes para o problema neutro

©(ult,2) + 3 asu(u(t,u(®) - ri,2)
=1

—I

= Au(t,z) + g B(O)u(pu(t,u(t)) +6,x)do, (3.31)

uw@,z) = ¢0,z), 0¢cl-p,0], (3.32)
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para (t,z) € [0,a] x [0,7], onde 0 < 1 <la <pep(-), p(-), r, i =1,...n, sdo como no primeiro
exemplo e 3 € L([-p,a] : R).

Sejam G() e o(-) definidas como no primeiro exemplo e I : [0,a] x Bx, — X dada por
F(t,y) = fgpﬁ(@)w(G)dH. Do primeiro exemplo sabemos que G(-) satisfaz a condicao Hg Bz’xﬁl
Adicionalmente, se u(s,1) < s para s € [0,a], para 0 < b <l; e u € C([—p, b]; X) tal que up = ¢,
temos que

_ll —l1

F(t, to(tu,)) = BO)up(t, ult)) + 0)do = B(0)e(u(t, u(t)) + 0)do. (3.33)

—ly —lo

Definindo a funcao Kp(-, ¢, ") por Kp(t,p,s) = f:ll; B(0)p(s+6)db, para 0 <t,s,s',t' <l temos

que

H KF(t,QD,S) - KF(t/7<p7 Sl) HXﬂg S / B Csz [ p,O] XB ‘ Sl -8 ‘ d9
< H B HLl [—p,a]:R) [ ]CLip([—p,o};Xﬁg) | s’ —s ‘,

/32 7X53

o que prova que F'(-) satisfaz a condigao H Da Proposicao 3.17 temos que o seguinte

resultado.

Proposigao 3.20. Se 371", | o | [ley,, ((—p.01,xs) || e [l2(xs, X0, [Blops, (0.0x x5, +) < 1, entdo

existe uma unica solugcio fraca u € C([—p,b]; X) de (3.81)-(3.32) em [—p,b], para algum b <

Considerando os exemplos acima, a seguir discutimos brevemente a existéncia de solugoes para

o problema da forma

I

%(U(t, z) + BO)u(p(t, u(t) + 0. )ds + Y agulu(t, ult)) = ri, )

—l2 i=1
= Au(t,x) + F(t, ugy(t,u,)) (1), (3.34)
w@,z) = ¢0,z), 6¢c][—p,0], (3.35)

para (t,x) € [0,a] x [0,7], onde ¢(-), u(-), ri, I sdo como nos exemplos anteriores e F'(-) é uma
funcao genérica em By.
Procedendo como anteriormente, mas utilizando agora a Proposicao 3.18 no lugar da Proposicao

3.17, obtemos o seguinte resultado.
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Proposicao 3.21. Suponhamos que as condi¢des gerais utilizadas nos exemplos anteriores sao
verificadas e || ic ||2(x,,,2) [Plepp(—p.01,Xs,) M crg (0dx X, m+ O0icy | @6 | + I B o1 (-pamr) < 1.
Se F(-), ¢(+) eT(-)(¢(0)+G(0,¢)) verificam as condigoes do Teorema 3.11, entao existe uma inica
solugao fraca u € Cri,([—p,bl; Xp,) de (3.1)-(3.2) em [—p,b], para algum 0 < b < a.

Em nosso proximo exemplo, (X, || - [|) = (C(R";R); [| - [[c@nr)), onde || € [lo@nr)= supsepn |
&(x) |. Adicionalmente, por simplicidade, A : D(A) C X — X é o operador Laplaciano com dominio
D(A)={uce ﬂp>1VVlO’cp(R”) u, Au € X}. De [Lunardi [31], Capitulo 3, pag. 100] sabemos que A

é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico (7'(t))¢>0 em X.

Finalizamos esta secao estudando o problema neutro

etz +at) | Lz = y)ulu(t,u(t), y)dy)
o
~ Au(t,) / BOYu(u(t, ult)) + 0, 2)do, (3.36)
u(,x) = ¢(6,x), € [-p,0], (3.37)

para (t,z) € [0,a] x R", onde assumiremos que ¢ € C([—p,0];X), o € Cri([0,a];R),
B € LY([-p,0;R) e u() € CLip([0,a] x X;R).

Aqui adotamos todas as notagoes introduzidas nas se¢bes precedentes, sendo W;, i = 1,2, ¢ Z
os espagos na condicao Hj.

A seguir, usamos o Teorema 3.11 e, para simplificar, assumimos que £ € C?(R" : R)nW?2(R" :
R). Seja a(-) definida como antes e F, G : [0,a] x Bz — X dadas por F(t,¢)(z) = ffpﬁ(&)d}(@,m)dﬁ
e G(t,¥)(x) = a(t) [z Lz — y)¥(0,y)dy.

Das hipdtese sobre £(~), é facil ver que G(-) é uma funcdo continua com valores em X; e
AG(t, ) (x) = aft) fR" AL(x —y)¥(0,y)dy. Mais ainda, para § > 0,9 € Bs(p;Bx) e 0<s<t<a

temos que

| G(t,9) = G(5,0) [Ix, < [deg,qoar) | AL [zr@nr) (64 | @ llo-posx) |t =5 |
+ @ lleqogmll AL L @emyll ¥ — @ llo(—pox)

< Q) t—sl+1v—=9lcq-poxs,)) (3.38)

onde ®(t) =| a oy, (ol AL llpn ) maxto+ | ¢ log_popx: | (—4)=% [[}. Do Teorema
3.11, com Wy = X1, Z = X3, e Wa = X, temos o seguinte resultado.
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Proposicao 3.22. Suponha que T(-)(¢(0) + G(0,¢)) € Crip([0,al; Xp,), as fungoes T'(-)F(0,¢) e
AT (-)G(0,¢) pertencem a L*([0,a]; X3,),

| c ”L(Xl,Xﬁ2)|| o e, (0.dm) | AL |21 @e k) max{]| ¢ [lo(—po;x); | (A} < 1,

para algum 0 < ¢ < a e limg 0 || @ [cy,, (0,51R) [U]Cup([O,S]XBxﬁ r+) = 0. Entdo existe uma tinica
2

solugdo fraca v € Crip([—p,b); Xp,) de (3.36)-(3.37) em [—p,b], para algum 0 < b < a.  Mais

ainda, se p(0) € D(A) e Ap(0) + F(0,¢) € D(A), entao u(-) € uma solugdo estrita.

Prova: Seja § > 0 tal que

e llecxn xa)ll @ ey qo.amll AL @ gy max{+ || ¢ lle-popx)s | (A7 [} < 1.

Das discussoes anteriores, temos que G(-) satisfaz a condigao Hélz com UBXB2 = Bs(p; Bx,,) e
Lq(-) dada por Lg(s) = ®(s) para s > 0 e Lg(0) = limgo ®(s). Mais ainda, como || i, ||L(X1,Xﬁ2)
L(0) < 1 e limgsyg LG(S)[U]CL@([O,S}XBXBQ .r+) = 0, do Teorema 3.11 concluimos que existe uma
tnica solugao fraca v € Cr([—p,b]; X3,) de (3.36)-(3.37) em [—p,b] para algum 0 < b < a. A

ultima afirmacao segue do Corolario 3.15. [ |
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Apeéendice

Teorema 3.23. (Teorema do ponto fizo de Sadovskii). Sejam T : X — X um operador condensante
e B um subcongunto convezo, fechado e limitado de X. Se T'(B) C B, entao existe pelo menos um

ponto fizo de T

Demonstragao. Veja Sadovskii [41].
O préximo lema serda importante em alguns resultados dos nossos estudos, além de ser uma

alternativa para a prova do Teorema de Hille-Yosida.

Lema 3.24. Sejam A : D(A) C X — X um operador linear fechado e a > 0. Se f € L*([0,a]; X)
é tal que Af € L*([0,a]; X), entdo

A </Oaf(s)ds> _ /O Af(s)ds.

Demonstracgao. Veja [Silva [40], 2015, Lema 1.22, pag. 19].

Para a demonstragao dos préximos resultados veja Kreyszig [29].

Teorema 3.25. (Teorema do ponto fixo de Banach). Seja (M,d) um espago métrico completo e

f:M — M. Suponha que exista uma constante 0 < K < 1 tal que

d(f(x), fy)) < K.d(z,y),

para todo x, y € M. Entdo, f possui wm unico ponto firo em M, isto €, existe um unico x € M tal

que f(x) =x.

Teorema 3.26. (Teorema da aplicao aberta). Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y um
operador linear limitado. Se T é sobrejetivo, entdo T € uma aplicagao aberta. Portanto, se T é

bijetor, T~ € continuo e, consequentemente, limitado.
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Teorema 3.27. (Principio da limita¢dao uniforme). Sejam X um espa¢o de Banach e {Tq}aen

uma familia em L£(X) tal que sup [|[Thz| < My para todo x € X. FEntdo existe M > 0 tal que
aEA

sup ||To || < M.

acl

Teorema 3.28. (Teorema do grifico fechado). Se X e Y sdo espagos de Banach e T : D(T) C

X =Y é um operador linear fechado, entao T é limitado se, e somente se, G(T') é fechado.

Teorema 3.29. (Sequéncia de operadores compactos). Seja (1)) uma sequéncia de operadores
compactos de um espagos normado X em um espaco de Banach Y . Se existe um operador T : X —

Y tal que | T, — T|| — 0, quando n — oo, entdo T' é compacto.

Lema 3.30. Sejam X um espago de Banach e T : D(T) C X — X um operador linear. Se (I—T)
¢ invertivel e (I —T)~' € L(X), entdo T ¢ fechado.
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