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Coorientadora: Profa. Dra. Michelle Fernanda Pierri

Hernández
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Resumo

Neste trabalho estudamos inicialmente algumas generalidades da teoria de semigrupos de

operadores lineares limitados, especialmente dos semigrupos fortemente cont́ınuos e dos semigrupos

anaĺıticos. Em seguida, com base no estudo da teoria de semigupos, estudamos a existência e

unicidade de soluções fracas e estritas para equações diferenciais abstratas do tipo neutro com

retardo dependendo do estado da forma

d

dt
(u(t) +G(t, uσ1(t,ut))) = Au(t) + F (t, uσ2(t,ut)), t ∈ [0, a], (1)

u0 = ϕ ∈ C([−p, 0];X), (2)

onde A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico de operadores

lineares limitados (T (t))t≥0 em um espaço de Banach (X, ‖ · ‖) e F (·), G(·) e σi(·), i=1,2, são

funções apropriadas. Finalizamos com algumas aplicações dos resultados obtidos para o problema

(1)-(2).

É importante observar que os resultados deste trabalho envolvendo o estudo do problema (1)-(2)

são inéditos e serão submetidos para publicação brevemente.

Palavras-chave: Equações Diferenciais do tipo Neutro. Equações Diferenciais com Retardo.

Retardo Dependendo do Estado.





Abstract

In this work we initially study some generalities of the semigroups theory, especially of the

strongly continuous semigroups and of the analytic semigroups. Next, we study the existence

and uniqueness of mild and strict solutions for abstract neutral differential equations with state

dependent delay of the form

d

dt
(u(t) +G(t, uσ1(t,ut))) = Au(t) + F (t, uσ2(t,ut)), t ∈ [0, a], (3)

u0 = ϕ ∈ BX = C([−p, 0];X), (4)

where A : D(A) ⊂ X → X is the generator of an analytic semigroup of bounded linear operators

(T (t))t≥0 on a Banach space (X, ‖ · ‖) and F (·), G(·), σi(·), i = 1, 2, are suitable functions. We

finish with some applications of the results for the problem (3)-(4).

It is important to note that the results of this work involving the study of the problem (3)-(4)

are unpublished and will be submitted to publication soon.

Keywords: Neutral Differential Equations. Delay Differential Equations. State Dependent

Delay.
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À minha famı́lia e à minha namorada Cláudia pelo amparo, carinho e companheirismo em todos

os momentos.

Aos professores Profa. Dra Katia Andreia Gonçalves de Azevedo e Prof. Dr. Sérgio Leandro
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Introdução

Neste trabalho de dissertação de mestrado temos um interesse especial no estudo da existência

e unicidade de soluções fracas e estritas para equações diferenciais abstratas do tipo neutro com

retardo dependendo do estado da forma

d

dt
(u(t) +G(t, uσ1(t,ut))) = Au(t) + F (t, uσ2(t,ut)), t ∈ [0, a], (5)

u0 = ϕ ∈ BX = C([−p, 0];X), (6)

onde A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico de operadores lineares

limitados (T (t))t≥0 sobre um espaço de Banach (X, ‖ · ‖), ut : [−p, 0] → X é a história do estado

no tempo t (ut(θ) = u(t+ θ) para θ ∈ [−p, 0]) e F (·), G(·), σi(·), i = 1, 2, são funções apropriadas.

A literatura sobre equações diferenciais abstratas do tipo neutro é extensa e considera diferentes

problemas sobre existência e propriedades qualitativas de soluções. Em particualar, muitos dos

modelos diferenciais do tipo neutro considerados podem ser representados na forma abstrata

d

dt
(u(t) + f(t, ut)) = Au(t) + g(t, ut, (ut)

′), t ∈ [0, a], (7)

u0 = ϕ ∈ Ω ⊂ B, (8)

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear não limitado (usualmente, um operador quase

setorial), (X, ‖ · ‖) é um espaço de Banach, B é o espaço das histórias, Ω ⊂ B é aberto, ut : J ⊂

(−∞, 0]→ X denota a história do estado no tempo t, (ut)
′ representa a derivada da função t 7→ ut

e f : [0, a]× Ω→ X, g : [0, a]× Ω× B → X são funções apropriadas.

Além disso, com relação a este tipo de equação, os trabalhos presentes na literatura matemática

são bem variados. Para o caso em que f ≡ 0, dentre alguns trabalhos relevantes citamos os livros

por Hale & Lunel [14], Wu [47] e Hino, Murakami & Naito [27], o clássico artigo por Travis & Webb
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[42] e as referências nesses trabalhos. Para equações abstratas do tipo neutro citamos os trabalhos

pioneiros de Hale [15] e de Hernández e seus colaboradores [22, 24, 26].

É importante ressaltar que o sistema (7)-(8) não é apenas um problema abstrato. Equações

diferenciais abstratas do tipo neutro da forma (7)-(8) aparecem, por exemplo, em teorias

desenvolvidas pelos pesquisadores Gurtin & Pipkin [13] e Nunziato [34] para a descrição da condução

de calor em materiais com memória amortecida. Na teoria de condução de calor se supõe, de uma

maneira geral, que a energia e o fluxo de calor dependem linearmente da temperatura u(·) e do

gradiente ∇u(·). Nessas condições, a clássica equação do calor descreve de maneira satisfatória a

evolução da temperatura em diferentes tipos de materiais. No entanto, a situação é diferente em

materiais com memória amortecida. Nesse tipo de material, a energia interna do material e o fluxo

de calor são funcionais de u(·) o do gradiente de u(·), respectivamente. Um modelo amplamente

aceito para descrever o fluxo de calor em materiais com memória amortecida é o sistema diferencial

d

dt

[
c0u(t, x) +

∫ t

−∞
K1(t− s)u(s, x)ds

]
= c14u(t, x) +

∫ t

−∞
K2(t− s)4u(s, x)ds, (9)

u(t, y) = 0, t ≥ 0, y ∈ ∂Ω, (10)

onde (t, x) ∈ (−∞, a]×Ω, Ω ⊂ Rn é um aberto limitado e com fronteira regular, u(t, x) representa a

temperatura em x no tempo t, Ki : R→ R, i = 1, 2, são funções apropriadas e c0, c1 são constantes

positivas com significado f́ısico. Note que se supomos que a solução seja conhecida em (−∞, 0],

podemos transformar o sistema acima numa equação diferencial neutra do tipo (7)-(8).

Equações abstratas do tipo neutro da forma (7)-(8) também podem ser obtidas a partir de

algumas equações diferenciais ordinárias do tipo neutro que surgem na teoria de dinâmica de

populações, veja por exemplo [9, 10]. Se em [9, 10] considerarmos a tendência natural de grupos

biológicos migrarem de regiões de alta densidade populacional à áreas de menor densidade, podemos

obter equações neutras da forma

u′(t, ξ) = ∆u(t, ξ) + g(t, u(t, ξ), u′(t− r, ξ)),

as quais podem ser representadas na forma abstrata (7)-(8).

O estudo de sistemas do tipo neutro da forma (7)-(8) é recente e envolve dificuldades técnicas

importantes (especialmente nos casos em que o termo u′t aparece explicitamente). Por exemplo,



3

no caso em que A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de operadores lineares (T (t))t≥0 é

natural estudar o problema via técnicas de ponto fixo e introduzindo um conceito de solução fraca

apropriado. Para esse tipo de problema a solução fraca é a solução da equação integral

u(t) = T (t)[ϕ(0) + f(0, ϕ)]− f(s, us)−
∫ t

0
AT (t− s)f(s, us)ds

+

∫ t

0
T (t− s)g(s, us, u

′
s)ds. (11)

Note que para o estudo da existência de soluções fracas via teoria de ponto fixo é necessário trabalhar

em espaços de funções continuamente diferenciáveis, o que é um problema dif́ıcil no contexto da

teoria de semigrupos lineares. Além disso, segue da teoria de C0-semigrupos que, em geral, a função

t 7→ AT (t−s) não está bem definida. Mais ainda, é interessante notar que t 7→ AT (t−s) é integrável

em [0, t) na topologia de operadores se, e somente se, A é um operador limitado. Assim, a presença

do termo
∫ t

0 AT (t−s)f(s, us)ds na fórmula (11) cria uma grande dificuldade, a qual está relacionada

com a integrabilidade da função s 7→ AT (t− s)f(s, us) em [0, t].

Por outro lado, equações diferenciais funcionais com retardo dependendo do estado têm sido

estudadas intensamente nas últimas décadas e a literatura relacionada a esse tipo de equações está

concentrada em problemas que podem ser descritos na forma

u′(t) = Au(t) + F (t, u(t), uσ(t,ut)), t ∈ [0, a], (12)

u0 = ϕ ∈ Ω ⊂ B = C([−r, 0];X), (13)

onde A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de operadores lineares,

(X, ‖ · ‖) é um espaço de Banach, F (t, u(t), uσ(t,ut)) é uma expressão envolvendo a condição inicial e

o estado, ut : [−r, 0]→ X denota a história de u(·) no tempo t ∈ [0, a] e σ(·) é uma função definida

em [0, a]× B e com valores em [0, a].

Equações diferenciais com retardo dependendo do estado aparecem em diversos problemas

aplicados e existe uma extensa lista de artigos publicados em revistas altamente conceituadas.

A literatura sobre equações diferenciais ordinárias com valores em espaços de dimensão finita

e com retardo dependendo do estado é extensa e bastante completa, veja [2, 7, 16, 17, 19] dentre

outros . No entanto, são poucos os trabalhos (relevantes) sobre equações diferenciais parciais com

retardo dependendo do estado e sobre equações diferenciais abstratas (equações onde A é não

limitado) com retardo dependendo do estado. Dentre as dificuldades técnicas que têm limitado o



4

desenvolvimento dessa parte da teoria está o fato que, em geral, a função u 7→ F (·, u(·), uσ(·,u·)),

onde F (·, u(·), uσ(·,u·))(t) = F (t, u(t), uσ(t,ut)), não é do tipo Lipschitz em espaços usuais, como o

espaço de funções cont́ınuas C([−r, b];X), o que implica, em muitos casos, que o problema (12)-

(13) não é bem posto. Em relação a isto, observe que mesmo no caso em que as funções F :

[0, a]×X ×B → X e σ : [0, a]×B → [0, a] sejam do tipo Lipschitz, uma estimativa usual do termo

‖ F (t, v(t), vσ(t,vt))− F (t, u(t), uσ(t,ut)) ‖ depende necessariamente de estimativas da forma

sup
θ∈[−r,0]

‖ u(σ(t, ut) + θ)− v(σ(t, vt) + θ) ‖,

onde os termos σ(t, ut) e σ(t, vt) podem não ter nenhuma relação entre si.

No caso de equações diferenciais com retardo depedendo do estado onde A é limitado e X

é um espaço de dimensão finita, o problema descrito acima pode ser contornado estudando o

problema em espaços de funções continuamente diferenciáveis, veja Walther [46]. Porém, a mesma

estratégia se torna dif́ıcil quando estudamos equações diferenciais parciais ou no caso em que A não

é limitado. Essa dificuldade faz com que a literatura relacionada ao caso em que A é um operador

não limitado seja, em grande parte, limitada a alguns modelos diferenciais onde F (·) é uma função

muito “particular”.

Para o estudo sobre equações diferenciais abstratas com retardo depedendo do estado e G = 0

em (5)-(6) nós citamos [23, 28, 37, 38, 39]. Mais ainda, é importante citar os recentes artigos

por Hernández, Pierri & Wu [25], Krisztin & Rezounenko [30] e Yunfei, Yuan & Pei [33], os quais

apresentam importantes avanços no bom desenvolvimento deste tipo de problema.

Neste trabalho de dissertação nós damos continuidade ao estudo desenvolvido em [25] sobre

existência e unicidade de soluções para equações diferenciais abstratas com retardo dependendo do

estado. Em [25] os autores estudam o problema abstrato u′(t) = Au(t) + F (t, uσ(t,ut)), u0 = ϕ.

Como já foi observado, este tipo de problema não é bem posto no espaço usual C([−p, 0];X), pois

aplicações como u → F (t, uσ(t,ut)) não são Lipschitz de C([−p, b];X) em C([0, b];X). No entanto,

quando as funções envolvidas são Lispchitz, estimativas da forma

‖ F (t, uσ(t,ut))− F (t, vσ(t,vt)) ‖

≤ LF (1 + [v]CLip([−p,b];X)[σ]CLip([0,b]×BX ;R)) ‖ u− v ‖C([−p,b];X), (14)

(onde LF é a constante de Lipschitz de F (·)) são posśıveis. Usando estimativas deste tipo e o

prinćıpio de contração, em [25] os autores provam alguns resultados sobre existência e unicidade
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para o problema (5)-(6) com G = 0, bem como resultados para que este problema seja bem posto.

Os resultados em [25] são provados trabalhando sobre espaços de funções Lipschitz e de classe C1,

o que é uma abordagem não trivial na teoria de equações diferenciais abstratas. No nosso estudo

usamos algumas das ideias em [25] para abordar o problema diferencial abstrato do tipo neutro

com retardo dependendo do estado (5)-(6), obtendo nossos resultados ao trabalhar em espaços de

funções Lipschitz. Além desta dificuldade, tivemos que lidar com o fato que funções da forma

s 7→ AT (t− s)G(s, uσ1(s,us)) não são, em geral, integráveis se A é um operador não limitado.

É claro que, para o estudo descrito acima é necessário um conhecimento razoável da teoria de

semigrupos de operadres lineares limitados, especialmente dos semigrupos fortemente cont́ınuos e

anaĺıticos, bem como suas aplicações em equações diferenciais abstratas. Dessa forma, este trabalho

foi iniciado com o estudo da teoria de semigrupos e posteriormente abordamos o estudo sobre a

existência e unicidade de soluções para o problema abstrato (5)-(6).

Para expor o desenvolvimento do nosso estudo dividimos este trabalho em 3 caṕıtulos. A seguir

descrevemos, brevemente, esses caṕıtulos.

No Caṕıtulo 1 apresentamos parte do estudo realizado sobre a teoria de semigrupos. Nesse

caṕıtulo introduzimos o conceito de semigrupos de operadores lineares limitados em espaços de

Banach e estudamos algumas generalidades dos semigrupos fortemente cont́ınuos (C0-semigrupos)

e dos semigrupos anaĺıticos. Em particular, estudamos o conceito e algumas propriedades dos

C0-semigrupos compactos, os quais são importantes em muitas aplicações e também para os nossos

estudos sobre equações diferenciais neutras. Além disso, inclúımos brevemente a definição e alguns

resultados importantes dos C0-semigrupos diferenciáveis e apresentamos uma classe de operadores

lineares que são geradores infinitesimais de C0-semigrupos. Dentre os principais resultados sobre

os semigrupos anaĺıticos, destacamos os conceitos de extensão de C0-semigrupos a semigrupos

anaĺıticos e geração de semigrupos anaĺıticos por operadores lineares setoriais. Além disso,

considerando um operador A tal que −A é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico,

definimos as potências fracionárias de A e estudamos algumas de suas propriedades. Finalizamos

esse caṕıtulo definindo e estudando os espaços DA(α,∞), 0 < α < 1, chamados de espaços

intermediários entre D(A) e X, onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico.

No Caṕıtulo 2 aplicamos, inicialmente, a teoria de C0-semigrupos no estudo dos problemas de

Cauchy abstrato: homogêneo du(t)
dt = Au(t); não homogêneo du(t)

dt = Au(t) + f(t) e semilinear
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du(t)
dt + Au(t) = f(t, u(t)). Especificamente, para o problema homogêneo, definimos o conceito de

solução e vimos que A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0 se, e somente se, o

problema é bem posto num sentido apropriado. Para os problemas não homogêneo e semilinear,

definimos os conceitos de soluções fracas e clássicas, vimos que toda solução clássica é uma solução

fraca e estudamos um resultado em que impomos condições sobre f e sobre a condição inicial para

que uma solução fraca seja uma solução clássica. Finalizamos o caṕıtulo com um breve estudo

sobre existência de solução clássica para o problema semilinear para o caso onde −A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico e f é localmente Hölder-cont́ınua num sentido apropriado.

No Caṕıtulo 3 desenvolvemos o estudo sobre a existência e unicidade de solução para a equação

diferencial abstrata do tipo neutro (5)-(6). Especificamente, iniciamos nosso estudo definindo os

conceitos de soluções fraca e estrita para (5)-(6). Em seguida, supondo a existência de espaços de

Banach (W1, ‖ · ‖W1) ↪→ (Z, ‖ · ‖Z) ↪→ (W2, ‖ · ‖W2) ↪→ (X, ‖ · ‖) tais que T (·) ∈ L1([0, a];L(W2, Z))

e AT (·) ∈ L1([0, a];L(W1, Z)) e certas condições de Lipschitz sobre as funções F , G, ϕ e σ (onde, por

simplicidade, supomos σ = σ1 = σ2), mostramos, através do prinćıpio de contração de Banach, o

nosso primeiro resultado de existência e unicidade de solução fraca para o problema (5)-(6) (Teorema

3.11). Assumindo agora que 0 ∈ ρ(A); que (−A)β : D(−A)β ⊂ X → X (0 ≤ β ≤ 1) é a potência β-

fracionária de A; que Xβ := D(−A)β (munido com a norma do gráfico ‖ x ‖β=‖ (−A)βx ‖) e certas

condições de Lipschitz sobre as funções F , G, ϕ e σ em espaços da forma Xβ, mostramos mais alguns

resultados sobre existência de soluções fracas e estritas para (5)-(6). Outro resultado importante

desse caṕıtulo é a Proposição 3.16 em que consideramos o caso σ1(t, ψ) = t, para toda ψ ∈ BZ .

Supondo, resumidamente, que (T (t))t≥0 é um semigrupo compacto, F ∈ C([0, a]× UXβ2 ;Xβ3), ϕ ∈

Cγ1([−p, 0];Xβ2) e T (·)(ϕ(0)+G(0, ϕ)) ∈ Cγ2([0, b];Xβ2) para 1 ≥ β1 > β2 ≥ β3 ≥ 0, γ1, γ2 ∈ (0, 1),

e usando um resultado de ponto fixo para operadores condensantes, provamos nesta proposição a

existência de uma solução fraca u ∈ Cα([−p, b];Xβ2), onde α = min{γ1, γ2, 1 + β3 − β2, β2 − β1},

para o problema (5)-(6). Neste caṕıtulo apresentamos também alguns resultados de existência e

unicidade de soluções Lipschitz para (5)-(6) e finalizamos apresentando alguns exemplos em que

aplicamos nossos resultados de exitência e unicidade de soluções. É importante observar que os

resultados desse caṕıtulo são inéditos e serão submetidos para publicação brevemente.
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Caṕıtulo 1

Teoria de Semigrupos

1.1 Semigrupos Fortememente Cont́ınuos de Operadores Lineares

Limitados

Nesta seção estudamos algumas propriedades dos semigrupos fortemente cont́ınuos. Esta classe

de semigrupos nos fornece diversas aplicações às equações diferenciais parciais e será essencial para

nosso estudo envolvendo equações diferenciais com retardo dependendo do estado. No que segue

desta seção, (X, ‖ · ‖) é um espaço de Banach e (L(X), ‖ · ‖) denotará o espaço de operadores

lineares cont́ınuos de X em X munido da norma de operadores ‖ · ‖.

Definição 1.1. Dizemos que f ∈ C([a, b];X) se f : [a, b]→ X é cont́ınua em todo t ∈ [a, b].

Inicialmente, apresentamos, brevemente, o conceito de semigrupos de operadores lineares

limitados e estudamos algumas generalidades dos semigrupos uniformemente cont́ınuos.

Definição 1.2. Uma famı́lia (T (t))t≥0 de operadores lineares limitados em X é chamada semigrupo

de operadores lineares em X se:

(i) T (0) = I, onde I : X → X é o operador identidade;

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s) para todos t, s ≥ 0 (propriedade de semigrupo).

Definição 1.3. Dado o conjunto

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}
,
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o operador A : D(A) ⊂ X → X definido por

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

=
d+T (t)x

dt

∣∣∣
t=0

, para x ∈ D(A),

é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo (T (t))t≥0.

Definição 1.4. Um semigrupo de operadores lineares limitados (T (t))t≥0 é uniformemente cont́ınuo

se lim
t→0+

‖T (t)− I‖ = 0.

Da definição de semigrupo uniformemente cont́ınuo segue claramente que a aplicação t 7→ T (t)

é cont́ınua pela direita em t = 0. O próximo Lema nos mostra que esta propriedade é bem mais

geral.

Lema 1.5. Se (T (t))t≥0 é um semigrupo uniformemente cont́ınuo de operadores lineares limitados,

então para todo t ∈ (0,∞), lim
s→t
‖T (s) − T (t)‖ = 0. Em outras palavras, a aplicação t 7→ T (t) é

cont́ınua de (0,∞) em L(X).

Demonstração: Para mais detalhes veja [Silva [40], 2015, pág. 6].

Fazendo uso do lema acima, podemos mostrar que todo operador linear limitado A em X é o

gerador infinitesimal de um único semigrupo uniformemente cont́ınuo.

Teorema 1.6. [Pazy [35], 1983, Teo. 1.2, pág. 2] Um operador linear A : D(A) ⊂ X → X é o

gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente cont́ınuo se, e somente se, A é um operador

linear limitado em X.

O próximo teorema nos garante a unicidade desse semigrupo.

Teorema 1.7. [Pazy [35], 1983, Teo. 1.3, pág. 3] Sejam (T (t))t≥0 e (S(t))t≥0 semigrupos

uniformemente cont́ınuos de operadores lineares limitados. Se

lim
h→0+

T (h)− I
h

= A = lim
h→0+

S(h)− I
h

,

então T (t) = S(t) para todo t ≥ 0.

O próximo Corolário inclui algumas propriedades importantes dos semigrupos uniformemente

cont́ınuos.

Corolário 1.8. [Pazy [35], 1983, Teo. 1.4, pág. 3] Seja (T (t))t≥0 um semigrupo uniformemente

cont́ınuo de operadores lineares limitados. Então, valem as seguintes propriedades.
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(a) Existe um único operador linear limitado A tal que T (t) = etA.

(b) O operador A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0.

(c) A aplicação t 7→ T (t) é diferenciável em norma e
dT (t)

dt
= AT (t) = T (t)A, para todo t ≥ 0.

(d) Existe uma constante ω ≥ 0 tal que ‖T (t)‖ ≤ eωt.

Estudamos agora os semigrupos fortemente cont́ınuos, principal interesse desta seção.

Definição 1.9. Um semigrupo de operadores lineares limitados (T (t))t≥0 em X é um semigrupo

fortememente cont́ınuo se para todo x ∈ X, lim
t→0+

T (t)x = x.

Observação 1.10. Um semigrupo fortememente cont́ınuo de operadores lineares limitados em X

é chamado semigrupo de classe C0 ou, simplesmente, C0-semigrupo.

O próximo Teorema nos fornece uma limitação exponencial para um C0-semigrupo.

Teorema 1.11. Seja (T (t))t≥0 um C0-semigrupo. Então, existem constantes ω ≥ 0 e M ≥ 1 tais

que ‖T (t)‖ ≤Meωt para todo t ≥ 0.

Demonstração. Inicialmente vamos mostrar que existe uma constante η > 0 tal que ‖T (t)‖ é

uniformemente limitado no intervalo [0, η]. De fato, se isto fosse falso, existiria uma sequência

(tn), com tn ≥ 0, satisfazendo lim
n→∞

tn = 0 e ‖T (tn)‖ ≥ n para todo n ∈ N. Assim, teŕıamos

sup
n∈N
‖T (tn)‖ = ∞. Logo, pelo Pŕıncipio da Limitação Uniforme, existiria algum x ∈ X tal que

‖T (tn)x‖ seria ilimitada. Isto contraria a Definição 1.9. Assim, existe uma constante M tal que

‖T (t)‖ ≤M para 0 ≤ t ≤ η. Como ‖T (0)‖ = 1 temos ainda que M ≥ 1.

Agora, seja ω = η−1 log(M) ≥ 0. Dado t ≥ η temos que t = nη + δ para algum n ∈ N e

0 ≤ δ < η. Logo, pela propriedade de semigrupo, temos

‖T (t)‖ = ‖T (nη + δ)‖ = ‖T (δ)Tn(η)‖ ≤M.Mn ≤M.M
t
η = Meωt,

o que conclui nossa prova.

Definição 1.12. Um C0-semigrupo (T (t))t≥0 tal que ‖T (t)‖ ≤ Meωt, para todo t ≥ 0, é chamado

um C0-semigrupo de contração se ω = 0 e M = 1.

Como consequência do Teorema 1.11, temos o seguinte resultado.
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Corolário 1.13. Se (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo, então a função t 7→ T (t)x é cont́ınua de (0,∞)

em X para todo x ∈ X.

Demonstração. Pelo Teorema 1.11 sabemos que ‖T (t)‖ ≤ Meωt para todo t ≥ 0. Logo, para

t ∈ (0,∞), x ∈ X e h ≥ 0, segue que

‖T (t+ h)x− T (t)x‖ = ‖T (t)[T (h)x− x]‖ ≤Meωt‖T (h)x− x‖. (1.1)

Por outro lado, para 0 ≤ h ≤ t, temos que

‖T (t)x− T (t− h)x‖ = ‖T (t− h)[T (h)x− x]‖ ≤Meω(t−h)‖T (h)x− x‖

≤Meωt‖T (h)x− x‖. (1.2)

Dessa forma, quando h→ 0, (1.1) e (1.2) convergem a zero, garantindo a continuidade da aplicação

t 7→ T (t)x em t > 0 e para todo x ∈ X.

O próximo Lema será muito importante e frequentemente usado nos nossos estudos.

Lema 1.14. Sejam a > 0, R : [0, a)→ L(X), f ∈ C([0, a);X) e suponha que R(·)x ∈ C([0, a);X)

para todo x ∈ X. Então,

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t
R(s)f(s)ds = R(t)f(t), t ∈ [0, a).

Demonstração. Sejam t ∈ [0, a) e δ1 > 0 tal que t+ δ1 < a. Como a função s 7→ R(s)x é cont́ınua

em [0, t+δ1] para todo x ∈ X, temos que {R(s)x : s ∈ [0, t+δ1]} é limitado para todo x ∈ X. Logo,

pelo Prinćıpio da Limitação Uniforme, existe M ≥ 0 tal que ‖R(s)‖ ≤ M para todo s ∈ [0, t+ δ1].

Além disso, para ε > 0, fixemos δ com 0 < δ < δ1 tal que quando |t− s| < δ, temos

‖f(s)− f(t)‖ < ε

2M

e

‖R(s)f(t)−R(t)f(t)‖ < ε

2
.

Então, para 0 < h < δ obtemos que∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t
R(s)f(s)ds−R(t)f(t)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t
[R(s)(f(s)− f(t)) +R(s)f(t)−R(t)f(t)]ds

∥∥∥∥
≤ 1

h

∫ t+h

t
‖R(s)‖‖f(s)− f(t)‖+ ‖R(s)f(t)−R(t)f(t)‖ds

< M
ε

2M
+
ε

2
= ε.

Como ε > 0 é arbitrário, segue a conclusão do lema.
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Teorema 1.15. Sejam (T (t))t≥0 um C0-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Então, valem as

seguintes propriedades:

(a) Para todo x ∈ X e t ≥ 0, lim
h→0

1

h

∫ t+h

t
T (s)x ds = T (t)x.

(b) Para todo x ∈ X e 0 ≤ τ < t,

∫ t

τ
T (s)x ds ∈ D(A) e A

(∫ t

τ
T (s)x ds

)
= T (t)x− T (τ)x.

(c) Se x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) e
dT (t)

dt
x = AT (t)x = T (t)Ax.

(d) Para todo x ∈ D(A) e 0 ≤ s ≤ t, T (t)x− T (s)x =

∫ t

s
T (τ)Ax dτ =

∫ t

s
AT (τ)x dτ .

Demonstração. O item (a) segue da continuidade de t 7→ T (t)x e do Lema 1.14. Provemos o item

(b). Se x ∈ X, 0 ≤ τ < t e h > 0, então

T (h)− I
h

(∫ t

τ
T (s)x ds

)
=

1

h

∫ t

τ
[T (s+ h)x− T (s)x]ds

=
1

h

∫ t+h

τ+h
T (s)x ds− 1

h

∫ t

τ
T (s)x ds

=
1

h

∫ t+h

t
T (s)x ds− 1

h

∫ τ+h

τ
T (s)x ds.

Fazendo h → 0+ em ambos os lados da igualdade acima, obtemos que

∫ t

τ
T (s)x ds ∈ D(A) e que

A

(∫ t

τ
T (s)x ds

)
= T (t)x− T (τ)x.

Agora mostraremos (c). Se x ∈ D(A) e h > 0, então

T (h)− I
h

T (t)x =
T (h)T (t)x− T (t)x

h

=
T (t)T (h)x− T (t)x

h

= T (t)
T (h)x− x

h
.

Logo, como x ∈ D(A) e T (t) é cont́ınuo em X, fazendo h → 0+ em ambos os lados da igualdade

acima, conclúımos que T (t)x ∈ D(A) e AT (t)x = T (t)Ax. Disso segue que

d+T (t)

dt
x = lim

h→0+

T (t+ h)x− T (t)x

h
= AT (t)x = T (t)Ax.
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Por outro lado, para 0 < h ≤ t vemos que∥∥∥∥T (t)x− T (t− h)x

h
− T (t)Ax

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥T (t− h)

(
T (h)x− x

h
− T (h)Ax

)∥∥∥∥
≤ ‖T (t− h)‖

∥∥∥∥T (h)x− x
h

−Ax+Ax− T (h)Ax

∥∥∥∥
≤ Meω(t−h)

(∥∥∥∥T (h)x− x
h

−Ax
∥∥∥∥+ ‖Ax− T (h)Ax‖

)
≤ Meωt

∥∥∥∥T (h)x− x
h

−Ax
∥∥∥∥+Meωt‖Ax− T (h)Ax‖.

Dessa forma, fazendo h→ 0 em ambos os lados da desigualdade acima, conclúımos que
d−T (t)

dt
x =

T (t)Ax. Portanto,
dT (t)

dt
x = AT (t)x = T (t)Ax.

Finalmente, provemos o item (d). Por (c), temos que

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

dT (τ)

dτ
x dτ =

∫ t

s
AT (t)xdτ =

∫ t

s
T (t)Axdτ.

Assim, a prova está completa.

Corolário 1.16. Se A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0,

então o domı́nio de A é denso em X e A é um operador linear fechado.

Demonstração. Dados x ∈ X e t > 0, defina

xt =
1

t

∫ t

0
T (s)x ds.

Pelo item (b) do Teorema 1.15, xt ∈ D(A) para todo t > 0. Além disso, pelo item (a) do

Teorema 1.15, xt → x quando t→ 0+, o que implica que x ∈ D(A). Isto implica que D(A) = X.

Mostremos agora que A é um operador linar fechado. Por sua própria definição segue que A é

um operador linear. Então, resta mostrarmos que A é um operador fechado. Sejam t > 0, x, y ∈ X

e (xn)n∈N ⊂ D(A) com xn → x e Axn → y quando n → ∞. Do item (d) do Teorema 1.15, para

todo n ∈ N, obtemos que

T (t)xn − xn =

∫ t

0
T (s)Axn ds. (1.3)

Agora, dado ε > 0, tome n0 > 0 tal que ‖Axn − y‖ < ε para n ≥ n0. Logo, se n ≥ n0 e 0 ≤ s ≤ t,

temos que

‖T (s)Axn − T (s)y‖ = ‖T (s)(Axn − y)‖

≤ ‖T (s)‖‖Axn − y‖

≤ Meωtε,
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de onde conclúımos que T (s)Axn converge para T (s)y, uniformemente em [0, t], quando n → ∞.

Logo, fazendo n→∞ em (1.3), conclúımos que

T (t)x− x =

∫ t

0
T (s)y ds.

Isto, juntamente com o item (a) do Teorema 1.15, implica que

lim
t→0

T (t)x− x
t

= lim
t→0

1

t

∫ t

0
T (s)y ds = y.

Portanto, x ∈ D(A) e Ax = y, o que mostra que A é um operador fechado.

Vimos que se A é um operador linear limitado, então A é o gerador infinitesimal de um único

semigrupo uniformemente cont́ınuo. Veremos a seguir que vale um resultado parecido para C0-

semigrupos.

Teorema 1.17. Sejam (T (t))t≥0 e (S(t))t≥0 C0-semigrupos com geradores infinitesimais A e B,

respectivamente. Se A = B, então T (t) = S(t) para t ≥ 0.

Demonstração. Seja x ∈ D(A) = D(B) e seja t ≥ 0. Pelo item (c) do Teorema 1.15, temos que

as aplicações s 7→ T (t − s)x e s 7→ S(s)x são diferenciáveis. Logo, aplicação s 7→ T (t − s)S(s)x

também é diferenciável e

h−1[T (t− (s+ h))S(s+ h)x− T (t− s)S(s)x]

= h−1[T (t− (s+ h))S(s+ h)x− T (t− (s+ h))S(s)x+ T (t− (s+ h))S(s)x− T (t− s)S(s)x]

= T (t− (s+ h))[h−1(S(s+ h)x− S(s)x)] + [h−1(T (t− (s+ h))− T (t− s))]S(s)x

= T (t− (s+ h))[h−1(S(s+ h)x− S(s)x)] + T (t− (s+ h))[h−1(I − T (h))]S(s)x.

Desse modo, segue que

d

dt
T (t− s)S(s)x = lim

h→0

T (t− (s+ h))S(s+ h)x− T (t− s)S(s)x

h

= T (t− s)BS(s)x− T (t− s)AS(s)x = 0,

para todo s ∈ [0, t], ou seja, a aplicação s 7→ T (t−s)S(s)x é constante para s ∈ [0, t]. Em particular,

tomando s = 0 e s = t obtemos que T (t)x = S(t)x. Agora, dado x ∈ X, como D(A) é denso em

X, segue que existe (xn) ⊂ D(A) tal que xn → x, quando n → ∞. Logo, usando que T (t) e S(t)

são cont́ınuas e T (t)xn = S(t)xn para todo n ∈ N conclúımos que T (t)x = S(t)x. Como x ∈ X é

arbitrário, isto completa a prova.
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Na sequência, apresentamos, sem demonstração, o Teorema de Hille-Yosida. Este teorema

caracteriza quando um operador linear A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um

C0-semigrupo. Para apresentar este resultado, primeiramente introduzimos algumas definições.

Definição 1.18. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear.

(i) O conjunto resolvente de A é definido por

ρ(A) = {λ ∈ C : (λI −A)−1existe e é cont́ınuo sobre X}.

(ii) O operador resolvente de A é o operador R : ρ(A)→ L(X) definido por R(λ : A) = (λI−A)−1.

Observação 1.19. Sabe-se, da teoria de operadores lineares, que ρ(A) é um conjunto aberto e que

R(λ : A) é anaĺıtico sobre ρ(A).

O próximo teorema é o principal resultado desta seção.

Teorema 1.20. (Hille-Yosida) [Pazy [35], 1983, Teo. 3.1, pág. 8] Um operador linear A : D(A) ⊂

X → X é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0 satisfazendo ‖T (t)‖ ≤Meωt, para

todo t ≥ 0, se, e somente se,

(a) A é fechado e D(A) = X;

(b) ρ(A) ⊃ (ω,∞) e ‖R(λ : A)n‖ ≤ M

(λ− ω)n
, para todo λ > ω e todo n ≥ 1.

Do teorema anterior segue o seguinte resultado imediato.

Corolário 1.21. Se A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0

satisfazendo ‖T (t)‖ ≤Meωt, para todo t ≥ 0, então ρ(A) ⊃ {λ ∈ C : Re(λ) > ω} e

‖R(λ : A)n‖ ≤ M

(Re(λ)− ω)n
,

para todo λ ∈ C com Re(λ) > ω e todo n ≥ 1.

Nas próximas seções apresentamos algumas classes especiais de semigrupos, os quais serão

utilizados em nossos resultados sobre existência e unicidade de soluções para equações abstratas

com retardo dependendo do estado no Caṕıtulo 3.



15

1.2 Semigrupos Compactos

Nesta seção vamos ver o conceito e algumas propriedades de C0-semigrupos compactos.

Definição 1.22. Um C0-semigrupo (T (t))t≥0 é compacto para t > t0, se T (t) é um operador

compacto para todo t > t0. O C0-semigrupo (T (t))t≥0 é chamado compacto se é compacto para

t > 0.

Observação 1.23. Se um C0-semigrupo (T (t))t≥0 é compacto para t ≥ 0, então a identidade é

compacta e, portanto, X tem dimensão finita. Reciprocamente, se X é um espaço de dimensão

finita, então todo C0-semigrupo em X é compacto. Observe também que se T (t0) é compacto para

algum t0 > 0, então T (t) é compacto para t ≥ t0, pois T (t) = T (t0)T (t − t0) e T (t − t0) é um

operador limitado.

Teorema 1.24. Seja (T (t))t≥0 um C0-semigrupo. Se (T (t))t≥0 é compacto para t > t0, então a

função t 7→ T (t) definida de (t0,∞) em L(X) é cont́ınua.

Demonstração. Sejam ε > 0 e T ∈ (0,∞). Para 0 ≤ s ≤ T , temos que ‖T (s)‖ ≤MeωT = MT .

Por outro lado, dado t > t0, o conjunto Ut = {T (t)x : ‖x‖ ≤ 1} é relativamente compacto e,

portanto, para ε1 =
ε

4(MT + 1)
> 0, existem pontos x1, x2, ..., xN em X tais que a reunião das

bolas abertas B(T (t)xj , ε1), 1 ≤ j ≤ N , cobrem Ut. Agora, como (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo,

existe 0 < δ ≤ 1 tal que

‖T (t+ h)xj − T (t)xj‖ <
ε

4
,

para todo j = 1, 2, ..., N , quando 0 ≤ h ≤ δ. Além disso, se x ∈ X é tal que ‖x‖ ≤ 1, então existe

j(x) ∈ {1, 2, ..., N} tal que T (t)x ∈ B(T (t)xj(x), ε1), o que implica que

‖T (t)x− T (t)xj(x)‖ < ε1 =
ε

4(MT + 1)
.

Logo, para 0 ≤ h ≤ δ e x ∈ X com ‖x‖ ≤ 1, temos que

‖T (t+ h)x− T (t)x‖ = ‖T (t+ h)x− T (t+ h)xj + T (t+ h)xj − T (t)xj + T (t)xj − T (t)x‖

≤ ‖T (t+ h)x− T (t+ h)xj‖+ ‖T (t+ h)xj − T (t)xj‖+ ‖T (t)xj − T (t)x‖

≤ ‖T (h)‖‖T (t)x− T (t)xj‖+ ‖T (t+ h)xj − T (t)xj‖+ ‖T (t)xj − T (t)x‖

≤ MT
ε

4(MT + 1)
+
ε

4
+

ε

4(MT + 1)
=
ε

2
.
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Assim,

‖T (t+ h)− T (t)‖ = sup
‖x‖=1

‖T (t+ h)x− T (t)x‖ ≤ ε

2
< ε

para t > t0 e 0 ≤ h ≤ δ. Isto prova a continuidade pela direita de t 7→ T (t) de (t0,∞) em L(X). A

continuidade pela esquerda segue de maneira similar. Assim, a demonstração está completa.

O seguinte resultado carateriza quando um C0-semigrupo é compacto.

Teorema 1.25. Sejam (T (t))t≥0 um C0-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Então, (T (t))t≥0

é um semigrupo compacto se, e somente se, t 7→ T (t) é cont́ınua para todo t > 0 na topologia

uniforme de operadores e R(λ : A) é compacto para todo λ ∈ ρ(A).

Demonstração. Como (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo sabemos que existem M ≥ 1 e ω ≥ 0 tais

que ‖T (t)‖ ≤Meωt, para todo t ≥ 0. Logo, se (T (t))t≥0 é compacto para t > 0, usando o Teorema

1.24, temos que t 7→ T (t) é cont́ınua para todo t > 0 na topologia uniforme dos operadores. Assim,

só resta provarmos a compacidade de R(λ : A), para todo λ ∈ ρ(A). Da demonstração do Teorema

1.20 pode-se verificar que para λ ∈ C, com Re(λ) > ω,

R(λ : A) =

∫ ∞
0

e−λsT (s)ds = lim
n→∞

∫ n

0
e−λsT (s)ds,

de onde concluimos que R(λ : A) é compacto, pois cada operador

∫ n

0
e−λsT (s)ds, n ∈ N, é o limite

de operadores compactos e, portanto, compacto (veja o Teorema 3.29).

Por outro lado, para λ, µ ∈ ρ(A) temos que

R(λ : A)−R(µ : A) = R(µ : A)(µI −A)R(λ : A)−R(µ : A)(λI −A)R(λ : A)

= R(µ : A)[(µI −A)− (λI −A)]R(λ : A)

= R(µ : A)[(µ− λ)I]R(λ : A)

= (µ− λ)R(µ : A)R(λ : A). (1.4)

Logo, dado µ ∈ ρ(A) tal queRe(µ) > ω, obtemos de (1.4) queR(λ : A) = R(µ : A)[I + (µ− λ)R(λ : A)].

Finalmente, usando o fato de que R(λ : A) é limitado, conclúımos que R(λ : A) é um operador

compacto para todo λ ∈ ρ(A).

Suponhamos agora que a função t 7→ T (t) é cont́ınua para todo t > 0, na topologia uniforme de

operadores e que R(λ : A) é compacto para todo λ ∈ ρ(A). Então, para λ ∈ (ω,∞) e t > 0 temos
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que R(λ : A) =

∫ ∞
0

e−λsT (s)ds e

λR(λ : A)T (t)− T (t) = λ

∫ ∞
0

e−λs(T (s+ t)− T (t))ds.

Logo, para δ > 0 temos que

‖λR(λ : A)T (t)− T (t)‖

=

∥∥∥∥λ ∫ ∞
0

e−λs(T (s+ t)− T (t))ds

∥∥∥∥
≤

∫ ∞
0

λe−λs‖T (s+ t)− T (t)‖ds

≤
∫ δ

0
λe−λs‖T (s+ t)− T (t)‖ds+

∫ ∞
δ

λe−λs‖T (s+ t)− T (t)‖ds

≤
∫ δ

0
λe−λsds sup

0≤s≤δ
‖T (s+ t)− T (t)‖+

∫ ∞
δ

λe−λs(‖T (s+ t)‖+ ‖T (t)‖)ds

≤ (1− e−λδ) sup
0≤s≤δ

‖T (s+ t)− T (t)‖+

∫ ∞
δ

λe−λs(Meω(s+t) +Meωt)ds

≤ sup
0≤s≤δ

‖T (s+ t)− T (t)‖+

∫ ∞
δ

2λMeωte(ω−λ)sds

≤ sup
0≤s≤δ

‖T (s+ t)− T (t)‖+
2λMe(ω−λ)δeωt

λ− ω
,

e assim,

lim
λ→∞

‖λR(λ : A)T (t)− T (t)‖ ≤ sup
0≤s≤δ

‖T (s+ t)− T (t)‖.

Como δ > 0 é arbitrário e s 7→ T (s) é cont́ınua em s > 0, conclúımos que

lim
λ→∞

‖λR(λ : A)T (t)− T (t)‖ = 0,

o que prova que T (t) é compacto para t > 0, pois T (t) é o limite de operadores compactos (veja

Teorema 3.29). Isto finaliza a prova.

Os próximos dois Corolários são provados usando as mesmas ideias do Teorema 1.25. Dessa

forma, omitimos suas demonstrações.

Corolário 1.26. Sejam (T (t))t≥0 um C0-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Se t 7→ T (t)

é cont́ınua para t > t0 na topologia uniforme de operadores e R(λ : A) é compacto para algum

λ ∈ ρ(A), então (T (t))t≥0 é um semigrupo compacto para t > t0.

Corolário 1.27. Seja (T (t))t≥0 um semigrupo uniformemente cont́ınuo em X e A seu gerador

infinitesimal. O semigrupo (T (t))t≥0 é compacto se, e somente se, R(λ : A) é compacto para todo

λ ∈ ρ(A).
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1.3 Semigrupos Diferenciáveis

Nesta seção introduzimos o conceito de semigrupo diferenciável e apenas enunciamos alguns

resultados que serão importante no estudo de semigrupos anaĺıticos. Para mais detalhes veja [Pazy

[35], Seção 2.4, pág. 51-60].

Definição 1.28. Um C0-semigrupo (T (t))t≥0 é diferenciável para t > t0 se para cada x ∈ X,

t 7→ T (t)x é diferenciável em (t0,∞). O C0-semigrupo (T (t))t≥0 é chamado diferenciável se é

diferenciável para t > 0.

Teorema 1.29. [Pazy [35], 1983, Lema 4.2, pág. 52]. Sejam (T (t))t≥0 um C0-semigrupo

diferenciável para t > t0 e A seu gerador infinitesimal. Então, valem as seguintes propriedades.

(a) Para t > nt0, n ∈ N, temos que T (t)(X) ⊂ D(An), T (n)(t) = AnT (t) e T (n)(t) é um operador

linear limitado.

(b) Para t > nt0, n ∈ N, a função t 7→ T (n−1)(t) é cont́ınua na topologia uniforme de operadores.

Corolário 1.30. Sejam (T (t))t≥0 um C0-semigrupo diferenciável para t > t0 e A seu gerador

infinitesimal. Se t > (n+ 1)t0, n ∈ N, então T (t) é n-vezes diferenciável na topologia uniforme de

operadores.

Corolário 1.31. Sejam (T (t))t≥0 um C0-semigrupo diferenciável e A seu gerador infinitesimal.

Então, valem as seguintes propriedades:

(i) Para todo t > 0, T (t) é de classe C∞ na topologia uniforme de operadores.

(ii) Para t > 0 e n ≥ 1, T (n)(t) =

(
AT

(
t

n

))n
=

(
T ′
(
t

n

))n
.

1.4 Semigrupos Anaĺıticos

Outra classe de semigrupos que será essencial para o nosso estudo sobre equações diferenciais

com retardo dependendo do estado é a classe dos semigrupos anaĺıticos.

Inicialmente, observamos que até este momento lidamos com semigrupos cujo os parâmetros

pertenciam ao eixo real não negativo. Agora, vamos considerar a possibilidade de estender o domı́nio

dos parâmetros para uma região no plano complexo que contenha o eixo real não negativo.
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Sejam X um espaço de Banach e 0 < α ≤ π e considere o seguinte setor do plano complexo

4(α) = {z ∈ C; z 6= 0, |arg(z)| < α}.

Definição 1.32. Uma famı́lia de operadores lineares limitados (T (z))z∈4(α)∪{0}, 0 < α ≤ π/2, é

um semigrupo anaĺıtico se satistaz as seguintes propriedades.

(i) T (0) = I;

(ii) T (z1 + z2) = T (z1)T (z2), para todo z1, z2 ∈ 4(α);

(iii) lim
z→0

T (z)x = x para todo x ∈ X, z ∈ 4(α);

(iv) z 7→ T (z) é anaĺıtica em 4(α).

Note que a restrição de um semigrupo anaĺıtico ao intervalo [0,+∞) é um C0-semigrupo

diferenciável. A questão agora é quando vale a rećıproca, isto é, quando um C0-semigrupo pode ser

estendido a um semigrupo anaĺıtico em algum setor do plano complexo.

Para responder esta pergunta, começamos apresentando um resultado de limitação para um

semigrupo anaĺıtico, cuja demonstração é similar à do Teorema 1.11.

Proposição 1.33. Se (T (z))z∈4(α)∪{0} é um semigrupo anaĺıtico em 4(α), com 0 < α ≤ π/2,

então existem constantes M ≥ 1 e ω ≥ 0 tais que ‖T (z)‖ ≤MeωRe(z), ∀z ∈ 4(α) ∪ {0}.

Utilizando a Proposição acima podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 1.34. Sejam (T (t))t≥0 um C0-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Então, (T (t))t≥0

admite uma extensão a um semigrupo anaĺıtico num setor 4(α), para algum 0 < α ≤ π/2, se, e

somente se, (T (t))t≥0 é diferenciável e existe N ≥ 1 tal que ‖tAT (t)‖ ≤ N, 0 < t ≤ 1.

Demonstração. Suponhamos que (T (t))t≥0 admita uma extensão a um semigrupo anaĺıtico

(T (z))z∈4(α)∪{0}, para algum 0 < α ≤ π/2, e seja A seu gerador infinitesimal.

Então, dado t > 0 temos que o ćırculo de centro em t e raio r = t sin(φ), 0 < φ < α ≤ π/2,

está contido na região 4(α) em que (T (z))z∈4(α)∪{0} é anaĺıtico, como mostra a Figura 1.1.

Portanto, pela Fórmula integral de Calchy, temos

AT (t) =
d

dt
T (t) =

1

2πi

∫
|z−t|=t sin(φ)

T (z)

(z − t)2
dz. (1.5)
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Figura 1.1: Região onde o operador é anaĺıtico.

Fonte: Andrade [3] (2014, pág. 23)

Por outro lado, pela Proposição 1.33, existem constantes M ≥ 1 e ω ≥ 0 tais que

‖T (z)‖ ≤MeωRe(z), para todo z ∈ 4(α) ∪ {0}. Assim, se 0 < t ≤ 1, de (1.5), segue que

‖AT (t)‖ =

∥∥∥∥∥ 1

2πi

∫
|z−t|=t sin(φ)

T (z)

(z − t)2
dz

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ 1

2πi

∫ 2π

0

T (t+ t sin(φ)eiθ)

(t sin(φ)eiθ)2
t sin(φ)ieiθdθ

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ 1

2π

∫ 2π

0

T (t+ t sin(φ)eiθ)

t sin(φ)eiθ
dθ

∥∥∥∥
≤ 1

2π

∫ 2π

0

‖T (t+ t sin(φ)eiθ)‖
t sin(φ)

dθ

≤ M

2πt sin(φ)

∫ 2π

0
ewt(1+sin(φ) cos(θ))dθ

≤ Me2ωt

2πt sin(φ)

∫ 2π

0
dθ =

Me2ωt

t sin(φ)
,

ou seja, ‖tAT (t)‖ ≤ Me2ωt

sin(φ) , para todo 0 < t ≤ 1. Logo, tomando N =
Me2ω

sin(φ)
≥ 1 temos que

‖tAT (t)‖ ≤ N , para todo 0 < t ≤ 1.
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Agora, suponhamos que (T (t))t≥0 seja diferenciável e exista N ≥ 1 tal que ‖tAT (t)‖ ≤ N para

0 < t ≤ 1. Assim, pelos Teorema 1.29, Corolário 1.30 e 1.31, temos que t 7→ T (t) é de classe C∞,

T (n)(t) = AnT (t) ∈ L(X), t > 0, e T (n)(t) = [AT (t/n)]n = [T ′(t/n)]n, para todo n ∈ N, n ≥ 1.

Mais ainda, para 0 < t ≤ n, segue que ‖t/nAT (t/n)‖ ≤ N . Então, ‖AT (t/n)‖ ≤ Nn/t e

‖AnT (t)‖ = ‖T (n)(t)‖ = ‖[AT (t/n)]n‖ ≤ ‖AT (t/n)‖n ≤ (Nn/t)n.

Desta forma, para n ∈ N e 0 < t ≤ n,∥∥∥∥(z − t)n

n!
AnT (t)

∥∥∥∥ ≤ |z − t|n

n!
Nnn

n

tn

=
|z − t|n

tn
Nnn

n

n!

≤ |z − t|n

tn
Nnen

=

(
|z − t|
t/Ne

)n
. (1.6)

Logo, se |z−t| < t/Ne, temos que
|z − t|
t/Ne

< 1 e, consequentemente, a série
∞∑
n=0

(
|z − t|
t/Ne

)n
converge.

Assim, dados t > 0 e z ∈ C tal que |z − t| < t/Ne, seja n0 ∈ N o primeiro natural tal que t ≤ n0.

Portanto, para 0 < t ≤ n e todo n ≥ n0, obtemos que∥∥∥∥∥
∞∑

n=n0

(z − t)n

n!
AnT (t)

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

n=n0

(
|z − t|
t/Ne

)n
≤
∞∑
n=0

(
|z − t|
t/Ne

)n
<∞.

Ou seja, a série

∞∑
n=0

(z − t)n

n!
AnT (t) converge para todo t > 0 e z ∈ C no ćırculo de centro em t e

raio t/Ne.

Assim, se θ é o ângulo formado pela reta que passa pela origem e é tangente ao ćırculo dado, figura

(1.2), temos que se, z ∈ 4(θ), então sin(|arg(z)|) < sin(θ) = 1/Ne, ou seja, |arg(z)| < arcsin(1/Ne).

Então, tomando α = arcsin(1/Ne) e 4(α) = {z ∈ C : Re(z) > 0 e |arg(z)| < α}, para z ∈ 4(α),

considere a reta r passando por z e a origem, e a reta s perpendicular a r passando por z. Denotando

por t o ponto de interseção de s com o eixo real, temos t > 0 e podemos definir o operador

T̃ (z) : X → X por T̃ (z)x =
∞∑
n=0

(z − t)n

n!
AnT (t)x, x ∈ X.

Claramente, da forma como foram tomados t e z, temos que |arg(z)| < arcsin(1/Ne) e

|z − t| = t sin(|arg(z)|) < t/Ne e, assim, a série

∞∑
n=0

(z − t)n

n!
AnT (t) é convergente.
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Figura 1.2: Ćırculo de convergência.

Fonte: Andrade [3] (2014, pág. 25)

Mais ainda, se z ∈ (0,+∞), então z = t e T̃ (z) = T (z) +

∞∑
n=1

(z − z)n

n!
AnT (z) = T (z), ou seja,

(T̃ (z))z∈4(α) é uma extensão de (T (t))t≥0.

Agora, definindo T̃ (0) = I, vamos mostrar que (T̃ (z))z∈4(α)∪{0} é um semigrupo anaĺıtico.

Inicialmente, observe que, pela Teorema 1.29, T (n)(t) = AnT (t) ∈ L(x) para todo n ∈ N e cada

t > 0. Desta forma, temos que T̃ (z) é o limite uniforme de sequência de elementos de L(X) e,

portanto, T̃ (z) ∈ L(X) para todo z ∈ 4(α), pois L(X) é espaço de Banach. Consequentemente,

(T (z))z∈4(α)∪{0} é uma famı́lia de operadores lineares limitados em X.

Também, pela definição de T̃ (z), o item (i) da Definição 1.32 está satisfeito e a aplicação

z 7→ T̃ (z) é anaĺıtica em 4(α) (pois T̃ (z) é uma série de potências). Desse modo, conclúımos

que o item (iv) da Definição 1.32 também está satisfeito.

Para mostrar o item (ii) da Definição 1.32, sejam t1, t2 > 0 e z1, z2 ∈ C tais que |z1−t1| ≤ t1/Ne

e |z2 − t2| ≤ t2/Ne, ou seja, z1 e z2 pertencem os ćırculos de convergência de T̃ (·) de centro em t1
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e t2 respectivamente. Então,

|(z1 + z2)− (t1 + t2)| ≤ |z1 − t1|+ |z2 − t2| ≤
t1
Ne

+
t2
Ne

=
t1 + t2
Ne

,

ou seja, z1 + z2 pertence ao ćırculo de convergência de T̃ (·) de centro t1 + t2. Mais ainda, como

(z1 + z2 − t1 − t2)p

p!
=

p∑
n=0

(z1 − t1)n

n!

(z2 − t1)p−n

(p− n)!
,

então,

T̃ (z1 + z2) =
∞∑
p=0

[z1 + z2 − t1 − t2]p

p!
ApT (t1 + t2)

=
∞∑
p=0

p∑
n=0

(z1 − t1)n

n!

(z2 − t2)p−n

(p− n)!
An+(p−n)T (t1)T (t2)

=

∞∑
p=0

p∑
n=0

(z1 − t1)n

n!
AnT (t1)

(z2 − t2)p−n

(p− n)!
Ap−nT (t2)

=

∞∑
n=0

(z1 − t1)n

n!
AnT (t1)

∞∑
p=n

(z2 − t2)p−n

(p− n)!
Ap−nT (t2)

= T̃ (z1)T̃ (z2),

o que implica que o item (ii) da Definição 1.32 está satisfeito.

Além disso, como a aplicação z 7→ T̃ (z) é anaĺıtica em 4(α), segue que, dado z0 ∈ 4(α),

lim
z→z0

T̃ (z) = T̃ (z0). (1.7)

Desta forma, dado t > 0 temos que lim
z→0

T̃ (z + t) = T̃ (t) = T (t) e assim,

lim
z→0

T̃ (z)T (t) = lim
z→0

T̃ (z + t) = T (t), para todo t > 0, (1.8)

onde os limites em (1.7) e (1.8) são tomados no sentido da topologia uniforme de L(X).

Desse modo, podemos concluir que lim
z→0

T̃ (z)T (t)x = T (t)x, para todo x ∈ X e t > 0.

Logo, em particular, lim
z→0

T̃ (z)y = y, para todo y ∈ X0 = ∪0<t≤1T (t)X. Assim, para concluirmos

a demonstração precisamos do item (iii) da Definição 1.32 estender o limite anterior para todo X.

Para isto, mostraremos que X0 é denso em X e a aplicação z 7→ T̃ (z) é limitada em uma região

Σ(β) ⊂ 4(α).

Para mostrarmos a densidade de X0, observe que dado x ∈ X, temos lim
t→0+

T (t)x = x, pois

(T (t))t≥0 é um C0 semigrupo. Ou seja, x é limite de sequência elementos de X0 e, consequentemente,

X ⊂ X0. Como a inclusão contrária é direta, conclúımos que X0 = X.
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Agora, definindo

Σ(β) =

{
z ∈ C; 0 < Re(z) <

(Ne)2 − β2

(Ne)2
, |arg(z)| < arcsin(

β

Ne
)

}
, 0 < β < 1,

vamos mostrar que a apicação z 7→ T̃ (z) é limitada sobre Σ(β). Dessa forma, dado z ∈ 4(α), da

construção usada pra definir T̃ (z), obtemos que t = |z|
cos(arg(z)) e |z−t|t = sin(arg(z)). Em particular,

se z ∈ Σ(β), então |arg(z)| < arcsin( β
Ne) e, consequentemente, |z−t|t < β

Ne , ou ainda, |z−t|t Ne < β.

Por outro lado, sin(arg(z)) < β
Ne também implica que sin2(arg(z)) < β2

(Ne)2
, ou

equivalentemente, 1− cos2(arg(z)) < β2

(Ne)2
. Dessa forma, segue que cos2(arg(z)) > (Ne)2−β2

(Ne)2
.

Agora, visto que Re(z) = |z| cos(arg(z)) = t cos2(arg(z)), temos que

t =
Re(z)

cos2(arg(z))
≤ Re(z)

(Ne)2−β2

(Ne)2

≤ 1. (1.9)

Assim, utilizando (1.6) conclúımos que∥∥∥∥(z − t)n

n!
AnT (t)

∥∥∥∥ ≤ ((|z − t|)
t

Ne

)n
≤ βn, n = 1, 2, ... (1.10)

Então, se L = sup
0≤t≤1

‖T (t)‖, obtemos que

‖T̃ (z)‖ ≤ ‖T (t)‖+

∞∑
n=1

∥∥∥∥(z − t)n

n!
AnT (t)

∥∥∥∥
≤ L+

∞∑
n=1

βn

= L+
β

1− β
= M(β). (1.11)

Voltando ao fato de X0 = X, dado x ∈ X existe uma sequência (xn) ⊂ X0 tal que xn → x,

quando n→ +∞, isto é, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que ‖xn−x‖ <
ε

M(β) + 2
, para todo n ≥ n0.

Dessa forma, como x0 ∈ X0, existe δ > 0 tal que, se 0 < |z| < δ, então ‖T (z)xn0−xn0‖ <
ε

M(β) + 2
e, assim,

‖T̃ (z)x− x‖ ≤ ‖T̃ (z)x− T̃ (z)xn0‖+ ‖T̃ (z)xn0 − xn0‖+ ‖xn0 − x‖

≤ ‖T̃ (z)‖ ‖x− xn0‖+ ‖T̃ (z)xn0 − xn0‖+ ‖xn0 − x‖

≤ M(β)
ε

M(β) + 2
+

ε

M(β) + 2
+

ε

M(β) + 2
= ε,

garantindo que lim
z→0

T̃ (z)x = x para todo x ∈ X, o que completa a prova.
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Definição 1.35. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear. Dizemos que A é de classe (θ,M),

onde π
2 < θ < π e M > 0, e escrevemos A ∈ (θ,M), se:

(i) A é um operador fechado densamente definido;

(ii) 4(θ) = {z ∈ C; |arg(z)| < θ} ⊂ ρ(A);

(iii) ‖R(λ : A)‖ ≤ M

|λ|
, para todo λ ∈ 4(θ).

Agora nosso objetivo é mostrar que um operador satisfazendo a definição anterior gera um

semigrupo anaĺıtico. Para isto, dado A ∈ (θ,M), tomemos ε > 0 tal que 0 < 2ε < θ − π
2 e seja

Γ uma curva no plano complexo composta pelos arcos rei(θ−ε) e re−i(θ−ε), 1 ≤ r < +∞, e pelos

segmentos que ligam os pontos ei(θ−ε) e e−i(θ−ε) ao ponto z = 1, orientada de −∞e−i(θ−ε) para

+∞ei(θ−ε), como na figura (1.3).

Figura 1.3: Curva Γ.

Fonte: Andrade [3] (2014, pág. 29)

Consideramos ainda α = θ − π
2 − 2ε, 0 < α < π

2 , e 4(α) = {z ∈ C : |arg(z)| < α}.

Logo, 4(α) ⊂ 4(θ) e, pelo item (ii) da Definição 1.35, 4(α) ⊂ ρ(A). Mais ainda, definindo
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Γr = {λ ∈ Γ : |λ| < r, r ≥ 1}, Γr ⊂ 4(θ) ⊂ ρ(A) e as aplicação λ 7→ eλz, z ∈ 4(α), e

λ 7→ R(λ : A) são cont́ınuas para λ ∈ Γr, pois dados λ, µ ∈ Γr temos, por (1.4), que

R(λ : A)−R(µ : A) = (µ− λ)R(λ : A)R(µ : A), (1.12)

garantindo que

‖R(λ : A)−R(µ : A)‖ ≤ |µ− λ| ‖R(λ : A)‖ ‖R(µ : A)‖ ≤ |µ− λ|M
|λ|

M

|µ|
. (1.13)

Dessa forma, tomando o limite em (1.13) quando λ → µ, segue a continuidade da aplicação.

Logo, para cada r podemos definir uma famı́lia de operadores Tr(z), z ∈ 4(α), pela integral

Tr(z) =
1

2πi

∫
Γr

eλzR(λ : A)dλ, z ∈ 4(α). (1.14)

Assim, para cada z ∈ 4(α) fixo, a aplicação Tr(z) : X → X, dada por

Tr(z)x =
1

2πi

∫
Γr

eλzR(λ : A)x dλ, x ∈ X, (1.15)

é um operador linear.

A seguir, mostramos que o operador Tr(z) é limitado. Antes porém, observe que:

(i) ‖eλzR(λ : A)x‖ ≤ |eλz| ‖R(λ : A)‖ ‖x‖ ≤ eRe(λz)M‖x‖
|λ|

, ∀x ∈ X, ∀λ ∈ 4(θ);

(ii) λz = (|λ|ei arg(λ))(|z|ei arg(z)) = |λ| |z|ei(arg(λ)+arg(z)),

e então

Re(λz) = |λ| |z| cos(arg(λ) + arg(z)) ≤ |λ| |z|, ∀λ, z ∈ C.

Analisemos agora ‖Tr(z)x‖ sobre Γr. Para isto, vamos dividir Γr em 4 partes, que denotaremos

por γ1, γ2, γ3 e γ4, de forma que

Tr(z)x =
1

2πi

(∫
γ1

eλzR(λ : A)x dλ+

∫
γ2

eλzR(λ : A)x dλ+

∫
γ3

eλzR(λ : A)x dλ

+

∫
γ4

eλzR(λ : A)x dλ

)
.
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(1) Se γ1 : [1, r]→ Γr é definida por γ1(t) = te−i(θ−ε), consideremos γ1 como sendo γ1 percorrida

no sentido contrário. Logo,∥∥∥∥∫
γ1

eλzR(λ : A)xdλ

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥−∫
γ1

eλzR(λ : A)xdλ

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ r

1
ete
−i(θ−ε)zR(te−i(θ−ε) : A)xe−i(θ−ε)dt

∥∥∥∥
≤

∫ r

1
|ete−i(θ−ε)z| ‖R(te−i(θ−ε) : A)x‖ ‖e−i(θ−ε)‖dt

≤
∫ r

1

eRe(te
−i(θ−ε)z)M‖x‖
|te−i(θ−ε)|

dt

≤
∫ r

1

e|t| |z|M‖x‖
|t|

dt

≤ M‖x‖
∫ r

1
et|z|dt

= M‖x‖

(
er|z| − e|z|

|z|

)
= C1‖x‖,

onde C1 =
M(er|z| − e|z|)

|z|
.

(2) Seja γ2 é a reta que liga os pontos e−i(θ−ε) e z = 1, como na Figura 1.4.

Então, dado λ sobre γ2 temos que λ = |λ|ei arg(λ). Observe que h, como aparece na Figura

1.4, tem a seguinte propriedade: h ≤ |λ| ≤ 1, pois h é a altura do triângulo isóseles de vértices

(0, 0), (1, 0) e e−i(θ−ε). Logo,∥∥∥∥∫
γ2

eλzR(λ : A)xdλ

∥∥∥∥ ≤
∫
γ2

‖eλz‖ ‖R(λ : A)‖ ‖x‖d|λ|

≤
∫
γ2

eRe(λz)M‖x‖
|λ|

d|λ|

≤ M‖x‖
∫
γ2

e|λ| |z|

|λ|
d|λ|

≤ e|z|M‖x‖
h

∫
γ2

d|λ| = C2‖x‖,

onde C2 =
e|z|M |γ2|

h
e |γ2| denota o comprimento da curva γ2.

(3) De modo análogo a γ2, seja γ3 a curva que liga os pontos z = 1 e ei(θ−ε). Para λ sobre γ3,

λ = |λ|ei arg(λ), com h ≤ |λ| ≤ 1, onde h é a altura do triângulo isóseles de vértices (0, 0), (1, 0) e
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Figura 1.4: Curvas γ1 e γ2.

Fonte: Andrade [3] (2014, pág.31 )

ei(θ−ε). Logo,

∥∥∥∥∫
γ3

eλzR(λ : A)xdλ

∥∥∥∥ ≤
∫
γ3

‖eλz‖ ‖R(λ : A)‖ ‖x‖d|λ|

≤
∫
γ3

eRe(λz)M‖x‖
|λ|

d|λ|

≤ e|z|M‖x‖
h

∫
γ3

d|λ| = C3‖x‖,

onde C3 =
e|z|M |γ3|

h
e |γ3| denota o comprimento da curva γ3.
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(4) A curva γ4 : [1, r]→ Γr é dada por γ4(t) = tei(θ−ε). Desta forma,∥∥∥∥∫
γ4

eλzR(λ : A)xdλ

∥∥∥∥ ≤
∫ r

1
‖etei(θ−ε)z‖ ‖R(tei(θ−ε) : A)x‖ ‖ei(θ−ε)‖dt

≤
∫ r

1

eRe(te
i(θ−ε)z)M‖x‖
|tei(θ−ε)|

dt

≤
∫ r

1

e|t| |z|M‖x‖
|t|

dt

≤ M‖x‖
∫ r

1
et|z|dt

= M‖x‖

(
er|z| − e|z|

|z|

)
= C4‖x‖,

onde C4 =
M(er|z| − e|z|)

|z|
.

Portanto, de (1)-(4), tomando C = max
i=1,2,3,4.

{Ci/2π}, obtemos que ‖Tr(z)x‖ ≤ C‖x‖, ∀x ∈ X,

ou seja, Tr(z) ∈ L(X), para todo z ∈ 4(α).

Para finalizar, considere a famı́lia de operadores (T (z))z∈4(α)∪{0} definida por T (0) = I e

T (z) =
1

2πi

∫
Γ
eλzR(λ : A)dλ, z ∈ 4(α).

Observe que T (z) = lim
r→∞

Tr(z), para todo z ∈ 4(α). Então, como Tr(z) ∈ L(X) para todo

r ≥ 1 e a convergência é uniforme, conclúımos que T (z) ∈ L(X) para todo z ∈ 4(α).

Agora devemos mostrar que a famı́lia (T (z))z∈4(α)∪{0} é um semigrupo anaĺıtico. Para isto

precisamos de alguns resultados premilinares. Para não prolongar este trabalho, apenas enunciamos

estes resultados.

Lema 1.36. Sejam z ∈ 4(α), A ∈ (θ,M) e Γ como definida anteriormente. Então:

(i)

∫
Γ

eλz

λ′ − λ
dλ = 0, para todo λ′ situado a direita de Γ;

(ii)

∫
Γ

eλz

λ
dλ = 2πi;

(iii)

∫
Γ
eλz dλ = 0;

(iv)

∫
Γ

R(λ : A)

λ
dλ = 0;
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(v)

∫
|z|Γ

eλη

|z|
R

(
λ

|z|
: A

)
dλ =

∫
Γ

eλη

|z|
R

(
λ

|z|
: A

)
dλ, onde η = z

|z| .

Demonstração: Para mais detalhes veja [Silva [40], Lema 3.5, pág. 88].

Lema 1.37. Dado δ > 0, seja Γ′ a curva no plano complexo definida por Γ′ = {λ′ ∈ C; λ′ =

λ+ δ, λ ∈ Γ} com orientação induzida por Γ. Então, para todo z ∈ 4(α), temos:

(i)

∫
Γ
eλzR(λ : A)dλ =

∫
Γ′
eλzR(λ : A)dλ;

(ii)

∫
Γ′

eλ
′z

λ′ − λ
dλ′ = 2πieλz para todo λ situado à esquerda de Γ′.

Demonstração: Para mais detalhes veja [Silva [40], Lema 3.6, pág. 94].

Teorema 1.38. A famı́lia de operadores (T (z))z∈4(α)∪{0}, α = θ − π
2 − 2ε, definida por

T (z) =
1

2πi

∫
Γ
eλzR(λ : A) dλ, z ∈ 4(α);

T (0) = I.

(1.16)

é um semigrupo anaĺıtico.

Demonstração. Como já foi visto, T (z) ∈ L(X) para todo z ∈ 4(α). A seguir, mostraremos

que (T (z))z∈4(α)∪{0} satisfaz a definição de semigrupo anaĺıtico.

Pela definição, temos que T (0) = I. Assim, o item (i) da Definição 1.32 está satisfeito.

Agora, dado ρ ∈ 4(α), do item (i) do Lema 1.37, temos que

T (ρ) =
1

2πi

∫
Γ
eλρR(λ : A) dλ =

1

2πi

∫
Γ′
eλ
′ρR(λ′ : A) dλ′.

Assim, dados z, η ∈ 4(α) e x ∈ X, segue que

T (z)T (η)x =
1

2πi

∫
Γ
eλzR(λ : A)

(
1

2πi

∫
Γ′
eλ
′ηR(λ′ : A)x dλ′

)
dλ

=
1

(2πi)2

∫
Γ

∫
Γ′
eλzeλ

′η

(
R(λ : A)−R(λ′ : A)

(λ′ − λ)

)
x dλ′ dλ

=
1

(2πi)2

∫
Γ
eλzR(λ : A)

∫
Γ′

eλ
′η

(λ′ − λ)
x dλ′ dλ

− 1

(2πi)2

∫
Γ′
eλ
′ηR(λ′ : A)

∫
Γ

eλz

(λ′ − λ)
x dλ dλ′.

Além disso, pelo item (i) do Lema 1.36 e pelo item (ii) do Lema 1.37, obtemos que∫
Γ

eλz

(λ′ − λ)
dλ = 0 e

∫
Γ′

eλ
′η

(λ′ − λ)
dλ′ = 2πieλη,
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o que implica que

T (z)T (η)x =
1

(2πi)2

∫
Γ
eλ(z+η)R(λ : A)2πi x dλ = T (z + η)x,

para todo x ∈ X. Ou seja, T (z)T (η) = T (z + η) para todo z, η ∈ 4(α), de onde conclúımos que o

item (ii) da Definição 1.32 também está satisfeito.

Agora, façamos em (1.16) a mudança de variável µ = |z|λ, com λ ∈ 4(α). Esta mudança de

variável leva a curva Γ na curva |z|Γ e, pelo item (v) do Lema 1.36, temos que

T (z) =
1

2πi

∫
|z|Γ

eµη

|z|
R

(
µ

|z|
: A

)
dµ =

1

2πi

∫
Γ

eµη

|z|
R

(
µ

|z|
: A

)
dµ,

onde η = z
|z| = ei arg(z).

Por outro lado, como A ∈ (θ,M), temos

∥∥∥∥R( µ

|z|
: A

)∥∥∥∥ ≤ M |z|
|µ| . Assim,

‖T (z)‖ ≤ 1

2π

∫
Γ

eRe(µη)

|z|
M |z|
|µ|

d|µ| = M

2π

∫
Γ1

eRe(µη)

|µ|
d|µ|+ M

2π

∫
Γ\Γ1

eRe(µη)

|µ|
d|µ|, (1.17)

onde Γ1 é a curva Γr descrita anteriormente para r = 1.

Logo, dado µ ∈ Γ1, |µ| ≤ 1 e então, Re(µη) = |µ||η| cos(µη) ≤ 1. Dessa forma, tomando

m0 = inf{|λ|; λ ∈ Γ1}, temos

M

2π

∫
Γ1

eRe(µη)

|µ|
d|µ| ≤ M

2π

∫
Γ1

e1

m0
d|µ| = Me

2πm0
|Γ1|, (1.18)

onde |Γ1| =
∫

Γ1
d|µ| é o comprimento da curva Γ1.

Por outro lado, observe que a curva Γ \ Γ1 é formada pelas semi-retas γ1, dada por γ1(r) =

rei(θ−ε), 1 ≤ r < +∞, e γ2, dada por γ2(r) = re−i(θ−ε), 1 ≤ r < +∞, percorrida no sentido

contrário. Então,∫
Γ\Γ1

eRe(µη)

|µ|
d|µ| =

∫
γ1

eRe(µη)

|µ|
d|µ| −

∫
γ2

eRe(µη)

|µ|
d|µ|

=

∫ ∞
1

eRe(re
i(θ−ε)η)

r
|ei(θ−ε)| dr −

∫ ∞
1

eRe(re
−i(θ−ε)η)

r
|e−i(θ−ε)| dr

=

∫ ∞
1

eRe(re
i(θ−ε)η)

r
dr −

∫ ∞
1

eRe(re
−i(θ−ε)η)

r
dr.

Observe que na primeira integral, temos

Re(rei(θ−ε)η) = |rei(θ−ε)| |η| cos((θ − ε) + arg(η))

= r cos((θ − ε) + arg(z)),
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e mais, como −α ≤ arg(z) ≤ α, α = θ−π/2−2ε e π/2 < θ < π, temos que π
2 +ε ≤ θ−ε+arg(z) ≤

3π
2 − 3ε ≤ 3π

2 − ε, de onde segue que Re(rei(θ−ε)η) ≤ r cos(π2 + ε) < 0. Logo,

∫ ∞
1

eRe(re
i(θ−ε)η)

r
dr ≤

∫ ∞
1

er cos(π
2

+ε)dr

= − ecos(π
2

+ε)

cos(π2 + ε)
.

Analogamente, na segunda integral temos que Re(re−i(θ−ε)η) = r cos((−θ + ε) + arg(z)), onde

−3π
2 + ε ≤ −3π

2 + 3ε ≤ −θ + ε + arg(z) ≤ −π
2 − ε. Logo, observando que −1

r
≤ 0 < 1 e que

cos(−π/2− ε) = cos(π/2 + ε) < 0, obtemos

−
∫ ∞

1

eRe(re
−i(θ−ε)η)

r
dr ≤

∫ ∞
1

er cos(π
2

+ε)dr = − ecos(π
2

+ε)

cos(π2 + ε)
,

de onde segue que, ∫
Γ\Γ1

eRe(µη)

|µ|
d|µ| ≤ − 2ecos(π

2
+ε)

cos(π2 + ε)
. (1.19)

Portanto, por (1.17), (1.18) e (1.19), temos

‖T (z)‖ ≤ Me

2πm0
|Γ1|+−

Mecos(π
2

+ε)

π cos(π2 + ε)
= M0, ∀z ∈ 4(α),

ou seja, T (z) é uniformamente limitado para todo z ∈ 4(α).

Mostramos agora que (T (z))z∈4(α)∪{0} é fortemente cont́ınuo. Para isto, observe primeiro que

R(λ : A)(λI −A) = I ⇔ R(λ : A)− λ−1I =
R(λ : A)A

λ
. (1.20)

Assim, dado z ∈ 4(α), com |z| < 1, e x ∈ D(A), pela igualdade (1.20) e pelo item (ii) do Lema

1.36, temos que

T (z)x− x =
1

2πi

∫
Γ
eλzR(λ : A) x dλ− 1

2πi

∫
Γ

eλz

λ
x dλ

=
1

2πi

∫
Γ

eλz

λ
R(λ : A)Ax dλ.

Observando que, para λ ∈ Γ,∥∥∥∥eλzλ R(λ : A)A x

∥∥∥∥ ≤ eRe(λz)

|λ|
M

|λ|
‖Ax‖ ≤ eM

|λ|2
‖Ax‖,
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onde a aplicação λ 7→ eM

|λ|2
‖Ax‖ é integrável sobre a curva Γ. Desse modo, pelo Teorema da

Convergência Dominada e pelo item (iv) do Lema 1.36, segue que, para z ∈ 4(α) e x ∈ D(A),

lim
z→0

(T (z)x− x) = lim
z→0

1

2πi

∫
Γ

eλzR(λ : A)

λ
Ax dλ =

1

2πi

∫
Γ

R(λ : A)

λ
Ax dλ = 0,

ou seja, lim
z→0

T (z)x = x, para todo x ∈ D(A).

Agora, como D(A) = X, dado y ∈ X temos que existe (yn) ⊂ D(A) tal que yn → y, quando

n → ∞, em X, isto é, dado η > 0 existe n0 ∈ N tal que ‖yn − y‖ <
η

2(M0 + 1)
, ∀n ≤ n0. Mais

ainda, como yn0 ∈ D(A), lim
z→0

T (z)yn0 − yn0 = 0. Logo, existe δ > 0 tal que, se 0 < |z| < δ, então

‖T (z)yn0 − yn0‖ < η/2. Dessa forma,

‖T (z)y − y‖ ≤ ‖T (z)‖ ‖y − yn0‖+ ‖T (z)yn0 − yn0‖+ ‖yn0 − yn0‖

≤ M0
η

2(M0 + 1)
+
η

2
+

η

2(M0 + 1)
= η,

de onde conclúımos lim
z→0

T (z)y = y, para todo x ∈ X. O que prova o item (iii) da Definição 1.32.

Finalmente, mostramos que a aplicação z 7→ T (z) é anaĺıtica em 4(α).

Fazendo novamente a mudança de variável µ = |z|λ em (1.16), com z ∈ 4(α), η =
z

|z|
e r ≥ 1,

temos

T (z) =
1

2πi

∫
|z|Γ

eµη

|z|
R

(
µ

|z|
: A

)
dµ

=
1

2πi

∫
Γ

eµη

|z|
R

(
µ

|z|
: A

)
dµ

=
1

2πi

∫
Γr

eµη

|z|
R

(
µ

|z|
: A

)
dµ+

1

2πi

∫
Γ\Γr

eµη

|z|
R

(
µ

|z|
: A

)
dµ.

Assim, escrevendo Γ \ Γr = γ1 ∪ γ2, onde γ1(t) = tei(θ−ε), r ≤ t < +∞, e γ2 é a curva γ2(t) =

te−i(θ−ε), r ≤ t < +∞ percorrida no sentido contrário, e notando que cos(−π/2−ε) = cos(π/2+ε),
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obtemos∥∥∥∥T (z)− 1

2πi

∫
Γr

eµη

|z|
R

(
µ

|z|
: A

)
dµ

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Γ\Γr

eµη

|z|
R

(
µ

|z|
: A

)
dµ

∥∥∥∥∥
≤ 1

2π

(∥∥∥∥∫
γ1

eµη

|z|
R

(
µ

|z|
: A

)
dµ

∥∥∥∥+

∥∥∥∥∫
γ2

eµη

|z|
R

(
µ

|z|
: A

)
dµ

∥∥∥∥)
≤ 1

2π

(∫ ∞
r

eRe(te
i(θ−ε)η)

|z|
M |z|
t

dt+

∫ ∞
r

eRe(te
−i(θ−ε)η)

|z|
M |z|
t

dt

)

≤ M

2π

(∫ ∞
r

et cos(θ−ε+arg(z))dt+

∫ ∞
r

et cos(−θ+ε+arg(z))dt

)
≤ M

2π

(∫ ∞
r

et cos(π/2+ε)dt+

∫ ∞
r

et cos(−π/2−ε)dt

)
=

M

π

er cos(π/2+ε)

(− cos(π/2 + ε))
=
M

π

e−r sin(ε)

sin(ε)
, (1.21)

de onde segue que

lim
r→∞

∥∥∥∥T (z)− 1

2πi

∫
Γr

eµη

|z|
R

(
µ

|z|
: A

)
dµ

∥∥∥∥ = lim
r→∞

M

π

e−r sin(ε)

sin(ε)
= 0.

Consequentemente,

T (z) = lim
r→∞

1

2πi

∫
Γr

eλzR(λ : A)dµ =
1

2πi

∫
Γ
eλzR(λ : A)dµ

para todo z ∈ 4(α).

Agora, observando que Γr é de classe C1 e a função λ 7→ eλzR(λ : A) é anaĺıtica em 4(θ), temos

que a função λ 7→ 1
2πi

∫
Γr
eλzR(λ : A)dµ é anaĺıtica em 4(α) para todo r ≥ 1.

Assim, conclúımos que T (z) é limite uniforme de funções anaĺıticas e, portanto, z 7→ T (z) é

anaĺıtica em 4(α). Dessa forma, o item (iv) da Definição 1.32 está satisteita e, consequentemente,

(T (z))z∈4(α)∪{0} é um semigrupo anaĺıtico.

Teorema 1.39. Seja A ∈ (θ,M). Então, para cada ε > 0 tal que 2ε < θ − π
2 , A é gerador

infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico no setor 4(θ − π
2 − 2ε).

Demonstração. Seja (T (z))z∈4(α)∪{0} o semigrupo anaĺıtico obtido no teorema anterior. Dado

x ∈ D(A), utilizando a igualdade (1.20), o item (iii) do Lema 1.36 e o Teorema da Convergência
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Domindada, segue que

d

dz
T (z)x =

d

dz

[
1

2πi

∫
Γ
eλzR(λ : A)x dλ

]
=

1

2πi

∫
Γ
eλzλR(λ : A)x dλ

=
1

2πi

∫
Γ
eλzR(λ : A)Ax dλ+

1

2πi

∫
Γ
eλzx dλ

= T (z)Ax+ 0 = T (z)Ax,

isto é,
d

dz
T (z)x = T (z)Ax, para todo x ∈ D(A). Então,

1

h

∫ h

0
T (s)Axds =

1

h
T (s)x

∣∣∣∣h
0

=
T (h)x− x

h
. (1.22)

Agora, supondo que B : D(B) ⊂ X → X seja o gerador infinitesimal do C0-semigrupo obtido

pela restrição de (T (z))z∈4(α)∪{0} ao eixo [0,∞), vamos mostrar que B = A. Para issso, tomemos

x ∈ D(A) e façamos h→ 0+ na igualdade (1.22), de onde obtemos que

Ax = lim
h→0+

1

h

∫ h

0
T (s)Axds = lim

h→0+

T (h)x− x
h

= Bx,

ou seja, D(A) ⊂ D(B) e A = B|D(A).

Para mostrarmos a inclusão contrária note que, do Teorema de Hille-Yosida, temos (0,∞) ∈

ρ(B), e então, ρ(A)∩ρ(B) 6= 0. Assim, se λ ∈ ρ(A)∩ρ(B), x ∈ D(B) e y = (λI−A)−1(λI−B)x ∈

D(A), então

(λI −A)y = (λI −A)(λI −A)−1(λI −B)x = (λI −B)x,

o que implica que (λI−B)(y−x) = 0, e, como (λI−B) é injetor, segue x = y. Logo, D(B) ⊂ D(A)

e, portanto, A = B, o que finaliza nossa prova.

Corolário 1.40. Seja A ∈ (θ,M) e (T (z))z∈4(α)∪{0}, α = θ − π
2 − 2ε, o semigrupo anaĺıtico dado

em (1.16). Então, as seguintes condições são válidas:

(i) Para todo n ≥ 1, T (z)x ∈ D(An), para todo x ∈ X e todo z ∈ 4(α);

(ii) Para todo n ≥ 1, existe uma constante Mn(ε) tal que ‖AnT (z)‖ ≤ Mn(ε)
|z|n , ∀z ∈ 4(α).

Demonstração. (i) Inicialmente, observe que para x ∈ X, z ∈ 4(α) e h ∈ (0,∞),

T (h)− I
h

T (z)x =
T (h+ z)x− T (z)x

h
.
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Assim, fazendo v = h+ z temos que

lim
h→0+

T (h)− I
h

T (z)x = lim
v→z+

T (v)x− T (z)x

v − z
, (1.23)

e então, como z 7→ T (z) é anaĺıtica em 4(α), o limite em (1.23) existe. Portanto, T (z)x ∈ D(A)

para todo x ∈ X e todo z ∈ 4(α). Mais ainda, observando que

AnT (z) = An[T (z/n)]n = [AT (z/n)]n, ∀n ≥ 1,

vemos que T (z)x ∈ D(An), para todo x ∈ X, z ∈ 4(α) e n ≥ 1.

(ii) Da demonstração do Teorema 1.38, sabemos que para z ∈ 4(α)

T (z) =
1

2πi

∫
Γ

eµη

|z|
R

(
µ

|z|
: A

)
dµ,

onde η = z
|z| . Dessa forma, utilizando a igualdade (1.20) e o Lema 3.24, temos

AT (z) =
1

2πi

∫
Γ

eµη

|z|
AR

(
µ

|z|
: A

)
dµ

=
1

2πi

∫
Γ

eµη

|z|

(
µ

|z|
R

(
µ

|z|
: A

)
− I
)
dµ,

para todo z ∈ 4(α). Logo, utilizando desigualdades análogas à (1.18) e à (1.19), obtemos

‖AT (z)‖ ≤ 1

2π

∫
Γ

eRe(µη)

|z|

[
|µ|
|z|

M |z|
|µ|

+ 1

]
d|µ|

=
(M + 1)

2π|z|

[∫
Γ1

eRe(µη)d|µ|+
∫

Γ\Γ1

eRe(µη)d|µ|

]

≤ (M + 1)

2π|z|

[
e|Γ1|+

2e− sin(ε)

sin(ε)

]
=
M1(ε)

|z|
,∀z ∈ 4(α), (1.24)

onde M1 = (M+1)
2π

[
e|Γ1|+ 2e− sin(ε)

sin(ε)

]
. Assim, utilizando o item (i), para n ≥ 1 temos

‖AnT (z)‖ ≤ ‖AT (z/n)‖n ≤
(
M1(ε)n

|z|

)n
≤ Mn(ε)

|z|n
, ∀z ∈ 4(α),

onde Mn(ε) = [nM1(ε)]n, o que finaliza a demonstração do item (ii).

1.5 Operador Espectral de Riesz

O objetivo de seção é apresentar uma classe de operadores lineares que são geradores

infinitesimais de um C0-semigrupo. No que segue desta seção, (Z, ||.||) será um espaço de Hilbert

munido do produto interno <,>. Inicialmente, incluimos alguns conceitos e resultados necessários.
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Definição 1.41. Uma famı́lia de vetores {φn : n ≥ 1} em Z é uma base de Riesz para Z se as

seguintes condições são verificadas:

(a) 〈{φn : n ≥ 1}〉 = Z;

(b) Existem constantes m > 0 e M > 0 tais que para N ∈ N arbitrário e escalares αn, n = 1, ..., N

arbitrários,

m

N∑
n=1

|αn|2 ≤

∥∥∥∥∥
N∑
n=1

αnφn

∥∥∥∥∥
2

≤M
N∑
n=1

|αn|2. (1.25)

Da definição acima segue que uma base ortonormal de Z é uma base de Riesz para Z.

Definição 1.42. Dizemos que duas sequências (φn) e (ψn) em Z são biortogonais se para todo

n,m ∈ N,

〈φn, ψm〉 = δmn =

 1, m = n,

0, m 6= n.
(1.26)

O próximo resultado diz que se {ξn : n ≥ 1} é uma base de Riesz para Z, podemos representar

os elementos de Z, de forma única, como uma combinação linear de ξn através de uma sequência

biortogonal correspondente à {ξn : n ≥ 1}.

Lema 1.43. Seja A um operador linear fechado em Z. Suponha que os autovalores {λn : n ≥ 1}

de A sejam simples e que os autovetores correspondentes {φn : n ≥ 1} formem uma base de Riesz

para Z.

(a) Se {ψn : n ≥ 1} são os autovetores do operador adjunto A∗ de A, correspondendo aos

autovalores {λn : n ≥ 1}, então (ψn) pode ser reordenado de modo que (φn) e (ψn) sejam

biortogonais.

(b) Se 〈{ψn : n ≥ 1}〉 = Z, então todo z ∈ Z pode ser representado de forma única por

z =
∞∑
n=1

〈z, ψn〉φn, (1.27)

e existem constantes m > 0 e M > 0 tais que

m

∞∑
n=1

|〈z, ψn〉|2 ≤ ‖z‖2 ≤M
∞∑
n=1

|〈z, ψn〉|2. (1.28)
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(c) Se 〈{ψn : n ≥ 1}〉 = Z, então {ψn : n ≥ 1} também é uma base de Riesz para Z. Além disso,

todo z ∈ Z pode ser representado de maneira única por

z =

∞∑
n=1

〈z, φn〉ψn (1.29)

e

1

M

∞∑
n=1

|〈z, φn〉|2 ≤ ‖z‖2 ≤
1

m

∞∑
n=1

|〈z, φn〉|2. (1.30)

Demonstração: Para mais detalhes veja [Silva [40], Lema 1.42, pág. 33].

Definição 1.44. Seja A um operador linear fechado em Z, com autovalores simples {λn : n ≥ 1}

e suponha que os autovetores correspondentes {φn : n ≥ 1} formem uma base de Riesz para Z. Se o

fecho de {λn : n ≥ 1} é totalmente desconexo, então A é chamado um operador espectral de Riesz.

Observação 1.45. Dizer que {λn : n ≥ 1} é totalmente desconexo significa que os únicos

subconjuntos conexos de {λn : n ≥ 1} são ∅ e seus pontos. Isto equivale a dizer que suas componentes

conexas são pontos.

O próximo Teorema fornece condições sobre um operador linear A, para garantir que A seja

o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo. Além disso, conseguimos a representação deste

semigrupo. Antes porém, faz-se necessário definir σ(A) = ρ(A)c o espectro de A.

Teorema 1.46. Seja A um operador espectral de Riesz com autovalores simples {λn : n ≥ 1} e

autovetores correspondentes {φn : n ≥ 1}. Sejam {ψn : n ≥ 1} os autovetores de A∗ e suponha

que 〈φn, ψm〉 = δmn para todo n,m ∈ N e que 〈{ψn : n ≥ 1}〉 = Z. Então, A satisfaz as seguintes

propriedades:

(a) O conjunto resolvente e o espectro de A são dados por ρ(A) = {λ ∈ C : inf
n≥1
|λ − λn| > 0} e

σ(A) = {λn : n ≥ 1}, respectivamente. Mais ainda, para λ ∈ ρ(A) e z ∈ Z,

R(λ : A)z =
∞∑
n=1

1

λ− λn
〈z, ψn〉φn. (1.31)

(b) Para cada z ∈ D(A),

Az =
∞∑
n=1

λn〈 z, ψn〉φn, (1.32)

e D(A) = {z ∈ Z :
∑∞

n=1 |λn|2|〈 z, ψn〉|2 <∞}.
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(c) O operador A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0 se, e somente se,

sup
n≥1

Reλn <∞. Mais ainda, para t > 0 e z ∈ Z,

T (t)z =

∞∑
n=1

eλnt〈z, ψn〉φn. (1.33)

Demonstração. (a) Dado λk ∈ {λn : n ≥ 1} um autovalor de A e φk seu autovetor associado,

temos Aφk = λkφk. Então, (λkI − A)φk = 0, com φk 6= 0, o que implica que (λkI − A) não é

invert́ıvel e, consequentemente, {λn : n ≥ 1} ⊂ σ(A). Assim, utilizando que o espectro de um

operador fechado também é fechado, temos {λn : n ≥ 1} ⊂ σ(A) = σ(A) = ρ(A)c.

Tomemos agora λ ∈
(
{λn : n ≥ 1}

)c
. Então, infn≥1 |λ − λn| ≥ α > 0, para algum α > 0.

Mostremos que (λI −A)−1 = Aλ, onde Aλ é o operador dado por Aλz =
∑∞

n=1
1

λ−λn 〈z, ψn〉φn,

z ∈ Z. Note primeiro que Aλ é limitado, pois de (1.25) e (1.28) segue que

‖Aλz‖2 ≤ M
∞∑
n=1

1

|λ− λn|2
|〈z, ψn〉|2 ≤

M

α2

∞∑
n=1

|〈z, ψn〉|2 ≤
M

mα2
‖z‖2.

Definindo yN =

N∑
n=1

1

λ− λn
〈z, ψn〉φn é fácil ver que yN → Aλz quando N →∞. Além disso, como

φn é autovetor associado a λn, temos que

(λI −A)yN =
N∑
n=1

1

λ− λn
〈z, ψn〉(λI −A)φn

=

N∑
n=1

1

λ− λn
〈z, ψn〉(λ− λn)φn

=

N∑
n=1

〈z, ψn〉φn,

o que implica, do Lema 1.43, que (λI − A)yN → z quando N →∞. Como A é fechado, segue que

Aλz ∈ D(A) e que

(λI −A)Aλz = z, para todo z ∈ Z. (1.34)

Agora, dado y ∈ D(A), defina x = (λI −A)y. De (1.34) temos que

x = (λI −A)Aλx = (λI −A)Aλ(λI −A)y.

Logo,

0 = x− x = (λI −A)[y −Aλ(λI −A)y],
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o que implica que Aλ(λI −A)y = y, pois λ não é autovalor de A. Isto, junto com (1.34) mostra que

λ ∈ ρ(A) e que Aλ = (λI −A)−1 = R(λ : A), isto é,
(
{λn : n ≥ 1}

)c
⊂ ρ(A), σ(A) = {λn : n ≥ 1}

e R(λ : A)z =
∑∞

n=1
1

λ−λn 〈z, ψn〉φn, o que completa a prova de (a).

(b) Inicialmente, mostramos que S = {z ∈ Z :
∑∞

n=1 |λn|2|〈 z, ψn〉|2 <∞} ⊂ D(A) e que (1.32)

vale para todo z ∈ S. Dado z ∈ S, defina zN =
∑N

n=1〈 z, ψn〉φn. Então,

AzN =
N∑
n=1

〈 z, ψn〉Aφn =
N∑
n=1

λn〈 z, ψn〉φn.

Do Lema 1.43 segue que zN → z quando N →∞ e de (1.25) segue que AzN →
∑∞

n=1 λn〈 z, ψn〉φn

em Z, pois z ∈ S. Dessa forma, como A é fechado, conclúımos que z ∈ D(A) e Az =∑∞
n=1 λn〈 z, ψn〉φn. Portanto, S ⊂ D(A) e (1.32) vale para z ∈ S.

Agora resta mostrarmos a inclusão D(A) ⊂ S. Seja λ ∈ ρ(A) e fixemos x ∈ D(A) e y ∈ Z tais

que x = (λI −A)−1y. Pelo item (a) e por (1.27) sabemos, respectivamente, que

x = (λI −A)−1y =
∞∑
n=1

1

λ− λn
〈y, ψn〉φn e x =

∞∑
n=1

〈x, ψn〉φn,

o que nos permite concluir (da unicidade da representação de Riesz) que
1

λ− λn
〈y, ψn〉 = 〈x, ψn〉

para todo n ∈ N. Se µ = infn≥1 |λ− λn| > 0, obtemos que

∞∑
n=1

|λn|2|〈 x, ψn〉|2 =

∞∑
n=1

∣∣∣∣ λn
λ− λn

∣∣∣∣2 |〈 y, ψn〉|2
=

∞∑
n=1

∣∣∣∣ λ

λ− λn
− 1

∣∣∣∣2 |〈 y, ψn〉|2
≤

[
|λ|
µ

+ 1

]2 ∞∑
n=1

|〈 y, ψn〉|2

≤ 1

m

[
|λ|
µ

+ 1

]2

‖y‖2 <∞,

o que prova que x ∈ S e, portanto, D(A) ⊂ S. Assim, D(A) = S o que completa o item (b).

(c) Suponhamos que A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0 tal que ‖T (t)‖ ≤

Meωt, para algum M ≥ 1 e ω ≥ 0. Nestas condições, do Teorema de Hille-Yosida sabemos que

ρ(A) ⊃ {λ ∈ C : Reλ > ω} e, como consequência, sup
n≥1

Reλn < ω + 1 <∞.

Suponhamos agora que supn≥1Reλn < ∞ e definamos ω := sup
n≥1

Reλn < ∞. Seja λ ∈ C tal

que Reλ > ω. Nestas condições, λ ∈ σ(A)c = ρ(A) e do item (a) segue que (λI − A)−1z =
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∞∑
n=1

1

λ− λn
〈z, ψn〉φn, z ∈ Z. Além disso, é fácil ver que

(λI −A)−2z =
∞∑
n=1

1

λ− λn
〈(λI −A)−1z, ψn〉φn

=
∞∑
n=1

1

λ− λn

〈 ∞∑
m=1

1

λ− λm
〈z, ψm〉φm, ψn

〉
φn

=
∞∑
n=1

1

(λ− λn)2
〈z, ψn〉φn,

e podemos verificar, por um processo indutivo, que

(λI −A)−rz =

∞∑
n=1

1

(λ− λn)r
〈z, ψn〉φn, para todo r ∈ N.

Logo, usando a igualdade acima, (1.25) e (1.28) obtemos que

‖(λI −A)−rz‖2 ≤ M
∞∑
n=1

1

|λ− λn|2r
|〈z, ψn〉|2 ≤

M

m

‖z‖2

(Reλ− ω)2r
,

o que mostra que ‖R(λ : A)r‖ ≤
√
M

m

1

(Reλ− ω)r
, para todo λ ∈ C tal que Reλ > ω e todo r ∈ N.

Dessa forma, do Teorema Hille-Yosida, segue que A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo

(T (t))t≥0 tal que ‖T (t)‖ ≤
√

M
m e

ωt para todo t > 0.

Para mostrarmos (1.33) defina o operador etA em Z por etAz =
∑∞

n=1 e
λnt〈z, ψn〉φn. Veja que

etA é um operador limitado para todo t > 0, pois

‖etAz‖2 ≤ M

∞∑
n=1

e2tRe λn |〈z, ψn〉|2 ≤
Me2ωt

m
‖z‖2, para todo z ∈ Z.

Além disso, para λ ∈ C com Reλ > ω temos que∫ ∞
0

e−λtetAzdt =

∫ ∞
0

e−λt

( ∞∑
n=1

eλnt〈z, ψn〉φn

)
dt

=

∫ ∞
0

( ∞∑
n=1

e(λn−λ)t〈z, ψn〉φn

)
dt

=
∞∑
n=1

〈z, ψn〉φn
∫ ∞

0
e(λn−λ)tdt

=

∞∑
n=1

1

λ− λn
〈z, ψn〉φn = R(λ : A)z.
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Da demonstração do Teorema de Hille-Yosida sabe-se que R(λ : A)z =
∫∞

0 e−λtT (t)z dt, o que

implica que ∫ ∞
0

e−λt[etAz − T (t)z] dt = 0,

para todo Reλ > ω. Logo, da unicidade da Transformada de Laplace, segue que

T (t)z = etAz =
∞∑
n=1

eλnt〈z, ψn〉φn,

para todo z ∈ Z, o que completa a prova.

A seguir apresentamos uma aplicação dos resultados acima.

Exemplo 1.47. Consideremos em Z = (L2[0, π], ‖ · ‖2) o operador A : D(A) ⊂ Z −→ Z, dado por

Af = f ′′, com domı́nio D(A) = {f ∈ Z : f ′′ ∈ Z, f(0) = f(π) = 0}.

Como uma aplicação do Teorema 1.46, veremos que A é o gerador infinitesimal de um C0-

semigrupo compacto em Z.

Observe, primeiramente, que A não é invert́ıvel pois, por exemplo, para c 6= 0 temos que

f = c ∈ L2[0, π] e Af = 0.

Assim, usamos o Lema 3.30 (Apêndice) para mostrar que (I−A) é fechado e, como consequência,

obter que A é fechado. Para provarmos que (I − A)−1 existe, precisamos garantir que dado f ∈ Z

com (I −A)f = 0, então f = 0. Note que (I −A)f = 0 é equivalente a f ′′(x)− f(x) = 0, 0 < x < π,

f(0) = f(π) = 0.

A solução geral da EDO acima é dada por f(x) = c1e
x + c2e

−x. Logo, aplicando a solução nas

condições iniciais encontramos c1 = c2 = 0 e, consequentemente, f(x) = 0 para todo x ∈ [0, π], de

onde conclúımos que (I −A) é injetor.

Além disso, precisamos garantir que (I −A) é sobrejetor, isto é, dado g ∈ Z, devemos encontrar

fg ∈ D(A) de modo que (I −A)fg = g, o que equivale a solucionar seguinte PVI f ′′g (x)− fg(x) = −g(x), 0 < x < π,

fg(0) = fg(π) = 0.
(1.35)

Da teoria de equações diferenciais, obtem-se que (1.35) tem uma única solução dada por

fg(x) =
1

2(eπ − e−π)

∫ π

0
[e(π−|x−y|) + e−(π−|x−y|) − e(π−x−y) − e−(π−x−y)]g(y) dy

=
1

2(eπ − e−π)

∫ π

0
h(x, y)g(y) dy,
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garantindo que (I −A) é invert́ıvel.

Mais ainda, temos que existe C > 0 tal que | h(x, y) |≤ C para x, y ∈ [0, π]. Desse modo, usando

a Desigualdade de Hölder, segue que

‖ (I −A)−1g ‖22 = ‖fg‖22 =

∫ π

0
|fg(x)|2 dx =

∫ π

0

∣∣∣∣ 1

2(eπ − e−π)

∫ π

0
h(x, y)g(y) dy

∣∣∣∣2 dx

≤ C2

4(eπ − e−π)2

∫ π

0

(∫ π

0
|g(y)| dy

)2

dx

≤ C2

4(eπ − e−π)2

∫ π

0

(∫ π

0
12 dy

∫ π

0
|g(y)|2 dy

)
dx

=
C2π2

4(eπ − e−π)2
‖g‖22,

o que implica que (I − A)−1 ∈ L(Z). Assim, do Lema 3.30 conclúımos que (I − A) é fechado e,

portanto, que A é também fechado.

Agora, mostramos que A é um operador espectral de Riesz. Para isso, considere a seguinte

equação diferencial  z′′(x)− λz(x) = 0, 0 < x < π,

z(0) = z(π) = 0.
(1.36)

A equação caracteŕıstica para a EDO acima é dada por r2−λ = 0 e então, temos r =
√
λ ou r =

−
√
λ. Se λ > 0, a solução geral da EDO (1.36) é dada por z(x) = c1e

√
λx + c2e

−
√
λx. Além disso,

aplicando z nas condições iniciais obtemos c1 = c2 = 0. Se λ < 0, então as ráızes são
√
−λ i ou

−
√
−λ i e a solução geral da EDO é dada por z(x) = c1 cos (

√
−λx) + c2 sin (

√
−λx), para todo

x ∈ [0, π]. Logo, aplicando z nas condições iniciais obtemos c1 = 0 e c2 sin (
√
−λπ) = 0. Sendo

c2 6= 0, conclúımos que os autovalores de A são dados por λn = −n2, n ∈ N. Encontramos também

os autovetores unitários associados a seus autovalores. Para isso, precisamos encontrar c2 de forma

que ‖c2 sin (nx)‖2 = 1, ou seja,

(∫ π

0
|c2 sin (nx)|2dx

)1/2

= |c2|
(∫ π

0
sin2 (nx)dx

)1/2

= |c2|
[∫ π

0

(
1

2
− cos (2nx)

2

)
dx

]1/2

= |c2|
(∫ π

0

1

2
dx−

∫ π

0

cos (2nx)

2
dx

)1/2

= |c2|
(π

2

)1/2
= 1.
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A igualdade acima mostra que devemos tomar c2 =
(

2
π

)1/2
, de onde obtemos que os autovalores

unitários são dados por zn(x) =
(

2
π

)1/2
sin (nx), n ∈ N. Da teoria clássica de análise funcional,

sabemos que {zn : n ∈ N} é uma base Hilbertiana para Z o que, em particular, mostra que D(A)

é denso em X. Como o conjunto ρ = {−n2 : n ∈ N} é totalmente desconexo, do que fizemos

previamente, podemos concluir que A é um operador espectral de Riesz.

Para finalizar, precisamos encontrar os autovetores do operador adjunto A∗ : D(A∗) ⊂ X −→ X,

associados aos autovalores λn = −n2, n ∈ N de A∗. Com esse intuito, dados f, g ∈ D(A), aplicando

integração por partes obtemos

〈Af, g〉 = 〈f ′′, g〉 =

∫ π

0
f ′′(x)g(x) dx

= g(x)f ′(x)
∣∣∣π
0
−
∫ π

0
f ′(x)g′(x) dx

= −
∫ π

0
f ′(x)g′(x) dx

= −g′(x)f(x)
∣∣∣π
0

+

∫ π

0
f(x)g′′(x) dx

=

∫ π

0
f(x)g′′(x) dx = 〈f,Ag〉.

Dessa forma, visto que f e g são arbitrários, conclúımos que A∗g = Ag para todo g ∈ D(A). Em

particular, obtemos que cada zn, n ∈ N, é também autovetor de A∗.

Das conclusões acima, vemos que A verifica as hipóteses do Teorema 1.46. Portanto, A é o

gerador de um C0-semigrupo (T (t))t≥0 em Z. Mais ainda, as seguintes propriedades são verificadas:

(i) A possui espectro discreto, os autovalores são da forma −n2, n ∈ N, com correspondentes

autovetores zn(x) = (2/π)1/2 sin(nx). Além disso, o conjunto {zn : n ∈ N} é uma base

ortonormal de Z.

(ii) Se f ∈ D(A), então Af = −
∑∞

n=1 n
2〈f, zn〉zn.

(iii) Para cada f ∈ X, T (t)f =
∑∞

n=1 e
−n2t〈f, zn〉zn. Mais ainda, pode-se verificar a partir desta

expressão que ‖T (t)‖ ≤ e−t ≤ 1 para todo t ≥ 0.

1.6 Espaços Intermediários

Nesta seção estudamos os espaços chamados espaços intermediários entre D(A) e X.

Inicialmente, definimos e estudamos as chamadas potências fracionárias e, em seguida, estudamos
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algumas propriedades dos espaços DA(α,∞) para 0 < α < 1.

1.6.1 Potências Fracionárias de Operadores Lineares Fechados

A seguir vamos definir as potências fracionárias de certos operadores lineares ilimitados e

estudar algumas de suas propriedades. Nos concentramos principalmente em potências fracionárias

de operadores A para o qual −A é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico.

Para a teoria que desenvolveremos, vamos fixar a seguinte condição.

Condição 1.48. Seja A um operador linear fechado densamente definido para o qual ρ(A) ⊃ Σ+
ω ∪V,

onde Σ+
ω = {λ ∈ C; 0 < ω < |arg(z)| ≤ π} e V é uma vizinhança do zero, e ‖R(λ : A)‖ ≤

M
1+|λ| , para λ ∈ Σ+

ω .

Proposição 1.49. Se A satisfaz a Condição 1.48 com M = 1 e ω = π/2 então −A é o gerador

infinitesimal de um C0 semigrupo.

Demonstração. Se M = 1 e ω = π/2 então, dado λ ∈ Σ+
π/2 = {λ ∈ C : π/2 < |arg(z)| ≤ π}

temos que (λI − A)−1 existe e pertence a L(X). Mais ainda, (λI − A)−1 = [−1(A − λI)]−1 =

−(µI + A)−1, onde µ = −λ. Logo, se λ ∈ ρ(A), então µ ∈ ρ(−A) e R(µ : −A) = −R(λ : A). Mais

ainda, para µ > 0, ‖R(µ : −A)‖ = ‖R(λ : A)‖ ≤ 1
|λ| = 1

µ .

Portanto, como D(A) = D(−A) e −A também é fechado, segue pelo Teorema de Hille-Yosida

que −A é o gerador infinitesimal de um C0 semigrupo.

Proposição 1.50. Se A satisfaz a Condição 1.48 para ω < π/2 então −A é o gerador infinitesimal

de um semigrupo anaĺıtico.

Demonstração. Se ω < π/2, tomando θ = π−ω considere 4(θ) = {z ∈ C : 0 < | arg(z)| < θ}.

Então, dado λ ∈ Σ+
ω temos ω < |arg(λ)| ≤ π e assim 0 < |arg(−λ)| < π − ω. Ou seja, −λ ∈ 4(θ).

Como λ ∈ ρ(A) implica −λ ∈ ρ(−A), conclúımos que4(θ) ⊂ ρ(−A) e que, para µ = −λ ∈ 4(θ),

‖R(µ : A)‖ = ‖R(λ : A)‖ ≤ M
|λ| = M

|µ| . Logo, −A ∈ (θ,M) e, pelo Teorema 1.39, para cada ε > 0

satisfazendo 2ε < θ − π/2, temos que −A é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico no

setor 4(θ − π/2− 2ε) = 4(π/2− ω − 2ε).

Definição 1.51. Para um operador A satisfazendo a Condição 1.48 e α > 0 definimos o operador

A−α =
1

2πi

∫
C
λ−α(A− λI)−1 dλ, (1.37)



46

onde C é a curva contida no conjunto resolvente de A dada por C = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3, onde γ1 é a

curva γ1(t) = te−iψ, η ≤ t < +∞, percorrida no sentido contrário, γ2(φ) = ηeiφ, −ψ ≤ φ ≤ ψ, e

γ3(t) = teiψ, η ≤ t < +∞, com ω < ψ < π e η > 0 tal que Bη(0) ⊂ V , como na Figura 1.5.

Figura 1.5: Curva C.

Fonte: Andrade [3] (2014, pág. 50)

Proposição 1.52. Seja A satisfazendo a Condição 1.48, então a integral da Definição 1.51 converge

uniformemente e, consequentemente, A−α é um operador linear limitado.

Demonstração. Inicialmente, fixemos r > max{1, η} e seja Cr a parte da curva C sobre a

circunferência de centro na origem e raio r, isto é, a parte da curva C que vai de re−iψ até reiψ.

Então, para α > 0 temos que

A−α =
1

2πi

∫
Cr

λ−α(A− λI)−1 dλ+
1

2πi

∫
C\Cr

λ−α(A− λI)−1 dλ.
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Usando a representação anterior, vemos que∥∥∥∥A−α − 1

2πi

∫
Cr

λ−α(A− λI)−1 dλ

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 1

2πi

∫
C\Cr

λ−α(A− λI)−1 dλ

∥∥∥∥∥
≤ 1

2π

∫ ∞
r
‖t−αeiαψ‖ ‖(A− te−iψI)−1‖ dt

+
1

2π

∫ ∞
r
‖t−αe−iαψ‖ ‖(A− teiψI)−1‖ dt

≤ 1

2π

∫ ∞
r

t−αeRe(iαψ) M

1 + t
dt

+
1

2π

∫ ∞
r

t−αeRe(−iαψ) M

1 + t
dt

=
M

2π

∫ ∞
r

t−α−1e0 t

1 + t
dt+

M

2π

∫ ∞
r

t−α−1e0 t

1 + t
dt

≤ M

π

∫ ∞
r

t−α−1dt

=
M

παrα
,

o que implica que ∥∥∥∥A−α − 1

2πi

∫
Cr

λ−α(A− λI)−1 dλ

∥∥∥∥→ 0 quando r →∞.

Logo, como, para cada r > max{1, η}, 1

2πi

∫
Cr

λ−α(A − λI)−1 dλ é um operador linear limitado e

a convergência anterior é uniforme, segue que A−α é um operador linear limitado.

Proposição 1.53. Seja A satisfazendo a Condição 1.48. Se α = n ∈ N então A−n é a n-ésima

iterada de A−1, isto é, A−n = (A−1)n.

Demonstração. Como A satisfaz a Condição 1.48, existe um r > 0 tal que a função λ →

(A− λI)−1 é anaĺıtica em Br(0) = {z ∈ C : |z| ≤ r} ⊂ V . Mais ainda, como observado em (1.12),

R(λ : A)−R(µ : A) = (µ− λ)R(λ : A)R(µ : A), para todos µ, λ ∈ ρ(A). Então

d

dλ
R(λ : A) = lim

µ→λ

R(λ : A)−R(µ : A)

λ− µ
= − lim

µ→λ
R(λ : A)R(µ : A) = (−1)R(λ : A)2 (1.38)

Assim, por um processo indutivo segue que dn

dλnR(λ : A) = (−1)nn!R(λ : A)n+1, ∀n ∈ N. Logo,

como (A− λI)−1 = R(−λ : −A), a série de Taylor da função λ 7→ (A− λI)−1 em torno de −λ = 0

é dada por

(A− λI)−1 =
∞∑
k=0

(−1)kk!R(0 : −A)k+1

k!
(−λ− 0)k =

∞∑
k=0

(A−1)k+1λk. (1.39)
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Dessa forma, λ−n(A − λI)−1 =
∑∞

k=0(A−1)k+1λk−n =
∑∞

k=−n(A−1)k+n+1λk é a série de Laurent

da função λ 7→ λ−n(A − λI)−1, cujo coeficiente do ı́ndice −1 é (A−1)n. Agora, a função λ 7→

λ−n(A−λI)−1 é anaĺıtica em Br(0)− {0} = {z ∈ C : 0 < |z| ≤ r} e sobre sua fronteira, sendo λ = 0

a única singularidade da função neste conjunto. Então, aplicando o Teorema dos Reśıduos para a

curva fechada Cr∪Dr, onde Cr é a curva definida na Proposição 1.52 eDr(φ) = reiφ, ψ ≤ φ ≤ 2π−ψ,

é arco sobre a circuferência de raio r do ponto reiψ ao ponto re−iψ, temos∫
Cr∪Dr

λ−n(A− λI)−1dλ = 2πi res(λ−n(A− λI)−1) = 2πi(A−1)n.

Por outro lado, observando que∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Dr

λ−n(A− λI)−1dλ

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1

2πi

∫ 2π−ψ

ψ
(reiφ)−n(A− reiφI)−1 rieiφdφ

∥∥∥∥
≤ 1

2π

∫ 2π−ψ

ψ
r−neRe(−iφn) ‖(A− reiφI)−1‖ rdφ

≤ M

2πrn

∫ 2π−ψ

ψ
dφ ≤ M(π − ψ)

πrn
→ 0 quando r →∞,

conclúımos que A−n = 1
2πi

∫
C λ
−n(A− λI)−1dλ = (A−1)n, o que finaliza a demonstração.

Proposição 1.54. Suponha que A satizfaz a Condição 1.48 e seja A−α, 0 < α < 1, o operador da

Definição 1.51. Então,

A−α =
sin(πα)

π

∫ ∞
0

t−α(A+ tI)−1dt.

Demonstração. Da Definição 1.51 temos

A−α =
1

2πi

(∫
γ1

λ−α(A− λI)−1dλ+

∫
γ2

λ−α(A− λI)−1dλ+

∫
γ3

λ−α(A− λI)−1dλ

)
. (1.40)

Vamos analisar cada uma das três integrais separadamente. Para a primeira integral temos que∫
γ1

λ−α(A− λI)−1dλ = −
∫ ∞
η

(te−iψ)−α(A− te−iψI)−1e−iψdt

= −
∫ ∞
η

t−αeiψα(A− te−iψI)−1e−iψdt.

Como ω < ψ < π, fazendo ψ → π obtemos

t−αeiψα(A− te−iψI)−1e−iψ → t−αeiπα(A− te−iπI)−1e−iπ = −t−αeiπα(A+ tI)−1.
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Mais ainda,∥∥∥t−αeiψα(A− te−iψI)−1e−iψ
∥∥∥ ≤ t−α|eiψα| ‖(A− te−iψI)−1‖|e−iψ|

≤ t−αe0 M

1 + t

≤ M

tα+1
= g(t),

onde g(t) é integrável em (η,∞). Então, pelo Teorema da Convergência Dominada, temos

lim
ψ→π

∫ ∞
η

t−αeiψα(A− te−iψI)−1e−iψdt =

∫ ∞
η
−t−αeiπα(A+ tI)−1dt.

Analogamente, para o terceiro termo, obtemos

lim
ψ→π

∫
γ3

λ−α(A− λI)−1dλ = lim
ψ→π

∫ ∞
η

t−αe−iψα(A− teiψI)−1eiψdt

=

∫ ∞
η
−t−αe−iπα(A+ tI)−1dt.

Para o segundo termo, notamos que

lim
ψ→π

∫
γ2

λ−α(A− λI)−1dλ = lim
ψ→π

∫ φ

−φ
(ηeiφ)−α(A− ηeiφI)−1ηieiφdφ

=

∫ π

−π
(ηeiφ)−α(A− ηeiφI)−1ηieiφdφ.

Logo, fazendo ψ → π em (1.40) obtemos que

A−α = − 1

2πi

∫ ∞
η
−t−αeiπα(A+ tI)−1dt+

1

2πi

∫ π

−π
(ηeiφ)−α(A− ηeiφI)−1ηieiφdφ

+
1

2πi

∫ ∞
η
−t−αe−iπα(A+ tI)−1dt. (1.41)

Agora, observando que∥∥∥(ηeiφ)−α(A− ηeiφI)−1ηieiφ
∥∥∥ ≤ η−αe0 M

1 + η
η = Mη1−α → 0,

quando η → 0, do Teorema da Convergência Dominada, segue que

lim
η→0

1

2πi

∫ π

−π
(ηeiφ)−α(A− ηeiφI)−1ηieiφdφ = 0.

Assim, fazendo η → 0 em (1.41), temos que

A−α =
1

2πi

∫ ∞
0

t−αeiπα(A+ tI)−1dt− 1

2πi

∫ ∞
0

t−αe−iπα(A+ tI)−1dt

=
eiπα − e−iπα

2πi

∫ ∞
0

t−α(A+ tI)−1dt

=
sin(πα)

π

∫ ∞
0

t−α(A+ tI)−1dt, (1.42)
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o que completa a prova.

Agora, nosso objetivo é o obter uma definição para A−α, α > 0, para o caso em que −A é o

gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico. Para isso assumimos que A satisfaz a Condição

1.48 para ω < π/2 e, assim, −A gera um semigrupo anaĺıtico (T (z))z∈4(α)∪{0}. Mais ainda, como

0 ∈ ρ(A), existe δ > 0 tal que −A + δI ainda é o gerador infinitesimal do semigrupo anaĺıtico

S(t) = eδtT (t), t ≥ 0. Assim, pelo Teorema 1.38, temos que ‖T (t)‖ ≤ Me−δt. Agora, utilizando o

Corolário 1.40 para S(t), obtemos

‖AT (t)‖ ≤ ‖A(A− δI)−1‖ ‖(A− δI)T (t)‖

= ‖(A− δI + δI)(A− δI)−1‖ e−δt‖(A− δI)S(t)‖

≤
[
1 +

δ

1 + δ

]
e−δtM̃1t

−1

≤ 2e−δtM̃1t
−1

= M1e
−δtt−1, (1.43)

e

‖AnT (t)‖ ≤
∥∥∥∥AT (

t

n
)

∥∥∥∥n ≤ ∥∥∥∥M1e
−δt/n

(
t

n

−1
)∥∥∥∥n = Mne

−δtt−n. (1.44)

Desta forma, segue que

R(t : −A) = (tI +A)−1 =

∫ ∞
0

e−tsT (s)ds, (1.45)

onde ∥∥∥∥∫ ∞
0

e−tsT (s)ds

∥∥∥∥ ≤ M

∫ ∞
0

e(−t−δ)sds

= M
e(−t−δ)s

(−t− δ)

∣∣∣∣∣
∞

0

=
M

t+ δ
, (1.46)

isto é, R(t : −A) converge uniformemente na topologia uniforme para t ≥ 0.

Assim, tomando 0 < α < 1, substituindo (1.45) em (1.42) e utilizando o Teorema de Fubini,

obtemos

A−α =
sin(πα)

π

∫ ∞
0

T (s)

∫ ∞
0

t−αe−tsdt ds. (1.47)
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Logo, fazendo a mudança de variável u = ts em (1.47), temos

A−α =
sin(πα)

π

∫ ∞
0

sα−1T (s)

(∫ ∞
0

u−αe−udu

)
ds

=
sin(πα)

π

(∫ ∞
0

u−αe−udu

)(∫ ∞
0

sα−1T (s)ds

)
.

Agora, da definição da função gama Γ(·) e da Fórmula de Reflexão de Euler

π
sin(πα) = Γ(α)Γ(1− α), segue que

A−α =
sin(πα)

π

(
π

sin(πα)

1

Γ(α)

)(∫ ∞
0

sα−1T (s)ds

)
=

1

Γ(α)

∫ ∞
0

sα−1T (s)ds, 0 < α < 1. (1.48)

Mais ainda, como

∥∥∥∥∫ ∞
0

sα−1T (s)ds

∥∥∥∥ ≤
∫ ∞

0
sα−1‖T (s)‖ ds ≤M

∫ ∞
0

(u
δ

)α−1
e−uδ−1 du = Mδ−αΓ(α),

temos que a integral em (1.48) converge uniformemente para todo α > 0, o que nos leva a seguinte

definição.

Definição 1.55. Seja A um operador linear tal que −A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

anaĺıtico. Definimos o operador A−α por

A−α =


1

Γ(α)

∫ ∞
0

sα−1T (s)ds, α > 0,

I, α = 0,

(1.49)

onde (T (t))t≥0 é o C0-semigrupo que resulta da restrição do semigrupo anaĺıtico ao intervalo [0,∞).

No que segue mostramos algumas propriedades dos operadores A−α e introduzimos as potências

fracionarias Aα.

Lema 1.56. Para α, β ≥ 0, A−(α+β) = A−αA−β.
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Demonstração. Dados α, β > 0, temos

A−αA−β =
1

Γ(α)

∫ ∞
0

tα−1T (t)

(
1

Γ(β)

∫ ∞
0

sβ−1T (s)ds

)
dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

tα−1

∫ ∞
0

sβ−1T (t+ s)dsdt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

tα−1

∫ ∞
t

(u− t)β−1T (u)dudt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

(∫ u

0
tα−1(u− t)β−1dt

)
T (u)du

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ∞
0

(∫ 1

0
uα−1vα−1uβ−1(1− v)β−1udv

)
T (u)du

=
1

Γ(α)Γ(β)

(∫ 1

0
vα−1(1− v)β−1dv

)∫ ∞
0

uα+β−1T (u)du.

(1.50)

Assim, utilizando que

∫ 1

0
vα−1(1− v)β−1dv =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
, conclúımos que

A−αA−β =
1

Γ(α+ β)

∫ ∞
0

uα+β−1T (u)du = A−(α+β).

Lema 1.57. Existe C > 0 tal que ‖A−α‖ ≤ C, para 0 ≤ α ≤ 1.

Demonstração. Como 0 ∈ ρ(A), para α = 1, temos A−1 ∈ L(X). Então existe uma constante

C1 > 0 tal que ‖A−1‖ ≤ C1. Para α = 0 temos que A−α = I e assim, ‖A−α‖ = 1. Por outro lado,

para 0 < α < 1, da Proposição 1.54, temos

‖A−α‖ ≤
∣∣∣∣sin(πα)

π

∣∣∣∣ ∫ 1

0
t−α‖(tI +A)−1‖dt+

∣∣∣∣sin(πα)

π

∣∣∣∣ ∫ ∞
1

t−α‖(tI +A)−1‖dt

≤
∣∣∣∣sin(πα)

π

∣∣∣∣ ∫ 1

0
t−α

M

1 + t
dt+

∣∣∣∣sin(πα)

π

∣∣∣∣ ∫ ∞
1

t−α
M

1 + t
dt

≤
∣∣∣∣M sin(πα)

π

∣∣∣∣ ∫ 1

0
t−α dt+

∣∣∣∣M sin(πα)

π

∣∣∣∣ ∫ ∞
1

t−α−1 dt

≤ M

[
sin(πα)

π(1− α)
+

sin(πα)

πα

]
.

= M

[
sin(π(1− α))

π(1− α)
+

sin(πα)

πα

]
≤ 2M, 0 < α < 1.

Logo, tomando C = max{1, C1, 2M}, obtemos que ‖A−α‖ ≤ C, para todo 0 ≤ α ≤ 1.

Lema 1.58. Para todo x ∈ D(A), lim
α→0

A−αx = x.
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Demonstração. Seja x ∈ X. Como 0 ∈ ρ(A) segue que x = A−1y para algum y ∈ X. Logo,

tomando α numa vizinhança de zero, temos

A−αx− x = A−α−1y −A−1y

=

∫ ∞
0

(
tα

Γ(α+ 1)
− 1

)
T (t)y dt

=

∫ k

0

(
tα

Γ(α+ 1)
− 1

)
T (t)y dt+

∫ ∞
k

(
tα

Γ(α+ 1)
− 1

)
T (t)y dt,

para todo k > 0.

Agora, de [Vrabie [45], Lemma 7.6.4, pág. 174], para 0 ≤ α ≤ 1 e t ≥ 1, existe C > 0 tal que∣∣∣∣ tα

Γ(α+ 1)
− 1

∣∣∣∣ ≤ Ct e além disso, de (1.44), temos que ‖T (t)‖ ≤Me−0δt, para todo t ≥ 0. Logo,

‖A−αx− x‖ ≤
∫ k

0

∣∣∣∣ tα

Γ(α+ 1)
− 1

∣∣∣∣ ‖T (t)‖ ‖y‖ dt+

∫ ∞
k

∣∣∣∣ tα

Γ(α+ 1)
− 1

∣∣∣∣ ‖T (t)‖ ‖y‖ dt

≤ M‖y‖
∫ k

0

∣∣∣∣ tα

Γ(α+ 1)
− 1

∣∣∣∣ e−δt dt+MC‖y‖
∫ ∞
k

te−δt dt,

para todo k > 1 e 0 ≤ α ≤ 1.

Assim, usando a integração por partes no segundo termo, da desigualdade acima, obtemos∫ ∞
k

te−δt dt = − te
−δt

δ

∣∣∣∣∞
k

+

∫ ∞
k

e−δt

δ
dt =

(kδ + 1)e−δk

δ2
→ 0 quando k →∞.

Desse modo, dado ε > 0, existe k > 1 tal que

∫ ∞
k

te−δt dt < ε/2. Também, utilizando que

limα→0
tα

Γ(α+1) = 1
Γ(1) = 1 e o Teorema da Convergência Dominada, para α suficientemente pequeno,

temos

∫ k

0

∣∣∣∣ tα

Γ(α+ 1)
− 1

∣∣∣∣ e−δt dt < ε/2.

Logo, lim
α→0

A−αx = x para todo x ∈ D(A).

Por outro lado, como D(A) = X, dado x ∈ X, existe uma sequência (xn) ⊂ D(A) tal que

xn → x quando n→∞. Então, utilizando o Lema 1.57, temos

‖A−αx− x‖ ≤ ‖A−αx−A−αxn‖+ ‖A−αxn − xn‖+ ‖xn − x‖

≤ C‖x− xn‖+ ‖A−αxn − xn‖+ ‖xn − x‖,

o que mostra que lim
α→0

A−αx = x, para todo x ∈ X.

O seguinte lema é fundamental para definir as potências fracionarias Aα com α > 0.

Lema 1.59. O operador A−α é injetor para todo α ≥ 0.
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Demonstração. Pela Condição 1.48, como 0 ∈ ρ(A) e então A−1 existe e, consequentemente,

é injetor. Dessa forma, como A−n = (A−1)n, para cada n ∈ N, temos que A−n também é injetor.

Seja α > 0 qualquer. Dados x ∈ X e n ∈ N tais que A−αx = 0 e n ≥ α, segue que

A−nx = A−n+α−αx = A−n+αA−αx = A−n+α0 = 0,

o que implica que x = 0, pois A−n é injetor. Portanto, A−α é injetor para todo α ≥ 0.

Definição 1.60. Suponha que A é um operador linear que satisfaz a Condição 1.48 com ω < π/2.

Para α > 0 definimos o operador Aα : D(Aα) ⊂ X → X por

Aα =

 (A−α)−1, α > 0,

I, α = 0,
(1.51)

com D(Aα) = R(A−α), onde R(A−α) é a imagem do operador A−α.

Nosso objetivo agora é estudar algumas propriedades de Aα. Para isso, inicialmente, vamos

enunciar um teorema que será utilizado posteriormente.

Teorema 1.61. [Pazy [35], 1983, Teorema 2.7, pág. 6] Suponha que A : D(A) ⊂ X → X é o

gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0 e D(An) é o domı́nio de An, então ∩∞n=1D(An)

é denso em X.

Teorema 1.62. Seja Aα dado pela Definição 1.60. Então, os seguintes resultados são válidos:

(a) Aα é um operador linear fechado;

(b) Se 0 < β ≤ α, então D(Aα) ⊆ D(Aβ);

(c) D(Aα) = X para todo α ≥ 0;

(d) Se α, β ∈ R, então Aα+βx = AαAβx, para todo x ∈ D(Aγ), onde γ = max{α, β, α+ β}.

Demonstração. (a) Se α ≤ 0 então Aα ∈ L(X). Logo, pelo Teorema do Gráfico fechado, Aα

é um operador linear fechado.

Suponha agora α > 0. Pela Definição 1.60, Aα é invert́ıvel e (Aα)−1 = A−α ∈ L(X). Assim,

sejam (un) uma sequência em D(Aα) e u, v ∈ X tais que un → u e Aαun → v, quando n→∞.
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Vamos mostar que u ∈ D(Aα) e Aαu = v. Denotando Aαun = ωn, então un = A−αωn e, como

A−α é cont́ınuo, segue que

u = lim
n→∞

un = lim
n→∞

A−αωn = A−α lim
n→∞

ωn = A−αv,

o que implica que u ∈ R(A−α) = D(Aα). Dessa forma, Aαu = AαA−αv = v, o que prova que Aα é

um operador linear fechado.

(b) Pelo Lema 1.56, A−α = A−α+β−β = A−βA−(α−β). Consequentemente, R(A−α) ⊆ R(A−β),

isto é, D(Aα) ⊆ D(Aβ).

(c) Pelo Terorema 1.61, temos que ∩∞n=1D(An) = X. Dessa forma, como ∩∞n=1D(An) ⊂ D(An),

∀n ∈ N, conclúımos que D(An) = X, ∀n ∈ N. Assim, dado α > 0, existe n ∈ N tal que n ≥ α.

Logo, pelo item (b), D(An) ⊆ D(Aα) e, consequentemente, D(Aα) = X, para todo α ≥ 0.

(d) Dividiremos a prova deste item nos seguintes casos: (i) α < 0 e β < 0; (ii) α > 0 e β > 0 e

(iii) α < 0 e β > 0.

(i) Como α < 0 e β < 0, pelo Lema 1.56 temos que Aα+β = AαAβ, ∀x ∈ X.

(ii) Dado x ∈ D(AαAβ), com α, β > 0, então x ∈ D(Aβ) e Aβx ∈ D(Aα). Dessa forma, y ∈ X

tal que y = AαAβx, obtemos que x = A−(α+β)y, ou seja, x ∈ R(A−(α+β)) = D(Aα+β) e Aα+βx = y.

Portanto, D(AαAβ) ⊂ D(Aα+β).

Por outro lado, tomando x ∈ D(Aα+β) e y = Aα+βx, temos que

x = A−(α+β)y = A−βA−αy ⇒ Aβx = A−αy ⇒ AαAβx = y,

isto é, x ∈ D(AαAβ). Logo, D(Aα+β) ⊂ D(AαAβ). Portanto, D(Aα+β) = D(AαAβ) e Aα+βx =

AαAβx, ∀x ∈ D(Aα+β).

(iii) Como α < 0 e β > 0 podemos ter α+ β ≥ 0 ou α+ β < 0.

• Se α + β ≥ 0, como −α > 0, pelo item (ii) segue que A−αAα+βx = A−α+α+βx =

Aβx, para todo x ∈ D(Aα+β) = D(Aβ). Se y = Aα+βx com x ∈ D(Aβ), então temos

que A−αy = Aβx, ou ainda, Aβx ∈ R(A−α) = D(Aα). Logo, AαAβx = AαA−αy = y =

Aα+βx, ∀x ∈ D(Aβ).

• Se α + β < 0, como −β < 0, pelo item (i) segue que A−βAα+βx = A−β+α+βx = Aαx, ∀x ∈

D(Aα). Se y = Aα+βx, então A−βy = Aαx, o que implica que Aαx ∈ R(A−β) = D(Aβ) e

AβAαx = AβA−βy = y = Aα+βx, ∀x ∈ D(Aα).
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Para finalizar, observe que para γ = max{α, β, α + β}, pelo item (b) temos que D(Aγ) está

contido em D(Aα), D(Aβ) e D(Aα+β) e as igualdades em (i), (ii) e (iii) são satisfeitas para todo

x ∈ D(Aγ).

No próximo resultado é estabelecida uma representação útil dos operadores Aα.

Teorema 1.63. Para 0 < α < 1 e x ∈ D(A),

Aαx =
sin(πα)

π

∫ ∞
0

tα−1A(tI +A)−1x dt.

Demonstração. Como 0 < α < 1, então 0 < 1− α < 1. Logo, para x ∈ D(A), da Proposição

1.54, segue que

Aα−1x =
sin(π(1− α))

π

∫ ∞
0

tα−1(tI +A)−1x dt =
sin(πα)

π

∫ ∞
0

tα−1(tI +A)−1x dt. (1.52)

Mais ainda, como

‖tα−1A(tI +A)−1x‖ = ‖tα−1AR(t : −A)x‖

=

∥∥∥∥tα−1A

∫ ∞
0

e−stT (s)x ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥tα−1

∫ ∞
0

e−stAT (s)x ds

∥∥∥∥
≤ tα−1M‖Ax‖

∫ ∞
0

e−ste−δs ds ≤ tα−1M‖Ax‖ 1

t+ δ
,

segue que a função t 7→ tα−1A(tI +A)−1x é integrável em [0,+∞), com∥∥∥∥∫ ∞
0

tα−1A(tI +A)−1x dt

∥∥∥∥ ≤
∫ ∞

0
tα−1M‖Ax‖ 1

t+ δ
dt

≤ M‖Ax‖
[∫ 1

0

tα−1

t+ δ
dt+

∫ ∞
1

tα−1

t+ δ
dt

]
≤ M‖Ax‖

[∫ 1

0

tα−1

δ
dt+

∫ ∞
1

tα−1

t
dt

]
= M‖Ax‖

[
1

αδ
+

1

(1− α)

]
<∞.

Então, pelo o item (d) do Teorema 1.62 (com γ = 1 = max{1, α − 1, α}) e pelo Lema 3.24,

segue que para todo x ∈ D(A)

Aαx = A

(
sin(πα)

π

∫ ∞
0

tα−1(tI +A)−1x dt

)
=

sin(πα)

π

∫ ∞
0

tα−1A(tI +A)−1x dt.
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Teorema 1.64. Seja −A o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico (T (z))z∈4(θ)∪{0}, para

algum 0 < θ ≤ π/2. Se 0 ∈ ρ(A), então:

(a) T (t) : X → D(Aα) para todo t > 0 e α ≥ 0;

(b) Para α > 0 e todo x ∈ D(Aα), T (t)Aαx = AαT (t)x;

(c) Para todo α > 0 e t > 0, o operador AαT (t) é limitado e ‖AαT (t)‖ ≤Mαt
−αe−δt;

(d) Dados 0 < α ≤ 1 e x ∈ D(Aα), então ‖T (t)x− x‖ ≤ Cαtα‖Aαx‖, ∀t ≥ 0.

Demonstração. (a) Inicialmente, notamos que a função t 7→ T (t) é diferenciável para todo

t > 0. Logo, utilizando o Teorema 1.29, segue que T (t) : X → D(An), para todo n ∈ N. Assim, dado

α ≥ 0 existe n ∈ N tal que n ≥ α e então, pelo item (b) do Teorema 1.62, segue que D(An) ⊂ D(Aα),

isto é, T (t) : X → D(Aα), α ≥ 0.

(b) Sejam α > 0 e x ∈ D(Aα). Como D(Aα) = R(A−α), então x = A−αy para algum y ∈ X.

Logo,

T (t)x = T (t)A−αy

= T (t)

(
1

Γ(α)

∫ ∞
0

sα−1T (s)y ds

)
=

1

Γ(α)

∫ ∞
0

sα−1T (s)T (t)y ds

= A−αT (t)y

= A−αT (t)Aαx,

ou seja, AαT (t)x = T (t)Aαx, para todo x ∈ D(Aα), α > 0. Mais ainda, a igualdade T (t)A−αy =

A−αT (t)y vale para todo y ∈ X. Então, segue que T (t)A−α = A−αT (t), ∀α ≥ 0.

(c) Como Aα é fechado e T (t) ∈ L(X) para todo t ≥ 0, temos que AαT (t) é fechado. Logo, pelo

item (a), AαT (t) está bem definido em X e pelo Teorema do Gráfico Fechado, AαT (t) é limitado.
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Assim, dados α > 0 e n ∈ N tais que n− 1 < α < n, de (1.44), temos que

‖AαT (t)‖ = ‖Aα−nAnT (t)‖

≤ 1

Γ(n− α)

∫ ∞
0

sn−α−1‖AnT (t+ s)‖ ds

=
1

Γ(n− α)

∫ ∞
0

sn−α−1Mn(t+ s)−ne−δ(t+s) ds

=
1

Γ(n− α)

∫ ∞
0

(tu)n−α−1Mnt
−n(1 + u)−ne−δt(1+u)t du

=
t−αe−δtMn

Γ(n− α)

∫ ∞
0

un−α−1(1 + u)−ne−δtu du (1.53)

≤ t−αe−δtMn

Γ(n− α)

∫ ∞
0

un−α−1(1 + u)−n du = t−αe−δtMα,

sendo Mα uma constante que não depende de t. Portanto, ‖AαT (t)‖ ≤Mαt
−αe−δt, para todo t > 0.

(d) Dados 0 < α ≤ 1 e x ∈ D(Aα), pelo item (b) do Teorema 1.15, pelo item (d) do Teorema

1.62 e pelo item (b) deste teorema, temos que

T (t)x− x =

∫ t

0
AT (s)x ds =

∫ t

0
A1−αAαT (s)x ds =

∫ t

0
A1−αT (s)Aαx ds.

Portanto, utilizando o item (c), obtemos que

‖T (t)x− x‖ ≤
∫ t

0
‖A1−αT (s)‖ ‖Aαx‖ ds

≤ M1−α‖Aαx‖
∫ t

0
sα−1e−δsds

≤ M1−α‖Aαx‖
∫ t

0
sα−1ds

= M1−α‖Aαx‖
tα

α
= Cαt

α‖Aαx‖, ∀t ≥ 0.

1.6.2 O Espaço Intermediário DA(θ,∞)

Seja A : D(A) ⊂ X → X o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico (T (t))t≥0 no espaço

de Banach X. Nesta seção vamos definir e estudar o espaço intermediário D(A) ⊂ DA(θ,∞) ⊂ X.

Definição 1. Para θ ∈ (0, 1) definimos o espaço

DA(θ,∞) = {x ∈ X : ‖x‖θ = sup
t>0
‖t1−θAT (t)x‖ <∞}

com a norma ‖x‖DA(θ,∞) = ‖x‖+ ‖x‖θ.
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Dado i ∈ N, seja Mi > 0 tal que ‖tiAiT (t)‖ ≤Mi, t ≥ 0. Então, para x ∈ X temos que

‖t1−θAT (t)x‖ ≤ M1‖x‖
tθ

. (1.54)

o que implica que a função t 7→ t1−θAT (t)x é limitada em [c,∞), para cada c > 0. Mais ainda,

pode-se mostrar que DA(θ,∞) munido da norma ‖x‖DA(θ,∞) é um espaço de Banach. A seguir

provamos a mais importante propriedade de DA(θ,∞).

Proposição 1.65. Para cada θ ∈ (0, 1) temos D(A) ⊂ DA(θ,∞) ⊂ D(A).

Prova: Se x ∈ D(A) então limt→0 t
1−θAT (t)x = limt→0 t

1−θT (t)Ax = 0, o que implica que x ∈

DA(θ,∞). Agora, dado x ∈ DA(θ,∞) e t > 0, temos que T (t)x ∈ D(A) e

‖T (t)x− x‖ =

∥∥∥∥∫ t

0
AT (s)xds

∥∥∥∥ ≤ ‖x‖θ ∫ t

0
sθ−1ds = ‖x‖θ

tθ

θ
. (1.55)

Disto segue, fazendo t→ 0, que x ∈ D(A).

Proposição 1.66. Se 0 < θ1 < θ2 < 1, então DA(θ2,∞) ↪→ DA(θ1,∞) e

‖x‖DA(θ1,∞) ≤ (1 +M1)‖x‖DA(θ2,∞), x ∈ DA(θ2,∞). (1.56)

Mais ainda, para θ ∈ (0, 1), D(A) ↪→ DA(θ,∞) ↪→ X e

‖x‖DA(θ,∞) ≤ (M0 +M1)‖x‖D(A), x ∈ D(A). (1.57)

Prova: Dado x ∈ DA(θ2,∞), então

lim
t→0

t1−θ1AT (t)x = lim
t→0

tθ2−θ1t1−θ2AT (t)x = 0.

Assim, por (1.54) com θ = θ1, segue que DA(θ2,∞) ⊂ DA(θ1,∞). Mais ainda, dados x ∈ DA(θ2,∞)

e s > 0, temos

sup
s>0
‖s1−θ1AT (s)x‖ = max{ sup

0<s<1
‖s1−θ1AT (s)x‖, sup

s≥1
‖s1−θ1AT (s)x‖}

≤ max{ sup
0<s<1

‖s1−θ2AT (s)x‖, sup
s≥1

s−θ1M1‖x‖}

≤ max{‖x‖θ2 ,M1‖x‖}.
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Logo,

‖x‖DA(θ1,∞) ≤ ‖x‖+ max{‖x‖θ2 ,M1‖x‖} ≤ (1 +M1)(‖x‖+ ‖x‖θ2) = (1 +M1)‖x‖DA(θ2,∞),

de onde segue (1.56).

Para mostrar que DA(θ,∞) ↪→ X, basta observar que ‖x‖ ≤ ‖x‖ + ‖x‖θ = ‖x‖DA(θ,∞). Além

disso, se x ∈ D(A) temos que, para cada θ ∈ (0, 1),

‖x‖DA(θ,∞) = ‖x‖+ sup
s>0
‖s1−θAT (s)x‖

≤ ‖x‖+ max{ sup
0<s<1

‖s1−θT (s)Ax‖, sup
s≥1

s−θM1‖x‖}

≤ ‖x‖+ max{M0‖Ax‖,M1‖x‖}

≤ (M0 +M1)(‖x‖+ ‖Ax‖) = (M0 +M1)‖x‖D(A),

o que implica (1.57).

O resultado a seguir é uma consequência direta da definição de DA(θ,∞).

Proposição 1.67. Dado θ ∈ (0, 1), DA(θ,∞) é invariante por AnT (t) para cada n ∈ N e t > 0,

além disso, ‖AnT (t)‖L(DA(θ,∞)) ≤ ‖AnT (t)‖L(X).

Prova: Dado x ∈ DA(θ,∞), para n ∈ N e t > 0, temos que

‖s1−θAT (s)AnT (t)x‖ ≤ ‖AnT (t)‖L(X)‖s1−θAT (s)x‖,

o que implica que ‖AnT (t)x‖θ ≤ ‖AnT (t)‖L(X)‖x‖θ e AnT (t)x ∈ DA(θ,∞).

Além disso, observando que

‖AnT (t)x‖DA(θ,∞) = ‖AnT (t)x‖+ ‖AnT (t)x‖θ

≤ ‖AnT (t)‖L(X)(‖x‖+ ‖x‖θ) = ‖AnT (t)‖L(X)‖x‖DA(θ,∞),

segue que ‖AnT (t)‖L(DA(θ,∞)) ≤ ‖AnT (t)‖L(X), o que finaliza a demonstração.

Proposição 1.68. Para x ∈ DA(θ,∞), n ∈ N, n ≥ 1, e t > 0, temos ‖tn−θAnT (t)x‖ ≤Mn,θ‖x‖θ,

onde

Mn,θ =


1, se n = 1,

nn−θ(n− 1)1−nMn−1, se n > 1.

Consequentemente, ‖T (t)‖L(DA(θ,∞);X) < M0 e ‖AnT (t)‖L(DA(θ,∞);X) <
Mn,θ

tn−θ
, n ∈ N, n ≥ 1.
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Prova: Dados x ∈ DA(θ,∞), n ∈ N com n > 1 e t > 0, temos que

‖tn−θAnT (t)x‖ =

∥∥∥∥tn−θAn−1T

(
(n− 1)t

n

)
AT

(
t

n

)
x

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥tn−1An−1T

(
(n− 1)t

n

)∥∥∥∥
L(X)

‖t1−θAT (t/n)x‖

=

(
n

n− 1

)n−1
∥∥∥∥∥
[

(n− 1)t

n

]n−1

An−1T

(
(n− 1)t

n

)∥∥∥∥∥n1−θ‖(t/n)1−θAT (t/n)x‖

≤ nn−θ(n− 1)1−nMn−1‖x‖θ.

Por outro lado, pela Proposição 1.67, segue que

‖T (t)x‖ ≤ ‖T (t)x‖DA(θ,∞) ≤ ‖T (t)‖L(DA(θ,∞))‖x‖DA(θ,∞) ≤ ‖T (t)‖L(X)‖x‖DA(θ,∞)

≤M0‖x‖DA(θ,∞),

o que finaliza a demonstração.

Proposição 1.69. Se x ∈ X, então

x ∈ DA(θ,∞)⇔ ‖x‖∗θ := sup
t>0

‖T (t)x− x‖
tθ

<∞, (1.58)

x ∈ DA(θ,∞)⇔ ‖x‖∗∗θ := sup
t>0
‖t2−θA2T (t)x‖ <∞. (1.59)

Prova: Se x ∈ DA(θ,∞), de (1.55), temos que ‖x‖∗θ ≤
‖x‖θ
θ . Além disso, pela Proposição 1.68,

obtemos que ‖x‖∗∗θ ≤ 22−θM1‖x‖θ.

Por outro lado, suponhamos que ‖x‖∗θ <∞. Para t > 0, segue que

‖t1−θAT (t)x‖ =

∥∥∥∥t1−θAT (t)

(
1

t

∫ t

0
(x− T (s)x)ds+

1

t

∫ t

0
T (s)xds

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥t−θAT (t)

∫ t

0
(x− T (s)x)ds+ t−θT (t)(T (t)x− x)

∥∥∥∥
≤ t−(1+θ)M1‖x‖∗θ

∫ t

0
sθds+M0‖x‖∗θ =

(
M1

1 + θ
+M0

)
‖x‖∗θ,

de onde inferimos que ‖x‖θ ≤
(
M1
1+θ +M0

)
‖x‖∗θ, e então, x ∈ DA(θ,∞).

Já se ‖x‖∗∗θ <∞, temos

‖AT (t)x‖ =

∥∥∥∥AT (1)x+

∫ t

1
A2T (s)xds

∥∥∥∥
≤M1‖x‖+ ‖x‖∗∗θ

∣∣∣∣∫ t

1
sθ−2ds

∣∣∣∣
= M1‖x‖+

|1− tθ−1|
1− θ

‖x‖∗∗θ ,
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garantindo que sup0<t<1 ‖t1−θAT (t)x‖ ≤M1‖x‖+ 1
1−θ‖x‖

∗∗
θ .

Mais ainda, como supt≥1 ‖t1−θAT (t)x‖ ≤ supt≥1
M1‖x‖
tθ

≤ M1‖x‖, conclúımos que ‖x‖θ ≤

2M1‖x‖+ 1
1−θ‖x‖

∗∗
θ .

Isto completa a prova.

Lema 1.70. Dados t > 0 e γ, ε ≥ 0, temos que sup
s>0

sγ

(s+ t)γ+ε
≤ 1

tε
.

Prova: Inicialmente observe que para α > 0, a função f : (0,∞) → R dada por f(x) = xα é

crescente. Assim, dados t > 0 e γ, ε > 0, para todo s > 0 obtemos que

s < (s+ t)⇒ sγ < (s+ t)γ ⇒ sγ

(s+ t)γ
< 1,

e

t < (s+ t)⇒ tε < (s+ t)ε ⇒ 1

(s+ t)ε
<

1

tε
.

Logo, sγ

(s+t)γ+ε
= sγ

(s+t)γ
1

(s+t)ε <
1

(s+t)ε <
1
tε .

O que mostra o resultado.

Proposição 1.71. Para 0 < α < θ < 1 e t > 0, temos

‖T (t)‖L(X;DA(θ,∞)) ≤M0 +
M1

tθ
, (1.60)

‖T (t)‖L(DA(α,∞);DA(θ,∞)) ≤ max

{
M0,

1

tθ−α

}
. (1.61)

Mais ainda, para n ∈ N, n ≥ 1,

‖AnT (t)‖L(X;DA(θ,∞)) ≤
Mn

tn
+
Mn+1

tn+θ
, (1.62)

‖AnT (t)‖L(DA(α,∞);DA(θ,∞)) ≤Mn+1,α max

{
1

tn
,

1

tn+θ−α

}
. (1.63)

Prova: Dado x ∈ X, t > 0 e n ∈ N, pelo Lema 1.70 temos que

‖AnT (t)x‖DA(θ,∞) = ‖AnT (t)x‖+ sup
s>0
‖s1−θAn+1T (t+ s)x‖

≤ Mn

tn
‖x‖+ sup

s>0

s1−θ

(t+ s)n+1
Mn+1‖x‖

≤
(
Mn

tn
+
Mn+1

tn+θ

)
‖x‖.

Disto segue (1.62) e, em particular para n = 0, (1.60).
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Agora, dado x ∈ DA(α,∞) pelas Proposições 1.68 e 1.69 obtemos que

‖AnT (t)x‖DA(θ,∞) ≤
Mn

tn
‖x‖+ sup

s>0

s1−θ

(t+ s)n+1−αMn+1,α‖x‖α

≤ Mn

tn
‖x‖+

Mn+1,α

tn+θ−α ‖x‖α.

Logo, como Mn+1,α ≥Mn e θ − α > 0 para todo n ∈ N, n ≥ 1, segue o resultado.

Proposição 1.72. Para 0 < θ < α < 1, t > 0 e para n ∈ N, n ≥ 1, temos

‖T (t)‖L(DA(α,∞);DA(θ,∞)) ≤M0(1 +M1) (1.64)

‖AnT (t)‖L(DA(α,∞);DA(θ,∞)) ≤
Mn(1 +M1)

tn
, (1.65)

‖AnT (t)‖L(DA(α,∞);DA(θ,∞)) ≤
M ′n,α
tn−α

+
M ′′n,α,θ
tn−α+θ

, (1.66)

onde M ′n,α = 2n−αM0Mn,α, e M ′′n,α,θ = 2n+θ−αM1Mn,α.

Prova: Sejam x ∈ DA(α,∞) e n ∈ N. Utilizando (1.56) e a Proposição 1.67, temos que

‖AnT (t)x‖DA(θ,∞) ≤ (1 +M1)‖AnT (t)‖L(DA(α,∞))‖x‖DA(α,∞)

≤ (1 +M1)‖AnT (t)‖L(X)‖x‖DA(α,∞)

≤ (1 +M1)
Mn

tn
‖x‖DA(α,∞).

Agora, de (1.60) obtemos que

‖AnT (t)x‖L(DA(α,∞),DA(θ,∞)) ≤ ‖AnT (t/2)x‖L(DA(α,∞),X)‖T (t/2)x‖L(X,DA(θ,∞))

≤ 2n−αMn,α

tn−α

(
M0 +

2θM1

tθ

)
,

o que permite completar a prova.

Finalizamos esta seção com um resultado que relaciona os espaços intermediários DA(θ,∞) e o

domı́nio da potência fracionária D((−A)θ).

Proposição 1.73. Se θ ∈ (0, 1), então D((−A)θ) ↪→ DA(θ,∞).
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Prova: Dado x ∈ D((−A)θ), considere y = (−A)θx. Assim, para s > 0 temos

‖s1−θAT (s)x‖ = ‖s1−θAT (s)(−A)−θy‖

=

∥∥∥∥s1−θAT (s)
1

Γ(θ)

∫ ∞
0

tθ−1T (t)y dt

∥∥∥∥
≤ M1s

1−θ

Γ(θ)

∫ ∞
0

tθ−1

t+ s
dt‖y‖

≤ M1

Γ(θ)

∫ ∞
0

(
t

s

)θ−1 s

t+ s

dt

s
‖y‖

≤ M1

Γ(θ)

∫ ∞
0

wθ−1

1 + w
dw‖(−A)θx‖,

onde a última igualdade segue fazendo w = t/s.

Considere agora a função f : [0,∞)→ R dada por f(w) =
eθw

1 + w
. Como f ′(w) =

eθw

(1 + w)2
[θ(1+

w)− 1], temos que f é decrescente para 0 ≤ w ≤ 1−θ
θ . Assim,

0 ≤ w ≤ 1− θ
θ
⇒ eθw

1 + w
≤ eθ0

1 + 0
= 1⇒ 1

1 + w
≤ e−θw.

Do anterior, vemos que∫ ∞
0

wθ−1

1 + w
dw ≤

∫ (1−θ)/θ

0

wθ−1

1 + w
dw +

∫ ∞
(1−θ)/θ

wθ−1

1 + w
dw

≤
∫ (1−θ)/θ

0
e−θwwθ−1 dw +

∫ ∞
(1−θ)/θ

wθ−1

w
dw

≤
∫ ∞

0
e−θwwθ−1 dw +

[
wθ−1

θ − 1

]∞
(1−θ)/θ

=
Γ(θ)

θθ
+

[(1− θ)/θ]1−θ

1− θ
=

Γ(θ)

θθ
+

θθ−1

(1− θ)θ
.

Portanto, para todo s > 0, ‖s1−θAT (s)x‖ ≤ K(θ)‖x‖D((−A)θ), onde K(θ) = M1
Γ(θ)

[
Γ(θ)
θθ

+ θθ−1

(1−θ)θ

]
,

o que nos permite concluir o reultado.
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Caṕıtulo 2

O Problema de Cauchy Abstrato

Neste caṕıtulo aplicamos a teoria de semigrupos lineares no estudo de equações diferenciais em

espaços de Banach. Especificamente, estudamos a existência de soluções fracas, fortes e clássicas

para o problema du(t)
dt = Au(t) + f(t), t > 0. No que segue deste caṕıtulo (X, ‖ · ‖)) é um espaço

de Banach.

2.1 O Problema de Valor Inicial Homogêneo

Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear. Dado x0 ∈ X, o problema de Cauchy abstrato

para A, com valor inicial x0 consiste em encontrar uma solução u(·) para o problema de valor inicial
du(t)

dt
= Au(t), t > 0,

u(0) = x0.
(2.1)

Começamos definindo o conceito de solução para (2.1).

Definição 2.1. Uma função u : [0,∞) → X é uma solução do problema de valor inicial (2.1) se

u(·) é cont́ınua em [0,∞), continuamente diferenciável em (0,∞), u(t) ∈ D(A) para todo t ∈ (0,∞)

e (2.1) é satisfeita.

Observe que se u(·) é uma solução de (2.1), então u(t) ∈ D(A) para todo t > 0. Além disso,

como u é cont́ınua em t = 0, segue que u(0) = x0 ∈ D(A). Em outras palavras, se A não é um

gerador infinitesimal de um C0-semigrupo então (2.1) pode não ter solução se x0 6∈ D(A).
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Contudo, dos resultados do Caṕıtulo 1, é claro que se A é o gerador infinitesimal de um C0-

semigrupo (T (t))t≥0, o problema (2.1) tem uma solução, dada por u(t) = T (t)x0, para todo x0 ∈

D(A).

Mais ainda, para x0 ∈ D(A), u(t) = T (t)x é a única solução de (2.1). De fato, se v(t) é outra

solução de (2.1), temos que para t > 0 e 0 < s < t, T (t− s)v(s) é diferenciável e

d

ds
T (t− s)v(s) = −T (t− s)Av(s) + T (t− s)dv(s)

ds

= −T (t− s)Av(s) + T (t− s)Av(s) = 0.

Assim, s 7→ T (t − s)v(s) é constante, ou seja, u(t) = T (t)x0 = T (t − 0)v(0) = T (t − t)v(t) = v(t)

para todo t ≥ 0, de onde segue a unicidade.

Na realidade, a unicidade de solução do problema (2.1) segue de suposições mais fracas como

vamos ver no próximo teorema. Para isso provamos inicialmente o seguinte lema.

Lema 2.2. Sejam T > 0 e u : [0, T ]→ X uma função cont́ınua. Se∥∥∥∥∫ T

0
ensu(s)ds

∥∥∥∥ ≤M, para n = 1, 2, ...,

então u ≡ 0 em [0, T ].

Demonstração. Sejam f ∈ X∗ e ϕ(t) =< f, u(t) >. Então, é claro que ϕ é cont́ınua em [0, T ] e∣∣∣∣∫ T

0
ensϕ(s)ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ T

0
ens < f, u(s) > ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ T

0
< f, ensu(s) > ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣< f,

∫ T

0
ensu(s) > ds

∣∣∣∣
≤ ‖f‖

∥∥∥∥∫ T

0
ensu(s)ds

∥∥∥∥
≤ ‖f‖M = M1, (2.2)

para n = 1, 2, .... Nosso próximo passo é mostrar que (2.2) implica que ϕ ≡ 0 em [0, T ]. Assim,

como f ∈ X∗ é arbitrária, poderemos concluir que u ≡ 0 em [0, T ].

Para começar, notamos que

∞∑
k=1

(−1)k−1

k!
eknτ = 1−

∞∑
k=0

(−enτ )k

k!
= 1− exp{−enτ}.
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É fácil ver que esta série converge uniformemente para τ em intervalos limitados. Mais ainda, para

t em intervalos limitados,∣∣∣∣∣
∫ T

0

∞∑
k=1

(−1)k−1

k!
ekn(t−T+s)ϕ(s)ds

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=1

1

k!
ekn(t−T )

∣∣∣∣∫ T

0
eknsϕ(s)ds

∣∣∣∣
≤ M1

( ∞∑
k=0

(en(t−T ))k

k!
− 1

)
= M1(exp{en(t−T )} − 1). (2.3)

Se t < T , o lado direito de (2.3) converge para zero quando n→∞. Para o lado esquerdo temos∫ T

0

∞∑
k=1

(−1)k−1

k!
ekn(t−T+s)ϕ(s)ds =

∫ T

0
(1− exp{−e(t−T+s)})ϕ(s)ds.

Logo, do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, para 0 ≤ t < T , temos∫ T

0
(1− exp{−en(t−T+s)})ϕ(s)ds

=

∫ T−t

0
(1− exp{−en(t−T+s)})ϕ(s)ds+

∫ T

T−t
(1− exp{−en(t−T+s)})ϕ(s)ds,

onde ∫ T−t

0
(1− exp{−en(t−T+s)})ϕ(s)ds −→ 0,

e ∫ T

T−t
(1− exp{−en(t−T+s)})ϕ(s)ds −→

∫ T

T−t
ϕ(s)ds

quando n→∞. Assim, fazendo n→∞ em (2.3) para 0 ≤ t < T , segue que
∫ T
T−t ϕ(s)ds = 0. Isto

implica que ϕ ≡ 0 em [0, T ], o que permite concluir a prova.

Teorema 2.3. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear densamente definido. Se R(λ : A)

existe para todo número real λ ≥ λ0 e lim supλ→∞ λ
−1 log ‖R(λ : A)‖ ≤ 0, então (2.1) tem, no

máximo, uma solução para todo x0 ∈ X.

Demonstração. Inicialmente observamos que u(·) é solução de (2.1) se, e somente se, v(t) = eztu(t)

é solução do problema de valor inicial
dv(t)

dt
= (A+ zI)v(t) = A1v(t), t > 0

v(0) = x0,
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onde R(λ : A1) = (λI −A1)−1 = (λI − (A+ zI))−1 = ((λ− z)I −A)−1. Assim, podemos transladar

A pela identidade multiplicada por uma constante e assumir que R(λ : A) existe para todo real

λ ≥ 0 e que lim supλ→∞ λ
−1 log ‖R(λ : A)‖ ≤ 0.

Seja u(·) uma solução de (2.1) satisfazendo u(0) = 0. Provaremos que u ≡ 0. Para isso considere

a função t 7→ R(λ : A)u(t), λ > 0. Como u(·) é solução de (2.1) temos que

d

dt
R(λ : A)u(t) = R(λ : A)Au(t) = λR(λ : A)u(t)− u(t),

o que resulta no seguinte PVI
d

dt
R(λ : A)u(t) = λR(λ : A)u(t)− u(t), t > 0,

R(λ : A)u(0) = 0.

Sabemos que a solução deste PVI é dada por

R(λ : A)u(t) = −
∫ t

0
eλ(t−s)u(s)ds. (2.4)

Por outro lado, por hipótese segue que para σ > 0

lim sup
λ→∞

log
(
e−σλ‖R(λ : A)‖

)
= lim sup

λ→∞
λ
(
−σ + λ−1 log ‖R(λ : A)‖

)
= −∞.

Assim, dado M > 0, existe N > 0 tal que para λ > N , obtemos que

sup
λ>N

{
λ
(
−σ + λ−1 log ‖R(λ : A)‖

)}
< −M

⇒ λ
(
−σ + λ−1 log ‖R(λ : A)‖

)
< −M, para todo λ > N,

⇒ e(−λσ+log ‖R(λ:A)‖) = e−λσ‖R(λ : A)‖ < e−M para todo λ > N.

Logo, e−λσ‖R(λ : A)‖ → 0 quando λ→∞. Isto, juntamente com (2.4), implicam que

0 = lim
λ→∞

e−λσ‖R(λ : A)‖ = lim
λ→∞

e−λσ
∥∥∥∥−∫ t

0
eλ(t−s)u(s)ds

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ lim
λ→∞

∫ t

0
eλ(t−σ−s)u(s)ds

∥∥∥∥ ,
o que mostra que lim

λ→∞

∫ t

0
eλ(t−σ−s)u(s)ds = 0.

Sejam 0 < σ ≤ t. Como a função u(·) é limitada em [t − σ, t], do Teorema da Convergência

Dominada é fácil ver que limλ→∞
∫ t
t−σ e

λ(t−σ−s)u(s)ds = 0. Usando isso e o fato que

lim
λ→∞

∫ t

0
eλ(t−σ−s)u(s)ds = lim

λ→∞

[∫ t−σ

0
eλ(t−σ−s)u(s)ds+

∫ t

t−σ
eλ(t−σ−s)u(s)ds

]
= 0,
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segue que limλ→∞
∫ t−σ

0 eλ(t−σ−s)u(s)ds = 0. Como consequência, temos que existe N1 ∈ N tal que

‖
∫ t−σ

0 eλ(t−σ−s)u(s)ds ‖≤ 1 para todo λ ≥ N1, o que implica que

sup
n∈N

∥∥∥∥∫ t−σ

0
en(t−σ−s)u(s)ds

∥∥∥∥ ≤ 1 + max
i=1,...,N1

∥∥∥∥∫ t−σ

0
ei(t−σ−s)u(s)ds

∥∥∥∥ .
Do anterior e do Lema 2.2, conclúımos que u(s) = 0 para 0 ≤ s ≤ t−σ, o que mostra que u ≡ 0 em

[0,∞) pois t e σ são arbitrários. Logo, se u1(·) e u2(·) são duas soluções de (2.1) como valor inicial

x ∈ X, então u(t) = u1(t) − u2(t) é solução de (2.1) com u(0) = 0. Assim, do que foi feito acima,

segue que u(t) = 0, t ≥ 0. Portanto u1(t) = u2(t) para todo t ≥ 0, o que conclúı a prova.

Do teorema anterior segue que para obter a unicidade de solução em X para o problema de

valor inicial (2.1), não é necessário supor que A seja o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo ou,

equivalentemente, assumindo que para algum ω ∈ R, ρ(A) ⊃ (ω,∞) e ‖(λ − ω)nR(λ : A)n‖ ≤ M

para λ > ω. Muito menos do que isso é suficiente para a unicidade. No entanto, para obter a

existência e unicidade para todo x ∈ D(A), bem como diferenciabilidade da solução em [0,∞)

precisamos que A seja o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo. Isto é o que diz o próximo

teorema.

Teorema 2.4. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear densamente definido com ρ(A) 6= ∅. O

problema (2.1) tem uma única solução u(·) continuamente diferenciável em [0,∞), para todo valor

inicial x0 ∈ D(A) se, e somente se, A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0.

Demonstração. Suponhamos que A seja o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0.

Como como já foi visto, para todo x0 ∈ D(A), T (·)x0 é a única solução de (2.1) com valor inicial

x0 ∈ D(A). Mais ainda, sabemos que T (·)x0 é continuamente diferenciável para 0 ≤ t <∞.

Suponhamos agora que (2.1) tem uma única solução continuamente diferenciável em [0,∞) para

cada valor inicial x0 ∈ D(A). Além disso, dado x0 ∈ D(A) denote por u(·, x0) a única solução de

(2.1) e por |x|G = ‖x‖+ ‖Ax‖ a norma do gráfico. Como ρ(A) 6= ∅, pelo Lema 3.30 obtemos que A

é fechado e D(A) munido da norma do gráfico é um espaço de Banach que denotaremos por [D(A)].

Seja Xt0 o espaço de Banach das funções cont́ınuas de [0, t0] em [D(A)] com a norma do supremo.

Consideremos ainda a aplicação S : [D(A)] → Xt0 definida por Sx(t) = u(t, x) para 0 ≤ t ≤ t0.

Então, Sx = u(·, x) e Sy = u(·, y) são soluções de (2.1) com condições iniciais u(0, x) = x e

u(0, y) = y, respectivamente. Dessa forma, tomando u(t) = αSx(t) + Sy(t) = αu(t, x) + u(t, y),
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onde 0 ≤ t ≤ t0 e α é um escalar, temos que

u′(t) =
d

dt
[αu(t, x) + u(t, y)] = αAu(t, x) +Au(t, y) e u(0) = αx+ y,

de onde conclúımos que u(t) é solução de (2.1) com valor inicial u(0) = αx + y. Assim, pela

unicidade de solução de (2.1), conclúımos que u(t) = u(t, αx + y). Portanto, S é um operador

linear. Mostramos agora que S é fechado. De fato, como Sx(·) é solução de (2.1), temos que∫ t

0

du

ds
(s, x)ds =

∫ t

0
Au(s, x)ds⇒ Sx(·) = u(t, x) = x+

∫ t

0
Au(s, x)ds.

Logo, se xn → x em [D(A)] e Sxn → v em Xt0 , dado ε > 0, existe N0 ∈ N tal que para n ≥ N0

sup
t∈[0,t0]

|Sxn(·)− v(·)|G = sup
t∈[0,t0]

|u(t, xn)− v(t)|G < ε

⇒ |u(t, xn)− v(t)|G < ε, ∀t ∈ [0, t0]

⇒ ‖u(t, xn)− v(t)‖X + ‖Au(t, xn)−Av(t)‖X < ε, ∀t ∈ [0, t0]

⇒ ‖u(t, xn)− v(t)‖X < ε, ∀t ∈ [0, t0].

Assim, u(t, xn) → v(t) em X, quando n → ∞, para todo t ∈ [0, t0], e, pelo Teorema da

Convergência Donimada, obtemos que

∫ t

0
u(s, xn)ds →

∫ t

0
v(s)ds, quando n → ∞, para todo

t ∈ [0, t0]. Desta forma, utilizando o Lema 3.24, segue que

A

(∫ t

0
u(s, xn)ds

)
=

∫ t

0
Au(s, xn)ds = u(t, xn)− xn → v(t)− x.

Do anterior, conclúımos que

∫ t

0
v(s)ds ∈ D(A) e A

(∫ t
0 v(s)ds

)
=
∫ t

0 Av(s)ds = v(t) − x, o que

implica que v(t) = x+
∫ t

0 Av(s)ds. Desse modo, segue que v(0) = x e

dv(t)

dt
= lim

h→0

v(t+ h)− v(t)

h

=
1

h

[∫ t+h

0
Av(s)ds−

∫ t

0
Av(s)ds

]
=

1

h

∫ t+h

t
Av(s)ds = Av(t).

Logo, v é solução de (2.1) com valor inicial x ∈ X e, além disso, da unicidade de solução,

obtemos que v(t) = u(t, x) para todo t ∈ [0, t0] o que garante que S é fechado. Mais ainda, pelo

Teorema do Gráfico Fechado, S é limitado e

‖Sx‖Xt0 = sup
t∈[0,t0]

|u(t, xn)|G ≤ C|x|G, para todo x ∈ [D(A)] e algum C > 0. (2.5)
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Agora, dado t ≥ 0 definimos a aplicação T (t) : [D(A)] → [D(A)] por T (t)x = u(t, x).

Mostraremos que (T (t))t≥0 é um C0-semigupo. Para começar, provamos que T (t + s) = T (t)T (s)

para t, s > 0.

Dado x ∈ D(A) e s > 0, definamos w(t, x) = T (t + s)x = u(t + s, x), para t > 0. Da definição

de T (·), é fácil ver que
dw(t, x)

dt
=
du(t+ s, x)

dt
= Au(t+ s, x) = Aw(t, x), t > 0,

w(0, x) = u(s, x),

o que implica que w(t, x) é solução de (2.1) com valor inicial u(s, x). Logo, da unicidade de solução

de (2.1), temos que w(t, x) = T (t + s)x = u(t, u(s, x)) = T (t)T (s)x, ou seja, T (t + s) = T (t)T (s)

para todos t, s > 0.

De (2.5) segue que para 0 ≤ t ≤ t0, T (t) é uniformemente limitado. Assim, dado

t > 0 existe n ∈ N de forma que nt0 ≤ t < (n + 1)t0. Então podemos escrever

T (t)x = T (t− nt0 + nt0)x = T (t− nt0)Tn(t0)x, onde 0 ≤ t − nt0 ≤ t0, o que implica que T (t)

pode ser estendido para um semigrupo em [D(A)] satisfazendo |T (t)x|G ≤ Meωt|x|G para todo

t ≥ 0.

A seguir, vamos mostrar que T (t)Ay = AT (t)y para y ∈ D(A2). De fato, dado y ∈ D(A2)

defina v(t) = y +

∫ t

0
u(s,Ay)ds. Desse modo, v(0) = y e

dv(t)

dt
= u(t, Ay) = Ay +

∫ t

0
Au(s,Ay)ds

= A

(
y +

∫ t

0
u(s,Ay)ds

)
= Av(t).

Do anterior e da unicidade de solução para (2.1), temos que v(t) = u(t, y) e

Au(t, y) =
dv(t)

dt
= u(t, Ay), o que mostra que T (t)Ay = AT (t)y.

Agora, como D(A) é denso em X e ρ(A) 6= ∅, pode-se mostrar que D(A2) é denso em X. De

fato, se λ ∈ ρ(A), vemos que D(A) = R(λ : A)X ⊂ R(λ : A)D(A) ⊂ R(λ : A)D(A) ⊂ D(A2),

o que prova nossa afirmação. Sejam λ0 ∈ ρ(A), λ0 6= 0 fixo e y ∈ D(A2). Se x = (λ0I − A)y,

T (t)x = (λ0I −A)T (t)y. Assim,

‖T (t)x‖ = ‖(λ0I −A)T (t)y‖ ≤ |λ0|‖T (t)y‖+ ‖AT (t)y‖ ≤ K|T (t)y|G ≤M1e
ωt|y|G,
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onde K = max{|λ0|, 1} e M1 = KM .

Além disso, usando que y = (λ0I − A)−1x e Ay = λ0(λ0I − A)−1x − x, vemos que |y|G =

‖y‖ + ‖Ay‖ ≤ K1‖x‖, isso que ‖T (t)x‖ ≤ M2e
ωt‖x‖, M2 = M1K1. Logo, cada T (t) pode ser

ser estendido para todo X pela continuidade T (t) em D(A) e pelo fato de D(A) = X. Assim,

conclúımos que (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo em X.

Para completar a prova mostramos que A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0. Denote por A1

o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0. Se x ∈ D(A), da definição de (T (t))t≥0 temos T (t)x = u(t, x).

Além disso, por hipótese, dT (t)x
dt = AT (t)x para t ≥ 0 o que implica que dT (t)x

dt

∣∣∣
t=0

= Ax. Assim,

D(A) ⊂ D(A1) e A = A1 em D(A). Agora, sejam λ ∈ C tal que Re(λ) > ω e y ∈ D(A2). Da

inclusão D(A) ⊂ D(A1) segue que

e−λtAT (t)y = e−λtT (t)Ay = e−λtT (t)A1y.

Integrando a igualdade acima de 0 a ∞, do Lema 3.24 temos que

AR(λ : A1)y = R(λ : A1)A1y = A1R(λ : A1)y, y ∈ D(A2).

Logo, R(λ : A1)y ∈ D(A) para todo y ∈ D(A2). Por outro lado, dado x ∈ X, como D(A2) é

denso em X, existe uma sequência xn ⊂ D(A2) tal que xn → x, quando n → ∞. Então, usando

que R(λ : A1) é cont́ınuo e A1R(λ : A1)xn = λR(λ : A1)xn − xn, para todo n ∈ N, segue que

A1R(λ : A1)xn → λR(λ : A1)x− x. Assim, visto que A1 é fechado, obtemos que

R(λ : A)x ∈ D(A1) e A1R(λ : A1)x = λR(λ : A1)x− x. (2.6)

Além disso, como AR(λ : A1)xn = A1R(λ : A1)xn, para todo n ∈ N e A é fechado, também

conclúımos que

R(λ : A1)x ∈ D(A) e AR(λ : A1)x = λR(λ : A1)x− x. (2.7)

Logo, de (2.6) e (2.7) segue que AR(λ : A1)x = A1R(λ : A1)x, para todo x ∈ X. Portanto,

D(A) ⊃ Im(R(λ : A1)) = D(A1), o que nos permite concluir que A = A1, completando a prova.
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2.2 O Problema de Valor Inicial não Homogêneo

Nesta seção supomos que A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo

(T (t))t≥0 em X e estudamos o problema de valor inicial não-homogêneo
du(t)

dt
= Au(t) + f(t), t > 0,

u(0) = x0 ∈ X,
(2.8)

onde f : [0, T ]→ X é uma função apropriada.

Definição 2.5. Dizemos que f ∈ L1([0, T ];X) se f : [0, T ]→ X é tal que
∫ T

0 ‖f(t)‖dt <∞.

Definição 2.6. Dizemos que f ∈ C1([0, T ];X) se f : [0, T ]→ X é tal que f ′(t) = d
dtf(t) existe para

todo t ∈ [0, T ] e f, f ′ ∈ C([0, T ];X).

A seguir definimos o conceito de solução clássica para (2.8).

Definição 2.7. Uma função u : [0, T ] → X é chamada de solução clássica de (2.8) em [0, T ] se

u(·) é cont́ınua em [0, T ], continuamente diferenciável em (0, T ), u(t) ∈ D(A) para todo t ∈ (0, T ]

e (2.8) é satisfeita em [0, T ].

Note que se (T (t))t≥0 é o C0-semigrupo gerado por A e u(·) é uma solução de (2.8) em [0, T ],

então a função g : [0, T ]→ X definida por g(s) = T (t− s)u(s) é diferenciável para 0 < s < t e

dg(s)

ds
= −AT (t− s)u(s) + T (t− s)du(s)

ds

= −AT (t− s)u(s) + T (t− s)[Au(s) + f(s)]

= T (t− s)f(s).

Logo, se f ∈ L1([0, T ];X), a função s 7→ T (t− s)f(s) é integrável e, da última igualdade, segue

que

u(t)− T (t)u(0) =

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds,

isto é,

u(t) = T (t)x0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, t ∈ [0, T ].

Mais ainda, note que se v(·) é outra solução de (2.8), procedendo como acima conclúımos que

v(t) = T (t)x0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, t ∈ [0, T ],

o que implica que v ≡ u. Assim, acabamos de provar a seguinte proposição.
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Proposição 2.8. Se f ∈ L1([0, T ];X), o problema (2.8) tem no máximo uma solução. Além disso,

se u(·) é uma solução de (2.8) em [0, T ], então

u(t) = T (t)x0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, t ∈ [0, T ]. (2.9)

Note que se f ∈ L1([0, T ];X), o lado direito de (2.9) é uma função cont́ınua em [0, T ]. Assim, é

natural considerar (2.9) como uma solução de (2.8) num sentido mais fraco, isto é, mesmo se esta

não seja diferenciável e não satisfaça estritamente a equação (2.8) no sentido da Definição 2.7. Isto

motiva a seguinte definição.

Definição 2.9. Seja x ∈ X e f ∈ L1([0, T ];X). A função u ∈ C([0, T ];X) dada por

u(t) = T (t)x0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T,

é chamada de solução fraca de (2.8) em [0, T ].

Para f ∈ L1([0, T ];X) o problema de valor inicial (2.8) tem uma única solução fraca. Agora,

estamos interessados em impor condições sobre f tais que, para x0 ∈ D(A), a solução fraca de (2.8)

seja uma solução clássica de (2.8).

Inicialmente, observamos que a continuidade de f , em geral, não é condição suficiente para

assegurar a existência de solução de (2.8) para x0 ∈ D(A). De fato, seja x ∈ X tal que T (t)x 6∈ D(A)

para algum t > 0. Então, se f(s) = T (s)x, para s ≥ 0, então f é cont́ınua. Considere agora o

problema de valor inicial 
du(t)

dt
= Au(t) + T (t)x, t > 0,

u(0) = 0.
(2.10)

Este problema não tem solução clássica, mesmo que u(0) = 0. De fato, a solução fraca de (2.10) é

u(t) =

∫ t

0
T (t− s)T (s)xds =

∫ t

0
T (t− s+ s)xds = T (t)x

∫ t

0
ds = tT (t)x.

Como tT (t)x não é diferenciável para t > 0 segue que u(·) não é solução de (2.10).

Do anterior, para provar a existência de solução clássica de (2.8) temos que exigir mais do que

a continuidade de f . Este é o objetivo do nosso próximo teorema. Porém, antes de enunciarmos

este resultado, vamos introduzir alguns lemas preliminares.
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Lema 2.10. Seja ω ∈ C([α, β);R) diferenciável pela direita em [α, β). Se ω(α) = 0 e D+ω ≤ 0 em

[α, β), onde D+ω representa a derivada à direita de ω. Então ω ≤ 0 em [α, β).

Demonstração. Suponha primeiro que D+ω(t) < 0 para todo t ∈ [α, β). Se o resultado é falso,

existe t1 ∈ (α, β) tal que ω(t1) > 0. Defina t0 = inf{t ∈ (α, β) : ω(t) > 0}. Pela continuidade de ω,

temos que t0 > α e ω(t0) = 0. Além disso, pela definição de t0, existe uma sequência (tn) tal que

tn ↓ t0, isto é, tn → t0 quando n → ∞ e tn ≥ t0, para todo n ∈ N, e ω(tn) > 0 para todo n ∈ N.

Logo, da expressão

D+ω(t0) = lim
tn↓t0

ω(tn)− ω(t0)

tn − t0
= lim

tn↓t0

ω(tn)

tn − t0
,

segue que D+ω(t0) ≥ 0, o que é absurdo. Logo, ω ≤ 0 em [α, β) quando D+ω < 0 em [α, β).

Suponha agora que D+ω(t) ≤ 0 para todo t ∈ [α, β). Para ε > 0, defina

ωε(t) = ω(t)− ε(t− α).

Como ωε(α) = 0 e D+ωε(t) ≤ −ε < 0, segue pela primeira parte da prova que ωε ≤ 0 em [α, β) e,

portanto, ω(t) ≤ ε(t − α) para todo t ∈ [α, β). Como ε > 0 é arbitrário, ω ≤ 0 em [α, β), o que

completa a prova.

Corolário 2.11. Seja ϕ ∈ C([α, β);R) diferenciável pela direita em [α, β). Se D+ϕ é cont́ınua em

[α, β), então ϕ é continuamente diferenciável em [α, β) e ϕ′ = D+ϕ.

Demonstração. Defina χ(t) = ϕ(α) +

∫ t

α
D+ϕ(s)ds. É claro que χ(·) é cont́ınua. Além disso,

temos que

χ′(t) =
d

dt

(∫ t

α
D+ϕ(s)ds

)
= D+ϕ(t),

o que nos permite concluir que χ é continuamente diferenciável em [α, β). Definindo ω = χ − ϕ,

é fácil verificar que ω(α) = 0 e que D+ω = 0 em [α, β). Assim, do Lema 2.10 segue que ω(t) ≤ 0

para todo t ∈ [α, β). De maneira similar, pode-se mostrar que −ω satisfaz as hipóteses do Lema

2.10 e assim, obtemos que ω(t) ≥ 0 para todo t ∈ [α, β). Com isso, conclúımos que ω = 0 em [α, β)

e, portanto, que ϕ(t) = χ(t) para todo t ∈ [α, β). Assim, a prova está completa.

Corolário 2.12. Seja v ∈ C([α, β);X) diferenciável pela direita em [α, β). Se D+v é cont́ınua em

[α, β), então v é continuamente diferenciável em [α, β) e v′(t) = D+v(t) para todo t ∈ [α, β).
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Demonstração. Seja f ∈ X
′

= {g : X → R : g é linear e cont́ınua}. É fácil ver que f ◦ v ∈

C([α, β) : R) e D+(f ◦ v) = f ◦D+v é cont́ınua em [α, β). Logo, do Corolário 2.11 segue que f ◦ v

é continuamente diferenciável em [α, β) e que

d

dt
f(v(t)) = D+(f(v(t))) = f(D+v(t)). (2.11)

Sejam t ∈ (α, β) e h < 0 tais que t+ h ∈ (α, β). Integrando (2.11) em [t+ h, t] obtemos que

f(v(t))− f(v(t+ h)) =

∫ t

t+h
f(D+v(s))ds,= f

(∫ t

t+h
D+v(s)ds

)
,

o que nos permite afirmar que

v(t)− v(t+ h) =

∫ t

t+h
D+v(s)ds, para todo t ∈ (α, β),

pois f é arbitrária. Logo, dividindo ambos os termos da igualdade acima por h e tomando o limite

quando h→ 0, obtemos

D−v(t) = lim
h→0−

v(t)− v(t+ h)

h
= lim

h→0−

1

h

∫ t

t+h
D+v(s)ds = D+v(t),

garantindo que v é diferenciável em [α, β) e que v′(t) = D+v(t) para todo t ∈ [α, β). Isto completa

a prova.

O próximo resultado estabelece condições para que uma solução fraca seja uma solução clássica.

Teorema 2.13. Sejam x ∈ D(A), f ∈ L1([0, T ];X) ∩ C((0, T ];X) e v ∈ C([0, T ];X) a função

definida por

v(t) =

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T. (2.12)

A solução fraca de (2.8) em [0, T ] é uma solução clássica se vale uma das seguintes condições:

(i) v(·) é continuamente diferenciável em (0, T ).

(ii) v(t) ∈ D(A) para todo 0 < t < T e Av(·) é cont́ınua em (0, T ).

Além disso, se (2.8) tem uma solução clássica em [0, T ], então v(·) satisfaz (i) e (ii).

Demonstração. Suponhamos primeiro que (2.8) tem uma solução clássica u(·). Então,

sabemos que esta solução é dada por (2.9) e, consequentemente, v(t) = u(t) − T (t)x. É claro
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que v(·) é diferenciável para t ∈ (0, T ) e que v′(t) = u′(t) − T (t)Ax é cont́ınua em (0, T ).

Portanto, a condição (i) é satisfeita. Além disso, como x ∈ D(A), então T (t)x ∈ D(A)

para t ≥ 0, o que implica que v(t) = u(t)− T (t)x ∈ D(A) para todo t ∈ (0, T ). Mais ainda,

Av(t) = Au(t)−AT (t)x = u′(t)− f(t)− T (t)Ax é cont́ınua em (0, T ), o que mostra que a condição

(ii) também é satisfeita.

Provamos agora que a solução fraca de (2.8) em [0, T ] é uma solução clássica se uma das condições

(i) ou (ii) é satisfeita. Inicialmente, observe que, para t ∈ (0, T ) e h > 0 tal que t+ h ∈ (0, T ),

T (h)− I
h

v(t) =
1

h

[∫ t

0
T (h)T (t− s)f(s)ds−

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

]
=

1

h

[∫ t

0
T (t+ h− s)f(s)ds−

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

]
=

1

h

[∫ t+h

0
T (t+ h− s)f(s)ds−

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds−

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

]
=

v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds,

ou seja,

T (h)− I
h

v(t) =
v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds. (2.13)

Da continuidade de f e do Lema 1.14, vemos que o segundo termo de (2.13) tem limite f(t) quando

h → 0. Além disso, se a condição (i) é satisfeita, então segue de (2.13) que v(t) ∈ D(A) e

Av(t) = v′(t)− f(t) para 0 < t < T . Mais ainda, visto que v(0) = 0, temos que u(t) = T (t)x+ v(t)

é tal que u(0) = T (0)x+ v(0) = x e

du(t)

dt
= T (t)Ax+

dv(t)

dt

= AT (t)x+Av(t) + f(t)

= A[T (t)x+ v(t)] + f(t)

= Au(t) + f(t),

isto é, u(t) = T (t)x+ v(t) é solução clássica de (2.8).

Suponha agora que a condição (ii) é satisfeita. Neste caso, v(t) ∈ D(A) para todo t ∈ (0, T ),

o que implica de (2.13) que v(·) é diferenciável pela direita em (0, T ), D+v(t) = Av(t) + f(t) para

t ∈ (0, T ). Assim, como f(·) e Av(·) são cont́ınuas em (0, T ), segue que D+v(·) é cont́ınua em

(0, T ), e então, do Corolário 2.12 conclúımos que v(·) é continuamente diferenciável em (0, T ) e
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v′(t) = Av(t) + f(t) para todo t ∈ (0, T ). Como no caso anterior, visto que v(0) = 0, verificamos

que u(t) = T (t)x+ v(t) também é solução clássica de (2.8). A prova está completa.

Do teorema anterior seguem os seguintes corolários.

Corolário 2.14. Se f ∈ C1([0, T ];X) e x ∈ D(A), então o problema de valor inicial (2.8) tem uma

única solução clássica.

Demonstração. Seja v(·) a função definida em (2.12). Se t ∈ (0, T ) e h > 0 são tais que

t+ h ∈ (0, T ), temos que

v(t+ h)− v(t)

h
=

1

h

∫ t+h

0
T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

=
1

h

∫ h

0
T (t+ h− s)f(s)ds+

1

h

∫ t+h

h
T (t+ h− s)f(s)ds

−1

h

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

=
1

h

∫ h

0
T (t+ h− s)f(s)ds+

1

h

∫ t

0
T (t− s)f(s+ h)ds

−1

h

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds

= T (t)
1

h

∫ h

0
T (h− s)f(s)ds+

∫ t

0
T (t− s)f(s+ h)− f(s)

h
ds.

Usando agora o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue e o fato que f é continuamente

diferenciável em [0, T ], conclúımos que D+v existe em [0, T ) e que

D+v(t) = T (t)f(0) +

∫ t

0
T (t− s)f ′(s)ds, t ∈ [0, T ).

Assim, D+v é cont́ınua em [0, T ) e então, segue do Corolário 2.12, que v é continuamente

diferenciável em [0, T ),

v′(t) = T (t)f(0) +

∫ t

0
T (t− s)f ′(s)ds, t ∈ [0, T ).

Portanto, v satisfaz a condição (i) do Teorema 2.13 o que mostra que o sistema (2.8) tem uma

solução clássica.

Corolário 2.15. Sejam x ∈ D(A) e f ∈ L1([0, T ];X) ∩ C((0, T );X). Se f(s) ∈ D(A) para todo

s ∈ (0, T ) e Af ∈ L1([0, T ];X), então o problema (2.8) tem uma única solução clássica.
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Demonstração. Seja v a função definida em (2.12). Das nossas hipóteses conclúımos que T (t −

s)f(s) ∈ D(A), para todo 0 < t < T , e que AT (t− s)f(s) = T (t− s)Af(s) é integrável. Além disso,

como A é fechado, segue do Lema 3.24 que v(t) ∈ D(A), para todo 0 < t < T , e que

Av(t) = A

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds =

∫ t

0
T (t− s)Af(s)ds.

Da desigualdade acima segue ainda que Av é cont́ınua em (0, T ). Portanto, v verifica a condição

(ii) do Teorema 2.13 e assim, o sistema (2.8) tem uma solução clássica.

Conclúımos esta seção estudando os conceitos de solução forte e estrita para (2.8).

Definição 2.16. Uma função u ∈ C([0, T ];X) tal que u é diferenciável quase sempre sobre [0, T ] e

u′ ∈ L1([0, T ];X) é chamada de solução forte de (2.8) em [0, T ] se u(0) = x e u′(t) = Au(t) + f(t)

quase sempre sobre [0, T ].

É claro que uma solução clássica de (2.8) é uma solução forte. Também é fácil mostrar que uma

solução forte de (2.8) é uma solução fraca. Assim, um problema natural é determinar quando uma

solução fraca é uma solução forte.

Teorema 2.17. Sejam x ∈ D(A), f ∈ L1([0, T ];X) e v ∈ C([0, T ];X) a função definida por

v(t) =

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T. (2.14)

A solução fraca de (2.8) em [0, T ] é uma solução forte se vale uma das seguintes condições:

(i) v(t) é diferenciável q.t.p. sobre [0, T ] e v′(t) ∈ L1([0, T ] : X).

(ii) v(t) ∈ D(A) q.t.p. sobre [0, T ] e Av(t) ∈ L1([0, T ] : X) .

Mais ainda, se (2.8) tem uma solução forte, então v(·) satisfaz as condições (i) e (ii).

Demonstração. A prova é essencialmente a mesma do Teorema 2.13. Observamos apenas que

1

h

∫ t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds→ f(t)

q.t.p. sobre [0, T ], quando f ∈ L1([0, T ] : X).

Procedendo como na prova dos Corolários 2.14 e 2.15, temos os seguintes corolários.
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Corolário 2.18. Se x ∈ D(A), f é diferenciável q.t.p. sobre [0, T ] e f ′ ∈ L1([0, T ];X), então o

problema de valor inicial (2.8) tem uma única solução forte.

Corolário 2.19. Sejam x ∈ D(A) e f ∈ L1([0, T ];X). Se f(s) ∈ D(A) para todo s ∈ (0, T ) e

Af ∈ L1([0, T ];X), então o problema de valor inicial (2.8) tem uma única solução forte.

Definição 2.20. Uma função u ∈ C1([0, T ];X) ∩ C([0, T ];D(A)) é chamada solução estrita de

(2.8) em [0, T ] se u′(t) = Au(t) + f(t) para cada t ∈ [0, T ] e u(0) = x0.

Teorema 2.21. Sejam x ∈ D(A), f ∈ C([0, T ];X) e v ∈ C([0, T ];X) a função definida por

v(t) =

∫ t

0
T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T. (2.15)

A solução fraca de (2.8) em [0, T ] é uma solução estrita se vale uma das seguintes condições:

(i) v é continuamente diferenciável em [0, T ].

(ii) v(t) ∈ D(A) para t ∈ [0, T ] e Av(t) ∈ C([0, T ] : X) .

Mais ainda, se (2.8) tem uma solução estrita em [0, T ], então v satisfaz as condições (i) e (ii).

Demonstração. A prova segue procedendo como na demonstração do Teorema 2.13.

Observação 2.22. É importante notar que todos os conceitos e resultados associados ao sistema

(2.8) podem ser generalizados para problemas da forma
du(t)

dt
= Au(t) + f(t), t0 < t < T,

u(t0) = x0,

sendo que neste caso, a solução fraca é dada por

u(t) = T (t− t0)x0 +

∫ t

t0

T (t− s)f(s)ds, t ∈ [t0, T ].

2.3 O Problema Semilinear

Nesta seção estudamos o seguinte problema de valor inicial semilinear
du(t)

dt
= Au(t) + f(t, u(t)), t0 < t ≤ T,

u(t0) = x0 ∈ X,
(2.16)

onde A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0 em um espaço de Banach X e

f : [t0, T ]×X → X é cont́ınua em t e satisfaz uma condição de Lipschitz na segunda variável.
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Definição 2.23. Uma função u : [t0, T ] → X é uma solução clássica do problema (2.16) se

u ∈ C([t0, T ];X) ∩ C1((t0, T );X); u(t) ∈ D(A) para todo t ∈ (t0, T ) e (2.16) é satisfeita em [t0, T ].

O problema de valor inicial (2.16) pode não ter uma solução clássica. Entretanto, se possuir

uma solução clássica u(·) então, assim como vimos na Seção 2.2, podemos mostrar que esta solução

satisfaz a equação integral

u(t) = T (t− t0)x0 +

∫ t

t0

T (t− s)f(s, u(s))ds, t ∈ [t0, T ]. (2.17)

Desta equação segue a seguinte definição.

Definição 2.24. Uma função u ∈ C([t0, T ];X) que é solução da equação integral (2.17) será

chamada solução fraca do problema de valor inicial (2.16).

Vamos iniciar com o seguinte resultado clássico que garante a existência e unicidade de soluções

fracas para (2.16) quando f é uma função Lipschitz cont́ınua.

Teorema 2.25. Seja f : [t0, T ]×X → X cont́ınua na variável t em [t0, T ] e uniformemente Lipschitz

cont́ınua (com constante L) em X. Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0

em X, então para todo x0 ∈ X o problema (2.16) tem uma única solução fraca u ∈ C([t0, T ];X).

Mais ainda, a aplicação x0 7→ u(., x0) é Lipschitz cont́ınua de X em C([t0, T ];X).

Demonstração. Dado x0 ∈ X definimos a aplicação F : C([t0, T ];X)→ C([t0, T ];X) por

Fu(t) = T (t− t0)x0 +

∫ t

t0

T (t− s)f(s, u(s))ds, t ∈ [t0, T ]. (2.18)

Denotando por ||u||∞ a norma de u como elemento de C([t0, T ] : X), temos que

||Fu(t)− Fv(t)|| ≤
∫ t

t0

||T (t− s)||.||f(s, u(s))− f(s, v(s))||ds

≤
∫ t

t0

ML||u(s)− v(s)||ds

≤ ML

∫ t

t0

||u− v||∞ds = ML(t− t0)||u− v||∞,

onde M é o limitante de ‖T (t− t0)‖ em [t0, T ]. Do anterior, e usando indução matemática, é facil

obter que

‖Fnu(t)− Fnv(t)‖ ≤ [ML(t− t0)]n

n!
‖u− v‖∞, ∀n ∈ N.
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Logo,

‖Fnu(t)− Fnv(t)‖ ≤ (MLT )n

n!
‖u− v‖∞, ∀n ∈ N

o que implica que

‖Fnu− Fnv‖∞ ≤
(MLT )n

n!
‖u− v‖∞, ∀n ∈ N.

Para n0 suficientemente grande, temos que (MLT )n0/n0! < 1, o que implica que Fn0 é uma

contração e possui um único ponto fixo u em C([t0, T ];X). Como, Fn0(Fu) = Fn0+1(u) =

F (Fn0u) = Fu, da unicidade do ponto fixo obtemos que Fu = u o que implica que u(·) também é

um ponto fixo (único) de F . Obviamente, u(·) é a única solução da equação integral (2.17).

A unicidade de u(·) e o fato da aplicação x0 7→ u(., x0) ser Lipschitz cont́ınua são consequências

do seguinte argumento: seja v uma solução fraca de (2.16) em [t0, T ] com valor inicial y0. Então,

‖u(t)− v(t)‖ ≤ ‖T (t− t0)x0 − T (t− t0)y0‖+

∫ t

t0

||T (t− s)||.||f(s, u(s))− f(s, v(s))||ds

≤ M‖x0 − y0‖+ML

∫ t

t0

||u(s)− v(s)||ds,

o que implica, pela Desigualdade de Gronwall, que ‖u(t) − v(t)‖ ≤ MeML(T−t0)‖x0 − y0‖. Dessa

forma, temos que ‖u − v‖∞ ≤ MeML(T−t0)‖x0 − y0‖, de onde segue a unicidade de u e o fato da

aplicação x0 7→ u(., x0) ser Lipschitz cont́ınua.

Corolário 2.26. Assuma que as condições do Teorema 2.25 são válidas. Se g ∈ C([t0, T ];X), então

a equação integral

ω(t) = g(t) +

∫ t

t0

T (t− s)f(s, ω(s)) ds (2.19)

tem uma única solução ω ∈ C([t0, T ];X).

Demonstração. A prova segue como na demonstração do Teorema 2.25 ao difinir F , dada em

(2.18), por Fu(t) = g(t) +

∫ t

t0

T (t− s)f(s, u(s))ds.

A condição Lipschitz uniforme da função f no Teorema 2.25 garante a existência de uma única

solução fraca em todo o intervalo [t0, T ]. Assumindo que f satisfaz apenas uma condição Lipschitz

local em X, uniformemente para t em intervalos limitados, é posśıvel obter a existência local de

soluções. Antes de enunciar o próximo resultado, lembramos que f é localmente Lipschitz em X,

uniformemente para t em intervalos limitados, se para todo t′ > 0 e todo c > 0 existe uma constante
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L(c, t′) > 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(c, t′) ‖x− y‖, (2.20)

quando x, y ∈ Bc(0, X) = {z ∈ X : ‖z‖ < c} e t ∈ [0, t′].

Teorema 2.27. Seja f : [0,∞) ×X → X cont́ınua e localmente Lipschitz em X, uniformemente

para t em intervalos limitados. Então, para todo x0 ∈ X, existe tmax ≤ ∞ tal que o problema
du(t)

dt
= Au(t) + f(t, u(t)), t > 0,

u(0) = x0,
(2.21)

possui uma única solução fraca u ∈ C([0, tmax);X). Mais ainda, lim
t↑tmax

‖u(t)‖ =∞ se tmax <∞.

Demonstração. Mostramos inicialmente que existe t1 > 0 tal que o problema de valor inicial
du(t)

dt
= Au(t) + f(t, u(t)), 0 < t < t1,

u(0) = x0,
(2.22)

possui uma única solução fraca. Suponha que ‖T (t)‖ ≤ M para todo t ∈ [0, 1] e defina C =

C(‖u(0)‖) = M‖x0‖+ 1. Das propriedades de f , temos que existe L(C) > 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(C) ‖x− y‖, x, y ∈ BC(0, X), t ∈ [0, 1].

Logo, para (t, x) ∈ [0, 1]×BC(0, X) obtemos que

‖f(t, x)‖ ≤ ‖f(t, x)− f(t, 0)‖+ ‖f(t, 0)‖

≤ L(C)C + sup
t∈[0,1]

‖f(t, 0)‖ = Cf .

Agora, fixemos 0 < b1 < 1 tal que MCfb1 < 1 e ML(C)b1 < 1. Note que b1 depende de C

e portanto de ‖u(0)‖. Sobre o espaço Λ = {u ∈ C([0, b1];X) : ‖u(t)‖ ≤ C, t ∈ [0, b1]}, munido

da norma da convergência uniforme, que denotamos por ‖ · ‖∞, definimos o operador Γ : Λ →

C([0, b1];X) por

Γu(t) = T (t)x0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s, u(s)) ds, t ∈ [0, b1].

Afirmamos que Γ é uma contração de Λ em Λ. De fato, vejamos inicialmente que Γ(Λ) ⊂ Λ. Se

u ∈ Λ e 0 ≤ t ≤ b1, então

‖Γu(t)‖ ≤ ‖T (t)x0‖+

∫ t

0
‖T (t− s)‖‖f(s, u(s))‖ds

≤ M‖x0‖+M

∫ t

0
Cfds

≤ M‖x0‖+MCf b1 ≤ M‖x0‖+ 1 = C,
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o que prova que ‖Γu‖∞ ≤ C e assim Γu ∈ Λ. Portanto, Γ(Λ) ⊂ Λ. Além disso, se u, v ∈ Λ e

t ∈ [0, b1],

‖Γu(t)− Γv(t)‖ ≤
∫ t

0
‖T (t− s)‖ ‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds

≤ M

∫ t

0
L(C) ‖u(s)− v(s)‖ds ≤ML(C)b1 ‖u− v‖.

Consequentemente, ‖Γu − Γv‖∞ ≤ ML(C)b1 ‖u − v‖∞, o que prova que Γ é uma contração

sobre Λ, pois ML(C)b1 < 1. Desse forma, segue a existência de um único ponto fixo para Γ em Λ

e, portanto, temos a existência de uma única solução fraca (2.22), onde t1 = b1.

Seja agora u1(·) a solução fraca de (2.22) em [0, t1]. Usando o mesmo argumento inicial, podemos

mostrar a existência de t2 > t1 tal que o problema de valor inicial
du(t)

dt
= Au(t) + f(t, u(t)), t1 < t < t2,

u(t1) = u1(t1),
(2.23)

possui uma única solução fraca u2 ∈ C([t1, t2];X), onde t2 = t1 + b2, com 0 < b2 < 1 dependendo

de ‖u(t1)‖.

Do anterior segue a existência de uma única solução fraca u(·) do problema de valor inicial
du(t)

dt
= Au(t) + f(t, u(t)), 0 < t < t2,

u(0) = x0.
(2.24)

De fato, defina u ∈ C([0, t2];X) por

u(t) =

 u1(t), t ∈ [0, t1],

u2(t), t ∈ [t1, t2].

É claro que

u(t) = T (t)x0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s, u(s))ds, t ∈ [0, t1].

Mais ainda, se t ∈ [t1, t2], então

u(t) = T (t− t1)u1(t1) +

∫ t

t1

T (t− s)f(s, u2(s))ds

= T (t− t1)

(
T (t1)x0 +

∫ t1

0
T (t1 − s)f(s, u1(s))ds

)
+

∫ t

t1

T (t− s)f(s, u2(s))ds

= T (t)x0 +

∫ t1

0
T (t− s)f(s, u1(s))ds+

∫ t

t1

T (t− s)f(s, u2(s))ds

= T (t)x0 +

∫ t

0
T (t− s)f(s, u(s)) ds,
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o que mostra que u é solução fraca de (2.24).

Argumentando de maneira usual, deduzimos a existência de tmax > 0 tal que [0, tmax) é o

intervalo máximo de existência de uma solução fraca para (2.21). Além disso, a solução é única.

Seja u ∈ C([0, tmax);X) a solução fraca máximal de (2.21). Suponha agora que tmax <∞ e que

lim
t↑tmax

‖u(t)‖ <∞. Então, existe α > 0 e uma sequência (tn) com tn ↑ tmax tal que ‖u(tn)‖ ≤ α para

todo n ∈ N. Assuma que M̃ > 0 é tal que ‖T (t)‖ ≤ M̃ para todo t ∈ [0, tmax+1]. Seja C̃ = M̃α+1

e fixemos L(C̃) > 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(C̃) ‖x− y‖, x, y ∈ B
C̃

(0, X), t ∈ [0, tmax + 1].

Logo, para (t, x) ∈ [0, tmax + 1]×B
C̃

(0, X) temos que

‖f(t, x)‖ ≤ ‖f(t, x)− f(t, 0)‖+ ‖f(t, 0)‖

≤ L(C̃)‖x‖+ sup
t∈[0,tmax+1]

‖f(t, 0)‖

≤ L(C̃)C̃ + sup
t∈[0,tmax+1]

‖f(t, 0)‖ = C̃f .

Fixemos agora 0 < b̃ < 1 tal que M̃C̃f b̃ < 1 e que M̃L(C̃ )̃b < 1. Usando o mesmo argumento

do ińıcio da prova, pela escolha de b̃ deduzimos que cada sistema
dw(t)

dt
= Aw(t) + f(t, w(t)), t ∈ (tn, tn + b̃),

w(tn) = u(tn),
(2.25)

com n ∈ N, possui uma única solução fraca wn ∈ C([tn, tn + b̃];X). Obviamente, wn = u em

[tn, tn + b̃ ] para todo n ∈ N. Mas isto é absurdo, pois existe n ∈ N tal que tn + b̃ > tmax, o que

implica que existe uma solução fraca de (2.21) em algum intervalo da forma [tmax, tmax + δ] com

δ > 0. Isto permite concluir que lim
t↑tmax

‖u(t)‖ =∞, quando tmax <∞, o que completa a prova.

Sabemos que, em geral, uma solução fraca de (2.16) não é uma solução clássica. O próximo

teorema estabelece condições para que uma solução fraca de (2.16) seja, na verdade, uma solução

clássica. Inicialmente, introduzimos algumas notações e resultados preliminares.

Para uma função diferenciável p : [t0, T ] × X → X e (t, x) ∈ [t0, T ] × X, (s, y) ∈ R × X com

s+ t ∈ [t0, T ], usamos a decomposição

p(t+ s, x+ y)− p(t, x) =
∂

∂t
p(t, x)s+

∂

∂x
p(t, x)y +R(p, (t, x), (s, y)),

onde
‖R(p, (t, x), (s, y))‖

‖(s, y)‖
→ 0 quando ‖(s, y)‖ = |s|+ ‖y‖ → 0.
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Lema 2.28. Sejam g : [t0, T ] × X → X continuamente diferenciável, K,S ⊂ X compactos, com

0 ∈ S . Então, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para todo (t, x) ∈ [t0, T ]×K e (s, y) ∈ [−1, 1]× S,

com t+ s ∈ [t0, T ],
‖R(g, (t, x), (s, y))‖

‖(s, y)‖
< ε, se 0 < ‖(s, y)‖ = |s|+ ‖y‖ < δ.

Demonstração. Para (t, x) ∈ [t0, T ]×K e (s, y) ∈ [−1, 1]× S, com t+ s ∈ [t0, T ], temos que

g(t+ s, x+ y)− g(t, x)− ∂

∂t
g(t, x)s− ∂

∂x
g(t, x)y

=

∫ 1

0

∂

∂τ
g(t+ τs, x+ τy)dτ − ∂

∂t
g(t, x)s− ∂

∂x
g(t, x)y

=

∫ 1

0

(
∂

∂t
g(t+ τs, x+ τy)s+

∂

∂x
g(t+ τs, x+ τy)y − ∂

∂t
g(t, x)s− ∂

∂x
g(t, x)y

)
dτ

=

∫ 1

0

(
∂

∂t
g(t+ τs, x+ τy)− ∂

∂t
g(t, x)

)
sdτ +

∫ 1

0

(
∂

∂x
g(t+ τs, x+ τy)− ∂

∂x
g(t, x)

)
ydτ.

Como as funções
∂g

∂t
e
∂g

∂x
são cont́ınuas e o conjunto U = ([t0, T ]+α[−1, 1])×(K+αS), α ∈ [0, 1],

é compacto, existe δ > 0 tal que para todo (s, x), (s, x) ∈ U com s, s ∈ [t0, T ]

‖∂g
∂t

(s, x)− ∂g

∂t
(s, x)‖ < ε e ‖∂g

∂x
(s, x)− ∂g

∂x
(s, x)‖ < ε,

quando |s − s| < δ e ‖x − x‖ < δ. Consequentemente, para todo (t, x) ∈ [t0, T ] × K e todo

(s, y) ∈ [−1, 1]× S, com t+ s ∈ [t0, T ] e 0 < ‖(s, y)‖ = |s|+ ‖y‖ < δ, obtemos que

‖R(g, (t, x), (s, y))‖ = ‖g(t+ s, x+ y)− g(t, x)− ∂

∂t
g(t, x)s− ∂

∂x
g(t, x)y‖

≤
∫ 1

0
‖ ∂
∂t
g(t+ τs, x+ τy)− ∂

∂t
g(t, x)‖|s|dτ

+

∫ 1

0
‖ ∂
∂x
g(t+ τs, x+ τy)− ∂

∂x
g(t, x)‖‖y‖dτ

< ε|s|+ ε‖y‖ = ε(|s|+ ‖y‖),

o que prova o resultado.

Lema 2.29. Suponha que f ∈ C1([t0, T ]×X;X) e que x0 ∈ D(A). Se u(·) é uma solução fraca de

(2.16), então u(·) é Lipschitz sobre [t0, T ].

Demonstração. Usando que f é continuamente diferenciável, segue que f é Lipchitz em [t0, T ]×K

para cada K ⊂ X compacto. Em particular, temos que existe Lf > 0 tal que para t1, t2, t, s ∈ [t0, T ],

‖f(t1, u(t))− f(t2, u(s))‖ ≤ Lf (|t1 − t2|+ ‖u(t)− u(s)‖) .
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Sejam M,N constantes positivas tais que ‖T (t)‖ ≤ M e ‖f(t, u(t))‖ ≤ N para todo t ∈ [t0, T ].

Usando o item (d) do Teorema 1.15, para t ∈ [t0, T ) e h > 0 tal que t+ h ∈ [t0, T ], vemos que

u(t+ h)− u(t) = T (t+ h− t0)x0 − T (t− t0)x0 +

∫ t0+h

t0

T (t+ h− s)f(s, u(s))ds

+

∫ t+h

t0+h
T (t+ h− s)f(s, u(s))ds−

∫ t

t0

T (t− s)f(s, u(s))ds

=

∫ t+h−t0

t−t0
T (s)Ax0ds+

∫ t0+h

t0

T (t+ h− s)f(s, u(s))ds

+

∫ t

t0

T (t− s)[f(s+ h, u(s+ h))− f(s, u(s))]ds,

e assim

‖u(t+ h)− u(t)‖ ≤
∫ t+h−t0

t−t0
‖T (s)‖ ‖Ax0‖ds+

∫ t0+h

t0

‖T (t+ h− s)‖ ‖f(s, u(s))‖ds

+

∫ t

t0

‖T (t− s)‖ ‖f(s+ h, u(s+ h))− f(s, u(s))‖ds

≤ hM‖Ax0‖+ hMN +MLf

∫ t

t0

(h+ ‖u(s+ h)− u(s)‖)ds

≤ hM‖Ax0‖+ hMN + hMLf (a− t0) +MLf

∫ t

t0

‖u(s+ h)− u(s)‖ds

≤ C1h+MLf

∫ t

t0

‖u(s+ h)− u(s)‖ds,

onde C1 é uma constante que independe de u(·), t e h. Agora, da Desigualdade de Gronwall, obtemos

‖u(t+ h)− u(t)‖ ≤ C1h e
MLf

∫ t
t0
ds ≤ C2h,

onde, como antes, C2 independe de u(·), t e h. Isto prova que u é Lipichitz sobre [t0, T ].

O próximo resultado estabelece condições para que uma solução fraca seja uma solução clássica.

Teorema 2.30. Se f : [t0, T ] × X → X é continuamente diferenciável, x0 ∈ D(A) e u(·) é uma

solução fraca de (2.16), então u(·) é uma solução clássica de (2.16).

Demonstração. Para mostrarmos que u(·) é uma solução clássica, basta provarmos que u ∈

C1([t0, T );X). De fato, se u(·) é uma solução fraca de (2.16), u ∈ C1([t0, b];X), t0 < b < T , e

v ∈ C([t0, b] : X) é a solução fraca de
dv(t)

dt
= Av(t) + f(t, u(t)), t0 ≤ t ≤ b,

v(t0) = x0,
(2.26)



88

como f(·) e u(·) são continuamente diferenciáveis em [t0, b], então t 7→ f(t, u(t)) é continuamente

diferenciável em [t0, b], o que nos permite concluir, do Corolário 2.14, que v(·) é uma solução clássica

de (2.26). Mas, a função u(·) também é uma solução fraca de (2.26) e assim, pela unicidade de

soluções fracas para (2.16), u = v em [t0, b]. Isto implica que u(·) é uma solução clássica de (2.16).

Vejamos agora que u ∈ C1([t0, T );X). Observe inicialmente que se u ∈ C1([t0, T );X), então

u′(t) = AT (t− t0)x0 + T (t− t0)f(t0, u(t0)) +

∫ t

t0

T (t− s) ∂
∂s
f(s, u(s))ds

+

∫ t

t0

T (t− s) ∂
∂x
f(s, u(s))u′(s)ds, t ∈ [t0, T ).

Considerando isto, introduzimos a seguinte equação auxiliar

ω(t) = AT (t− t0)x0 + T (t− t0)f(t0, u(t0)) +

∫ t

t0

T (t− s) ∂
∂s
f(s, u(s))ds

+

∫ t

t0

T (t− s) ∂
∂x
f(s, u(s))ω(s)ds, t ∈ [t0, T ].

(2.27)

Definindo g(t) = AT (t− t0)x0 +T (t− t0)f(t0, u(t0)) +

∫ t

t0

T (t− s) ∂
∂s
f(s, u(s))ds e observando que,

para y, z ∈ X,

‖ ∂
∂x
f(t, u(t))y − ∂

∂x
f(t, u(t))z‖ ≤ ( sup

t∈[t0,a]
‖ ∂
∂x
f(t, u(t))‖)‖y − z‖, y, z ∈ X,

deduzimos, do Corolário 2.26, a existência de uma única solução ω ∈ C([t0, T ];X) de (2.27).

Mostremos agora que u′(t) = ω(t) para t ∈ [t0, T ). Se t ∈ [t0, T ) e h > 0 são tais que t + h ∈

[t0, T ], então

u(t+ h)− u(t)

h
=

1

h
(T (t+ h− t0)x0 − T (t− t0)x0) +

1

h

∫ t0+h

t0

T (t+ h− s)f(s, u(s))ds

+
1

h

∫ t+h

t0+h
T (t+ h− s)f(s, u(s))ds− 1

h

∫ t

t0

T (t− s)f(s, u(s))ds

= T (t− t0)

(
T (h)− I

h

)
x0 +

1

h

∫ t0+h

t0

T (t+ h− s)f(s, u(s))ds

+
1

h

∫ t

t0

T (t− s)(f(s+ h, u(s+ h))− f(s, u(s)))ds

= T (t− t0)

(
T (h)− I

h

)
x0 +

1

h

∫ t0+h

t0

T (t+ h− s)f(s, u(s))ds

+
1

h

∫ t

t0

T (t− s)
(
∂

∂s
f(s, u(s))h+

∂

∂x
f(s, u(s))(u(s+ h)− u(s))

)
ds

+
1

h

∫ t

t0

T (t− s)R(f, (s, u(s)), (h, u(s+ h)− u(s))ds.
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Logo, da definição de ω obtemos que

u(t+ h)− u(t)

h
− ω(t) = T (t− t0)

(
T (h)− I

h

)
x0 − T (t− t0)Ax0

+
1

h

∫ t0+h

t0

T (t+ h− s)f(s, u(s))ds− T (t− t0)f(t0, u(t0))

+
1

h

∫ t

t0

T (t− s)R(f, (s, u(s)), (h, u(s+ h)− u(s)) ds

+

∫ t

t0

T (t− s) ∂
∂x
f(s, u(s))

(
u(s+ h)− u(s)

h
− ω(s)

)
ds.

Como x0 ∈ D(A), segue das propriedades do Caṕıtulo 1 que T (t−t0)
(
T (h)−I

h

)
x0 → T (t−t0)Ax0

quando h→ 0. Vejamos que o segundo termo do lado direito da igualdade acima também converge

para zero. Seja M > 0 tal que ‖T (t − s)‖ ≤ M para todo t0 ≤ s < t ≤ T . Como f(·) e u(·) são

cont́ınuas e (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo, para ε > 0 existe 0 < δ < T − t0 tal que

‖f(t0 + θ, u(t0 + θ))− f(t0, u(t0))‖ < ε e ‖T (θ)f(t0, u(t0))− f(t0, u(t0))‖ < ε,

para todo 0 < θ < δ. Nestas condições, para 0 < h < δ segue que∥∥∥∥1

h

∫ t0+h

t0

T (t+ h− s)f(s, u(s)) ds− T (t− t0)f(t0, u(t0))

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥1

h

∫ t0+h

t0

[T (t+ h− s)f(s, u(s))− T (t− t0)f(t0, u(t0))]ds

∥∥∥∥
≤ 1

h

∫ t0+h

t0

‖T (t+ h− s)‖‖f(s, u(s))− f(t0, u(t0))‖ds

+
1

h

∫ t0+h

t0

‖T (t+ h− s)f(t0, u(t0))− T (t− t0)f(t0, u(t0))‖ds

≤ M

h

∫ t0+h

t0

‖f(s, u(s))− f(t0, u(t0))‖ds

+
M

h

∫ t0+h

t0

‖T (t0 + h− s)f(t0, u(t0))− f(t0, u(t0))‖ds

≤ M

h

∫ t0+h

t0

εds+
M

h

∫ t0+h

t0

εds = 2Mε,

o que prova a convergência, pois ε é arbitrário. Mais ainda, das estimativas anteriores é claro que

a convergência acima é uniforme sobre intervalos da forma [t0, b] com t0 < b < T .

Logo, podemos escrever∥∥∥∥u(t+ h)− u(t)

h
− ω(t)

∥∥∥∥ ≤ ξ(t, h) +
M

h

∫ t

t0

‖R(f, (s, u(s)), (h, u(s+ h)− u(s))‖ds

+ M

∫ t

t0

∥∥∥∥ ∂∂xf(s, u(s))

∥∥∥∥∥∥∥∥u(s+ h)− u(s)

h
− ω(s)

∥∥∥∥ ds, (2.28)
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onde ξ(t, h)→ 0 uniformemente para t ∈ [t0, b], com t0 < b < T , quando h→ 0.

Sejam ε > 0 e t0 < b < T . Como ξ(t, h) → 0 uniformemente para t ∈ [t0, b], quando h → 0,

existe δ1 > 0 tal que ξ(t, h) < ε para todo t ∈ [t0, b], quando 0 < h < δ1. Mais ainda, dos Lemas

2.28 e 2.29 segue que existe δ2 > 0 tal que

‖R(f, (s, u(s)), (h, u(s+ h)− u(s))‖
h

≤ ε

M(T − t0)
,

para todo s ∈ [t0, b], quando 0 < h < δ2. Assim, para 0 < h < δ = min{δ1, δ2} e t ∈ [t0, b],

‖u(t+ h)− u(t)

h
− ω(t)‖ ≤ ε+M

ε

M(T − t0)
(t− t0) +MΘ

∫ t

t0

‖u(s+ h)− u(s)

h
− ω(s)‖ds

≤ 2ε+MΘ

∫ t

t0

‖u(s+ h)− u(s)

h
− ω(s)‖ds,

onde Θ = supt∈[t0,T ] ‖ ∂∂xf(t, u(t)) ‖. Agora, da Desigualdade de Gronwall segue que

‖u(t+ h)− u(t)

h
− ω(t)‖ ≤ 2ε e

Mθ
∫ t
t0
ds ≤ 2ε eMθ(T−t0), t ∈ [t0, b].

Isto prova que
u(t+ h)− u(t)

h
−→ ω(t) para todo t ∈ [t0, b] quando h → 0 e, portanto, temos

que u′(t) = ω(t) para todo t ∈ [t0, T ), pois b é arbitrário. Isto completa prova.

2.4 O Problema Semilinear para Semigrupos Anaĺıticos

Como na seção 2.3, vamos considerar o problema semilinear
du(t)

dt
+Au(t) = f(t, u(t)), t0 < t ≤ T,

u(t0) = x0 ∈ X
(2.29)

mas agora assumindo que −A é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico (T (z))z∈4(α) em

X. Mais ainda, vamos assumir que T (t) é limitado para t ≥ 0, ou seja, ‖T (t)‖ ≤ M , para t ≥ 0, e

que 0 ∈ ρ(−A), isto é, −A é invert́ıvel.

Note que se −A é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico, então −A−δI é invert́ıvel e

gera um um semigrupo anaĺıtico para δ sufientemente grande. Isto permite reduzir o caso geral onde

−A é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico para o caso onde o semigrupo é limitado e

−A é invert́ıvel.

Além disso, das hipóteses assumidas sobre A e dos resultados da seção anterior segue que Aα

pode ser definido para 0 ≤ α ≤ 1 e Aα é um operador linear fechado e invert́ıvel ,com domı́nio
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D(Aα) denso em X. Mais ainda, do fato de Aα ser fechado segue que D(Aα), munido da norma

|x|G = ‖x‖ + ‖Aαx‖, é um espaço de Banach. E, como Aα é inverśıvel, a norma do gráfico é

equivalente a norma ‖x‖α = ‖Aαx‖. Assim, D(Aα) munido com a norma ‖.‖α é um espaço de

Banach que denotaremos por Xα. Desta definição é claro Xα ⊃ Xβ quando 0 < α < β.

Definição 2.31. Seja U um subconjunto aberto de R+ × Xα. Dizemos que a função f : U → X

é localmente Hölder se para todo (t, x) ∈ U , existe uma vizinhança V ⊂ U e constantes L ≥ 0 e

0 < ω ≤ 1 tais que

‖f(t1, x1)− f(t2, x2)‖ ≤ L(|t1 − t2|ω + ‖x1 − x2‖α) para todo (ti, xi) ∈ V. (2.30)

Definição 2.32. Dizemos que uma função f : D ⊂ R→ X é Hölder cont́ınua se existem constantes

não negativas M e γ tais que

‖f(t)− f(s)‖ ≤M |t− s|γ , ∀t, s ∈ D.

A seguir, enunciamos um resultado para o problema de valor inicial não homogêneo que

utilizamos mais adiante.

Teorema 2.33. Se f ∈ L1([t0, T ] : X) é localmente Hölder cont́ınua ]t0, T ], então para todo x ∈ X

o problema 
du(t)

dt
+Au(t) = f(t), t0 < t ≤ T,

u(t0) = x0.

tem uma única solução.

Vamos agora enunciar e demonstrar o principal resultado de existência desta seção.

Teorema 2.34. Se f : U ×Xα → X, com 0 < α < 1 e U aberto, é localmente Hölder, então para

todo (t0, x0) ∈ U , o problema (2.29) tem uma única solução u ∈ C([t0, t1);X)∩C1((t0, t1);X) onde

t1 > t0 depende dos dados iniciais.

Demonstração. Das hipóteses sobre A, do Lema 1.57 e do item (c) Teorema 1.64, segue que

‖AαT (t)‖ ≤ Cαt
−α, para t > 0. (2.31)
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Para o restante, da prova fixamos (t0, x0) ∈ U e t
′
1 > t0, δ > 0 tais que a estimativa (2.30)

seja válida no conjunto V = {(t, x) : t0 ≤ t ≤ t
′
1, ‖x− x0‖α ≤ δ}. Seja B = max

t0≤t≤t
′
1
‖f(t, x0)‖, e

t1 > 0 tal que

‖T (t− t0)Aαx0 −Aαx0‖ < δ/2 para t0 ≤ t < t1, (2.32)

0 < t1 − t0 < min

{
t
′
1 − t0,

[
δ

2
(1− α)C−1

α (B + δL)−1

]1/1−α
}
. (2.33)

Seja Y o espaço de Banach C([t0, t1];X), munida da norma da convergência uniforme, que

denotaremos por ‖.‖∞. Definamos a aplicação F : Y → Y por

Fy(t) = T (t− t0)Aαx0 +

∫ t

t0

AαT (t− s)f(s,A−αy(s))ds, t0 ≤ t ≤ t1. (2.34)

Seja S o subconjunto de Y definido por

S = {y : y ∈ Y, y(t0) = Aαx0, ‖y(t)−Aαx0‖ ≤ δ}. (2.35)

Para y ∈ S e t0 ≤ t ≤ t1, usando as estimativas (2.31), (2.33) e (2.35), temos que

‖Fy(t)−Aαx0‖

≤ ‖T (t− t0)Aαx0 −Aαx0‖+

∫ t

t0

‖AαT (t− s)‖ ‖f(s,A−αy(s))− f(s, x0)‖ds

+

∫ t

t0

‖AαT (t− s)‖ ‖f(s, x0)‖ds

≤ δ/2 +

∫ t

t0

Cα(t− s)−αL ‖A−αy(s)− x0‖αds+

∫ t

t0

Cα(t− s)−αB ds

= δ/2 + CαL

∫ t

t0

(t− s)−α ‖Aα(A−αy(s)− x0)‖ds+ CαB

∫ t

t0

(t− s)−α ds

≤ δ/2 + Cα(δL+B)

∫ t

t0

(t− s)−α ds

= δ/2 + Cα(δL+B)(1− α)−1(t1 − t0)1−α ≤ δ/2 + δ/2 = δ,

Mais ainda, se y1, y2 ∈ S e t0 ≤ t ≤ t1, então

‖Fy1(t)− Fy2(t)‖ ≤
∫ t

t0

‖AαT (t− s)‖ ‖f(s,A−αy1(s))− f(s,A−αy2(s))‖ds

≤
∫ t

t0

Cα(t− s)−αL ‖A−αy1(s)−A−αy2(s)‖αds

=

∫ t

t0

Cα(t− s)−αL ‖y1(s)− y2(s)‖ds

≤ CαL(1− α)−1(t1 − t0)1−α‖y1 − y2‖∞ ≤
δL

2(B + δL)
‖y1 − y2‖∞
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que implica que ‖Fy1(t)− Fy2(t)‖ ≤ 1
2‖y1 − y2‖∞ para y1, y2 ∈ S e t0 ≤ t ≤ t1.

Logo, pelo Pŕıncipo da Contração, a aplicação F possui um único ponto fixo y ∈ S que satisfaz

a equação integral

y(t) = T (t− t0)Aαx0 +

∫ t

t0

AαT (t− s)f(s,A−αy(s))ds, para t0 ≤ t ≤ t1. (2.36)

Do fato de y ser cont́ınua segue que, dado t ∈ [t0, t1] e ε > 0, existe θ1 > 0 tal que para todo

ti ∈ [t0, t1] com |t − ti| < θ1, temos ‖y(t) − y(ti)‖ < ε. Assim, para 0 ≤ θ2 ≤ min{θ1, ε
−ω} e

|t− ti| < θ2 obtemos que

‖f(t, A−αy(t))− f(ti, A
−αy(ti))‖ ≤ L(|t− ti|ω + ‖A−αy(t)−A−αy(ti)‖α)

= L(|t− ti|ω + ‖A−α‖ ‖y(t)− y(ti)‖)

< L(θω2 + ε) < 2Lε,

de onde segue que a aplicação t 7→ f(t, A−αy(t)) é cont́ınua em [t0, t1] e, consequentemente, limitada

neste intervalo. Seja N > 0 tal que

‖f(t, A−αy(t))‖ ≤ N, para todo t0 ≤ t ≤ t1. (2.37)

Mostraremos a seguir que a função t 7→ f(t, A−αy(t)) é Hölder cont́ınua em (t0, t1]. Para isso,

inicialmente, vejamos que essa função é localmente Hölder cont́ınua em (t0, t1]. Para β, h ∈ R tais

que 0 < β < 1− α e 0 < h < 1, do Teorema 1.64, temos que

‖(T (h)− I)AαT (t− s)‖ ≤ Cβh
β‖Aα+βT (t− s)‖

≤ Cβh
βCα+β(t− s)−(α+β) = Khβ(t− s)−(α+β). (2.38)

onde K = CβCα+β.

Assim, se t0 < t < t+ h ≤ t1, então

‖y(t+ h)− y(t)‖ ≤ ‖(T (h)− I)AαT (t− t0)x0‖+

∫ t

t0

‖(T (h)− I)AαT (t− s)f(s,A−αy(s))‖ ds

+

∫ t+h

t
‖AαT (t+ h− s)f(s,A−αy(s))‖ ds

= I1 + I2 + I3. (2.39)
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Agora, usando as estimativas (2.37) e (2.38), obtemos que

I1 ≤ K(t− t0)−(α+β)hβ‖x0‖ = K1h
β;

I2 ≤ KNhβ
∫ t

t0

(t− s)−(α+β)ds ≤ KNhβ (t1 − t0)1−(α+β)

1− (α+ β)
= K2h

β; (2.40)

I3 ≤ CαN

∫ t+h

t
(t+ h− s)−αds ≤ CαN

h1−α

1− α
≤ K3h

β.

onde K1 = K(t − t0)−(α+β)‖x0‖, K2 = KN (t1−t0)1−(α+β)

1−(α+β) e K3 = CαN
1−α . Note que K2 e K3 são

independente de t ∈ [t0, t1] enquanto K1 depende do ponto t. Mais ainda, K1 →∞ quando t→ t+0 .

Por fim, usando (2.39) e as estimativas em (2.40), segue que para todo t
′
0 > t0 existe K > 0 tal

que ‖y(t)− y(s)‖ ≤ K|t− s|β, t, s ∈ (t
′
0, t1], o que implica que y é localmente Hölder cont́ınua em

(t0, t1]. Logo,

‖f(s,A−αy(s))− f(t, A−αy(t))‖ ≤ L
(
|t− s|ω + ‖A−αy(s)−A−αy(t)‖al

)
≤ L (|t− s|ω + ‖y(s)− y(t)‖)

≤ L
(
|t− s|ω +K|t− s|β

)
≤ L1

(
|t− s|ω + |t− s|β

)
,

onde L1 = max{L,KL}. De onde segue que t 7→ f(t, A−αy(t)) é localmente Hölder cont́ınua em

(t0, t1].

Agora, seja y a solução de (2.36) e considere o problema de valor inicial não homogêneo
du(t)

dt
+Au(t) = f(t, A−αu(t)), t0 < t ≤ t1,

u(t0) = x0.
(2.41)

Pelo Teorema 2.33, este problema tem uma única solução u ∈ C1((t0, t1];X). Mais ainda, a

solução de (2.41) é dada por

u(t) = T (t− t0)x0 +

∫ t

t0

T (t− s)f(s,A−αy(s)) ds. (2.42)

Desse modo, para cada t > t0, temos que u(t) pertence a D(A) para todo t ∈ (t0, t1] e, portanto,

a u(t) ∈ D(Aα), para todo t ∈ (t0, t1]. Assim,

Aαu(t) = T (t− t0)Aαx0 +

∫ t

t0

AαT (t− s)f(s,A−αy(s)) ds. (2.43)

Então, por (2.36) conclúımos que Aαu(t) = y(t), para todo t ∈ (t0, t1], ou seja, u(t) = A−αy(t)

e, por (2.42), u ∈ C1((t0, t1];X) é solução de (2.29). A unicidade de u segue da unicidade de solução

de (2.36) e (2.41).
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Caṕıtulo 3

Existência e Unicidade de Soluções

para Equações Diferenciais Abstratas

do tipo Neutro com Retardo

Dependendo do Estado

Neste caṕıtulo estabelecemos alguns resultados inéditos sobre a existência e unicidade de soluções

fracas e estritas para equações diferenciais abstratas do tipo neutro com retardo dependendo do

estado da forma

d

dt
(u(t) +G(t, uσ1(t,ut))) = Au(t) + F (t, uσ2(t,ut)), t ∈ [0, a], (3.1)

u0 = ϕ ∈ BX = C([−p, 0];X), (3.2)

onde A : D(A) ⊂ X → X é o gerador de um semigrupo anaĺıtico de operadores lineares limitados

(T (t))t≥0 no espaço de Banach (X, ‖ · ‖), ut : [−p, 0] → X é a história do estado no tempo t

(ut(θ) = u(t+ θ), para θ ∈ [−p, 0]) e F (·), G(·), σi(·), i = 1, 2, são funções apropriadas.

Equações diferenciais com retardo dependendo do estado têm sido estudadas intensamente nas

últimas décadas. Elas aparecem em diversos problemas aplicados e existe uma extensa lista de

artigos publicados em revistas altamente conceituadas sobre este assunto. No geral, a literatura

relacionada a esse tipo de equações está concentrada em problemas que podem ser descritos na
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forma

u′(t) = Au(t) + F (t, u(t), uσ(t,ut)), t ∈ [0, a], (3.3)

u0 = ϕ ∈ Ω ⊂ B = C([−p, 0];X), (3.4)

onde A : D(A) ⊂ X → X é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de operadores lineares

limitados, (X, ‖ · ‖) é um espaço de Banach, F (t, u(t), uσ(t,ut)) é uma expressão envolvendo a

condição inicial e o estado, ut : [−p, 0] → X denota a história de u(·) no tempo t ∈ [0, a] e σ(·) é

uma função definida em [0, a]× B e com valores em [0, a].

Em particular, com relação a literatura sobre equações diferenciais ordinárias com valores

em espaços de dimensão finita e com retardo dependendo do estado, a literatura existente é

extensa e bastante completa, veja [2, 7, 16, 17, 19] dentre outros. No entanto, são poucos

os trabalhos (relevantes) sobre equações diferenciais parciais com retardo dependendo do estado

e sobre equações diferenciais abstratas (equações onde A é um operador linear não limitado)

com retardo dependendo do estado. Dentre as dificuldades técnicas que têm limitado o

desenvolvimento dessa parte da teoria está o fato que, em geral, a função u 7→ F (·, u(·), uσ(·,u·)), onde

F (·, u(·), uσ(·,u·))(t) = F (t, u(t), uσ(t,ut)), não é do tipo Lipschitz em espaços usuais, como o espaço

de funções cont́ınuas C([−p, b];X), o que implica, em muitos casos, que o problema (3.3)-(3.4) não

é bem posto. No caso de equações diferenciais com retardo depedendo do estado onde A é limitado

e X é de dimensão finita, este problema pode ser contornado estudando o problema em espaços

de funções continuamente diferenciáveis, veja Walther [46]. Porém, a mesma estratégia se torna

dif́ıcil quando estudamos equações diferenciais parciais ou o caso em que A não é limitado. Essa

dificuldade faz com que a literatura relacionada ao caso em que A é um operador não limitado seja,

em grande parte, restrita a alguns modelos diferenciais onde F (·) é uma função muito “particular”.

Sobre equações diferenciais abstratas com retardo depedendo do estado e G = 0 em (3.1)-(3.2)

nós citamos [23, 28, 37, 38, 39]. Além disso, destacamos os recentes artigos de Hernández, Pierri &

Wu [25], Krisztin & Rezounenko [30] e Yunfei, Yuan & Pei [33], os quais apresentam importantes

avanços no que diz respeito ao problema de existência e unicidade de soluções que permitem mostrar

que o problema é bem posto em determinados subespaços.

Embora alguns dos trabalhos iniciais sobre equações diferenciais com retardo depedendo do

estado sejam voltados para equações diferenciais do tipo neutro (veja os trabalhos pioneiros de

Driver [6, 7]), a literatura sobre este tipo de equações é bastante limitada. Para caso de equações
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diferenciais ordinárias citamos Hartung [16, 18] e os artigos citados acima por Driver. Para o caso de

equações diferenciais parciais citamos o recente trabalho de Barbarossa, Hadeler & Kuttler [4], que,

ao nosso ver, é o único trabalho relevante sobre equações diferenciais parciais neutras com retardo

dependendo do estado. Assim, dada a impotância da teoria de equações diferenciais neutras e com

o objetivo de dar continuidade ao estudo desenvolvido em [25], neste caṕıtulo usamos algumas das

ideias de [25] para desenvolver nosso estudo sobre o problema de existência e unicidade de soluções

para problemas do tipo neutro da forma (3.1)-(3.2). Em particuar, em [25] os autores estudam

o problema abstrato u′(t) = Au(t) + F (t, uσ(t,ut)), u0 = ϕ. Como já foi observado, este tipo de

problema não é bem posto no espaço usual C([−p, 0];X), pois aplicações como u 7→ F (t, uσ(t,ut))

não são Lipschitz. No entanto, se as funções envolvidas são Lispchitz, estimativas da forma

‖ F (t, uσ(t,ut))− F (t, vσ(t,vt)) ‖

≤ LF (1 + [v]CLip([−p,b];X)[σ]CLip([0,b]×BX ;R)) ‖ u− v ‖C([−p,b];X),

(onde LF é a constante de Lipschitz de F (·)) são válidas. Usando estimativas deste tipo e o

prinćıpio de contração, em [25] são estabelecidos vários resultados sobre existência e unicidade para

o problema (3.1)-(3.2) com G = 0 e é caracterizado um subespaço onde este tipo de problema é

bem posto. Os resultados em [25] são provados sobre espaços de funções Lipschitz e de classe C1,

o que é uma abordagem complexa na teoria de equações diferenciais abstratas e no contexto geral

de equações diferenciais parciais.

Além das dificuldades da teoria de equações diferenciais abstratas com retardo dependendo do

estado, em nossos resultados tivemos que lidar com as dificuldades próprias da teoria de equações

diferenciais abstratas do tipo neutro. Para evidenciar algumas dessas dificuldades e a importância

da teoria geral de equações diferenciais abstratas do tipo neutro, finalizamos esta introdução com

alguns comentários breves sobre esta teoria.

A teoria de equações diferenciais neutras ocupa um lugar importante na teoria geral de equações

diferenciais com retardo. Mais ainda, uma grande parte dos modelos diferenciais abstratos do tipo

neutro considerados na literatura podem ser representados na forma

d

dt
(u(t) + f(t, ut)) = Au(t) + g(t, ut, (ut)

′), t ∈ [0, a], (3.5)

u0 = ϕ ∈ Ω ⊂ B, (3.6)



98

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear não limitado (usualmente, gerador infinitesimal de

um semigrupo anaĺıtico), (X, ‖ · ‖) é um espaço de Banach, B é o espaço das histórias, Ω ⊂ B é

aberto, ut : J ⊂ (−∞, 0] → X denota a história do estado no tempo t, (ut)
′ representa a derivada

da função t 7→ ut e f : [0, a]× Ω→ X, g : [0, a]× Ω× B → X são funções apropriadas.

Para a literatura relacionada com problemas que podem ser modelados na forma (3.5)-(3.6)

citamos, por exemplo, os trabalhos pioneiros de Hale [15] e de Hernández e seus colaboradores

[22, 24, 26]. Além disso, como descrito na introdução deste trabalho, o sistema (3.5)-(3.6) não é

apenas um problema abstrato e aparece em muitos problemas aplicados.

Ressaltamos ainda que o estudo de sistemas do tipo neutro da forma (3.5)-(3.6) é recente e

envolve dificuldades técnicas importantes. Por exemplo, se A é o gerador infinitesimal de um

C0-semigrupo (T (t))t≥0, é natural estudar o problema via técnicas de ponto fixo e introduzindo um

conceito de solução fraca apropriado. Para esse tipo de problema a solução fraca é dada por

u(t) = T (t)[ϕ(0) + f(0, ϕ)]− f(s, us)−
∫ t

0
AT (t− s)f(s, us)ds

+

∫ t

0
T (t− s)g(s, us, u

′
s)ds. (3.7)

Note que para o estudo da existência de soluções fracas via teoria de ponto fixo é necessário trabalhar

em espaços de funções continuamente diferenciáveis, o que é um problema dif́ıcil no contexto da

teoria de semigrupos lineares. Além disso, segue da teoria de C0-semigrupos que, em geral, a

função t 7→ AT (t − s) não está bem definida. Mais ainda, t 7→ AT (t − s) é integrável em [0, t) na

topologia de operadores se, e somente se, A é um operador limitado. Assim, a presença do termo∫ t
0 AT (t− s)f(s, us)ds na fórmula (3.7) cria uma grande dificuldade, a qual está relacionada com a

integrabilidade da função s 7→ AT (t− s)f(s, us) em [0, t].

Este caṕıtulo está dividido em três seções. Na próxima seção inclúımos algumas notações,

definições e resultados que serão usados ao longo do caṕıtulo. Na Seção 3.2 estudamos a existência

e a unicidade de soluções fracas e estritas para (3.1)-(3.2) e na Seção 3.3 apresentamos alguns

exemplos em que aplicamos alguns dos resultados obtidos na Seção 3.2.

3.1 Preliminares

No que segue desta seção inclúımos algumas notações, definições e resultados que serão usados

ao longo deste caṕıtulo.



99

Seja (V, ‖ · ‖V ) um espaço de Banach. Neste caṕıtulo Bl(z, V ) denotará a bola fechada

em V com centro em z ∈ V e raio l. Os espaços C([b, c];V ) e CLip([b, c];V ) são os

usuais, e suas normas serão denotadas por ‖ · ‖C([b,c];V ) e ‖ · ‖CLip([b,c];V ). Notemos que

‖ · ‖CLip([b,c];V )=‖ · ‖C([b,c];V ) +[·]Lip([b,c];V ), onde [ζ]CLip([b,c];V ) = supt,s∈[b,c],t 6=s
‖ζ(s)−ζ(t)‖V
|t−s| . O

espaço Cα([b, c];V ) =
{
ξ : [b, c]→ V : supt,s∈[b,c],t6=s

‖ξ(s)−ξ(t)‖Z
|t−s|α <∞

}
, α ∈ (0, 1), munido da norma

‖ · ‖Cα([b,c];Z)=‖ · ‖C([b,c];V )
+[·]Cα([b,c];V ), onde [ξ]Cα([b,c];V ) = supt,s∈[b,c],t6=s

‖ξ(s)−ξ(t)‖Z
|t−s|α . Por

praticidade, o espaço C([−p, 0];V ) será denotado por BV .

Além das notações acima, assumiremos que A : D(A) ⊂ X → X é o gerador de um semigrupo

anaĺıtico de operadores lineares limitados (T (t))t≥0 no espaço de Banach (X, ‖ · ‖), com ‖T (t)‖ ≤

M , para todo t ≥ 0, 0 ∈ ρ(A) e (−A)β, β > 0, denota a β-potência fracionária de A como

introduzida no seção 1.6.1. Adicionalmente, assumiremos que Ciβ,α > 0, α, β ∈ (0, 1), i ∈ N ∪ {0},

são constantes tais que ‖ (−A)i+αT (t)x ‖≤ Ciβ,α
ti+α−β

‖ (−A)βx ‖ para todo t > 0 e x ∈ Xβ, isto

é, ‖ (−A)iT (t) ‖L(Xβ ,Xα)≤
Ciβ,α
ti+α−β

, para todo t > 0, onde Xβ = D((−A)β) munido da norma

‖x‖β = ‖(−A)βx‖, para todo x ∈ D((−A)β).

Os próximos lemas serão úteis para provar alguns de nossos resultados.

Os lemas a seguir determinam quando uma solução fraca é uma solução estrita do Problema de

Cauchy Abstrato

u′(t) = Au(t) + f(t), t > 0, u(0) = x0, (3.8)

para o caso onde D(A) não é necessariamente denso em X.

Lema 3.1. [Lunardi [31], Lema 4.1.6, pág. 126]. Seja f ∈ C([0, b];X), x0 ∈ D(A) e u a solução

fraca de 3.8. São equivalentes as seguintes afirmações:

(a) u ∈ C([0, b];D(A));

(a) u ∈ C1([0, b];X);

(a) u é uma solução estrita de 3.8.

Lema 3.2. Sejam f ∈ Cα([0, b];X), 0 < α < 1, e x0 ∈ D(A) tais que Ax0 + f(0) ∈ D(A). Se u é

a solução fraca de (3.8) então u é uma solução estrita de (3.8).
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Prova: Utilizando o Lema 3.1, temos que é suficiente mostrar que u ∈ C([0, b];D(A)). Para isso,

escrevendo u = u1 + u2, onde
u1(t) =

∫ t

0
T (t− s)[f(s)− f(t)]ds,

u2(t) = T (t)x0 +

∫ t

0
T (t− s)f(t)ds,

para 0 ≤ t ≤ b, temos que u1(t), u2(t) ∈ D(A), 0 ≤ t ≤ b, e
Au1(t) =

∫ t

0
AT (t− s)[f(s)− f(t)]ds,

Au2(t) = AT (t)x0 +

∫ t

0
AT (t− s)f(t)ds.

Mostraremos agora que Au1 é Hölder cont́ınua e Au2 é cont́ınua em [0, b]. Para 0 ≤ w ≤ t ≤ b,

segue que

Au1(t)−Au1(w) =

∫ t

0
AT (t− s)[f(s)− f(t)]ds−

∫ w

0
AT (w − s)[f(s)− f(w)]ds

=

∫ w

0
AT (t− s)[f(s)− f(w)]ds+

∫ w

0
AT (t− s)[f(w)− f(t)]ds

+

∫ t

w
AT (t− s)[f(s)− f(t)]ds−

∫ w

0
AT (w − s)[f(s)− f(w)]ds

=

∫ w

0
A[T (t− s)− T (w − s)][f(s)− f(w)]ds

+ [T (t)− T (t− w)][f(w)− f(t)] +

∫ t

w
AT (t− s)[f(s)− f(t)]ds

=

∫ w

0

∫ t−s

w−s
A2T (θ)[f(s)− f(w)]dθds

+ [T (t)− T (t− w)][f(w)− f(t)] +

∫ t

w
AT (t− s)[f(s)− f(t)]ds,

o que implica que

‖Au1(t)−Au1(w)‖ ≤
∫ w

0

∫ t−s

w−s
‖A2T (θ)‖ ‖f(s)− f(w)‖dθds

+ 2M‖f(w)− f(t)‖+

∫ t

w
‖AT (t− s)‖ ‖f(s)− f(t)‖ds

≤ [f ]Cα([0,b];X)

{
M2

∫ w

0

∫ t−s

w−s
θ−2(w − s)αdθds

+ 2M(t− w)α +M1

∫ t

w
(t− s)α−1ds

}
≤ [f ]Cα([0,b];X)

[
M2

∫ w

0

∫ t−s

w−s
θ−2+αdθds+

[
2M +

M1

α

]
(t− w)α

]
≤ [f ]Cα([0,b];X)

[
M2

α(1− α)
+ 2M +

M1

α

]
(t− w)α.
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Isso mostra que Au1 ∈ Cα([0, b];X). Agora, como x0 ∈ D(A) e Ax0 + f(0) ∈ D(A) temos

Au2(t) = T (t)[Ax0 + f(0)] + T (t)[f(t)− f(0)]− f(t), 0 ≤ t ≤ b,

o que implica que Au2 ∈ C([0, b];X).

Lema 3.3. Se u ∈ CLip([b, c];X), então u ∈ Cα([b, c];X) e [u]Cα([b,c];X) ≤ [u]CLip([b,c];X)|c − b|1−α

para todo 0 < α < 1.

Prova: De fato, como u ∈ CLip([b, c];X), para t, s ∈ [b, c] e 0 < α < 1 temos que

‖u(t)− u(s)‖ ≤ [u]CLip([b,c];X)|t− s|1−α|t− s|α

≤ [u]CLip([b,c];X)|c− b|1−α|t− s|α,

o que permite finalizar a prova.

Lema 3.4. Assuma 0 ≤ γ < β < α ≤ 1, ξ ∈ L∞([0, b];Xα), ζ ∈ L∞([0, b];Xγ) e sejam v : [0, b]→

X, w : [0, b] → X definidas por v(t) =
∫ t

0 AT (t − s)ξ(s)ds e w(t) =
∫ t

0 T (t − s)ζ(s)ds. Então

v ∈ Cα−β([0, b];Xβ), w ∈ C1+γ−β([0, b];Xβ) e

[v]Cα−β([0,b];Xβ) ≤ ‖ ξ ‖L∞([0,b];Xα)
1

α− β

[
C1
α,β +

C2
α,β

1− α+ β

]
, (3.9)

[w]C1+γ−β([0,b];Xβ) ≤ ‖ ζ ‖L∞([0,b];Xγ)
1

1 + γ − β

[
C0
γ,β +

C1
γ,β

β − γ

]
. (3.10)

Prova: Sejam h > 0 e t ∈ [0, b] tais que t+ h ∈ [0, b]. Para v temos que
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‖v(t+ h)− v(t)‖Xβ

=

∥∥∥∥∫ t+h

0
(−A)1+βT (t+ h− s)ξ(s)ds−

∫ t

0
(−A)1+βT (t− s)ξ(s)ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t

0
(−A)1+β[T (t+ h− s)− T (t− s)]ξ(s)ds−

∫ t+h

t
(−A)1+βT (t+ h− s)ξ(s)ds

∥∥∥∥
≤
∫ t

0
‖(−A)1+β[T (t+ h− s)− T (t− s)]ξ(s)‖ds+

∫ t+h

t
‖(−A)1+βT (t+ h− s)ξ(s)‖ds

≤
∫ t

0

∥∥∥∥(−A)1+β

∫ t+h−s

t−s
AT (τ)ξ(s)dτ

∥∥∥∥ ds+

∫ t+h

t

C1
α,β

(t+ h− s)1+β−α ‖ξ(s)‖Xαds

≤
∫ t

0

∫ t+h−s

t−s
‖(−A)2+βT (τ)ξ(s)‖dτds+ ‖ ξ ‖L∞([0,b];Xα) C

1
α,β

∫ h

0
sα−β−1ds

≤
∫ t

0

∫ t+h−s

t−s

C2
α,β

τ2+β−α ‖ξ(s)‖Xαdτds+ ‖ ξ ‖L∞([0,b];Xα) C
1
α,β

hα−β

α− β

≤‖ ξ ‖L∞([0,b];Xα)

[
C2
α,β

∫ t

0

∫ t+h−s

t−s
τα−β−2dτds+ C1

α,β

hα−β

α− β

]
=‖ ξ ‖L∞([0,b];Xα)

[
C2
α,β

∫ t

0

[(t+ h− s)α−β−1 − (t− s)α−β−1]

α− β − 1
ds+ C1

α,β

hα−β

α− β

]
=‖ ξ ‖L∞([0,b];Xα)

[
C2
α,β

1 + β − α

[∫ t

0
(t− s)α−β−1ds−

∫ t

0
(t+ h− s)α−β−1ds

]
+ C1

α,β

hα−β

α− β

]

=‖ ξ ‖L∞([0,b];Xα)

[
C2
α,β

1 + β − α
· h

α−β + tα−β − (t+ h)α−β

α− β
+ C1

α,β

hα−β

α− β

]

≤‖ ξ ‖L∞([0,b];Xα)

[
C2
α,β

1 + β − α
· h

α−β

α− β
+ C1

α,β

hα−β

α− β

]
,

onde a última desigualdade segue do fato função t 7→ tα−β ser crescente em [0,∞). Do anterior

obtemos a desigualdade (3.9). Analogamente, para w temos que

‖w(t+ h)− w(t)‖Xβ =

∥∥∥∥∫ t+h

0
(−A)βT (t+ h− s)ζ(s)ds−

∫ t

0
(−A)βT (t− s)ζ(s)ds

∥∥∥∥
≤
∫ t

0

∫ t+h−s

t−s
‖(−A)1+βT (τ)ζ(s)‖dτds+

∫ t+h

t
‖(−A)βT (t+ h− s)ζ(s)‖ds

≤
∫ t

0

∫ t+h−s

t−s

C1
γ,β

τ1+β−γ ‖ζ(s)‖Xγdτds+

∫ t+h

t

C0
γ,β

(t+ h− s)β−γ
‖ζ(s)‖Xγds

≤‖ ζ ‖L∞([0,b];Xγ)
1

1 + γ − β

[
C1
γ,β

β − γ
+ C0

γ,β

]
h1+γ−β,
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o que mostra a desigualdade (3.10) e finaliza a prova.

3.2 Existência e Unicidade de soluções fracas e estritas

Nesta seção estudamos a existência de soluções fracas e estritas para o problema (3.1)-(3.2).

Da literatura existente sobre equações neutras, adotamos os seguintes conceitos de soluções.

Definição 2. Uma função u : [−p, b] → X, 0 < b ≤ a, é dita ser uma solução fraca do problema

(3.1)-(3.2) em [−p, b] se u ∈ C([−p, b];X), u0 = ϕ e

u(t) = T (t)[ϕ(0) +G(0, uσ1(0,ϕ))]−G(t, uσ1(t,ut))−
∫ t

0
AT (t− s)G(s, uσ1(s,us))ds

+

∫ t

0
T (t− s)F (s, uσ2(s,us)))ds, ∀ t ∈ [0, b]. (3.11)

Definição 3. Uma função u : [−p, b]→ X, 0 < b ≤ a, é chamada uma solução estrita de (3.1)-(3.2)

em [−p, b] se u ∈ C([0, b];X1), u0 = ϕ, a função t 7→ u(t) +G(t, uσ1(t,ut)) pertence a C1([0, b];X) e

u(·) satisfaz (3.1) em [0, b].

Observação 3.5. Seja (V, ‖ · ‖V ) um espaço de Banach e σ ∈ C([0, a] × BV ;R+). A seguir, para

uma função u ∈ C([−p, b];V ), 0 < b ≤ a, usaremos as notações u(·) e uσ(·,u(·)) para as funções

u(·), uσ(·,u(·)) : [0, b]→ BV dadas por u(·)(t) = ut e uσ(·,u(·))(t) = uσ(t,ut).

De [25] inclúımos, com adpatações, os seguintes lemas , onde (V, ‖ · ‖V ) é um espaço de Banach.

Lema 3.6. [25, Lema 1] Assuma que u, v ∈ CLip([−p, b];V ), 0 < b ≤ a, σ ∈ CLip([0, a]× BV ;R+),

u0 = v0 = ψ, para algum ψ ∈ BV prefixado, e σ(t, wt) ≤ b para w = u e w = v e para todo t ∈ [0, b].

Então u(·), uσ(·,u(·)) ∈ CLip([0, b];BV ) e

[u(·)]CLip([0,b];BV ) ≤ max{[u]CLip([0,b];V ), [ψ]CLip([−p,0];V )}, (3.12)

[uσ(·,u(·))]CLip([0,b];BV )

≤ [u(·)]CLip([0,b];BV )[σ]CLip([0,b]×BV ;R+)(1 + [u(·)]CLip([0,b];BV )), (3.13)

‖ uσ(·,u(·)) − vσ(·,v(·)) ‖C([0,b];BV )

≤ (1 + [v(·)]CLip([0,b];BV )[σ]CLip([0,b]×BV ;R+)) ‖ u− v ‖C([0,b];V ) . (3.14)

Lema 3.7. [25, Lema 3] Suponha que u ∈ Cα([−p, b];V ) para algum α ∈ (0, 1), 0 < b ≤ a

e u0 = ψ, para algum ψ ∈ BV . Então u(·) ∈ Cα([0, b];BV ) e [u(·)]Cα([0,b];BV ) ≤

max{[u]Cα([0,b];V ), [ψ]Cα([−p,0];V )}.
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Para provar nossos resultados, introduziremos as seguintes condições. No restante deste caṕıtulo

(V, ‖ · ‖V ) é um espaço de Banach continuamente imerso em (X, ‖ · ‖).

Hσ,BV Seja (V, ‖ · ‖V ) um espaço de Banach continuamente imerso em (X, ‖ · ‖), σ ∈ CLip([0, a] ×

BV ;R+) e suponha que ϕ ∈ BV . Dizemos que σ(·) satisfaz a condição Hσ,BV se σ(0, ϕ) = 0 e

existe 0 < b∗ ≤ a tal que 0 ≤ σ(t, φ) ≤ t para todo (t, φ) ∈ [0, b∗]×Bb∗(ϕ,BV ).

H1 Existem espaços de Banach (W1, ‖ · ‖W1) ↪→ (Z, ‖ · ‖Z) ↪→ (W2, ‖ · ‖W2) ↪→ (X, ‖ · ‖) tais que

T (·) ∈ L1([0, a];L(W2, Z)) e AT (·) ∈ L1([0, a];L(W1, Z)).

HW1
G,Z Existem UBZ ⊂ BZ aberto e uma função cont́ınua não decrescente LG : [0, a] → R+ tais que

ϕ ∈ UBZ , G ∈ C([0, a]× UBZ ;W1) e

‖ G(t, ψ1)−G(s, ψ2) ‖W1 ≤ LG(c)(| t− s | + ‖ ψ1 − ψ2 ‖BZ ),

para todo t, s ∈ [0, c], ψi ∈ Bc(ϕ,BZ), i = 1, 2, e cada 0 ≤ c ≤ a tal que Bc(ϕ,BZ) ⊂ UBZ .

HW2
F,Z Existe UBZ ⊂ BZ aberto tal que ϕ ∈ UBZ e F ∈ CLip([0, a] × UBZ ;W2), com LF a constante

de Lipschitz de F em [0, a]× UBZ .

Observação 3.8. As condiçôes H1 e HW1
G,Z estão relacionadas com a integrabilidade da função

s 7→ AT (t−s)G(s, uσ1(s,us)) e nossa principal motivação, o estudo das equações diferenciais parciais

neutras. Observemos que a função s 7→ AT (s) é integrável em L(X) se, e somente se, o operador A

é limitado. Para maiores detalhes, veja [26].

Observação 3.9. Por questão de simplicidade, no restante deste caṕıtulo assumiremos que σ1 =

σ2 = σ e que UBZ é o mesmo conjunto nas condições HW2
F,Z e HW1

G,Z. Os outros casos podem ser

estudados procedendo de forma análoga aos nossos resultados.

Observação 3.10. Dados (V1, ‖ · ‖V1) e (V2, ‖ · ‖V2) dois espaços de Banach tais que V1 ↪→ V2,

denotaremos por ic a aplicação (cont́ınua) inclusão de V1 em V2, isto é, ic : V1 → V2 é definida por

ic(x) = x.

Podemos provar agora nosso primeiro teorema.

Teorema 3.11. Assuma que as condições H1, HW1
G,Z,H

W2
F,Z e Hσ,BZ são satisfeitas, ϕ ∈

CLip([−p, 0];Z), a função T (·)(ϕ(0)+G(0, ϕ)) pertence a CLip([0, a];Z), {T (·)F (0, ϕ), AT (·)G(0, ϕ)} ⊂
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L∞([0, a];Z), ‖ic‖L(W1,Z)LG(0) < 1 e limc→0 LG(c)[σ]CLip([0,c]×BZ ;R+) = 0. Então existe uma única

solução fraca u ∈ CLip([−p, b];Z) de (3.1)-(3.2) em [−p, b] para algum b ∈ (0, a].

Prova: Seja b∗ o número proveniente da condição Hσ,BZ . Sejam 0 < b1 ≤ b∗ tal que Bb1(ϕ,BZ) ⊂

UBZ e R > 0 grande o suficiente de forma que

R > [ϕ]CLip([−p,0];Z) + [T (·)(ϕ(0) +G(0, ϕ))]CLip([0,b1];Z) + ‖ic‖L(W1,Z)LG(a)

+ ‖ T (·)F (0, ϕ) ‖L∞([0,b1];Z) + ‖ AT (·)G(0, ϕ) ‖L∞([0,b1];Z) . (3.15)

Usando que LG(c)[σ]CLip([0,c]×BZ ;R+) → 0 quando c → 0, T (·) ∈ L1([0, c];L(W2, Z)) e AT (·) ∈

L1([0, c];L(W1, Z)), podemos selecionar 0 < b < min{b1, 1} tal que Rb ≤ b1 e

[T (·)(ϕ(0) +G(0, ϕ))]CLip([0,b];Z)

+‖ic‖L(W1,Z)LG(b)(1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R))

+ ‖ AT (·)G(0, ϕ) ‖L∞([0,b];Z) + ‖ T (·)F (0, ϕ) ‖L∞([0,b];Z)

+2 ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z)) LG(b)(1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R))

+2 ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)) LF (1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R)) ≤ R, (3.16)

Φ(b) =‖ ic ‖L(W1,Z) LG(b)(1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+))

+ ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z)) LG(b)(1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+))

+ ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)) LF (1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)) < 1. (3.17)

Seja Y(b, R) o espaço

Y(b, R) =
{
u ∈ C([−p, b];Z) : u0 = ϕ, u ∈ CLip([−p, b];Z), [u]CLip([−p,b];Z) ≤ R }

munido com a métrica d(u, v) =‖ u − v ‖C([0,b];Z) e consideramos Γ : Y(b, R) → C([−p, b];X) a

aplicação definida por Γu(t) = ϕ(t) para t ∈ [−p, 0] e

Γu(t) = T (t)[ϕ(0) +G(0, ϕ)]−G(t, uσ(t,ut))−
∫ t

0
AT (t− s)G(s, uσ(s,us))ds

+

∫ t

0
T (t− s)F (s, uσ(s,us))ds for t ∈ [0, b]. (3.18)

A seguir, mostramos que Γ é uma contração em Y(b, R) e assumimos, daqui para frente, u, v ∈

Y(b, R). Antes porém, verificamos que Γ está bem definida.
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Da desigualdade (3.12) e da definição de Y(b, R), temos que [u(·)]CLip([−p,b];BZ) ≤ R. Então,

‖ ut − ϕ ‖BZ≤ [u(·)]CLip([0,b];BZ)t ≤ [u(·)]CLip([0,b];BZ)b ≤ Rb ≤ b1 ≤ b∗,

para todo t ∈ [0, b], o que implica que 0 ≤ σ(t, ut) ≤ t para t ∈ [0, b] e a função t 7→ uσ(t,ut) está

bem definida. Mais ainda, como 0 ≤ σ(t, ut) ≤ t para t ∈ [0, b], segue que

‖ uσ(t,ut) − ϕ ‖BZ≤ [u(·)]CLip([0,b];BZ)|σ(t, ut)| ≤ [u(·)]CLip([0,b];BZ)t ≤ Rb ≤ b1,

o que implica que uσ(t,ut) ∈ Bb1(ϕ,Bz) ⊂ UBZ para t ∈ [0, b] e as funções F (·, uσ(·,u(·))) e G(·, uσ(·,u(·)))

estão bem definidas.

Por outro lado, usando que F (·, uσ(·,u(·))) ∈ C([0, b];W2) e G(·, uσ(·,u(·))) ∈ C([0, b];W1), para

t ∈ [0, b] temos que

‖ Γu(t) ‖Z ≤ ‖ T (t)(ϕ(0) +G(0, ϕ)) ‖Z + ‖ G(t, uσ(t,ut)) ‖Z

+

∫ t

0
‖ AT (t− s) ‖L(W1,Z)‖ G(s, uσ(s,us)) ‖W1 ds

+

∫ t

0
‖ T (t− s) ‖L(W2,Z)‖ F (s, uσ(s,us)) ‖W2 ds

≤ ‖ T (t)(ϕ(0) +G(0, ϕ)) ‖Z +‖ic‖L(W1,Z) ‖ G(·, uσ(·,u(·))) ‖C([0,b];W1)

+ ‖ G(·, uσ(·,u(·))) ‖C([0,b];W1)‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z))

+ ‖ F (·, uσ(·,u(·))) ‖C([0,b];W2)‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)),

garantindo que ‖ Γu(t) ‖Z<∞ para todo t ∈ [0, b] e Γu(·) ∈ C([−p, b];Z).

Provamos agora que Γ assuma valores em Y(b, R). Inicialmente, observe que da desigualdade

(3.13) segue que para t ∈ [0, b] e h tal que |h| > 0 e t+ h ∈ [0, b]

‖ F (t+ h, uσ(t+h,ut+h))− F (t, uσ(t,ut)) ‖W2 ≤ LF (|h|+ ‖ uσ(t+h,ut+h) − uσ(t,ut) ‖BZ )

≤ LF (|h|+ [uσ(·,u(·))]CLip([0,b];BZ)h)

≤ LF (1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R))|h|,

o que mostra que F (·, uσ(·,u(·))) ∈ CLip([0, b];W2) e

[F (·, uσ(·,u(·)))]CLip([0,b];W2) ≤ LF (1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R)). (3.19)

Procedendo como acima, provamos que G(·, uσ(·,u(·))) ∈ CLip([0, b];W1) e

[G(·, uσ(·,u(·)))]CLip([0,b];W1) ≤ LG(b)(1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R)),

[G(·, uσ(·,u(·)))]CLip([0,b];Z) ≤ ‖ ic ‖L(W1,Z) LG(b)(1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R)).
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Agora, usando as estimativas anteriores, para t ∈ [0, b] e h > 0 tal que t+ h ∈ [0, b], temos

‖ Γu(t+ h)− Γu(t) ‖Z

≤ [T (·)(ϕ(0) +G(0, ϕ))]CLip([0,b];Z)h+ ‖ G(t+ h, uσ(t+h,ut+h))−G(t, uσ(t,ut)) ‖Z

+

∫ h

0
‖ AT (t+ h− s)G(0, ϕ) ‖Z ds+

∫ h

0
‖ T (t+ h− s)F (0, ϕ) ‖Z ds

+

∫ h

0
‖ AT (t+ h− s) ‖L(W1,Z)‖ G(s, uσ(s,us))−G(0, ϕ) ‖W1 ds

+

∫ h

0
‖ T (t+ h− s) ‖L(W2,Z)‖ F (s, uσ(s,us))− F (0, ϕ) ‖W2 ds

+

∫ t

0
‖ AT (t− s) ‖L(W1,Z)‖ G(s+ h, uσ(s+h,us+h))−G(s, uσ(s,us)) ‖W1 ds

+

∫ t

0
‖ T (t− s) ‖L(W2,Z)‖ F (s+ h, uσ(s+h,us+h))− F (s, uσ(s,us)) ‖W2 ds

≤ [T (·)(ϕ(0) +G(0, ϕ))]CLip([0,b];Z)h

+‖ic‖L(W1,Z)LG(b)(1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R))h

+ ‖ AT (·)G(0, ϕ) ‖L∞([0,b];Z) h+ ‖ T (·)F (0, ϕ) ‖L∞([0,b];Z) h

+2 ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z)) LG(b)(1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R))h

+2 ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)) LF (1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R))h,

o que implica de (3.16) que [Γu]CLip([0,b];Z) ≤ R. Mais ainda, como (Γu)0 = ϕ obtemos

[Γu]CLip([−p,0];Z) ≤ R, o que implica que [Γu]CLip([−p,b];Z) ≤ R e Γu ∈ Y(b, R).

Mostraremos agora que Γ é uma contração. Da desigualdade (3.14) é fácil ver que

‖ G(s, uσ(s,us))−G(s, vσ(s,vs)) ‖W1

≤ LG(b) ‖ uσ(t,ut) − vσ(t,vt) ‖BZ

≤ LG(b)(1 + [v(·)]CLip([0,b];BZ)[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)) ‖ u− v ‖C([0,b];Z)

≤ LG(b)(1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)) ‖ u− v ‖C([0,b];Z) .

Analogamente, vemos que

‖ F (s, uσ(s,us))− F (s, vσ(s,vs)) ‖W2 ≤ LF (1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)) ‖ u− v ‖C([0,b];Z) .



108

Assim, usando a desigualdade anterior, para t ∈ [0, b] obtemos que

‖ Γu(t)− Γv(t) ‖Z

≤ ‖ ic ‖L(W1,Z) LG(b)(1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)) ‖ u− v ‖C([0,b];Z)

+ ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z)) LG(b)(1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)) ‖ u− v ‖C([0,b];Z)

+ ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)) LF (1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)) ‖ u− v ‖C([0,b];Z)

≤ Φ(b) ‖ u− v ‖C([0,b];Z),

o que nos permite concluir que Γ é uma contração em Y(b, R) e então, que existe uma única solução

fraca u ∈ CLip([−p, b];Z) do problema (3.1)-(3.2).

No próximo resultado usamos uma hipótese alternativa no lugar da condição Hσ,BZ . Na

seguinte condição, W1, Z e LG(·) são os espaços na condição H1 e a função na condição HW1
G,Z,

respectivamente. Adicionalmente, ηZ : [0, a]→ R+ é a função dada por

ηZ (b) = max{[ϕ]CLip([−p,0];Z), ([T (·)(ϕ(0) +G(0, ϕ))]CLip([0,b];Z)+ ‖ ic ‖L(W1,Z) LG(b)

+ ‖ T (·)F (0, ϕ) ‖L∞([0,b];Z) + ‖ AT (·)G(0, ϕ) ‖L∞([0,b];Z))}. (3.20)

A condição alternativa que utilizaremos é a seguinte:

Hσ,η
Z
σ(·) satisfaz a condição Hσ,η

Z
se σ ∈ CLip([0, a]×BZ ;R+), σ(0, ϕ) = 0 e existe b� > 0 tal que

[σ]CLip([0,b�]×Bb� (ϕ,BZ);R+)(1 + ηZ (b�)) < 1.

Podemos provar agora nosso segundo resultado.

Proposição 3.12. Suponha que as hipóteses no Teorema 3.11 são satisfeitas com a condição Hσ,η
Z

no lugar de Hσ,BZ. Então existe uma única solução fraca u ∈ CLip([−p, b];Z) do problema (3.1)-

(3.2) em [−p, b] para algum b ∈ (0, a].

Prova: Na prova do Teorema 3.11, a condição Hσ,BZ é utilizada para mostrar que 0 ≤ σ(t, ut) ≤ t,

para todo t ∈ [0, b] e u ∈ Y(b, R), o que implica que as funções uσ(·,u(·)), F (·, uσ(·,u(·))), G(·, uσ(·,u(·)))

e Γu(·) estão bem definidas. Logo, a seguir, provaremos somente que 0 ≤ σ(t, ut) ≤ t para todo

t ∈ [0, b], onde b será especificado mais adiante.

Seja R > ηZ (b�) tal que [σ]CLip([0,b�]×Bb� (ϕ,BZ);R+)(1 + R) < 1. Usando que T (·) ∈

L1([0, a];L(W2, Z)), AT (·) ∈ L1([0, a];L(W1, Z)) e LG(c)[σ]CLip([0,c]×BZ ;R+) → 0 quando c → 0,
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podemos selecionar 0 < b ≤ min{b�, 1} tal que as desigualdades (3.16)-(3.17) são satisfeitas e

Rb ≤ b�.

Seja Y(b, R) definido como na prova do Teorema 3.11. Para u ∈ Y(b, R) e t ∈ [0, b] temos que

‖ ut − ϕ ‖BZ≤ max{[u]CLip([0,b];Z), [ϕ]CLip([−p,0];Z)}t ≤ Rb ≤ b�. Do anterior, vemos ainda que

0 ≤ σ(t, ut) =| σ(t, ut)− σ(0, ϕ) | ≤ [σ]CLip([0,b]×Bb(ϕ;BZ);R+)(t+ ‖ ut − ϕ ‖BZ )

≤ [σ]CLip([0,b�]×Bb� (ϕ;BZ);R+)(1 +R)t ≤ t,

para todo 0 ≤ t ≤ b. O restante da prova segue da prova do Teorema 3.11.

Da Proposição 3.12 temos o seguinte corolário.

Corolário 3.13. Assuma que as condições H1, HW1
G,Z e HW2

F,Z são satisfeitas, σ(0, ϕ) = 0,

σ ∈ CLip([0, a] × BZ ;R+), T (·)(ϕ(0) + G(0, ϕ)) ∈ CLip([0, a];Z), ϕ ∈ CLip([−p, 0];Z) e as

funções T (·)F (0, ϕ), AT (·)G(0, ϕ) pertencem a L∞([0, a];Z). Se ‖ ic ‖L(W1,Z) LG(0) < 1 e

limc→0[σ]CLip([0,c]×BZ ;R+) = 0, então existe uma única solução fraca u ∈ CLip([−p, b];Z) de

(3.1)-(3.2) em [−p, b] para algum 0 < b ≤ a.

Prova: Como [0, a] é compacto e LG é cont́ınua em [0, a] temos que LG é limitada

em [0, a] e, consequentemente, limc→0 LG(c)[σ]CLip([0,c]×BZ ;R+) = 0. Mais ainda, como

limc→0[σ]CLip([0,c]×BZ ;R+) = 0 segue que existe 0 < b̃ ≤ a tal que [σ]
CLip([0,̃b]×BZ ;R+)

(1 + ηZ (a)) < 1.

Assim, como B
b̃
(ϕ,BZ) ⊂ BZ e ηZ (̃b) ≤ ηZ (a) temos que [σ]

CLip([0,̃b]×B
b̃
(ϕ;BZ);R+)

(1 + ηZ (̃b)) < 1.

Agora, a conclusão segue da Proposição 3.12. Isto completa a prova.

Combinando o Teorema 3.11 e a Proposição 3.12, obtemos os próximos resultados.

Corolário 3.14. Assuma que 1 ≥ β1 > β2 ≥ β3 ≥ 0, as condições H
Xβ1
G,Xβ2

, H
Xβ3
F,Xβ2

são satisfeitas,

{ϕ(0), G(0, ϕ)} ⊂ D(A1+β2), F (0, ϕ) ∈ Xβ2, σ(0, ϕ) = 0 e ϕ ∈ CLip([−p, 0];Xβ2). Se qualquer uma

das seguintes condições é verificada,

1. a condição Hσ,BXβ2
é válida, ‖ic‖L(Xβ1 ,Xβ2 )LG(0) < 1 e LG(c)[σ]CLip([0,c]×BXβ2 ;R+) → 0 quando

c→ 0;

2. a condição Hσ,BXβ2
é válida e limc→0 LG(c) = 0;

3. limc→0[σ]CLip([0,c]×Bc(ϕ;BXβ2 );R+) = 0 e ‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 ) LG(0) < 1,
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então existe uma única solução fraca u ∈ CLip([−p, b];Xβ2) do problema (3.1)-(3.2) em [−p, b] para

algum 0 < b ≤ a.

Prova: Como ‖ T (t) ‖L(Xβ3 ,Xβ2 )≤
C0
β3,β2

tβ2−β3
e ‖ AT (t) ‖L(Xβ1,Xβ2

)≤
C1
β1,β2

t1+β2−β1
, é fácil ver que T (·) ∈

L1([0, a];L(Xβ3 , Xβ2)) e AT (·) ∈ L1([0, a];L(Xβ1 , Xβ2)). Mais ainda, como

‖ T (t)F (0, ϕ) ‖Xβ2 = ‖ (−A)β2T (t)F (0, ϕ) ‖≤ C0 ‖ (−A)β2F (0, ϕ) ‖,

‖ AT (t)G(0, ϕ) ‖Xβ2 = ‖ (−A)1+β2T (t)G(0, ϕ) ‖≤ C0 ‖ (−A)1+β2G(0, ϕ) ‖,

‖ T (t)(ϕ(0) +G(0, ϕ))− T (s)(ϕ(0) +G(0, ϕ)) ‖Xβ2
= ‖ (−A)β2T (t)(ϕ(0) +G(0, ϕ))− (−A)β2T (s)(ϕ(0) +G(0, ϕ)) ‖

= ‖
∫ t

s
T (τ)A1+β2(ϕ(0) +G(0, ϕ))dτ ‖

≤ C0 ‖ A1+β2(ϕ(0) +G(0, ϕ)) ‖| t− s |,

obtemos que {T (·)F (0, ϕ), AT (·)G(0, ϕ)} ⊂ L∞([0, a];Xβ2) e que T (·)(ϕ(0) + G(0, ϕ)) pertence a

CLip([0, a];Xβ2). O resultado segue agora aplicando o Teorema 3.11 e a Proposição 3.12.

O resultado a seguir está relacionado à existência de soluções estritas.

Corolário 3.15. Suponhamos que as condições no Teorema 3.11 ou na Proposição 3.12 são

satisfeitas e seja u ∈ CLip([−p, b];Z) a única solução fraca de (3.1)-(3.2) em [−p, b]. Se W1 = X1,

ϕ(0) +G(0, ϕ) ∈ D(A) e Aϕ(0) + F (0, ϕ) ∈ D(A), então u(·) é uma solução estrita em [−p, b].

Prova: Assuma que Aϕ(0) + F (0, ϕ) ∈ D(A). Seja y ∈ C([0, b];X) a solução fraca de

v′(t) = Av(t)−AG(t, uσ(t,ut)) + F (t, uσ(t,ut)), t ∈ [0, b], v(0) = ϕ(0) +G(0, ϕ). (3.21)

Do Lema 3.3 e da prova do Teorema 3.11 sabemos que as funções F (·, uσ(·,u(·))) e AG(·, uσ(·,u(·)))

pertencem a Cα([0, b]);X), o que implica pelo Lema 3.2 que y(·) é uma solução estrita de (3.21).

Mais ainda, da unicidade de solução fraca de (3.1)-(3.2) e observando que w(·) = y(·)−G(·, uσ(·,u(·)))

também é solução fraca de (3.1)-(3.2), segue que u(·) + G(·, uσ(·,u(·)))) = y(·). O que nos permite

concluir que u(·) é uma solução estrita de (3.1).

Em nosso próximo teorema, para o caso em que σ1(t, ψ) = t para todo ψ ∈ BZ , provamos a

existência de soluções fracas utilizando um resultado de ponto fixo para operadores condensantes.

Proposição 3.16. Assuma que 1 ≥ β1 > β2 ≥ β3 ≥ 0, γ1, γ2 ∈ (0, 1), existe UXβ2 ⊂ BXβ2
aberto tal que F ∈ C([0, a] × UXβ2 ;Xβ3), as condições H

Xβ1
G,Xβ2

e Hσ,BXβ2
são satisfeitas e
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‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 ) LG(0) < 1. Suponha também que (T (t))t≥0 é compacto, ϕ ∈ UXβ2∩C
γ1([−p, 0];Xβ2)

e que T (·)(ϕ(0) +G(0, ϕ)) ∈ Cγ2([0, b];Xβ2). Então existe uma solução fraca u ∈ Cα([−p, b];Xβ2),

com α = min{γ1, γ2, 1 + β3 − β2, β2 − β1}, do problema

d

dt
(u(t) +G(t, ut)) = Au(t) + F (t, uσ(t,ut)), t ∈ [0, a], u0 = ϕ. (3.22)

Prova: Sejam 0 < r1 ≤ b∗ e R > 0 tais que Br1(ϕ,BXβ2 ) ⊂ UXβ2 , ‖ F (t, ψ) ‖Xβ3≤ R,

‖ G(t, ψ) ‖Xβ1≤ R para todo (t, ψ) ∈ [0, r1] × Br1(ϕ,BXβ2 ) e LG(r1) ‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 )< 1. Seja

L(R,α) > 0 grande o suficiente tal que

(1− LG(r1) ‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 ))L(R,α)

> [T (·)(ϕ(0) +G(0, ϕ)]Cγ2 ([0,b];Xβ2 )a
γ2−α + [ϕ]Cγ1 ([−p,0];Xβ2 )a

γ1−α

+
R

β1 − β2
[C1
β1,β2 +

C2
β1,β2

1− β1 + β2
]aβ1−β2−α

+
R

1 + β3 − β2
[C0
β3,β2 +

C1
β3,β2

β2 − β3
]a1+β3−β2−α + LG(r1) ‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 ) a

1−α.

Escolhemos agora 0 < b < min{r1, a} tal que LG(b)(‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 ) +C1
β1,β2

bβ1−β2
β1−β2 ) < 1 e

L(R,α)bα ≤ r1 e definimos o espaço S(b, L(R,α))) por

S(b, L(R,α))) =
{
u ∈ C([−p, b];Xβ2) : u0 = ϕ, [u]Cα([−p,b];Xβ2 ) ≤ L(R,α) } ,

munido com a métrica d(u, v) =‖ u − v ‖C([0,b];Xβ2 ), e consideramos Γ : S(b, L(R,α)) →

C([−p, b];Xβ2) definida por Γ =
∑3

i=1 Γi, onde (Γ1u)0 = ϕ, (Γ2u)0 = 0, (Γ3u)0 = 0 e

Γ1u(t) = T (t)ϕ(0) +

∫ t

0
T (t− s)F (s, uσ(s,us))ds,

Γ2u(t) = −
∫ t

0
AT (t− s)G(s, us)ds,

Γ3u(t) = T (t)G(0, ϕ)−G(t, ut),

para t ∈ [0, b].

A seguir provamos que Γ2 + Γ3 é uma contração, Γ1 é completamentemente cont́ınua e Γ é uma

aplicação condensante de S(b, L(R,α))) em S(b, L(R,α))). No restante desta prova, assumimos que

u ∈ S(b, L(R,α))).
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Passo 1. Mostramos inicialmente que uσ(t,ut) ∈ Br1(ϕ;BXβ2 ), ut ∈ Br1(ϕ;BXβ2 ),

‖ F (t, uσ(t,ut)) ‖Xβ3≤ R e ‖ G(t, ut) ‖Xβ1≤ R, para todo t ∈ [0, b].

Seja t ∈ [0, b]. Do Lema 3.7, é fácil ver que u(·) ∈ Cα([0, b];BXβ2 ) e [u(·)]Cα([0,b];BXβ2 ) ≤ L(R,α).

Usando este fato e observando que σ(t, ut) ≤ t ≤ b e ‖ ut−ϕ ‖BXβ2≤ [u(·)]Cα([0,b];BXβ2 )
bα ≤ r1 ≤ b∗,

vemos que

‖ uσ(t,ut) − ϕ ‖BXβ2≤ [u(·)]Cα([0,b];BXβ2 ) | σ(t, ut) |α≤ L(R,α)bα ≤ r1. (3.23)

Logo, uσ(t,ut) ∈ Br1(ϕ;BXβ2 ) e ut ∈ Br1(ϕ;BXβ2 ) o que implica que ‖ F (t, uσ(t,ut)) ‖Xβ3≤ R e

‖ G(t, ut) ‖Xβ1≤ R, para todo t ∈ [0, b].

Passo 2. Provaremos neste passo que a aplicação Γ tem valores em S(b, L(R,α))).

Do Lema 3.4, da definição de Γu e do Passo 1, vemos que

[Γu]Cα([0,b];Xβ2 ) ≤
3∑
i=1

[Γiu]Cα([0,b];Xβ2 )

≤ [T (·)(ϕ(0) +G(0, ϕ))]Cγ2 ([0,b];Xβ2 )a
γ2−α

+ ‖ G(·, u(·))) ‖L∞([0,b];Xβ1 )
1

β1 − β2
[C1
β1,β2 +

C2
β1,β2

1− β1 + β2
]aβ1−β2−α

+ ‖ F (·, uσ(·,u(·))) ‖L∞([0,b];Xβ3 )
1

1 + β3 − β2
[C0
β3,β2 +

C1
β3,β2

β2 − β3
]a1+β3−β2−α

+LG(b) ‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 ) (a1−α + [u]Cα([−p,b];Xβ2 ))

≤ (1− LG(r1) ‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 ))L(R,α) + LG(b) ‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 ) L(R,α),

o que implica que [Γu]Cα([0,b];Xβ2 ) ≤ L(R,α). Isto mostra que [Γu]Cα([−p,b];Xβ2 ) ≤ L(R,α), pois

[ϕ]Cα([−p,0];Xβ2 ) ≤ [ϕ]Cγ1 ([−p,0];Xβ2 )a
γ1−α ≤ L(R,α).

Passo 3. Provaremos agora que a aplicação Γ1 é completamente cont́ınua.

Inicialmente, observamos que T (·) ∈ C((0, a];L(Xη1 , Xη2)) e que T (t) : Xη1 → Xη2 é compacto

para todo 1 ≥ η1, η2 ≥ 0.

Do Passo 2 temos que Γ1v ∈ Cα([−p, b];Xβ2), para toda v ∈ S(b, L(R,α)). Assim, para t, s ∈

[−p, b] tal que |t − s| < δ temos que ‖ Γ1v(t) − Γ1v(s) ‖< L(R,α)δα para toda v ∈ S(b, L(R,α)),

o que implica que o conjunto Γ1(S(b, L(R,α))) = {Γ1v : v ∈ S(b, L(R,α))} é equicont́ınuo. A

seguir, mostramos que Γ1(S(b, L(R,α))(t) = {Γ1v(t) : v ∈ S(b, L(R,α))} é relativamente compacto

em Xβ2 , para todo t ∈ [0, b].
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O caso t = 0 é trivial. Para t ∈ (0, b] e 0 < ε < t, vemos que

Γ1u(t) = T (t)ϕ(0) + T (ε)

∫ t−ε

0
T (t− ε− s)F (s, uσ(s,us))ds

+

∫ t

t−ε
T (t− s)F (s, uσ(s,us))ds,

onde

∥∥∥∥∫ t−ε

0
T (t− ε− s)F (s, uσ(s,us))ds

∥∥∥∥
Xβ2

≤
∫ t−ε

0
‖ T (t− ε− s)F (s, uσ(s,us)) ‖Xβ2 ds

=

∫ t−ε

0
‖ (−A)β2T (t− ε− s)F (s, uσ(s,us)) ‖ ds

≤
∫ t−ε

0

C0
β3,β2

(t− ε− s)β2−β3
‖ (−A)β3F (s, uσ(s,us)) ‖ ds

≤ RC0
β3,β2

∫ t−ε

0

1

(t− ε− s)β2−β3
ds

= RC0
β3,β2

(t− ε)1−β2+β3

1− β2 + β3
= r1(ε),

e

∥∥∥∥∫ t

t−ε
T (t− s)F (s, uσ(s,us))ds

∥∥∥∥
Xβ2

≤
∫ t

t−ε
‖T (t− s)F (s, uσ(s,us))‖Xβ2ds

=

∫ t

t−ε
‖(−A)β2T (t− s)F (s, uσ(s,us))‖ds

≤
∫ t

t−ε

C0
β3,β2

(t− ε− s)β2−β3
Rds

=
RC0

β3,β2

1− β2 + β3
ε1−β2+β3 = r2(ε).

Logo, observado que Kε = T (ε)Br1(ε)(0, Xβ2) é compacto, o diâmetro de Br2(ε)(0, Xβ2) (na

norma de Xβ2 ) converge para zero, quando ε → 0, e Γ1(S(b, L(R,α))(t) = {Γ1v(t) : v ∈

S(b, L(R,α))} ⊂ {T (t)ϕ(0)} + Kε + Br2(ε)(0, Xβ2), segue que Γ1(S(b, L(R,α))(t) é totalmente

limitado e, consequentemente, relativamente compacto em Xβ2 . Do anterior e do Teorema de

Arzelá-Ascoli, segue que Γ1 é completamente cont́ınua.

Passo 4. Finalmente provaremos que a aplicação Γ2 + Γ3 é uma contração.
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Para t ∈ [0, b] e u, v ∈ S(b, L(R,α)) segue que

‖ (Γ2 + Γ3)u(t)− (Γ2 + Γ3)v(t) ‖Xβ2
≤ ‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 )‖ G(t, ut)−G(t, vt) ‖Xβ1

+

∫ t

0
‖ (−A)1+β2−β1T (t− s)(−A)β1G(t, ut)−G(t, vt) ‖ ds

≤ ‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 ) LG(b) ‖ u− v ‖C([0,b];Xβ2 )

+

∫ t

0
‖ (−A)1+β2−β1T (t− s) ‖ LG(b) ‖ u− v ‖C([0,b];Xβ2 ) ds

≤ LG(b)(‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 ) +C1
β1,β2

bβ1−β2

β1 − β2
) ‖ u− v ‖C([0,b];Xβ2 ),

o que prova a afirmação.

Dos passos anteriores e do Teorema do ponto fixo de Sadovskii (Teorema 3.23, Apêndice),

conclúımos que existe uma solução fraca u ∈ Cα([−p, b];Xβ2) de (3.22). Isto completa a prova.

Para ilustrar nossos próximos resultados, considere 0 ≤ β2 < β1 ≤ 1, σ ∈ CLip([0, a]×BXβ2 ;R+),

αi, ri ∈ R, i = 1, ..., n, e a função G : [0, a] × BXβ2 → X dada por G(t, ψ) =
∑n

i=1 αiψ(−ri) tal

que 0 ≤ σ(0, ϕ) < ri ≤ p, i = 1, ...n. Da definição de G(·), não podemos garantir que G(·) assume

valores em Xβ1 , isto é, não conseguimos garantir que G(·) satisfaz a condição H
Xβ1
G,Xβ2

, que é a

condição que garante a integrabilidade da função s 7→ AT (t− s)G(s, uσ(s,us)) em [0, t]. Entretanto,

se ϕ ∈ CLip([−p, 0];Xβ1), u, v ∈ C([−p, b];X) são tais que u0 = v0 = ϕ e b é pequeno o suficiente

tal que σ(t, ut) < ri para todo i ∈ {1, ..., n} e t ∈ [0, b], para 0 ≤ s < t ≤ b, temos que

(−A)1+β2T (t− s)G(s, uσ(s,us)) =

n∑
i=1

αi(−A)1+β2−β1T (t− s)(−A)β1ϕ(σ(s, us)− ri),

e assim,

‖ G(s, uσ(s,us))−G(s, vσ(s,vs)) ‖Xβ1

≤ max
i=1,...,n

| αi |
n∑
i=1

‖ ϕ(σ(s, us)− ri)− ϕ(σ(s, vs)− ri) ‖Xβ1

≤ max
i=1,...,n

| αi | n[ϕ]CLip([−p,0];Xβ1 )[σ]CLip([0,a]×BXβ2 ;R+) ‖ u− v ‖C([0,b];Xβ2 ),

o que é suficiente para estudar a existência local de solução fraca.

Para desenvolver a ideia anterior de uma forma abrangente, introduzimos a seguinte condição

geral. Nesta condição, P (·) = G(·) ou P (·) = F (·), W1, W2 e Z são os espaços na condição H1 e

W é um dos espaços W1 ou W2.
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HZ,W
P,ϕ A função P ∈ C([0, a]× UZ,P ,W ), UZ,P ⊂ BZ é aberto, ϕ ∈ UZ,P e existem 0 < bP ≤ a, uma

função KP ∈ C([0, bP ]× [0, bP ];W ) e LP,ϕ > 0 tais que P (t, us) = KP (t, ϕ, s) e

‖ KP (t, ϕ, s)−KP (t′, ϕ, s′) ‖W≤ LP,ϕ(| t− t′ | + | s− s′ |),

para todo 0 ≤ s, s′, t, t′ ≤ bP e todo u ∈ C([−p, bP ];Z) tal que u0 = ϕ.

Na prova do nosso próximo resultado, (R(t))t≥0 é a famı́lia de operadores lineares em BZ dada

por R(t)ψ(θ) = ψ(t+ θ), para t+ θ < 0, e R(t)ψ(θ) = ψ(0), para t+ θ > 0.

Proposição 3.17. Suponha que as condições H1, Hσ,BZ, HZ,W1

G,ϕ e HZ,W2

F,ϕ são satisfeitas, ϕ ∈

C([−p, 0];Z), T (·)(ϕ(0) − G(0, ϕ)) ∈ C([0, a];Z) e LG,ϕ ‖ ic ‖L(W1,Z) [σ]CLip([0,c]×BZ ;R+) < 1 para

algum 0 < c ≤ a. Então existe uma única solução fraca u ∈ C([−p, b];Z) do problema (3.1)-(3.2)

em [−p, b] para algum 0 < b ≤ a.

Prova: Sejam UZ = UZ,G ∩ UZ,F , 0 < b1 ≤ min{bF , bG, c, b∗, a} tal que 0 ≤ σ(s, ψ) ≤ s para todo

(s, ψ) ∈ [0, b1] × Bb1(ϕ,BZ), Bb1(ϕ,BZ) ⊂ UZ , e Θ = LG,ϕ ‖ ic ‖L(W1,Z) [σ]CLip([0,b1]×BZ ;R+) < 1.

Selecionamos agora 0 < b ≤ b1 tal que

‖ T (·)((ϕ(0) +G(0, ϕ))− (ϕ(0) +G(0, ϕ)) ‖C([0,b];Z)

+ ‖ R(·)ϕ− ϕ ‖C([0,b];BZ) + ‖ ic ‖L(W1,Z) LG,ϕ(1 + [σ]CLip([0,b]×BZ ;R+))b

+ ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z)) (LG,ϕ(a+ 3a[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+))+ ‖ G(0, ϕ) ‖W1)

+ ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)) (LF,ϕ(a+ 3a[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+))+ ‖ F (0, ϕ) ‖W2) < (1−Θ)
b1
8
,

Φ = Θ+ ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z)) LG,ϕ[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)

+ ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)) [σ]CLip([0,b]×BZ ;R+) < 1. (3.24)

Seja Y(b) =
{
u ∈ C([−p, b];Z) : u0 = ϕ, ‖ u− ϕ(0) ‖C([0,b];Z)≤ b1

2

}
, com a métrica d(u, v) =‖ u −

v ‖C([0,b];Z) e Γ : Y(b)→ C([−p, b];X) definida como na prova do Teorema 3.11. No restante desta

demonstração mostramos que Γ é uma contração em Y(b).

Inicialmente, observe que para u ∈ Y(b) e t ∈ [0, b],

‖ ut − ϕ ‖BZ ≤ ‖ ut −R(t)ϕ ‖BZ + ‖ R(t)ϕ− ϕ ‖BZ

≤ sup
s∈[0,b]

‖ u(s)− ϕ(0) ‖Z + ‖ R(t)ϕ− ϕ ‖BZ

≤ ‖ u(·)− ϕ(0) ‖C([0,b];Z) + ‖ R(·)ϕ− ϕ ‖C([0,b];Z)

≤ b1
2

+ (1−Θ)
b1
8
≤ b1, (3.25)
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o que implica que ut ∈ Bb1(ϕ,Bz) ⊂ UZ e então σ(t, ut) ≤ t ≤ b, para todo a ≤ t ≤ b. Do

anterior vemos que a função t 7→ uσ(t,ut) está bem definida e uσ(t,ut) ∈ Bb1(ϕ,BZ) ⊂ UZ , para todo

0 ≤ t ≤ b. Logo, G(t, uσ(t,ut)) = KG(t, ϕ, σ(t, ut))), F (t, uσ(t,ut)) = KF (t, ϕ, σ(t, ut))), a função

s 7→ AT (t− s)G(s, uσ(s,us)) = AT (t− s)KG(s, ϕ, σ(s, us)) pertence a L1([0, t];Z) e

Γu(t) = T (t)[ϕ(0) +G(0, ϕ)]−KG(t, ϕ, σ(t, ut))−
∫ t

0
AT (t− s)KG(s, ϕ, σ(s, us))ds

+

∫ t

0
T (t− s)KF (s, ϕ, σ(s, us)))ds, para t ∈ [0, b]. (3.26)

Procedendo como na prova do Teorema 3.11, podemos provar que Γu é uma função de valores

em Z. A seguir, mostramos que Γ é uma função que assume valores em Y(b). De (3.25), para

u ∈ Y(b) e t ∈ [0, b], segue que

‖ F (t, uσ(t,ut))− F (0, ϕ) ‖W2 = ‖ KF (t, ϕ, σ(t, ut))−KF (0, ϕ, σ(0, ϕ)) ‖W2

≤ LF,ϕ(b+ [σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(b+ ‖ ut − ϕ ‖BZ ))

≤ LF,ϕ(b+ [σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(b+
b1
2

+ (1−Θ)
b1
8

)

≤ LF,ϕ(a+ 3a[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)),

‖ G(t, uσ(t,ut))−G(0, ϕ) ‖W1 = ‖ KG(t, ϕ, σ(t, ut))−KG(0, ϕ, σ(0, ϕ)) ‖W1

≤ LG,ϕ(a+ 3a[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)),

e

‖ G(t, uσ(t,ut))−G(0, ϕ) ‖Z

≤ ‖ ic ‖L(W1,Z)‖ KG(t, ϕ, σ(t, ut))−KG(0, ϕ, σ(0, ϕ)) ‖W1

≤ ‖ ic ‖L(W1,Z) LG,ϕ(b+ [σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(b+
b1
2

+ (1−Θ)
b1
8

)

= ‖ ic ‖L(W1,Z) LG,ϕ(1 + [σ]CLip([0,b]×BZ ;R+))b

+ ‖ ic ‖L(W1,Z) LG,ϕ[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)
b1
2

+ ‖ ic ‖L(W1,Z) LG,ϕ[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1−Θ)
b1
8

≤ (1−Θ)
b1
8

+ Θ
b1
2

+ Θ(1−Θ)
b1
8
.
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Utilizando as desigualdades anteriores, temos que

‖ Γu(t)− ϕ(0) ‖Z

≤ sup
s∈[0,b]

‖ T (s)((ϕ(0) +G(0, ϕ))− (ϕ(0) +G(0, ϕ)) ‖Z + ‖ G(t, uσ(t,ut))−G(0, ϕ) ‖Z

+ ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z))‖ G(0, ϕ) ‖W1 + ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z))‖ F (0, ϕ) ‖W2

+ ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z)) sup
s∈[0,b]

‖ G(s, uσ(s,us))−G(0, ϕ) ‖W1

+ ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)) sup
s∈[0,b]

‖ F (s, uσ(s,us))− F (0, ϕ) ‖W2

≤ (1−Θ)
b1
8

+ Θ
b1
2

+ Θ(1−Θ)
b1
8

+ ‖ T (·)((ϕ(0) +G(0, ϕ))− (ϕ(0) +G(0, ϕ)) ‖C([0,b];Z)

+ ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z)) (LG,ϕ(a+ 3a[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+))+ ‖ G(0, ϕ) ‖W1)

+ ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)) (LF,ϕ(a+ 3a[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+))+ ‖ F (0, ϕ) ‖W2)

≤ 2(1−Θ)
b1
8

+ Θ
b1
2

+ Θ(1−Θ)
b1
8
,

o que implica que ‖ Γu(t)− ϕ(0) ‖Z≤ b1
2 e então, que Γ é uma função de valores em Y(b).

Por outro lado, para t ∈ [0, b] é fácil ver que

‖ Γu(t)− Γv(t) ‖Z

≤ ‖ KG(t, ϕ, σ(t, ut))−KG(t, ϕ, σ(t, vt)) ‖Z

+

∫ t

0
‖ AT (t− s) ‖L(W1,Z)‖ KG(s, ϕ, σ(s, us))−KG(s, ϕ, σ(s, vs)) ‖W1 ds

+

∫ t

0
‖ T (t− s) ‖L(W2,Z)‖ KF (s, ϕ, σ(s, us))−KF (s, ϕ, σ(s, vs)) ‖W2 ds

≤ Θ ‖ u− v ‖C([0,b];Z) + ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z)) LG,ϕ[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+) ‖ u− v ‖C([0,b];Z)

+ ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)) LF,ϕ[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+) ‖ u− v ‖C([0,b];Z)

≤ Φ ‖ u− v ‖C([0,b];Z),

o que implica que Γ é uma contração e que existe uma única solução fraca de (3.1)-(3.2) em [−p, b].

A demonstração da Proposição 3.18 abaixo, segue combinando as ideias das provas de nossos

resultados precedentes. Por isso, faremos apenas o caso em que tomamos as hipóteses em (b).

Proposição 3.18. Suponha que as condições H1, Hσ,BZ, HZ,W1

G,ϕ são satisfeitas e que existe

0 < c ≤ a tal que LG,ϕ ‖ ic ‖L(W1,Z) [σ]CLip([0,c]×BZ ;R+) < 1.
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(a) Se F (·), ϕ(·), T (·)(ϕ(0) + G(0, ϕ)) e (T (t))t≥0 satisfazem as condições na Proposição 3.16 e

α = min{γ1, γ2, 1 + β3 − β2, β2 − β1}, então existe uma solução fraca u ∈ Cα([−p, b];Xβ2) do

problema (3.1)-(3.2) em [−p, b], para algum b ∈ (0, a].

(b) Se F (·), ϕ(·), T (·)(ϕ(0) + G(0, ϕ)), T (·)F (0, ϕ) e AT (·)G(0, ϕ) satisfazem as condições no

Teorema 3.11, então existe uma única solução fraca u ∈ CLip([−p, b];Xβ2) de (3.1)-(3.2) em

[−p, b], para algum b ∈ (0, a].

Prova: A prova de (b) é similar a prova do Teorema 3.11. As diferenças estão relacionadas a escolha

de R e as estimativas de [G(·, uσ(·,u(·)))]CLip([0,b];W1) e ‖ G(·, uσ(·,u(·)))−G(·, vσ(·,v(·))) ‖Z .

Sejam 0 < b1 ≤ min{b∗, bG} e R > 0 tais que Bb1(ϕ,BZ) ⊂ UBZ ∩ UBZ ,G e

(1− LG,ϕ ‖ ic ‖L(W1,Z) [σ]CLip([0,c]×BZ ;R+))R > [ϕ]CLip([−p,0];Z) + [T (·)(ϕ(0) +G(0, ϕ))]CLip([0,b1];Z)

+LG,ϕ ‖ ic ‖L(W1,Z) + ‖ T (·)F (0, ϕ) ‖L∞([0,b1];Z)

+ ‖ AT (·)G(0, ϕ) ‖L∞([0,b1];Z) .

Selecione agora 0 < b < min{b1, c, 1} tal que Rb ≤ b1 e

[T (·)(ϕ(0) +G(0, ϕ))]CLip([0,b];Z) + ‖ic‖L(W1,Z)LG,ϕ(1 + [σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R))

+ ‖ AT (·)G(0, ϕ) ‖L∞([0,b];Z) + ‖ T (·)F (0, ϕ) ‖L∞([0,b];Z)

+2 ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z)) LG,ϕ(1 + [σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R))

+2 ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)) LF (1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R)) ≤ R,(3.27)

Φ(b) =‖ ic ‖L(W1,Z) LG,ϕ[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+))

+ ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z)) LG,ϕ(1 + [σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R))

+ ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)) LF (1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)) < 1.(3.28)

Sejam (Y(b, R), d) e Γ definidas como na prova do Teorema 3.11. Assim, como visto

anteriormente, para u ∈ Y(b, R) temos que Γu é uma função bem definida, assumindo valores

em Z e, além disso, obtemos que

[F (·, uσ(·,u(·)))]CLip([0,b];W2) ≤ LF (1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R)),

‖ F (s, uσ(s,us))− F (s, vσ(s,vs)) ‖W2 ≤ LF (1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+))‖u− v‖C([0,b];Z).
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Mais ainda, da condição HZ,W1

G,ϕ é fácil ver que G(·, uσ(·,u(·))) ∈ CLip([0, b];W1) e

[G(·, uσ(·,u(·)))]CLip([0,b];W1) ≤ LG,ϕ(1 + [σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R)),

[G(·, uσ(·,u(·)))]CLip([0,b];Z) ≤ ‖ ic ‖L(W1,Z) LG,ϕ(1 + [σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R)),

‖ G(·, uσ(·,u(·)))−G(·, vσ(·,v(·))) ‖W1 ≤ LG,ϕ[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)‖u− v‖C([0,b];Z),

‖ G(·, uσ(·,u(·)))−G(·, vσ(·,v(·))) ‖Z ≤ ‖ic‖L(W1,Z)LG,ϕ[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+))‖u− v‖C([0,b];Z).

Utilizando as estimativas acima e procedendo como na prova do Teorema 3.11, encontramos que

[Γu]CLip([0,b];Z) ≤ [T (·)(ϕ(0) +G(0, ϕ))]CLip([0,b];Z)

+‖ic‖L(W1,Z)LG,ϕ(1 + [σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R))

+ ‖ AT (·)G(0, ϕ) ‖L∞([0,b];Z) + ‖ T (·)F (0, ϕ) ‖L∞([0,b];Z)

+2 ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z)) LG,ϕ(1 + [σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R))

+2 ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)) LF (1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)(1 +R)),

e

‖ Γu− Γv ‖C([0,b];Z) ≤ ‖ ic ‖L(W1,Z) LG,ϕ[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)‖u− v‖C([0,b];Z)

+ ‖ AT (·) ‖L1([0,b];L(W1,Z)) LG,ϕ[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+)‖u− v‖C([0,b];Z)

+ ‖ T (·) ‖L1([0,b];L(W2,Z)) LF (1 +R[σ]CLip([0,b]×BZ ;R+))‖u− v‖C([0,b];Z)

≤ Φ(b)‖u− v‖C([0,b];Z),

o que implica que Γ é uma contração em Y(b, R) e completa a prova do item (b).

3.3 Exemplos

Nos exemplos a seguir, X = C([0, π];R), A : D(A) ⊂ X → X é o operador Ax = x′′ com

domı́nio D(A) = {x ∈ X : x′′ ∈ X, x(0) = x(π) = 0}. De Sinestrari [43] sabemos que A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico (T (t))t≥0 de operadores lineares limitados em X. Observe

que (T (t))t≥0 não é um C0- semigrupo uma vez que D(A) não é denso em X.

Adotamos também todas as notações introduzidas nas seções precedentes, em particular, sendo

Wi, i = 1, 2, e Z são os espaços na condição H1, com W1 = Xβ1 , W2 = Xβ3 , Z = Xβ2 onde

1 ≥ β1 > β2 ≥ β3 ≥ 0.
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Nossos exemplos são motivados pelos modelos introduzidos e estudados em [1, 10, 12, 16, 18].

Inicialmente, estudamos existência de soluções para o problema

d

dt
(u(t, x) +

n∑
i=1

αiu(µ(t, u(t))− ri, x)) = Au(t, x) +
n∑
i=1

βiu(µ(t, u(t))− ri, x), t ∈ [0, a], (3.29)

u0(x) = ϕ(·, x), (3.30)

onde ϕ ∈ CLip([−p, 0], Xβ1), 0 < ri ≤ p, i = 1, ..., n, µ : [0, π] × X → R é uma função Lipschitz,

µ(0, ϕ(0)) = 0 e existe 0 < b∗ ≤ a tal que 0 ≤ µ(t, x) ≤ t, para todo (t, x) ∈ [0, b∗]×Bb∗(ϕ(0), Z).

Para estudar este problema usamos a Proposição 3.17. Para isso, definimos as funções F,G :

[0, a]×BXβ2 → X e σ : [0, a]×BXβ2 → R por G(t, ψ) =
∑n

i=1 αiψ(−ri), F (t, ψ) =
∑n

i=1 βiψ(−ri) e

σ(s, ψ) = µ(s, ψ(0)). Com estas definições, é fácil ver que o problema (3.29)-(3.30) pode ser descrito

na forma abstrata (3.1)-(3.2).

Seja c = mini=1,...,n ri e KG(·, ϕ, ·) : [0, c]× [0, c]→ X dadas por KG(t, ϕ, s) =
∑n

i=1 αiϕ(s− ri).

Para u ∈ C([−p, c];X) tal que u0 = ϕ e t, s, t′, s′ ∈ [0, c], vemos que

G(t, us) =
n∑
i=1

αiu(s− ri) =
n∑
i=1

αiϕ(s− ri) = KG(t, ϕ, s),

‖ KG(t, ϕ, s)−KG(t′ϕ, s′) ‖W1=‖
n∑
i=1

αi(ϕ(s− ri)− ϕ(s′ − ri) ‖W1

≤
n∑
i=1

| αi | [ϕ]CLip([−p,0],W1)|s− s′|,

o que implica que a condição H
Xβ2

,Xβ1
G,ϕ é satisfeita. Mais ainda, o mesmo argumento prova que

F (·) verifica a condição H
Xβ2

,Xβ3
F,ϕ . Da Proposição 3.17, temos o seguinte resultado.

Proposição 3.19. Se
∑n

i=1 | αi | [ϕ]CLip([−p,0],Xβ1 )‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 )[µ]CLip([0,c]×X;R+) < 1, então

existe uma única solução fraca u ∈ C([−p, b];Xβ3) do problema (3.29)-(3.30) em [−p, b], para algum

0 < b ≤ min{c, a}.

Agora, estudamos a existência de soluções para o problema neutro

d

dt
(u(t, x) +

n∑
i=1

αiu(µ(t, u(t))− ri, x))

= Au(t, x) +

∫ −l1
−l2

β(θ)u(µ(t, u(t)) + θ, x)dθ, (3.31)

u(θ, x) = ϕ(θ, x), θ ∈ [−p, 0], (3.32)
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para (t, x) ∈ [0, a] × [0, π], onde 0 < l1 < l2 < p e ϕ(·), µ(·), ri, i = 1, . . . n, são como no primeiro

exemplo e β ∈ L1([−p, a] : R).

Sejam G(·) e σ(·) definidas como no primeiro exemplo e F : [0, a] × BXβ2 → X dada por

F (t, ψ) =
∫ 0
−p β(θ)ψ(θ)dθ. Do primeiro exemplo sabemos que G(·) satisfaz a condição H

Xβ2
,Xβ1

G,ϕ .

Adicionalmente, se µ(s, ψ) ≤ s para s ∈ [0, a], para 0 ≤ b ≤ l1 e u ∈ C([−p, b];X) tal que u0 = ϕ,

temos que

F (t, uσ(t,ut)) =

∫ −l1
−l2

β(θ)u(µ(t, u(t)) + θ)dθ =

∫ −l1
−l2

β(θ)ϕ(µ(t, u(t)) + θ)dθ. (3.33)

Definindo a função KF (·, ϕ, ·) por KF (t, ϕ, s) :=
∫ −l1
−l2 β(θ)ϕ(s+ θ)dθ, para 0 ≤ t, s, s′, t′ ≤ l1 temos

que

‖ KF (t, ϕ, s)−KF (t′, ϕ, s′) ‖Xβ3 ≤
∫ 0

−p
β(θ)[ϕ]CLip([−p,0];Xβ3 ) | s′ − s | dθ

≤ ‖ β ‖L1([−p,a]:R) [ϕ]CLip([−p,0];Xβ3 ) | s′ − s |,

o que prova que F (·) satisfaz a condição H
Xβ2

,Xβ3
F,ϕ . Da Proposição 3.17 temos que o seguinte

resultado.

Proposição 3.20. Se
∑n

i=1 | αi | [ϕ]CLip([−p,0],Xβ1 )‖ ic ‖L(Xβ1 ,Xβ2 )[µ]CLip([0,c]×Xβ2 ;R+) < 1, então

existe uma única solução fraca u ∈ C([−p, b];X) de (3.31)-(3.32) em [−p, b], para algum b ≤

mini=1,...,n ri.

Considerando os exemplos acima, a seguir discutimos brevemente a existência de soluções para

o problema da forma

d

dt
(u(t, x) +

∫ −l1
−l2

β(θ)u(µ(t, u(t)) + θ, x)ds+

n∑
i=1

αiu(µ(t, u(t))− ri, x))

= Au(t, x) + F (t, uσ2(t,ut))(x), (3.34)

u(θ, x) = ϕ(θ, x), θ ∈ [−p, 0], (3.35)

para (t, x) ∈ [0, a] × [0, π], onde ϕ(·), µ(·), ri, lj são como nos exemplos anteriores e F (·) é uma

função genérica em BZ .

Procedendo como anteriormente, mas utilizando agora a Proposição 3.18 no lugar da Proposição

3.17, obtemos o seguinte resultado.
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Proposição 3.21. Suponhamos que as condições gerais utilizadas nos exemplos anteriores são

verificadas e ‖ ic ‖L(Xβ1 ,Z) [ϕ]CLip([−p,0],Xβ1 )[µ]CLip([0,c]×Xβ2 ;R+(
∑n

i=1 | αi | + ‖ β ‖L1([−p,a]:R)) < 1.

Se F (·), ϕ(·) e T (·)(ϕ(0)+G(0, ϕ)) verificam as condições do Teorema 3.11, então existe uma única

solução fraca u ∈ CLip([−p, b];Xβ2) de (3.1)-(3.2) em [−p, b], para algum 0 < b ≤ a.

Em nosso próximo exemplo, (X, ‖ · ‖) = (C(Rn;R); ‖ · ‖C(Rn;R)), onde ‖ ξ ‖C(Rn;R)= supx∈Rn |

ξ(x) |. Adicionalmente, por simplicidade, A : D(A) ⊂ X → X é o operador Laplaciano com domı́nio

D(A) = {u ∈ ∩p≥1W
2,p
loc (Rn) : u,Au ∈ X}. De [Lunardi [31], Caṕıtulo 3, pág. 100] sabemos que A

é o gerador infinitesimal de um semigrupo anaĺıtico (T (t))t≥0 em X.

Finalizamos esta seção estudando o problema neutro

d

dt
(u(t, x) + α(t)

∫
Rn
L(x− y)u(µ(t, u(t)), y)dy)

= Au(t, x) +

∫ 0

−p
β(θ)u(µ(t, u(t)) + θ, x)dθ, (3.36)

u(θ, x) = ϕ(θ, x), θ ∈ [−p, 0], (3.37)

para (t, x) ∈ [0, a] × Rn, onde assumiremos que ϕ ∈ C([−p, 0];X), α ∈ CLip([0, a];R),

β ∈ L1([−p, 0];R) e µ(·) ∈ CLip([0, a]×X;R).

Aqui adotamos todas as notações introduzidas nas seções precedentes, sendo Wi, i = 1, 2, e Z

os espaços na condição H1.

A seguir, usamos o Teorema 3.11 e, para simplificar, assumimos que L ∈ C2(Rn : R)∩W 2,1(Rn :

R). Seja σ(·) definida como antes e F,G : [0, a]×BZ → X dadas por F (t, ψ)(x) =
∫ 0
−p β(θ)ψ(θ, x)dθ

e G(t, ψ)(x) = α(t)
∫
Rn L(x− y)ψ(0, y)dy.

Das hipótese sobre L(·), é fácil ver que G(·) é uma função cont́ınua com valores em X1 e

AG(t, ψ)(x) = α(t)
∫
Rn AL(x− y)ψ(0, y)dy. Mais ainda, para δ > 0, ψ ∈ Bδ(ϕ;BX) e 0 ≤ s < t ≤ a

temos que

‖ G(t, ψ)−G(s, φ) ‖X1 ≤ [α]CLip([0,t];R) ‖ AL ‖L1(Rn,R) (δ+ ‖ ϕ ‖C([−p,0];X)) | t− s |

+ ‖ α ‖C([0,t];R)‖ AL ‖L1(Rn,R)‖ ψ − φ ‖C([−p,0];X)

≤ Φ(t)(| t− s | + ‖ ψ − φ ‖C([−p,0];Xβ2 )) (3.38)

onde Φ(t) =‖ α ‖CLip([0,t];R)‖ AL ‖L1(Rn,R) max{δ+ ‖ ϕ ‖C([−p,0];X), ‖ (−A)−β2 ‖}. Do Teorema

3.11, com W1 = X1, Z = Xβ2 e W2 = X, temos o seguinte resultado.
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Proposição 3.22. Suponha que T (·)(ϕ(0) + G(0, ϕ)) ∈ CLip([0, a];Xβ2), as funções T (·)F (0, ϕ) e

AT (·)G(0, ϕ) pertencem a L∞([0, a];Xβ2),

‖ ic ‖L(X1,Xβ2 )‖ α ‖CLip([0,c];R)‖ AL ‖L1(Rn,R) max{‖ ϕ ‖C([−p,0];X), ‖ (−A)−β2 ‖} < 1,

para algum 0 < c ≤ a e lims→0 ‖ α ‖CLip([0,s];R) [σ]CLip([0,s]×BXβ2 ;R+) = 0. Então existe uma única

solução fraca u ∈ CLip([−p, b];Xβ2) de (3.36)-(3.37) em [−p, b], para algum 0 < b ≤ a. Mais

ainda, se ϕ(0) ∈ D(A) e Aϕ(0) + F (0, ϕ) ∈ D(A), então u(·) é uma solução estrita.

Prova: Seja δ > 0 tal que

‖ ic ‖L(X1,Xβ2 )‖ α ‖CLip([0,c];R)‖ AL ‖L1(Rn,R) max{δ+ ‖ ϕ ‖C([−p,0];X), ‖ (−A)−β2 ‖} < 1.

Das discussões anteriores, temos que G(·) satisfaz a condição HX1
G,Z com UBXβ2

= Bδ(ϕ;BXβ2 ) e

LG(·) dada por LG(s) = Φ(s) para s > 0 e LG(0) = lims↓0 Φ(s). Mais ainda, como ‖ ic ‖L(X1,Xβ2 )

LG(0) < 1 e lims→0 LG(s)[σ]CLip([0,s]×BXβ2 ;R+) = 0, do Teorema 3.11 conclúımos que existe uma

única solução fraca u ∈ CLip([−p, b];Xβ2) de (3.36)-(3.37) em [−p, b] para algum 0 < b ≤ a. A

última afirmação segue do Corolário 3.15.
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Apêndice

Teorema 3.23. (Teorema do ponto fixo de Sadovskii). Sejam T : X → X um operador condensante

e B um subconjunto convexo, fechado e limitado de X. Se T (B) ⊂ B, então existe pelo menos um

ponto fixo de T .

Demonstração. Veja Sadovskii [41].

O próximo lema será importante em alguns resultados dos nossos estudos, além de ser uma

alternativa para a prova do Teorema de Hille-Yosida.

Lema 3.24. Sejam A : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado e a > 0. Se f ∈ L1([0, a];X)

é tal que Af ∈ L1([0, a];X), então

A

(∫ a

0
f(s)ds

)
=

∫ a

0
Af(s)ds.

Demonstração. Veja [Silva [40], 2015, Lema 1.22, pág. 19].

Para a demonstração dos próximos resultados veja Kreyszig [29].

Teorema 3.25. (Teorema do ponto fixo de Banach). Seja (M,d) um espaço métrico completo e

f : M →M . Suponha que exista uma constante 0 < K < 1 tal que

d(f(x), f(y)) ≤ K.d(x, y),

para todo x, y ∈M . Então, f possui um único ponto fixo em M , isto é, existe um único x ∈M tal

que f(x) = x.

Teorema 3.26. (Teorema da aplicão aberta). Sejam X e Y espaços de Banach e T : X → Y um

operador linear limitado. Se T é sobrejetivo, então T é uma aplicação aberta. Portanto, se T é

bijetor, T−1 é cont́ınuo e, consequentemente, limitado.
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Teorema 3.27. (Prinćıpio da limitação uniforme). Sejam X um espaço de Banach e {Tα}α∈Λ

uma famı́lia em L(X) tal que sup
α∈Λ
‖Tαx‖ ≤ Mx para todo x ∈ X. Então existe M > 0 tal que

sup
α∈Λ
‖Tα‖ ≤M .

Teorema 3.28. (Teorema do gráfico fechado). Se X e Y são espaços de Banach e T : D(T ) ⊂

X → Y é um operador linear fechado, então T é limitado se, e somente se, G(T ) é fechado.

Teorema 3.29. (Sequência de operadores compactos). Seja (Tn) uma sequência de operadores

compactos de um espaços normado X em um espaço de Banach Y . Se existe um operador T : X →

Y tal que ‖Tn − T‖ → 0, quando n→∞, então T é compacto.

Lema 3.30. Sejam X um espaço de Banach e T : D(T ) ⊂ X −→ X um operador linear. Se (I−T )

é invert́ıvel e (I − T )−1 ∈ L(X), então T é fechado.
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