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RESUMO 

Nesta tese analisa-se cuidadosamente o cálculo de 

Fujikawa da anomalia de Weyl na corda bosônica fechada, enfati 

zando-se a covariancia desse calculo sob transformações confor 

mes bem como a escolha dos operadores usados na determinação 

da variação da medida da integral de trajetória sob transforma 

ções de Weyl. 

A B S T R A C T 

The Fujikawa's evaluation of Weyl's anomalyinthe 

bosonic string is carefully analyzed, paying special attention 

to the covariance under conformai transformation. The choice of 

operators used to calculate the variation of path integral 

measure under Weyl's transformation is discussed in detail. 



INTRODUÇÃO 

Hoje em dia conhecemos quatro interações na nat^ 

reza: eletromagnética, gravitaci onal , fraca e a forte. Embora 

tenhamos maior familiaridade com as duas primeiras estamos cer- 

cados também de fenômenos relacionados com a interação fraca , 

como a radioatividade de alguns elementos, e com a interação for 

te que desempenha um papel fundamental na coesão da matéria. 

Para a interação eletromagnética desde o século 

passado tem-se uma teoria que a descreve muito bem e que deu con- 

ta dos fenômenos observados até o começo deste século. Essa te£ 

ria, el etrodi nãmi ca de Maxwell, trata de maneira unificada a iji 

teração magnética e a elétrica que até então eram estudadas se- 

paradamente. Outra caracterTsti ca importante da eletrodinãmica 

é que agora o sistema em estudo é descrito por um número infinj_ 

to de graus de liberdade representado pelo campo eletromagnéti- 

co que assume valores em cada ponto do espaço tempo. 

Analogamente, para a interação gravitaciona 1 tem- 

se a teoria da relatividade geral construida por Einsten e que 

descreve muito bem os fenômenos gravitacionais observados até 

hoje. Nessa teoria o sistema é também descrito por um número ini 

finito de graus de liberdade, a prÔpria métrica do espaço tempo 

é 0 campo da teoria. 

Os campos usados tanto na eletrodinãmica de Maxwell 

como na gravitação de Einsten assumem valores numéricos reais 

em cada ponto do espaço tempo. Esse tipo de descrição da natur£ 

za é chamada de Teoria Clássica de Campos. 

Certos fenômenos eletromagnéticos, como a emissão 
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espontânea de radiação, efeito fotoe1Õtrico, etc, que não podem 

ser explicados adequadamente pela eletrodinâmica de Maxwell in- 

dicam que 0 conceito de campo deve ser reformulado. A reformul^ 

ção i feita introduzindo-se o formalismo da quantização canôni- 

ca, onde os campos passam a ser expandidos em modos normais de 

vibração com os coeficientes dessa expansão representando oper£ 

dores criação e destruição de partículas. Essas partículas são 

chamadas de quanta associados ao campo em questão e esse novo 

formalismo é conhecido como Teoria Quântica de Campos. 

graus de liberdade finito que eram descritos classicamente atr^ 

vês de um conjunto de coordenadas q e de momentos canoni camente 

conjugados p, na teoria quântica, passam a ser caracterizados 

por uma função de onda que é uma função continua das coorden^ 

das q : 

coordenadas q acima são identificadas com os autovalores dos ope 

radores q da mesma maneira que p são os autovalores de p. Esses 

operadores satisfazem a relação de comutação não trivial: 

Analogamente, os sistemas fTsicos de número de 

\jj = ip(q) 

â 
Nesse formalismo, chamado de 1- quantização, as 

(1) 

onde -tf = cte de Planck. 

A partir da teoria quântica de campos, usando-se 

0 principio de simetria de gauge constroe-se as teorias quânti- 
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cas de gauge. Nessas teorias a aç^o total do sistema e invariaji 

te por um grupo (grupo de gauge) de transformações locais nos 

campos de matéria e nos próprios campos de gauge. Os quanta as- 

sociados aos campos de gauge são chamados de bosons de gauge e 

são os mediadores das interações entre as partTculas. 

0 exemplo mais simples de uma teoria de gauge é a 

eletrodinâmica quântica (Q.E.D.) que consegue explicar adequad^ 

mente todos os fenômenos eletromagnéticos observados até hoje . 

Nessa teoria o campo eletromagnético desempenha o papel de cam- 

po de gauge e o boson de gauge, mediador da interação eletroma£ 

nética , é 0 fóton. 

Desde que Maxwell unificou a interação magnética 

e a elétrica, os fTsicos têm buscado a unificação das quatro iji 

terações básicas jã citadas. 

0 processo de unificação se dá através de uma te£ 

ria de gauge inicialmente baseada num certo grupo de gauge G , 

com os bosons de gauge, que seriam os mediadores das quatro in- 

terações, a principio não massivos. Entretanto a medida que ca- 

minhamos para uma escala de energia mais baixa ocorre a chamada 

quebra espontânea da simetria de gauge, ou seja, o estado de m£ 

nor energia (vácuo) da teoria não é mais invariante pela ação de 

G, mas sim pela ação de um outro grupo H que em geral é menor 

que G, nesse processo alguns bosons de gauge tornam-se massivos. 

£ claro que a prÕpria simetria pelo grupo H ainda pode ser que- 

brada numa escala de energia mais baixa, gerando massa para ou- 

tros bosons de gauge e assim por diante. 

Baseando-se nesse processo, na década de 60 foi 

obtido um modelo unificado da interação el etromagnéti ca com a iin 

teração fraca conhecido como Modelo Padrão, esse modelo previu 
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a existência dos bosons W^, W” e mediadores da interação fr^ 

ca e que foram observados recentemente, o que aumentou o inte- 

resse dos fTsicos sobre teorias unificadas. Entretanto uma teo- 

ria unificada das 4 interações da natureza ainda não foi obtida 

e esse talvez seja oobjetivo mais nobre da teoria de cordas . A 

conexão entre a teoria de cordas e os campos que descrevem as 

partículas observadas na natureza pode ser vista a seguir. 

A corda e um objeto extenso unidimensional e de 

comprimento £, portanto para sua descrição clássica é necessá- 

rio um conjunto infinito de coordenadas, ou seja, para especifj^ 

carmos a posição da corda no espaço tempo, num dado instante, ê 

preciso indicar a posição de cada um dos infinitos pontos da cor 

da naquele instante. Isso equivale a dizer que o vetor posição 

da corda no espaço tempo pode ser escrito em função de dois 

parâmetros: 

= X^"(t ,o) y = 1 . . . D 

onde: D é dimensão do espaço tempo 

X ê uma espécie de tempo prÕprio 

a é um parâmetro cuja especificação determina o ponto da 

corda em que estamos interessados. 

Num determinado instante, por exemplo t= 0, te- 

mos : 

X^ = X^"(0,a) = X^"(a) . 

Nesse instante a posição do ponto a da corda e d^ 



da pelas D-coordenadas X*^(a); 

Variando-se o parâmetro a continuamente entre um 

extremo e outro da corda temos um conjunto infinito de coorden^ 

das X^(a). 

Como vimos anteri ormente, no formalismo de primei_ 

ra quantização, os sistemas físicos que eram descritos classic^ 

mente por um conjunto de coordenadas q passam a ser caracteriz^ 

dos por uma função de onda i|^(q), para a corda, que é descrita 

c1 assicamente pelas coordenadas X^(a), temos a função de onda: 

í> = í>[x’’(a)J 

Analogamente ã relação de comutação (1) temos pa- 

ra a corda: 

[x'^(T,a'), ra 
X 

onde n (t,o) e o momento canonicamente conjugado a coordenada 
x'^ 

X^(a) no instante T. 



A partir da ação da corda temos as equações de mo^ 

vimento para além dessas equações de movimento, X^(x,a) 

deve satisfazer certas condições de contorno nos extremos da 

corda por exemplo no caso da corda aberta temos: 

8   X^ ( T , a ) 
9 a 

Usando-se todas essas relações temos no caso da 

corda aberta a seguinte expansão para as coordenadas X^(o) em 

termos dos modos normais de vibração da corda^^’^^; 

00 

X^(a) = x*^ + E -1 )cos na , 'X =Q 
n = l^ '^ 

onde x’^ seria o vetor posição do centro de massa da corda e os 

são operadores criação (destruição) de modos de vibra- 

ção da corda. 

Analisando o movimento clássico da corda como uma 

perturbação em torno do movimento retilTneo uniforme de seu ceji 

tro de massa, usando-se a expansão acima na função de onda da 

corda e expandindo-a em serie de Taylor em torno da posição do 

centro de massa X'^(a) = temos: 

9_X’^ 
9a 

(t .o) 
= 0 

íix>*{<,)| <I> X*- s $ { 
y 

_1_ 

21 
(9 9 $( 
' y V ' 

oo 
onde 0^ ) COS na 
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Aplicando-se essa expansão sobre o modo de vibra- 

ção de menor energia definido a partir de; 

(2) 
obtem-se : 

í>[x^(a)J = $(x^) + iaJíi J “-l“-l ^y^v 4>(x^) +...etc , 

onde a expansão acima é implicitamente calculada sobre o modo 

0 
$ . 

Dessa forma se admitirmos que a função de onda da 

corda $[x^(a)J é um escalar por transformações de Lorentz pode- 

mos identificar í>(x^) com um campo escalar, com um campo ve^ 

torial e assim por diante. Esses campos que aparecem como coefi_ 

cientes da expansão acima representariam, em principio, as fun- 

ções de onda das partículas observadas na natureza. 

Portanto cada partícula seria identificada com um 

modo de vibração^^^ da corda, e a teoria de cordas seria uma teo^ 

ria unificada da natureza. 

Dentro da teoria de cordas o estudo das anomalias 

é de fundamental importância, pois e natural que uma teoria unj_ 

ficada da natureza seja livre de anomalias. Além disso nas re- 

centes teorias de supercordas, que são atualmente as maiores caji 

didatas a uma teoria unificada, o cancelamento das anomalias de 

termina os possíveis grupos de gauge (unificação) da teoria de 

partícu 1 as ^^^ ^. 

Por essas razões, e com o objetivo de se adquirir 
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familiaridade no calculo de anomalias, analisaremos de maneira 

critica e cuidadosa o método de Fujikawa e seu uso no cálculo da 

anomalia de Weyl da corda bosÔnica fechada. 

No capitulo 1 estudamos a teoria clássica da cor- 

da bosÔnica, dando atenção especial as propriedades de simetria 

da teoria. 

No capitulo 2, através do exemplo das teorias de 

gauge usuais, introduzimos as transformações de B.R.S.T. e o 

principio de invariancia por B.R.S.T. e a relação desse princi- 

pio com 0 processo de fixação de gauge. Em seguida definimos as 

transformações de B.R.S.T. dos campos da corda e usamos o prin- 

cTpio de simetria por B.R.S.T. no processo de fixação do gauge 

conforme, obtendo-se uma ação para a corda invariante por tais 

transformações. 

No capTtulo 3 através do exemplo da anomalia qui- 

ral na Q.E.D. apresentamos o método de Fujikawa, observando a 

relação entre a anomalia quiral e o teorema de Tndices de 

Atyah-Singer bem como a equivalência entre o método de regulari_ 

zação via função zeta e o método via cálculo de "heat Kernel" 

(apêndice B). Na sequência usamos o método de Fujikawa no cãlc^ 

lo da anomalia de Weyl da corda bosÔnica fechada, dando atenção 

especial ao processo de regularização que é baseado no cálculo 

de "heat Kernel" de certos operadores diferenciais bem como aos 

critérios que nos levaram a escolher esses operadores. 

No apêndice C a covariancia do método de Fujikawa 

sob reparametrizações é discutida em detalhe com base no traba- 

lho de Orlando Alvarez sobre tensores em variedades bidimensio- 

nais riemannianas^^^. 
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No cálculo da anomalia de Weyl (capitulo 3) usan 

do-se integrais de trajetória obtem-se a dimensão critica D=26 

paralelamente no apêndice D usando-se o formalismo da quantiza 

ção canênica obtem-se o mesmo resultado. 
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CAPITULO 1 

INTRODUÇÃO A CORDA 

I - INTRODUÇÃO 

De uma maneira simples podemos dizer que a corda é 

um objeto extenso unidimensional com um comprimento finito, um 

dos objetos mais simples que podemos imaginar depois da partícu- 

la puntiforme. 

0 estudo da propagação da corda no espaço-tempo po^ 

de ser visto como uma generalização do estudo da propagação da 

partícula puntiforme, ou seja, a corda pode ser vista como um coji 

junto contínuo de partículas puntiformes sujeitas a um vínculo 

tal que esse conjunto tenha um certo comprimento finito. 

Assim da mesma maneira que a ação reiativísti ca p^ 

ra uma partícula puntiforme livre é proporcional ao comprimento 

de arco percorrido pela partícula no espaço-tempo, veremos que a 

ação para a corda livre e proporcional a área varrida pela corda 

durante a sua evolução no espaço-tempo. 

No caso da partícula puntiforme a figura descrita 

pelo seu movimento no espaço-tempo Õ uma curva (geodésica) e poj2 

tanto a posição da partícula pode ser parametrizada por um único 

- P 
parametro como por exemplo o tempo proprio: t 

Fig. 2 



A açao correspondente, proporcional ao comprimen 

to de arco percorrido pela partícula, ê natural mente independen 

P 
te do parametro x . 

Analogamente,no caso da corda que varre uma super 

fTcie bidimensional (de área mínima) durante seu movimento no 

es paço-tempo, sua posição pode ser parametrizada em termos de 2 

parâmetros: o e x: 

Na figura 3 temos a posição da corda em 2 instan- 

tes diferentes, e vemos que para se especificar completamente 

sua posição num determinado instante e preciso especificar o in£ 

tante em que estamos interessados (x) e dar a posição de cada poji 

to'0'da corda nesse instante, para isso é preciso usar o parâme^ 

tro a que determina o ponto da corda em que estamos interessa- 

dos. Ou seja, X é uma espécie de tempo próprio enquanto que o 

percorre a corda internamente. 

A ação para a corda, que Ó proporcional a área vajr 

rida pela mesma no espaço-tempo, é naturalmente independente da 

parametrização usada (x,a). Portanto vemos que tanto a teoria re 

lativTstica da partícula puntiforme livre como a teoria relati- 

vTstica da corda livre apresentam simentria por reparamentriza- 

ções. Entretanto o estudo das reparametrizações da corda se mo£ 

trarã especialmente mais rico que o caso da partícula puntifor- 
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me, a razão disso é que no caso da partícula puntiforme poder^ 

mos trabalhar com uma parametrização na qual x e reduzido a uma 

constante enquanto que no caso da corda veremos que isso não 

poderá ser feito pois teremos sempre pelo menos um grau de li- 

berdade restante (fator conforme), seja qual for a parametriz^ 

ção utilizada. Esse grau de liberdade restante indica que ain- 

da temos simetria na teoria por um conjunto de reparametriza- 

ções e isso implicará que as grandezas físicas sejam definidas 

de maneira covariante com relação a essas reparametrizações. 

Neste capítulo, sempre que possível usaremos a par 

tícula puntiforme como uma introdução didática a corda. 

II - A AÇAO DE NAMBU-GOTO 

Na obtenção da ação de Nambu-Goto^^^ para a corda 

livre, utilizaremos o conceito de métrica induzida^^^. Esse coji 

ceito pode ser introduzido de maneira simples ao estudarmos a 

ação para a partícula puntiforme livre. 

Da mecânica clássica reiativística sabemos que a 

ação para a partícula puntiforme livre e proporcional ao com- 

primento de arco percorrido pela partícula no espaço-tempo e 

no caso de trabalharmos com o espaço-tempo euclideano de D-di- 

mensões ( IR ^) : 

/ 1 0\ 

\ 0 1 / 

V ,y= 1,2,...D , 

Se a partícula possui massa 'm' com m 0 a cons- 

tante de proporcionalidade e '+m' e assim temos a ação: 
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dS^ = dX^dX^ = dX^dX^ 

Sempre podemos escolher o sistema de referencia mo 

vendo-se com a própria partTcula e nesse caso o elemento de com 

primento de arco e proporcional ao tempo proprio t , trabalhan- 

do-se no sistema de unidades onde a velocidade da luz é um (c=l): 

dS = dx^ = /dX^dX^ . 

Temos a parametri zação natural: X^ = x'^(t*^) 

Entretanto poderTamos usar um outro parâmetro qual 

quer x', diferente do tempo próprio, na parametrização da posi- 

ção da partTcula no espaço-tempo: 

Nesse caso admitindo-se que o vetor posição X^(t) 

é um escalar por reparamentrizações: X^'(x') = X^(x); x^x'(x). 

Consequentemente a medida de integração usada na ação A-|(dS) e 

também um escalar: 

dS(x) = (dX^x)dX^(x) = (dX-'^(x')dX'^x-))^/2 = dS'(x'). 

Portanto com a nova parametrização x' temos uma nova açao Aj . 
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A-J = m dS ' (T') = m 

T '. ( T . ) 

dS(x) 

T '. ( T . ) 
1 '■ V 

onde e sao os extremos de integração da ação A-j na antiga 

A-| = ra dS{t) (II-l) 

T . 
1 

Assim se a reparametrização de x para x' é tal que 

os extremos de integração permaneçam inalterados: 

xjr(x^) = x^ ; X J (x .) = 

a nova açao Aj sera exatamente igual a anterior A-j : 

A 

Isso significa que a posição da partícula puntifor 

me no espaço-tempo pode ser parametrizada através de um parã 

metro x qualquer, que em geral e diferente do tempo proprio (x ). 

Equações de Movimento da Partícula Puntiforme 

Se estamos pensando em obter as equações de movi- 

mento para a partícula puntiforme a partir da ação A-j dada aci- 

ma em (II-l) é interessante reescrevermos a medida dS em função 
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do tempo x: 

dS = /dX^^dX" = = lX|dx, X^ = . 
dx dx ' II’ 3x 

Agora temos a ação A-j como um funcional de X. 

rx^- 

A 1 = = m IXjdx , (II-2) 

X . 
1 

e a lagrangeana L = m|X| = m /(X^^X^). 

Usando-se a notação ôf para a variação da forma fun 

cional de f com relação a seu argumento, que e mantido fixo, mi 

ni mi zando-se a ação A-| e integrando por partes temos: 

{(lk_)ãX^}d 
3X^ 

X . 
1 

0, consequentemente: 

(6X^)X^ 

|X| 

^f 
rx f 

X 

|X| 
ôX^dx 0. 

Como a variação do campo nos extremos e fixa : 

ôX^(x-) = ôX*^(x^) = 0, e entre eles e arbitrária da igualdade 

acima temos a equação de movimento: 

y ^ 
(V)- 

IXl 

0 
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Essa equação determina a dependência funcional do 

vetor posição em relação ao parâmetro t. Entretanto ja vimos 

que T é um parâmetro arbitrário e que a ação e invariante por 

reparamentrizações t ^ t'(t) consequentemente a equação de movi 

mento acima ê válida também para uma certa parametrização x' . 

Se escolhermos x' = x (tempo prÕprio) a equação se simplifica- 

ra, pois: 

ixi. ,. 
dx dx dx" 

e temos a equação de movimento usual para uma partTcula livre: 

X = 0 (II-3) 

Se observarmos as reparametrizações como transfor- 

~ P 
maçoes de gauge então a escolha x' = x corresponde a uma fixa- 

ção de gauge, o chamado gauge do tempo próprio. 

A métrica Induzida 

Podemos obter a ação A-j , dada em (II-l), de uma m^ 

neira bastante elegante que faz uso do conceito de métrica ind^ 

zi da. 

Não temos a pretensão de dar uma definição matemá- 

tica precisa de métrica induzida, pois apenas uma idéia intuitj_ 

va é suficiente para os nossos propósitos. 

Para isso notemos que o elemento infinitesimal de 
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comprimento dS que corresponde a diferença entre os vetores 

+ dX*^ e X^ é dado por: 

dS^ = dX^ dX^ . 

Se admitirmos que o parâmetro t toma valores numa 

certa variedade V, o fato de parametrizarmos o vetor posição 

usando-se t: 

X^ = X^(t ) , 

do ponto de vista matemático e resultado do mergulho ("embeddi ng") 

da variedade unidimensional V no espaço-tempo 

De um modo geral, se uma variedade V de dimensão 

N é mergulhada no espaço tempo o elemento de arco dS pode ser 

escrito em função de uma métrica induzida por esse mergulho: 

X'" = X^(V^ . . ,v'^) ; V = (v\ . . . ,V^) e V 

dX^ = —^ dV^ 

e 

dS^ = dX^( V)dX^"(V) 
8X^ 3X*^ 

av^ av^ 
dv^dv^, ds^ 

^ab 

ab 
av^ aV^ 

a ,b, = 1,2 , . . .N (II-4) 

onde Y é a métrica induzida. 
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No caso da partícula puntiforme a variedade que e^ 

tã sendo mergulhada no espaço tempo é unidimensiona 1 (N = l) isso 

significa que os índices a,b,...etc assumem apenas o valor 1 , 

temos então: 

dS^ = ^(dV^ eV 

comparando com: 

dS^ = dX^(T)dX^(x) 
n 

9 T 
2 (dx)2 5 

temos a identificação: 

V 
1 

X 

^11 
(1^)2 . (x)2 

9 X 

(II-5) 

Voltando ao caso geral e interessante notar que se 

a variedade V de N dimensões e localmente euclideana não é difí 

cil mostrar (apêndice A, seção A2) que o elemento de volume es- 

calar sob reparametr i zações de V, também chamadas de difeonior- 

fismos em V, e dado por: 

díí=/detg^j^ n dV 
a = l 

(II-6) 

onde g^j^ ê o tensor métrico de V. 

Para a métrica induzida temos: díí = *^det Ygj^ n dV^ 
N 
n 

a=l 
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Dessa forma, no caso da partTcula puntiforme, usan 

do-se a identificação (II-5) temos o elemento de volume escalar: 

dfi = /detY-,1 dV^ = /y-n dV^ = IXjdt 

Como estamos trabalhando no sistema de unidades em 

que ^ = c = 1 0 comprimento tem dimensão de inverso de massa, co£ 

sequentemente a dimensão de massa de díí e -1 : 

[dü] = -1 

Portanto se multiplicarmos dí2 por uma constante com 

dimensão de massa obteremos uma grandeza adimensional e evidente 

mente escalar por reparamentrizações, se identificarmos essa con^ 

tante com a prãpria massa m de uma certa partTcula, com m 0, a 

grandeza assim obtida e a própria ação (ver II-2): 

A = m díí = m |X|d- 

Vemos então que foi possTvel escrever a ação para 

a partTcula puntiforme livre, partindo-se do elemento de volume 

escalar na variedade V dos parâmetros t, dí2 , que poderia ser ch^ 

mado de elemento de comprimento ja que a variedade V Ó unidimen- 

siona 1 . 

De maneira totalmente anãloga, no caso da corda , 

que como ja foi dito pode ser parametrizada no espaço-tempo IR^ 

através de 2 parâmetros t e a. 
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= X'^(t,o) t ^ <: t < a\j < a < 

onde 
T é 0 análogo do tempo-prõprio 

a percorre a corda internamente de um extremo a outro. 

Podemos também obter uma ação invariante por repa- 

ramentrizações de a e t usando o conceito de elemento de volume 

escalar. 

Para isso notemos que o par (t,o) pertence a uma 

variedade M bidimensional que sera admitida localmente euclide^ 

12 12 
na. Chamaremos as coordenadas em M de ç e ç com: ç =t; ç = o. 

Ao mergulharmos a variedade M em temos a me- 

tri ca induzida : 

dS^ = dX^(ç)dX^(ç) 
,aX^ 9X^. 
(—a —b) dç dç 

aç aç 

a ,b = 1,2 

dS^ = Ygb clç^dç*^ "ab 
(II-7) 

A partir dessa métrica induzida podemos escrever o 

elemento de volume escalar em M: dí2, que pode ser chamado de ele 

mento de área d A ja que M e bidimensional, usando-se a defini- 

ção geral dada em (11-6) com a métrica induzida Yab dada acima 

d^A=dn=/Ydç^dç^ ; Y=detY ab ’ 

d^A = (Y11Y22 " "^12^21^^^^ dç^dç^ , 

temos: 



reescrevendo em termo das variaveis x,a e usando (II-7) temos: 

d^A = {(X)2 (X')^ - (X.X')^^/2 dtda; 

X^ = 8X^/9t 

X^' = 8X^/3a 

Generalizando-se a ação para a partTcula puntifor 

me livre a ação para a corda livre deve ser proporcional a area 

da superfície varrida pela corda durante seu movimento no esp£ 

ço-tempo assim: 

S a 

2 ~ - _ 
Como d A tem dimensão de area ja que x e a sao a- 

dimensionais então a constante de proporcionalidade deve ter 

dimensão de massa ao quadrado para que S seja adimensional , 

assim obtemos a conhecida ação de Nambu-Goto^^^ para a corda 

bosônica livre: 

NG 
d^A = /y dadx = {(X)^(X')^ -(X.X')^}^/^dxda 

M 

(II-8) 

com [mq] = 2. 

- 2 - 
Por construção o elemento de area d A e escalar 

por reparamentrizações de x e a e portanto, analogamente ao c£ 

so da partTcula pontual, a ação de Nambu-Goto é invariante ape 

nas por reparametri zações que mantenham fixos os limites de iji 
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tegraçao: 

2 ' 
) 

tal que: 

2 ' 2 ' 
Ç io^) o . 

1 

1 2 
ç = T ; ç = a. 

Equações de Movimento da Corda 

Agora que temos uma ação para a corda livre, pod£ 

mos obter as equações de movimento para os D-campos X^(x,a) que 

determinam a posição da corda no IR*^. Para isto basta impor que 

a variação funcional (5) da ação seja nula: 

Para que as equações de movimento possam ser es- 

critas numa forma bastante simples trabalharemos com a ação de 

Nambu-Goto escrita em função da métrica induzida (ver II-8) 

S 
NG /y d ^ Ç 

, ^2 .1.2 
dx da 

M M 

NG *^0 
onde temos a densidade de lagrangeana: l 
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Con, Y = det Y^^ e y^^ = ffb = 'aX“ ^bX"’ 

mos : 

^Sng = ° = 

9 L 
2_ Y " "NG 

M 

-Py . ^^NG d"ç{  ^ -S{9]X'') + à(d^X^)} 

3(92^) 

Permutando 5 com 9^, integrando por partes e lem- 

brando que a variação na forma funcional dos campos: é nu- 

la no instante inicial e no final: 

6X^(ç^ = T.) = ôX^ic'' = T^) = 0 

obtemos 

rT 

ÔS 
NG 

(1^ . ãx‘') 

T. »(=*2X ) 

dç 

^i 

, 5,„, 

M 
^ 9(9^X^) 

= 0 

Como ôX*^ é arbitrário para ç' / x. ou x. temos a 
1 

i ^f 

equaçao de movimento: 

BL 
NG 

^f^TTT^vP ^ ° ’ 9(9^X^) 
(II-9) 

e a condição de contorno: 

3 L 
NG 

3(32X^) 
= 0 (II-IO) 

a . 
1 

Introduzindo-se a métrica induzida contravariante 

cd através de: 
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cd 
Y ^db (11-11) 

Podemos reescrever as equações II-9 e II-IO res- 

pectivamente (seção Al - Apêndice A): 

9.X^) = 0 (11-12) 

/y y^^ 9^x’^ /y y ^ ^ 3 X /y y^^a^. X^ (11-13) 

Comentãrios 

1 ) Existem duas 

(11-13), uma 

maneiras de satisfazer a condição de contorno 

delas ê impor condições sobre a^x^ tais que; 

A Y^' ^ a. X^ /y yT^ a_x*' = 0 (11-14) 

Quando fazemos essa escolha, tomando-se = 0 e 

. estamos definindo a chamada corda aberta. 

A 2- maneira de satisfazer (11-13) Õ simplesmente 

impor que x'^ obedeça condições periódicas de contorno na vari^ 

vel 0 e de período igual a (o^ - ®.j)» quando impomos esse tipo 

de condição sobre x'^ e tomamos = -ir e = tt definimos a 

chamada corda fechada; 
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X*^(T,a) = X^{t,o + 2tt) (11-15) 

Impor condições de contorno periódicas equivale a 

unir os extremos da superfTcie bidimensional varrida pela cor- 

da no espaço-tempo: 

Na figura 4 temos a superfTcie M varrida pela cor 

da no espaço-tempo entre os instantes t e t' no caso em que 

não satisfaz condições periódicas de contorno (corda aberta). 

Na figura 5 a superfTcie varrida pela corda tem a 

forma aproximada de uma casca cilTndrica e corresponde ao caso 

em que o campo X^(t,a) obedece condições periódicas de contor- 

no na variável o (corda fechada). 

Em geral , para a corda aberta e para a corda 

fechada estaremos supondo que o instante inicial do movimento 

da corda é = - «> e o instante final e = +«>. Assim no ca- 

so da corda aberta (Fig. 3) a borda da superfTcie M é formada 

pelos pontos X'^(t,0) e X^(t,it) para -« < t < +». 
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No caso da corda fechada (fig. 5) a superfície var- 

rida pela corda entre t = -“ e x = +“ é parecida com uma casca 

cilíndrica que se estende de X^(x = -«>,a) a X’^(x = +“,a) e po_r 

tanto não possui borda: 

3M = {0} (corda fechada) (11-16) 

Sendo assim todos os termos de superfície são tr^ 

vialmente nulos no caso da corda fechada. 

2) Uma consequência interessante da condição de contorno (11-14) 

para os campos X*^ que descrevem o movimento da corda aberta 

no espaço-tempo, e que os extremos dessa corda se movimen- 

tam com a velocidade da luz, para verificarmos esse result^ 

do basta tomar-se o quadrado da expressão (11-14): 

(/y 3-jX’^)(/Y = 0 

o . a j, 
1 , f 

A expressão acima pode ser reescrita usando-se 

Y*^^ Yçj[j = <556 y.j = a.X^a^X^ temos: 

Y Y 
22 

= 0 . 

a . 

mas de (II-ll) e fácil ver que: 

22 ^11 
Y 

Y 
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Portanto temos: 

Y Y 
22 

= Y 1 1 

O • > CT ^ 
1 f 

(aiX") 

a . ,a^ 

= 0 (11-17) 

o . a 
1 , f 

Assim se identificarmos com o tempo prÓprio t 

deve ser identificado com o vetor velocidade; 

então 9-|X^ 

vP = , XP = . V = (v'... v“-f ic) , 
' 3t 

onde cia velocidade da luz. 

De (11-17) temos: 

= 0 = / y \ 2 (v^) 

0 = 0 ,Tt 

(lv|2 

o = 0 ,TT 

C^) 

a = 0,7T 

= 0 

a = 0 , TT 

-> ,1 D-lx 
ondev=(v...v ) 

3) Como uma consequência de trabalharmos com uma variedade bi- 

dimensional (M), 0 fator /y é invariante pela chamada 

transformação de Weyl , que deixa os pontos da variedade inal 

terados mas que muda por um fator escalar a métrica de M: 
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Sob essas transformações temos: 

!— sb , \l/2ab ^/ ./— 1 ab ^ab 
/y T = (y^-|Y22 ■ '^12’^2r f(í)'^Y Y - /y Y 

Consequentemente a condição de contorno (11-12) e 

a equação de movimento (11-13) são invariantes pela transform^ 

ção de Weyl , embora a ação de Nambu-Goto não o seja: 

’NG 
/y d^ç —^-1>- Uf, f(ç)'/Y f S 

NG 

III - UMA AÇAO ALTERNATIVA PARA A CORDA LIVRE 

Embora a ação de Nambu-Goto seja uma ação adequa- 

da para a corda livre, sua dependência nos campos físicos 

não ê muito simples devido a presença dá raiz quadrada 

^NG ~ ^0 
^d^ç{£X)^(X')^ - (X.X*)}^/^ 

Assim a quantização da ação acima, tanto no forrn^ 

lismo de integrais de trajetória como no formalismo da quanti- 

zação canônica, torna-se muito complicada. Ate agora temos tr^ 

balhado com a métrica induzida Ygj^- 

ab 3bX' 
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Essa métrica induzida pelo mergulho de M no espa- 

ço-tempo ( |R^) é explicitamente dependente dos campos En- 

tretanto através da introdução de uma métrica intrTnseca a va- 

riedade M: g^i^, que é independente dos campos , podemos ob- 

ter uma ação para a corda livre que é equivalente a ação de 

Nanibu-Goto na concha de massa e que é quadrãtica nos campos X^ 

0 que facilita o processo de quantização. 

Essa ação foi primeiramente obtida na década de 

7q(9 JO). 

S = s[^^X^g^^] = I ^ g®‘^9aX^9^X^ g = det g 
ab 

f ,a ,b = 1,2 (III-l) 

Na ação acima os campos e X^(ç) são trata- 

dos como variáveis independentes e como está indicado a ação é 

um funcional dos campos 9^X^ e da métrica intrTnsica g^*^(ç)que 

é a responsável agora pela definição de distância entre os pon 

tos de M: V 

ié 

dS^ = 9ab(ç) dç^dç*^; ( HI-2)^ 

(III-3) 

Analogamente ã métrica induzida 9ab ^^^^dém é 

um tensor covariante de 2- ordem sob reparametrizações em M e 

portanto se transforma da seguinte maneira: 
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1 ' ? ‘ 
(ç‘ ); IL 

9ç‘ 

9ç 

9ç 

/I 2, 
■ 9cd(^ ) 

Da mesma maneira que a ação de Nambu-Goto e inva- 

riante por reparametri zações de M que mantêm os extremos de iji 

tegração em M fixos: 

/ 1 2. 
(Ç .Ç ) (Ç 

tal que: 

1 ‘ 1 ' 

2 ' 2 ' 
Ç (a^) = o f-, Ç ) = a . 

0 que equivale a invariança da borda de M: 9M' = 9M 

A ação (IIl-l) também e invariante por tais tran^ 

formações. Para verificarmos isso de uma maneira simples basta 

notar que para M localmente euclideana o elemento infinitesi- 

mal de volume ou de ãre«, ja que M é bidimensional, escalar por 

reparamentrizações pode ser obtido da definição geral (II-6) 

para N = 2: 

dfi = /g dç dç , g = det g^j^ 

0 caracter escalar de díí e dado por: díí'(ç‘) = dí2(ç). 

Consequentemente como g^*^9|^X^ é também um es- 

calar por reparametrizações, a ação S em (III-l) pode ser es- 

crita a partir de uma medida escalar dU: 
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com 

dU = ^ g“\i:)3aX*‘(c)3i,X‘'(i;) da(ç) 

. 1 2 onde < ç < < ç < a^. 

1 ' ? ' 
Assim, num novo sistema de coordenadas (ç ,ç ) 

c'' = í'' (d',.2, 

temos: 

rr|(T^) ro^(a^) 

T ! ( T . ) a I (a . ) 
1 ' 1 ' 1 ' 1 

dU-(ç''', ç^') , 

Usando o caracter escalar de dU: 

1 ' ?' ^ ? 
dU' (ç‘ , ç ) = dU(ç‘ ,ç^) , 

admitindo-se que a reparametrizaçao acima preserve a borda de 

M: 
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teremos: 

t|(Tf) = Tf ; x'(t.) = T,' 

= a j. ; al(a.) = a. 

equivalente a: 9M' = 9M 

S' = 

f T 

dU(ç^ ,ç^) = S 

T . O . 

Assim a ação S introduzida em (III-l) é invarian- 

te por reparametrizações que preservem a borda da variedade M 

da mesma maneira que a ação de Nambu-Goto. 

Entretanto a característica que confere realmente 

importância a ação S de (III-l) e sua equivalência com a ação 

de Nambu-Goto na concha de massa, para verificarmos essa equi- 

valência basta usar o princTpio variacional e obter-se as equa 

ções de movimento para os campos e lembrando que esses 

campos são a princTpio variáveis independentes: 

S = d^ç L; L = ^ /g g^^ 9^X'^9^X’' 

M 

Minimizando-se S temos: 

(III-4) 

ô S .2 x9L 
d ç {— 

9L 

M 

— 6(9nX ) + — . 
9(9^X’^) ^ 9(g®^ 

Ô g®^} = 0 (III-5) 

Neste ponto ê interessante notar que a lagrangea- 
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na III-4 pode ser vista como a lagrangeana de interação de 

certos campos de "matéria" (X*^) com o campo gravi taci onal em 

duas dimensões, representado pela métrica ggfjíç)- Isso signi- 

fica^^^^ que a variação da lagrangeana acima com relação a mé 

trica g^*^ estã ligada com o tensor energi a-momento atra- 

vés da seguinte equação: 

3g 

Usando III-4 temos : 

Ü ô(3fX'') = y. /g g^^(a X^)3 (6X*^) 

,fa^ vU -jvy^ ^fa„ 
= Uq g ^ 9 

Usando (III-6) e a expressão acima em (III-5) , 

1 O 
lembrando que ôX‘^(ç ,ç ) e nulo nos instantes iniciais e fi- 

nais e arbitrário para qualquer outro instante, da mesma ma- 

neira que g^*^. Temos as equações de movimento: 

= 0 

3a( 9^^ ° ’ 

e a condição de contorno: 

/g g^^ 3^x^ 

^i 

(III-7) 

(III-8) 

0 (III-9) 
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A equação de movimento (III-7) que requer um ten- 

sor de energi a-momento nulo pode ser reescrita usando-se (111-4) 

e (III-6) em termos dos campos da teoria (ver seção Al - Apên- 

dice A) : 

Y,b = 
y2 . 

a- ’ a b 
1 „cd 
7 9 g ab ^cd 

= 0 (III-IO) 

Como essa equação não envolve derivadas nos cam- 

pos g^b podemos dizer que esses campos são triviais do ponto 

de vista dinâmico, e assim observamos a equação acima como um 

-t* c d 
vTnculo para os campos g^b 9 ) indicando que na concha de 

massa esses campos não são independentes dos campos de "maté- 

ria" Como uma solução de (III-IO) obtemos uma relação en- 

tre a métrica intrTnsica g^b ® ^ métrica induzida Y^b' 

9ab ^ ^ab 
1 ab 
7 ^ 

(III-ll) 

onde f(ç) é uma função qualquer escalar por reparametrizações, 

— ~ c d 
A presença desse fator f e uma indicaçao que o produto g g^b 

é invariante por transformações de Weyl: 

cd 1 „ cd 
'ab f g ab' 

Na verdade a relação (III-ll) e a responsável pe- 

la equivalência entre a ação de Nambu-Goto e ação S, que pode 

ser obtida diretamente da equivalência entre a lagrangeana L e 

a lagrangeana de Nambu-Goto na concha de massa: 



L 
2 

8 X^3, 
d b 

• . 35 

ab 

^NG ^0 

Usando = f na lagrangeana L temos: 

1/2 ] ab „y „y _ 
f ^ ^a^ ^b^ - 

^0 /- ab 
-õ- ►'y Y "^ab ~ ^0 '■NG' 

A equivalência de 'S‘ com a ação de Nambu-Goto na concha de mas 

sa, verificada acima, e a dependência quadratica nos campos X^ 

são as principais razões para utilizarmos daqui para frente a 

ação S dada em (III-l) como a ação adequada para a corda livre. 

Poderiamos ainda dizer que essa ação nos permitirá traçar um 

paralelo entre a teoria de cordas e uma teoria de gauge usual 

com os campos g^j^ desempenhando o papel , num certo sentido, de 

campos de gauge da teoria jã que, como veremos posteriormente, 

esse campo (Qgi^) possui graus de liberdade espúrios que serão 

separados a partir de um processo do tipo fixação de gauge a- 

nalogamente ao que se faz com um campo de gauge usual como por 

exemplo o campo eletromagnético. 

(S e Sj^q) sejam equivalentes na concha de massa, pouco podemos 

dizer sobre essa equivalência fora da concha de massa e como 

no processo de quantização não trabalhamos somente na concha 

de massa é de se esperar que as duas ações S e 5^^^ levem a teo 

rias diferentes, do ponto de vista quãntico. 

£ importante salientar que embora as duas açoes 
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Uma diferença evidente entre as açoes S e S.,„ fo- 
IH b 

ra da concha de massa esta na maneira pela qual essas ações se 

comportam sob transformação de Weyl. 

Jã vimos que sob frans formações de Weyl da métri- 

ca induzida 

^ab ^ ^ ^ab 
ab 

Y l/f Y 
ab a 

9 

onde f(ç) e uma função escalar, a ação de Nambu-Goto não era 

invariante: 

^NG " '"o /y d"^ç -> Uq f /y d^i; 

Entretanto facilmente se verifica que a açao S: 

S = 
^0 

é invariante sob transformações de Weyl da métrica intrinsica: 

ab f g 
.ab 

ab l/f g 
ab 

Uma consequência interessante da invariancia de S 

sob as transformações de Weyl acima é que o traço do tensor e- 

nergia-momento e nulo mesmo fora da concha de massa (ver seção 

A2 - apêndice A): 

a 
0 (III-12) 
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0 mesmo não pode ser dito sobre o traço do tensor 

energia-momento associado com a métrica induzida y , no caso 
a b * 

da ação de Nambu-Goto: 

/y t(NG) ^ 
2 cd . cd 8y 

^NG = 

£ interessante notar que a anulação do traço do 

tensor energia-momento (III-12) e um resultado clássico. Ao 

quantizarmos a teoria obteremos ^ 0, ou seja, a simetria de 

Weyl clássica é quebrada pelo processo de quantização e está 

caracterizada a existência da anomalia de Weyl. Como a ação de 

Nambu-Goto não tem tal simetria, fora da concha de massa 

(j(NG)a ^ gj sentido falarmos numa anomalia de Weyl. 

Portanto como previsto anteriormente o fato das 

duas ações S e Sj^g possuirem certas características não equiva 

lentes fora da concha de massa, por exemplo a anulação do tra- 

ço do tensor energia-momento, leva a caracterTsticas quanticas 

diferentes para as duas ações S e Sj^g, por exemplo a anomalia 

de Weyl . 

IV - REPARAMETRIZAÇOES INFINITESIMAIS 

De agora em diante esqueceremos por completo a 

ação de Nambu-Goto e trabalharemos apenas com a ação S introdu 

zida na seção anterior, pelas razões que já foram apresentadas. 

Talvez a característica mais interessante da teo- 

ria de cordas e a sua invariância por quaisquer reparametri za- 

ções dos parâmetros a(ou ç ) e t(ou ç ) que preservem a borda 
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da variedade bidimensional M. Como vimos na seçao anterior a 

ação S é invariante por tais reparamentrizações: 

rT. fCÍ- 

S = 
T 

dç dç^ /g ; 

com: 

tais que: 

1 2 
ç = T ; Ç = a . 

^ 

Of (Of ) = 0^ ; a . (a . ) = a . 

(IV-1) 

(IV-2) 

(IV-3) 

e 

I 1 I O I 10 
X*^ (ç ,ç ) = x’^(ç ,ç'^) (tensor de ordem 0,escalar) 

(IV-4) 

1' 2' 3c 12 
^ ""—a' ~b' ) (tensor covariante de 2- ordem) 

3ç 3ç 
(IV-5) 

tinhamos : 

S’ = S 
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E evidente que se a açao S e invariante pelas 

reparametrizações gerais (IV-2) sujeitas a condição (IV-3) 

então S também será invariante por um subconjunto dessas repara 

metrizações sujeitas a mesma condição de invariancia de borda 

(IV-3). 0 subconjunto que estamos interessados e o das reparame 

trizações infinitesimais: 

a = 1,2 (IV-6) 

Onde os e são os parâmetros que determinam unica 

mente a reparametrização infinitesimal das coordenadas para 

as novas ç , esses parâmetros assumem valores diferentes em ca 

da ponto da variedade M, por isso chamamos as transformações 

(IV-6) de reparametrizações infinitesimais locais. Estudando-se 

essas reparametrizações nas bordas da variedade M obtemos cer- 

tas condições de borda para os parâmetros e de tal maneira que 

essas reparametri zações deixem a borda de M (aM) invariante, IV-6 

em 9M fica: 

"i(f) “ "i(f) ^ 

2 

“i(f) ' °i(f) e 

Em geral estaremos interessados em x^. = - «> e 

= + «> assim da expressão acima, lembrando que e finito , 

obtemos: 

e xj^ = +“ » ou seja, ~ 

a. < C 

Ti < ç 
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Portanto para que 3M seja preservada pelas repar^ 

metri zações (IV-6) é preciso apenas que ^ 

IV-3) isso significa que devemos ter a condição: 

= 0 (IV-7) 

Assim a ação S em IV-1 deve ser invariante pelas 

reparamentrizações (IV-6) sujeitas a condição de borda acima. 

As reparametrizações infinitesimais tem um papel 

muito importante na teoria de cordas. A razão é que um estudo 

desse tipo de transformação, vizinha e conexa a transformação 

identidade (ver IV-6), nos darã com certeza informações sobre 

os geradores infinitesimais das reparametrizações, chamados de 

operadores de Virasoro, esses operadores são elementos de uma 

certa álgebra e são usados na teoria quãntica de cordas no prci 

cesso de escolha dos estados físicos da teoria^^^. Nesta tese, 

em particular, não usaremos os operadores de Virasoro explici- 

tamente no processo de escolha do sub-espaço de estados fTsicos 

da teoria, pois para esse fim usaremos o operador de B.R.S.T. 

a ser introduzido no capTtulo 2 e que é o gerador das transfo£ 

mações de B.R.S.T., que estão diretamente relacionadas com as 

reparametrizações infinitesimais, assim vemos que de qualquer 

maneira essas reparametrizações são fundamentais no estudo da 

Teoria Quãntica de cordas. Na verdade não Õ difTcil ver que os 

operadores de Virasoro estão embutidos no Operador de B.R.S. 

T_(12,13)_ 

Por esta razão dedicarei o restante deste capTtu- 

lo a um estudo detalhado das transformações sob as reparame- 



trizações i nf ini tes iniai s IV-6, de varias quantidades importan- 

tes na teoria de cordas. 

A partir da lei de transformação dos campos e 

dadas em IV-4 e IV-5 podemos obter, trabalhando até 1? or- 

dem nos parâmetros (ver seção A3 - apêndice A), as seguin- 

tes leis de transformação sob reparametrizações (IV-6): 

- 9ab(^> = ' (<®a^')9cb " <\-')3ac) 

X“'(í;') - X^íc) = 6X" = 0 (IV-9) 

Como jã estã indicado, as fórmulas acima dão con- 

ta da variação total dos campos g^j^ e perante reparametri za 

ções infinitesimais em M. Essa variação total é composta de 

duas partes, uma parte é devida a variação da forma funcional 

dos campos (6) com o argumento mantido fixo, a outra parte vem 
/\ 

da variação do argumento (ô ) com a forma funcional dos campos 

fixa : 

ô = ô + (IV-10) 

A variaçao dos campos devido a variação no argu- 

mento (ó^) é a mesma para todos os campos não importando o ca- 

rãcter tensorial destes e pode ser calculada de maneira bastan- 

te simples por exemplo, seja <J) (ç) um campo qualquerf 

Com , até a 1- ordem em temos: 



42. 

6^(j) - - (j)(ç) - <|)(ç) + " Mi) 

(IV-11) 

Com relação a variação dos campos devido a mudan- 

ça na dependência funcional destes em relação ao corresponden- 

te argumento, que e mantido fixo (6), seu calculo depende do 

carãcter tensorial do campo em questão, como pode ser visto de 

(IV-10) de onde deduzimos que a variação funcional (ô) corre^ 

ponde a diferença entre a variação total (ô) e a variação no 

A 
argumento (ô ): 

ô = ô - 6^ (IV-12) 

A ~ 
Assim, embora ô (j) nao dependa do caracter tenso- 

rial de (j), não podemos dizero mesmo da variação total 6(() , basta 

olhar as formulas IV-8 e IV-9 para ver que a variação total de 

um escalar (tensor de ordem 0) como é bem diferente da va- 

riação total de um tensor de 2- ordem como 9g|^- 

Em analogia com as teorias de gauge usuais (Q.E.D, 

Q.C.D, etc) onde a transformação de gauge muda somente a forma 

funcional dos campos, mantendo inalterados seus argumentos, po' 

demos definir uma espécie de transformação de gauge para os cam 

pos da corda (X*^ e g^j^) usando-se a variação ô: 

gGauge^^y = ôX^ 

^Gaugog 
ab = 5g ab 
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Embora essa definição não seja imprescindível , 

ela será utilizada no capTtulo 2 ao introduzirmos a transfor- 

mação de B.R.S.T. para os campos da corda. 

A partir da variação total (6) dos campos e 

a fver IV-8 e IV-9) e a variação devido a mudança no arqu- 
^ab ^ 

mento (6^), dada em (IV-11), podemos obter explicitamente a 

variação funcional 6 usando IV-12. 

No caso de X^: 

ôX^ = óX^ - õ^X^ = 0 - e^9 X^ , a 

assim: 

ôX^ (IV-13) 

Analogamente para (ver seção A3 - apêndice A) 

após alguma álgebra obtem-se: 

V 
a 

ôg ab 
(V e, + V, e ) 

a b ha/ b a 

representando a derivada covariante 

,a 

V U** = + rj U® , 
c c ca 

(IV-14) 

(IV-15) 

(IV-16) 

com sendo os sTmbolos de Christoffel: 

d _ 1 
^ab ~ 2 

~ 8 g u c^ab í^a^cb + ^b^ac 
(IV-17) 



44. 

Ao trabalharmos com a teoria de cordas como uma 

teoria de gauge, veremos que o campo g^j^ desempenhará o papel 

de campo de gauge da teoria, no sentido que g^j^ possui graus 

de liberdade espúrios e que serão eliminados através de equa- 

ções de vTnculo como acontece com os campos de gauge usuais : 

como por exemplo o campo eletromagnético possui 

dois graus de liberdade não físicos que são eliminados no pro^ 

cesso de fixação de Gauge. 

No nosso caso como g^j^ é um tensor simétrico te- 

mos inicialmente três graus de liberdade: g-|i> 921’ ^22’ 

como vimos em IV-14, através de uma reparametrização caracte- 

1 2 
rizada por dois parâmetros independentes e e e obtemos uma 

nova forma funcional para o tensor métrico g 
ab' 

' 3ab(^> + «9ab(^> 

= 9ab<í) - (’a^b + 'b^a> d''-!») 

Embora a demonstração seja nao triviafé na- 

tural esperar que sempre seja possível determinar os parâme- 

12 
tros E e e de tal maneira que a reparametrizaçao acima eli- 

mine dois graus de liberdade do tensor Mostra-se ainda 

1 2 
que a escolha de e e e pode ser tal que g^j^ possa ser escrj_ 

to na forma: 

9ab = 9 • ('«-'S) 

onde p é 0 chamado fator conforme, e representa o único grau 

de liberdade restante em g^j^ após a repa rametri zação IV-18 
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Um espaço com uma métrica que tem a forma IV-19 

é chamado de conformalmente chato. 

Do ponto de vista de Teoria de Gauge veremos que 

a obtenção da forma (IV-19)para o tensor corres pondera a 

uma fixação de gauge (gauge conforme). 

Tranformaçoes Conformes 

E interessante notar que a escolha dos parâme- 

tros e que nos possibilitou escrever g^j^ na forma confo£ 

malmente chata (IV-19) não e unTvoca, ou seja, após a fixação 

do gauge conforme temos uma simetria residual. Isto significa 

que existe ainda um conjunto de reparametrizações capaz de 

manter o tensor métrico g^|^ com a forma dada em IV-19. Para co 

nhecermos esse conjunto de reparametrizações residuais e inte- 

ressante estudarmos a variação da forma funcional da métrica 

a em torno do gauge conforme (IV-19), antes disso é convenien- 
^ab 

te reescrevermos o gauge conforme (IV-19): 

Com p = e'*’ , temos g^^^ = 

onde (|) ê uma função qualquer, escalar por reparametri zações. 

Usando (IV-14) temos a variação infinitesimal t£ 

tal na forma de g^j^ em torno do gauge acima: 

«g'ab = - (''a^b + ’b%) 
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^9ab " 9,h - ab ^ a"b ba 

0 novo tensor métrico é dado então por; 

9ab ^ab ^ 

s^b = (’ + «1’)3ab - <’a"b + ’b"a> 

Portanto para que o novo tensor tenha a mes- 

ma forma conforma 1 mente chata de 

9âb " ‘^ab ’ 

onde p' é um escalar, e suficiente que os parâmetros sa- 

~ f 1 5) 
tisfaçam a seguinte equaçao'' ' ' : 

- (’a=b + ’b=a> = f 9 ab 
(IV-20) 

onde f é uma função escalar qualquer. 

Assim 0 conjunto de reparametrizações que mantem 

~ 1 2 
a forma do gauge conforme e determinado pelas soluçoes Eg(ç ,ç ) 

da equação IV-20. 

traida 

Lembrando que 

com g^^ determina f 

_ K 
g 9ab " ^ ® equação 

em função de e®: 

IV-20 con- 

,ab 
(''a^b ^ 'b^a)» 

ab 
9ab^ 

e assim: 
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f = - 

Substituindo f de volta em IV-20 temos a equação 

diferencial para 

’a'=b + - (’""c>9ab = ° 

£ fácil ver que essa equação (seção A4 - Apêndi- 

ce A) é equivalente as condições de Cauchy-Riemann de analitj_ 

cidade: 

1 , 2 . , 1 _ , 2 

Ou introduzindo-se as variáveis complexas (seção 

A4 - Apêndice A) z e z: 

z = + iç^ ; z = - iç^ 

as condições de Cauchy-Riemann podem ser reescritas: 

8-e"(z,z) = 0 , (IV-21 ) 

onde e^(z,z) = e (z,z) + i e (z,z) 

A condição IV-21 indica que ê uma função ana- 

lítica de z, portanto o conjunto de reparametri zações que maji 

têm a forma do gauge conforme, também chamadas de transforma- 

ções conformes, ê formado por todas as reparametrizações ana- 

líticas da variedade bidimensional M dos parâmetros da corda. 



48. 

Isso quer dizer que as transformações conformes 

são geradas por um conjunto infinito de geradores (operadores 

de Virasoro), pois o fato de ser uma função analítica de z 

indica que pode ser expandido numa série de potências com 

infinitos termos onde cada coeficiente dessa série corres- 

ponde a um parâmetro da transformação conforme que naturalmeja 

te deve ter o gerador correspondente, pois o número de parâme^ 

tros de um grupo, no caso o grupo conforme, é igual ao número 

de geradores do grupo. 

E importante notar que muitas características im 

portantes da Teoria de Cordas são consequências do fato que o 

grupo de simetria da teoria (Grupo Conforme) tem um número ijn 

finito de geradores que aliás é decorrência de trabalharmos 

com uma teoria bidimensional já que o grupo conforme em 4 (qu£ 

tro) dimensões, por exemplo, possui apenas 15 (quinze) gerad£ 

res . 

Por último é interessante notar que em consequêji 

cia da invariancia da ação S da corda, sob reparametri zações 

infinitesimais que preservem a borda de M, a variação funcio- 

nal de S»6S, também será nula por tais reparametrizações (ver 

Apêndice A - seção A5)'. 

ôS = 0 (IV-22) 

Encarando-se então a variação funcional (6) como 

sendo a variação por transformações de gauge (ô ), vemos que 

a ação S é invariante de gauge e essa é uma das razões pelas 

_ P 
quais achamos conveniente identificar ô com 6 , essa identifj_ 

cação será usada no capitulo seguinte. 
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CAPITULO 2 

SIMETRIA DE B.R.S.T. E FIXAÇAO DE GAUGE 

I - introdução 

No processo de quantização de teorias de gauge é 

necessária a fixação de gauge para separarmos os graus de li- 

berdade que são espúrios e obtermos um espaço de estados físi- 

cos com norma definida positiva. Para que esse processo de fi- 

xação de gauge seja implementado de uma maneira covariante, em 

geral precisamos introduzir novos campos na teoria chamados fani 

tasmas e anti-fantasmas, que não são campos observados na natij 

reza. 

Na quantização via integrais de trajetória o apa- 

recimento desses novos campos é bastante claro através do meto 

do de Faddeev-Popov (ref (16) - sec. 9.2) que é baseado exclu 

sivamente na simetria de gauge da teoria. 

0 processo de fixação de gauge, em geral, adicio- 

na dois novos termos a lagrangeana inicial (Lq) e passamos a 

trabalhar com uma lagrangeana total (L): 

^ = ^0 ^F.P. ^G.F. 

termo de Faddeev-Popov que contém os novos campos cha- 

mados fantasmas e anti-fantasmas de Faddeev-Popov. 

termo de fixação de gauge. 
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f l 7 \ 
Foi notado por Becchi , Rouet e Stora em 1 976'' ' ’ 

que a lagrangeana total L e invariante por uma transformação 

nilpotente nos campos conhecida hoje em dia como transforma- 

ção de B.R.S.T. (Becchi, Rouet, Stora e Tyutin). Posteri ormejn 

te (1979) Kugo e Ojima^^®^ provaram que a imposição do princ^ 

pio de simetria de B.R.S.T. leva a uma boa definição dos est£ 

dos físicos da teoria,, ou seja, a norma desses estados é não 

negativa, o que equivale a dizer que a teoria e livre de fan- 

tasmas ("No ghost theorem"). 

n 91 
Hoje em dia propoe-se' veremos a seguir, que 

a simetria de B.R.S.T. seja usada como um princTpio guia no 

processo covariante de fixação de gauge. 

II - TRANSFORMAÇÕES DE B.R.S.T. 

Inicialmente para apresentarmos as transforma- 

ções de B.R.S.T. e interessante estudarmos o caso das teorias 

de gauge usuais que e o exemplo mais simples onde aparecem tais 

transformações. Além disso o resultado obtido aqui após a fi- 

xação de gauge, poderá ser comparado com o resultado obtido 

pelo método de Faddeev-Popov na ref. (16) - sec. 9.2. 

No caso das teorias de gauge usuais (Q.E.D. , 

Q.C.D., etc) baseando-se no princTpio de simetria de gauge 

construimos uma lagrangeana (L^) invariante por transforma- 

r' â 
ções de gauge (6 ) e função dos campos de gauge (A^ ) e dos 

campos de matéria (ij; ,((>,... etc): 

tg = tg (A^^ , ijj, (j), . . . ) ; a = 1,2,...N ~ ^ 
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onde N é 0 número de geradores, ÍTg}, do grupo de gauge da teo 

ria. Esses geradores satisfazem as relações de comutação: 

|t , tJ = if , ^ T a,b,c = 1 . . .N 
L a b t ab c 

f são as constantes de estrutura do grupo de gauge (G). 
a b 

A cada gerador associamos um parâmetro e® que 

em geral assume valores diferentes em diferentes pontos do es- 

paço-tempo: = e^(x). Esses parâmetros são números reais 

(e^ = e) e bosõnicos (comutantes). 

Em geral, um elemento do grupo de gauge G e escri 

to na forma: 

U^{x) = exp{- ie^(x)T^} a = 1,2,...N . 

Os campos de matéria normalmente estão na repre- 

sentação direta do grupo de gauge,assim sob uma transformação 

de gauge (U ) eles variam da seguinte maneira: 

4,' (X) = = expí- ie^(x)T^}4;(x) 

ou infinitesima 1mente: 

ip' - ijj = = - U^(x)T ip(x) 

Os campos de gauge (A^) 

junta do grupo de gauge: 

A' = U A - iU a 
y E y e e y e 

(II-2) 

estão na representação ad 



52 . 

onde A = 
y y a 

Infinitesimalmente temos a variação do campo de 

gauge proporcional a derivada covariante: 

Ô^A^ = (D e)® = 9 e® + f a A^e^ (H-3) 
y y y bc y 

Isso é tudo que precisamos saber sobre teorias 

de gauge usuais. 

~ D 
As transformações de B.R.S.T. (6 ) podem ser de- 

— r 
finidas a partir das transformaçoes de gauge (6 ) de maneira 

direta, simplesmente escrevendo cada um dos parâmetros e^(x), 

como 0 produto de duas grandezas grassmannianas (X e c^(x)) , 

por exemplo no caso de um campo de matéria ip cuja transforma- 

ção de gauge é dada em (II-2): 

= - ie^(x)T^i[j 

j 
com 

E^(x) = xc®(x). (II-4) 

temos a transformação de B.R.S.T.: 

= - iAC^(x)Tgijj . 

Toda dependência local de e^(x) está nos campos 

c^(x) pois X é uma constante. 0 caracter grassmanniano dos 

c^(x) e de X é dado pelas relações: 

{c^,c^} = c^c^ + c^c^ = 0, {c^,x} = 0, {x,e} = 0,...etc. 
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onde e é uma outra cte grassmanniana como A. 

Os campos c (x) sao definidos como herniiteanos : 

= c^. Consequentemente para que os parâmetros e®(x) se- 

jam hermiteanos é preciso que as constantes grassmannianas co 

mo A sejam anti-hermiteanas: A^ = - a 

prova: (e®)^ = (Ac®)"^ = (c®)'^a''' =- a"^ (0®)"^=- a''’c®, 

apenas com a”*" = - A temos: 

(e ) = Ae = e 

E importante notar que a lagrangeana como re- 

* r 
sultado da sua invariancia de gauge, ó^L = 0, e invariante por 

B.R.S.T.: 

6 
G 

= Ac 
0 (II-5) 

A transformação de B.R.S.T. dos campos c^(x) é de 

finida de tal modo que a transformação de qualquer campo (in- 

clusive os c®(x)) seja nilpotente*: 

(6®)^ = 0 

Deve-se tomar 0 cuidado de a cada vez que aplicarmos uma 

transformação de B.R.S.T. usarmos uma cte.grassmanniana di- 

ferente: A , e , e .... etc. 
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Agora, através de suas transformações introduzire- 

mos mais 2N campos hermiteanos c^, que serão uteis posterior 

mente no processo de fixação de gauge: 

6® E^(x) = íàB^(x) (II-6) 

— B B “ â 
e como resultado da nilpotencia: 6 (ô c ) = 0, temos: 

ô^B^(x) = 0 (II-7) 

os c^(x) são grassmannianos: 

íc^,U = {c®.c^} = {c®,c^} = 0 

Como a transformação de B.R.S.T. não muda o carac- 

ter bosônico (ou fermiÔnico) do campo transformado, o caracter 

dos campos B^(x) deve ser bosÔnico. 

Agora então todos os campos que serão importantes 

no processo de fixação de gauge jã tem a sua 1ei de transforma- 

ção de B.R.S.T. bem definida, com exceção dos campos c (x) cuja 

B â ^ 
lei de transformação (6 c ) determina a nilpotencia das trans- 

formações de B.R.S.T.. Na verdade no exemplo de fixação de gau- 

ge em que estamos interessados não e necessário conhecermos ô c 

e por essa razão ê que essas transformações não serão dadas aqui. 
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Posteriormente verificaremos que a ação total ob- 

tida após a fixação de gauge possui simetria por B.R.S.T. como 

jã havia sido notado por Becchi, Rouet e Stora. Portanto pode- 

nemos associar ã transformação de B.R.S.T. uma carga conserva- 

da (Qg) através do teorema de Noether. Essa carga conservada 

desempenha o papel de gerador da transformação. Isso nos permi 

te definir de uma maneira compacta a transformação de B.R.S.T. 

dos vãrios campos que aparecem na teoria: 

= ((.'- <J) = [iAQg,<(.] = i(AQg(j) - (j.ÀQg), (II-8) 

onde ()) pode ser qualquer campo da teoria, inclusive os novos 

campos c®, c^ e B^ introduzidos aqui. 

Como já vimos, a transformação de B.R.S.T. não mu 

da 0 caracter dos campos, portanto devido ao caracter grassman 

niano de A para que (II-8) seja uma legitima transformação de 

B.R.S.T. é preciso que Qg tenha caracter fermiÔnico: 

Qg = 0; {Qg,A} = 0; {Qg,A‘^} = 0 ;...etc. (H-9) 

í importante notar que as transformações físicas 

são aquelas que preservam a norma dos estados físicos, ou se- 

ja, 0 operador que representa uma transformação fTsica (U) de- 

veserunitãrio: 

= U“^ (II-IO) 

Para que a transformação definida em (II-8) seja 



unitária é preciso que a carga de B.R.S.T. seja hertni teana; 
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Verificamos esse resultado escrevendo a transfor- 

mação infinitesimal (II-8) na forma de uma transformação fini- 

ta. Notemos que devido a nilpotencia da carga Qg a transforma- 

ção (II-8) é exatamente igual a seguinte transformação finita: 

(f)' = exp(iAQg)(j> exp(-iAQg) (11-11) 

ou 

c|)' = Uí()U ^ com U = exp(iAQg), U ^ = exp(-iAQg) 

Impondo a unitariedade (II-IO) e lembrando que 

A^ e Qg são números anti-comutantes e que A e anti-hermiteana 

(a^ = - a) obtemos a condição de hermiticidade (II-ll): 

U'*' = expí + iAQg)"^ = exp (-i QrA’*') = exp(-iAQR) = U”^ se qJ = Q^. 
'B 'B ^B 

Como esperado, as transformações definidas em 

(11-8) são nilpotentes: 

ô^6%) = [ix'Qg, [ixQg.(l)]] 

- x'QgAQg(f> + A'Qg((.AQg + AQg<|.A'Qg - AQgA'Qgct. 

(1) (2) (3) (4) 
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Embora não seja necessário podemos admitir por 

simplicidade que <() e bosÔnico: 

assim usandO“Se o caracter fermionico de Qg,X e A e fácil 

ver que(l)e{4) são nulos e(2) cancela (3), obtendo-se a nilpo^ 

t ê n c i a : 

({8)2 = 0 

Principio de Simetria por B.R.S.T. 

Definimos agora os estados físicos da teoria co- 

mo sendo aqueles que são invariantes por transformações de B. 

R.S.T.: 

U|fis> = |fis> = exp{iAQg)Ifis> 

2 
usando a nilpotencia Qg = 0 temos: 

U|fis> = |fis> = ( 1 + iAQg)lfis>. 

Consequentemente devemos ter: 

Qg[fis> =0 (11-12) 

Esse é 0 chamado princípio de simetria por B.R.S.T.. 
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suficientes para determinarmos a função G. Mas através do "aji 

satz" (11-14) se tivermos o conhecimento antecipado de um dos 

dois termos ou ^pp) teremos uma idéia mais precisa sobre 

a função G. 

Pensando dessa forma tentaremos obter G e conse- 

quentemente 0 termo de Faddeev-Popov (Lpp)a partir do conhec^ 

mento do termo de fixação de gauge (^gp) que em geral e escri_ 

to como 0 produto de campos auxiliares (R ) pelas funções que 

fixam 0 gauge (f^): 

LgP = R^f® a = 1 ,. . .N , 

onde N é 0 número de geradores do grupo de gauge. 

As equações de movimento para os campos auxilia- 

res R® dão origem as condições de gauge. 

9 t p r 3 
  = 0 implica em f” = 0 

3R® 

Portanto se identificarmos os campos R® acima com 

os campos obtidos da transformação de B.R.S.T. dos campos 

c^ (ver II-6) poderemos escrever o termo de fixação de gauge 

na seguinte forma: 

ALgp = - i(ô^éjf^ (11-15) 

assim em (11-14) : 

A(Lgp + Lpp) = - ió ^G 
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{-i(ó^c®)f^ + ALj-p} = - iô^G 

Comparando os dois lados somos levados a escre- 

G = (11-16) 

e 

ALpp = - (11-17) 

A solução geral G dada acima pode ser aplicada 

para qualquer condição de gauge (f ) que seja bosonica (comu- 

tante) e real (hermiteana), pois G deve ser grassmanniana e 

hermiteana como vimos em a) e c). Aplicando-se uma transform^ 

ção de B.R.S.T. na expressão (11-14), devido a nilpotência , 

(6^)^ = 0, obtemos: 

= ô^(Lgp + Lpp) = 0 

dessa forma, como a lagrangeana inicial é invariante por 

B.R.S.T. (ver II-5), a invariãncia da lagrangeana total L estã 

assegurada: 

ô^L = + L') = 0. 

Essa é a simetria que Becchi, Rouet e Stora ha- 

(17)_ 
viam notado em 1976 
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Exemplo de aplicação do "ansatz" (11-14) 

Para compararmos com o resultado da refer. ( 16) 

usaremos as condições de gauge: 

+ 1 aB® = 0 
y 2 

a = 1 . . . N , 

de 11-15 e II-6 temos o termo de fixação de gauge 

I .,„B-av^a 
Xtgp=-l(óc)f =XBf 

Lgp = . 

de 11-17 e II-7 temos o termo de Faddeev-Popov: 

AL 
FP 

ic®6^f® - íc®(3’^<S^A^ + I ô^B^ ) 
\\ C 

mas de II-3 e II-4 = aD C^, como Ac^ = - C a 
y y a 

Lpp = iE^a^(D c^) 

Consequentemente tem-se a lagrangeana total 

L = L„ + ic® 9^(D c®) + B^ía^^A® + ^B^) 
0 ' y ' '■ y £ ' 

Usando a equação de movimento para B' 

3L 

3B‘ 
= 0 B a _ 

3^A^ 
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substituindo do volts n& logrsngo&ns totsl obtomos 

L = L„ + iE^a^íD c"») - — 

Esse é exatamente o mesmo resultado obtido na li- 

teratura (ver (16) - sect. 9.2) usando-se o método de Faddeev- 

Popov, basta fazer a identificação. 

^ anti-fantasma de Faddeev-Popov. 

.< ^ fantasma de Faddeev-Popov. 

Assim baseando-se no princTpio de simetria de B. 

R.S.T. (que pressupõe a simetria de gauge) obtem-se o mesmo re^ 

sultado do método de Faddeev-Popov que é baseado exclusivamen- 

te na simetria de gauge. 

III - SIMETRIA DE B.R.S.T. NA CORDA BOSÕNICA 

Introdução 

Agora tentaremos aplicar o método descrito na se- 

ção II, na fixação do gauge conforme na corda bosônica livre . 

Para isso notemos que o procedimento básico na seçao II foi o 

seguinte: 

a) Definimos as transformações de B.R.S.T. para os campos 

que aparecem na lagrangeana inicial Lq como sendo as 

transformações de gauge desses campos, mas escrevendo o 
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parâmetro da transformação de gauge na forma: 

e®(x) = ÀC®(x) 

onde os c°(x) são os fantasmas de Faddeev-Popov. 

Enquanto que a lei de transformação dos c^(x) foi 

definida tal que se tenha a nilpotência: 

0 

Por último introduzimos novos campos c^(x) e B^(x) , 

que desempenharam papel de anti-fantasmas de Faddeev-Popov e 

campos auxiliares respectivamente. 

b) Como a ação total era invariante por B.R.S.T.: 

ô^S dn ô^L = 0 

D 
introduziu-se uma carga conservada Q que foi usada na 

definição dos estados físicos da teoria a partir do priri 

cTpio de simetria por B.R.S.T. 

QgIfis> = 0 . 

c) finalmente escrevemos: 

ALgf = - i(6^c^)f® 

ALpp = - iãg{6^f®) 

onde f^ = 0 são as condições de gauge da teoria. 



E assim o termo de fixação de gauge mais o de 

Faddeev-Popov (i-Qp + escrito a partir da transfo^ 

mação de B.R.S.T. de uma certa função G e adicionado a la- 

grangeana inicial sem alterar a física: 

<fis|ô^G|fis> = 0 

Transformaçoes de B.R.S.T. na Corda BosSnica 

Seguindo então o procedimento do item anterior , 

a primeira coisa a fazer e definir-se a transformação de B.R. 

S.T. para os campos da corda (X^ e g^|^) a partir das suas res- 

pectivas transformações de gauge. No caso da corda, como vimos 

no capítulo 1, a transformaçao de gauge (ó"^) pode ser identifi 

cada com a variação na forma funcional dos campos (ô) devido as 

reparametrizações de t e a. Assim temos (ver IV-13 e IV-14, ca 

p í t u 1 0 1 ) : 

Gyy _ - X' 
ã ^ 9ab + V, E ); ' a b b a ^ a ,b = 1,2 

Por definição, escrevendo-se os parâmetros e® co- 

mo 0 produto de duas grandezas grassmannianas: 

e^(ç) = 9n^(ç) (III-l) 

tem-se as transformações de B.R.S.T. dos campos da corda: 
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(III-2) 

' ■ ®(’a"b ^ia> 

onde 

0 é uma constante grassmanniana anti-hermiteana, como a 

constante X do item anterior, 

n (ç) são campos grassmannianos hermiteanos análogos dos 

campos c^(X ) . 

A transformação dos campos n^(ç) e determinada 

de tal maneira que a transformação de B.R.S.T. de qualquer cam 

B 2 ~ 
po seja nilpotente, (6 ) = 0, com essa condição obtem-se: 

(III-4) 

Podemos verificar por exemplo que a transforma- 

ção acima leva a nilpotencia da transformação do campo X^: 

= - 6n®3 x'" 
a 

6®(ó^X'') = - 0(-0'n^9(.n^9gX^) - 0n®9^(- e'n^9jjX*') 

â 3 
com T] 0' = - 6'n 

6®(6^X^) = 00 ’ {n^( 9^n^) 9gX^ - n®(9gn^)9jjX^} - ee ' n®n‘^9g9[^x'^ 

lembrando que n^n^=- temos; 

6®(6^X^) = 0 



Analogamente mostra-se: 

= 0 

A variação dos campos n^ (III-4) pode ser escrita 

numa forma explicitamente covariante: 

a 6 n - 0n^v^n^ (III-5) 

jã que (vide (IV-17) - capTtulo 1) 

As relações (III-l), (III-2) e (III-5) mostram que 

0 caracter tensorial dos campos e perante reparame- 

trizações Õ preservado pelas transformações de B.R.S.T. 

Como estamos interessados na fixação do gauge co£ 

f0 rme: 

9ab " P^ab ’ 

devemos ter duas condições de gauge: 

9i2 "923 = ''' = ° 

(III-6) 

911 ~ ^22 ^ ^ 0 

2 

Assim necessitaremos de dois campos auxiliares 

B^(ç), B^íí) obtidos a partir da transformação de B.R.S.T. dos 

campos e ^2 9^® análogos para a corda dos campos c® 

do item anterior, analogamente a (II-6) e (II-7) temos: 
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6 = Í0B^ (III-7) 

Ô^B = 0 
â 

(III-8) 

Agora que as transformações de B.R.S.T. dos vá- 

rios campos da teoria ja estão definidas, seguindo o procedi- 

mento do item anterior o prÕximo passo no processo de fixação 

de gauge e introduzirmos o gerador das transformações de B.R. 

S.T., Qg, e definirmos os estados físicos da corda a partir 

do principio de simetria por B.R.S.T.: 

Qg1fis> = 0 

Essa definição nos leva a escrever os termos de 

Faddeev-Popov (Tpp) e o de fixação de gauge (^Qp) a partir da 

transformação de B.R.S.T. de uma certa função G ("ansatz" 11-14) 

de tal maneira que Lpp + L^p possa ser adicionado a lagrange^ 

na inicial da corda sem que a física da teoria seja alterada 

(<fis|5G|fis> = 0). Em analogia as equações 11-16, 11-15 e 

11-17, para a fixação do gauge conforme temos: 

G = 

* -r ~ 
Apesar de 6 e B possuirem um índice inferior eles nao se 

â d 
comportam como vetores covariantes sob reparametrizações , 

como veremos no apêndice C esses índices servem apenas para 

enumerar os graus de liberdade retirados na fixação do gau- 

ge conforme. 
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onde 

9^2 

com: 

(III-9) 

eLpp = - iÇj,(S®f") (III-IO) 

nica: 

No capitulo 1 vimos que a ação para a corda bos^ 

S = d^çt L = 

Além de ser invariante por reparametrizações da 

variedade M, era invariante pelas transformações funcionais 

(ô) nos campos e g^^^, 6S = 0, e ao associarmos a transfor- 

mação ô com a transformação de gauge (ô ) vemos que S ê inva- 

riante de gauge e como as transformações de B.R.S.T. são defi_ 

nidas a partir das transformações de gauge apenas reescreven- 

â cl 
do 0 parametro de gauge: e = 0n j S deve ser invariante por 

B.R.S.T.: ô^S = 0. Usando o "ansatz" (11-14) e a nilpotencia 

(6®)^ = 0 temos 5®(í-qp + = 0 e consequentemente a ação 

total (Sy) para a corda é invariante por B.R.S.T.*: 

6^S- 6®{S + 
í^2 d‘^ç(Lgp + Lpp)} " 0 

*Na verdade Sy é invariante apenas por transformações de B.R. 

S.T. que satisfazem certas condições de contorno. (Ver A5, A 

pêndice A) . 
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Isso significa que o gerador Qg dessas transfor- 

mações é uma carga conservada. 

A lei de transformação dos campos ç estã dada 
d 

em III-7 e a dos vínculos f^ pode ser obtida a partir da lei 

de transformação do campo g^^g (III-3), assim já estaríamos em 

condição de escrever explicitamente os termos de Faddeev-Popov 

(Lpp) e 0 de fixação de gauge (í-gp) usando-se as prescrições 

III-IO e III-9 respectivamente. Tem-se então a ação total pa- 

ra a corda bosÔnica livre no gauge conforme: 

Í.2 
/g g^^3^X^9gX^ + Lpp + L^p) 

Entretanto será mais conveniente ao estudo da anO' 

malia de Weyl na corda bosônica, realizado no capitulo 3, tr^ 

balharmos com os seguintes campos: 

(III-ll) 

-1/4 
'ab 'ab 

(III-12) 

~ab 1/4 ab 
g = g g 

~C / c 
n = V g n (III-l3) 

E os vínculos f“ (ver III-6) sao reescritos: 

f ~ 312 ~ ^ 

~2 _ ^11 ~ ^22 

(III-14) 

2 
0 



Assim os termos de Faddeev-Popov e fixaçao de ga£ 

ge (III-9 e III-IO) ficam: 

gLgf = - 

(III-15) 

et,p=-i 

Usando a transformação dos campos g^j^, e da- 

das em III-3, III-2 e III-4 respectivamente, obtemos (seção A3, 

Apêndice A)I 

(9 n^) _ 
. _ e{n^9g + —^2 ^ (III-16) 

^ (III-17) 

- ^0,>i'=))9ab ^ < VXb V'>9ca > 

A partir de (III-18) e (III-14) obtemos: 

í¥ = - 6((nS_, + ^ (3^n")) f + P2"' - '' > 

(III-19) 

í¥ = - e{(n"a, +7(8/»’’^ ^ ‘*1"^ ■ ^ - ¥^>'' > 

(III-20) 

onde ~ _ “ 

t' = g,^; ^ e V = ^(g„ + 922) (ni-21) 



72. 

~ ~ B d 
Usando-se então essas expressões para 6 T e 

B — 
a relação (III-7) para 6 podemos construir a ação total p^ 

ra a corda bosÔnica livre no gauge conforme a partir das pre^ 

crições (III-15) para í-pp e 

d^ç (í- + ^Qp + ^pp) , 

M 

/ ab /- ~ab . 
como /g g = ‘'g g temos: 

S 
T 

d^ç{-^ /g g^^ 8_X^9lX^+ rP. vy 
a b 

M 

- iç-| { ^ ^ ^2*^^ ~ 

- iÇ2Í(n''3c + (^1^^ ■ 

B + 
d 

. 2>:>2 ^ 2 9^n ) f + ( 3-|n 

+ (3-|n^ 

82n^) V } 

82n^) V } 

(III-22) 

por Fujikawa 

ç, = 

Essa açao corresponde exatamente a 

fazendo-se a correspondência: 

Fu j 
0 = - 1 6 

açao 

íB 

obtida 

Fuj . 

Formalismo de Supercampos 

Até aqui temos trabalhado com campos f do tipo: 

onde Mea variedade bidimensional varrida pela corda no espaço 

tempo. 
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E temos tratado a transformação de B.R.S.T. como 

uma transformação interna, ou seja, que atua somente nos cam- 

pos, deixando a variedade M inalterada. Entretanto de modo a- 

nãlogo ao que se faz em supersimetria^^ pode-se estender a 

variedade M de tal maneira que a transformação de B.R.S.T. pos 

sa ser implementada na própria variedade^^^^. 

Seja 0 produto de duas transformações de B.R.S.T.; 

U(À)U(a) 

[^Qd >“Qd1 
iAQg iaQn Í(a + A)Q + i^^ + ... 

e e = e 

Devido a nilpotencia de Qg sÕ o 1? termo da se- 

rie acima Ó não nulo e temos; 

U(X)U(a) = U(a+A) (III-23) 

onde A e a são constantes grassmannianas anti-hermiteanas. 

A expressão acima nos sugere estender a varieda- 

de M através da introdução de uma variável grassmanniana e de 

maneira que a transformação de B.R.S.T. corresponda a umatrans 

lação em e. Os campos da teoria passam a ser funções de 

e 0 , aqueles que satisfazem a seguinte lei de transformação 

são chamados de supercampos: 

$(ç.e) = o(ç,0 + A) = o'(ç,e) , (III-24) 

ou seja, os supercampos são escalares por B.R.S.T. Essa lei 

de transformação e derivada de (II-ll). 
2 

Como e =0, sem perda de generalidade temos a 
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- 0{(n^3^ + ^(9(,ri*^))T^+(32n^-3iri^)T^ + (3^n^+92nV(0} 

í^(ç>e) = T^ç) - 0{(nS^ + i(8^n^))í^+(9in^-92nV^ + (9-|n^-92n^) V(ç)} 

(III-30) 

Ça(ç>0) = Çg(ç) + i0B^ 

onde V = + 9^2) , = g^2 ’ ^ -- 2 

E fácil ver que 0 produto de dois supercampos eum 

s upercampo: 

seja $2(Ç»0) 

e ^ $ 3(^,0) e 
i aQ 

í'l(ç.0) <i>2(ç>e)> como e^'^^ = 1 

usando a definição (III-26) 

^3(^.0) == $-,(?,0 + A) $2(ç,0 + a) = <!>](?,0) $2(^.0) 

-J>3(Ç »0) = $3(ç,0 + a) 

Agora que estamos trabalhando no superespaço (ç\ 

2 
ç ,0) para obtermos a ação a partir da densidade de lagrangeana, 

alem de integrarmos em ç e ç devemos integrar em 0. Usando a 

integral de Berezin: 

f 
de de = 0 
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Da expansão (III-25) temos: 

O 

de<i>(ç,0) = de 0) + de eiij(ç) = i|>(ç) , 

assim de (III-27) tem-se: 

n 
de ■!>(<;,e) = ei^ = ô $(c, 0) 

Comparando-se essa expressão com (ver III-15) 

'-FP) ° 

podemos escrever: 

de Cg(c,e)f®(ç,e) (III-31) 

Com essa prescrição,a partir dos supercampos da- 

dos em (III-30) obtem-se^^^^ exatamente os mesmos resultados 

para Lpp e Lgp obtidos anteriormente sem o uso de supercampos. 

A ação invariante por B.R.S.T, III - 22, serã usa 

da no proximo capTtulo no calculo da anomalia de Weyl na corda. 
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CAPÍTULO 3 

O METODO de FUJIKAWA 

I - INTRODUÇÃO 

Em geral uma teoria c1assicamente possui várias s^ 

metrias e a cada uma dessas simetrias associamos uma corrente 

de Noether que é conservada: 

9 j’' = 0 (I-l) 
y 

Entretanto ao quantizarmos a Teoria, em geral, ve- 

rificamos que nem todas as simetrias clássicas podem conviver 

simultaneamente na teoria quântica. Somos obrigados a escolher 

aquelas simetrias que devem sobreviver em detrimento de outras. 

Para as correntes de Noether associadas com aque- 

las simetrias que são quebradas no processo de quantização ou 

mais especificamente no processo de regularização da teoria quãn- 

tica, temos agora uma equação um pouco diferente de (I-l): 

9^j’' = A (1-2) 

A quantidade 'A' passa a ser denominada de anoma- 

lia associada com a simetria que foi quebrada. 

As anomalias podem ser observadas nos gráficos de 

Feynmann da teoria, ordem a ordem. Nesse caso estamos fazendo 

uso explícito da teoria de perturbações na constante de acopla- 
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mento em questão. Entretanto esse não e o único método, as ano 

malias podem ser obtidas diretamente da integral de trajetória 

e 0 procedimento e o seguinte: 

Inicialmente escolhemos as simetrias que devem ser 

mantidas na teoria quãntica e definimos a medida da integral de 

trajetória de tal maneira que o funcional gerador obedeça 

essas simetrias. Feito isso calculamos a variação dessa medida 

devido a transformação da qual deseja-se obter a anomalia. Ob- 

tem-se então um fator Jacobiano, que em geral é infinito, no 

processo de regu1arização desse fator teremos a anomalia procu 

rada. 

0 método de Fujikawa consiste basicamente em es- 

crever-se 0 jacobiano mencionado acima na forma de uma exponen 

ciai de um fator infinito cuja regularização leva a anomalia. 

Como uma introdução ao método de Fujikawa mostra- 

remos seu uso no cálculo da anomalia quiral na Q.E.D. cujo re- 

sultado é bem conhecido.E depois de adquirida certa familiari- 

dade 0 método será aplicado na obtenção da anomalia conforme , 

ou anomalia de Weyl , na corda bosônica fechada. 

II - ANOMALIA QUIRAL NA Q.E.D. 

Baseando-se na simetria do grupo de gauge U(l) po 

de-se construir a lagrangeana da eletrodinâmica quãntica (Q.E.D.): 

Lqeq = í(i0 - ni)'í' “ í "" 0,1,2,3, (H-1) 

j; = . F"'' = - 3''A^ 
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0 = ^ - iqA = - iqA^y^ (H-2) 

onde q é a carga do elétron que esta representado pelo campo , 

e A é 0 campo eletromagnético, y^ são as matrizes de Dirac: 

íy\y"} = 2g"^ g^" = ( + 1, -1, -1. -1 ) 

Com 0 produto escalar no espaço de Hilbert definj^ 

I í 4 - 
do por: = Id x » temos a hermi ti ci dade: 

(W)^ = (i0) , (II-3) 

Trabal haremos na representação em que (y^)^ = y*^ e 

(y'^)^ =- y"^, j = 1,2,3, e temos ainda os resultados abaixo: 

(^5>^ = ’^5 ; 1'5 “ ■'■^O 

Tryg = Tryg ^ j6 = 0 (II-4) 

Tr(yg ^000)= 4i^ct3yô-^ (II-5) 

A integral de trajetória correspondente é dada por: 

W = 
F - 

V]i J[ n PA (x) exp iS|A 
X a = 0 

onde 

S = d^x ; Py(x) = n Pip(x) Pi|^(x) 
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Sejam as transformações quirais: 

ia(x)Y5 
' = e ijj 

Ía(x)Y5 
ip' = ip(x) e 

infinitesimalmente: 

(II-6) 

(x) = <íi(x) + i ct{x)Y5 i|^(x) 

í ' (x) = í)(x) + ia(x) Í(x)y5 

(II-7) 

E fácil ver que no caso de massa nula, a ação Sda 

Q.E.D além de ser invariante de Lorentz ê também invariante 

por transformações quirais globais, ou seja, com a(x) = cte. em 

(II-6). Temos a corrente conservada associada a essa simetria: 

jg = =. 0 (II-8) 

jg é a chamada corrente axial. 

Mas para estudarmos as transformações quirais no 

formalismo de integrais de trajetória e obtermos a anomalia quj_ 

ral, devemos trabalhar com transformações locais a = a(x) como 

em (II-6), usando então (II-7) e (II-2) é fácil ver que a ação 

varia da seguinte maneira sob transformações quirais locais: 

ôLq £ q = “ Íy'^Y5'J^ - o‘2im ngiJ 

= - 9^(a(x)j^) + a(x)(9^j^ - 2im i^Yg'!') 
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Desprezando o termo de superfTcie temos: 

ôS = S' S 
’ 4 u 
d X a(x) ( 9^J5 - 2im (II-9) 

Usando o método de Fujikawa^^ mostra-se que sob 

essas transformações quirais locais a medida da integral de tr^ 

jetõria sofre a seguinte variação: 

Vli - Vyí ]i n PA'(x) = Vix exp{-i a(x ) 2A( X )d^x } 
X a=0 “ J 

(II-IO) 

onde 2A(x) é a chamada anomalia quiral 

2A(x) = 

2 r- a B r: Y <5 
q ^3y6 

(11-11) 

A integral de trajetÕria como um todo deve ser 

invariante por tais transformações quirais locais: 

W = V\x e 
iS 

Vü = W 

usando (II-9) e (II-IO) temos: 

Pye^^ expi 

Vu e"'^ e^ 

*"d^X a(x)(3^j^ - 2imli;Ygi|) - iA(x)) 

(11-12) 

U é um funcional de a(x): 
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UIa(x) I 2im - 2A) 

torno de a 

Podemos expandir numa série funcional em 

0 e até 1- ordem obtemos: 

e^l“l - 1 + a-^ - 1 + ia(8^jg - 2im Ipy^ip - 2A) 

Usando esse resultado em (11-12), da condição de 

invariancia: W/W = 1, obtem-se a identidade de Ward-Takahashi: 

<9 jc> - 2im <ií)Yc'^> = <2A> , 

onde 

Vu 

<o> 
w r 

Vu e iS 

Seguindo o procedimento descrito na introdução 

deste capTtulo, a partir da variação da medida funcional*: 

Vu = n V^(x)V,jj(x) n VA (x) , 
X a = 0 “ 

sob transformações quirais locais, calcularemos 2A e mostrare- 

mos que 0 resultado corresponde realmente a expressão (II-ll), 

* 
A escolha de Dp e feita com base na simetria de Lorentz. 
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Para efetuarmos esse calculo e mais conveniente 

decompormos os campos i|j e í em autofunções de um determinado 

operador e trabalharmos com os coeficientes dessa expansão em 

vez dos próprios campos e iji. 0 operador escolhido Ó i0, pois 

como jã vimos,(II-3),ele Ó hermiteano e assim possui um conjun 

to completo de autofunções. AlÓm disso trabalhando-se com [2( man 

temos a covariancia de gauge da teoria. Outra razão para traba- 

lharmos com autofunções desse operador e que nesse caso a parte fer- 

miônica de , (11-1),fica totalmente diagona1izada, assim us£ 

remos as expansões: 

com 

♦ (x) + 

fh 

i£) (f>^(x) = X^<|)^(x) ; 

Podemos dizer que estamos passando do vetor colu- 

na 'a' cujas linhas são numeradas com o Tndice n, para o vetor 

coluna cujas linhas são numeradas pelo Tndice x através da 

matriz <x|n> = (x) . Sendo assim o jacobiano da transformação 

é: det<x|n>. 

Analogamente como íp^(x) = <m|x> o jacobiano da 

transformação do vetor linha b para íjj e: det <m|x>. 

Dessa forma terTamos "a princTpio": 
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Pm = n Vii(x-) ViIj(x) = det<m | x>det<x | n> n da^ db 
X n 

Entretanto lembrando que para fermions temos a in 

tegral de Berezin: 

^ di|^(x) ip(x) = 1 = jda^a^ , 

analogamente para í e b , então se i|^(x) = k.a devemos ter 

di|j(x) = da /k análogo para di(i(x). 

Portanto devemos escrever na realidade: 

■pu = (det<m|x> det<x|n>)"^ n da^db^ (11-14) 

Os (l)p(x) formam um conjunto ortonormal completo: 

<!>n(x)d'^x - 6^^ = <m|n> (11-15) 

Usando essa ortonormalidade é fácil ver que: 

det<mIx> det<xIm> = 1 , 

consequentemente: 

Pu = n da db 

n 

Assim, para sabermos como Py varia sob as trans- 

formações chirais (H-6) basta saber como variam os coeficien- 

tes das expansões (11-13). De (II-6) temos: 
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>í''(x) =Z_.an ® 
n m 

usando a ortonormal i dade dos {<!)„}: 
m 

m -li 

■Í“(x)Yr 4 ^ 
í(x)e <í)(x)dx)a 

' n'' ' ' n 

a' = C a ; C 
m mn n mn 

r_ i«(x)Yr 4 
<J)j^(x) e <l'^(x)d X. 

Lembrando do caracter fermiônico dos a^ (integral 

de Berezin) tem-se: 

n da' m 
m 

= (det C)~^ n da^ , 
n 

analogamente: 

n dB = (det C) n db , 
m ^ m 

m m 

portanto: 

fy = n da'db' = (det C) n da db„ rn m ' ' ^ m m 
m m 

(11-16) 

Trabalhando-se com transformações quirais infini- 

tesimais (II-7) ate a 1- ordem em a(x): 

Ía(x)Yc _ 
e =l+iot(x)Yg 

e usando (11-15) temos: 

C - 6 + i 
mn mn í^(x) cx(x)y5 <f'^(x)d X 



87. 

Como todos elementos fora da diagonal principal 

são integrais em a(x) temos: 

det C = 1 + “(x)>'5 'f>n,(x)d^x) 
m 

(det C)'^ = 1 - 2iE(fí^(x) ct(x )Y5Í>j^(x)d^x) 
m 

= exp(-2i d^xa(x) ^m(^)Y5<í>|^(><) ) 
m-” 

Usando em (11-16): 

V\i = fy exp{-2i d^xa(x) X 
m 

= pÍ expí- i2 [d^x a(x) A(x)} (ver II-8) 

com 

A(x) = I 
m 

(11-17) 

Como os formam um conjunto completo vale: 

m 

(11-18) 

onde: a,B = 1 ..4 são Tndices que numeram as linhas dos espinoi 

res <1)0(1). 

Consequentemente a quantidade A(x) não é bem defj_ 

ni da: 

A(x) =L:(x)vj*> ■ 



88. 

ip(x) 

ta-se que 

e R temos 

mitada entre 

neira: 

A(x) = 

^ A(x) = 

tes acima. 

A(x) = 'Z 
n ,a , 

Portanto precisamos regularizar A(x). 

Reguiarização 

Para regularizarmos A(x) notemos que: 

= S an<í>n(^) (■'0)<t>n = ^n'í>n ^ ^ 

Usando a expansão acima na lagrangeana (II-l) no- 

deve possuir dimensão de massa. Além disso como 

sem dúvida: 

xl > 0 

-a A ^ 
Nesse caso a exponencial e com a > 0 está li- 

0 e 1 e podemos regularizar A(x) da seguinte ma- 

lim lim Y. 

y-^x 

2 2 

^n(") 

2 2 
Aé ->-0d) - “Aò 

n^n ^n n^n 

lim lim X ® 
+P^(x)/M^ 

(x ) Tn V / 

M y->x 

Nas formulas seguintes estão implTcitos os limi 

na (y)(Y5 

P^(x)/M^ 
e 

ag^^^n g (x) 
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A(x) - (y| 
a 3 ♦na<^)*ne(x) usando (11-18): 

com 

2 2 
A(x) = Tr(Yg ) ô(x-y) (11-19) 

(11-20) 

A(x) = Tr(Y5 exp e 

( ^ \-~7 
fr 

^ 1 

)6(x-y) (11-21) 

onde 

H 

B 

= D' 

1 q I I 

Como 0 operador D possui de rivadas,então: 

|H, B\ ^ 0 

e assim devemos usar a formula de Hausdorf se quisermos escre- 

ver a exponencial da soma como produto de exponenciais e conse 

quentemente isolarmos o termo em do termo em D^. 

Formula de Hausdorf: 

B H 
T “T 

e e = e 

B 
|h,b 

(11-22) 

Os outros termos da série em (11-22) são propor- 

cionais a M"^ com c > 6 e como estamos trabalhando no limite 

M ->-00 veremos que e suficiente mantermos os termos ate a or- 

dem de assim 

B H 
~~7 T 
M e e 

H + B J 

2M 
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Multiplicando-se essa formula a esquerda por 

g( 1/2M )| H ,B I g usando novamente a fórmula de Hausdorf no lado 

direito da expressão resultante mantendo-se sempre os termos 

até M tem-se: 

—zr I 
2M^ 

B H H + B 
T 

~ M 
e e = e 

H = D' 

Usando essa relaçao em (11-21): 

A(x) = Tr(Yr e 

H,B B H 
—~T^ T “T 
2M^ „M „M^ 

e e ) ô(x-y) 

Expandindo até 1/M^ as duas primeiras exponen- 

ciais acima e retirando do sTmbolo do traço a última exponen- 

c i a 1 e 
H/M^ 

B . B' 
A(x) = Tr{yg(l + ô(x-y) 

2M 
~~7  í 
M 2'.M^ 

H 

TrÍYgíl + + -4 + á(x-y) 
^ 2M^ M 2M^ 

Os três primeiros termos acima não contribuem por 

possuirem traço nulo, pois lH,B| ~ |y^>y^| da mesma forma que 

B ~ 1y íY |e como Tr Yc = Tr YcY y =0 temos: '5 'byv 

o H 

   ^ A(x) = Tr(-\-) e"^ 6(x-y) = Tr(- 
2M 32M 

(11-23) 
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<5(x-y) = —^ fd^k 
(2^)^ J 

como 

^ e-Mx-y) . 

p ■>l<(x-y)(_|^2 _ ^-qgM^ _ 2qA^"k - q^A^^A ) 

I? 

= - e -ik(x-y) + 9^^)^ + iqa^A 
{   L} 

M 

Portanto: 

6{x-y) . _i 
(2ir) 

d^k e“'''^(^--y) 

iqg^A 

(k^4 qA^)^ 

 a-exp(- 5^)|d‘^k e ^ p-il<(x-y) 
{Zny 

6(x-y) 

. 4 
íM^ iq9'^A 

1 6tt 
^ exp - —^ 

M 

Usando ainda: Jr{y^ (d) = a“b^c^d^ em (11-23) 

2 
temos no limite M o resultado obtido por Fujikawa^^^^ 

(II-ll): 

2A(x) = -—^«6u.v 

2 puv pag 

1 6tt' 
(11-24) 
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Cortientãri os 

1) 0 procedimento e generalizãvel para teorias de gauge não a- 

belianas como a QCD, basta tomar-se o traço sobre os índi- 

ces de sabores além dos índices espinoriais^. 

2) Pode-se dizer que o método de Fujikawa é não perturbativo 

jã que em nenhum estágio do cálculo foi necessário fazer ex 

pansões na constante de acoplamento da teoria, q. 

3) 0 resultado obtido por Fujikawa pode ser escrito da seguin- 

te maneira (ver 11-24): 

A(x) ^ com F = 
n I 0 TT 

integrando temos: 

d^>'í!ín{x)Y5<t>^(x) 
.4 , q ,p- j-a3 

d x(- 
16tt 

( i 0)(íi = X (j) 
' '^n n^n 

(11-25) 

0 resultado (11-25) possui uma ligação direta com 

um teorema chamado teorema de Tndices de Atiyah-Singer que afir 

ma que o índice analítico de um operador P, I(P), definido abaj_ 

xo: 

I(P) = dim Ker P - dim Ker P^ , 

é um invariante topolÕgico. 

(11-26) 
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onde: diniKer P é a dimensão do espaço das soluções <j) da seguin 

te equação: Pi) = 0. Analogamente para P"^. 

E sabido que a grandeza; 

e um numero inteiro, um invariante topolõgico. Decompondo-se 

as autofunções (f)^ em estados de quiralidade positiva e negati- 

va mostra-se que o lado esquerdo de (11-25) é o Tndice analTti 

CO de um determinado operador P e portanto (11-25) e o exato 

resultado do teorema de Atyah-Singer. 

responde ao Tndice analítico de um certo operador o primeiro 

passo é escrever-se essa expressão na forma de um número intei 

ro, Para isso notemos que a seguinte decomposição dos espino- 

res (p é sempre possível: 

Para mostrar-se que o lado esquerdo de (11-25) cor 

n 

2 
't>n “ 'í’n ( - ) “^n ( + ) 

(()^^_^ possui quiralidade negativa e + ^ quiralidade positi- 

va: 

T * ^5 
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‘^n^5'^n ^n( + )‘*'n( + ) *^n(-)‘^n(-) 

assim: 

d'*'' Eín^s+n = í<l''x'E fí„ ( + )'>’n( + ) ■ ♦n(-)+n(-)’ 

Normalizando: 

4 
^ '*’n(±)'*’n(±) " ^ 

temos : 

ó Y c<l' 
^ n'5^ n 

onde: ® ° número de estados com quiral idade positJ_ 

va (negativa) construTdos a partir dos Hpl 

Portanto temos realmente um número inteiro no la- 

do esquerdo de (11-25), como esperado. Precisamos apenas escre 

ver a diferença N 
( + ) (-) 

na forma (11-26). Para isso note- 

mos que a cada estado de quiral idade positiva construído 

a partir de 

(1+yJ 

n( + ) 

com 

A 0 
n ^ 

0 operador (i0) faz corresponder um estado de quiralidade nega 

tiva como (i0)y5 = - Y5(ip5), pois YgY^ = - y^J^ 
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(I+Yb) 
(i = (i 0) —^ ^ 

(I-Y5) 

’n " ^n'*’n{-) 

Assim a cada estado de quiralidade positiva cons 

truido a partir de um estado com energia bem definida e dife- 

rente de zero (auto-estado de i|3 com f 0) corresponderá um 

estado de quiralidade negativa e podemos escrever: 

onde N^(N^) é 0 numero de estados fundamentais, A^ = 0 e qui- 

ralidade positiva (negativa). 

Para escrevermos a diferença ^ na for- 

ma (11-26) notemos: 

Y5(í0) = - (í0)y5 e (iP)"^ = i0, Yg = (J _°) 

A partir dessas expressões temos a forma geral do 

operador i0: 

= D \ P 0 ' P 0 

definindo <() = (1/^) tem-se 

'n(-) 2 ^n 
; <í> n( + ) = (0 ) 

e obtemos: (i^)<í>n( + ) - 0 Px^ - 0 

(i0)<)>n(_) = 0 ^ P 0 
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Portanto o numero de, estados fundamentais com quj[ 

ralidade positiva Õ dado pela dimensão do espaço das soluções 

da equação: 

Px = 0 

Ou seja, 

= dim Ker P 

analogamente 

N? V = dim Ker P^ 
(-) 

e assim usando 11-26: 

d^^xV <|) - N? ^ = dim Ker P - dim Ker P^ = I(P) 
^n*5^n (+) {-) ^ ' 

I(p) = Tndice analítico do operador P. 

A ligação direta com o teorema de Atyah-Singer e 

a simplicidade são os pontos destacáveis do método de Fujikawa. 

4) E importante notar que o método de regularização usado aqui 

(método do "Heat-Kernel") é equivalente ao método da função 

zeta (ç) no qual a infinidade A(x) é regularizada a partir 

da expressão: 

A(X) 1 i m 5]. 
s-í-0 n 

onde os são exatamente os autovalores do operador (i|3), 

usados também no método do "Heat-Kernel": = ^n‘*'n‘ 

No apêndice B temos uma demonstração simples da 
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equivalência dos dois métodos. 

III - ANOMALIA DE WEYL NA CORDA BOSÔNICA FECHADA 

Agora aplicaremos o método de Fujikawa para a ob- 

tenção da anomalia de Weyl na corda bosÔnica f echada ^ . 

0 primeiro passo no método de Fujikawa é escolher 

mos as simetrias classicas que devem ser mantidas apÕs a quan- 

tização da teoria e construirmos uma medida de integração fun- 

cional que respeite essas simetrias. 

No capitulo 2 conseguimos fixar o gauge conforme 

baseando-se no princTpio de simetria por B.R.S.T. e obtive- 

mos uma ação total invariante por transformações de B.R.S.T. , 

no apêndice C vemos que esse processo de fixação de gauge não 

quebrou nenhuma simetria da ação original da corda bosÔnica. 

Portanto temos razões suficientes para acreditar 

que a simetria de B.R.S.T. seja mantida após a quantização 

da teoria e de acordo com Fujikawa usaremos essa simetria para 

construir a medida de integração funcional. 

No capítulo 2 introduzimos os campos^^^^: 

= gl/V (III-l) 

= •'g ; (HI-2) 

ãab ' ã'''' gab ; (111-3) 

(111-4) 
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cujas transformações por B.R.S.T. são (ver apêndice A - seçao 

A3) : 

= - e(r|^9, +  -A- ■■) 
a L. 

6®g,b = - 8<(nS^ - + 

= - 0 (n^3 + 
a d 

= '«"a 

6®B = 0 
a 

(III-5) 

Obn^)g,3) (III-6) 

(III-7) 

(III-8) 

(III-9) 

E assim, trabalhando-se com a variedade bidimen- 

sional varrida pela corda no espaço tempo, M, localmente eu- 

clideana fixamos o gauge conforme: 

^ab ~ '^ab 

e obtivemos a ação Sy dada em III-22 (capTtulo 2), que e inva- 

riante por B.R.S.T.: 

6^Sy = 0 ; S-j- = Sy 

Seja 0 funcional gerador: 

Para que W seja invariante por B.R.S.T. Õ preci- 

so então que a medida Pppor si só seja invariante. Essa é 
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justamente a razão pela qual introduz-se as variáveis q 
^ab 

e n , verificaremos em seguida que a medida formada por esses 

campos é invariante por B.R.S.T.: 

D 
= n Pç(ç) l^n(ç) n í?X^(ç) ; (III-IO) 

ç y= 1 

Ç = = (t ,o) 

a) Analisaremos primeiramente o produto f>B ( ç) P g ( g), de (III-8) 

e (III-9) temos: 

B 
a 

Jacobiano 
1 -10 

0 1 
1 

assim: 

II VB' iO (O = n PB(ç) Pç(ç) 

Agora para calcularmos o jacobiano da transform^ 

ção por B.R.S.T. dos outros campos e interessante trabalhar- 

mos com 0 mesmo método usado no cálculo do jacobiano da tran^ 

formação quiral na seçao anterior, ou seja, expandimos os cam 

pos em autofunções de um determinado operador hermiteano e pa^ 

samos a trabalhar com a medida escrita em termos dos coefi- 

cientes dessa expansão. 

D 

b) Vejamos agora o caso do termo: n n Pü^c) 
ç y = l 
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Fixemos um valor do Tndice de espaço-tempo y: y = a (fixo) 

e temos a expansão: 

=Z ^ (III-ll) 

onde os formam um conjunto completo ortonormal de a^ 

tofunções de um determinado operador hermiteano e são 

normalizadas da seguinte maneira (vide Apêndice C)*: 

Í“(C) nm 
M 

(III-12) 

temos: 

Analogamente ao caso da anomalia quiral.de (III-ll) 

n í>5(“(ç) = det<ç|n> • n dk^ ; <ç|n> = ?JJ(ç) 
ç n 

como det<ç|n> ê uma constante que não depende f unci onal mejn 

te de nenhum campo da teoria e como a medida do funcional 

gerador está sempre definida a menos de uma constante des- 

se tipo podemos escrever: 

íiP x“(ç) = n dk^ 
ç n 

Apesar dos Tndices a aparecem repetidos em (III-12) não es- 

tão sendo somados, além disso como e real temos: 
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Para verificarmos então como essa medida varia 

sob a transformação de B.R.S.T. (III-5) basta calcular a vari^ 

ção dos coeficientes sob tal transformação, de (III-5) temos: 

=Yk 

rv * 

r T r ■ = X“ - 

= r 'I! 

usando (III-12) obtemos: 

dk' C,„dk^ ; C r ^ rn n 
= ô - e 

rn rn 

, _ a,n 
'd^c + -V-)í 

^r a 2 
M 

analogamente ao caso da anomalia quiral: 

n dk' 
r 

n dk 'jacobiano = n dk (det C) 
.. n n n 

e escreveremos o jacobiano na forma de uma exponencial , como 

0^ = 0 temos a identidade: 

det C = 1 - 0 L fd^ç “V^^^n 

= exp {- 0 

mas 
1 „ / roi a~a 
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Portanto: 

n dk exp{- 
n n 

M 

n PÜ“'(Ç) = I PX“(t;) exp{- |I 

No apêndice A (seção A5) vimos que a ação S, e 

consequentemente Sj, era invariante apenas por transformações 

de B.R.S.T. tais que: 

d^ç 3jn®t) = 0 
J 3 

M 

Essa igualdade implicava em certas condições de 

contorno sobre os fantasmas n^. Portanto é consistente com a 

simetria por B.R.S.T. assumirmos que: 

d^ç = 0 (III-13) 

e temos : 

n (ç) = n P5{“(ç) 

assim: 

D , D 
n nf>55'^(ç)= n ní>X^(ç) 

y=l ç y=l t 

Ou seja, esse termo da medida Py e invariante por B.R.S.T. 

n dk' = n PX'“(0 = 
r ç 
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c) Analogamente paraní>g^|^(i;): 

Os formam um conjunto completo de auto- 

funções satisfazendo: 

M 

2 - 

^ "^abín) ‘^cd(m) '^ac “^bd ^nm (111-14) 

I ♦ab(n)*':') *cd(n)(^> = pC«^Ç-í') = 1 (III-15) 
M 

analogamente ao caso anterior podemos escrever: 

no g^(c) = n da . 
ç n 

A partir da lei de transformaçao de g^j^ em (III-6) 

e a expansão acima, usando-se a ortonorma1idade (III-14) temos: 

da' = C da 
r rn n 

0 í 2 c ^c^^ c 
^rn "" '^rn “ 4 ^ ^‘*’ab(r)('^ ^c ‘*’ab(n) '*’ab(r)^^a'^ ^‘*’cb(n) 

■f 

'^'*’ab( r) ^ ^b ^ ‘*'ca(n) } . 

Novamente usando a nilpotència de 9 conseguimos 

Gscrever o jacobiano (det C) numa forma exponencial e obtemos; 
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í .2 
3 n c 

n da; = n da„ exp(-| I j t^b( p) \ ' -?-) + ab (r) <^ > + 

■*■ ‘**ab ( r) (c)(3aT>")*cb(r)(^) + ♦ab(r)('^X®b''^>'l'ca(r)<^)> 

Esses três termos podem ser reescritos, por exem- 

plo: 

^♦ab(r)X)Oa''"Xab(r)X) = HSan^jí^C-C ) ab(r)^‘’^^cb(r)^'’ a' 

mas pela relação de completeza (III-15), como o Tndice b acima 

estã sendo somado, temos: 

I+ab(r)<^X3ai‘^X-cb(r)X) = 2 í<*^' ) (^ ^ ) ) , 
.2 

fazendo o mesmo para os demais termos temos: 

n da^ = n da exp{- e 
n n 

í^2 
d ç 

f o 9 a 9 
d“^ç' ô"^(ç-ç')(n 3g +-\-)ô'^(ç-ç' )} 

0 delta a direita da expressão acima pode ser reescrito usan- 

do-se (III-15): 

(í-c’) = II 4^ *^ab ( r) ^ ^ ^'*’ab ( r) ^ ^ ^ 

2 
e assim integrando em d ç* fazendo desaparecer o delta do lado 

esquerdo obtemos: 

n da; = n da^ exp{- |X pí ^í + abír) "'♦ab(r)X 
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Analogamente para (III-13) espera-se que: 

f.2 
^ ^ ^a^‘*'ab(r) '*’ab(r)) “ ° 

e consequentemente: 

n da' = n da -> ii Pg'b(ç) = n P9ab(Ü 
n n ç ç 

Para que Py seja invariante por B.R.S.T. basta ve 

rificar se: 

n Pn' (O = n Pn(0 
ç t 

â â 
d) No caso de n Pn{ç), n = /g n , deve-se tomar mais cuidado, 

ç 
pois é um campo especial jã que ele sofre a transformação 

de B.R.S.T. (III-7) ao mesmo tempo em que ele é o proprio par_â 

~ â â 
metro da transformaçao: e = 6n . 

Isso confere um caracter singular a sua transfor- 

mação por B.R.S.T. jã que nõs temos trabalhado com reparametrj^ 

zações infinitesimais ate a 1- ordem em ou em como pode 

ser visto nas transformações dos campos e g^j^ que são explj_ 

citamente lineares nos parâmetros da transformação (n )• Entre^ 

tanto a transformaçao de n em (III-7) não Õ linear em n jã 

que é proporcional a podemos dizer que (III-7) é de 2- 

S O B c 
ordem, em 1- ordem deveriamos ter ô n = 0 e 6 rí = 0. 

No entanto devemos notar que embora as transforma^ 

ções de B.R.S.T. tenham sido inspiradas nas reparanietri zações 

infinitesimais de 1- ordem não e necessário assumirmos que n 

seja pequeno, a lei de transformaçao de n e definida de tal 
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modo que exista a nilpotência que ê a característica que real- 

mente define as transformações de B.R.S.T, além disso o fato 

das transformações de e serem lineares em Õ uma 

consequência da nilpotência da transformação e não de es- 

a 
tarmos trabalhando em 1- ordem. Em resumo podemos dizer que a 

transformação de B.R.S.T. de e realmente (III-7), mas devi- 

do a sua não linearidade se trabalharmos diretamente com da 

mesma maneira que temos trabalhado com os outros campos, ou se 

ja, expandindo em certas autofunções e mudando de variável 

passando a trabalhar com os coeficientes dessa expansão teria- 

mos um calculo muito mais complicado, pois o jacobiano da tran^ 

formação de B.R.S.T. não seria independente dos coeficientes 

da expansão de fí^- 

Para evitarmos esse problema, em vez de trabalha^ 

mos diretamente com passamos a trabalhar com a 1-forma: 

dn^ = /g dn^ 

0 que corresponde, como veremos abaixo, a uma li- 

nearização^^^^ da transformação (III-7), pois: 

6^(dn^) = (6^‘^g)dri^ + '^9 iS^(dn^). 

No apêndice A (seção A3) obtemos: 

ô^/g = - e/g{3 n^) - 0n^(3yg) , 
d d 

a 1e m disso: 
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ô^(dn^) = 6^(8 n^dç®) = 9 (ô^n^)dç® 
a d 

= - 6 9g{n'^9bn'')dç^ 

= - 0(9^n^)(9bn'^)dç^ - 0n^(9g9j^n^)dç® 

como os anticomutam entre si: 

5^{dri^) = + 0(9j^n^)dri^ - 0 n d {9 j^n) 

assim temos: 

6^(dn^) = - 0 {n ^ ( 9 - >^g) dn ^ + /g n^d{9, n^) + »^g(9 n^)dn^ + a D a 

- -/gí 9bn‘^)dn^ 

6®(dn^) = - 0{n‘^9|^(dn^) - (9|^n^)dn^ + (9^n®)dn^} (III-16) 

A transformação acima e linear nas 1-formas dn^ . 

Agora podemos seguir o procedimento usual: 

y b <|) 

onde: _ _ q 
possui caracter fermiônico jã que e consequentemen- 

te dn^ são férmions. 

Os forman um conjunto completo e devem obedecer a normaliza- n 

çao: 
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c a 
<í> 

6 6 
nm 

ca 

(III-17) 

2 
(III-18) 

Da lei de transformação (III-16) usando-se as re 

     c 
laçoes acima e a expansao para dn , assumindo soma nos Tndi- 

ces repetidos temos: 

b' 
n 

C b ; 
nm m nm 

6 - 0 
nm 

,2^r,c b- ,c 
n b m 

. c^,b 6 (o u n ) 4> 

n' a ' m 

Como os b^ são fermiônicos, lembrando da integral de Berezin 

temos: 

n db = n db (det C) 
n m ^ ' 

n m 

-1 

j2_ /. c b., , c c, , b 

■" m ■" 

Usando (III-18) nos três termos acima temos, por 

exemplo: 

í .2 c , , , b c w2 

Como temos e 0 fator 2 Õ colocado por 

conveniência . 
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d^ç' 6^(ç-ç')(9^n^) 6^(ç-ç' ) , 

assim analogamente ao caso de obtem-se: 

n db' = n db expí+ eíd^çd^ç' ô(ç-ç')(n^9^ + i )5(ç-ç ' ) } 
n m a ^ a 

II db exp{+ 0 y fd^ç a ((1)^ 
mm a n n 

II db , pois é tal que 
m 

portanto: 

npn'(ç) = nt)n(ç) 
ç c 

I 
Finalmente temos Vu = í?y(ver III-IO) como espe^ 

rado e o funcional gerador abaixo é invariante por B.R.S.T.: 

W = 

' ç 

D 

n Pggb(ç) í^B(ç)Pç(ç) Pn(ç) pX^^(ç) exp(S.^) (111-19) 
1 = 1 

Reescrevendo a ação total Sj dada pela equaçao 

(III-22) em função das novas variáveis g^j^ e 

★ ^ 
Na expressão para Sj assume-se 

c 
n = n^^ín®) e g = g(g) . 
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- iç^Un^a^. + j + (a-iH^ - 82'^^)'^'^ + - 82'^^)''^ 

onde: 

f 
1 ;; . ?2 _ 9ll " ^22 „ ^ll 922 g-|2 , T ^ , V 2 

Para simplificarmos 0 funcional gerador (III-19) 

e ficarmos somente com os campos importantes da teoria, pode- 

mos integrar nos campos auxiliares B^(x). Separando a depen- 

dência do funcional gerador nesses campos temos: 

Portanto a integração nos campos auxiliares re- 

sultará num delta funcional, com : 

B = ÍB ' 
a a 

temos: 

i I d^cB'(c)f“(í) 

W ct n PB' (ç) e 
â í^|T"(c)l 

onde ô^|f^(ç)| é um delta funcional: 

n Pf^(ç) Glf^l = G|0| 
ç 

( III-20) 
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Al ém di sso como 

de e sua relação com as variáveis 

mos escrever: 

possui três graus de liberda- 

e V ê linear sempre pode- 

2 
n V g.u(0 = n n V V V(0 
ç c a=l 

após a integração em n P temos: 

W 
D 2 p 

n V V(c) V ç(ç) . n V *n V T®(ç)ô^|f^l 
ç y = l a = l 

Usando (III-20) e lembrando que = 0 significa 

que estamos no gauge conforme, g^j^ = p<5g[^, e nesse caso: 

Sab = '^ab 

u ^22 y . /- ~ab „ab V =   = fp ; fg g = <s 
2 

obtem-se: 

W 
* U 
n VV V^Vu n V 

J ç w = 1 
exp( 

M 
® /p ^ /p 

/p ç 5>' nJd^ç ) 

onde 

ai8i + 0282 (III-21 ) 

Daqui para frente trabalharemos no caso especTfi- 

co da corda fechada, que como vimos no capTtulo 1 Õ equivalen- 
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te a trabalhar-se com a variedade M sem borda: 9M = 0, conse- 

quentemente pode-se esquecer completamente dos termos de su- 

perfície, portanto integrando por partes o termo quadrãtico em 

e usando; rí^ = /gn^=pn^ temos: 

W 
r u 
I n í> VPçfn n í> X^ exp(S) 
Jç y = l 

com 

S = [d^U- — 9 9 — - i ç /p 
2 ^p ^ " /p P 

ou 

d^ç{^ X^aXP - i ç /p H^)} ; 

(III-22) 

(III-23) 

A = - _1 3^ _1 (III-24) 

/p /p 

No capTtulo 1 havTamos notado que a ação clássi- 

ca para a corda bosônica fechada era invariante por transfo£ 

mações de Weyl: 

9ab -» (exp o.(t))g,b 

No caso do gauge conforme g ab p <s ab ’ 

formação acima corresponde 

tran s- 

p -> (exp ct(ç))p (III-25) 

£ fácil ver (vide apêndice C) que a transforma- 

ção acima induz as transformações de Weyl dos campos n, X^, e 
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ç abaixo; 

-> (exp(a(0/2) )X^ ; n -> 

Vemos que a ação 

formações (III-25) e (III-26) 

lhando-se infinitesimal mente , 

ôS = S' - S = ôp — + 6Õ 
<Sp 

exp a(ç))õ ; ç -> (exp- 
2 

( III-26) 

(III-22) é invariante pelas tran^ 

feitas simultaneamente. Traba- 

ou seja, com a(ç) pequeno temos: 

«â + «§. + SX** = 0 
6n ôç 

de (III-25) temos: ôp = a(ç)p e assim; 

6 r| — + ô Ç — + ô X   = “ a (ç j p — - ô S , 

ôn ôX^ 6p 

ô'S corresponde a variação de S ao efetuarmos (III-26) infini_ 

tesimalmente. 

Portanto se realizarmos apenas a transformação 

(III-26) sem alterarmos o campo p o funcional gerador mudarã 

da seguinte maneira: 

W = Pb e‘ Pb' e^' = W 

D 
PB = n PVPÇ Põ n P X^ 

ç y = l 

{III-27) 

6 S 
como S' = S + ô'S = S - a(ç)p , temos: 

W 
S - a(ç)p — 

PB' e 
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Serã mostrado que as transformações (III-26) dão 

origem a um fator Jacobiano não nulo que pode ser escrito na 

forma de uma exponencial: 

Pg' = fg exp( A(p)) 

e assim 

{III-28) 

W = Pge^ expí^^ç ct(ç)(- p ^ + A(ç))> . (III-29) 
6p 

com 

U I a d^ç a(ç)(- p ~ + A(p)), 
ôp 

analogamente ao caso da anomalia quiral temos a expansao: 

eMi + — a(ç)> 
6 a 

Pg e^ a(0 (- P + A(p)) + w 
ôp 

O ' I 
(rvMn' iií I r, - i í' . ^ 

Portanto impondo-se a invariancia do funcional gerador sob 

(III-25) obteremos uma equação diferencial em derivadas funcioi 

nais na forma de uma identidade de Ward-Takahashi: 

De y — =0 temos: 
^ ôa 

ÔS . 
<p — > = <A> 

ôp 
(III-30) 

Onde 'A' é a chamada anomalia de Weyl , 'A' depeja 

de apenas do fator conforme p e portanto quando A = 0 tem-se 
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novamente a simetria de Weyl explTcita, Vemos então que o pa- 

pel principal das transformações (III-26) e o de isolar a de- 

pendência de S (III-22) com relação ao fator conforme p. Além 

disso, como foi visto no capTtulo 1, a invariãncia de Weyl im- 

plicava na anulação do traço do tensor energia-momento: 

No gauge conforme, g^^|^ p ô ab temos: 

^ p ^ 6S  ^9ab p ^ 6S  ^ ^ab 

ôp '^^ab 6p *^^ab ôp 

substituindo em (III-30) acima temos: <T^> = <A>, 
a 

Por essa razão se costuma chamar a anomalia de 

Weyl de anomalia do traço do tensor energia-momento. 

Para obter-se a anomalia de Weyl 'A' deve-se cal_ 

cular a variação da medida de W (III-27) devido as transform^ 

ções (III-26). Para esse calculo usa-se a mesma tática usada 

nos casos da anomalia quiral e da verificação da invariãncia 

de Vu por B.R.S.T., ou seja, expande-se os campos õ, ç e 

em autofunções de certos operadores convenientes e então pas- 

sa-se a trabalhar com os coeficientes dessa expansão, em se- 

guida escreve-se o jacobiano de (III-26) na forma de uma expoi 

nencial que finalmente ê regularizada. 
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Escolha dos Operadores Convenientes 

No caso da anomalia quiral expande-se o espinor i|; 

em autofunções de (i0) principa1 mente por três razões: 

1) (10)^ = (i0)j essa hermiticidade garante que i0 possua 

um conjunto completo de autofunções e consequentemente e 

2) 0 operador (i0) é covariante de gauge e isso garante que 

todo processo de regularização seja covariante de gauge, o 

que ê muito importante, pois a teoria (no caso a Q.E.D. ) 

foi construida baseando-se na simetria de gauge. 

3) Ao expandirmos iji, e consequentemente í, em autofunções de 

(ip) a parte fermiônica da ação da Q.E.D. ficou completa- 

mente diagonalizada com: 

2 
possTvel trabalhar-se com o operador (i0) na regulariza- 

2 
ção do fator infinito obtido no jacobiano, pois (i0) pos- 

2 
sui autovalores positivos {x^ > 0), o que equivale a dizer 

2 ^ 
tecnicamente que (iP) e um operador definido semi-positi- 

vo. 

m n 

usando a ortonormal i dade das autofunções obtem-se: 

n 
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Analogamente exigiremos que as expressões para 

n, ç e sejam tais que a ação da corda (III-23) seja diago- 

nal e ainda satisfaça condições análogas a 1) e 2). 

Observando-se então a ação (III-23), para que o 

seu 19 termo seja diagonal devemos expandir em autofunções 

de a: 

X^" =y k ; 
_ n n ^ ^n “n ^n 

com* ( 9,) = - 3, temos: 
a a 

A — 99—= U^^U, U 
/p ^ ^ /p 

Portanto A e explicitamente hermiteano, é fácil 

ver que A e também definido semi-positi vo: 

<^’^|A|n’^> = a I U'''U I 
n''n nn'n n' 'n 

<0^*^ I 
n' n 

n' n 

norma de | Uíí^> 

norma de in’^> 
' n 

*A operação de conjugação hermiteana sempre pressupõe a defi- 

nição de um produto escalar e neste capTtulo o produto esca- 

lar é definido como se a variedade 'M' fosse totalmente cha- 

ta, por isso os resultados são os usuais da mecânica quânti- 

ca com espaço-tempo chato (para maiores detalhes ver apêndi- 

ce C) . 
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Como a norma de um estado e sempre positiva temos: 

> 0 (III-31 ) 

Vemos então que o operador a satisfaz condições a 

nalogas as condiçoes 1) e 3) satisfeitas pelo operador (i|2l) . 

Com relação a covari anci a do processo de regulari- 

zação, condições 2), podemos dizer que, no caso da Q.E.D. a si 

metria de gauge fez com que fosse escolhido para o processo de 

2 
regul ari zaçao um operador Covariante de gauge, (il3) . Analoga- 

mente, no caso da corda e preciso que os operadores usados no 

calculo da anomalia de Weyl sejam covariantes perante as trans 

formações de simetria da teoria. 

Em princTpio a teoria de cordas possui simetria 

por quaisquer reparametrizações , mas como estamos trabalhando 

no gauge conforme restam apenas as simetrias por reparametriz^ 

ções analíticas que são equivalentes as transformações confor- 

mes (ver capítulo 1), portanto Õ preciso que os operadores usa 

dos no cálculo da anomalia de Weyl possam ser escritos em ter- 

mos de derivadas covariantes sob transformações conformes, co- 

mo veremos adiante isso não acontece com o operador A e por es 

ta razão não trabalharemos com esse operador no processo de re 

gularização dos infinitos que aparecerão no cálculo da anoma- 

lia de Weyl. Embora seja interessante usarmos esse operador no 

início do cálculo com o objetivo de descobrir o operador cova- 

riante que será realmente utilizado no cálculo da anomalia de 

Weyl . 

Analogamente a expandiremos n e ç em autofunções 
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de certos operadores tal que o 29 termo da açao da corda (III-23): 

(III-32) 

seja diagonal . 

Para diagonalizar esse termo ê interessante fa- 

zer-se uma analogia com o caso da diagonalização geral de ma- 

trizes finitas^^*^^. 

Seja 0 produto de três matrizes finitas: 

a = ç M n 

onde ç = matriz linha 1 x N 

M = matriz quadrada N x N 

ri = matriz coluna N x 1 

a = um número 

Sempre podemos diagonalizar M da seguinte manei- 

ra : 

M = V A (III-33) 

onde V e U são unitárias: V^V = VV"^ = 1 = U^U = UU"^ e A é uma 

matriz diagonal . 

Portanto se escrevermos: 

ç = CV'^ e ú = UB , (III-34) 

onde C e uma matriz linha e B e uma matriz coluna, usando (111-33) 

tem-se: 

a = ç M ú = CV^^MUB CV^V A U^^^UB C A B 
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mas A. . 
ij 

e obtem-se a forma diagohal: 

A . 
1 

que e exatamente o que queremos fazer com (III-32). 

Sejam as expansões; 

'AO =I >>„ í„(0 =1 ^ 
n 

(III-35) 

OO VJO =I <CU„> . (III-36) 
m m 

1 2 
onde os (f> (ç) sao matrizes 1 x 2: (ò tb ) . 

^m^ ''^m ^,m' 

Podemos supor que <ç|<j)^>, por exemplo, e o elemeji 

to de uma matriz cujas linhas são numeradas pelo Tndice discr£ 

to 'm' e as colunas numeradas pelo Tndice continuo ç evice-ver^ 

sa no caso de <ç|íjl^>, assim escrevemos analogamente a (III-34): 

õ = U.B ; ç = CV' 

com 

U = í^{ç + dç) ç + dç) . . . 

<(>2(4) •• • \ 

V = <í>|(ç + dç) (t>2(ç + dç) 

\ 

com 

b. 

e C = (c-|C2...) 
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OBS.: as linhas cheias indicam que ç e um Tndice contínuo. 

V e U são unitárias se admitirmos que ^ 

conjuntos completos ortonormais de autofunções, pois no prod^ 

zes finitas forem validos também para as matrizes infinitas ^ 

cima então dizemos que as expansões (III-35) e (III-36) diago^ 

nalizam o termo (III-32). Agora é necessário saber quais os 

operadores cujas <|)p(ç) e são autofunções, para isso no- 

temos de ( 111-33 ) que: 

(|)|!|^ significa que temos agora matrizes 2 x 1 (coluna). 

to V^V teremos por exemplo: 

analogamente para U^U. 

Portanto se os argumentos validos para as matri- 

U = (UA'^V'*'VAU‘^)U = U(A'^A) 

e analogamente MM^V = VA'*’A( 

Comparando-se as colunas das matrizes MM^V e Va'^a 

com: 

temos: 

2 
V 

n n 

nnde v é a n-ésima coluna de V, analogamente M^M u 
n 

eu é a n-êsima coluna de U. 
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Portanto fazendo-se a analogia entre as matrizes 

finitas e as infinitas comparando a = ç M íí com (III-32) te- 

mos a identificação: 

M = /p ^ i /p 
p p 

e olhando para as colunas de U e V na pãginaT20 devemos ter: 

OU explicitamente: 

(- /p ^ 4 ^ /p)4 = Unl^'*’n ’ ^ P ^ ^n" l^nl^^n 
p 

+ + - 
Os operadores MM e M M sao explicitamente herm^ 

teanos e definidos semi-positivos e embora, analogamente a a, 

não sejam covariantes sob transformações conformes serão usa- 

dos inicialmente no calculo da anomalia de Weyl com o objeti- 

vo de se descobrir os operadores verdadeiramente covariantes 

a serem utilizados efetivamente. 

Assim temos a tabela abaixo: 

Tabela 1 - Autofunçòes dos correspondentes operadores usados 

nas expansões dos correspondentes campos. 
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Estamos então em condições de avaliar a variação 

da medida do funcional gerador W: 

D 
Pg = n PV(ç)í^Ç(0í^n(0 n PX^(ç) 

C p = l 

sob as transformações (III-26). 

A avaliação e feita separadamente para cada cam- 

po e o calculo ê totalmente análogo ao cálculo feito na de- 

monstração da invariançia da medida da integral de Trajetória, 

Py , sob B . R . S.T . 

D 
a) n n PX*^(ç): de acordo com a tabela 1 e (III-31) tem-se: 

ç u = l 

k 
n n 7^ n 

a 
n n 

com: 

> 0 e 3^ = ^ + 82' 

Os formam um conjunto completo ortonormal 

(III-37) 

onde y não está sendo somado , e 

l 
(III-38) 

de (III-26) temos: 

X*" = {exp a(ç)/2} X^ = (1 + í^)X^ 
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e assim 

X,. = (1 , k 

n m m m 

usando (III-37) obtemos: 

onde 

nm 

dk' = C dk 
n nm m 

ô + d^ç 
nm ^ n 2 m 

analogamente aos casos anteriores obtemos 

det C = e; xp{^X “í <)) 

n dk = II dk det C = n dk expí^T^ ( 
n m m n 

^d^ç a njj)} , 

a menos de constantes tem-se 

n = n dk 

logo: 

n V)(^'{^) = n exp{-^^ íd^ç ííJJ(ç) «(ç) (III-39) 

de (III-38) temos 

lim X ^íl(4 ' ) = 
Ç n 



125 . 

Dessa forma e necessário regularizar a quantida- 

de : 

n " " 

Como havia sido observado antes, o operador a não 

i covariante sob transformaçoes conformes e consequentemente 

não podemos usar as autofunções num processo de regulariza 

ção que seja covariante. Entretanto a partir da equação de ai[ 

tovalores de A e fãcil obter um operador que além de ser her- 

miteano e definido semi-positi vo e covariante sob transforma- 

ções conformes: 

àü n - 3^ J-) 5;; = ã|; ; X" =y k„ fl" 
n vp /p'n nn z_nn 

e como havíamos visto (III-31): > 0 , definindo: 

= /p 
n ^ n 

(III-41 ) 

podemos reescrever a equação de autovalores acima: 

(- l “n ' %“n ““ ‘ “n% = “ “ } 

E evidente que -D é um operador definido semi-positivo. 

Reescrevendo (III-37) e (III-38) a partir de 

III-41 temos: 

p(0 nm 

) = <S^(ç-ç' ) = 
/p(0/p(c') 

{III-42) 

(III-43) 
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onde é 0 delta de Dirac no espaço conformai mente chato , 

^ab ~ ^"^ab' 

jd^ç/g. 6^{ç-ç') 
/p(ç) /p(ç') 

a partir da definição de usando III-41 e 

a expansão de em temos: 

=T kn <(0 

Portanto as autofunçoes são escalares por re- 

parametri zações da mesma maneira que os campos da corda e 

vemos que o produto escalar no espaço de Hilbert III-42, pode 

ser escrito na forma explicitamente invariante sob transform^ 

ções conformes: 

ral do produto escalar no espaço de Hilbert no caso de varie- 

dades que não são planas (g ^ 1), ver apêndice C. 

que 0 operador -D além de ser definido semi-positi vo e hermi- 

teano e explicitamente covariante sob transformações confor- 

mes (ver apêndice C). Consequentemente podemos usã-lo no pro- 

cesso de regularização, basta reescrever III-39, a partir de 

^n ” ^n obtemos: 

/g X escalar 

A definição acima corresponde a definição natu- 

Com 0 produto escalar (III-42) nao Í difTcil ver 
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= n PX^(ç) exp{i . 

Ç ç 
ííJJ{ç) Í2j;(ç)} (III-44) 

de III-43 temos: 

1 im Y. ) = “ . 
ç ->ç n 

Lembrando que: 

(-D) ü- = 

com 

a„ > 0 , 

analogamente ao que foi feito no caso da anomalia quiral pode- 

demos regularizar a quanti dade V (ç) íí^(ç) da seguinte manei 
n 

ra: 

<(í) lira lira X“n(í')® ""a„(ç)lt>0* 
t^O ç'->ç n 

= lim D=-3^ 
t^O ç--^ç ^ P 

'L ííf|(c) = li”! hj^(ç',ç,t) 

t^-0 ç ' 

í2^(0- 

(III-45) 

Aqui t é oJ'cut-off" análogo de ^/ir no caso da anomalia quiral. 
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Derivando com relaçao a t vemos que satisfaz a 

equação diferencial: 

-D) hp(ç' ,ç.t) = 0 (III-46) 

e de (111 - 39) temos: 

lim hp(ç' ,ç.t) = ) (III-47) 

t^O 

Uma função de dois pontos (ç e ç‘) que obedeça as 

duas equações acima e chamada de "heat Kernel" do operador D , 

ou operador de difusão associado ao operador D. 

De (III-44) e (III-45) temos: 

(ç) = exp{ld^ç a(ç) p(<;) lim hp(ç',ç,t)} 
ç ç J t-0 

Notando que esse resultado foi obtido para um va- 

lor fixo do Tndice y,tem-se: 

D 
n 

y=l 

ç'-ç 

Antes de calcularmos especificamente hp e intere^ 

sante obtermos as expressões analogas para as novas medidas 

nPrí'(ç) e nPç'(ç) advindas da transformação de Weyl (Hi-26); 
ç Ç 

b) nPn(ç); Da tabela 1: n(ç) =/ a í (ç)> os í (ç) sao matri 

4 ^ n n ^ ^n 
zes colunas de 2 componentes como o prÕprio n (ver III-35) 
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e formam um conjunto completo ortonormal de autofunçoes de 

= (- 1 ? P ? l)í„ = 6„ í„; ? = p,3i + 03^2 

E como jã vimos: 

d^c ijj ijj 
n m 

^d^ç í^(Ç) = <S 
n' ' m' ■' nm 

(III-49) 

J_ ín(0 = <S^c-ç-) (III-50) 
n 

Da transformação de Weyl para n: n' = (exp a(ç)) rí 

e usando (III-49) além da expansão acima para n, com a(ç) 

pequeno temos: 

C a 
nm m 

C =6 + 
nm nm 

a(ç) (III-51 ) 

como íí tem caracter fermiônico devemos lembrar da integral de 

Berezin e temos: 

11 da' =n da (detC)~^ , 
n m ^ ' 

n m 

consequentemente: 

(det C) ^ = 1 a 
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e 

n da' = n da expí- 
n m J n 

e a menos de constantes: 

n Pn(ç) 
c 

= n da^ 
m 

m 

assim obtem-se: 

n Pn(ç)' = n Pn(ç) exp{- |(2.'l^n(í) a(ç)d^ç} (III-52) 

Da mesma maneira que fizemos no caso de X^, far£ 

mos agora, ou seja, voltaremos a trabalhar com o produto esca- 

lar no espaço de Hilbert levando em conta que M e uma varieda- 

de curva: como: 

1 1 ~ 
\ nn 3 > 0 

n 

definindo: = p{?) (III-52) 

obtemos: 

(- ♦„(?) 3 ii; (ç) ou (-E)iJ; =3 ip com E = 

vemos que (-E) é definido semi-positi vo. 

Usando III-52 em III-49 e III-50 temos: 

(III-54) 

° : !;'f 
n P(4 ) P(Ç) n 

(111-55) 
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0 produto escalar (III-51) é um escalar por rep^ 

rametrizações. Seja: 

bert invariante por transformações conformes deve ser dado por: 

que é precisamente (III-54). 

Com esse produto escalar é fácil ver que -E a- 

lém de ser definido semi-positi vo é hermiteano, podendo ser 

escrito numa forma explicitamente covariante sob transforma- 

ções conformes. Portanto analogamente ao caso anterior de 

devemos reescrever o infinito da exponencial de (III-52) em 

termos das autofunções de (-E), ou seja, usando: 

n 

^ â â 
Toda dependencia local de n está em pois os 

  cl 
coeficientes a são constantes. Portanto li; possui o mesmo ca- 

n ^n ^ 

racter tensorial sob reparametrizaçoes que n , mas como vemos 

no apendice C,n^ se comporta como um vetor sob reparametriza- 

çoes (como esperado, pois e = 9n ) e assim também o será , 

então deve ser um escalar e o produto no espaço de Hil- 

mas no gauge conforme g^j^ = >^9 = p assim: 

í®(ç) = P(ç) 

obtem-se: 
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n 

crita: 

= iíihX iíj{í;')if“(c) 
ç '^ç n 

A nova medida n V n 

= lim Y p(Op(Ç' 

Ç'-Ç n "" 

(ç) em (III-52) pode ser es- 

n Pn(0 ' n P n(ç) exp {- 

ç 

éh p(0 (lim p(ç' )X 'í^n^Ç' )4'^(0) > 
ç t->-ç n 

(111-56) 

Analogamente ao caso de queremos que apareça na exponencial 

III-56 0 "heat kernel" do operador E, assim temos a regulariza- 

ção : 

lim p(ç')Z- = lim lim Z- 
ç'-yç n t-^0 ç'->ç n 

com 

(-E)+“ = e„ ♦„ = 4 ^ E *• (III-57) 
p 

onde ^ === ai9-| tem-se: 

lim p(ç') Z (ç)}p(ç‘) 
r-^r n " t->0 ç'->ç n " 

portanto: 

lim p(ç* )X 
ç n 

lim lim Trhp(ç',ç,t) 
t->-0 ç ' ->ç 

(II1-58) 

onde 

hp(ç',ç,t) = p(ç')21 
n 

(II1-59) 
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Novamente derivando com relação a t (— - E) h =0 
B t E 

Mas para que seja um "heat kernel" legTtimo 

preciso que ele satisfaça ainda (ver III-44): 

1 ini hp{ç ' ,ç ,t) = ' ) 
t->0 

como é verificado abaixo: 

lira h (ç',c,t) = lira p(ç')J( * (c) 5 P (c' )Y c')* (c) 
t^ t->o n '' n ^ 

usando (III-55); 

2/.. 
lim hp{ç',ç,t) = P-(-LJ = ô^(ç'-ç) , 
t-^0 p(4' ) p(c) 

como /g = p temos: 

íd^ç /g = [d^ç ó^(ç'-ç) = 1 

^ P(4) 
^d^ç /g ô^(ç'-ç) 

Usando (III-56) e (III-58) tem-se: 

r 2 
nPri'(ç) = nPn(ç) exp{- lim |d ç p(ç)a(ç)Tr hp(ç',ç,t)} 
ç ç t-^0 J 

ç 

(III-60) 

c) Analogamente, para a medida dos anti-fantasmas: n 1?ç(ç), no 

cálculo de sua variação por transformações de Weyl (III-26): 

ç' = (exp - j) ç 

(D
\ 
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usaremos a expansao, ver tabela 1: 

« ‘L Í = (5, Çj); % “ (*1 +2 ) 
n n n 

onde os í<|)^{ç)} são um conjunto completo de autofunções do ope 

rador 

<t>^ - (- /p 5( —^ = ’^n'*’n ^n ^ (HI-61) 
p 

2 T 
d ç ò é -5 

^n^m nm 
2 

d ç (j)^ <}> = (5 
"(n) ^m) "™ 

(III-62) 

Í 
^ ((> (ç')())]'(ç) = 6^(ç'-ç) = (() (ç')^ (O (III-63) 
n " n,a ®(n) ^(n) 

Trabalhando-se com a transformação de Weyl infi- 

nitesimal, usando-se III-61 e lembrando que ç e consequentemeji 

te b^ possuem caracter fermiônico obtem-se analogamente ao ca- 

so anterior de rí: 

nt>ç'{ç) = npç{ç) exp{+ i (<í). a c|) )} (III-64) 
Ç C ^ ‘ n “(ti) ^n) 

Definindo 7" partir da equação de aut£ 

valores III-61 obtem-se: 

p —7 ~ ^n^m ’ F - p ?! t 
P p 

Vemos então que -F ê um operador definido semi 

positivo. 
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com d) 
n /p 

em (III-62) e (III-63) temos; 

6 
nm (III-66) 

Z 
a , n (n) (n) 

(0 =I /p(ç)/p(ç')6^ç'-ç) 

(III-67) 

Vemos que (-F) definido em (III-65) é hermitiano 

com 0 produto escalar (111-63) pois o fator l/p cancela o fa- 

tor p de (-F) e temos ^ / que Õ hermiteano no espaço chato. 

p 
Mostra-se que (-F) pode ser escrito numa forma explicitamente 

covariante sob transformações conformes (ver apêndice C). 

Obsevaçao 

Para verificarmos que o produto escalar no espa- 

ço de Hilbert definido em (III-66) acima e invariante por tran^ 

formações conformes notemos que se ê um tensor de segunda 

ordem por reparametrizações e alem disso ê simétrico e de tra- 

ço nulo. ot-ji — — ^22 * ^12 ^21* 

Então ® escalar, e o produto no espaço 

de Hilbert invariante por transformações conformes Õ dado por*: 

0 fator 1/2 Vem do fato que possui apenas 2 graus de li- 

berdade que são contados duplamente ao escrevermos 
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<a I a> = a. 
ab 

no gauge conforme g^^ = 1/p e /g = p, 

Definindo 6 
n 

b í , como b são constantes o 
n n n 

caracter tensorial das autofunções e o mesmo do campo ç e 

no apêndice C relacionamos as duas componentes Ç-| e com as 

componentes e de um tensor anti ssimetri co de traço 

nulo. Dessa forma vemos que o produto escalar III-66 é inva- 

riante por transformações conformes da mesma maneira que <a|a>. 

crever a nova medida nPç'(ç), expressão III-64, a partir das 
ç 

autofunções e regularizar a infinidade que aparecerã, a paj2 

tir do "heat kernel" do operador -F, com: 

Analogamente aos casos anteriores podemos rees- 

a a 
/ /p 

(n) 

tem-se: 

^a 

Regularizando e usando III-65 tem-se: 
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■Y„t 

K (ç')e ^3 (ç)) >^p(c') ►^p(ç) 

y (j) (ç)<í> (ç) = lira lira     
t->o ç ■n ^n) ®(n) 

p{ç') p(ç) 

= p(ç) lira lira Tr 
t->0 ç'->ç 

p(ç') P(ç) 

= p(ç) lira lira Tr hp(ç' ,ç,t) 
t->0 ç'^ç '■ 

cora 

hp(ç' ,t) = 
í^(0 

p(ç') p(0 

( III-68) 

Usando (III-67) e fácil ver que: 

lim hp(ç',ç,t) = 6^(ç'-ç) , 
t^O 

e derivando com relação a t: 

(jI - F) hp(c',c,t) = 0 

Portanto hp e 

De 

0 legTtimo "heat kernel" do 

(III-68)em (III-64) temos: 

operador F. 

n Pç'(ç) 
C 

n Vkíz) 
ç 

exp{4 d ç a(ç)p Tr lim 
t->0 

hp(ç ' ,ç ,t)} (III-69) 

Contabilizando a nova medida de integração funcio- 

nal dos três campos ã, e ç (ver III-48, III-60 e III-69) a- 

pós a transformação de Weyl (111-26) com: 
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D 
V& = n íin(ç)pç(ç)PV(ç) n 

ç y = l 

temos: 

P3 ' P3 exp{ 
í 2 

d ç a ( ç )p ( ç ) X 

Tr hp(ç' ,ç,t) 
lim {-^ h„(c',ç,t) - Tr hp(ç',ç,t) +  ^ } 
t^O ^ ^ 

comparando:com; 

P3' = P 3 exp ^d^ç oi( ç)A(p ) 

obtemos 

A(p) = p(ç) lim 
Tr h (ç‘ ,ç,t) 

{j h|^(ç',ç,t) - Tr h^(ç',ç,t) + ^^ 

{III-70) 

Portanto para calcularmos a anomalia de Weyl,A(p), 

precisamos apenas obter os elementos diagonais das expressões 

assintõticas (t->0) dos "heat kernel" dos operadores: 

D = 1 3^ 
P 

E = —^ t F = (III-71) 
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Cálculo de "Heat Kernel" 

Sabemos que o "heat kernel" de um operador U sa- 

tisfaz uma equação diferencial do tipo equação de difusão: 

(III-72) 

com a condição inicial: 

1 im h. (ç ' ,t) = 6^(ç ■ -ç) 
t-^0 ^ 

(III-73) 

Se U ã 0 laplaciano no espaço euclideano bidimensional, lE^, : 

U = - 9^ + 9^ - 9^ 

a solução da equação III-72 com a condição inicial acima 

hp(ç,ç',t) =   exp - { ! ! 1—i—} 
^ 4TTt 4 

. 

hy(^ ' ,t) 

(III-74) 

com 

ç = (ç\ç^) ; Ç' = (ç^ , ) 

Mas no nosso caso a variedade bidimensional M ê 

apenas, localmente, conformai mente euclideana: e quan 

do p ^ 1 ; M ^ lE^. 

E fãcil ver que os operadores D, Fe E, quando 

p -> 1, se aproximam do laplaciano em E^: 9^ = + 9^, por exem 

pio: 
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E=-l-2Ípíí = -l(^p)2* + -9^ C C 0 

pOI S 

" (^1^‘j ^3*^2 8o) 5 

quando 

P 1 » ( ) -> 0 , e E 3 
2 
2 • 

Como não sabemos resolver exatamente as equações 

(III-72) e (III-73) para os operadores D, E e F dados em III-71, 

a nossa tática será a de trabalharmos perturbativamente em tor 

2 
no do espaço chato lE . Ou seja, o operador U de (III-72) será 

escrito na forma: 

(III-75) 

2 
onde V e pequeno comparado com 3 . Nesse caso, como hy(ç'.ç,t) 

é no fundo uma função de Green associada ao operador U, pode- 

mos reescrever a equação (III-72) com a condição inicial (III-73) 

na forma de uma equação integral^^^: 

hy(ç',ç,t) = h^(ç,ç',t) + 0' 
.2 

d a 

M 0 

df h.(ç',a,t-f)V(a,f)h,,(a,ç,f) 

( III-76) 

2 2 
onde hg e dado em III-74 e U = 3 +V, d a= da-|da2 * 

Daqui para frente para evitarmos confusoes trabalharemos com 

as coordenadas de M com Tndices inferiores embora sejam com- 
1 2 

ponentes de vetores contravariantes a = {a ,a ). 
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A equaçao integral (III-76) sera manipulada de m^ 

neira iterativa, 

0 ponto chave^^^ do calculo e a escolha de um si^ 

tema de coordenadas locais tal que apenas uma iteração seja su- 

ficiente para obtermos o resultado exato para no limite as- 

sintÕtico: t ^ 0. 

Até agora temos trabalhado com coordenadas locais 

centradas em um determinado ponto ã tal que: 

'ab (ã) (a) 6 ab 
,2(fi (a ) 

'ab 
,24. 

Mas na verdade podemos ir além e trabalharmos com um sistema de 

coordenadas centrado em ã tal que localmente a métrica seja ch£ 

ta, ou seja: 

<(,{a) = 0 ; 9^(f)(a) = 0 (III-77) 

Nesse sistema de coordenadas, expandindo p = e^*** 

em série de Taylor ao redor de a = ã vemos que a variedade M é 

euclideana até a ordem de (a - a)\ 

Como estamos trabalhando com uma variedade M sem 

borda (3M = )Í5) o sistema de coordenadas do tipo acima (III-77) 

pode ser usado em torno de qualquer ponto ã de M. No caso em 

que 9M 0 (corda aberta por exemplo) o cálculo fica mais trab^ 

Ihoso, pois usa-se um^®’^^^ sistema de coordenadas para pontos 

próximos da borda e outro sistema para pontos distantes da bor- 

da além do fato que o "heat kernel" não perturbado (h^) usado 

em (III-76) deve ser tal que satisfaça certas condições de con- 
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torno na borda (3M) que no fundo são as condições de contorno 

que os próprios campos da teoria devem satisfazer. 

Como estamos interessados apenas nos elementos 

diagonais do "heat kernel", fazendo ç' = ç em (III-76) temos: 

r 2 í 
hy(4,4,t) = hyíç.ç.t) + Jd a J df hQ(ç,a,t-t')V(a,t')hy(a,ç,f) (III-78) 

M 0 

Em ordem zero: hy(ç,ç,t) = hg{ç,ç,t) = ^ , ver III-74. 

Fazendo a primeira iteração da equação integral, 

substituindo na integral acima hg(a,ç,t) por hg(a,ç,t) obtere 

mos um resultado não nulo: 

t 

I = I d^a I df hg(ç,a,t-t') V(a,t‘) hg(a,ç,t) 

M 0 

Observando que hg possui uma forma gaussiana 

(ver III-74) vemos que a maior contribuição para a integra1 a- 

cima vem de a = ç portanto no calculo dessa integral é jus- 

to expandirmos o potencial V(a,t') em torno de a = ç. Esse vai 

ser nosso procedimento padrão no calculo de hg(ç,ç,t-^0) com 

U = {E, F, D}, ou seja, escrevemos cada um desses operadores 

na forma: 

2 2 
u = 9^ + V y <<< d 

Em seguida expandimos V em torno do ponto no 

qual queremos calcular hg, e centramos o sistema de coordena- 

das (III-77) nesse ponto para calcularmos a integral acima, 

que corresponde a primeira iteração de (III-75). Em seguida 
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fazendo o limite t ->• 0 vemos que a contribuição das iterações 

seguintes é nula e portanto o calculo de'I'é suficiente para 

obtermos o resultado exato para o "heat kernel" dos operado- 

res E, F e D dados em III-71. 

Vamos aplicar esse método inicialmente para o 

12 
operador D = — 9 (ver apendice C de (6)) com: 

D 

D = 9^ - 9^ + - 9^ = 9^ + - 1)9^ = 9^ + V 
P 

com 

V(a) = -1)9^ 

Expandindo V(a) em torno de a = ç = e 

usando o sistema de coordenadas (III-74) centrado em ç temos: 

■2+(c.) - ^-2*(C) . 2( . ),3 . e-2*) 

a = Ç 

+ • • 

a = ç 

usando (III-77) para ã = t, temos: 

g-2(|) (a) 
- ^a)( SjSijtlc) + ••• 

e assim 

V(a) = - 1)9^ = {- (III-79) 
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Portanto para pontos a próximos de ç vemos que V 

2 
realmente pequeno comparado com 9 

Substituindo em (III-78): 

t 

1 2 
h.(ç,ç,t) = + ' 

^ 4TTt 
d a 

M 0 

dt' h^(a,ç,t-t'){-(a^-Çg)(a^-Ç|^)3^9^(j,(ç)}9^ hQ(ç,a,t') 

como 

2 2 

h^(ç,a,t') = —^  exp - { ^^^ } 
4lTt‘ 4f 

é interessante passarmos para as variáveis u^ e u^ 

U-| oi-j~ç-| 9 u 2^ ^2~^2 
9a a 9 u ^ 

a a 

e assim 

2 9 ^ 9 2 2 2 
> =  rr +  2" " ^ ^2 

9 Oí ^ ^ 2 

Os limites de integração de d^^a não se alteram e 

temos: 

hp(ç,ç,t) = —L- + I ; 
4it t 

d^ |dt' hg (0 ,u , t-t' ) {-UgU^9^9|^(!) ( ç ) 19^ hQ(0,u,t') 

M 

Calculando I: 

9^hQ(0,u,f ) = (9? + 9^) exp 
1 "2 

4ir t' 

(u^+U2) 

4f 
, facilmente temos: 
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9^h, 
1 

I67r(t' 

(u^+u^) (u2+u^) 
{  _ 4} exp -  ! — 

t' 4t' 

usando ainda: 

I1q(0,u ,t-t' ) = 
(u^+u^) 

47r(t-t') 4(t-f) 

1 
exp 

temos: 

t 

I = Idf 

+ CO +00 

1 
~T~P ?  
4'^TT^(t' ) 

du- 
— oo •* _ 

du2{-(u^9^(j,{ç) + 

22,, 
+ U292MÇ) + 2u,| 92<I> ( Ç)) } X {—  ^ 

(u^+u^)t 
4}exp -{—!  —} 

4t'(t-t') 

Como as integrais são calculadas num intervalo 

par, a integral proporcional a u^jU^ e nula, usando então 0 se- 

guinte resultado; 

r+“ 9 
J dx x2 e-8’< = 
J — 00 

-3/2 c+00 

dx X e 
4 ^-ex‘" _ 3/^ b-5/2 

-4- (III-79) 

para g= t/(4t'(t-1' ) ) temos: 

t 

T_ 9<t>(ç)í dt' ,2 4, I = - ——-  5  ( õ - —7) , integrando 
2(4-^)Tr J (f)^{t-f) 

0 
2 

I = _ ; 9^(j)(<;) = (9? + 9?)(j)(ç) e portanto: 

12tt II 

_1_ + I = - 3 

47rt 4TTt 12it 
hp(c.c.t) = (III-80) 
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0 resultado da primeira iteração, I, comovemos em 

III-80 i ndepende de t e foi obtido substituindo-se em (III-78) 

por h^, que por sua vez tende a um valor grande no limite t->0, 

portanto e de esperar que na segunda iteração ao substituirmos 

hy por hg + f com 9^f = 0 tenhamos um resultado nulo, e assim 

por diante nas demais iterações. 

Além disso é fácil ver que se mantivéssemos os 

termos proporcionais a (n ^ 3) na expansão para V(a), 

não obterTamos nenhuma constribuição no limite assintõtico , 

pois 0 termo cúbico ja leva a um termo em I proporcional a /t. 

Consequentemente o resultado (III-80) e exato no 

limite t 0: 

2 

lim h.(c.ç.t) = -1~ - (III-81) 
t^O 4tt t 1 2 ir 

Para o operador E —^ Sf p usando; 

p 

= ( ^^3^2 

temos : 

E - — 9 (g -|) + —2 (?ip) - 8 (q -j) + { “ 1)3 (g ■])+ ^ p) • ^ 
P p p 

E = 9^J °) +V'(a), V'(a) = - 1)»9^J °)+ ~^{^p) ^ (III-82) 
^ P 

Da maneira compacta reescrevendo III-78 

" hj^ + h|jV' hj^ {111-83) 
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onde agora ^ ) e a solução da equação de difusão: 

(ãT ■ ° U' = 8^(J 0) 

e V(a) é dado em II1-82. 

Como estamos interessados em (ver III-70) , 

tirando o traço de (III-83) e usando Tr ã feí = 2 a.b temos: 

o (9 P ) 9 
Trh£ = 2 {hg + hQ((l/p - 1)9^ + — 

p 

que pode ser reescrito: 

T h 
r E (111-84) 

definindo agora: 

hg + hg Í(l/P 

V  

- 1)9 
(9,P)9 

> h, 

V(a ) 

a . 
Fazendo a 1- iteração dessa expressão temos 

= hg + hg {(l/p - 1)9 }hg + l^gV^hg , 1/^(0) = 
(9.p)9 a''^ ' a 

p (a) 

mas 0 19 termo da expressão acima ê justamente 0 "heat kernel" 

do operador D dado em (III-81) assim: 
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''' ’^o'^2 
1 

4TTt 

9 

1 2tt 
+ hQV2hQ (III-85) 

onde 

t 

'd^a hQ(c,a,t-t' )V2(a,f ) hQ(ct,ç,f ) (III-86) 

0 

dt' 

Novamente expandiremos o potencial, no caso , 

em torno de a = ç ja que e desse ponto que vem a maior contri- 

buição para a integral em hQV2hQ. Com: 

(9.p)3c 
V2 2“ 

p 

usando 0 sistema de coordenadas (III-77), em que <(> (4) =0 e 

9,({! ( ç ) = 0 temos : cl 

p-2 = e-'** = l-4(c^-ç^)ÍO/)e-”') 

a=ç 2: 
+ . 

a=ç 

a = ç a = ç 

(“a'^a>(“b-^b> 2 

2: 

+ ... 

ot = 4 

Usando as variáveis u = a - ç tem-se 
a a a 

p-2 : 1 + 2 
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a b abc 

(3 P ) 

h = —V 'c = + 

2 2 
i I '^ ] ■*■ u p 

hgíO ,u ,f ) =   exp - - 
4irt 4t' 

implica em: 

3 h„ 
c 0 

1 

8tt tt' 
U, exp - 

2 2 
^1 ^2 

4t' 

Portanto como as integrais em (III-85) são calcu 

ladas num intervalo par, o 29 e o 49 termo do potencial acj_ 

ma não vão contribuir, pois teremos sempre um número Tmpar de 

variáveis u sendo integradas, assim: 
a 

t 

f dt‘   

(4Tr)^(t')^(t-t'T 
duíuu 3 3(j)(ç) + 

d C d C 

onde 3 = t/(4t'(t-t')), usando as integrais (III-79) temos: 
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hoV^ho 
1 6tt ' " J 

dt' XO .-2 3 + ( )3'^ 

0 29 termo acima não contribui no limite t->0 e integrando te- 

mos ; 

•’o''2''o ' ■ 4lr (in-87) 

Portanto: 

2 2 
lim hr “ —^ ~ —^^ » usando (III-84) 
t->0 4TTt 12tt ^ ^ ^ 4^t 3^ 

lim Tr hr(ç,ç,t) = lim 2hr(ç,ç,t) = — (III-88) 
t->-0 t-^0 2irt 3ir 

Também neste caso o resultado acima é exato, ou 

seja, os termos seguintes na expansão de em torno de ç não 

contribuem no limite t 0, da mesma forma que as próximas ite- 

rações da equação integral. 

No caso do operaoor F temos: 

F = p ^ ^ = i 9^ - i (^p) ^ 

p P P 

F = 8^ (J ?) + (l/p - 1) 8^ (J “) - i(/p) i 

e analogamente ao caso anterior: hp = 2hp, em 1- iteração 

com : 
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hp = ho + hQÍ(l/p - 1)32 _ i {9^p)3^} hQ 

hp = hü - 2 1 

de (III-87): hQV^hp, = - 1/4tt 3^())(ç) e (III-78):h„ =   ^ 

4ir t 1 2tt 

Temos: 

lim T hp = -i— + — 
t-^0 2Trt 6it 

(III-89) 

Anomalia de Weyl e Ação de Liouvi11e 

Usando a relação entre a anomalia 'A' e 0 "heat 

kernel" dos operadores {D, E, F} dada em (III-70) e os resul- 

tados para 0 "heat kernel" dados em (III-81), (III-88) e 

(111-89) temos: 

1 _ _ (JL _ 29%^ ^ 1 ^ 53%^^ 

4iTt 1 2tt 27Tt 3ir 2 2Trt 6tt 

= _L_ {3(.D.-.2.Lp + (d-26) (- 3%(ç)p}- (III-90) 

24tt ^ 

Devemos notar agora que (-3^(})) com p = e^'*’ tem 

uma interpretação geométrica direta. No sistema de referência 

que estamos trabalhando (III-77), seja R a curvatura escalar^^ ^ ^: 

A I p I = P ( ç ) {^( 
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R = R.. e R.. = a rT - a rT + r*^, rT 
ik ik rik kir ikrs irks 

com os sTmbolos de Christoffel 

r 1 r s 
^ik ~ 7 ^ ^ ^i^ks ~ ^s^ik^ ’ 

e no gauge conforme: g^^ = p6^j^ = e^'*’ temos: 

•■ík = ‘«í + ■'k ^■k 

assim após um trabalho totalmente algébrico obtemos*: 

pR = /gR = - (a^ + a2)fnp = - a^fnp (III-91) 

no sistema de referência (III-77) a(|) = 0->ap = 0 assim te- 
a a 

mos: 

/gR = pR = - = “ 2a^(j) , pois p = , portanto: 

R = e"^‘**(-2a^<^) = - 2a^<t. (III-92) 

Esse resultado sera importante posteriormente. 

E um fato bem conhecido, que o termo /g R em duas dimensões é 

uma divergência como esta indicado em (III-91). 
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Usando (III-90) e (III-91).temos: 

A|p| = (_ + 2yp ) 
48ir 

( III-93) 

onde 

6(D-2) I 

(D-26) ^ 
( III-94) 

Esse e o bem conhecido resultado para a anomalia 

de Weyl na corda bosônica fechada*, também conhecida por anoma 

1 i a conforme . 

Embora o 29 termo da expressão acima seja infinj_ 

to, jã que t->-0 e , acredita-se que este possa ser renormali 

zado por um termo cosmolõgico; k /g = kp, que como vimos ante- 

riormente não tem sentido classicamente. 

Ao estudarmos a variação do funcional gerador da 

corda sob as transformações III-26 nos campos n^, e ç ha- 
d 

víamos obtido a identidade de Ward-Takahashi III-30: 

ô S -pa „ 
<p 7—> = <T > = <A> 

0 p a 

Usando então o resultado acima para a anomalia 'A', 

obtemos uma equação diferencial funcional para a ação da corda 

S: 

Embora tenhamos trabalhado aqui apenas com a corda bosônica 

fechada, no caso da corda aberta, a menos de termos de bor- 
/ O 8 \ 

da, obtem-se o mesmo resultado' 
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li> = (P-.26). <. + 2wp> 

ô p 4 8tt 
(I11-95) 

Para que a simetria de Weyl seja restaurada na 

teoria quantica da corda bosonica fechada, com o tensor ener- 

gia-momento voltando a ter o traço nulo, é preciso que a dimen 

são do espaço-tempo seja precisamente D = 26, sõ assim a teo- 

ria estará livre da anomalia de Weyl. 

A equação diferencial para S acima pode ser ree^ 

crita em termos de uma lagrangeana L, com: 

S = L(p) 
2 ^ 

— 9 P +    
P „ 2 

1 

temos: 

6L. 
6 p (^) 

48it 

9^p 
(a,p) + 2yp} - p{ Ü 

9p - 
9 L 

^(\P) 
-)} 

é fácil verificar que a seguinte lagrangeana satisfaz a equa- 

ção acima: 

L 
(D-26) 

1 2tt 
(9,P) 

yp 
2 

1 211 °a^21'a^' - 
usando ^ (9g-^n»^p) = j (7“ 7 ~7~^ ~ 8  2— temos a solução 

da equaçao diferencial funcional III-95: 

S = [d2ç{l(3 /p)^ + \ yp} 
1 O c á c 1 2tt J 
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Essa e chamada ação de Liouville, foi obtida primeiramente por 

Polyakv^ . 

IV - ANOMALIA NA CORRENTE DOS FANTASMAS 

Após a integração nos campos auxiliares (B ) e 
d 

nos vTnculos que fixam o gauge conforme (f ) obtivemos a se- 
d 

guinte ação (ver III-23): 

2 , ^0 X’' 
d"ç{- — 9 9. i ç/p ^{-^) } 

Wp ^ ® /p p 

( 2 
d ç L 

e 0 correspondente funcional gerador: 

W = 
f s ° 
PB e ; PB = n PV(ç)pç(ç)Pn(ç) n pX^ 

ç y = l 

A ação S acima possui simetria pela transforma- 

ção de fase global : 

(exp - e)ç ; n —> (exp e)n , e = cte (IV-1) 

e a essa simetria temos uma corrente de Noether associada: 

" 77^ '^gh = ° 
9 () H\í) 

usando L acima e trabalhando infinitesimalmente : 6n = 0n te- 

mos : 

,c Çt n 1_ _/01\. 2_ _,1 Ox 
Jgh = — ' “ ""l h 0^’ ■ °3 ■ (o -1^ 
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Essa corrente e a análoga de teoria de Dirac. 

Precisamos agora calcular a variação damedidaPa: 

D 

t>8' = n P V( ç) ç ' ( ç ) f n ' { ç) n PX^(ç) 
ç y = l 

Para isso notemos que sob as transformações de 

Weyl (III-26): 

A componente J . e a densidade de "ghosts" e integrada em ç 

(1 ?) 
dá 0 numero de ghosts, 

Sob as transformações: 

n' = (exp e(ç)n ; = (exp ~ 0(ç))ç (IV-2) 

tanto a açao S como a medida Pp variam e assim: 

W' = Pb' e 
S' 

De III-23 e IV-2 é fácil ver que: 

S 

desprezando o termo de superfície temos: 

c 1. 2 

õ' = (exp a(0)n Ç' = (exp - 

usando os resultados (III-60), (III-69), (III-88) e (III-89) 
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obtivemos 

npn'(ç) = n pn(ç) exp{- 

Ç ç 

1 
d"Ç a(ç)p(0(— - 2 ^)} (IV-4) 

2lTt 3tt 

II PÇ' (O = n pç(c) exp{ a(ç)p(ç) (~ + — 9%)} (IV-5) 
Ztrt 6tt 

assim,fazendo a(ç) = e(c) em (IV-4) e a(ç) = 2e(ç) em (IV-5) 

obtemos a nova medida P3' devido as transformações IV-2: 

P3‘ = P3 exp{- d'^c 0{ç)p(ç) (—) (- 9%)} 
^ 2 TT 

Portanto usando a relação R(ç) = - 2 9^(í)(ç) tem-se; 

P3' = P3 exp{- ^d^ç 0(ç) — /g R} 
4tt 

(IV-6) 

de (IV-3) e (IV-6) obtem-se: 

W = ^P3‘ e^' P3 e e 
'àh e(0(- ^ /g R) 

■ ^ 

U| e I 

Como U é um funcional de 0 podemos expandir U nu 

ma série funcional em torno de 0 = 0, analogamente aos cálcu- 

los anteriores: 

U I 0 I = U I 0 I + 0 
ôp 

para que W = W,obtem-se^^ a identidade de Ward-Takahashi 

<9 J, > 
c hg 

/g R> 
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Portanto para que o numero de ghost (N . ), que e 

1 1 ^ 
a integral de em ç , volte a ser conservado na teoria quaji 

tica da corda bosônica e preciso que a variedade bidimensional 

da corda, M, tenha curvatura nula: R = 0, que é exatamente o 

que acontece na teoria de Kato-Ogawa^^^^ onde se trabalha com 

'ab = g ab ab- 

V - CONCLUSÃO 

No cálculo da anomalia quiral através do método 

de Fujikawa em geral usa-se, como foi apresentado na seção II 

deste capitulo, o método do "heat kernel" na regularização. En 

tretanto poderiamos trabalhar também com o método de regulari- 

zação via função zeta, esses dois métodos são equivalentes quan- 

do usamos um formalismo covariante de gauge. No apêndice B mo£ 

tra-se de uma maneira simples essa equivalência no caso de usa_r 

mos 0 operador derivada covariante, 0, no processo de regulari 

zação. 

Com relação a anomalia de Weyl na corda bosÔnica 

fechada, analisando-se cuidadosamente o cálculo de Fujikawa p£ 

ra essa anomalia^^, levando-se em conta o trabalho de Orlan- 

do Alvarez^^^ sobre operadores diferenciais numa variedade bi- 

dimensional rieraanniana verificamos que o cálculo feito por Fu^ 

jikawa pode ser colocado numa forma explicitamente covariante 

sob transformações conformes, como esperado, pois a simetria 

por transformações conformes desempenha um papel fundamental 

na teoria de cordas. Nessa verificação de covariância sob trans 
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formações conformes relacionamos os operadores usados por Fujj_ 

kawa: 

A = - -L 9^ _J_. = - /p ? ? /p ; 1 ? P ? 1 
/p /p p p p 

respectivamente com os operadores abaixo: 

-D = - i 9^ ; -F = - p ^ ; -E = p íí 

Que por sua vez podem ser identificados com ope- 

radores laplacianos escritos explicitamente em termos de deri- 

vadas covariantes, o que garante a covariãncia da regularização 

que fez uso dos operadores -D, -E e -F. As propriedades de he- 

miticidade e definição semi-positi va dos operadores -D, -E e 

-F, que são propriedades necessárias ao processo de regulariz^ 

ção, também foram demonstradas com base na identificação des- 

ses operadores com os operadores laplacianos definidos covariaji 

temente. 

De um modo geral no método de Fujikawa ao calcu- 

larmos a variação da medida da integral de trajetória sob a 

transformação que dã origem a anomalia, expandimos os campos 

em autofunções de certos operadores e a escolha desses operado^ 

res é um dos pontos mais delicados do método. Entretanto vimos 

que, pelo menos no cálculo da anomalia quiral da Q.E.D. e no 

cálculo da anomalia de Weyl da corda bosônica, essa escolha p£ 

de ser feita de maneira sistemática baseando-se nos requisitos 

de hermiticidade , definição semi-positi va e diagonalização da 

ação da teoria. 
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Essa sistematização, além da simplicidade e do 

aspecto não perturbativo do método de Fijikawa nos leva a pe£ 

sar em aplicar esse método no cálculo de anomalias em outras 

teorias como as recentes teorias de supercordas onde o cance- 

lamento das anomalias desempenha um papel fundamental. 

Por último é importante notar que a partir do 

trabalho de 0. Alvarez^^^ definindo-se um produto escalar no 

espaço de Hilbert que fosse invariante por transformações coji 

formes, mostramos que os campos de "antighosts" da corda, ç , 
d 

estão relacionados com componentes de um tensor de 2- ordem, 

simétrico e de traço nulo. Essa relação define de maneira pr£ 

cisa 0 caracter tensorial dos campos ç bem como seu peso de 

Weyl e a partir dela foi possível escrever o termo de Faddeev- 

Popov mais o de fixação de gauge, L' = tgp + Epp, numa forma 

explicitamente covariante sob reparametrizações revelando , 

como esperado, que o mecanismo de fixação de gauge via B.R.S.T. 

respeita todas as simetrias originais da ação da corda bosÔn_i_ 

ca. 
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APÊNDICE A 

CÁLCULOS ALGÉBRICOS 

Al - Obtenção da equação de movimento 11-13 (capTtulo 1) e da 

condição de contorno 11-12 (capitulo 1). 

A menos da constante yg temos a lagrangeana para 

a ação de Nambu-Goto: 

•■NG “ '''' Y - det Tji, = 2 " 
1 pr i k 

= - " ^ip^kr (1.1) 

com 

= 1 (tensor de Levi-Civita) 

cd 
^ ^da 

= . ô 
cd 

■Y Ycd 
= 2 derivando temos 

cd 
Yçd) ^ 9X2J_ 

8(9^X^) 9(3^X'') 

ll'" . - Y-^" ^ como Y,d = »cX" »dX" 

9(9.X^) 9{9^X*') 

9y 
cd 

9(9.X'^) 
cd 

= - 2y^^ 9 .X^ 
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cd 
Usando novamente que y = 2 temos a solução 

dessa equação. 

9y 
cd 

8() 

(1.2) 

Analogamente, uma solução da equaçao abaixo: 

3(y^*^ yàb) ^ Q 

a cd 9y 

^^ab _ _ 1 
cd ~ 7 ^cd^ab 

8y 

Usando essa solução na definição do determinante 

(1.1) temos: 

Ix 

3y 
cd 

= _ Y cd 

Portanto: 

(1.3) 

^NG 

3(3^X^ ) 

3/y _ 1 3 y 

3(3^X^) 2/y 3(3^X^^) 

1 ^ 

2/y 3yCd 3(3^X^) 

usando-se (1.2) e (1.3): 

- J "if   - /y Y O ^ ^ 

3(3fX^) 

(1.4) 
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assim da equação de movimento: 

Üng 

obtemos exatamente a equação 11-12 (capitulo 1): 

9f{/y 9^-X’^) = 0 

e da condição de contorno: 

9(92X^) 
0 . 

1 

0 

obtemos a equação 11-13 (capitulo 1) basta fazer f = 2 na equ£ 

ção (1.4): 

/■ Y Y 
i2 

9.x' 
1 

Obtenção do tensor energia-momento T 
ab 

Para a métrica intrinsica temos 

cd , c 
9 9db = ^ 
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A partir dessa expressão, analogamente a (1 

tem-se: 

1£ 

9g 
cd - g g cd ’ 

onde 

g = det g^i^. 

Consequentemente: 

9>^g g 
~ cd 
9g 

ab 

^9 

Portanto: 

/g ^0 jcd 9t _ 9  / a T _ _ —,d(-T '"S 9 9^x ) , 

d. 9 g d g 

9“"' 'íab ’ 

/g(T H - Y k) 'yVípH <3h' — - "T •'y^^cd 2^ i^ab 

e assim: 

T 

ab 

-  ) 
cd ^0^'^cd 

.3) ob 



165 . 

Demonstração da anulação do traço do tensor energia-momento: T® =0 

Sob transformações de Weyl: 

’ab f g 
.ab 

ab l/f g 
ab 

temos: 

ôS ô fd^a = 0 
j 

, ab 
/g g a b 9 

mas: 

6S = d ç 6L = 
Íj2 al 

d ç 
8g 

cd <sg 
cd 

Usando a definição do tensor energia-momento: 

temos: 

■i /g T ab 
at 

9g 
ab 

6S 
1^ 
2 

■ o 
d^ç /g 0 (1.5) 

Como: = l/f g^^; fazendo f = exp h , h(ç) é escalar por 

reparametrizaçaOsinfinitesimalmente tem-se: 

g = (1 - h)g 
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T . . cd c.d' cd , , ^ cd 
0 que implica; 6g = g - g = h(ç)g 

6S = j 
í .2 cd 

d C g h(ç) = 
^2 

d ç 

em (1.5) temos: 

/g h(c) = 0 

como h(i;) e pequena mas arbitraria e /g é sempre diferente 

zero devemos ter obtigatoriamente: 

de 

A2 - Demonstração do caracter escalar do elemento de volume iji 

f i ni tes ima 1 dí]. 

Seja: 

dü = /det g , n dV® V = (V^...V^) e V 
a = l 

Por hipótese sempre podemos escolher um sistema 

cl * ** 
de coordenadas {V } onde a métrica torna-se localmente eucli- 

deana g^j^ = e nesse sistema é natural que o elemento de \/o 

lume seja: 

N 
dsí' (V ) = n dV 

a = l ® 

Como a métrica g^j^ e um legTtimo tensor de 2- o£ 

dem, na passagem do sistema de coordenadas localmente euclide^ 

no {V® } para um outro qualquer {V®} temos^^^: 
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'ab 
(V) = g;^(V) . g;,(V) M 

3V aV 

av 

av' 

I c 

em forma matricial: g(V) M g 
T 

M 

assim: 

det g = (det M)^ {det g ' ) , 

mas 

9áb = «ab " 9' ' ' 

consequentemente: det M = ± /det g. 

A matriz M e justamente a matriz de transformação 

do sistema de coordenadas {V'^} para o sistema {V^} portanto o 

jacobiano (J) dessa transformação é dado por: 

J = Idet MI = /det g. 

Assim 0 elemento de volume no sistema de coorden^ 

das {V®} é; 

dsí = J II dV'* = /det g n dV^ . 
a a = l 

Como 0 sistema de coordenadas {V^} e qualquer, é 

claro que dn tem a forma acima em qualquer sistema de coordena- 

das e assim esta provado seu caracter escalar sob transforma- 

ções gerais de coordenadas. 
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A3 - Reparametrizaçoes infinitesimais 

A partir da lei geral de transformaçao 

, a* b' 
9ç 9Ç 

da reparametrização infinitesima 1; 

c' c C/12v c c' c 
ç =ç +£(ç,ç)ouç =ç -e 

temos : 

3ç ,C 9 e 
b c 

,C 9ç 9e 

3ç 
■ b 

9ç 9ç 

até 1 - ordem em e : 

hL = sÇ - lí! = sj - 3 

9ç 9ç 

assim: 

9ç 

9ç 
b' 

= S ■ ^b" 

Substituindo as duas expressões acima 

â 
mantendo-se temos até a 1- ordem em e temos: 

9;b(í') = 3at,(í) - (^"")9cb - 

ab 

(3.1) 

em (3.1) e 

9àb<^’> ■ 9ab(^> “ *9 t(^ = ‘)9cb + (3.2) 
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Lembrando que a variaçao de devido a variaçao 

no argumento desse campo é dada por (IV-11) - capitulo 1: 

9ab =• Sabí^;') - 9ab<í) = "" ^c^ab 

Podemos calcular a variação funcional (6 g^j^) no 

ponto k': 

“ 9ab = Sábl^:') - 9ab(^’> = «9ab ‘ «''^ab 

“ 9ab “ ■ ®c9ab + <*a'=‘^>9cb + <*b = '*)9ad* 

reescrevendo os dois últimos termos: 

(®a'=">9cb = ^'^b ■ ^9cb 

= 3(,^a ■ ^ “b^ad 

obtemos: 

«9ab ' ■ (»a"b^®b = a) ^"(“a^cb * ^b^ac ' 

= - (*a"b + ^bS> * 9"‘‘ = d<»a9cb + ’b9ac ' ^c^ab) 

«9ab ' ■ <'a^b ’b"a> 

onde com | s‘‘‘'< ^^cb^^b^ac ‘ “c^ab* 
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Cálculos de <s^g 
ab 

Inicialmente temos: 

«y l/4wVi ~c -1/2 c ~ -1/4 
ü = g X ; n = g n ; Sab ' 3 ' g^,, 

c„ vVi . rB a . c„ a 
oX =-0n8^X ; ôn = -0ria^ri 

c c 
e de (3,3) com e = 0n temos 

á^Oab = - + (9.^^)9rh + c^^ab ^ a" ^^cb ^“b" ^^ad 

Precisamos apenas calcular com n = 2,-4,4 , 

c c B T / n 
e fazendo e = 0n obteremos 6 g ' . Notemos que: 

1-1 1-1 
. _1 /n _ 1 n _ 1 „n / 6g 

9 n 9 9 9 ‘^9ab 

como 19- = g^^g e usando (3.2): 
^9ab 

«g'-'" = - I g"Oa-') 

assim como 9 temos; 

ãg’/" = ag'/" - 6* gl/" = - (|(9,e<=)+ eS^) g'/" 

^ c c 
fazendo então e = 0y tem-se: 

jBgl/n = . , |(a^„c,,gl/n (3.3) 
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fazendo 

n = 4 * 5%'/'* - e{n“3 + (3.4) 

assim usando a lei de transformaçao de x' 

= - enS X" 
c 

tem-se: 

= (ô^ + g^/^6^X^) 

- e {---- + n®(9,g^^^) + n^(9 X^")} 

ô^X^ = - e{n^. + ^■^•g---}X^ . 

Fazendo n = 2 na formula (3.3): 

= - e{n^9 + (9 n^)}g^^^ , consequentemente 

R~c 1/2 c. /x3„l/2x c ^ 1/2, B c. 
eôn = <5(g n) -(sg )n + g (6n) 

usando = - 0n^9 temos: 
â 

ô^n^ = - 0{ g^'^^n^9^n'' + (9^n^)n^ + n^ (9^g^)n^} 

= - 0{(9^n^) + 

R - 1 / 4 R 
Analogamente a partir de 6 g ' e <S g^j^ obtem-se; 
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B- c. 
«'9ab ' ■  ^ (^a^i^íãbc + <®b"‘')ãca> 

B â b 
Da mesma forma podemos calcular 6 g , por defi- 

nição temos: 

ab'/ ,> • 3ç'® cd, , 
g (ç ) = -^7—g (O 

3ç 9ç 

com as reparametri zaçoes i nf i ni tes i mai s : + e^(ç\ç^) , 

mantendo-se termos até 1- ordem em e: 

.^ab _ „ab', ,x „ab, a _ , . a^^cb , b> ad 
<sg = g (c ) - g (ç) = ( 9^^ ^9 + ()g 

como: 

-^ab .^ab .A ^ab _ .^ab c . „ab 
ôg = óg - 6 g = ôg - e 9^ g 

temos : 

ír,ab ax cb , b> ad c . ^ab 
<sg = (9(.e )g + (9^e )g - e 9^g 

â I3 â â 
para obtermos ô g basta fazer e = en : 

„B^ab _ -r,- ax cb , b, ad c. „abx 
6 g - eí(9^n )g + (9^n )g - n 9^g } 

usando então (3.4) com g trocado por -g temos: 

= ,B-ab ^ 
c^ ,~ab , ^ a>~cb,. bx ad, 

n 9^)g +(9^n )g +(9^n )g } 2 
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A4 - Condiçoes de Cauchy-Riemann 

A equação: 

+ 'bS - í’ ^c>9ab = ° 

pode ser reescrita usando-se a definição das derivadas 

ri antes: 

a D a b a b d 

v‘'e = V„e 
c ^ ^ f^c 

(^a^b ■ ^ab^d) ^^b^a “ ^ba^d^ " ^ ~ 0 > ^rc ^fc"d^=='ab 

lembrando que: 

^ab " '2’ 9 ^^a^cb ^ ^b^ac ^c^ab^ ’ 

no gauge conforme: g^j^ = P<Sg|^ = ®^^ab 

^ab = l (^a ^b^ ^ ‘^b ^a'*’ “ ab s 

assim a expressão (4.2) fica: 

^^d ,.d ds 

^a^Sbc""") ^ ^b^9ac"") “ “ ^^a ^b'*’ + ^b ^a*^ ' ^ab ^ 

- 9"^ 9,bt=>a% - ? V + < V - «Cf V» 

(4.1) 

cova- 

(4.2) 

5*) + 

= 0 
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usando nessa expressão: 

d ” ^ d i' 

temos: 

9bc + 3ac^b=" ®a9bc"" =*b9ac"' ‘ <«ai ^b *a* ‘ *ab=>i+> * 

- 3ab *c=‘‘ - 9ab »f9dc) ^ 

1 r "f p 
7 3 ^abÍEc^fí» + " '^cf ^e ^s'*’) "" ° (4.3) 

a. ab „ <t>. 4. ab -á ab Com g =2 e teremos g = e , 

assim podemos escrever: 

i-es „<)).,es „((> s 
ó e =e^e^ô e =e^g e =ee 

e e ^ e ' 

e é fácil ver que o último termo da expressão 4.3 é nulo: 

2 ^ ^ab^^c^f'*’ ’’’ ^f^c'*’ “ ®'**'^cf ^ 2 ^ab^^ e a^(() - g g^^ e a^ct)) 0, 

foi usado que 

Simplificando o restante de (4.3) temos: 

%c v'^ + 9acV‘^ ■ 9ab + “bc<V)"^ + '^ac<V)"^ “ ®'*ai^b* ^ 

- c' - 9 
ab “dc = “ 

7 8 9 
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g 

e 

fácil ver que 5+6=4+ 

^ multiplicando- 

^ obtemos: 

7 

se 

= 8 + 9 = 0 

a expressão 

lembrando ainda que 

resultante acima por 

ôt 9 e +6 - ^,k ” 0 
bc a ac b ab c 

1 2 
para b = 1 e a = 2 temos: = - 9-|e 

1 2 
para a = b = 1 temos: 9-|C = . 

Essas sao exatamente as condiçoes de Cauchy-Riemann. 

Definindo : 

1 .2 - 1 .2 z 1^-2 
Z = ç + iç,Z = ç - iç ee = e + le 

temos: 

9_ = 1_ = ^ + i = 9i + 

assim temos: 

9-c (9-| + ia^) ( - 92E^) + Í(9ie^+92£^) 

portanto as condições de Cauchy-Riemann são equivalentes a e- 

quação: 

9- e 0 
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A5 - Invariânda de Gauge da Açao da Corda: = 0 

Devido a nossa associação da transformação de ga^ 

ge (ô ) com a transformação na forma funcional dos campos obti_ 

da a partir das reparametrizações (ô) é suficiente mostrar que: 

ôS = 0 (5.1 ) 

onde: 

S d^çL ; L = ^ Vg g®^ 

M 

Como /g d^ç = díí temos d^çL = díí 

2 - 
assim, como esperado, d çL e um escalar por reparametrizaçoes 

e por reparametrizações infinitesimais da variedade M: 

a 
ç ç® + , 3M 9M' 

devemos ter: 

6(d^çL) = <S(d^ç)L + d^ç(ôL) = 0 

Até a 1- ordem em e tem-se: 

dç® = dç*^ = + 3(^e®)dç^ , 

9ç 

(5.2) 

assim: 

= (1 + dç^dç^ = (1 + 9g^e®)d^ç 
o T I p I 

(d^ç)' = dç' dç'" 



177 . 

í{d^c) = (d^O' - (d^c) = (9je")d^c , (5.3) 

além disso sabemos que: 

6L = ÔL + Ô^L = ÓL + e® d^L (5.4) 

substituindo (5.4) e (5.3) em (5.2), obtemos a variação funci£ 

nal da lagrandeana L sob reparametrizações: 

ôL = - 8^(e^l-) , 
a 

consequentemente para a ação S: 

ôS d^ç(ôL) 

M 
a 

M 

(5.5) 

1 2 
lembrando que ç = x e ç = o temos: 

ôS = - { 

T = + ■: 

dç^ (e^L) 

o . 
1 

+ 0O 

dç"* (e^L ) 

q- = — OO ^i 

Estamos interessados apenas em reparametrizações 

que dexem S invariante e, como vimos no capTtulo 1, isso equi- 

vale a trabalhar com reparametrizações que preservem a borda 

de M (9M 9M), 0 que é equivalente a (ver IV-7 - capTtulo 1): 

2, 
e (T 

(f) 
0 . 
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Assim 0 29 termo em ôS e nulo. Da mesma forma as- 

sume-se em geral que 

T =-t-“ 

(Jl) 0 , 

e temos o resultado procurado: 

ôS = 0 

p 
consequentemente ô S = 0. 

Ao associarmos a transformação de gauge com a tran^ 

a a 
formaçao de B.R.S.T. simplesmente tomando-se e = 0n , como de 

corrência das discussões acima vemos que a ação S e invariante 

apenas por transformações de B.R.S.T. que satisfaçam certas coji 

dições de contorno: 

T = + <: 

n^(T , = 0 e (n^ í-) 

— oo 

temente: 
M 

No caso da corda fechada onde 3M = 0 e consequen- 

â 2 â c* 
9 (f )d ç = 0 qualquer que seja f , os campos n 

nao precisam satisfazer nenhuma condição de borda pois os ter- 

mos de borda são trivialmente nulos. 

— c 
A6 - Conservação da Corrente de Noether J 

9L 
T (6%,) + 
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onde 

^ >^g 9 X^9, 2 ^ ^ a b 

^T " ^ ^GF ^ ^FP 

= 0n^ 

Derivando-se J temos: 

9L 
T .B 

9 J = 9 ( !  ) + 69 (Ln^) 
" " 9(9^(^.) ' ^ 

(6.1) 

mas 

9 Lj n ^ R ^ R 
9^( L_ ô%.) = 9^ (-----L-.-) 6%. + §^9^<(,.) , 

3(3^+.) 9(3c*i) 3(3,+,) 

usando a equaçao de movimento: 9 ( ) =   temos: 
^ (9 <|) • ) 2 A 

^ V 9(}) ^ 

3,(-l!i-5%.) + —-''j. . =S®t^ 

3(3^+,) 9í() 3(3,+ ,) 

B B B B 
como ó Lj = 6 L + 6 (^Qp ■*■ “^pp) ~ 6 L temos 

. / ^ ^ B, . ^ B, 
9 . >5 (}> . ) =6 L 

9(9^^.) 

substituindo em (6.1) temos: 

= 6 + 0 9^(Ln'') 
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Na seçao A5 vimos que 6 L= - L), com a prescrição 

= 0n^ temos então: 

ô^L = - 68g(n^ L), 

consequentemente está provada a conservação de 

= - dd(n^ L) + ea ÍL n^) = 0 La L 
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apEndice b 

EQUIVALÊNCIA ENTRE 0 METODO DO "HEAT KERNEL" E O DA FUNÇÃO ZETA 

(NO CALCULO DA ANOMALIA QUIRAL) 

No caso da anomalia quiral (cap. 3 - seção II) tí- 

nhamos a infinidade A(x) =^^„(x)yi- íj^Íx) que foi regularizada 
n 

pelo método do "heat kernel": 

2 2 
_ 

A(x) = lim2^í(x)Yre 
h. t w2 n 

M 

com ( i 0 ) d) = X d) 

9 _ "Y—I _ ^ ^ n 
ou definindo t = 1/M : A(x) = lim) (p„(>í)yr e <l>„(x) 

h.t t-^0^ " ^ 

-tx 

A(x) = lim A (x,t) com A^^(x) =J^ ® 
h.t h.t 

Em ordem mais baixa em t obtivemos um resultado iji 

.dependente de t e que deu origem a anomalia propriamente dita , 

mas não e difícil ver que o termo seguinte seria proporcional a 
2 

t (inversamente proporcional a M ) e o proximo proporcional a 

t^ e assim por diante, ou seja: 

A^^(x,t) = A^^(x) + ut + vt^ + ... (1.2) 

A grandeza A(x,t) serã utilizada em seguida na ligação 

com 0 método da função zeta (ç). no qual a infinidade A(x) é re 
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regularizada da seguinte maneira 

A (X) = lim'^ 
s-^0 n 

in (^)^5 

' n ' 

s > 0 

Seja a definição da função gama: 

r(s) 
.s-1 -1 ,. 
t e dt 

•'0 

assim 

1 = 
r (s) 

s-1 t 
e d t 

fazendo t x t temos 
n 

1 = 

, 2. s 

r (s) . 

e''" ‘ dt 

(1.3) 

Introduzindo-se essa identidade em (1.3) temos 

Aç(x) 
V 

'V   
s+O " r(s) 

Cl t 4-S-l n . 
t e dt) i>p(x) 

Subdividindo a integral acima em duas partes: 

0 e 
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onde e e um numero pequeno, próximo de zero, temos: 

A (x) = 1 im {- 
1 r E 

s->0 r(s) 

t 

n r( s) 
e dt| (j)^(x)} 

0 19 termo entre colchetes na expressão acima i 

justamente A (x,t) definido em (1.1). 0 29 termo entre colche- 
h . t. 

tes é uma função analTtica da variável s, portanto como estamos 

interessados no limite s->0 e nesse limite r(s)->“ podemos des- 

prezar 0 29 termo acima e temos: 

A (x) 
1 s-1 

lim   t^ A (x,t) dt 
s ^0 r(s) J h,t 

0 

substituindo o resultado (1.2) para ^ e integrando temos: 

A^(x) 1 i m 
s->0 

h . t (X) U E 
s + 1 

r(s) s + 1 

s + 2 

2(l+s/2) 
etc } 

como lim r(s) s 
s ->0 

1 im r(s + l ) = 1 e 1 im (a+1 )~^ 
s-^0 oi->0 

a temos: 

Aç(x) = A^^^(x) + lim {.y-£ 

s^O 

s + 1 

¥JJJ 
(l-s +. 

V s 
7 

+ ...)} 

(1.4) 

como 1 im   
s-^0 r(s) 

s + + ... etc Y cte de Euler , 



então todos os termos de (1.4) entre chaves vão a zero e temos 

demonstrada a equivalência entre regularização via "heat kernel" 

(h.t) e a regularização via função zeta (ç): 
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APÊNDICE C 

COVARIANCIA NO GAUGE CONFORME 

INTRODUÇÃO 

Antes de fixarmos o gauge conforme na corda bosô- 

nica, estavamos trabalhando apenas com os campos: g^^i^í í), x^(ç). 

Esses campos possuem caracter tensorial bem definido sob repa- 

rametrizações, o primeiro Õ um tensor de 2- ordem: 

/I /■T' / l^ \ 
(ç > Ç ) -^ (ç > ç ). 9-ab(^  9cd^^^ 

Ja 0 cmapo e um tensor de ordem zero, um esca- 

lar, sob reparametrizações: 

x"'!?') = x‘'(ç) 

Entretanto para fixarmos o gauge conforme usamos 

a simetria de B.R.S.T, e introduzimos os campos fantasmas (n^) . 

os campos antifantasmas (ç^) e os campos auxiliares (B^). Os 

campos n foram introduzidos a partir dos parâmetros das repa- 
d 

rametrizações infinitesimais e^: 

E^ ( ç) = 0 (ç ) 
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Portanto como toda dependência local de e® esta 

em n , 0 caracter tensorial de n sob reparametrizações êo me^ 

mo de e^, ou seja, são as componentes de um vetor (tensor 

de ordem 1) como jã e indicado pe1a presença de um único Tndi- 

ce. Mas os campos ç, e B, foram introduzidos na teoria unica- 
a a 

mente pelas suas propriedades de transformação sob B.R.S.T. e 

assim não Õ claro qual e o caracter tensorial desses campos , 

neste apêndice estudaremos cuidadosamente os tensores na varie^ 

dade M e a definição do produto escalar no espaço de Hilbert , 

para descobrirmos o caracter tensorial desses novos campos e 

também para que os argumentos usados no capTtulo 3 com respei- 

to a definição semi-pos i ti va e hemiticidade dos operadores (-D) , 

(-E) e (-F) tornem-se mais precisos. 

Tensores em Variedades Bidimensionais Riemannianas 

No capTtulo 1 trabalhamos com tensores na varieda 

de bidimensional, M, dos parâmetros da corda. Os tensores fo- 

ram definidos perante as reparametrizações das coordenadas de 

12 1 ' 2' 
M: (ç , ç ) ->■ (ç , ç ). Entretanto como e sempre possTvel e^ 

colher um sistema de coordenadas locais em M tal que a métrica 

seja conformai mente euclideana (sistema de coordenadas confor- 

mes): 

ds^ = dç® dç'" = dç® dç^ = (exp 2<f>) {(dç"')^ + (dç^)^} (1.1) 

com p = exp (2<))), (gauge conforme) 
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Ê interessante definirmos tensores perante as re- 

parametri zações que mantem a forma da métrica (1.1), ou seja , 

tensores perante reparametrizações que levam de um sistema de 

coordenadas conforme a outro também conforme. Essas reparametri 

zações, como vimos no capTtulo 1, dentre todas as reparametriZ£ 

ções, são aquelas em que as novas coordenadas são funções anal_T 

ticas das coordenadas anteriores (transformações conformes). 

Daqui para frente serã mais conveniente trabalhar^ 

mos com as coordenadas complexas: 

z = çWiç^ ; z = i} - (1.2) 

as equações acima correspondem a uma reparametrização analítica; 

1 ' 1 2 2' 1 2 
ç = ç + iç ; ç = ç - U (1.3) 

Nesse novo sistema de coordenadas usando o fato 

que é um tensor sob quaisquer reparametri zações, inclusive 

as analTticas, temos: 

9ab ^ ^ 
aç' 9ç 7? ^cd ^ ^ ^ 

1 I p I p 1 
com ç = z e í; = z e usando = e ^ temos ab 

g--(z,z) = g22'(^') = " 9ll'^^') = ° 

g^-(z,i) = 9iz(z,z) = (?') = 99i'(ç') = 
,2<f> 

'21 
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Ou seja, no sistema de coordenadas z e z temos: 

(1.4) 

(1.5) 

consequentemente: 

ds^ = ds^ = 9gb(4') dç® dç*^ = dzdz = e^'^ dzdz 

e^^/2 

0 

g"^'(z,z) ={ 

2e 
-2(1) 

2e-2<i>' 

0 

como : 

dzdz = (dç^ + idç^) (d4^ - id4^) = (d?^)^ + (d4^)^ . 

vemos que, como esperado, a forma da métrica conforme (1.1) foi 

mantida pela reparametrização (1.2). 

No que segue trabalharemos principalmente no sis- 

tema de coordenadas (z,z) e assim as componentes dos tensores 

serão rotuladas através de Tndices z ou z e não mais 1 ou 2 co- 

1 2 
mo acontecia no sistema de coordenadas (ç ,ç ), a relaçao entre 

as componentes dos tensores nos dois sistemas de coordenadas 

direta, por exemplo: 

Se é a componente 'a' de um vetor no sistema 

1 ? 1 ' 2' - . . ~ 
(ç ,ç ) temos no novo sistema (ç = z, ç = z) por definição: 

ro
\ 
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usando (1.3) obtem-se: 

z 1 
e = e + 

Z 1 
G = G 

(1.6) 

Devido a forma não diagonal da métrica no sistema 

(z,z) (ver 1.4) sempre podemos trabalhar apenas com Tndices z, 

as componentes z são escritas em função das componentes z, e- 

xempl0: 

z za „zz ^ - G =g £,=9 e, a,b=z,z 
a L 

b z 
"z = £ = g^z " 

De um modo geral um tensor que tenha k Tndices z 

superiores (inferiores) sempre pode ser escrito em termos de um 

tensor com k Tndices z inferiores (superiores), e assim podemos 

esquecer os Tndices z. Seja um tensor com n^ Tndices z 

superiores e n_ Tndices z inferiores, ao passarmos de um siste- 

ma de coordenadas complexas (z,z) a outro (z',z') temos por defj^ 

n i ç ã 0 : 

(z'z')= ( 
1 ' 1 ' 

ac ac 

aç^ 

n 

••)( 
9Ç 9C 

1' T' ^9c* aç' 

n 

•)T 
ab 

de 
(1.7) 
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com a,b,e , . . . = z ,z 

Entretanto como supõe-se que a reparametrizaçao 

(z,z) (z',z‘) é analítica em z, o que e equivalente* a: 

^ ^ Q 

dz dz 9Z 

então as componentes de com Tndices superiores do tipo 

possuem um coeficiente nulo na expressão (1.7) acima. 

Analogamente admitindo-se que a reparametrização 

inversa (z',z') (z,z) seja também analTtica temos: 

isf = 0 
9Z ' 

e 0 complexo conjugado dessa expressão: 

9 ^ _ 9 Z _ Q 

9 Z ' 9 Z ' 

* Análogo ao que vimos no capitulo 1 em que: 

(e^ + Íe^) = 9^ = 
9Z 

0 
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Assim em (1.7) também as componentes de com Tndices 

inferiores do tipo z aparecem com um coeficiente nulo e restam 

apenas os Tndices z, reescrevendo (1.7) temos: 

. z 

. z • (z' ,z) 
^ az'^n+ 

9Z 

3Z 
(-^) 
az' 

n- . z 
= (—)" 

3Z 

-Z . . .z 
z . . . z 

com n = n_^ - n 

Isso nos sugere definir um espaço dos tensores de 

ordem n(Y'^) como o espaço dos tensores sob transformações con- 

formes cuja diferença entre o número de Tndices z superiores e 

inferiores seja igual a n: 

T s-rv T T 

3Z 
(1.8) 

Como estamos interessados em estudar a covariancia 

dos operadores D,E e F, que são operadores diferenciais, e in- 

teressante introduzirmos as derivadas covariantes. 

Primeiro definimos a derivada covariante que au- 

menta em uma unidade a ordem dos tensores de"f*^, ou seja, acre^ 

centa um Tndice z superior: 

se T E I : 

(1.9) 

E fácil verificar que T realmente pertence a 
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-r 
n+l 

pois num sistema z',z' terTamos: 

T'(z' ,z') 
f; I 2'2 

(Z T'(z,i') 9 

usando: 

a 2 ' ^ d_z^ 

az az 
0 

como Te "T^^temos 

az 
T'(z,z') = (ff-)" T(z,z) 

az 

a z 
- a- 

zz 
g (z',z') 

az' az' zz 

az az 

i- t \ 
g (z,z) 

substituindo em (1.10) temos: 

V^'t-(z',z') = g“(li:)(ÍÜ)(lÍ-) 8- {(1^)" T(z.5)) 
'' az az az' az' 

a ,az ' , a ,az '. « , 
com —( ) = —{—r~) = 0 temos: 

azaz azaz 

V^'t'(z'.Í') = g" SjTíz.i) = V^T 

Analogamente podemos definir a derivada covarian- 

te que diminui em uma unidade a ordem do tensor: 
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n 
z ' ' 

se T 

n _ , zz > n , \n T 
T = (g ) 9^ {(9zz) (1.11) 

Ê simples provar que T pertence a . 

Como vimos no capitulo 3, os operadores (-E) e 

(-F), no limite em que o fator conforme tende a 1 e a varieda- 

2 
de M tende ao lE , resultam* no laplaciano do espaço euclidiano 

numa forma matricial 2x2: 

lim (-E),(-F) 

P-1 

Da mesma forma o operador -D 

seguinte aperador matricial: 

dã origem ao 

-D (1.12) 

Na verdade como veremos a seguir os três operado- 

res acima são laplacianos que atuam em tensores de ordem bem de^ 

finida. Para verificarmos a conexão com os tensores definidos 

neste apêndice devemos introduzir a definição geral e covariaji 

te dos dois tipos possíveis de laplacianos sobre 

* Definindo-se o lapliciano no espaço euclidiano como: 

2 
/a, = -9^^ - 9 



194. 

A (+) = -2 (1.13) 

A (-) = -2 T v" (1.14) 
' n-1 z '■ ' 

Lembrando do papel das derivadas covariantes vemos que os la- 

placianos não alteram a ordem dos tensores: 

Usando a definição das derivadas covariantes é fa- 

1 2 
cil ver, por exemplo, que -D = - — 9 = A^(+): 

De (1.5) temos: 

A ( + ) 
0 ^ ' 

9-} 

e assim a„( + ) = - 1 9 9- , 
2Z ° p z z ’ 

g 

Mas (-D) e os demais operadores (-E) e (-F) estão 

definidos no sistema de coordenadas (ç ,ç ) cuja relaçao com o 

sistema complexo (z,z) esta dada em (1.2) de onde obtemos: 

9 
Z 

J_ ^ 1 
9 Z ? 

9ç 

9- 
z 

+ i 9 2 ) , 

e 
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assim A()( + ) = - i 3,85 = - -1 (3^ + Sg) = - 1 3^ = -D (1.15) 

Entretanto se tentarmos relacionar os operadores 

matriciais -D, -E e -F com os laplacianos definidos em (1.13) 

e (1.14) não obteremos sucesso. 0 problema estã no fato que os 

laplacianos e ^ atuam em e assim não precisam ser 

escritos em termos ae matrizes 2x2 como acontece com os operado- 

res (-D), (-E) e (-F). Na verdade esses operadores corresponde^ 

rão a laplacianos que atuam no espaço que e a soma direta de 

com"f”'^> 9*^6 ® ° chamado espaço vetorial dos tensores simé- 

tricos de traço nulo de ordem n, 

um elemento $ de è escrito na forma: 

- ( Ví'*' 

Mgzi)' 

onde (|) e e ^ ^ ^ 

Temos então a definição natural para as derivados 

covariantes em 

P : S" 
n 

P = (í) 
n n z 

;v^ 0 
r, n 

(1.16) 
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B„ = (- © (- 

0 \ 

B = 

''-(n + 1)/ 

Seguindo (1.13) e (1.14) define-se os laplacianos em S*^: 

( + ) S" - c( + ) = ^( + ) g) ^(") 
n n ^ -n 

( + ) 2B P 
n n 

(1.18) 

p(-) . çn + 1 ^ cH + l 
^n+1• ^ ^ 

(- 
n+1 

® A ( + ) 
-(n+1) 

C^"J = 2P B 
n + 1 n n 

(1.19) 

Os laplacianos definidos acima são escritos em tej^ 

mos de matrizes 2x2 da mesma maneira que os operadores (-D) , 

(-E) e (-F). 

Esses laplacianos são operadores diferenciais que de 

pendem da ordem do tensor no qual estão atuando. Assim para fa- 

zermos a correspondência entre os operadores (-D), (-E) e (-F) 

com um laplaciano de uma determinada ordem é importante saber- 

mos a ordem dos tensores sobre os quais esses operadores atuam. 

Para isso notemos que esses operadores atuam respectivamente em 

autofunções usadas nas expansões dos campos , n e ç: 
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x'' =y k n (ç) 
^ n n' ' 

n = "Y* a ij; ( ç ) 
/■■ mm‘ 
m 

\ = y b (ç) 
^ m^m ^ ' 
m 

( "E ) lí; = B ij; 
^m m^m 

(-F)y = Y (j)^ 
' 'm^m 

com n = :) ’ '*'m 
m 

Ç = (Ç-| ,^2) ’ ^ 
rT <í> 

m 
(m)l 

(m)2 

Como os coeficientes das expansões acima são cons- 

tantes, toda dependência local dos campos estã nas autofunções 

e portanto 0 caracter tensorial sob reparametrizações das auto- 

funções é 0 mesmo do campo correspondente e assim podemos dizer, 

por exemplo que (-D) atua em tensores de ordem zero (escalares) 

jã que e reconhecidamente um escalar sob reparametrizações , 

~ - 12 
exatamente por essa razao e que identificamos -D = - — 9 com 

A^(+) em (1.15). 

Podemos dizer que 0 operador matricial (-D): 

= -S)- 

atua em elementos de e identificamos (-D) com 0 l£ 

placiano de ordem zero Cq^^ = 2BqPq = notando que: 

a(+) = a(-) 
^0 0 

1 *2 
p 

temos: 
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( + ) 
V ( + ) 

0 

0 (-), r - 

( + ) 
-D (1.20) 

A identificação acima foi bastante simples porque 

(-D) atua em matrizes colunas do tipo:[|^]que naturalmente per- 

tencem ao S^, pois n e . 

No caso de (-E) a identificação não é tão direta 

jã que 0 campo r\, e consequentemente as autofunções é rec£ 

nhecidamente um vetor: 

Os n^ sao os componentes do vetor n no sistema de 

1 2 
coordenadas (ç , ç ) portanto precisamos passar para o sistema 

de coordenadas z,z. Para isso usamos (1.6) e obtemos: 

z 1 . 2 z 1.2 
n =n +in;n =n -in,n= 

2 

i(n'- ILl 

(1.21) 

Portanto e patente que n, e consequentemente ip , 

não pertencem ao s\ pois se V e por definição: 

<9zi) 
V 
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Isso significa que (-E) não deve ser identificado 

com ou simplesmente escrevendo (-E) no sistema de 

coordenadas z,z. 

Agora a identificação deve ser feita da seguinte 

maneira: 

Os tensores simétricos de traço nulo possuem duas 

componentes reais independentes, por isso o vetor fi é represent^ 

do por uma coluna* 2x1: 

(1.22) 

e nesse caso a representação do laplaciano (-E) e real visto 

que : 

0 t , i “l) 
p I - I 

A partir do produto (-E)n obteremos uma matriz 2x1 com duas com 

ponentes reais : 

(-E)n 

Não é necessário para efeito de identificação dos operadores 

trabalharmos com as autofunções em vez disso podemos tra- 

balhar com os prÕprios campos n“. 
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e analogamente a (1.22): 

A = Re 

B = Im 

(1.23) 

onde T é um certo vetor. 

Da mesma forma podemos representar um tensor simé- 

trico de traço nulo através de duas componentes como no caso de 

. Se V e : 

V = 
q - V 
^zz 

(1.24) 

E 1, V £ 

Sobre V atua o laplaciano S^; 

( + ) 

(-) 
‘-1 

usando (1.13) e (1.14): 

( + ) 
2„ z 

= -2 
Vz 0 \ 

com (1.9), (1.11) e a métrica 1.4 e 1.5 temos: 

r( + ) - 

d^pd- 

= -4 

p z z p 
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( + ) 
Quando ' atua num vetor de 

tado deve ser outro vetor de : 

por exemplo (1,24), o resul- 

e2^ com g - = = p/2 temos: 

-4 Í-L (3^ P3-) v") 

P 

-2 {-1- 

(1.25) 

onde T' ê um vetor de • 

Portanto lembrando que: 

T'^ = T'^ + i T'^ 

^'z = Szi T'" = -^ (T'' - i T'2) 

Podemos comparar o resultado obtido acima com o 

resultado obtido em (1.23) e verificarmos que T e T' na verda- 

de são 0 mesmo tensor e isso equivale a dizer que o operador 

( + ) 
(-E) deve ser identificado com o laplaciano C.j : 

( + ) 
-E E (1.26) 

De maneira análoga poderiamos tentar a identifica 
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_T 
çao do operador (-F), fazendo-o atuar sobre ç ; 

Mas não sabemos qual Õ o caracter tensorial dos campos pois 

0 Tndice inferior 'a', como veremos a seguir, sõ serve para coji 

tagem de graus de liberdade e não significa que os (ou os cam 

pos ç ) sejam componentes covariantes de um vetor. 
â 

Para sabermos o carãcter tensorial dos "anti-ghosts" 

K e dos ã usaremos a seguinte tãtica: â a 

Introduziremos o produto escalar,no espaço de Hil- 

bert para funções de onda que são tensores deY*^, consequente- 

mente teremos uma definição de produto escalar para funções de 

onda que são tensores em S*^, assim trabalhando-se no formalis- 

mo de 1- Quantização tentaremos escrever a parte fermiÕnica de 

nossa ação S para a corda bosõnica, ver III-23: 

onde: 

= -1 d ç ç /p ^ (i) (1.27) 

n = ,p n , 

2 
Na forma de um produto escalar de tensores de S . Como esse pr£ 

duto escalar deve ser um invariante por reparametrizações e co- 

mo sabemos o carãcter tensorial de n, e também saberemos o 
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de Jín, então ç deverá ter um caracter tensorial bem definido 

ra que a ação seja realmente um invariante por reparametriza- 

ções . 

0 Produto Escalar no Espaço de Hilbert 

Embora a definição seja generalizãvel, definiremos 

0 produto escalar no espaço de Hilbert no sistema de coordena- 

das (zz) , onde : 

dS^ = p dzdz = e^*** dzdz 

Assim 0 elemento de integração escalar e: 

2 
díí = >^g dzdz = /g d z 

Portanto se 4» e <1^ são duas funções de onda que são 

tensores de definimos abaixo seu produto escalar no espaço 

de Hilbert de tal maneira que seja um invariante por reparame- 

tr i zações: 

<<}> 

M 

.2 , zz . . . z 
d z /g ♦ (1.28) 

e como g-- = g^^ = 0, podemos reescrever o produto acima 

f ,2 , , X n zz . . . z zz .. . z 
d z /g (g^-) <1, <<(> 
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ou 

M 

(1.29) 

como t|^ 
zz . . . z 

pertence ao ou seja, e um escalar por 

transformações conformes, e daro que no produto definido em 

(1.28) temos um escalar sob o sTmbolo da integral e como esta- 

mos trabalhando no caso da corda fechada (9M = 0), foi visto 

no capTtulo 1 que a integração de um escalar e um invariante 

sob reparametrizações, portanto (1.28) e um invariante. 

Agora que temos um produto escalar bem definido 

para os tensores deY'^, temos a definição natural do produto 

escalar em S*^: 

se $2 ® tensores de S*^: 

seguindo (1.28) temos: 

(1.30) 

d^z /g (g,d" + (|, 
z . . . z z . . . z 

2 1 2 
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<$. $2> = 
' O « 
d z /g(g^-) {<|)t <t>9 + 

* 
I] <^2 

* 

'1 '*'2 
(1.31) 

Com esse produto escalar definido em podemos 

discutir a hermiticidade e a definição semi-positi va dos oper^ 

dores que atuam nesse espaço, como por exemplo os laplacianos 

e ^ definido em (1.18) e (1.19). Esses operadores são 

formados a partir dos laplacianos que agem sobre eque 

por sua vez são construídos a partir das derivadas cova ri antes 

e , ver 1.13 e 1.14, devemos então analisar primeiramen- 

te a hermiticidade das derivadas covariantes. 

Por exemplo no caso de v^_-j que atua sobre ^ 

aumentando em uma unidade a ordem dos tensores temos: 

Se: S e 1"""^ e T e 

Por definição do produto escalar (1.29) e da derivada covariaji 

te (1.9): 

S> (g^z) 
zz 

9-S 
z 

com g-z = 0 = gzz ® 9zz " ^zz ’ ^zz " 

grando por partes e desprezando o termo de superfície, jã que 

9M = 0 temos: 

<T| V 
n-1 

S> d^z is 9- {(g^-)'" T*} 

M 
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mas /g = ■> assim: 

<T Iv^.tIS > d'z /g (g,-)"-^ S í(g^^)^ 3; ((g,;)^ n> 
Z "-'ZZ' 

M 

como (g^^)* = g^^ ; " ^zi ® " ^z 

<Tl v" , |S> 
' n-1 ' 

/g (9zi)"’^ S í(g^")" 8, ((g^^)" T) } 

Usando novamente a definição da derivada covariante T (ver 

1.11), tem se 

<T lv^.,|S> /g (g^i)"'^ s (v^ T)* <-v " TjS > 

M 

dada a definição de conjugação hemiteana: <ij;|U|(t)> = <U tí)|(|)>* , 

da expressão acima temos: 

Z X + Z V + 
Vz (’n) 

= - V n-1 
(1.32) 

n X + 
ou tomando-se o conjugado hemiteano: (v^) = V n-1 

(1.33) 

Com essa propriedade e fácil ver que: 

vr' e 4-) 
O z n 

-2 ’n-l 'z 

sao hemiteanos e portante os laplacianos em S : 

( + ) _ *( + ) 
n " ^n ® ^-n ’ ^n+1 ^n+1 
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são natural mente hermiteanos em e respectivamente, sen 

_ - ( + ) “ 
do assim devido as identificações de (-D) e (-E) com Cq e 

respectivamente concluimos de uma maneira precisa que es- 

ses operadores (-D e -E) são hermiteanos. 

E fãcil ver também que esses operadores são defi- 

nidos semi - pos i ti vos ; pois de (1.31) e (1.33) em (1.16) e (1.17) 

temos: 

e assim: 

( + ) 
(-) 

C = 2 P;! P ; C = 2 P 
n n n n+1 n n 

e como 3M = 0, se í<í>-j,<P2Í {'F-j , 4'2 } e temos: 

( + ) 
< $ 

1 n 
$2 > = 2 <P^ I $2 " 

< I C T I 2 <P'^ 'F, I P"^ f 5 > 
n+1 '2 n 1 ' n 2 

{ + ) 
no caso em qu2 í>-| = ^2 "" ^m ^n ^m ^m ^m 

<0 C 
m ' n 

$ > = X < $ $> = 2<'P$ P$> m m m ' m ^ n m ' n m 

Consequentemente: > 0 

analogamente para C 
(-) 

(+) {+) 
Assim Cq e C-| e consequentemente (-D) e (-E) 
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são definidos semi-positivos. 

Devemos ter resultados análogos para o operador (-F) 

entretanto ainda é preciso descobrir o laplaciano que corres- 

ponde a esse operador e para isso temos que saber o caráter 

tensorial dos campos anti-fantasmas 

Com esse objetivo tentaremos escrever a parte fe£ 

miÔnica da ação S: 

n 

í 

cF S =1 d^ç ç /g 

1 

pn = p = 

(C1 Co) 

com 

como. um produto escalar de duas funções de onda de , tentare^ 

2 
mos n=2 (S ), pois n e um tensor de 19 ordem e o operador dife 

rencial /( deve elevar em uma unidade a ordem de um tensor, e 

assim esperamos que ç tenha alguma relação com um tensor de 

ordem (-2) para que a ação possa ser escrita numa forma expli- 

citamente invariante por transformações conformes, como é o c^ 

so dos produtos escalares no espaço de Hilbert definidos neste 

apêndice. 

Notemos que o operador P.| definido em (1.16): 

ê tal que, P.j : ; 
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assim se u e um tensor de S 

^zz u ' 

P-| u e S ; u 

„2 z 
v,u 

' V ^ ( g -u ^ 
z '^zz ' 

zz 
2 ^ í “ 

e se a e S por definição: a = „ 

Mg -)^ \ 3 zz ' 

Então 0 produto escalar <a|p.| |u>, que pela defini 

~ O 
çao (1.30) corresponde a integral de d vezes o produto cru 

zado abaixo: 

i n \ 2 z z (g^i) a v” Vg - ) z V yzz ' 

escrito no sistema de coordenadas z,z: 

f.2 
<a|P^|u> = Jd^Z /g u^ + (g^-)^ U^} 2 ZZ z z 

d^Z /g U^ + U-} (1.34) 

Precisamos escrever esse produto escalar no siste- 

1 2 F ma de coordenadas (ç ,ç ) se quisermos comparã-lo com S , para 

12 1 ' 2' 
ISSO notemos que da passagem de (ç ,ç ) para (ç , ç ) = (z,z), 

como a é um tensor: 
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3 r, 3 g 

3ç^ 3ç^ 

T a. 

1 I 2' 12 
usando a relação entre (ç ,ç ) e (ç ,ç ) dado em (1.2) e 

(1.3) temos: 

= k {(a^^ + J-'^) - i (ct^^ - } 

onde k e independente das componentes de a. 

Mas como estamos assumindo que e simétrico e 

de traço nulo temos: = 0 e consequentemente: 

zz zz z „ zz 
ct =g a -ü-a 

Portanto a forma do produto escalar em (1.34) de- 

1 2 
ve ser generalizada para o sistema de coordenadas (ç , ç ) da 

seguinte maneira: 

<a 1 P-| 1 u > = d^ç /g (a^^ VgUj^) = d^ç /g (^b ^^u^) (1.35) 

Onde agora e a derivada covariante que estamos 

acostumados a trabalhar calculada no gauge conforme: 

^ ^2(|) . 
9ab = P ® « a b ’ab 

= (a;- a, 
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é fãci1 ver que: 

11 2 2 11 2 2 
V u - V U = 9 U - 9 U 

1 2 2 1 1 2 2 1 
V U + V U = 9 U + 9 U 

Usando que: a^-j = - 5 “-]2 “ “21 ® “ p ’ obtem-se de (1.35): 

<alP^|u> = d^ç /g (a^i^ V®u*^) = 

*”d^i; p{a-|^(9^u^ - 9^U^) + a-|p(9^u^ + 9^U^)} 
12 

â 3 1 2 
como 9^ = g^^9 = P = P 9 e 92 = p 9 : 

< a| 1 U> = 
’ 2 12 2 1 
d C {a-|-j(9^U - 92U ) + a-|2{9iU + 92U )) 

Para compararmos esse produto escalar de tensores 

2 F 
do S com S dada em (1.27) e interessante reescrever (1.27): 

S = -i d t ç /p jíf 5 = -i íd^ C ç ? n, ç 1 F ~ — í, n = pn 
/p 

S = - i 
P _ _ 9p 91 

^2) 3^ -3^ ^2 
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{(-U^) (32^^ + 3]n^) + (-ÍÇ2) 

Comparando com ^oílP-jl li ^ temoG a 

â â ”* ■“ — __ 
n = u ; C] = “12’ ^2 ~ 

32li^ ) ^ 

identificação: 

Sendo assim vemos que os "anti-ghosts" f estão rela 

cionadas com tensores covariantes de 2- ordem ( de traço 

nulo e simétricos, enquanto que os "ghosts" n sao, como espera- 

do, vetores sob reparametrizações. Das relações acima temos: 

1 
^12 

/ p /p 

~c 
n 

c 
p n , 

consequentemente as transformações de weyl de c e n quando 

p->(expa(ç))psão: 

Çg -> {exp (- ; n^^(exp a(ç))n^ 

Agora que sabemos que ç e diretamente proporcio 

nal a tensores de ordem -2, ja que a-j-j e são combinações 

lineares de a e Somos levados a identificar 0 operador 

- (+) .2 
(-F), que atua em ç , com 0 laplaciano C_2 que atua em S , 

tomando-se os mesmos cuidados tomados na identificação de (-E) 
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com podemos escrever: 

Assim sendo como ja havTamos demonstrado que os 

operadores e são covariantes, hermiteanos e defini- 

dos semi-positivos , o mesmo vale para os operadores (-E), (-F) 

e (-D) usados no cálculo da anomalia de Weyl 

Nota sobre a covariancia do mecanismo de fixação de gauge 

Inicialmente tinhamos a ação para a corda bosôni- 

ca fechada: 

S = 
í 2 9ab ^a^*" 2 

d ç L 

M 

invariante sob as transformações de B.R.S.T.: 

=- 9 ; 6® =- e(v^nt, + v,^nj 

Entretanto para fixarmos o gauge conforme: 

9ab ° P ®ab’ 

sem que a simetria de B.R.S.T. fosse quebrada introduzimos os 

campos Çg e B^: 

6^ r = i0 B ; B = 0 
a a a 
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E assim somamos ã lagrangeana L uma transformação 

de B.R.S.T. usando o "ansatz": 

0(^FP ^ '-GF^ " 
(1.35) 

com 

922 ^ 

e 

Sj = S + d Ç(^FP 9 

e devido a nilpotencia da transformação de B.R.S.T. tinhamos: 

<S^(^pp + ^Qp) = 0 

e consequentemente 6®S. 0 

Portanto realmente a simetria de B.R.S.T. não foi 

quebrada. Mas, a princTpio, nada podTamos dizer sobre a cova- 

riancia da ação total por reparametrizações, pois apesar da 

transformação de B.R.S.T. manter o caracter tensorial das quaji 

tidades transformadas não sabíamos qual era o caracter tenso- 

rial dos anti-fantasmas e portanto não podTamos garantir que o 

novo termo, + L._ , adicionado a ação inicial S tivesse o 
r r br 
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mesmo caráter tensorial da lagrangeana inicial L , ou seja, nao 

sabiamos se podiamos escrever esse novo termo na forma: 

que é a única forma permitida para lagrangeanas de ações que 

sejam invariantes por reparametrizações . 

rial dos "anti-ghosts" podemos escrever [' na forma acima 

e verificarmos então que o método de fixação de gauge baseado 

na simetria de B.R.S.T. e realmente um método covariante e que 

nenhuma simetria original da ação inicial S foi quebrada na fj_ 

xação do gauge conforme. Para isso notemos que o caráter tenso^ 

rial dos é transparente.iquando ele e escrito apartir do ten- 

L' = Lpp + Lgp = X (escalar) , 

Agora que conhecemos exatamente o caráter tenso- 

sor a 
ab- 

a 
1 2 (1.36) 

/p gl/4 ’ ^2 = 
/ p 

B ~1 ~ 2 
Inicialmente temos: 0 ( Lpp+ Lgp) = i ô (Ç] f + ^2 ^ ^’ 

com: 

, ab 
mas de g g^j^ = 2 temos: 
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g-]2 " “ 9 9 
1 2 

g-]] = g g 
22 

'22 g g 
11 

usando ainda (1.36) podemos escrever: 

B . “12 12 + “l1 / 
0 (í-pp + í-Qp) = {— g g — g ^—)} 

^9 ^9 

lembrando que aj2 = «21 e «22 “ “ “■]-j tenios 

0( í-pp +Í-Qp) = <5 (■ 
*^g g 

ab 
a b> 

(1.37) 

Vemos então que a adição do termo ( i-pp+ ^gp) ^ 

lagrangeana inicial L = (m^/2) (/g g^^ 9,X^ além de 

não quebrar a simetria por B.R.S.T. mantem ainda a simetria 

por reparametrizações intacta e com isso a forma tensorial da 

lagrangeana total e bem definida. 

Observamos ainda que nem mesmo a simetria de Weyl 

da lagrangeana inicial L foi quebrada na fixação de gauge, jH 

que /g g^^ e um invariante por tranformações de Weyl. 

Concluimos então que 0 processo de fixação de ga^ 

ge usando-se 0 pricTpio de simetria de B.R.S.T. e totalmente 

covariante. 
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apendice d 

SOBRE A QUANTIZAÇAO CANÔNICA DA CORDA BOSÕNICA ABERTA 

Nesta tese temos assumido que a superfTcie M var- 

rida pela corda no espaço-tempo é localmente euclideana, no ca 

so especifico do estudo de anomalias essa notação e mais conve- 

niente jã que a maioria dos autores trabalha com ela ((20) , 

(6), (15), etc.). Entretanto para estudarmos a quantização ca- 

nônica, pelo mesmo motivo ((1), (12), etc.), e conveniente tr^ 

balharmos com M localmente mi n kows k i a na , nesse caso o gauge coji 

forme fica: 

e em vez de /g passamos a usar /-g.. 

Os supercampos permanecem inalterados, pois as v^ 

riações sob reparametrizações possuem a mesma forma tanto para 

M localmente euclideana como para localmente minkowskiana. 

Além de trabalharmos com M localmente minkowskiana 

é importante fixarmos o gauge conforme através do ten- 

sor métrico contravari ante: g^*^ = (-g)^^^ g^*^> no gauge confo£ 

2 
me -g = p assim: 

~ab / 1 /I 
g = ^ <0 

0 
-1 

1 0 
0 -1 

E agora em vez de usarmos as condições de gauge 

19 ~ I ~2 
f e f do capitulo 2, temos: v e v : 

~1 ~2 
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^(g ) + 9^^lí) = 0 

(1.1) 

v'(0 = g^^c) = 0 

Analogamente a fixação de gauge no caso euclieano 

(capTtulo 2) escrevemos a lagrangiana total como: 

Lf L + Lgp + Lpp 

com a seguinte prescrição (ver III-31 - capTtulo 2) 

^GF ^ ^FP ■ 
de Çg(ç,e) v^(ç,0) (1.2) 

Portanto devemos obter os supercampos v^(ç,e) . 

D cl h 
Para isso é suficiente obtermos ô g , usando a expansão 

(ver III-28 - capTtulo 2): 

g^^(ç.e) = g^*^(ç.o) + 6^g®'^(ç,o) 

R â t) 
com 0 resultado obtido para 6 g no apendice A (seção A3) te 

mos os supercampos: 

g^^ç.e) = g^^ç.O) + e{ (- - r,S^) + (9^n®)g"^^ + (a^n^g®"^) 

Usando (1.1) acima, que relaciona g^^ com v^ e v^ 

temos os supercampos: 

“c"' c. , -1 
V (ç,o) - V (ç) + 0Í(+ —2“ “ n 9^) V + (a-|n 

1,-2 1,-3 
20 )v + (a-iD + 920 )v } 
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v^(c»0) - ^ 9in^)v^ + (9-|ri^ - 92n^)v^} 

~11 _ ~22 
onde Vo =  0—^— 

assim, usando a integral de Berezin de = 0; de 0 = 1 e os 

supercampos ç^(ç,e) = ç fç.O) + 0 B , além do fato que: 
u a a 

{ç^,0} = 0 a 

obtemos explicitamente 0 termo de Faddeev-Popov e 0 de fixação 

de gauge a partir da prescrição (1.2) e temos consequentemente 

a ação total para a corda (S^) no gauge conforme: 

9ab = P ^b = -1) 

d + ^Qp ^ 

M 

L - ~ /-g g^*^ /-g g^*^ a^X^aj^X*^; g - det g^^^ 12. 
2 

‘ d^ç /-g g^^ 9 + B.v^ + a b 1 

M 

+ i {(~2 ^^l"^ ~ ^2^ ^ ^^1’^ ^ ^20^ )v^) + 

9r0 r 1 2 ~1 1 2 

2 
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Definindo: 

SpH 2 1 
A = e D = (8^n + 32n ) 

Podemos minimizar a ação Sji óSj = 0, com: 

/-g (/-g g^*^ B^X^^ôX^ ) - (9^^ /-g g^*' 9^X^) ôX’^ 

d^. = 

fO. 

dx A 0 1 da ; ç = X; ç = a 

M 1 1 

usando a notação: temos: 

ôS-j- = 0 = 
, .io 3(/-g g^'’ Tj,!,) ,-cd 

d ^ { -2- (— 
„ vV* 

M 
„ -cd 
9 g 

6g - (3^ ^-9 g 3gX^ 

1 ~ 2 1 2 
+ 6B^v + ôB^v + (B-j + íÇ2D)6v + ( B^ + íç^D)6v + iç. 

2 1 1 2 ~3 
+ i {í-|(9in - 32H ) + 52^^!'^ " ^2’^ '*' 

+ i ôç-|(Av^ + Dv^ + (9-|n " 02n )v^) + i ■*'(3in^ 

~1 ~2 -2 ~1 
+ i (ç-]V + Ç2'' ) 5A + i (ç^v + ^2^ ) (50 + 

2 ~ ~ 1 
+ i (^^^39^ - Ç2''3^2) “ ^l''3^2) ^ 

f°f rf 

da(/-g g®^ 9 X^ÔX’') a 
dx(Ag òX^a^) 

a 
X. 

T . 1 
1 

(1.4) 

õX'") + 

A óv® 

2 -3 
-32H )v )+ 

(1.5) 
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Onde óA e 6D significam variações nos campos que compoem 

essas quantidades. A anulação dos termos proporcionais a óB-j e 

requer: 

1 19 9 ^ ^ 1 2 
v^ = = 0 ; = -3 J-3— = 0 , 

ab -1 ab ou seja, temos o gauge conforme: g^^^ = g = (p) n e 
ab 

nesse caso /-g g^^ = /-g g®*^ = , da anulaçao do termo pr£ 

porcional a 6X^ temos: 

9b(*^”9 9^^ (1.6) 

Além disso no processo de minimizaçao da açao a 

variação dos campos é nula nos instantes iniciais e finais: 

6X^T^ ) = 6X“(tf ) = 0 

assim a integral em da é nula. A anulação da integral em dx re^ 

quer: 

CTf 

/-g = 0 , 

lembrando que estamos no gauge conforme, onde 

, ~ ~ab ab ,1 0. 
/-g g = n = (q -V ’ 

a anulação da integral em dx requer: 

Co 

3oX 
2 a. 

0 (1.7) 
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Considerando que os termos proporcionais a e 

2 
V ou proporcionais a derivadas dessas quantidades que apare- 

cem na expressão (1.5) devem ser nulos, pois na concha de ma^ 

1 2 
sa V = V = cte = 0, podemos reescrever (1.5), lembrando que 

0 termo proporcional a ja foi anulado pelas equaçães 1.6 

e 1.5 temos: 

6S-|. = 0 = í d^f 

., / - ~ab 
v>o g y 

( 
ab 

. ~cd 
9 g 

ôg 
cd 

+ (B^ + i ^2^) (^2 ^ ^ ] g) + 

+ i 6v^ + i (Ç-j(9-|n - Ç2^^1’9 ~92’9))^^ 

+ i 6ç^((3^n^ - 92H^v^) + i ôÇ2((9^n^ - 9^0^)^ ^) + 

+ i ( ?‘i^39-| ~ ^2^3^2^ ^ ^ (1.8) 

Vemos que para obtermos a minimização da açao , 

ainda precisamos anular os coeficientes das variaçõesõn^, ôv^, 

3 - ~ 
ôv e 6ç . E! preciso então reescrever o 19 termo da expressão 

d 
— 3 -“3 

acima explicitamente em função de 6v e ôv , pois 

~1 
V 

~3 
e V 

~ c d 
Na verdade o termo proporcional a ôg na expres- 

_ _ «3 
sao acima nao depende de 6v e pode ser escrito em função ape- 

-1 ~2 
nas de ôv e 6v . Isso pode ser verificado usando-se a defini- 
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çao do tensor energia-momento (ver UI-6 - capTtulo 1): 

{ 
9(>^-g Y [^) ^ , 

—> 'g ^ ’^-g ^g » 
9g 

ca (1.9) 

Devido a invariância de Weyl de /-g g^*^ vimos no 

capitulo 1 que: = 0 , mas no gauge conforme 

g " ^/p(q -1^ 

c d c 1 
Tc = T^^ g = — (T^^ - portanto devemos ter T 

além da simetria ja esperada: T-j^ = 

11 '22 

Usando esses resultados e as relações entre g^^ e 

V dadas em 1.1 temos 

„ / / ~ ~ a b . 
9('^“g g T,u) j 11 pp IP 

{ Íb_} 6gCd ^ y_~ 5(~11 ^ ~22^ ^ 6g^^} 

9g 
cd 12 

= 2/-g {T^ ^ ôv^ + 2 ôv^} (1.10) 

Da definição de A,(1.4),obtém-se: 

i 6v^ = i ç 
(9.n") 

ôv'' - i E n 9,(ôv'') 

.~a 
= i Çg —n^<5v®) + i 3^(ç^n") ôv' 

Cn .~a 
c' ’ a c'"’a 

■^f 
,~a 

como ôv 

(1.11) 

= 0 j integrando por partes a divergência acima: 
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|d^ç {-i 6v^)} = 
c' a 

d a ( - i ç TI ^ ó V ®) 
a 

^ -P ^ -P 
^ ? a ^ 
dt -i Çn 6v 1 1 

a I 
T . 

1 1 

dx(i £ ôv^) 
a 

T . 
1 

(1.12) 

a. 
1 

Finalmente usando (1.10), (1.11), (1.12) e integrando por par- 

1 2 
tes os termos proporcionais a 6n e 6n em (1.5), com 

ôn^(T^. ,a) = ôn^(x^ ,a) = 0 

temos: 

' 2 - (V*") c -1 
6S.J. = 0 = Jd^ç í(2>^-g T^2 + ^'^2° ''^1 ^1^ 

M 

c ~2 
-t- (2 /-g + i £-,0 + i £2  2— + ^ 

+ i(£-|(9-|n^ - 92'^^) £2(9-]n^-92l^)) 6v^ -f Í6£-j(3-|ri^ - 

12 3 í 
+ i ó£2(9^n - 820 )V - i:(9-|(£-,V3) - 92(52^3)) <5n' 

- i (9-|(£2V3) + 92(51^3)) ôn } + 

rxf 

2 a ~ 2 ~ 1 
dt(- i £^n 6V - i £2V3 ôn - i £iV36n ) 

^i 

(1.13) 
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Desde a construção da ação Sj temos trabalhado com 

a condição de contorno (Apêndice A - seção A5): 

(r,0^) = (t,o^) = 0 (1.14) 

2 2 
consequentemente ôn (t,0^) = ri (t,0^) = 0. Portanto para que a 

integral em (1.13) seja nula devemos ter: 

Ç-](t,0.) = ç^(t,0^) = 0 (1.15) 

As equações de movimento que obtemos a partir do cancelamento 
% 

dos termos proporcionais a 6v® em (1.12) não influem na dinâmi- 

ca dos campos físicos jã que elas simplesmente levam a uma rel^ 

ção entre os campos auxiliares B^(x) e os demais campos. 

Do cancelamento dos termos restantes em (1.13) ob- 

tem-se : 

9-j n 0 

3 ^ n 
(1.16) 

onde 

^1^1 " ®2^2 " ° 

+ '2H = 0 

(1.17) 

6 a 

, „J/4, 11 22. 
(-g) (g - g ) 

Como estamos no gauge conforme: 
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temos : 

ç' = — (1.18) 
" /p 

No caso da corda aberta onde ij = - xf = + «> e 

= 0; = TT, levando em conta que todos os campos em ques- 

tão são hemiteanos, a solução mais geral para as equações de 

movimento (1.6), (1.16) e (1.17) com as condições de contorno 

( .1 ) , (1.7), (1.14) e (1.5) são^^^^ 

(X ,0 ) 

, 'H 00 -j 

qi* E -L (a“ e-'"" ■ ^ n Trii 'TT _ . ' n '0 7T n = l /n 

. .. P ' I 11 t \ _ + a^ e )cosno 

(1.19) 

1/ \ 0 1 ^ f r ^“1nx , »+ inx. n (x,a) = — +—z(Ce +Ce ) cosna 
/tt /Trn = l 

(1.20) 

n (x ,a) = - -i- I (C e-^^^ - C" e^^") sinno 
/ir n = 1 

(1.2Í) 

1/ X 1 /n „Tnx =+ inxx 
ç-j(x,o) - - (C^e -C^e ) sinna 

/ TT n = 1 
(1.22) 

1/ N 0 1 ^ , r „-inx p+ inxx ç.;(x,a) = — + — Z (C e + C e ) cosna 
^ /tt /tt n = l " " 

(1.23) 

1 + 1 + 
Como (n ) = n e “ ?2’ modos zero acima 

devem ser hermiteanos; 
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= r • = r 

Agora seguindo no procedimento da quantização ca- 

nônica devemos definir os momenta canonicamente conjugados aos 

campos da teoria; 

9(3^()> . ) 
(1.24) 

onde <j)^ é um campo qualquer. 

E interessante reescrever a lagrangeana total 

dada em (1.3) que: {ç , 9 )= 0, pois tanto como ç tem 
â C d 

C â 
caracter fermiônico, alÔm disso os termos do tipo: -i 3^v 

d C 

podem ser integrados por partes: 

Usando essas relações em (1.3) temos: 

éh L T 
M M 

'^2 1 ~ 2 . 2 1 ~ 1 
+ i Çi(9-|n + 92’^ ^ ^2’^ ^ 

+ i 9-(ç.n )v + i 
L d 

5.(9 n") c,~a , . ’a^ c" > ~2 
V + 

- i((9^n^ - 92H^)ç] + (9-|n^ - 
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- 1 

+ 0O 

I < _ 2 ~ & V 
dx(£ n V ) 

a 

+“ 

da() (1.25) 

onde ç' = 
a a 

2 2 
Como ja vimos antes n (x,0) = n (t,h) = 0 assim a 

integra! em dx e nula, a integração em da também e nula porque 

assumimos em gera! que os campos em x = ± «> vão a zero. 

Usando a lagrangeana de (1.25) e a definição dos 

momenta associados aos campos da teoria,(!.24) , lembrando que 

na concha de massa v^ = 0 temos: 

(1.26) 

e ainda: 

C' ; n p = - i ç' 
2 n 1 

mas como estamos no gauge conforme: 

ab 1 0 
g““ = (l/p) (i 9,6 = (^ ”) 

0 -1 

~ab 1/4 ab ~ „"!/4 
g =g g »9ab"9 'ab 

reescrevendo 

(1.27) 



229 . 

= + 
(1.28) 

Mostra-se os campos que possuem momento 

conjugado nulo não possuem relevância no processo de quantização 

e podem ser eliminados da teoria. 

Imponto-se as relações de comutação e anticomuta- 

ção abaixo: 

[n^u{T,a), X^(T,cr)] = - iô’^^ ô(a-a') 

{n (T ,a) , n^x ,0-')} - - iô®^ 6(0-0 ' ) 

e usando-se (1.27) e (1.28) além das expansões (1.19) a (1.23), 

temos as seguintes relações para os coeficientes das expansões 

dos campos: 

ís • 

{Cq, c^} = 1 (1 .31 ) 

e os demais anti-comutadores ou comitadores são nulos. Como a 

nossa ação total e invariante por transformações de B.R.S.T. 

9 2 ~ 
tais que n (x,o) = n (t,it) = 0 temos então uma carga conser- 
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vada (Qg) associada a essa simetria. 

Pelo teorema de Noether temos a seguinte corrente 

conservada: 

dL. 
B c 

TW ^ ) 
(1.32) 

onde 
- representa um campo genérico da teoria e é assumida 

soma no Tndice i tal que todos os campos contribuam para a 

corrente J . 

y. 
- I = /g g3^ (1.33) 

D ^ 
- ô ç pode ser obtido a partir da reparamentrização 

ç® = ç® + e® com a prescrição e® = 0n^, ou seja: 

gBça ^ ça' _ ç3 = ^ g^a 
(1.34) 

No apêndice A (seção A6) demonstramos explicitamen 

te a conservação da corrente 

\ j"" = 0 (1 .35) 

/\ carga de B.R.S.T. Qg, tem caracter fermiÔnico , 

consequentemente a corrente da qual ela e obtida (J^gR5j) deve 

possuir esse mesmo caracter. E natural então definirmos J*'ggg.^ 
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a partir de segundo: 

J 
c 

BRST 
e 

9(3c + p 

onde 0 é uma constante grasmanniana que devera aparecer 

do direito da expressão acima, a partir de 6 (j)^ e ô ç , 

maneira que seja independente de 0. 

Da conservação de temos a conservação de 

^c^^^BRST 
0 

ou seja: 

12 12 
^1'^ BRST ^ ~ ^2"^ BRST’ lembrando que ç = t e ç = a 

temos: 

1_ 3 
9t BRST "ao BRST 

Integrando a expressão acima em a de 0 a 

mos a seguinte equação para a carga de B.R.S.T. 

ir 

3 n - - J ^ 
~~ ^B " ^ BRST 
3t 

(1.36) 

no 1 a- 

de tal 

BRST- 

•iT O b t e “ 

(1.37) 
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com: 

d a 0 
1 

BRST (1.38) 

A equação (1.37) indica que a carga de B.R.S.T., 

Q será conservada se e somente se: 
^ D 

BRST 

Após os cálculos de Qg calcularemos J para 

verificar a igualdade acima. 

seja 
y ^ I 

L = v^-g g , no gauge conforme 

/ ~ ~ab ab 
v-g g = n 

n 0' 

0 -1 

temos: 

L = -^ (9^X^ 9^X’^ - 9^X^ 9^X^) 

Substituindo a expressão acima em (1.25) temos a 

1agrangeana total: 

1^ = L + ( Lgj, + tpp) = ^ (a^X^^ 3^X^^ - a^X*^ 92X^^) + 

~1 ~2 . 2 1 
B-jV + B2V + ÍÇi(9-|ri + 920 ) + 
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+ + 92n^)v^ + + i -l(3^n^)v^ + 

- 9-|n^)Ç-j + (9-|n^ - 92n^)Ç2 

onde Kl = ç.v^ 
’ d d 

Portanto usando a definição de dada em 

(III-62) temos: 

BRST 
3(9,X") 9 (9ç,n^) 9(9,n ) 

9 R 9tj 3tj p, 9Í-t 
—L  6®B, + —í  6®{ + —í  jBja _T 

a . /. N a „ / ^ ~a 9 (9 B ) 
c a ^ 

9 ( 9 ç ) 
^ c^a ^ 9(9^V“) 9(9,V") 

.B~3 , B c 
— 0 V - Lò K 

~ â 
lembrando que v = 0 na concha de massa e usando as relações: 

ín ,9} - 0; = - 0n^ 9 n''; ô‘^ç'' = 6ri a^ c pB c „ c r 
a 

temos: 

1  p,, C, .p,. 
BRST ® ~ ^0 ^ ^ ^ ^ ^ ^c^ ^ ) n 0 } + 

+ iç^(n^9^n^) 0 + iç|(n^9^n^)0 

como 9-|X’^92X’^ = 92X’^9^X^ e ç^(n^9^n'^) = n^(9^n^)ç^ 
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quantização canônica, é consistente se e somente se a 

são do espaço tempo for igual a 26 

dime n- 
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