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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar e analisar uma classe

de métodos estendidos, voltados para a resolução numérica de pro­

blemas de valor inicial para equações diferenciais ordinárias, princi­

palmente problemas do tipo stiff, devido às propriedades de estabi­

lidade desses métodos. Desenvolveremos os passos necessários para

a obtenção de famílias de métodos desta classe, das quais, através

de uma análise das propriedades de estabilidade, obteremos esque­

mas particulares À e L—estáveis, que serão utilizados em avaliações

computacionais.
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Abstract

The purpose of this work is to study a class of extended

methods applied to the numerical solution of initial value problems

for ordinary differential equations. Special emphasis is given in the

application of these methods to stiff problems due to their good

stability properties. We have developed the necessary steps for

obtaining families of methods of this class. Through the analy­

sis of their stability properties we have derived particular À and

L—stable schemes which have been used for computational evalua­

tions.

FS
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Índice

Introdução

Problemas de Valor Inicial

1.1. Introdução

1.2 Conceitos Básicos

1.3 Existência e Unicidade de Solução

1.4 Métodos Lineares de Passo Múltiplo

1.5 Estabilidade

1.6 Aproximações Racionais para a Exponencial

Métodos Estendidos de Passo Um de Terceira Ordem

2.1 Introdução

2.2 A Regra Trapezoidal Estendida

2.2.1º Análise da Estabilidade para a Regra Trapezoidal Es­

tendida

2.3 Uma Família de Métodos Estendidos de Terceira Ordem

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



2.3.1. Análise da Estabilidade

3 Métodos Estendidos de Passo Um de Quarta Ordem

3.1 Introdução

3.2 Uma Família de Métodos Estendidos de Quarta Ordem

3.3 Análise da Estabilidade

Forma Geral dos Métodos Estendidos de Passo Um

4.1 Introdução

4.2 Generalização dos Métodos Estendidos de Passo Um

4.3 Obtenção de Métodos Estendidos de Passo Um de Quinta Ordem 46

44 Análiseda Estabilidade

Métodos Estendidos de Passo Um de Sexta Ordem

5.1. Introdução

5.2 Construção de Métodos Estendidos de Passo Um e Ordem p=6 55

5.3 Análise da Estabilidade

Resultados Numéricos

6.1 Introdução

6.2 Problemas Testes

6.3 Os Resultados

6.4 Considerações Finais

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



7 Conclusão

Referências Bibliográficas

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Introdução

As equações diferenciais ordinárias aparecem frequentemente quan­

do tentamos modelar um fenômeno ou um experimento, principalmente proble­

mas que descrevem quantitativamente fenômenos físicos, químicos e biológicos.

Estas equações, quando associadas a uma condição inicial, constituem o que

denominamos um problema de valor inicial.

Em certos casos, não sendo possível determinarmos analiticamente

a solução de um problema de valor inicial embora estejam garantidas sua

existência e unicidade, surge a necessidade de utilizarmos técnicas numéricas

que gerem aproximações para a mesma em diferentes pontos do seu intervalo de

existência. Esta necessidade tem estimulado a busca de métodos numéricos que

permitem gerar, com o menor esforço computacional possível, aproximações

com a precisão desejada.

Dentre estes métodos numéricos voltados para resolução de uma

equação diferencial ordinária, encontram­se os Métodos Lineares de Passo

Múltiplo que permitem determinar, com um esforço computacional razoável,

aproximações com a precisão desejada mas, para problemas do tipo stiff, não

possuem bons representantes. O objetivo principal deste trabalho é apresentar
uma outra classe de métodos denominados Métodos Estendidos.
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Os métodos estendidos são obtidos pelo acoplamento de métodos

lineares de passo mútiplo e, apesar de serem de passo um, utilizam informações
nos pontos imediatamente posteriores ao ponto de integração.

Estes métodos foram originariamente propostos por Usmani e Agar­

wal [15] e estudados posteriomente por Jacques [9]. Métodos com ordem maior
e uma generalização destes foi dada por Chawla et al. [4] [5].

O presente trabalho encontra­se subdividido em 7 capítulos. No

capitulo 1, apresentaremos alguns conceitos básicos relacionados aos problemas

de valor inicial e daremos os principais resultados relacionados aos métodos li­

neares de passo múltiplo, conforme proposto na literatura consultada, tomando

tais conceitos e resultados como base para o desenvolvimento dos capítulos se­

guintes.

Procuraremos, então, desenvolver, nos capítulos 2 e 3, os passos

necessários à obtenção de particulares métodos estendidos de terceira e quarta

ordem, respectivamente, que possuam as melhores propriedades de estabili­

dade, A— e L—estabilidade. No capítulo 4, introduziremos métodos estendidos

de passo um, generalizando os métodos de terceira e quarta ordem e, impondo

certas restrições sobre a ordem dos erros de truncamento local, mostraremos

que a ordem máxima alcançada por métodos dessa classe é cinco. Particulares

métodos de quinta ordem, A— e L—estáveis, serão obtidos.

No capítulo 5, a partir da generalização dos métodos estendidos

proposta no capítulo 4, contruiremos particulares métodos de sexta ordem

A— e L—estáveis, desconsiderando, para isso, as restrições sobre os erros de
, , ,

truncamento local.

No capítulo 6, apresentaremos algumas avaliações computacionais

comparando o desempenho dos métodos estudados ao longo dos capítulos an­

teriores.
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Finalmente, no capítulo 7, faremos algumas considerações finais
sobre este trabalho.

A fim de tornarmos mais simples o entendimento do conteúdo desta

dissertação, procuramos desenvolvê­la da forma mais organizada e detalhada

possível, usando uma linguagem singular, podendo vir a ser um ponto de par­
tida àqueles que desejam aprofundar os estudos sobre esses métodos estendidos.
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Capítulo 1

Problemas de Valor Inicial

1.1 Introdução

Neste capítulo, introduziremos problemas de valor inicial, que de­

notaremos por p.v.l., para equações diferenciais ordinárias e apresentaremos

alguns resultados teóricos sobre existência e unicidade de solução para esses

problemas.

Definiremos a fórmula geral dos métodos lineares de passo múltiplo

utilizados para a resolução numérica de problemas de valor inicial. Para esta

classe de métodos, definiremos alguns conceitos básicos qualitativos que, ajus­

tados convenientemente, serão utilizados nos capitulos posteriores.

Abordaremos, também, conceitos referentes às propriedades de es­

tabilidade para métodos lineares de passo um, como a A­estabilidade e L­

estabilidade, e, para concluir, relacionaremos tais propriedades com a noção

de aceitabilidade aplicada as aproximações racionais.
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1.2 Conceitos Básicos

Uma equação envolvendo uma função incógnita e suas derivadas

com relação a uma ou mais variáveis independentes é chamada de equação

diferencial... Se a função incógnita depende de uma variável independente,

apenas derivadas ordinárias estarão presentes na equação diferencial, que é

então denominada equação diferencial ordinária.

A forma geral de uma equação diferencial de ordem m é dada por

yM) =fs (x,y,4OM,... yo) >» a<r<), (1.1)

i=l(1l)m,eréa variável independente.

Considerando uma mudança adequada de variável, podemos rees­

crever a equação (1.1) como um sistema de m equações diferencias de primeira

ordem, denotado por

y'=f(1,y), a<z<), (1.2)

onde a função incógnita y é um vetor do IR” representado por

y=[y,ºy,... PY)

sendo f : IRx IR” — IR" uma função geralmente não linear. Para problemas

lineares, (1.2) pode ser escrita na forma:

y'=A(z)y+a(z), a<t<b, (1.3)

onde a matriz À € IR"*”, o vetor q € IR” e ambos são funções de 0.

Uma equação diferencial ordinária (ou um sistema de equações)

definida num dado intervalo, juntamente com condições subsidiárias, as quais
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são todas especificadas num mesmo ponto inicial, constitui um problema de
valor inicial (p.v.1.).

Um sistema de primeira ordem como (1.2) é normalmente suple­

mentado por m condições iniciais, tomando o p.v.1. a seguinte forma:

y'=f(x,y), y(a) =n, a<xs<b, (1.4)

1.3 Existência e Unicidade de Solução

Uma solução de um p.v.1. é uma função que, simultaneamente,

satisfaz a equação diferencial e verifica todas as condições subsidiárias dadas.

Nem todos os problemas possuem uma única solução, ou, de fato, possuem

alguma solução. O seguinte teorema fundamental dará condições suficientes

sobre f(x,y) que garantem a existência e unicidade da solução, sempre que

supusermos, para tais problemas, que as hipóteses do teorema são satisfeitas.

Usaremos como medida entre dois pontos no espaço de dimensão

m a norma do máximo definida por

lu = nf] = aaa ué = es.

Teorema 1.3.1 Seja f(x,y), onde Ff: Rx IR" — IR”, definida e contínua

para todo (x,y) na região D definida pora < x < b, —0o <* y <0co, t = l1(1)m,
onde a e b são finitos, e suponha que exista uma constante L tal que

If(&,y)— f(x,y < Ely— 4 (1.5)

para todo (x,y), (t,y”) E D. Então , para qualquer n E IR”, existe uma única

solução y(x) para o problema (1.4), onde y(x) é contínua e diferenciável para

todo (x,y) E D.

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



A condição (1.5) é conhecida como condição de Lipschitz e, a cons­
tante L, como constante de Lipschitz.

A demonstração do teorema para m = 1 pode ser encontrada em

Henrici [8].

1.4 Métodos Lineares de Passo Múltiplo

Neste trabalho, nos preocuparemos apenas com métodos numéricos

para problemas de valor inicial onde a solução será procurada sobre o intervalo

[a, b] e admitiremos que as hipóteses do Teorema 1.3.1 são asseguradas.

Todos os métodos numéricos que discutiremos envolvem a idéia

de discretização, isto é, o intervalo contínuo é substituído por um conjunto

discreto de pontos fr,) definidos por x, = a + nh, n = 0,1,2,...,N e com

h=(b—a)/N.

O valor h é denominado comprimento do passo da discretização

construída. Vamos desenvolver os conceitos e as implementações computacio­
nais considerando h uma constante fixa.

Denotaremos por yr, à aproximação da solução y(r) de (1.4) no

ponto tz»,

Yn > yr)

e o objetivo será produzir uma sequência de valores (yr) que aproximam a

solução de (1.4) sobre o conjunto discreto de pontos fír,). Esta sequência

constitui uma solução numérica do problema (1.4).

O caminho a ser considerado será a utilização de métodos numéricos

definidos como equações de diferenças, das quais conhecemos um conjunto de

soluções yn+;, 7 = O(1)k— 1 e queremos obter yn14. O valor inteiro k é denomi­
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nado número de passos do método numérico. Se k = 1, o mesmo é denominado

método de passo um (ou passo simples) e, caso k > 1, método de passo k (ou
passo múltiplo).

Visando simplificar as notações neste trabalho, vamos considerarPp Ç , ,

em (1.4), m = 1, sem nenhum prejuízo em qualquer resultado, uma vez que,

em cada instante, estará claro qual é o objetivo de estudo.

No estudo a ser desenvolvido trabalharemos com a classe dos mé­

todos lineares de passo mútiplo que são definidos como segue:

Definição 1.4.1 Denominamos método linear de passo múltiplo, ou li­

near de passo k, todo método numérico para a discretização do p.v.i. (1.4),
dado por:

k k

DI jUnA = hd, Bif(En+is Unti), (1.6)
j=0 j

onde a; e À; são constantes reais sujeitas às condições

ax =], laço] + Bol É O.

Os valores numéricos da função f avaliados sobre (tn+;,Yn+;), Serão
abreviados usando a seguinte notação

Ín+j = S(Tn+js UYntji), J = 0, l, e... k.

À classe dos métodos lineares de passo múltiplo pode ser dividida
em duas subclasses:

­ Se O, = O, temos a subclasse dos métodos lineares de passo

múltiplo explicitos.

­ Se Pr É O, temos a subclasse dos métodos lineares de passo

múltiplo implícitos.
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Definição 1.4.2 O operador de diferença linear £L associado ao método linear

de passo múltiplo (1.6) é definido por

L[2(0) = aja(x + jh)— hB;2'(x +jh)), (1.7)
1=0

onde z(x) E C'[a,b] é uma função arbitrária.

Escolhendo a função z(r) diferenciável quantas vezes forem ne­

cessárias e fazendo o desenvolvimento em série de Taylor de z(xr+jh) ez'(x+jh)

em uma vizinhança do ponto x, podemos reescrever o operador £ como

Lfz(1); h] = Coz(1) + Cihz'(1) +... + Ch'z(xs) +... (1.8)

onde C, são constantes, q = 0,1,2,..., cujas fórmulas são facilmente estabele­
cidas:

Co
k

2%
k

C, 26 ­ 8;)
k [1
2C, j Bi), q=2,3,....ja
o 191 (an)!

Definição 1.4.3 O método linear de passo múltiplo (1.6) e o operador de dti­

ferença associado L, definido por (1.7), têm ordem p se, em (1.8), o= GQ =

..=C,=0 eCh4,1 ÉO0. E, ainda, a constante Cy41 é denominada constante
de erro do método.

Na obtenção de um método linear de passo múltiplo dispomos de

2k+1 parâmetros livres a; e 8;. Por outro lado, para que um método de passo

múltiplo tenha ordem p, devemos ter Co = C7 =... = Cy, = 0. Logo, a ordem

máxima alcançável por um método linear de passo múltiplo será:

p = 2k, se o método for implícito;

p=2k—1,se o método for explícito.
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Uma medida que nos fornece a precisão de um método linear de

passo múltiplo é o erro de truncamento local obtido ao substituirmos, em

(1.6), as aproximações y, por y(Tn).

Definição 1.4.4 O erro de truncamento local do método (1.6) em rn+x,

denotado por Tn4x, é definido por

Tn4+x = Lly(2,); h), (1.9)

onde £ é o operador de diferença associado definido por (1.7) ey(xr) é a solução

exata do p.v.i. (14).

A natureza local de Tr4x pode ser observada se admitirmos a se­

guinte hipótese artificial, conhecida como hipótese local. Supomos que yn+; =

YltTn+;), 37 = O,1,...,k — 1, e denotamos por Yn+x à aproximação em Tr4k
gerada pelo método (1.6) quando admitimos a hipótese local. Logo,

k—1 k—1

Un+k + > XjYn+j = hOxf(Tna+ko Ink) +h > Bif(En+is Ynti): (1.10)
j=0 j=0

Usando (1.9) e (1.10) podemos concluir que

Tr+k = Y(Tn4e) — Uno. (1.11)

Portanto, quando admitimos a hipótese local, o erro de truncamento

local resume­se na diferença entre a solução exata e a solução numérica no

ponto Tn4k.

Estabeleceremos, agora, a relação entre a ordem do método e o com­

portamento assintótico do erro de truncamento local para h pequeno, quando

o método é aplicado a problemas com soluções suficientemente suaves.

Teorema 1.4.1 Sey € C?F[tn,Tn4+4] e o método dado por (1.6) é de ordem
p, então o erro de truncamento local é O(h?+!), quando h — O.

A demonstração desse teorema pode ser encontrada em Butcher [2].
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1.5 Estabilidade

Nesta seção, examinaremos algumas propriedades de estabilidade

dos métodos lineares de passo múltiplo, importantes para a solução eficiente

de equações diferenciais ordinárias do tipo stiff. Concentraremos nossa atenção

nos métodos de passo um, uma vez que são os de maior interesse neste trabalho.

Usaremos como equação teste o problema escalar

oY =,

onde À E T, com Re(4) < O.

Aplicando a forma geral do método linear de passo k (1.6) para

k = 1 em (1.12), vamos obter uma equação de diferenças de passo um da
forma

Yn+1 = R(Uu)yn, (1.13)

onde u = hA e R(u) é a função de estabilidade do método.

A solução geral de (1.13) é da forma

Ym = (R(1)) "Yo

e claramente y, — O com n — oco se, e somente se

IR) <A,

motivando, assim, a seguinte definição

Definição 1.5.1 Um método linear de passo um é absolutamente estável

para os valores de 1 que satisfazem (1.14).

A região Ra do plano complexo na qual se verifica (1.14) é a região
de estabilidade absoluta do método, definida por

Ra=(tneETC|R(p)|<1).
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Certos problemas de valor inicial envolvendo sistemas de equações

diferenciais ordinárias exibem um fenômeno que é conhecido como stiff. Na

tentativa de usar os métodos já discutidos para resolver esses problemas en­

contramos dificuldades substanciais. Vários aspectos qualitativos podem ser

tomados na tentativa de resumir a noção desse fenômeno, mas selecionamos o

mais satisfatório e colocaremos como uma definição de stiff.

Definição 1.5.2 Se um método numérico com uma região de estabilidade ab­

soluta finita aplicado a um problema com quaisquer condições iniciais é forçado

a usar, num certo intervalo de integração , um tamanho de passo que é exces­

sivamente pequeno em relação à suavidade da solução exata naquele intervalo,

então o problema é chamado stff neste intervalo.

A principal dificuldade na solução numérica dos problemas stuff é

obter métodos que satisfaçam os requisitos da estabilidade absoluta. Para

alguns métodos esses requisitos impõem restrições tão severas ao tamanho
do passo que os tornam inadequados. Em virtude disso, procuraremos obter

métodos cuja região de estabilidade é a maior possível. A classe mais indicada

para este tipo de problema é a dos métodos A­estáveis.

Definição 1.5.3 Um método numérico é dito ser A­estável se Ra 2 (nu:

Re(n) < 0).

A A­estabilidade garante que, para qualquer h > O escolhido, a

solução numérica de (1.12) não crescerá indefinidamente com o aumento de n.

Entretanto, quando Re(u) — —oo, a exigência de que a solução

numérica não cresça em magnitude pode não ser suficiente e uma nova condição

deve ser imposta.

Se considerarmos, por exemplo, a aplicação da Regra Trapezoidal,
h

Yn+1 — Un = 2 Um + Ín+1),
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à equação escalar teste (1.12), obtemos

C14+1A

Como a Regra Trapezoidal é A­estável (ver Lambert [12]), y, — O
quando n — oo, para todo valor positivo de h. Contudo,

1+ hRe(X) + 1h2/3/21?al
[14%Un) =| +72 (1.15)

Un — MO Essa !
e, se [IRe(M)) >> O e h não é pequeno, então |yn+1/yn| estará próximo de

+1. De fato, quando Re(A) — —oo, o lado direito de (1.15) tende para +1.

Assim, |yrn| decairá para zero muito vagarosamente, enquanto que a solução

exata y(r,) vai para zero rapidamente quando n — co, o que indica que um

método A­estável pode não ser adequado para um sistema stiff. Ao contrário,

o método yn+1 — yn = hfn41 (método de Euler Implícito) fornecerá

Yn | I1—­AhAAl |[1—2hRe(X)+h2|A|? (1.16)

Neste caso, o lado direito de (1.16) tende a zero com Re(A) — —co,

e podemos esperar um rápido decaimento de |yn| mesmo para valores de h

moderadamente grandes. Temos então a seguinte definição:

Definição 1.5.4 Um método de passo um é dito ser L­estável se for A­

estável e, além disso, quando aplicado à equação teste escalar (1.12), produzir

Yn+1 = R(U)yn,

onde |[R(u)| > O com Re(u) — —co.

Constitui­se, então, a seguinte hierarquia

L­estabilidade => A­estabilidade.
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Quando trabalhamos o conceito da A—estabilidade com métodos li­

neares de passo múltiplo, certas barreiras podem ser encontradas, como mostra

o teorema de Dahlquist, conhecido também como segunda barreira de Dahl­

quist.

Teorema 1.5.1 (Dahlquist, 1963)

(i) Um método linear de passo múltiplo explícito não pode ser A­estável.

(it) A ordem máxima de um método linear de passo múltiplo A­estável não

pode exceder dois.

(it) O método linear de passo múltiplo A­estável de segunda ordem com a
menor constante de erro é a Regra Trapezoidal.

A restrição sobre a ordem do método imposta por (ti) é a mais

severa de todas, pois indica que se a A—estabilidade é exigida, então , a Re­

gra Trapezoidal é o método linear de passo múltiplo mais preciso. Assim, se
olharmos para métodos com qualquer uma das propriedades de estabilidade
definidas acima, a classe dos métodos de passo múltiplo não fornece, particu­

larmente, bons representantes.

Nos próximos capítulos tentaremos contornar essa barreira, traba­
lhando com uma nova classe de métodos, que podem ser tanto A­estáveis como

L­estáveis.

1.6 Aproximações Racionais para a Exponen­

cial

Nesta seção, veremos um pouco sobre como tratar a função de es­
tabilidade como uma aproximação racional para a exponencial e como essas

aproximações serão relacionadas com as propriedades de estabilidade.
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Particularmente, consideremos que um método linear de passo um
implícito seja aplicado à equação teste (1.12). Nesse caso obtemos

Yn+1 = R(U)yn, (1.17)

onde u = hA e R(­) é uma função racional.

A solução da equação teste é

v(z) = K exp(Xo),

onde K é uma constante arbitrária. Daí,

yY(tn+1) = exp(hA)y(tn) = exp(u)y(Tn). (1.18)

Se o método tiver ordem p, então , usando a hipótese local y, =

yY(Tn), segue, de (1.17) e (1.18) e da definição de erro de truncamento local,

que

Y(En+1) — Ynq1 = lexp(u) — R(u)ly(zn) = O(h?*!)

e concluímos que

R(u) = exp(u) + O(h?*!). (1.19)

Logo, somos motivados a estudar a função de estabilidade como

aproximação racional para a exponencial exp(g), q € T.

Seja, então , q E T, e seja Ri(q), onde 5 > O, T > O, definido por

onde a;,b; € IR, 1 =0,1,...,5,7=0,1,...,T.

Ri(q) aq=bo=1, as£0 e brio, (1.20)

Dizemos que R3$(q) é uma aproximação racional (S,T) de ordem p
para a erponencial exp(q) se R$(q) = exp(q) + O(q"t!). Segue de (1.20) que
podemos encontrar a ordem de uma dada aproximação racional considerando

que, se

2lI+a1g+...+asq —(14+big+...+brq”) É +q+ +. = O(Q*) (1.21)
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então a aproximação é de ordem p.

Pelo número de parâmetros a; e b; em (1.21), podemos notar que a
ordem máxima que uma aproximação R$(g) pode alcançar é p= S+T. Tal

aproximação de ordem máxima é conhecida como aprorimação de Padé e a
denotaremos por R$(q).

Pode­se mostrar que os coeficientes de R$. são dados por
SI (S+T=d!(SFT ifs=17 *O 1,2,...,5,
;

! OM

b; = (—1)) T' (S+T FA
(ST JE 0!

a;

j=1,2,...,T.

Usando esse resultado, construímos a Tabela 1.1, denominada tabela

de Padé de R$(q) para 5,T = 0,1,2,3. Uma tabela maior e maiores detalhes
sobre a obtenção dos coeficientes acima podem ser encontrados em Butcher

[2].

Tabela 1.1: Tabela de Padé.

1 1+9+39? 1H+9+592+89º

1 F 1+39+80? 1+2a+39º +25?
1­q 1­3a 1­2a

1 1,2 3 3,211 ,3
1 ã 1+239+729 1+29+299 +ãoa

1­9+5q? 1­$9+39º 1­39+ 1250? 1­$Íg+2092?
1 1+3a 1+29+200? 1+39+159 tos

1­graglcgoo lcigricoano l1­igraóecao 1 39+inooos

Como vimos, as propriedades de estabilidade de um método de

passo um que gera a equação de diferenças (1.17) são determinadas pela função

R(n). Seguindo a nomenclatura de aceitabilidade usada por Lambert [12],
consideremos a seguinte definição .

Definição 1.6.1 Uma aproximação racional R(q) para exp(q) é dita ser

(a) A­aceitável se |[R(q)) < 1 com Re(g) <O,

(b) L­aceitável se for A­aceitável e |R(q)| — O quando Re(qg) — —oo.
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Claramente o método será A­ ou L­estável se R(u) for A­ ou L­
aceitável. Fazendo uso da definição acima e observando (1.20) podemos notar

que a aproximação racional R$(q) não pode ser A­aceitável se S > T, e que se
Ri(q) é A­aceitável e T > S, então R$(q) é também L­aceitável.

Alguns resultados sobre aceitabilidade referentes a aproximações de

Padé R$(q), são relacionados abaixo.

Teorema 1.6.1 (Birkhoffe Varga, 1965)
SeT=S, então a aproximação de Padé R$(q) é A­aceitável.

Teorema 1.6.2 (Ehle, 1969)

SeT=S+1ouT=S+2, então a aprorimação de Padé R$(q) é L­aceitável.

Desses teoremas podemos tirar algumas conclusões importantes re­

ferentes às aproximações racionais na Tabela 1.1. Às aproximações sobre a

diagonal principal e sobre as duas subdiagonais imediatamente abaixo da dia­

gonal principal são A­aceitáveis, e qualquer aproximação A­aceitável abaixo

da diagonal principal é automaticamente L­aceitável. Também estã claro que

não existem aproximações que sejam A­aceitáveis acima da diagonal principal.
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Capítulo 2

Métodos Estendidos de Passo

Um de Terceira Ordem

2.1. Introdução

Neste capítulo, introduziremos uma classe de métodos propostos

por Usmani e Agarwal [15], que consideram o acoplamento de dois métodos
lineares de passo múltiplo, obtendo um novo método de passo um de terceira

ordem que utiliza não apenas a aproximação para a solução obtida no último

ponto de integração, mas também necessita de informações no próprio ponto

de integração e no ponto imediatamente posterior. Tais métodos serão deno­

minados Métodos Estendidos de passo um.

Para esta classe de métodos, desenvolveremos uma análise da ordem

de convergência e das propriedades de estabilidade que nos levará a um método

convergente de terceira ordem com as melhores propriedades de estabilidade,

o qual foi obtido por Jacques [9].
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2.2 A Regra Trapezoidal Estendida

A Regra Trapezoidal para a integração do p.v.i.

y'=f(t,y); y(a)=n, a<s<),

é definida por
h

Yn+1 = Yn + a /(tn, Un) + F(Tn+1) Yn+1))
que é convergente de segunda ordem.

Para tentarem superar a barreira da ordem imposta pela A­estabi­

lidade sobre métodos lineares de passo múltiplo, Usmani e Agarwal [15] de­

finiram, através do acoplamento de dois métodos lineares de passo múltiplo,

uma nova classe de métodos de passo um para a solução numérica de (2.1) da
forma

Yn+1 = Un + hlaof(Tn,Yn) + 01 f(En+1, Un+1) + 2 f(Tni+2,Úni2)), (2.3)

onde

In+2 = Baoyn + Ooryn+1 + hlT120f (En, Yn) + Ya f(En+1Un+1)), (2.4)

para n = 0,1,2,....

Para contruirmos um método de terceira ordem escolhemos os coe­

ficientes da fórmula principal (2.3), considerando­a como um método linear de

passo múltiplo com erro de truncamento local da ordem de hº*. Se o denotar­

mos por tr4+1(h) e a solução exata do p.v.1. (2.1) no ponto r, por Y,, então ,

temos a seguinte discretização para a equação (2.1)

Yo+1 = Ya +hlaof(tn, Ya) + f(En+a, Yn+1)+OA2f(Tnça,Yn+2) | +tn+1(h). (2.5)

Assim, através do desenvolvimento em série de Taylor das funções

Yn+1 e Y/,1,, ? = 1,2, numa vizinhança do ponto rx., obtemos os seguintes
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termos

—— — == Y 6,(mm 24º 3º)
O correspondente sistema de equações lineares obtido, considerando

nulos os termos das potências de à até h?, tem solução única, dada por

5 12

AE TT) n=3 az =—=—12 12

Substituindo esses valores nos termos das potências de hº e hº,

obtemos a expressão do erro de truncamento, tr41(h), da fórmula linear de

passo múltiplo (2.3), dada por

hº 13hº
trnilh)= YO + ZooY(s) 6seo Yo + O(hº). (2.6)

Agora, considerando a fórmula intermediária (2.4) como um método

linear de passo múltiplo com erro de truncamento local r1,41(h) da ordem de

ht, obtemos

Yn+2= BaoYn + Bai Yn+1 + hl120f (En, Yan) + 121 S(Ena+1,Yn+1)] + Tn41(h). (2.7)

Através do desenvolvimento em série de Taylor das funções Y,1;,

i=1,2,eY/n+1) NUMA vizinhança do ponto rr, obtemos os seguintes termos

O) : (1— ao fun)Y,

O(h) : 2—­ Ba = n10­I1)Y,
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O(h?) Ba = 1m) Y1

2

om) : (S­3A&
1 1

O(h*) : = 220º = sa) VA
1 1

Rá) ­ ­ ) (5).Oh”) 15” pote Tata) Mr

O correspondente sistema linear, igualando a zero os termos das

potências de hº até hº, tem como solução única

Bro = 5, Bar = HA, 720 = 2, vn =4.

Substituindo esses valores nos termos das potências de hº e Rh,

obtemos a expressão do erro de truncamento, tr4+41(h), da fórmula linear de

passo múltiplo (2.4), dada por

hu, 2h vo) 6munlh)= TO + SO + O(A). (2.8)

À seguir, tomemos

In+2 = Baoyn + Baryn+1 + hl$120fa + Vi fra)

e a discretização (2.5) como sendo de passo um, definida por

Yo+1 = Yo + hlaof(tn,Yn) + 1 f(Tn+1, Yn+1) + 2 f(Tn+2, Ín+2)] + Tn+1(h).
(2.10)

Para obtermos a expressão do erro de truncamento local, Tr+1(h),

da fórmula estendida, olhamos para a diferença entre (2.5) e (2.10), e então

Tn+1(h) = tn41(h) + hftoslf(tn+2, Yn+2) — fíTn+2, Úni2)))­

Mas, de (2.7) e (2.9), temos

Yn+2 = Úni+2 + Tn+1(h)
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e, pelo desenvolvimento em série de potência de f(xn+2,Yn+2), na vizinhança
do ponto (tTn+2, nt2), obtemos

S(tn+2, Yn+2) = f(Tnt2, Únio) + Tr+1(h)Gn+2 + O(hº),

— aonde q = E

Assim, podemos escrever Tr41(h) em função de tr11(h) e Tn4+1(h)

Tr+i(h) = tr+1(h) + hlazrn1(h)gn+2] + O(h?)

e, usando a expansão em série de potência da função g nas vizinhanças do

ponto T7,

9(tn+2) = 9(xn) + 2h9'(x1) + O(Rº),

obtemos

Tnni(h) = tr+1(h) + hlazrn1(h)gn + 202htn+1(h)gn] + O(hº).

Usando (2.6) e (2.8), e sabendo que a2 = —1/12, conseguimos a

seguinte expressão para o erro de truncamento

5LATA O + 1315) + O(Rº).

Assim, desprezando o erro de truncamento local, temos um método

de passo um de terceira ordem dado por (2.9) e (2.10) que é descrito por

h À

Yn+1 = Yn + 265 + 8fn4+1 — Ína2l, (2.11)

com Íni2 = S(Tn+2; Ínt+2) e

Ún+2 = Sn — Un+1 + hI2fa +A4fonal), (2.12)

que foi denominado, por Usmani e Agarwal [15], de Regra Trapezoidal Esten­
dida.
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2.2.1 Análise da Estabilidade para a Regra Trapezoidal
Estendida

A fim de investigarmos a estabilidade para o presente método, con­

sideremos a equação linear teste (1.12). Aplicando o método proposto, definido

por (2.11)­(2.12), a esta equação , temos

hA
RYn+1 = Yn + o Sum + Syn+1 — Únial (2.13)

Ínt+2 = Sn — Uni + RAl24n + 4yn41]­ (2.14)

Substituindo (2.14) em (2.13), temos

hA
Yn+1 = Un + o tva + Syn+1 — [5yn — 4Un+1 + RA(2AYn + 4yng41)]).

Resolvendo esta equação para yn4+1, obtemos:

Yn+1 = R(u)yn,

onde u = hà e à função de estabilidade, R(u), é dada por

1— En?= —— 2.16
1­u+38? 21Rí(n)

Mostraremos que a Regra Trapezoidal Estendida é A­estável veri­

ficando que a função racional R(u) satisfaz |R(u)| < 1, para Re(u) < O.
Considerando 4 = pe", temos

[R(p)|? R(u)R(h)
(1— L192e20)(1 — 192e­2i0)

(1— pe? + Lp2e?o)(1 — periê + 1pre­2io)
1— ip? cos 20 + 3xpº

1 — 2pcos0+ pº(1 + É cos20) — &pô cos0 + àpº
N

D'
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Obviamente N,D > 0, pois são resultantes do produto de uma
função racional pelo seu conjugado.

Fazendo a diferença entre o denominador e o numerador da função

de estabilidade R(u) temos

2 1
D—­N —2pcos 9 + p”(1 + cos 20) — =p” cos 0 + TA

3 12º
2 1

—2Re(u) + 2[Re(p)]*º — 3º Re(n) + 3º
de onde podemos concluir que D — N > O quando consideramos Re(u) < O.

Assim, temos que

o que implica na seguinte desigualdade
N

IR(4)| = E <1,
Logo, o método é A­estável. Para ser L­estável deve satisfazer à

Portanto,

com Re(u) = pcos0 < O.

propriedade adicional da L­estabilidade

lim |[R(u)|=O.
Re(un)—­—oco

Mas, como

temos que

lim
Re(u)——oo
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Concluímos, assim, que o método possui a propriedade de ser À­
estável mas não é L­estável.

Podemos resumir esses resultados no seguinte teorema.

Teorema 2.2.1 O método definido por (2.11)­(2.12) para a integração numérica

do p.v.i. (2.1) é A­estável, mas não L­estável.

Às seções seguintes serão dedicadas ao estudo de um método com

melhores propriedades de estabilidade.

2.3 Uma Família de Métodos Estendidos de

Terceira Ordem

A regra trapezoidal estendida e o método trapezoidal não são L­

estáveis, tornando­os inadequados para certas equações diferenciais do tipo

stiff, conforme visto anteriormente. Ássim, Jacques [9] propôs investigar a

precisão e estabilidade dos métodos na forma geral (2.3)­(2.4), mostrando como

os coeficientes a;, PB; podem ser escolhidos para construir um outro método que

não é apenas convergente de terceira ordem e A­estável, mas também L­estável.

Inicialmente, analisaremos a ordem de convergência do método na

forma geral (2.3)­(2.4).

Consideremos como um método linear de passo múltiplo a equação

(2.3), com erro de truncamento local de ordem k + 1, denotado por t.11(h) e
que a solução exata do p.v.i. (2.1) no ponto xr, seja denotada por Y,. Então,

Yi =Y,+ h[aof(Tn, Y.) + om f(rn+o, Yrn4+1) + a2f(Tn+2, Yn4+2)] + tr+1(h),
(2.17)

onde |t741(h)] < M1ht+I, para alguma constante positiva M,.

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



26

Analogamente, se a equação (2.4) tem erro de truncamento local,

Tn+1(h), de ordem &, então,

Yn+2 = B2oYr + Bar Yny+1 + h[7120f (tn, Y.) + va f(En+1, Yny1 ) + Tn+1(h), (2.18)

onde |7.4+41(h)| < M2h", para alguma constante positiva M,.
Supondo que f é uma função contínua satisfazendo à condição de

Lipschitz com constante de Lipschitz L, podemos, então, subtrair (2.17) e

(2.18) de (2.3) e (2.4), respectivamente, para obtermos:

en+1 < En + hL(laolen + lanlenta + laalênia) + MR, (2.19)

ên+a < |Baolen + |Baslen+1 + hL(|720/en + IYaslen+a) + Mohº, (2.20)

ex=|É ul]

Substituindo (2.20) em (2.19), o termo ên42 é eliminado e obtemos

14+B T< [—Z —— :ns (Fo) tro (221)

hL(|ao] + Jast/820o]) + hºLº|720//0z|,

hL(|on| + Jaz//821|) + RL? |721/10z|,
T = (LM, |aa| + My)REH,

onde supomos h suficientemente pequeno para assegurar que O < 1.

Sabemos que eo = O, pois yo é a condição inicial dada. À desigual­

dade (2.21) pode, portanto, ser resolvida recursivamente para obtermos um
limitante superior para e,, para qualquer n, como segue.

en+1 É (=
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? T 7 1+B< [227E&= ( =) er tizo [1]
B 3 T [ 1+B /1+BVº

< [22E= ( J estrito (EO)
14+ BY"P! T [| 14+B 1+ BY"(Ec) TIC iris to (o) |:

A expressão entre colchetes forma uma progressão geométrica com
termo inicial 1 e razão (1+ B)/(1— C). Portanto,

T 1+ BY"'P!
< —= BC IG Cc) 1|

T B4+CNY"+Ypro (+25) 1).
Utilizando­se a convexidade da função exponencial, pode­se provar

a desigualdade (1 + t) < exp(t), válida para todo t E IR, o que nos fornece

+ cen2+O)1­C
|

1­C

Logo,

(14 225) < exp [=]:1­C 1­C

Assim, conseguimos a seguinte estimativa para o erro global

en < T lex (222) 1 .B+C 1­ C

Observe que o termo entre colchetes é limitado para h — 0, com n

fixado. Finalmente, notemos que, como T contém um fator de ht+!, podemos
concluir que e, = O(h*), ou seja, que o erro global tem ordem ht. Com isso,
mostramos que todo método é convergente de ordem k quando supomos que os

erros de truncameto local de (2.3)­(2.4) têm ordem k+1 e k, respectivamente.

Tais considerações encontram­se resumidas no seguinte teorema.
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Teorema 2.3.1 O método definido por (2.3)­(2.4) para a integração numérica

do p.v.i. (2.1) é convergente de terceira ordem.

Para construirmos um método de terceira ordem devemos, como

anteriormente, escolher os coeficientes em (2.3) de modo que o seu erro de

truncamento local seja da ordem de hº, mas, diferente de Usmani e Agarwal,

precisamos apenas escolher os coeficientes em (2.4) de modo que seu erro de
truncamento local tenha ordem hº.

Através de um procedimento análogo ao considerado para a Re­

gra Trapezoidal Estendida, consideramos a fórmula principal (2.3) como um

método linear de passo múltiplo com erro de truncamento t,4+1(h) da ordem
de hº e, a partir do desenvolvimento em série de potências nas vizinhanças do

ponto r,, obtemos como anteriormente,

d
2

2 1
oa => ==—1 3 a?“o =

12

nº 13— Lya) 57(5) 6tn+1(h) PTEfo + 360” Y1” + O(hº). (2.22)

Consideremos, agora, a fórmula intermediária (2.4) como um método

linear de passo múltiplo com erro de truncamento T7,.+1(h) da ordem de hô, o
que nos fornecerá os seguintes termos

Ol) : (1—Bo— Ba)Y,
O(h): (2—­ Bu — 20 = vn)Y,

1
"O(h?) : (2 — 20» ­ 1a) Y,

4 1Go— bn — 272) voO(h) :
:

= 1
O correspondente sistema linear, igualando a zero as expressões

que multiplicam as potências de hº até h?º, representa um sistema de três
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equações a quatro incógnitas que tem uma familia de soluções dependentes de

um parâmetro, que pode ser escrita como

1 1 1 3
B2a1 = 1 — 620, Y20 = 2620 > vn = 2020 + >.2

Substituindo esses valores nos termos das potências de h? e hÍ,

obtemos a expressão do erro de truncamento, tr,+1(h), da fórmula linear de

passo múltiplo (2.4):

EOBE) hay +O(A). — (2.23)(5 — D20)

A fim de deduzirmos a expressão do erro de truncamento para

(2.10), como na seção anterior, olhamos para a diferença entre (2.10) e (2.5).

Logo,

Tr+1(h) = try1(h) + hlazrn1(h)gn + 202htn+1(h)gn] + O(h”).

Usando (2.22), (2.23) e az = 1/12, conseguimos a seguinte ex­

pressão para o erro de truncamento local

hi hó
Ba = (3) 1 era fa —5)9!YO
+5(B20 — 9) gn V + 523,65] + O(A),

Try

—8onde gq = EE

Desprezando os erros de truncamento local, obtivemos uma família

de métodos convergentes de terceira ordem que dependem de um parâmetro,

dada por (2.9)­(2.10), descrita por

h À

Yn+1 = Yn + ol5n + 8fa+1 — Ín2l, (2.24)

com fna2 = S(Tn+2,Un+2) e

ÚUn+2 = Baoyn + (1 — Bao)yn+1 + l(8% — Dfa + (Bro + 3) fugi).
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É interessante notar que o método de Usmani e Agarwal [15], a
Regra Trapezoidal Estendida, é um caso particular do método acima, com

Pao = 5. Esta escolha do parâmetro produz um método no qual o erro de

truncamento local da fórmula secundária (2.25) tem ordem hi. Contudo, mos­

tramos que isto não é necessário e, na seção seguinte, verificaremos que uma

escolha alternativa do valor deste parâmetro fornecerá um método com melho­

res propriedades de estabilidade.

2.3.1. Análise da Estabilidade

Mostraremos, agora, a existência de um método desta família de

métodos estendidos que é L­estável. Para isso, aplicamos a forma geral da

família de métodos, dada por (2.24)­(2.25), à equação linear teste definida em
(1.12), e obtemos

hi
R

In+2 = Baoyn + (1 — Bao)yna1 + (82 — )yn + (Boo +3)yung1l. — (2.27)
Substituindo (2.27) em (2.26), encontramos

UIn+1 = R(u)yn,

com 1 = hÀ e a função de estabilidade, R(n), é dada por

PR 1+ (5­520) 1, + (1—fo)np?(n) = 1+ CT=20), + EO, (2.29)Pp

Uma condição necessária para assegurar a L­estabilidade para a

presente família de métodos é que o coeficiente de 1º no numerador de R(yu)
seja zero, ou seja,

(182)
a O
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Bro = 1.

Nesse caso, substituindo este valor de B29 em (2.29), obtemos a

seguinte função de estabilidade

1+unR(py) = WA. (2.30)

Fazendo p — oo, com pcosd < O, temos que R(u) — O, o que
fornece

lim |[R(4)|)=O.
Re(u)=­0o

Verifiquemos que o correspondente método é A­estável.

Escrevendo 1 = pe"*?, temos

|R(p)|? R(u)R(hA)
(14 1pe9)(14+ Lpem")

(1— 2pei? + Lo2eNo)(1 — 2peto + Ipre­to)
1 + âpcosd + dp?

1 — Ípcos9 + pº(É + & cos20) — 8pô cos0 + 35 pº
N

D'

onde, novamente, N, D > O.

Fazendo a diferença entre o numerador e o denominador de Rí(u),
obtemos

D—N=­2pcos0+ 2a + cos 20) — SP? cos O + ­
onde D — N > 0, sendo Re(u) = pcosô < O.

Logo,

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



confirmando a A­estabilidade.

Outro modo para analisar a propriedade da L—estabilidade seria

verificar que a função de estabilidade (2.30) é uma aproximação de Padé Ri(un),
L—aceitável.

Portanto, mostramos que o método de terceira ordem com as me­

lhores propriedades de estabilidade é dado por

h .

Yn+1 = Yn + 1a 5 + 8fn+1 — Ín42] (2.31)

Intra = Un +2hfnio­ (2.32)

Este resultado é, até certo ponto, surpreendente, uma vez que à

fórmula do método linear de passo múltiplo (2.32) é a Regra do Ponto Médio,

que tem notoriamente propriedades de estabilidade inferiores (ver Lambert

[12]). Contudo, mostramos que, quando acoplada a (2.31) produz um método
que é L­estável.

Tais considerações são colocadas no seguinte resultado.

Teorema 2.3.2 O método definido por (2.31)­(2.32) para a integração numérica

do p.v.i. (2.1) é L­estável.
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Capítulo 3

Métodos Estendidos de Passo

Um de Quarta Ordem

3.1. Introdução

Neste capítulo, apresentaremos métodos estendidos propostos por

Chawla et al. [4]. Assim como os métodos apresentados no capítulo 2, também

são de passo um, mas de quarta ordem, e necessitam de informações nos dois

pontos imediatamente posteriores ao ponto de integração . Em artigo publi­

cado anteriormente a Chawla et al. [4], Kondrat e Jacques [10] apresentaram
um método estendido de passo dois de quarta ordem A—estável, alegando não

ser possível a obtenção de um método de passo um deste tipo. Na próxima

seção, mostraremos que a obtenção destes métodos é possível, analisando a

expressão do erro de truncamento local e as propriedades de estabilidade e,

através desta análise, vamos obter subfamílias de métodos que são A—estáveis,

e uma subfamília desses métodos L—estáveis.

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



34

3.2 Uma Família de Métodos Estendidos de

Quarta Ordem

Chawla et al. [4] definiram, através do acoplamento de três métodos

lineares de passo múltiplo, uma forma geral de métodos de passo um para a

solução numérica de (2.1) dada por

Yn+1 = Yn+ hlaof(xn, Un)

+ f(tn+1) Yn+1) + A2f(tTn+2, n2) + Caf(Tn+3,Una3)), (3.1)

Un+2 = Baoyn + Baryn+1 + h[V20f (En, Um) + Vai S(En+as Yn+1))] (3.2)

Un+3 = Baoyn + Paryn+1 + hl730f (En, Un) + Ya1 f(En+1) YUn+1) + Y32f(Tnr2,) Úns2)),

(3.3)

para n = 0,1,2,....

Para construirmos a família de métodos de quarta ordem vamos

escolher os coeficientes da fórmula principal (3.1) de modo que o erro de trun­

camento local tr41(h) tenha ordem h*. Assim, consideremos a seguinte discre­
tização para a equação diferencial (2.1)

Yyi = Y, + hlaof(tn, Ya) + 01 f(Tn+1, Yn+1)

+a2 Sf(tn+2) Yn+2) + asf(Tnia, Yn+3)] + tn+1(h). (3.4)

Através do desenvolvimento em série de Taylor das funções Y,,1 e

Yi1i, 1 =1,2,3, numa vizinhança do ponto tn, obtemos os seguintes termos

(1­ aa —­a—a)Y!
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O correspondente sistema de equações lineares obtido, considerando

nulos os termos das potências de h até ht$, tem solução única dada por

3 19 5
an =­— A, = — O9 = —— az = .o 8 , 1 94 , 2 24 , 3 94

Substituindo esses valores no termo da potência hº, obtemos a ex­

pressão do erro de truncamento, tr4+1(h), da fórmula linear de passo múltiplo

(3.1), dada por
— 5ta+n1(h) = 19h Y 6) + O(hó). (3.5)

720

Para tornar a discretização em (3.4) de passo um, consideremos as

fórmulas intermediárias (3.2) e (3.3) com erros de truncamento local Tr41,2(h)

€ Tn+1,3(h), respectivamente, da ordem de hº. Então,

Yn+2 = BroYn + Bar Yny1 + hl720f(tn, Y.) + vai (Eno) Yn+1 ! + Tn+1,2(h) (3.6)

Yu43 = BaoYn + BaiYn+1 + hl930f (Tn, Ya) + Ya f(Ena+1, Yn+1)

+32 /(Tn42) Yn42)] + Tn+1,3(h). (3.7)

Usando o desenvolvimento em série de Taylor, nas vizinhanças do

ponto Tn, das funções Y,1; e Y/,;, 1 =1,2,3ej = 1,2, obtemos, para an

fórmula (3.6), os seguintes termos

O(1) : (1— Boo — Ên)Y,
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O(h) : (2 fa — 0 — v21)Y;

O(h?) : = 2On = mn) Y7(2
om): (S­ 331) YO

G 1— 3761 — ana) vo.O(hº) :
7

O correspondente sistema linear, igualando a zero as expressões

que multiplicam as potências de hº até hº, representa um sistema de três

equações a quatro incógnitas que tem uma família de soluções dependentes de

um parâmetro, que pode ser escrita como

820 = 1+27%0, Qu=­27%0, Tn=2+70,

com 720 livre.

Substituindo estes valores nos termos das potências hº e hº* obtemos

a expressão do erro de truncamento, Ttr4+1,2(h), da fórmula linear de passo

múltiplo (3.2)

1 1Tn+1,2(h) = a — 1720)? YO + TS — 9209) RYO + O(hó). (3.8)

Agora, para a fórmula (3.7), obtemos os termos

: (1— 839 Sa)Y,

: (3 = Pa — Yã30o — Var — 732)Y,
1= 201 — Va 2752) Y7'1 1­ o” 217 2752) vo

1 4O(h) : —Ba ­=11­z )rº.(Rh) 20 6 31º n
Neste caso, o correspondente sistema linear, ao igualarmos a zero as

expressões que multiplicam as potências de hº até h?º, representa um sistema de
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três equações a cinco incógnitas que tem uma família de soluções dependentes

de dois parâmetros, que pode ser escrita como

830 = —8 + 279731 +4732, Bar =9­ 2731­4732, 7Y3o=­6+731+ 3732,

com 731 € 732 livres.

Substituindo estes valores nos termos das potências hº e hi, obte­

mos a expressão do erro de truncamento Ttr,41,3(h) da fórmula linear de passo

múltiplo (3.3)

1 4Tn+1,3(h) = (3>22) YO
+ (3 ­ 1a ­ 22) RYO + Oh). (3.9)

Agora, consideremos

In+a = Baoyn + Qorynai + hl/20fa + Vas faso),
(3.10)

In+a = Baoyn + Oaryna + hlY30fn + Ta1fagsa + Fs2fn+al,

Ín+2 = S(rn+2;Íni2), Ína3 = S(tn+3)Ún+3)

e a discretização (3.4) como sendo de passo um, definida por

Ya+1i = Y,+hlaof(tn,Yn) + 1 f(tn+1, Yo+1)

+as f(tnç2, Un+2) + Aaf(Tn+3,Un+a)| +Tn41(h). — (311)

Para obtermos a expressão do erro de truncamento local, Tr41(h),

para (3.11), olhamos para a diferença entre (3.4) e (3.11). Portanto,

Tani(h) = tapa + hlas(f(Tnr2,Yn+2) — S(Tnt2)In+2))
+azs(f(tn+3, Yn43) = f(tn+3, Ínia))).
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Mas, de (3.6), (3.7) e (3.10) temos

Yao = Uniao +Tni2(h),

(3.12)

Yara = Un+a+TI3a2h(f(Tng2o, Yn+2) — S(En+2, n+2)) + Tn+1,3(h)

e, pelo desenvolvimento em série de potências de f(rn+2, Ynr2), nas vizinhanças

do ponto (Tn+2, Un+2), obtemos

S(Tnt2, Yn+2) = J(Tnt+2) Unt2) + Trn+1,2(h)gnç2 + O(hº), (3.13)

onde gq = =

Logo,

Yn+3 = Un+3 + Ya2htTn41,2(h)Gn+2 + Tn41,3(h)

e, desenvolvendo em série de potências f(tn+3,Yn+3), nas vizinhanças de

(Tn+a , Únia ) , obtemos

f(tn+3, Yn+3) = S(Tn+3) Un+3) + [V32hTn+1,2(h)Gn+2 + Tn+1,3(h)]gn+3a + O(h$),
(3.14)

ondegq = =.

Assim, podemos escrever Tr11(h) em função de tr+1(h), Tn+1,2(h) e

Tn+1,3(h) como
hº

Tan(h) = tani(h)+ —14 PASTE 10 + 5720) gn+2 + (18 — 9731 — 832) Gn43]
YN(—­20 + 5720) gn+2 + (36 — 931 — 14732) Jn+3]+

+2732(2 — 720) YOgn4+29n+3) + O(hº).

Expandindo a função g em série de Taylor nas vizinhanças de x,,
obtemos

9I(Tn+2) = 9(Tn) + 2h9'(Tn) + O(h?)

9(tn+3) = 9(xn) + 3hg'(xn) + O(h?).
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Dai,

hº (3)Tnn(h) = tri(h)+ Taz + 5720 — 731 — 8732)Y gn
ns

tags (16 + 57209 — 731 — 14732) YO gn

+1732(2 — 720) 931) + O(A).

Agora, para obtermos Tr41(h) = O(h*), devemos ter, na expressão
do erro, o termo que multiplica hºYO) igual a zero, ou seja,

731 = 8 + 57%20 — 8732.

Deste modo, a expressão para o erro de truncamento é dada por

h5
720
+(2 — 720)YO (591, + 13292) + O(hÔ). (3.16)

Tn+1(h) (19X + 51(4 = 3732) V.º gn

Assim, temos uma família de dois parâmetros de métodos de passo

um de quarta ordem dada por (3.10)­(3.11), desprezando­se os erros de trun­

camento local e com 7209 e 732 livres, que é descrita por

h . .

Yn+1 = Yn + 272%" +19f141 — Sfn+2 + Ínsal, (3.17)

com fn+2 = f(Tn+2,Un+2) E Ínia = S/(Tn+3,Un+3), onde

Únr+2 = (1 + 279%20)ym — 2720Yn+1 + hlY/20fn + (2 + Yao) fn41] (3.18)

Únia = 2(44+ 5720 6732)Yyn + (—7 — 107%209 + 127%32)Yng1

+ hI(2 + 5720 — 5732) fa + (8 + 3720 = 8732) nt + 32fn+2).(3.19)
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3.3 Análiseda Estabilidade

Nesta seção, mostraremos a existência de subfamílias dos métodos

estendidos de quarta ordem que são A— e/ou L—estáveis. Com esse propósito,

consideremos a equação linear teste (1.12). Aplicando essa família de métodos
a essa equação, obtemos

Yn+1 = R(u)yn,

com 41 = Ah, onde a função de estabilidade é dada por

ah nº nºN=1+ 2 — 732) + no! + Ts2(—2+ 720)] + 24 132120 (3.21)

2 3

D=1­— O + 732) + SU + 732(4 + 120)] — a maz(2 + 720). (3.22)

Como estamos trabalhando com uma família de métodos com dois

parâmetros, torna­se difícil determinar as propriedades de estabilidade e, então,

nos restringiremos a algumas análises e à obtenção de métodos A— ou L­—es­
táveis.

Notemos que a função de estabilidade é uma função racional e,

então, podemos trabalhar o conceito de aceitabilidade para uma aproximação

racional para a exponencial, desenvolvido no capítulo 1.

Para 732 = O obtemos a seguinte expressão para Rí(u)

cl1+i4+En
­ (3.23)1— iu + ERí(n)

e o parâmetro 725 fica livre. Sendo a função de estabilidade (3.23) uma

aproximação de Padé, R3(n) e A­—aceitável, para a exponencial, podemos
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então concluir que os métodos da subfamília obtida com esses valores para
os parâmetros 729 e 732 são A—estáveis.

Escolhendo 729 = 2, temos que ambos, tr+1,2(h) e tTn+1,3(h), da­
dos por (3.8) e (3.9) teriam O(hº*) e, consequentemente, essa escolha também
simplificaria a expressão de T,41(h) em (3.16).

Logo, de (3.17)­(3.19), um método estendido de quarta ordem A­—es­
tável é dado por

h |

R R

Until = Yn+ 24 /9/7 +19fn4+1 — 5fn+2 + Ínas] (3.24)

Únt2 Sn — 4n+1 + REF +A4fnga) (3.25)

Únia = 284m — LT + h[12f, + 18fu41], (3.26)

o qual denotaremos por MA4(2,0).

Agora, para 732 É O e, fazendo uso da expressão de R(u) dada por

(3.20) e da condição

lim |R(p)|<1,
Re(u)—oco

devemos ter satisfeita a seguinte relação

,| 20 <]2 + 720

de onde se verifica que 729 > —1l. Logo, para esses valores de 29 e 732 temos

IR(u)|<1, com Re(u)<O

e obtemos uma outra subfamília de métodos que são A—estáveis.

Na tentativa de obtermos métodos que possuam a propriedade adi­

cional de L—estabilidade, olhamos para a função de estabilidade dada por

(3.20) e verificamos que métodos L—estáveis apenas serão possíveis quando

720 = O, uma vez que a função de estabilidade toma a forma

.

1 +3(1—732)I + (1 — 2732)4?
1— 3(1+ 132) + 5(1 + 4932)? — 571324?R(n) (3.27)
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com 732 É O.

Conseguimos, então, uma subfamília de métodos que são L—está­

veis. Alguns valores para 732 podem ser tomados para obtermos particulares

métodos dessa subfamília. Ao escolhermos 732 = >> verificamos que a função
de estabilidade é dada por

—  1+$n+xe?
1 Sn+38?o sor?R(1)

que é uma aproximação de Padé Ág(u), L—aceitável. Outro valor que pode

ser escolhido quando observamos a expressão de R(u4) em (3.27) é 732 = 7º
já que para esse valor reduzimos ainda mais o grau do numerador de R(u),

produzindo a seguinte função de estabilidade

1+in
1 in+alo etR(n) =

onde limpge(u)=>­0o |R(4)| =

Assim, um método estendido de quarta ordem L—estável é dado

h À R

YIn+i = Yn+ 27/29» +19fn+1 — 5fn+2 + Ínas) (3.28)

Into = Yn+2hfin (3.29)
R

h à

Yn+3 2Un — YIn+1 + 217 fa + 2fn+1 + Ín+2), (3.30)

o qual denotaremos por MLa(0,1/2).

Poderiamos escolher outros valores para 729 € 732, satisfazendo as

condições analisadas acima, podendo assim obter vários outros métodos satis­

fazendo as propriedades da A— e/ou L—estabilidade. Mas, restringiremos a

avaliação numérica apenas aos métodos apresentados.
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Capítulo 4

Forma Geral dos Métodos

Estendidos de Passo Um

4.1 Introdução

Neste capítulo, introduziremos a classe de métodos estendidos de

passo um como uma generalização do método de Usmani e Agarwal [15].

Métodos dessa classe de ordens três e quatro que são A— e/ou L—estáveis,

foram vistos anteriormente nos capítulos 2 e 3. É natural, então, perguntar
a ordem máxima atingida pelos métodos dessa classe. Com o propósito de

responder a essa pergunta, mostraremos que, quando algumas restrições são

impostas à ordem dos erros de truncamento local, a ordem máxima alcançada

pelos métodos dessa classe é cinco.

Obteremos os métodos estendidos de passo um de quinta ordem, e

mostraremos, através de uma análise das propriedades de estabilidade desses

métodos, a existência de subfamílias de métodos que são A—estáveis e/ou
L­—estáveis.
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4.2 Generalização dos Métodos Estendidos de

Passo Um

Nesta seção, vamos definir a forma geral dos métodos estendidos

de passo um. Como nos capítulos anteriores, consideremos a seguinte discre­

tização para a equação diferencial (2.1)

pl

Yn+1 = Y,+h aof(Tn, Y.) + 01 f(tn+1, Yn+1) + > aj f(Tn+i) Yn+;) +Htn+1(h).
j=2

(4.1)

Para fazer a discretização em (4.1) ser de passo um, introduzimos,

paraj = 2,...,p— |,

Ya+; = BjioYn + BaYn+1 + hlYjof(En, Ya) + Ya fl(En+a, Ynr1)

+ > Yik f (End, Yn4+x)] + Tn+1,3(h), (4.2)
k=2

para n = 0,1,2,....

Vale a pena observar que 7.2, = O, ser < 2.

Agora, definimos um método estendido de passo um e ordem p como

segue. Paraj = 2,...,p— 1,

pl .UYn+1 = Yn +h aofa + 01 fn+1 + > atras , (4.3)
j=2

onde Ín+ij = S(Tn+j) Un+i) e
jrIna; = Bjoyn + Bjiyn41 + h pos, + fai + >vb . (4.4)
k=2

Notemos que os métodos de Usmani e Agarwal [15] e de Jacques

[9] correspondem à ordem p = 3, e o método de Chawla et al. [4] corresponde
à ordem p = 4.
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Para promovermos a discussão desses métodos de uma maneira fa­

cilitada, é conveniente nos referirmos ao método definido por (4.3)­(4.4) como

mostra a Tabela 4.1 a seguir.

Tabela 4.1: Coeficientes do método de ordem p.

Ao a a2 ... ... ... Ap—­1

Pao Êau

f3o Ba

Br­1,0 Bp­11

Como vimos, Usmani e Agarwal [15] obtêm um método estendido

de passo um de terceira ordem exigindo que t1.+1,2(h) = O(hº*), o que resultou
em um método unicamente definido, a Regra Trapezoidal Estendida, que é

A­estável. Jacques [9] consegue uma família de métodos de terceira ordem
requerendo que Tn,+1,2(h) = O(h?); isto resultou em uma família de métodos
de terceira ordem com um parâmetro livre, e um valor para este parâmetro

livre é escolhido para derivar um método L­estável. Chawla et al. [4] obtêm
uma família de métodos de quarta ordem impondo que T.4+1,2, Tn+1,8 = O(h?)
e têm subfamílias de métodos A­estáveis e L­estáveis.

Estendendo essas idéias para a obtenção de um método estendido

de ordem p, definido por (4.3)­(4.4), exigimos que t.41(h) = O(h?+!), enquanto
Ta+1i(h) = O(h?7!) e Toy(h) = O(h?*+!). Se olharmos para a fórmula linear
de passo múltiplo formada pelos coeficientes dados pelos elementos listados na
primeira linha, de betas e gammas da Tabela 4.1, podemos notar, através dos
conceitos desenvolvidos no Capítulo 1, que a ordem máxima alcançada por

essa fórmula é p = 2k — 1, onde k é o tamanho do passo, nesse caso 2. Logo,
esta fórmula terá no máximo ordem 3, ou seja, Tra+1,2(h) = O(h*). Portanto,

Tn41(h) = O(A), isto é, a ordem máxima atingida por um método dessa classe
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não pode exceder cinco.

Vimos, nos capítulos anteriores, métodos de ordem três e quatro e

é de nosso interesse fazermos uma análise dos métodos de ordem cinco, o que

segue na próxima seção.

4.3 Obtenção de Métodos Estendidos de Passo

Um de Quinta Ordem

O objetivo, nesta seção, é obter métodos estendidos de quinta or­

dem da forma

Yn+1 yn + hlaofa + cafa+a + Aofn+o + cafnia + Cafnia
Into = Brown + Baiynti + hl$120fn + Vanfota]

Inia = Baoyn + Paiyn+1i + hlV30fn + Ya1fn+i + 32 fnço]
Inta = Baoyn + Oaiynsa + hlY4ofa + YIN ÍA: + FYa2fn+2 + Tasfrisl, :

com n = 0,1,2,....

Consideremos a seguinte discretização

Yrn+1 = Y,. + hlaof(tn, Y.) + a f(tn+1, Yn+1) + a2f(tn12, Yn+2)

+asf(Tn+3) Yn+3) + Ca4Sf(Tnça) Yn+a)] + tn41(h). (4.9)

Fazendo uso do mesmo raciocínio dos capítulos anteriores, mas

agora com a condição de que tr11(h) = O(h9), obtemos os seguintes coefi­
cientes para essa discretização

251 Ns ASE A DS
7207 M“TzgWÕ PT 3º 4ºo = 30º 360”

cujo erro de truncamento local é dado por

3
tapa (h) = = ANO + O(A”).
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Para tornar a discretização em (4.9) de passo um, consideremos

Yn+2 = BooYn + BOnkYn+i + hl/20f(Tn, Yx)

+HY21 S(En+1, Yn+1)] + Tn+1,2(h), (4.11)

Yu+3 = BaoYn + OaYn+1 + hl9130f(Xn, Yx)

+31 f(En+1) Ya+1) + Ya2f(Tn42, Yn+2))] +TtTnri3(h), (4.12)

Yn+a = BaoYn + Ban Yn+1 + h[y40Sf (Tn, Y.) + Fai f(Tn+1) Ya+1)
+HYa2 f(Tn+2, Yn+2) + vasf(Tn+a, Yn+3)) +Tn+14(h). — (4:13)

Desejamos que tn41;(h) = O(hº), j = 2,3,4 e, com isso, obtemos
os seguintes valores para os coeficientes

Bao =5, Bar = —A, 120 = 2, Tn =À4,

2phyla 2Y, tsTn41,2(h) = 1 h5Y5 + O(RÔ),6

B3o 28 — 12732, Par = —27 + 12732,

730 12 — 5732, 731 = 18 — 8732,

com 732 livre, onde

3 1 3 13Tn+1,3(h) = É ­ 2722) NY + É — 25752) AY) O(S), — (415)

Bao 81 — 12712 — 36743, Ba1 = —80 + 12712 + 36743,

ao 36 — 5742 — 16743, F41 = 48 — 8742 — 21743,

com 7412 € 743 livres, onde
1 5 36 13 14Tn+14(h) = (s 2/27 37) hºY O + (S — — 42 — es) hóY5 + O(Rô).2 5 30 o

(4.16)
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Agora, sejam

Ín+o = f(tns2, na), Ínias=S(tni3,ân+a),  Ínra=S(Insalnta),
onde

Unt+2 = Baoyn + Baryn+1 + h[/20fn + Ya fra]

Un+3 = Baoyn + Paiyn+1 + hlY30fna + Ta1fnaa + 32 Ín+ol (4.17)

Una = Baoyn + Baryna+1 + h[Y40fa + Vai faia + Ya2fn+o + Yasfnaal,

e consideremos a discretização (4.9) como sendo de passo um, definida por

Ya = Y.+hlaof(tn, Ya) + 1 f(tn+1, Yn+1) + 2f(tn+2, Íni2)

+a3sf(tn+3) In+3) + Aa Sf(Tnça, Únia)] + Tnr1(h). (4.18)

Para calcularmos o erro de truncamento local de (4.18), da diferença

entre (4.9) e (4.18), obtemos

Tnn(h) = tnii(h) + hlaz(f(tn£2, Ynt2) — f(En142)Úni2))

+aos(f(tn+s, Yn4+3) = S(rn43, Úni3))
+HAa4(f(Tnt+a4, Yn+a) — S(Tn+4, Ínia))).

De (4.11), (4.12), (4.13) e (4.17), temos

Yn+2 = Unro + Tnq1,2(h)

Yn+3 = Unta + TIa2h(fngo — Ínr2) + Tn+1,3(h) (4.19)

Yasa = Ínta + VY2h(fnso — Ínsa)+ Yash(fais — Íris) + tTni1na(h)

e, através da expansão em série de Taylor da função f(tn+2,Yn+2) Das vizi­

nhanças do ponto (Tn+2,Un+2), obtemos

f(tn+2) Ya+2) = f(Tn+2) Únt2) + Tn41,2(h)gn+2 + O(hº) (4.20)

Yn+3 = Un+3 + Ya2htTn+1,2(h)Gn+2 + Tn+1,3(h) + O(hº).
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Analogamente,

S(tn+3) Yn+3) = f(En143) Ínia) + [732hTtTn+1,2(h)Gn+2 + Tn+1,3(h)lgn+a + O(RÔ)
(4.21)

Yara = Inga + Y2htn+i2a(h)Gn+2a + Yasta2hºTn+12(h)Gn+2Gn+3

+HHYashtn+1,3(hR)Gna3 + Tn+1,4(h) + O(h*).

Novamente, usando expansão em série, temos

S(tn+a)Yn+a4) = S(En+as Un+a) + [742h + Tn+1,2(h)Ggn+2vashtn+1,3(h)Gn+s

+Tnt+1A(h)]lgn+a + O(hº), (4.22)

—onde gq = EE

Usando as expressões obtidas para tr11(h) e Ta4+1;(h), com j =

2,3,4, e (4.20), (4.21), (4.22), de (4.19) obtemos

Tr+1(h) = tr(h)+ hlagtTn+1,2(h)gn+2 + asTn+1,3(h) + aaTn+1,A(h)Gnta]l
+Hhº [37132 Tn+1,2(h)Gn+29Gn+3 + A4Vs2Tn+1,2(h)Gn+2Gn+a
+HA4Ta3Tn+1,3(h)Gn+agn+a] + O(h”).

Substituindo os valores já obtidos, temos

h5ol2 — 106732 + 19742 + 95743]É gmTnn(h) =

[405Y,(º + (—390 — 1378732 + 247742 + 1596713)YO gn
6

Tt 37600
+(—2010 — 4770732 + 1140742 + 57007413) Y.4g!,

Como desejamos que Tr41(h), em (3.16), tenha O(h$), devemos ter

1
Ya2 = Ti — 106732 + 95743),
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e, então,

h8ôTrni(h) = araoa 205XO + (416 + 361743)ga + 30(—71 + 53732)YO 9,
+5(2 — 7673 + 57732743)VÓ 92]+ O(h”), (4.24)

onde, agora, 732 € 713 São os parâmetros livres.

Conseguimos, assim, uma família, dependente de dois parâmetros,

de métodos estendidos de passo um de quinta ordem cujos coeficientes são

apresentados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Coeficientes da família de métodos de quinta ordem.

251 323 E) E)
720 360 360 720

5 —4 4

28 — 12732 |—27 + 12732 18 — 8732

Bao gu Ya

179 (1563 — 1272732 + 456743),
1

1

79 (694 — 530732 + 171713),
119 (928 — 848732 + 361743).

4.4 Análiseda Estabilidade

A próxima consideração será obter subfamílias de métodos A— ou

L—estáveis. Aplicando essa família de métodos à equação teste, temos



onde 1 = ho,

R(u) ã

360 + u(168 — 228713) + nº (30 — 114713 + 1147327413)

+1º(2— 1973) + nº (19732743), (4.26)

360 — u(192 + 228713) + nº (42 + 114713 + 114732713)

—nº(4 + 1973 + 114732743) + nº (38732743). (4.27)

Como no caso do método de ordem quatro, determinar as proprie­

dades de estabilidade para essa família de métodos é um tanto quanto com­

plicado, uma vez que, novamente, estamos trabalhando com uma família de

métodos que dependem de dois parâmetros. Sendo assim, vamos nos restringir

a algumas observações .

Para 732 É O e 713 É O podem existir métodos A—estáveis mas não

hà nenhum método L—estável, uma vez que

lim |R =­—, 4,28eim RA (4.28)

Na tentativa de obtermos métodos L—estáveis, observemos que,

para 732 = O, a função de estabilidade toma a forma

— 360+ u(168 — 228713) + nº (30 — 114713) + nº(2 — 19743)
360 — u(192 + 228713) + nº (42 + 11473) — pº(4 + 19743)R(u) (4.29)

e, então, necessitamos que o coeficiente de nº, no numerador de R(u) em (4.29),
2

o:seja igual a zero, produzindo 713 = —. Nesse caso, a função de estabilidade
19

torna­se

1 + En + 254º?
3 3 1 ,sh + ao? — sol?

(4.30)R(p) = —
que é a aproximação de Padé R3(p), que por sua vez é L—aceitável. Logo, o
método obtido com esses valores para 732 e 713 é L—estável.
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Para essa escolha, 732 = 0 e 743 = e. temos um método estendido
de quinta ordem L—estável, que denotaremos MLs5(0,2/19), cujos coeficientes

são dados na seguinte tabela:

Tabela 4.3: Coeficientes do método L—estável MLs(0,2/19).

251 | 323 53| 19
T20 360 360 720

5 —4 4

28 | —27 18

19 19 19

Ainda para 732 = O, conseguimos uma subfamília de métodos que é
;

1
x x ”A­—estável para 713 > ——. Isso segue da expressão da função de estabilidade19

dada por (4.29) e da condição

lim [R(4)| <1,
Re(u)——co

uma vez que
—2 + 1973
4 + 19743Re(u)——oolim  |R()|= |

o que produz |R(u)| < 1.

Agora, no caso 713 = O, temos que a expressão da função de esta­
bilidade é

— 360 + 1684 + 304? + 24º
— 360 — 1924 + 424º — 448

e independe do valor de 732.

(4.31)R(un)

Nesse caso, conseguimos

lim |R(p)|=72 (<)),
Re(n)——oo

o que nos fornece |R(n)| < 1, produzindo, assim, uma subfamília de métodos
A­—estáveis. Para a particular escolha 732 = O, temos um método estendido de
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o

quinta ordem A­—estável, que denotaremos por MAs(0,0), cujos coeficientes
são apresentados na tabela que segue:

Tabela 4.4: Coeficientes do método A—estável MAs(0,0).

251 | 32 53 |19
720 360 360 720

5 —4 4

28 | —27 18

19 19 ­ 19

Novamente, outros valores para 732 e 713 poderiam ter sidos to­

mados, mas, no intuito de testar essas subfamílias, restringimo­nos a esses

particulares métodos para serem aplicados aos problemas testes.
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Capítulo 5

Métodos Estendidos de Passo

Um de Sexta Ordem

5.1. Introdução

Na análise para a construção de métodos estendidos de passo um e

ordem p, Chawla et al. [5] propõem que as ordens dos erros de truncamento

local sejam tr41(h) = O(hP+!), enquanto Tt.415(h) = O(h?!) e T.1(h) =
O(h?+!) e, com isso, concluem que a ordem máxima alcançada por métodos
dessa classe não pode exceder cinco.

Nas próximas seções, veremos que se tais exigências sobre os er­

ros de truncamento não forem impostas, famílias desses métodos estendidos

de passo um e ordem p = 6 podem ser obtidas, das quais podemos derivar

particulares métodos A— e/ou L—estáveis.
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5.2 Construção de Métodos Estendidos de Passo

Um e Ordem p = 6

O objetivo é obter métodos estendidos de sexta ordem da forma

Into = Booyn + Basyn+sai + hli20fa + YIafaail,

dnis = Baoyn+ Oayni + h[930fa + Ya fai + ts2fnial,
Ina = Baoyn + laaynsa + hlV4ofn + Vaitfaza + ta2fn+o + Tasfnasl,
únis = Bsoyn+Bsiynta + hl1s0fa + Ys1fa+1 + Ysafa+a + Ysafnia + Tsafnial,
Int = YUn+hlaofa+ofini+oaafi+a + Aafnis + Cafnça + Osfnisl, (51)

com n = 0,1,2,....

Devemos impor, então, que o erro de truncamento local, tr41(h),

da fórmula principal seja O(h'), o que fornece

o 1427 133 241 178
%w=5882 O 44 = “Tao— 14140? PO oo BO To

863tan1(h) = —aoagoP a + O(h$). (5.2)

Agora, exigindo que os erros de truncamento local das fórmulas

intermediárias sejam

Tn+1j(h)=O(h*), j=2,3,4,5,

obtemos:

Paraj= 2,

Bo =, Bu = 4, vo =2, vn =4,

11
676 h”).185? Ya + O(A)

1 22pAV() 2 LpnSy()
6 UT; nt
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28 — 12732, Bar = —27 + 12732,

= 12— 5732, vYV3a1 = 18 — 8732,

com 732 livre, e

3 1 3 18mnslh) = (7 270) MY + (7 357) PO
9 B 67 (6) 7+(& so 132) RX + O(h').

Paraj = 4,

Bao = 81— 127%, — 36743, Ba = —80 + 12712 + 36743,

710 = 30— 572 — l67, Fa) = 48 — 8712 — 21743,

com 742 € 743 livres, e

1 5 36 13 14Tn+14(h) = (6 — =Va2 — 276) RYO) + (= — 3742 a) h5Y O2 5) 30 f.
27 18 19 Vivian"+ ( 58 —çom 7) hºY 9 + O(h'). (5.5)

Para7 =5,

8so = 176— 12752 — 36753 — T2754, — Bsi=—­175+12752 + 36753 + T2Y54,
750 = 80— 5752 — 16753 — 33754, 751 = 100 — 8752 — 21753 — 40754,

com 752, /s3 € sa livres, e

50 1 5Tn+1,5(h) = (= — 21/27 318 Ts) hºYO
70 13 14 48+ (= — g9/52 7 TsTT) RYO
190 13 19 83+ (S — go TÇ71 107) AY + O(A). (5.6)

Assim, usando a mesma idéia dos capítulos anteriores, podemos

escrever a expressão do erro de truncamento local da fórmula estendida por
5

= 2880? — 482732 + 173742 + 865743 — 27752 — 135753 — 378754],gnTr+1(h)
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+ [3555 (30 — 6266732 + 2249742 + 14532743 — 351752 — 2268753 — T776754)NY.) gr,
1

Tasso 1446732 + 692742 + 3460743 — 135752 — 675753 — 1890751) Y 41,
+agaç (82132 — 173742 — 1557743 + 519732743 + 27752 + 243753 — 81732753
+972754 — Ai — 405743754)Y,(9)g2]863soaro + sesea (1290 ­ 6266732 + 2249712 + 19722713 — 351752 — 3078753
— 13446754)Y Og, + Roma (371 —19799 + 8996742 + 58128743 — 1755752
— 11340753 — 38880754)Y.(99! + ——— (1928732 — 692742 — 7785743—
+2249732743 + 108752 + 1215753 — 351753 + 5832754 — 3517427154
—9292 (5) 2

PAT + 1944753 — 648732753 + 8748754 — 729742754 — 3645743754).gng!,
—— (2410732 = 1038742 — 10899713 + 3633732743

+ageo(­—6133 — Om + 1384742 + 6920743 — 135752 — 675753
— 1890754)Y.(9! + ——(— 173732 + 27732753 + 277/4254 + 243743754+ 56%
—817327a3t5a) YO 92] + O(Rº),

Como desejamos que o erro de truncamento local T,411(h) da fórmula

estendida seja O(h”), devemos ter o sistema formado pelos fatores que multiplicam
os termos de hº e hº igual a zero, o que nos fornece

1

Ese 7(2412 + 482732 — 865743),
Ya42 —(— 18 + 964732 — 865743),

1
—(964 + 1753 27 (964 + 173743),
13

Ysa = 97º

e, então,

Tanalh) = sosso” +tggagon Mm 13200 Mm

43200 ?

——— (3906 + 2892732 + 692743 — 519732743)V.)gng1,+$6ã
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(­6207 + 3133732)
2880

1TITS — 692713 + 692732743 — 173732743)Y 92]
+O(hº),

Yign

onde, agora, 732 € 743 São os parâmetros livres.

Temos, assim, uma família de dois parâmetros de métodos estendidos

de passo um de sexta ordem cujos coeficientes são apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Coeficientes da família de métodos de sexta ordem.

EE 1427 — 133 241 4173
288 1440 240 720 1440

5 —4 2 4

28 — 12732 |—27 + 12732 | 12 — 5732 | 18 — 8732
Bao Au Yao Va

so ÊBs1 so Ys1

(4743 — 3856732 + 1384743),
31757 + 1446732 — 519743),
Rs
173

Rs
173

8

a ATT + 241732 — 173743),

(6318 — 4820732 + 1557743),

(8448 — 7712732 + 3287743).

2(­3807 + 1928732 — 1384743),
5 (4505 — 2410732 + 1557743),
1

27(8672 — 3856732 + 32877413).

FS
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



5.3 Análiseda Estabilidade

Aplicando o método estendido, agora com dois parâmetros livres, à
equação teste,

N
Yn+1 = R(n)yn = pm

onde u=hAe

N = 720+ 36004 — 12(—132+ 173743)? + 6(46 + 173(—1 + 732)7/43)1?

—(—18 + 173743)º — 1737327a3ho, (5.10)

D = 720+2880u—12(138+173743)4? + 6(62+ 173(1+ 732)Yas)U?

—(36 + 173(1+ 6732)Yas)Hº + 3467327/a3ht”. (5.11)

Determinar as propriedades de estabilidade para esses métodos é um

tanto quanto complicado, uma vez que estamos tratando de métodos com dois

parâmetros. Sendo assim, vamos nos restringir a algumas observações.

Para 732 É O e 713 É O podem existir métodos A—estáveis, mas não há

nenhum método L—estável, uma vez que

IR()| = 2. (5.12)m
Re(u)——oco

Na tentativa de obtermos métodos L—estáveis, observemos que para

732 = O, a função de estabilidade toma a forma

— 720+ 36004 — 12(—132 + 173743)1? + 6(46 — 173743)L? — (—18 + 173743)
RM) = "59x 2880 — 12(138 + 173743)? + 6(62 + 173743)? — (36 + 173743)?

(5.13)

e então, para anular o coeficiente de nº, no numerador de R(4), em (5.13), obtemos

Y43 = = Nesse caso a função de estabilidade torna­se
— 7204 3600u+13684?º + 168º
— 720 + 2880u — 18724? + 48043 — 5444"Rí(u)
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Logo, o método obtido com esses valores para 732 e 713 É L—estável.

Para essa escolha, 732 = 0 e 713 = o temos um método estendido de
sexta ordem L­estável, que denotaremos por ML6(0,18/173), cujos coeficientes são
dados na seguinte tabela:

Tabela 5.2: Coeficientes do método L—estável MLçs(0,18/173).

s5 | 1 —133|/ 24 |17%
288 240 720 1440

5 2 4

28 12 18

Ainda, para 732 = O, conseguimos métodos que são A­—estáveis para

as 2 A. Isso segue da expressão da função de estabilidade, dada por (5.13), e
173

da condição

im |R()|<1.
Re(u)——oo

Agora, no caso 743 = 0, temos que a função de estabilidade é dada por

R(1) = 120 + 600u + 2644? + 464º + 3uºHP) 720 + 4804 — 2764? + 624º — 6uº (5.15)

e independe do valor de 732. Nesse caso, conseguimos

l R(u))| = <l),reçãm RA)! (<1)

o que fornece | R(4u)| < 1 produzindo, assim, métodos A­—estáveis. Para a particular

escolha 732 = O, temos um método estendido de passo um e ordem seis A—estável,

que denotaremos MAçg(0,0), cujos coeficientes são apresentados na tabela que segue:
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Tabela 5.3: Coeficientes do método A—estável MAçg(0,0).

5. 133/24 |173
288 240 720 1440

2 4

12 18

Novamente, outros valores para os parâmetros livres poderiam ter sido

tomados, mas os métodos obtidos já satisfazem nosso objetivo.
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Capítulo 6

Resultados Numéricos

6.1 Introdução

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados numéricos, dentre os

vários problemas estudados, considerando a integração através de métodos estendi­

dos de passo um pertencentes às famílias apresentadas nos capítulos anteriores.

Para isso, algoritmos para os particulares métodos A— e/ou L­—estáveis

das diferentes ordens apresentadas foram implementados e testados, considerando

problemas testes encontrados na literatura, cuja solução exata é conhecida, para

que, além de compararmos os métodos entre si, pudéssemos também analisar o erro
absoluto.

Implementamos, também, o algoritmo para a Regra Trapezoidal, suge­

rido por Burden [1], para podermos compará­la com os métodos dessas famílias.

6.2 Problemas Testes

O conjunto de testes que passamos a descrever contém problemas de

valor de inicial, sendo a maioria problemas stiff, de primeira ordem e suas respectivas

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



soluções exatas.

Problema 1

1

yY = 5% y4(0) = 1,
cuja solução exata é

y(x) = ­

Problema 2

yº = —100y, y(0) = 1,

cuja solução exata é

y(x) = exp(— 1000).

Problema 3

y = Zn(9), y(0.5) = exp(—­1), — 0.5<rxr7<3,
cuja solução exata é

y(z) = exp(­20).

Problema 4

y' = —20y + 20 sen (x) + cos(z), y(0) =1, 0<xr<2,

cuja solução exata é

y(x) = sin(z) + exp(—20x).

Problema 5

1

y REY y(2) = 1000, 2<x1<6,
cuja solução exata é

y(x) = 1000 exp(­ 5).
Esse problema é um modelo da mecânica respiratória, no intervalo de

tempo correspondente ao da expiração, onde os parâmetros fisiológicos utilizados
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foram R=0.002 (ml/cmH23O) e C=50 (emH2O/ml + s), como proposto em Roma
[14].

Durante todo o trabalho, concentramo­nos no caso de uma equação di­

ferencial escalar, contudo, os métodos descritos nos capítulos anteriores têm, obvia­

mente, uma extensão semelhante para sistemas de equações . Então, apresentaremos

também problemas que envolvem sistemas de equações diferenciais de primeira or­

dem.

Problema 6

—10 6

13.5 —10

cuja solução exata é

3 exp(1)(exp(—0) + exp(—19z))
exp(1)(exp(—x) — exp(—190x))

y(2) =

Problema 7

, | —155 145
y= y+

14.5 —15.5

cuja solução exata é

exp(—x) + exp(­30r) + 1

exp(—x) — exp(—30xr) + 2
y(2) =

EV
AVAVAY
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6.3 Os Resultados

Nesta seção, apresentaremos os resultados obtidos a partir do conjunto

de testes definido na seção anterior.

Os resultados numéricos fornecidos pelos programas são colocados em

tabelas, onde podemos observar a evolução do erro absoluto, em alguns pontos do

intervalo de integração, para diferentes tamanhos do passo h. É importante registrar
que em nossa avaliação consideramos a integração a passo fixo de tamanho h durante

todo o intervalo de integração.

Para os casos envolvendo os sistemas de primeira ordem, apresentamos,

nas tabelas, os erros absolutos envolvendo a primeira e a segunda componentes,

respectivamente.

Entre os vários resultados obtidos, selecionamos alguns que, ao nosso

ver, traduzem o desempenho computacional dos métodos avaliados.

Os métodos são representados nas tabelas por:

MA;3: método de terceira ordem A­—estável dado por (2.11)­(2.12).

ML3: método de terceira ordem L­—­estável dado por (2.31)­(2.32).

MA4(2,0): método de quarta ordem A­estável dado por (3.24)­(3.26).

MLa(0,1/2): método de quarta ordem L—estável dado por (3.28)­(3.30).

MA5s(0,0): método de quinta ordem A­—estável cujos coeficientes são dados na Ta­
bela 4.4.

MLs5(0,2/19): método de quinta ordem L­—estável cujos coeficientes são dados na
Tabela 4.3.

MAÇg(0,0): método de sexta ordem A—estável cujos coeficientes são dados na Tabela

5.3.

MLe(0,18/173): método de sexta ordem L—estável cujos coeficientes são dados na
Tabela 5.2.
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Tabela 6.1: Erro absoluto para o Problema 1

h =0.2

rn Trapézio MA;z ML3 —MAÇI(2,0) ML4a(0,3)

2.7E­05 1.2E­06 7.9E­07 47E­08  3.5E­08
7.8E­05 3.7E­06 2.4E­06 1.5E­07 1.16­07
1.8E­04 9.0E­06 5.9E­06 41E­07 3.0E­07
3.7E­04 2.1E­05 14E­05 1.1E­06 7.7E­07
8.0E­04 5.15E­05 3.3E­05 3.0E­06 —2.2E­06
1.9E­03 1.4E­04 9.2E­05 9.9E­06 7.2E­06
5.26­03  5.0E­04 3.2E­04 45E­05 —3.3E­05
2.0E­02  2.8E­03 3.71­04 — 2.7E­04

Trapézio MA4Ç(2,0) ML4(0,2)

6.9E­06 9.8E­08 2.9E­09  2.1E­09
2.0E­05 3.0E­07 9.4E­09 —6.8E­09
4.4E­05 7.26E­07 2.5E­08 1.8E­08
9.3E­05 1.7E­06 6.4E­08 —4.6E­08
2.0E­04 4.11­06 1.8E­07 —1.3E­07
4.7E­04 1.11E­05 5.9E­07 —4.3E­07
1.3E­03 3.95E­05  2.6E­06 1.9E­06
5.0E­03 2.16­04 21E­05 1.5E­05
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Tabela 6.2: Erro absoluto para o Problema 1

h=0.2

MAs(0,0) MLs(0,3) MAs(0,0) MLs(0,13

2.3E­09 2.5E­09 3.4E­10 3.5E­10
8.25­09 8.7E­09 1.3E­09 1.35­09

2.45E­08 2.5E­08 4.06E­09 4.1E­09
6.9E­08 7.45­08 1.3E­08 1.45­08
2.3E­07 2.46­07 4.9E­08 5.16­08

9.2E­07 9.9E­07 2.45E­07 2.5E­07

5.5E­06 5.9E­06 1.95E­06 1.9E­06
6.8E­05 7.5E­05 3.2E­05 3.45­05

h=01

MAs(0,0) MLs(0,3) MAs(0,0) MLs(0,78

6.7E­11 7.3E­11 3.6E­12 5.0E­12
2.4E­10 2.5E­10 1.5E­11 1.8E­11
7.0E­10 7.4E­10 5.5E­11 6.0E­11

2.15E­09 2.2F­09 1.9E­10 2.0E­10
6.7E­09 7.16­09 7.5E­10 7.8E­10

2.7E­08 2.95E­08 3.7E­09 3.8E­09
1.6E­07 1.7E­07 2.85E­08 2.9E­08

1.95E­06 2.0E­06 4.9E­07 5.16­07
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Tabela 6.3: Erro absoluto para o Problema 2

h =0.2

rn Trapézio MA;s ML; —MAÇI(2,0) MLa1(0,3)

0.20 8.2E­01 43E­01 7.0E­02 5.5E­01 —8.9E­03
0.40 6.7E­01 1.8E­01 4.9E­03 3.0E­O0l 7.9E­05
0.60 5.5E­01 7.7E­02 3.4E­04 1.7E­01 7.15­07
0.80 45E­01 3.3E­02 24E­05 91E­02 —6.3E­09
1.00 3.7E­01 1.4E­02 5.0E­02 — 5.6E­11

Trapézio MA4Ç(2,0) ML4a(0,3)

4.4E­01 9.11E­02 — 4.0E­04
2.0E­01 8.4E­03 — 1.6E­07
8.8E­02 7.6E­04 — 6.8E­11
3.95E­02 7.0E­05" 6.2E­12
1.7E­02 6.4E­06 — 3.5E­12
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Tabela 6.4: Erro absoluto para o Problema 2

h=0.2

Tn MAs(0,0) MLs(0,&) MAÇçs(0,0) MLe(0,25

0.20 1.3E­01 6.3E­02 1.3E­01 6.5E­02
0.40  1.7E­02 4.0E­03 1.7E­02 4.3E­03
0.60  2.3E­03 2.5E­04 2.2E­03 2.8E­04

0.80 — 3.0E­04 1.6E­05 2.9E­04 1.8E­05
1.00  4.0E­05 9.9E­07 3.8E­05 1.2E­06

h=0.1

MAs(0,0) MLs(0,%) MAs(0,0) MLs(0,75

9.35E­04 2.7E­03 8.6E­04 2.95E­03
8.7E­07 7.25­06 7.4E­07 8.4E­06
8.15­10 1.95­08 6.3E­10 2.45­08

7.6E­13 5.1E6­11 5.4E­13 7.0E­11
7.0E­16 1.4E­13 4.7E­16 2.0E­13
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Tabela 6.5: Erro absoluto para o Problema 3

h=01

tn Trapézio MA; ML; —MAS(20) ML1(0,3)

1.00 6.2E­04 5.7E­05 4.2E­05 2.8E­06 9.8E­06
1.50 5.5E­04 5.0E­05 3.4E­05 21E­06 7.1E­06
2.00 3.4E­04 3.16­05 2.0E­05 1.2E­06 —3.9E­06
2.50 1.8E­04 1.7E­05 1.0E­05 5.8E­07 —1.9E­06
3.00 88E­05 81E­06 4.9E­06 2.7E­07 87E­07

Trapézio MAÇL(2,0) ML41(0,3)

1.6E­04 2.4E­07 —8.1E­07

1.45E­04 1.8E­07 — 5.8E­07
8.5E­05 1.0E­07 —3.1E­07
4.5E­05 4.9E­08 — 1,.5E­07
2.2E­05 2.2E­08 —6.9E­08
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Tabela 6.6: Erro absoluto para o Problema 3

Tn

h =

MAs(0,0) MLs(0,&

0.1

) MAs(0,0) MLes(0, 7%

1.00
1.50
2.00

2.50
3.00

1.65­06
1.2E­06
6.3E­07
3.16E­07
1.4E­07

1.6E­06
1.2E­06
6.4E­07
3.1E­07
1.4E­07

1.2E­06
1.2E­06
7.6E­07
4.16­07
2.0E­07

1.3E­06
1.2E­06
8.0E­07
4.3E­07
2.16­07

MAs(0,0) MLs(0,3

h = 0.05

) MAÇs(0,0) MLs(0,73

7.45E­08
5.16E­08
2.7E­08
1.3E­08
6.0E­09

7.4E­08
5.2E­08
2.8E­08
1.3E­08
6.0E­09

5.0E­09
7.2E­10
3.9E­10
4.16­10
2.5E­10

4.5E­09
3.4E­10
6.1E­10
5.2E­10
3.16­10

5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18
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Tabela 6.7: Erro absoluto para o Problema 4

h=01

Tn Trapézio MA;z ML; —MAÇ(2,0) ML41(0,3)

0.20 1.8E­02 1.2E­02 6.0E­03 21E­03 1.3E­03
0.40 . 3.7E­04 3.0E­04 1.6E­04 82E­05  3.8E­05
0.60 42E­05 6.9E­06 1.2E­05 4.0E­06 6.45E­06
0.80 3.16E­05 1.3E­06 1.4E­05 2.2E­06 —6.7E­06
1.00 24E­05 1.4E­06 1.0E­05º 2.4E­06 5.5E­06
1.20 1.7E­05 1.6E­06 6.3E­06 2.6E­06 —41E­06
1.40 9.11E­06 1.7E­06 2.3E­06 2.8E­06 —2.6E­06
1.60 8.7E­07 1.7E­06 1.9E­06 2.8E­06 9.2E­07
1.80 7.4E­06 1.7E­06 6.0E­06 2.7E­06 7.8E­07
2.00 1.5E­05 1.6E­06 9.9E­06 2.5E­06 2.5E­06

Trapézio MAÇ(2,0) ML4a(0,3)

6.0E­03 1.12­04 —1.1E­04

1.95E­04 4.0E­06 — 3.2E­06
1.3E­05 2.119­07 — 5.1E­07
7.7E­06 1.3E­07 —5.45­07
6.1E­06 1.5E­07 —4.5E­07
4.3E­06 1.6E­07 —3.4E­07

2.35E­06 1.7E­07 — 2.2E­07
2.2E­07 1.7E­07 —8.45E­08

1.95E­06 1.7E­07 — 5.3E­08
3.9E­06 1.6E­07 —1.9E­07
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Tabela 6.8: Erro absoluto para o Problema 4

h=01

tn MAs(0,0) MLs(0,3) MAs(0,0) MLs(0,13

0.20  7.0E­05 2.8E­04 8.4E­05 3.15­04

0.40 — 2.4F­06 1.0E­05 2.9E­06 1.2E­05
0.60  1.0E­07 3.1E­07 1.15­07 3.5E­07
0.80  1.6E­07 8.3E­08 1.8E­07 9.2E­08
1.00 1.4E­07 1.3E­07 1.6E­07 1.45E­07
1.20 1.2E­07 1.7E­07 1.3E­07 1.9E­07

1.40 9.1E­08 2.16E­07 1.0E­07 2.3E­07
1.60  5.9E­08 2.45­07 6.4E­08 2.6E­07
1.80 2.4E­08 2.6E­07 2.5E­08 2.9E­07
2.00 1.16­08 2.7E­07 1.5E­08 3.0E­07

h = 0.05

MAs(0,0) MLs(0,3) MAs(0,0) MLs(0,28

2.7E­06 9.0E­06 3.6E­06 1.15­05
9.3E­08 3.3E­07 1.3E­07 4.2E­07

3.3E­09 9.5E­09 4.06E­09 1.25E­08
5.6E­09 2.65­09 7.16­09 3.26­09

5.16­09 4.15E­09 6.5E­09 5.2E­09
4.3E­09 3.7E­09 5.5E­09 7.25­09
3.45­09 7.16­09 4.25­09 9.0E­09
2.3E­09 8.2E­09 2.8E­09 1.0E­08
1.16­09 9.0E­09 1.3E­09 1.16­08
1.2E­10 9.4E­09 2.6E­10 1.2E­08
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Tabela 6.9: Erro absoluto para o Problema 5

Trapézio — MA; MA4Ç1(2,0) ML4(0,3)

4.,4E+02 2.3E+02 85E4+01 98E+O0l 2.2E+0O1l
1.8E+02 49E+01l 6.12+00 1.16E401 1.9E­0O1
7.9E+01 1.1E4+01l 48E­01l 1.1E4+00  4.0E­03
3.4E+01 24E+00 3.8E­02 1.2E­01 5.5E­05
1.4E+01 5.3E­01 3.0E­03 1.2E­02 —89E­07
6.2E+00 1.2E­01 23E­04 1.3E­03 —1.3E­08
2.7E+00 2.6E­02 1.8E­05 14E­04  21E­10
1.1E+00 5.7E­03 1.4E­06 1.4E­05.  3.2E­12

h = 0.25

Trapézio — MA; ML; MA4Ç(2,0) ML4(0,3)

5.6E+00 6.7E+00 4.7E+00 2.8E+O0O  1.3E+00
1.112­01./ 4.5E­02 41E02 46E­02 1.6E­02
1.6E­03 31E­04 3.0E­04 5.7E­04 —1.5E­04
2.116­05/ 2.16­06 2.0E­06 6.36­06 1.2E­06
2.7E­07 14E­08 14E­08 6.6PE­08 —9.2E­09
3.4E­09  94E­11 96E­11  6.7E­10  6.8E­11
4.3E­11/ 6.3E­13/ 3.0E­12 6.6E­12  4.9E­13
5.4E­13º 4.2E­15 2.6E­12  6.5E­14  3.5E­15
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Tabela 6.10: Erro absoluto para o Problema 5

Tn

h=0.5

MAs(0,0) MLs(0,%) MAs(0,0) MLe(0,7%

2.50
3.00
3.50

4.00
4.50

5.00
5.50

6.00

2.3E­01
3.2E­03
3.3E­05
3.0E­07
2.5E­09
2.1E6­11
1.7E­13
1.3E­15

1.9E+01
6.0E­01
1.6E­02
4.2E­04
1.15­05
2.7E­07
6.95E­09
1.7E­10

7.6E­01
1.1E­02
1.26­04
1.16­06
9.8E­09
8.4E­11
7.0E­13
5.7E­15

2.0E+01
6.5E­01
1.8E­02
4.9E­04
1.3E­05
3.45E­07
9.156­09
2.45­10

h = 0.25

MAs(0,0) MLs(0,%) MAÇs(0,0) MLs(0,7%

8.8E­02
1.2E­03
1.2FE­05
1.1E­07
9.3E­10
7.6E­12
6.0E­14
4.6E­16

4.0E­01
5.6E­03
5.8E­05
9.4E­07
4.7E­09
3.9E­11
3.2E­13
2.5E­15

1.16­01
1.45E­03
1.5E­05
1.3E­07
1.15­09
9.15E­12
7.2E­14
5.6E­16

4.4E­01
6.2E­03
6.4E­05
6.0E­07
5.2E­09
4.4E­11
3.0E­13
2.8E­15

5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18
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Tabela 6.11: Erro absoluto para o Problema 6

h = 0.25

Trapézio MA;z3 ML;3

0.25 7.6E­01 1.16E4+00 3.9E­01 5.9E­01 1.5E­01 2.2E­01
0.50 3.0E­01 46E­01 7.8E­02 1.2E­01 9.6E­03 1.5E­02
0.75 1.3E­01/ 1.8E­01 1.7E­02 2.4E­02 8.5E­04 8.9E­04
1.00 4.6E­02 8.0E­02 3.0E­03 5.7E­03 83E­05 2.8E­04

Trapézio ML;3

0.50 5.9E­04 4.8E­04 1.4E­04 1.5E­04 8.1E­05 1.0E­04
1.00 5.6E­04 8.3E­04 2.6E­05 4.0E­05 9.0E­06 1.4E­05

h = 0.05

Trapézio MA;

5.4E­03 7.9E­03 1.8E­03 2.7E­03
1.9F­04 5.7E­05 3.2E­05  4.0E­05
1.3E­04 2.0E­04 3.65­06 4.3E­06
1.4E­04 2.1E­04 3.4E­06 5.1E­06
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Tabela 6.12: Erro absoluto para o Problema 6

MA (2,0)

h = 0.25

MLa4a(0,3) MAs(0,0) MLs(0,&

1.6E­01
1.7E­02
1.6E­03
1.6E­04

2.4E­01
2.5E­02
2.45E­03
2.3E­04

3.9E­02 5.8E­02 1.116­03 1.7E­03 3.0E­02 4.5E­02
1.61P­04 2.5E­04 2.0E­05 3.0E­05 1.0E­03 1.5E­03
9.7E­06 3.5E­07 2.9E­07 3.6E­07 2.8E­05 4.2E­05
4.9E­06 7.4E­06 3.2E­08 3.8E­08 8.2E­07 9.7E­07

MAÇ(2,0)

h=01

ML4(0,1) MAs(0,0) MLs(0,&)

3.16E­05
9.8E­08

4.65E­05
1.3E­07

1.8E­05 2.7E­05 9.7E­07 1.5E­06 3.8E­06 5.7E­06
1.4E­07 2.0E­07 4.5E­10/ 2.3E­10/ 1.5E­09 4.9E­10

h = 0.05

MLa4a(0,3) MArs(0,0) MLs(0,3)

8.9E­05 1.3E­04 2.1E­06 3.2P­06 7.12­06 1.1E­05
1.56E­06 2.3E­06 3.7E­08 5.6E­08 1.2E­07 1.8E­07
2.8E­08 1.8E­08 4.9E­10 7.1E­10 1.6E­09 2.3E­09
8.7E­09 1.2E­08 1.5E­11 6.0E­12 4.7E­11 1.5E­11

5
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Tabela 6.13: Erro absoluto para o Problema 6

h = 0.25

MAÇç(0,0) MLe(0, 23

2.0E­03 3.0E­03 4.0E­02 4.0E­02
3.7E­05 5.4E­05/ 1.6E­03 1.6E­03
T4E­07 3.9E­07 6.7E­05 6.6E­05
2.6E­07 3.7E­07 3.0E­06 2.3E­06

h=01

MAÇg(0,0) MLe(0, 2

1.2E­06 1.8E­06 4.3E­06 6.5E­06
8.2E­11/ 6.6E­10/ 1.2E­10// 2.12­09

h = 0.05

MAGç(0,0) MLe(0, 2

2.96E­06 4.4E­06 9.25­06 1.4E­05
5.11E­08 7.6E­08 1.6E­07 2.4E­07
6.6E­10/ 9.9E­10/ 2.11E­09 3.1E­09
4.0E­12 1.6E­11/ 2.6E­11./ 5.8E­11
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Tabela 6.14: Erro absoluto para o Problema 7

Trapézio MA;

1.11­01/ 1.16­01 9.156­03
1.11­02 1.45E­02 2.45­04
6.4E­04 2.2E­03 8.7E­05
2.2E­04 5.4E­04 4.26­05

h=01

Trapézio MA;

3.11­04 3.16­04 1.5E­05 1.5E­05
2.3E­04 2.3E­04 1.16­05 1.16­05
1.2E­04 1.2E­04 5.9E­06 5.9E­06
6.11E­05 6.1E6E­05/ 2.9E­06 2.95E­06

h = 0.05

Trapézio MA;

7.7E­05 7.716E­05 1.90E­06 1.9E­06
5.6E­05 5.6E­05 1.4E­06 1.45­06
3.116­05 3.16­05 7.6E­07 7.6E­07
1.5E­05 1.5E­05 3.7E6­07  3.7E­07

FS
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Tabela 6.15: Erro absoluto para o Problema 7

h = 0.25

MA (2,0) ML4(0,2) MAs(0,0) MLs(0,3)

1.8E­03 1.8E­03 2.4E­06 3.0E­06 2.4E­08 7.12­09 2.3E­06 2.2E­06
4.6E­06 1.7E­06 2.0E­06 2.0E­06 1.2E­08 1.2E­08 3.5E­08 3.5E­08
8.2E­07 8.16E­07 1.116­06 1.12­06 6.4P­09 6.4E­09 1.9E­08 1.9E­08
4.0E­07 4.0E­07 5.4E­07 5.4E­07 3.17­09 3.12­09 9.6E­09 9.5E­09

h=01

MA (2,0) ML4(0,3) MAs(0,0)

5.116­08 5.12­08 7.4E­08 7.4E­08 1.7E­10 1.7E­10
3.8E­08 3.8E­08 5.4E­08 35.45­08 1.2E­10 1.2E­10
2.116­08 2.12­08 3.0E­08 3.0E­08 6.8E­11 6.7E­11
1.0E­08 1.0E­08 1.5E­08 1.5E­08 3.3E­11 3.3E­11

MAs(0, 0) MLs(0, &)

35.3E­12 5.3E­12 1.6E­11/ 1.6E­11
3.8E­12 40E­12 1.2E­11/ 11E­11
2.16­12/ 2.2E­12 6.4E­12. 6.0E­12
1.16­12 1.16­12 3.1E­12/ 2.9E­12
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Tabela 6.16: Erro absoluto para o Problema 7

h = 0.25

MAg(0,0) MLe(0, 3

1.4E­07 1.3E­07 3.0E­06 2.3E­06
1.0E­07 1.0E­07 2.7E­07 2.7E­07
5.6E­08 5.6E­08 1.5E­07 1.5E­07
2.8E­08 2.8E­08 7.3E­08 7.3E­08

h=0.1

MAç(0,0) MLç(0, E

1.5E­10 1.4E­10/ 4.2E­10// 4.2E­10
1.1E­10/ 1.1E­10/ 3.2E­10//3.2E­10
5.9E­11/ 5.9E­11/ 1.8E­10/ 1.7E­10
2.8E­11/ 2.8E­11/ 8.0E­11.// 8.0E­11

h = 0.05

MAGç(0,0) MLe(0, 33

1.4E­12 1,9E­12/ 9.3E­12/ 2.4E­12
2.0E­12 5.5E­13/ 3.3E­11/ 2.6E­11
1.2E­12 6.5E­13/ 1.7E­11/ 4.4E­12
6.1E­13 4.1E­13/ 8.2E­12/ 2.2E­13

5 6
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6.4 Considerações Finais

Comparando os resultados apresentados nas tabelas da seção anterior,

podemos constatar que, no Problema 1, uma equação diferencial não stiff é resolvida

e o desempenho reflete as relativas ordens de convergência, tendo, de um modo geral,

os métodos de ordem maior um desempenho melhor que os de menor ordem. No

entanto, para o Problema 2, podemos observar a importância de usar um método

L—estável para resolver problemas stiff, apresentando, estes, um desempenho supe­

rior aos métodos A­—estáveis. Já para os Problemas 3, 4 e 5, que são todos equações

diferenciais stiff, e para os Problemas 6 e 7, que são sistemas stiff, o desempenho

relativo de todos os métodos estudados está entre os extremos obtidos para os Pro­

blemas 1 e 2.

Ressaltemos, em particular, os Problemas 2 e 5, onde podemos observar

que a ordem de convergência dos métodos não é mantida, chegando a parecer absurdo

o ganho de precisão observado nas Tabelas 6.3, 6.4, 6.9 e 6.10. Acreditamos que esse

comportamento diferente se deve ao fato de que estamos trabalhando com problemas

do tipo stiff. Não foi feita uma análise mais detalhada sobre esse fenômeno, pois

tivemos como interesse maior nesse trabalho apenas observar o desempenho dos

métodos.
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Capítulo 7

Conclusao

Nos capítulos anteriores desta dissertação, procuramos introduzir uma

classe de métodos estendidos, tendo como objetivo principal, contornar a barreira da

ordem imposta pela A­—estabilidade sobre métodos lineares de passo múltiplo, apre­

sentando particulares métodos de ordens p = 3,4,5 e 6 que são A— e/ou L­—estáveis.

Conforme pode ser constatado através dos resultados no capítulo 2, con­

truímos um método estendido de passo um de terceira ordem A­—estável pelo aco­

plamento de dois métodos lineares de passo múltiplo, o qual foi denominado por

Usmani e Agarwal [15] de Regra Trapezoidal Estendida.

Através de uma análise da ordem de convergência da forma geral dos

métodos de ordem 3, mostramos que o erro de truncamento local da fórmula se­

cundária não necessitava ser r,+41(h) = O(ht), bastava ser da ordem de hº. Assim,
encontramos uma família de um parâmetro de métodos estendidos de terceira or­

dem, e um valor para esse parâmetro livre é escolhido para obtermos um particular

método L—estável.

Em certos aspectos, a equação principal da forma geral desses métodos

de terceira ordem possui uma certa semelhança com a fórmula de diferenciação

retroativa estendida proposta por Cash [3], apresentando­se esta como uma outra

linha de pesquisa nesse seguimento de métodos que necessitam buscar informações
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nos pontos imediatamente posteriores ao ponto de integração, sendo os detalhes
computacionais um tanto quanto diferentes.

Na tentativa de obter métodos de passo um e quarta ordem Kondrat

e Jacques [10] apresentam métodos de passo dois, alegando que métodos de passo
um não podem ser obtidos, uma vez que há um número insuficiente de parâmetros

para possibilitar que os coeficientes apropriados, na expansão de Taylor, sejam eli­

minados. No entanto, no capítulo 3, conseguimos uma família de dois parâmetros

de métodos de quarta ordem, onde trabalhamos com os erros de truncamento das

fórmulas secundárias Tr4+1,2(h), n+1,3(h) = O(h?), e apresentamos subfamílias de
métodos A— e L—estáveis.

Estendendo as idéias dos capítulos 2 e 3, introduzimos, no capítulo 4,

uma generalização dessa classe de métodos estendidos de passo um, onde, impondo

que os erros de truncamento fossem tr41(h) = O(RhP+!), r415(h) = O(h?!) e
Tn+1(h) = O(hP+!), concluímos que a ordem máxima atingida por métodos dessa
classe é p = 5, e fornecemos subfamílias desses métodos de quinta ordem A­ e

L—estáveis.

No capítulo 5, construímos, a partir da generalização apresentada no

capítulo 4, uma família de dois parâmetros de métodos estendidos de passo um de

sexta ordem, desconsiderando a imposição sobre os erros de truncamento local e

trabalhando com tr4+1(h) = O(h”), ra4+1,i(h) = O(h*) e Th4+41(h) = O(h”), das quais
derivamos subfamílias de métodos A— e L—estáveis.

Possivelmente, seguindo esta linha de análise poderíamos obter métodos

de ordem p > 6, mas, para o propósito de nosso trabalho, terminamos a análise

nessa ordem.

Em Van Daele et al. [16], a classe de métodos estendidos de passo um

é reescrita na forma geral de um método de Runge­Kutta implícito de p estágios e

métodos A— e L—estáveis de ordens p, para 2 < p < 7, são obtidos.

Finalmente, os resultados do capítulo 6 fornecem­nos uma avaliação qua­

litativa de todos os métodos da classe dos métodos estendidos de passo um analisa­
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dos, comparando­os entre si e com a Regra Trapezoidal, com o objetivo de apenas
ilustrar o desempenho dessa classe frente a problemas stiffe não stiff, e não com o

intuito de tirarmos conclusões que possam ser consideradas como padrões de com­
portamento desses métodos em relação a outras classes.

Sobre os aspectos computacionais para os métodos propostos, observa­

mos que, se usarmos o processo iterativo

pl

ylm+y = yn +h Jaofa + f(tn+a, yr) + > aj f(Tntjs gt)
j=2

1­1

gl = Bjoyn + BaylNh + h |yjofa + Iaflena, Uh) + SO tis fear YUM),
k=2

o limitante sobre h, na prática, restringe muito a aplicação dos métodos em equações

stiff com constante de Lipschitz grande. Sob essas circunstâncias, usamos em nosso

algoritmo o método de Newton, como sugerido em Liniger e Willoughby [13].

A experiência adquirida no desenvolvimento deste trabalho nos permite

considerar essa classe de métodos estendidos como uma opção competitiva para

integração de problemas de valor inicial do tipo stiff.

Na implementação por nós realizada, trabalhamos os métodos com o

tamanho do passo h fixado. Uma outra linha de pesquisa seria trabalhar com um

algoritmo numérico para a integração a passo variável. As primeiras investigações

desses métodos estendidos na integração a passo variável são encontradas em Van

Hecke et al. [17].
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