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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar e analisar uma classe
de métodos estendidos, voltados para a resolucao numeérica de pro-

blemas de valor inicial para equagoes diferenciais ordinarias, princi-

palmente problemas do tipo stiff, devido as propriedades de estabi-

lidade desses métodos. Desenvolveremos os passos necessarios para
a obtencao de familias de métodos desta classe, das quais, através
de uma analise das propriedades de estabilidade, obteremos esque-
mas particulares A e [ —estaveis, que serao utilizados em avaliagoes

computacionais.




Abstract

The purpose of this work is to study a class of extended
methods applied to the numerical solution of initial value problems

for ordinary differential equations. Special emphasis is given in the

application of these methods to stiff problems due to their good

stability properties. We have developed the necessary steps for
obtaining families of methods of this class. Through the analy-
sis of their stability properties we have derived particular A and
L—stable schemes which have been used for computational evalua-

tions.
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Introducao

As equagoes diferenciais ordindrias aparecem freqlientemente quan-
do tentamos modelar um fenémeno ou um experimento, principalmente proble-
mas que descrevem quantitativamente fenémenos fisicos, quimicos e biolégicos.
Estas equagoes, quando associadas a uma condigao inicial, constituem o que

denominamos um problema de valor inicial.

Em certos casos, nao sendo possivel determinarmos analiticamente
a solucao de um problema de valor inicial embora estejam garantidas sua
existéncia e unicidade, surge a necessidade de utilizarmos técnicas numéricas
que gerem aproximacoes para a mesma em diferentes pontos do seu intervalo de
existéncia. Esta necessidade tem estimulado a busca de métodos numéricos que
permitem gerar, com o menor esforco computacional possivel, aproximacoes

com a precisao desejada.

Dentre estes métodos numeéricos voltados para resolucao de uma
equacao diferencial ordinaria, encontram-se os Métodos Lineares de Passo
Multiplo que permitem determinar, com um esfor¢o computacional razoavel,
aproximagoes com a precisao desejada mas, para problemas do tipo stiff, nao
possuem bons representantes. O objetivo principal deste trabalho é apresentar

uma outra classe de métodos denominados Métodos Estendidos.




Os métodos estendidos sao obtidos pelo acoplamento de métodos
lineares de passo miitiplo e, apesar de serem de passo um, utilizam informacoes

nos pontos imediatamente posteriores ao ponto de integragao.

Estes métodos foram originariamente propostos por Usmani e Agar-
wal [15] e estudados posteriomente por Jacques [9]. Métodos com ordem maior

e uma generalizacao destes foi dada por Chawla et al. [4] [5].

O presente trabalho encontra-se subdividido em 7 capitulos. No
capitulo 1, apresentaremos alguns conceitos basicos relacionados aos problemas
de valor inicial e daremos os principais resultados relacionados aos métodos li-
neares de passo multiplo, conforme proposto na literatura consultada, tomando
tais conceitos e resultados como base para o desenvolvimento dos capitulos se-

guintes.

Procuraremos, entao, desenvolver, nos capitulos 2 e 3, os passos
necessarios a obtengao de particulares métodos estendidos de terceira e quarta
ordem, respectivamente, que possuam as melhores propriedades de estabili-
dade, A— e L—estabilidade. No capitulo 4, introduziremos métodos estendidos
de passo um, generalizando os métodos de terceira e quarta ordem e, impondo
certas restri¢oes sobre a ordem dos erros de truncamento local, mostraremos
que a ordem maxima alcangada por métodos dessa classe é cinco. Particulares

métodos de quinta ordem, A— e L—estaveis, serao obtidos.

No capitulo 5, a partir da generalizagao dos métodos estendidos
proposta no capitulo 4, contruiremos particulares métodos de sexta ordem
A— e L—estaveis, desconsiderando, para isso, as restrigdes sobre os erros de

truncamento local.

No capitulo 6, apresentaremos algumas avaliagdes computacionais

comparando o desempenho dos métodos estudados ao longo dos capitulos an-

teriores.
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Finalmente, no capitulo 7, faremos algumas consideracoes finais

sobre este trabalho.

A fim de tornarmos mais simples o entendimento do conteido desta

dissertagao, procuramos desenvolvé-la da forma mais organizada e detalhada

possivel, usando uma linguagem singular, podendo vir a ser um ponto de par-

tida aqueles que desejam aprofundar os estudos sobre esses métodos estendidos.




Capitulo 1

Problemas de Valor Inicial

1.1 Introducao

Neste capitulo, introduziremos problemas de valor inicial, que de-
notaremos por p.v.l., para equacgoes diferenciais ordinarias e apresentaremos

alguns resultados tedricos sobre existéncia e unicidade de solugao para esses

problemas.

Definiremos a formula geral dos métodos lineares de passo multiplo
utilizados para a resolu¢ao numérica de problemas de valor inicial. Para esta
classe de métodos, definiremos alguns conceitos basicos qualitativos que, ajus-

tados convenientemente, serao utilizados nos capitulos posteriores.

Abordaremos, também, conceitos referentes as propriedades de es-
tabilidade para métodos lineares de passo um, como a A-estabilidade e L-
estabilidade, e, para concluir, relacionaremos tais propriedades com a nogao

de aceitabilidade aplicada as aproximagoes racionais.




1.2 Conceitos Basicos

Uma equagao envolvendo uma fungao incégnita e suas derivadas
com relacao a uma ou mais variaveis independentes é chamada de equacao
diferencial. Se a fungdo incdgnita depende de uma varidvel independente,
apenas derivadas ordinarias estardo presentes na equagao diferencial, que é

entao denominada equag¢do diferencial ordindria.

A forma geral de uma equagéao diferencial de ordem m é dada por

Y™ = f (2,5,5",...,y™ ), a<z<s, (1.1)

- , i T
onde y!) = d_y t = 1(1)m, e x € a variavel independente.
Tt

Considerando uma mudanga adequada de variavel, podemos rees-
crever a equagao (1.1) como um sistema de m equagdes diferencias de primeira

ordem, denotado por

y=f(z,y), a<z<, (1.2)

onde a fungao incégnita y € um vetor do IR™ representado por

¥ =920y

F= [t o1
sendo f : IR x IR™ — IR™ uma fun¢ao geralmente nao linear. Para problemas

lineares, (1.2) pode ser escrita na forma:
Y =Al@)y+q(z), a<z<h, (1.3)
onde a matriz A € IR™™, o vetor ¢ € IR™ e ambos sao fungoes de z.

Uma equacgao diferencial ordinaria (ou um sistema de equagoes)

definida num dado intervalo, juntamente com condigbes subsidiarias, as quais




sao todas especificadas num mesmo ponto inicial, constitui um problema de

valor inicial (p.v.i.).

Um sistema de primeira ordem como (1.2) é normalmente suple-

mentado por m condigdes iniciais, tomando o p.v.i. a seguinte forma:

y' = f(z,y), y(a) =1, a<z<b, (1.4)

n=[n’n,....," 7.

1.3 Existéncia e Unicidade de Solucgao

Uma solugao de um p.v.i. é uma fungao que, simultaneamente,
satisfaz a equagao diferencial e verifica todas as condigdes subsidiarias dadas.
Nem todos os problemas possuem uma tnica solugao, ou, de fato, possuem
alguma solucao. O seguinte teorema fundamental dard condicoes suficientes
sobre f(x,y) que garantem a existéncia e unicidade da solucao, sempre que

supusermos, para tais problemas, que as hipdteses do teorema sao satisfeitas.

Usaremos como medida entre dois pontos no espago de dimensao

m a norma do mdzimo definida por

|lu — || = JJax |uk — vil.

Teorema 1.3.1 Seja f(z,y), onde f : IR x R™ — IR™, definida e continua
para todo (z,y) na regido D definida pora <z < b, —oo <'y < 00, t = 1(1)m,

onde a € b sdo finitos, e suponha que exista uma constante L tal que

I f(z,y) = f(z,y")| < L|ly — v (1.5)

para todo (x,y), (z,y*) € D. Entdo , para qualquer n € IR™, existe uma inica
solugdo y(x) para o problema (1.4), onde y(z) € continua e diferencidvel para

todo (z,y) € D.




A condigao (1.5) é conhecida como condi¢do de Lipschitz e, a cons-

tante L, como constante de Lipschitz.

A demonstragao do teorema para m = 1 pode ser encontrada em

Henrici [8].

1.4 Meétodos Lineares de Passo Miiltiplo

Neste trabalho, nos preocuparemos apenas com métodos numéricos
para problemas de valor inicial onde a solugao sera procurada sobre o intervalo

(a, b] e admitiremos que as hipéteses do Teorema 1.3.1 sao asseguradas.

Todos os métodos numéricos que discutiremos envolvem a idéia
de discretizagao, isto é, o intervalo continuo é substituido por um conjunto
discreto de pontos {z,} definidos por 2, = a + nh, n = 0,1,2,..., N e com

h = (b—a)/N.

O valor h é denominado comprimento do passo da discretizacao
construida. Vamos desenvolver os conceitos e as implementagdes computacio-

nais considerando h uma constante fixa.

Denotaremos por y, a aproximagao da solugao y(z) de (1.4) no
ponto x,,

Yn > y(Tn)

e o objetivo sera produzir uma seqiiéncia de valores {y,} que aproximam a
solugao de (1.4) sobre o conjunto discreto de pontos {z,}. Esta seqiiéncia

constitui uma solu¢do numérica do problema (1.4).

O caminho a ser considerado sera a utilizagao de métodos numéricos
definidos como equagoes de diferengas, das quais conhecemos um conjunto de

solugdes yn4j, J = 0(1)k—1 e queremos obter y,4+x. O valor inteiro k£ é denomi-
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nado nimero de passos do método numérico. Se k = 1, o mesmo é denominado
método de passo um (ou passo simples) e, caso k > 1, método de passo k (ou

passo multiplo).

Visando simplificar as notagoes neste trabalho, vamos considerar,
em (1.4), m = 1, sem nenhum prejuizo em qualquer resultado, uma vez que,

em cada instante, estara claro qual é o objetivo de estudo.

No estudo a ser desenvolvido trabalharemos com a classe dos mé-

todos lineares de passo mutiplo que sao definidos como segue:

Definigao 1.4.1 Denominamos método linear de passo miiltiplo, ou li-
near de passo k, todo método numérico para a discretizagdo do p.v.i. (1.4),

dado por:
k k
Zajynﬂ' = h26jf($n+jsyn+j)s (1.6)

j=0 7=0

onde aj e B sao constantes reais sujeitas as condigdes

ai =1, levo| + |Bo| # 0.

Os valores numéricos da fungao f avaliados sobre (zn4;, Yn+;), serao

abreviados usando a seguinte notagao

foti = f(@nass Ynss), 7=0,1,...k.

A classe dos métodos lineares de passo miltiplo pode ser dividida
em duas subclasses:

- Se Br = 0, temos a subclasse dos métodos lineares de passo

multiplo ezxplicitos.

- Se B # 0, temos a subclasse dos métodos lineares de passo

multiplo implicitos.




Definigao 1.4.2 O operador de diferenga linear L associado ao método linear
de passo multiplo (1.6) € definido por
k
L[z(z); k) := Y [ejz(z + jh) — hB;Z'(x + jh)], (1.7)
=0

onde z(z) € C'[a,b] € uma fung¢do arbitrdria.

Escolhendo a funcao z(z) diferencidvel quantas vezes forem ne-
cessarias e fazendo o desenvolvimento em série de Taylor de z(z+jh) e 2'(z+jh)

em uma vizinhanga do ponto z, podemos reescrever o operador £ como
Lz(z);h] = Coz(z) + Crhz'(z) + ...+ C,h9 2D (z) + ... (1.8)

onde (C, sao constantes, ¢ = 0,1,2,..., cujas férmulas sao facilmente estabele-

cidas:

k
C'() Z Qg

j=0

k
Cy > (ja; — B;)
j=0

£ [1 1
c iy L pppp—— Y} ="1. W

i=0

Definigao 1.4.3 O método linear de passo miiltiplo (1.6) e o operador de di-
ferenga associado L, definido por (1.7), tém ordem p se, em (1.8), Co = Cy =
..=Cp,=0eCpy1 #0. E, ainda, a constante Cp41 € denominada constante

de erro do método.

Na obtengao de um método linear de passo multiplo dispomos de
2k+1 parametros livres a; e 3;. Por outro lado, para que um método de passo
multiplo tenha ordem p, devemos ter Co = C; = ... = C, = 0. Logo, a ordem
maxima alcangavel por um método linear de passo muiiltiplo sera:

p = 2k, se o método for implicito;

p = 2k — 1, se o método for explicito.
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Uma medida que nos fornece a precisao de um método linear de
passo miiltiplo é o erro de truncamento local obtido ao substituirmos, em

(1.6), as aproximagoes y, por y(z,).

Definicao 1.4.4 O erro de truncamento local do método (1.6) em x, 4k,

denotado por T,4i, € definido por
Tose = Lly(za); bl (1.9)

onde L € o operador de diferenga associado definido por (1.7) e y(x) € a solugao

exata do p.v.i. (1.4).

A natureza local de T, pode ser observada se admitirmos a se-
guinte hipdtese artificial, conhecida como hipdtese local. Supomos que yny; =
Y(Tntj), 7 = 0,1,...,k — 1, e denotamos por yYn4r a aproximagao €m ITpk

gerada pelo método (1.6) quando admitimos a hipétese local. Logo,
k-1 k-1
Yn+k + Z &iYnti = APk f(Tnsks Untr) + R Z Bi f(®ntis Un+s) (1.10)
Jj=0 j=0

Usando (1.9) e (1.10) podemos concluir que

Tovk = Y(Tnsk) — Ytk (1.11)

Portanto, quando admitimos a hipétese local, o erro de truncamento
local resume-se na diferenga entre a solugao exata e a solucao numérica no

ponto T, 4k.

Estabeleceremos, agora, a relagao entre a ordem do método e o com-
portamento assintético do erro de truncamento local para h pequeno, quando

o método € aplicado a problemas com solugoes suficientemente suaves.

Teorema 1.4.1 Se y € CP*'[z,, 2,4k € 0 método dado por (1.6) € de ordem

p, entdo o erro de truncamento local ¢ O(hP*'), quando h — 0.

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em Butcher [2].
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1.5 Estabilidade

Nesta secao, examinaremos algumas propriedades de estabilidade
dos métodos lineares de passo multiplo, importantes para a solugao eficiente
de equagoes diferenciais ordinarias do tipo stiff. Concentraremos nossa atengao

nos métodos de passo um, uma vez que sao os de maior interesse neste trabalho.
Usaremos como equagao teste o problema escalar

y' = My,

onde A € €, com Re(A) < 0.

Aplicando a forma geral do método linear de passo k (1.6) para
k = 1 em (1.12), vamos obter uma equagao de diferencas de passo um da

forma
Yn41 = R(ﬂ)yna (113)

onde u = hX e R(p) é a fung¢do de estabilidade do método.
A solugao geral de (1.13) é da forma
yn = {R(1)}"yo
e claramente y,, — 0 com n — oo se, e somente se
|R(u)| < 1,
motivando, assim, a seguinte defini¢ao

Definigao 1.5.1 Um método linear de passo um ¢ absolutamente estavel

para os valores de pu que satisfazem (1.14).

A regiao R 4 do plano complexo na qual se verifica (1.14) é a regido

de estabilidade absoluta do método, definida por

Ra={n€C|R(p) <1}.
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Certos problemas de valor inicial envolvendo sistemas de equagoes
diferenciais ordinarias exibem um fenéomeno que é conhecido como stiff. Na
tentativa de usar os métodos ja discutidos para resolver esses problemas en-
contramos dificuldades substanciais. Varios aspectos qualitativos podem ser
tomados na tentativa de resumir a nogao desse fenomeno, mas selecionamos o

mais satisfatorio e colocaremos como uma definicao de stiff.

Definigao 1.5.2 Se um método numérico com uma regido de estabilidade ab-
soluta finita aplicado a um problema com quaisquer condigées iniciais € for¢ado
a usar, num certo intervalo de integragdo , um tamanho de passo que € exces-
sivamente pequeno em relagdo a suavidade da solugao exata naquele intervalo,

entdo o problema € chamado stiff neste intervalo.

A principal dificuldade na solugdo numérica dos problemas stiff é
obter métodos que satisfagam os requisitos da estabilidade absoluta. Para
alguns métodos esses requisitos impoem restrigdes tao severas ao tamanho
do passo que os tornam inadequados. Em virtude disso, procuraremos obter
métodos cuja regiao de estabilidade é a maior possivel. A classe mais indicada

para este tipo de problema é a dos métodos A-estdveis.

Definicao 1.5.3 Um método numérico € dito ser A-estavel se R4 2 {p :

Re(u) < 0}.

A A-estabilidade garante que, para qualquer A > 0 escolhido, a

solucao numérica de (1.12) nao crescera indefinidamente com o aumento de n.

Entretanto, quando Re(yx) — —oo, a exigéncia de que a solugao
numérica nao cres¢a em magnitude pode nao ser suficiente e uma nova condicao

deve ser imposta.

Se considerarmos, por exemplo, a aplicagao da Regra Trapezoidal,

h
Ynt1 — Yn = §[fn + fn+l]v
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a equagao escalar teste (1.12), obtemos
_141hA
el T E

Como a Regra Trapezoidal é A-estavel (ver Lambert [12]), y, — 0

quando n — oo, para todo valor positivo de h. Contudo,

1+ 5 [14ARe()) + Lh2|A2]?

va | 1= é 1 — hRe(\) + 102N
e, se |Re(A)] >> 0 e h nao é pequeno, entdo |yn4+1/yn| estard préximo de
+1. De fato, quando Re(A) — —o0, o lado direito de (1.15) tende para +1.
Assim, |y,| decaira para zero muito vagarosamente, enquanto que a solugao
exata y(x,) val para zero rapidamente quando n — oo, o que indica que um
método A-estavel pode nao ser adequado para um sistema stiff. Ao contrario,

0 método Yn41 — Yn = hfry1 (método de Euler Implicito) fornecera

Yn+1 1 ’ 1 <
- = ; 1.16
Yn ‘1 7 l1 “2hRe(N) + B[ tLd0)

Neste caso, o lado direito de (1.16) tende a zero com Re(A) — —oo,
e podemos esperar um rapido decaimento de |y,| mesmo para valores de h

moderadamente grandes. Temos entao a seguinte definigao:

Definigao 1.5.4 Um método de passo um € dito ser L-estavel se for A-

estavel e, além disso, quando aplicado a equagao teste escalar (1.12), produzir

UYny1 = R(,u)yn,

onde |R(pn)| — 0 com Re(p) — —oo.

Constitui-se, entao, a seguinte hierarquia

L-estabilidade => A-estabilidade.
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Quando trabalhamos o conceito da A—estabilidade com métodos li-
neares de passo multiplo, certas barreiras podem ser encontradas, como mostra
o teorema de Dahlquist, conhecido também como segunda barreira de Dahl-

quist.

Teorema 1.5.1 (Dahlquist, 1963)

(i) Um método linear de passo multiplo explicito nao pode ser A-estdvel.

(ii) A ordem mdzima de um método linear de passo miltiplo A-estdvel nao
pode exceder dois.

(iii) O método linear de passo muiltiplo A-estdvel de segunda ordem com a

menor constante de erro € a Regra Trapezoidal.

A restricao sobre a ordem do método imposta por (iz) é a mais
severa de todas, pois indica que se a A—estabilidade é exigida, entao , a Re-
gra Trapezoidal é o método linear de passo multiplo mais preciso. Assim, se
olharmos para métodos com qualquer uma das propriedades de estabilidade
definidas acima, a classe dos métodos de passo miltiplo nao fornece, particu-

larmente, bons representantes.

Nos préximos capitulos tentaremos contornar essa barreira, traba-
lhando com uma nova classe de métodos, que podem ser tanto A-estaveis como

L-estaveis.

1.6 Aproximacgoes Racionais para a Exponen-

cial

Nesta secao, veremos um pouco sobre como tratar a funcao de es-
tabilidade como uma aproximagao racional para a exponencial e como essas

aproximagdes serao relacionadas com as propriedades de estabilidade.
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Particularmente, consideremos que um método linear de passo um

implicito seja aplicado a equagao teste (1.12). Nesse caso obtemos

Yns1 = R(pt)Yn, (1.17)

onde u = hA e R(-) é uma fungdo racional.

A solucao da equagao teste é
y(z) = K exp(Az),
onde K é uma constante arbitraria. Dai,

Y(Tny1) = exp(hA)y(zn) = exp(p)y(zn). (1.18)

Se o método tiver ordem p, entao , usando a hipétese local vy, =
y(zn), segue, de (1.17) e (1.18) e da definicao de erro de truncamento local,
que

Y(Tn41) = Ynsr = [exp(p) — R(p)]y(zs) = O(AH)
e concluimos que

R(u) = exp(u) + O(R™*). (1.19)

Logo, somos motivados a estudar a fungao de estabilidade como

aproximacao racional para a exponencial exp(q), ¢ € C.

Seja, entao , g € €, e seja eré‘(q), onde S > 0, T > 0, definido por
onde g b€ R, 1=0;15::2:8: 1 =0;1...,7-

R3(q)

aozb[}:]_, (]S?)éo e b’]‘?{:{], (120)

Dizemos que R3(q) é uma aprozimacdo racional (S,T) de ordem p
para a exponencial exp(q) se R7(q) = exp(q) + O(g?*!). Segue de (1.20) que
podemos encontrar a ordem de uma dada aproximacao racional considerando

que, se

2

1+a1q+...+asq® —(1+big+. ..+ brq") (1 +q+ % +.. ) = 0(¢"*") (1.21)




entao a aproximagao é de ordem p.

Pelo niimero de parametros a; e b; em (1.21), podemos notar que a
ordem méxima que uma aproximagao R3(q) pode alcancar é p = S + T'. Tal
aproximacgao de ordem maxima é conhecida como aprozimacio de Padé e a

denotaremos por eré(q)

Pode-se mostrar que os coeficientes de R3 sao dados por

- S! (S+T—-di) .
a; = (S_+_T)1 3'(8_1)' ’ 3—1,2,...35’
T! (S+T-j)

(S+T) T =)’

b = (=1) =1,2,...,T.

Usando esse resultado, construimos a Tabela 1.1, denominada tabela

de Padé de f%%(q) para S,T = 0,1,2,3. Uma tabela maior e maiores detalhes

sobre a obtencao dos coeficientes acima podem ser encontrados em Butcher

Tabela 1.1: Tabela de Padé.

1+g+3¢? 149+ 3a’+tq°

1+39+1e%+4¢°
1- %q
1429+ 20°+ 564
1-$q+360°
1+2e+359°+ 1359°
1-2a+350°—150°

Como vimos, as propriedades de estabilidade de um método de
passo um que gera a equagao de diferengas (1.17) sdo determinadas pela fungao

R(p). Seguindo a nomenclatura de aceitabilidade usada por Lambert [12],

consideremos a seguinte definigao .

Definigao 1.6.1 Uma aprozimagdo racional R(q) para exp(q) € dita ser
(a) A-aceitavel se |R(q)| < 1 com Re(q) < 0,
(b) L-aceitavel se for A-aceitdvel e |R(q)| — 0 quando Re(q) — —o0.
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Claramente o método sera A- ou L-estavel se R(u) for A- ou L-
aceitavel. Fazendo uso da definigao acima e observando (1.20) podemos notar
que a aproximagao racional R3(q) nao pode ser A-aceitavel se S > T, e que se

R3(q) é A-aceitivel e T' > S, entdo R3(q) é também L-aceitavel.

Alguns resultados sobre aceitabilidade referentes a aproximagoes de

Padé ﬁ%(q), sao relacionados abaixo.

Teorema 1.6.1 (Birkhoff e Varga, 1965)

Se T =S, entdo a aproximagdo de Padé R?«(q) € A-acettavel.

Teorema 1.6.2 (Ehle, 1969)
SeT=S+1ouT = S+2, entdo a aprozimagio de Padé R$(q) ¢ L-aceitdvel.

Desses teoremas podemos tirar algumas conclusées importantes re-
ferentes as aproximacgoes racionais na Tabela 1.1. As aproximagoes sobre a
diagonal principal e sobre as duas subdiagonais imediatamente abaixo da dia-
gonal principal sao A-aceitaveis, e qualquer aproximacao A-aceitavel abaixo
da diagonal principal é automaticamente L-aceitavel. Também esta claro que

nao existem aproximagoes que sejam A-aceitaveis acima da diagonal principal.




Capitulo 2

Métodos Estendidos de Passo

Um de Terceira Ordem

2.1 Introducao

Neste capitulo, introduziremos uma classe de métodos propostos
por Usmani e Agarwal [15], que consideram o acoplamento de dois métodos
lineares de passo multiplo, obtendo um novo método de passo um de terceira
ordem que utiliza ndo apenas a aproximagao para a solugao obtida no dltimo
ponto de integragao, mas também necessita de informagdes no préprio ponto
de integracdo e no ponto imediatamente posterior. Tais métodos serdo deno-
minados Métodos Estendidos de passo um.

Para esta classe de métodos, desenvolveremos uma analise da ordem
de convergeéncia e das propriedades de estabilidade que nos levara a um método
convergente de terceira ordem com as melhores propriedades de estabilidade,

o qual foi obtido por Jacques [9].




2.2 A Regra Trapezoidal Estendida

A Regra Trapezoidal para a integragao do p.v.i.
y'=f(z,y); wyl@)=n a<z<b

¢é definida por

h
Yn+1 = Yn + §[f(l‘myn) + f(Tn41y Yns1)]

que é convergente de segunda ordem.

Para tentarem superar a barreira da ordem imposta pela A-estabi-
lidade sobre métodos lineares de passo miltiplo, Usmani e Agarwal [15] de-
finiram, através do acoplamento de dois métodos lineares de passo multiplo,
uma nova classe de métodos de passo um para a solugao numérica de (2.1) da

forma

Yn+1 = Yn + h[a(}f(xm yn) + a; f(wn+1 ’ yn+1) ™ a2f($ﬂ+2: gn-i-?)]* (23)

onde

Unt+2 = B20Yn + B21Yn+1 + h[v20f (Zns Yn) + Y21 f (Tnt1, Yns1)], (2.4)
paran =0,1,2,....

Para contruirmos um método de terceira ordem escolhemos os coe-
ficientes da formula principal (2.3), considerando-a como um método linear de
passo miltiplo com erro de truncamento local da ordem de h*. Se o denotar-
mos por t,4+1(h) e a solugao exata do p.v.i. (2.1) no ponto z, por Y,, entdo ,

temos a seguinte discretizagao para a equagao (2.1)

Yos1 = Yot+hlaof (2n, Yo)+arf(Tnt1, Yot1)+aaf(Tnt2, Yot2)]+tns1(R). (2.5)

Assim, através do desenvolvimento em série de Taylor das fungoes

s

Yo41 e Y., @ = 1,2, numa vizinhanga do ponto z,, obtemos os seguintes




termos

(

O correspondente sistema de equagoes lineares obtido, considerando

nulos os termos das poténcias de h até h®, tem solugio tinica, dada por

12 Ty TN

Qp =

Substituindo esses valores nos termos das poténcias de h* e h°,
obtemos a expressao do erro de truncamento, ¢,41(k), da férmula linear de

passo multiplo (2.3), dada por

bt 13h°
tap1(h) = szn(‘“ + WY,}” + O(R®). (2.6)

Agora, considerando a férmula intermediaria (2.4) como um método
linear de passo miiltiplo com erro de truncamento local 7,,41(h) da ordem de

h*, obtemos

Yoz = BaoYn + Bar Yoy + h[’rzof(i"-m Y,) + a1 f(Znt1, Yn+l)] + Tot1(h). (2.7)

Através do desenvolvimento em série de Taylor das funcoes Y, 4,

i =1,2, e Y, ,, numa vizinhanga do ponto z,, obtemos os seguintes termos

O(1) : (1= P2 —Pa)Ya

: (2 — P21 — Y20 — ’721)Y1:




1 1
s ) (5)
: 120!921 24‘}'21 Yn .

O correspondente sistema linear, igualando a zero os termos das

poténcias de h° até h®, tem como solugao tnica

B2 =5, B = —4, Y20 = 2, Y21 = 4.

Substituindo esses valores nos termos das poténcias de h* e h®,
obtemos a expressao do erro de truncamento, T,41(k), da férmula linear de
passo multiplo (2.4), dada por

h* 28"

Tn-i-l(h) = _Y'ri‘;} + _an) + O(hﬁ) (28)

6 15

A seguir, tomemos

Un+2 = P20Yn + B21Yns1 + A[y20fn + Y21 frt1]

e a discretizagao (2.5) como sendo de passo um, definida por

Yor1 = Yo + hlaof(zn, Ya) + a1 f(@nt1, Yas1) + @2 f(Tnt2, Gns2)] + Tusa (h)
(2.10)

Para obtermos a expressao do erro de truncamento local, Ty 41(h),

da férmula estendida, olhamos para a diferenca entre (2.5) e (2.10), e entao

Tn+l(h) = tny1(h) + h{a2[f($n+23 Yoi2) — f($n+2aﬁﬂ+2)]}‘

Mas, de (2.7) e (2.9), temos

Yotz = Uns2 + Tns1(h)
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e, pelo desenvolvimento em série de poténcia de f(zn42,Yn42), na vizinhanca

do ponto (z,42,Ynt+2), obtemos

f(@ns2, Yas2) = f(Tns2, Gnt2) + Tnt1(R)gns2 + O(R®),
onde g = gﬁ.

Assim, podemos escrever T,41(h) em fungio de t,41(h) e Toy1(h)

Tnt1(h) = tap1(h) + hlaaTni(h)gns2] + O(R®)

e, usando a expansao em série de poténcia da funcdo g nas vizinhancas do
ponto x,,

9(xn42) = 9(2n) + 2hg'(za) + O(R7),

obtemos

Tut1(h) = tat1(h) + hlasTnsr(h)gn + 2a2h7n41(R)g;] + O(R®).

Usando (2.6) e (2.8), e sabendo que a; = —1/12, conseguimos a

seguinte expressao para o erro de truncamento

R P /(4) (5) 6
= YW 4 = _(=5¢,YW +13Y®) + O(k°).

Tvl h T
+1(h) 24" 360

Assim, desprezando o erro de truncamento local, temos um método

de passo um de terceira ordem dado por (2.9) e (2.10) que é descrito por

h n
Yn+l = Yn + E[&fn < 8fn+l - fn+2]= (2'”)

com fn+2 = f($n+2,?;‘n+2) e
Ynt+2 = 9Yn — 4Yn41 + h[2fn T 4fn+l]a (2'12)

que foi denominado, por Usmani e Agarwal [15], de Regra Trapezoidal Esten-

dida.
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2.2.1 Analise da Estabilidade para a Regra Trapezoidal
Estendida

A fim de investigarmos a estabilidade para o presente método, con-
sideremos a equagao linear teste (1.12). Aplicando o método proposto, definido

por (2.11)-(2.12), a esta equagao , temos

hA .
Yntl = Yn + E[syn + 8yn+l s yn+2] (213)

In+2 = 5Yn — 4Ynt1 + AA[2yn + 4yn41]. (2.14)

Substituindo (2.14) em (2.13), temos

hA
Ynt1 = Yn + "15{5% 4 8Yn+1 — [BYn — 4Ynt1 + hA(2yn + 4yn41)]}-

Resolvendo esta equagao para y,41, obtemos:

Yns1 = R(@)yn,

onde u = hA e a fungao de estabilidade, R(u), é dada por

1—%,{52

O I 2.16
1= p+ 3 Y

R(p)

Mostraremos que a Regra Trapezoidal Estendida é A-estavel veri-
ficando que a fungao racional R(p) satisfaz |R(u)| < 1, para Re(u) < 0.

Considerando p = pe'?, temos

|R(p)I* = R(p)R(i) | |
(I _ ép262:9)(1 _ ép26—219)
(1 — pet® + 1p2e2i0)(1 — pe=i0 + Lp2e=2i0)
1 — 3p? cos 20 + 35p"
1 —2pcos + p*(1 + 2 cos20) — 2p®cos 6 + gp*
N

D
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Obviamente N, D > 0, pois sao resultantes do produto de uma

fun¢ao racional pelo seu conjugado.

Fazendo a diferenca entre o denominador e o numerador da fungao

de estabilidade R(u) temos
2 ‘ 2 3 1,
D—-N —2pcosﬁ+p(1+c0529)—§p cosﬂ+-1§p
2 1
—2Re(p) + 2[Re(u)]* — 3p°Re(k) + 150,

de onde podemos concluir que D — N > 0 quando consideramos Re(x) < 0.

Assim, temos que

o que implica na seguinte desigualdade

N<1
D :

N
|R(p)| = \/; <1

Logo, o método é A-estivel. Para ser L-estavel deve satisfazer a

Portanto,

com Re(p) = pcosf < 0.

propriedade adicional da L-estabilidade

lim |R(u)| =0.

Re(u)——0c0

Mas, como
(D - N)
D

temos que

N D—-N 1
5= (- ]

D D

quando p — oo e pcosf < 0. Obtemos, entao,

lim
Re(u)——oco
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Concluimos, assim, que o método possui a propriedade de ser A-

estavel mas nao é L-estavel.

Podemos resumir esses resultados no seguinte teorema.

Teorema 2.2.1 O método definido por(2.11)-(2.12) para a integragdo numérica

do p.v.i. (2.1) € A-estdvel, mas nao L-estdvel.

As secoes seguintes serao dedicadas ao estudo de um método com

melhores propriedades de estabilidade.

2.3 Uma Familia de Métodos Estendidos de

Terceira Ordem

A regra trapezoidal estendida e o método trapezoidal nao sao L-
estaveis, tornando-os inadequados para certas equagoes diferenciais do tipo
stiff, conforme visto anteriormente. Assim, Jacques [9] propds investigar a
precisao e estabilidade dos métodos na forma geral (2.3)-(2.4), mostrando como
os coeficientes a;, 3; podem ser escolhidos para construir um outro método que

nao é apenas convergente de terceira ordem e A-estavel, mas também L-estavel.

Inicialmente, analisaremos a ordem de convergéncia do método na

forma geral (2.3)-(2.4).

Consideremos como um método linear de passo multiplo a equagao
(2.3), com erro de truncamento local de ordem k + 1, denotado por t,41(h) e

que a solucgao exata do p.v.i. (2.1) no ponto z, seja denotada por Y,. Entao,

Yos1 = Yo + hlaof(2n, Ya) + @1 f(Tnt1, Yat1) + @2f(Tny2, Yas2)] + tasa (R),
(2.17)

onde |t,41(h)| < Myh**!, para alguma constante positiva M;.
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Analogamente, se a equagao (2.4) tem erro de truncamento local,

Tut+1(h), de ordem k, entao,

Y;1+2 = *';320}‘;1 + .1‘321},?1+l + h[??ﬂf(xnn Y;z) + ‘)’21f($n+ls Yn+1 ]] + Tn+l(h‘)1 (218)

onde |T,41(h)| < Myh*, para alguma constante positiva M.
Supondo que f é uma fungao continua satisfazendo a condigao de
Lipschitz com constante de Lipschitz L, podemos, entao, subtrair (2.17) e

(2.18) de (2.3) e (2.4), respectivamente, para obtermos:

ent1 < €n + hL(Jaolen + |a1lenss + |02|énya) + MiR%H, (2.19)

ént2 < |Paolen + |B21l€ns1 + RL(|720|€n + |721|€041) + MQhka (2.20)

e=Yi—yl e é&=|Y;—ygil

Substituindo (2.20) em (2.19), o termo é,4, é eliminado e obtemos

ent1 < ( e (2.21)

onde

hL(|ao| + |z||B2ol) + A*L*|y20l| 2],
hL(|a1| + |az||Ba1]) + A2L?|ya1||aal,
T = (L;'Wg|ag|+ﬂ'fl)hk+l,

onde supomos h suficientemente pequeno para assegurar que C' < 1.
Sabemos que ey = 0, pois yp € a condigao inicial dada. A desigual-
dade (2.21) pode, portanto, ser resolvida recursivamente para obtermos um

limitante superior para e,, para qualquer n, como segue.

e (1+B) i T
ST Y B




| + B\? T 1idf B
S i e
= ( ) lt”"“l‘klh(;‘[l”Ll—C]

3 T 1+ B 1 B8 2
(— )“**1-0#*1—c+ﬁ—c)l

1+ B\"t! I 1+ B
(I—C) c°+1—0[1+1—0+

A expressao entre colchetes forma uma progressao geométrica com

termo inicial 1 e razao (1 + B)/(1 — C). Portanto,

T 1+ B\"*!
< _
“wl = B4 e [(1—0) 1]

T B+C\™
1 -1].
B+C[(+1—C) ]

Utilizando-se a convexidade da fungio exponencial, pode-se provar

a desigualdade (1 +t) < exp(t), valida para todo ¢ € IR, o que nos fornece

B :
1+ +C§exp(

B+C)
1-C )

1-C

Logo,
B
(1 + +C

) <o)
l—C _expnl_c .

Assim, conseguimos a seguinte estimativa para o erro global

€n < /3 [exp(nB+C)-l].
B+C 1-C

Observe que o termo entre colchetes é limitado para h — 0, com n

fixado. Finalmente, notemos que, como 7' contém um fator de A**!, podemos

concluir que e, = O(h*), ou seja, que o erro global tem ordem A*. Com isso,

mostramos que todo método é convergente de ordem k quando supomos que os

erros de truncameto local de (2.3)-(2.4) tém ordem k + 1 e k, respectivamente.

Tais consideragoes encontram-se resumidas no seguinte teorema.




28

Teorema 2.3.1 O método definido por (2.3)-(2.4) para a integragao numeérica

do p.v.i. (2.1) € convergente de terceira ordem.

Para construirmos um método de terceira ordem devemos, como
anteriormente, escolher os coeficientes em (2.3) de modo que o seu erro de
truncamento local seja da ordem de h*, mas, diferente de Usmani e Agarwal,
precisamos apenas escolher os coeficientes em (2.4) de modo que seu erro de

truncamento local tenha ordem A3.

Através de um procedimento analogo ao considerado para a Re-
gra Trapezoidal Estendida, consideramos a férmula principal (2.3) como um
método linear de passo multiplo com erro de truncamento t,4,(h) da ordem
de h* e, a partir do desenvolvimento em série de poténcias nas vizinhancas do
ponto z,, obtemos como anteriormente,

5
12’

I

Qg = —E

_2 —
0*'1_39 Qg =

h 13
tns1(h) = E}:f“) + Tohf'y,}f’) + O(h®). (2.22)

Consideremos, agora, a férmula intermediaria (2.4) como um método
linear de passo miiltiplo com erro de truncamento 7,,41(h) da ordem de k3, o

que nos fornecera os seguintes termos

O(1) : (1= P20 —pa)Ys
O(h) : (2= P —720— ’Ym)y,:
O(h?) -

W i Yﬂ'
21621 ')’21) n

2
4 1 1
B : (2= 2By —= ) y©
O(k”) 3 6/521 2‘)’21 n
2 1 1
O(”‘) : (g - iﬁ?l - 6‘)’21) yﬂ(4).

O correspondente sistema linear, igualando a zero as expressoes

que multiplicam as poténcias de h° até h?, representa um sistema de trés

AVA
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equagoes a quatro incognitas que tem uma familia de solugoes dependentes de

um parametro, que pode ser escrita como

2
2 b

1 3
Yo1 = 5#920 + —.

1
B21 =1 — Bao, Y20 = 54320 - 2

Substituindo esses valores nos termos das poténcias de h® e h*,
obtemos a expressao do erro de truncamento, 7,4+1(h), da formula linear de

passo multiplo (2.4):

5-p8 9-—
Tns1(h) = Q--3391h3}§3}-+ L—-—-§39254yg4)4-CJ(h5). (2.23)
12 24
A fim de deduzirmos a expressao do erro de truncamento para
(2.10), como na segao anterior, olhamos para a diferenca entre (2.10) e (2.5).

Logo,

Trt1(h) = tas1 (k) + hlaaTni1(h)gn + 2a2hT,41(R)g.] + O(RT).

Usando (2.22), (2.23) e a; = 1/12, conseguimos a seguinte ex-

pressao para o erro de truncamento local

h* h®

T = —[(Boy— 5 nY(S] Yy (4) 9 _ ! v(3)
+1 T (Bao — 5)gn Y, + 6Y, Y] + 1440[ 0(B20 — 5)g.Y,!

+5(B20 — 9)g. Y,V + 52Y,)] + O(R®),

— 9

onde g = 5y

Desprezando os erros de truncamento local, obtivemos uma familia
de métodos convergentes de terceira ordem que dependem de um parametro,

dada por (2.9)-(2.10), descrita por
h. 2 3
Yn4l = Yn + E[an + 8fn+l = fn+2]a (224)

com Jp42 = f(In+2,§‘n+2) e

Unt2 = BaoYn + (1 = B20)Yn+1 + g[(ﬁzo = 1)fa + (B20 + 3) frg1]-
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E interessante notar que o método de Usmani e Agarwal [15], a
Regra Trapezoidal Estendida, é um caso particular do método acima, com
B2 = 5. Esta escolha do pardmetro produz um método no qual o erro de
truncamento local da férmula secundaria (2.25) tem ordem h*. Contudo, mos-
tramos que isto nao é necessario e, na segao seguinte, verificaremos que uma
escolha alternativa do valor deste pardmetro fornecerd um método com melho-

res propriedades de estabilidade.

2.3.1 Analise da Estabilidade

Mostraremos, agora, a existéncia de um método desta familia de
métodos estendidos que é L-estavel. Para isso, aplicamos a forma geral da
familia de métodos, dada por (2.24)-(2.25), & equacao linear teste definida em

(1.12), e obtemos

hA "
Yn+1 = Yn + E[Syn + 8Ynt+1 — yn+2] (2.26)

dnta = Baotin + (1= Brolguss + (B0 — Din + (Bro + Bymaal-  (227)

Substituindo (2.27) em (2.26), encontramos

Ynt1 = R(p)yn,

com g = hA e a funcao de estabilidade, R(u), é dada por
1+ !S—Iﬁgzo!p d !1—2{-':201#2

]_ + (‘71—2320)# + (6220:‘3}“2 ’

R(p) = (2.29)

Uma condi¢ao necessaria para assegurar a L-estabilidade para a
presente familia de métodos é que o coeficiente de x* no numerador de R(u)

seja zero, ou seja,

(1 = B20)

e oo = 1),

24




ﬁ‘ZOZ L.

Nesse caso, substituindo este valor de [y em (2.29), obtemos a

seguinte funcao de estabilidade

1+ Lu
2

Bl) =—g =
1—3p+ g

(2.30)

Fazendo p — oo, com pcosf < 0, temos que R(px) — 0, o que

fornece

lim |R(p)| =0.

Re(s)——o0
Verifiquemos que o correspondente método é A-estavel.

Escrevendo p = pe', temos

|R(w)* = R(n)R(i) | |
(1 + 1pe)(1 + Lpe=)
(1- %pe"g iz %,02621'8)(1 — gpe—i& B épze~2ia)
14+ 2pcosf + 3p?
1 — 3pcosf + p?(5 + 1 cos20) — 2p3 cos 0 + 35 p*
N

D!

onde, novamente, N, D > 0.

Fazendo a diferenca entre o numerador e o denominador de R(u),

obtemos

D — N =—-2pcosf + %pg(l + cos 20) — gpscosﬂ + %,

onde D — N > 0, sendo Re(y) = pcosé < 0.
Logo,

Assim,




confirmando a A-estabilidade.

Outro modo para analisar a propriedade da L—estabilidade seria
verificar que a fungao de estabilidade (2.30) é uma aproximacao de Padé R%(u),

L—aceitavel.

Portanto, mostramos que o método de terceira ordem com as me-

lhores propriedades de estabilidade é dado por

h . ‘
Yn41 = Yn + ﬁ[afn + an,-]-l - fn+2] (2-31]

Unt2 = Yn + 2h fria. (2.32)

Este resultado é, até certo ponto, surpreendente, uma vez que a
féormula do método linear de passo multiplo (2.32) é a Regra do Ponto Médio,
que tem notoriamente propriedades de estabilidade inferiores (ver Lambert
[12]). Contudo, mostramos que, quando acoplada a (2.31) produz um método
que é L-estavel.

Tais consideracoes sao colocadas no seguinte resultado.

Teorema 2.3.2 O método definido por(2.31)-(2.32) para a integragdao numérica
do p.v.i. (2.1) € L-estavel.




Capitulo 3

Métodos Estendidos de Passo
Um de Quarta Ordem

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos métodos estendidos propostos por
Chawla et al. [4]. Assim como os métodos apresentados no capitulo 2, também
sao de passo um, mas de quarta ordem, e necessitam de informagdes nos dois
pontos imediatamente posteriores ao ponto de integragdo . Em artigo publi-
cado anteriormente a Chawla et al. [4], Kondrat e Jacques [10] apresentaram
um método estendido de passo dois de quarta ordem A—estavel, alegando nao
ser possivel a obtencao de um método de passo um deste tipo. Na proxima
secao, mostraremos que a obtencao destes métodos é possivel, analisando a
expressao do erro de truncamento local e as propriedades de estabilidade e,
através desta analise, vamos obter subfamilias de métodos que sao A—estaveis,

e uma subfamilia desses métodos L —estaveis.
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3.2 Uma Familia de Métodos Estendidos de

Quarta Ordem

Chawla et al. [4] definiram, através do acoplamento de trés métodos
lineares de passo multiplo, uma forma geral de métodos de passo um para a

solugao numérica de (2.1) dada por

Yn+1 = UYn o+ h[aof(l'm yn)

+a1 f(Tnt1, Ynt1) + @2 f (Tny2, Unt2) + a3 f(Tns3, Iny3)], (3.1)

Unt2 = P20Yn + B21Ynt1 + h[Y20f (Tny Yn) + Y21/ (Tnt1, Ynt1)] (3.2)

Unt+3 = P3oYn + B31Yn+1 + h[‘}’sof(il'm Yn) + Y31 f (Znt1, Ynt1) + V32f (Tns2, !}n+2)]>
(3.3)

para n=0,1,2,....

Para construirmos a familia de métodos de quarta ordem vamos
escolher os coeficientes da formula principal (3.1) de modo que o erro de trun-
camento local ¢,41(h) tenha ordem h®. Assim, consideremos a seguinte discre-

tizacao para a equacao diferencial (2.1)

In+l = }/;1 +h[aﬁf(:rn1 }fn) + O51,)('(-':'-""1"1+].s Yn+1)

a3 f(Zn42, Yag2) + asf(Tnys, Yars)] + tapa (h). (3.4)

Através do desenvolvimento em série de Taylor das fungoes Y,4; e

weis @ =1,2,3, numa vizinhanca do ponto z,, obtemos os seguintes termos

o) : 0
Okh) : (1—ap—a —a; —a3)Y,




71 N - 3a3) y"

O(h*) :

oo o
2 27
- —o:l — —ag — —0:3) Y9,

5
O 120 3 8

(

O(h?) : ( - _al = B o gaa) y®
(&
+ (5

O correspondente sistema de equagoes lineares obtido, considerando

nulos os termos das poténcias de h até h*, tem solugao tinica dada por

b} 1

2’ BT oy

Substituindo esses valores no termo da poténcia h®, obtemos a ex-
pressao do erro de truncamento, t,4+1(k), da formula linear de passo multiplo
(3.1), dada por

—19h°

tny1(h) = —==Y,P + O(h°). (3.5)

Para tornar a discretizacao em (3.4) de passo um, consideremos as
féormulas intermediarias (3.2) e (3.3) com erros de truncamento local 7,41 2(h)

e Tn+1.3(h), respectivamente, da ordem de h%. Entao,

Yitz = B2oYn + BaYos1 + A[v20f(2n, Ya) + Y21 f(Tnt1, Yos1)] + Tut1,2(R) (3.6)

Yois = PBaoYa + BarYatr +h[’730f Ty Yn) + Y31 f(Zn41, Yat1)
+732f(Tn42, Yat2)] + Tns1,3(R). (3.7)

Usando o desenvolvimento em série de Taylor, nas vizinhancas do
ponto ,, das fungdes Ynii e Y, ., 1 = 1,2,3 e 5 = 1,2, obtemos, para a

féormula (3.6), os seguintes termos

O(1) : (1— By —Ba)Ys
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O(h) : (2—=PBa—720— 721]}/'

1
s Tl YH
2621 ’1’21) o

(
0) : (3-ghn—zm)¥®
(

O(h?) :

6
1 1
k= —/321 = —’Yzl) Y“}

O(h*) :

O correspondente sistema linear, igualando a zero as expressoes
que multiplicam as poténcias de h° até hZ?, representa um sistema de trés
equagoes a quatro incognitas que tem uma familia de solugoes dependentes de

um parametro, que pode ser escrita como
B0 = 1 + 2920, B = =270, Y21 =2+ Y20,
com 7y livre.

Substituindo estes valores nos termos das poténcias &> e h* obtemos
a expressao do erro de truncamento, 7,412(h), da férmula linear de passo

multiplo (3.2)

Loty £ 0h%).  (3.8)

1
Tat1,2(R) = =(2 - 720)h3Y,1(3} + 2

6

Agora, para a férmula (3.7), obtemos os termos

O(1) : (1 =30 —pBa1)Ya
O(h) : (3= Pa1— Y30 — Y31 — 7132) Y,
O(h?) : (g - %ﬂal Y 2’)’32) ¥

9 1 1
o(kr®) : (5 - 6531 = 5‘)’31 - 2732) Y,®

27 4
O(h4) : (g - —531 ‘Y:n - 5732) Y{ )

Neste caso, o correspondente sistema linear, ao igualarmos a zero as

expressoes que multiplicam as poténcias de h° até h?, representa um sistema de
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trés equagoes a cinco incognitas que tem uma familia de solu¢oes dependentes

de dois parametros, que pode ser escrita como

Bzo = =8+ 2931 +4vs2,  Ba1 =9 — 2731 —4y32, 30 = —6+ 731 + 3732,
com v3; € 732 livres.

Substituindo estes valores nos termos das poténcias h* e h*, obte-
mos a expressao do erro de truncamento 7,41 3(h) da formula linear de passo
multiplo (3.3)

1 4

Tas13(R) = (3 = ghi= 5’732) h?y e

+(3= S — gam) WY +O(R) (3.9)

Agora, consideremos

Untz = Paoyn + B21Yns1 + h[v20fn + Y21 fat1),
(3.10)

Unts = P3oYn + Ba1Yn+1 + A[v30fn + Y31 frs1 + Tszfn+2]u

onde
fn+2 — f(-Tn+21 ﬁn+2)» fn+3 — f(xn+33 3;".-1+3)

e a discretizacao (3.4) como sendo de passo um, definida por

Yn+l = Yﬂ + h[aﬂf($n1 YnJ + alf($ﬂ+l) Yn+l)

+a’2f($n+21§n+‘2) S Q’Sf(xn+31§n+3)] - = Tn+l(h)' (3'11)

Para obtermos a expressao do erro de truncamento local, T, +1(h),

para (3.11), olhamos para a diferenga entre (3.4) e (3.11). Portanto,

Togr(h) = tap + h[O'z(f($n+2,Yn+2) — f(Tn+2,Yns2))

+a3(f(Tns3, Ynt3) — f(Tns3, Gnsa))]-




Mas, de (3.6), (3.7) e (3.10) temos
Yotz = Ung2 + Tngr2(h),
(3.12)
Yotz = Ynea+ ’Yszh(f(xnna Yn+2) - f($n+2, E}n+2)) + Tn+1.3(h)

e, pelo desenvolvimento em série de poténcias de f(z,42, Ynt2), nas vizinhancas

do ponto (Zn42, Ynt2), obtemos

f(i“n+2a Yoy2) = f($n+2s§n+2) + Tn+1,2(h)gn+2 “Ir O(hﬁ)a (3-13)

onde g = 5-5

Logo,
Yo43 = Un+3s + 132hTn41,2(R)Gnt2 + Tat1,3(R)

e, desenvolvendo em série de poténcias f(Zn43, Yn+3), nas vizinhancgas de

(In+35 §n+3 )a obtemos

f(Zn43, Yat3) = f(Tne3, Gnes) + [732hfn+1,2(h)9n+2 + Tn+l.3(h)]gn+3 + O(hs)a
(3.14)

onde g = 5{;

Assim, podemos escrever Ty, 41(k) em fungdo de t,,41(h), Thy12(h) €

Tn+1‘3(h) como

h*
Tn+1(h) — n+1(h) o m)f{"‘}[( 10 + 5’)’20)gn+2 + (18 wufyay = 8’}’32)9n+3]

288{Y{4)[( —20 + 5‘)’20)9‘n+2 % (36 — 731 — 14739 )9’n+3]

+2732(2 — 720) Y, g 29n43} + O(RS).

Expandindo a funcao g em série de Taylor nas vizinhangas de z,,

obtemos

9(zn+2) = g(a) + 2hg' (zn) + O(R?)

9(xn+3) = g(2n) + 3hg'(zn) + O(h?).
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Dali,
: i (3)
jn-}-l(h) = fn+1(h)+m(8+5’?20—’}’31—8732)yn gn
B
LB 164 By — Hay — 18545 ¥ D,
+288 (16 + 5720 — 731 v32)Y, g
+2Y,9[(34 + 10730 — 3731 — 24732,

+732(2 — 720)92]} + O(R®).

Agora, para obtermos Ty41(h) = O(h®), devemos ter, na expressao

do erro, o termo que multiplica 2*Y,® igual a zero, ou seja,

Y31 = 8 + 5720 — 8732.

Deste modo, a expressao para o erro de truncamento é dada por

h5
720
+(2—‘720)}f,£aj[5g;+’73293]}} + O(hS®). (3.16)

Taya(h) {=19Y,) + 5{(4 - 3752)Y,Vgn

Assim, temos uma familia de dois parametros de métodos de passo
um de quarta ordem dada por (3.10)-(3.11), desprezando-se os erros de trun-

camento local e com 729 € 73, livres, que é descrita por

h & u
Ynt+1 = Yn + ﬁ[gfﬂ + 19fn41 = Sfnia + fn+3]a (3-17)

com fnpo = f($n+2~§'n+2J e fats = f(Tnss, .ﬁ'n+3), onde

Un+2 = (1 + 2920)¥n — 2720Yn+1 + R[120fn + (2 + 720) fr41] (3.18)

Un+s = 2(44 5720 — 6732)yn + (=7 — 10720 + 12732)Yn+1
+  A[(2 + 5720 — 5732) fn + (8 + 5720 — 8732) fr1 + 732fn+2]-(3-19)




3.3 Analise da Estabilidade

Nesta secao, mostraremos a existéncia de subfamilias dos métodos
estendidos de quarta ordem que sao A— e/ou L—estaveis. Com esse propésito,
consideremos a equacao linear teste (1.12). Aplicando essa familia de métodos
a essa equacao, obtemos

Yn+1 = R(p)yn,

com g = Ah, onde a fungao de estabilidade é dada por

N

R(w) = 3

2 3
N=1+5(1= )+ Gl +1m(-2+ m)l + Somme (321)

g u? p
D=1- 5(1 + 732) + —1~—2—[1 + v32(4 + 720)] — ﬁ’)’sz(? + 720)- (3.22)

Como estamos trabalhando com uma familia de métodos com dois
parametros, torna-se dificil determinar as propriedades de estabilidade e, entao,
nos restringiremos a algumas analises e a obtengao de métodos A— ou L—es-

taveis.

Notemos que a fungao de estabilidade é uma fungao racional e,
entao, podemos trabalhar o conceito de aceitabilidade para uma aproximagao

racional para a exponencial, desenvolvido no capitulo 1.

Para 43, = 0 obtemos a seguinte expressao para R(u)

=1+%,m+11—2,u2
L =g+ 1252

R(n) (3.23)

e o parametro 7y fica livre. Sendo a fungao de estabilidade (3.23) uma

aproximagao de Padé, Rg(,u) e A-—aceitavel, para a exponencial, podemos
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entao concluir que os métodos da subfamilia obtida com esses valores para

os parametros vyzo € Y32 sao A—estaveis.

Escolhendo 759 = 2, temos que ambos, Th41.2(h) € Thy13(h), da-
dos por (3.8) e (3.9) teriam O(h*) e, conseqiientemente, essa escolha também

simplificaria a expressao de T}, 41(h) em (3.16).

Logo, de (3.17)-(3.19), um método estendido de quarta ordem A—es-

tavel é dado por

h a 5
Ynt1 = UYn+ ﬁ[gfn + 19fn41 — 5fas2 + faya) (3.24)
§n+2 = OYn — 4Yn41 + h[an + 4fn+1] (325)
§n+3 28yn - 279n+1 + h[12fﬂ * 18fn+1]1 (326)

o qual denotaremos por MA4(2,0).

Agora, para 3, # 0 e, fazendo uso da expressdo de R(u) dada por
(3.20) e da condigao
lim |R(w)| < 1,

Re(p)——o0

devemos ter satisfeita a seguinte relagao

Y20 <1
2+ 720

de onde se verifica que 7,9 > —1. Logo, para esses valores de 720 € 732 temos
|R(n)| <1, com Re(u)<0
e obtemos uma outra subfamilia de métodos que sao A—estaveis.

Na tentativa de obtermos métodos que possuam a propriedade adi-
cional de L—estabilidade, olhamos para a funcao de estabilidade dada por
(3.20) e verificamos que métodos L—estaveis apenas serao possiveis quando
v20 = 0, uma vez que a funcao de estabilidade toma a forma

1+ 3(1 = vs2)s + 35(1 — 2732) 0
(1 + y32)1 + 35(1 + 4y32) 0% — 1573203

(3.27)

R(P)=1_l




com 73z # 0.

Conseguimos, entao, uma subfamilia de métodos que sio L—esta-
veis. Alguns valores para 73, podem ser tomados para obtermos particulares
métodos dessa subfamilia. Ao escolhermos 73, = %, verificamos que a fungao
de estabilidade é dada por
__ 1+Ep+ g

L= 5K+ on” = g’

R(u)

que é uma aproximacao de Padé R%(,u), L—aceitavel. Outro valor que pode
ser escolhido quando observamos a expressao de R(y) em (3.27) é 3, = 1
ja que para esse valor reduzimos ainda mais o grau do numerador de R(u),
produzindo a seguinte funcao de estabilidade
_ 14 ¢u

1—3u+ 302 — 50p®’

R(p)

onde limge(u)——-oo |R(1)| = 0.

Assim, um método estendido de quarta ordem L—estavel é dado

h L 2
Ynt1 = Ynt 2_4[gfn + 19f:¢+l = 5fn+2 + fn+3] (3'28)
Yntz = Yn+2hfup (3.29)

” h ;
Yn+3 2yn — Yn+1 + E[“fn + 2f1r1+1 + fn+2]s (330)

o qual denotaremos por ML4(0,1/2).

Poderiamos escolher outros valores para 7,9 € 732, satisfazendo as
condicoes analisadas acima, podendo assim obter varios outros métodos satis-
fazendo as propriedades da A— e/ou L—estabilidade. Mas, restringiremos a

avaliacdo numérica apenas aos métodos apresentados.




Capitulo 4

Forma Geral dos Métodos

Estendidos de Passo Um

4.1 Introducao

Neste capitulo, introduziremos a classe de métodos estendidos de
passo um como uma generalizagdo do método de Usmani e Agarwal [15].
Métodos dessa classe de ordens trés e quatro que sio A— e/ou L—estéveis,
foram vistos anteriormente nos capitulos 2 e 3. E natural, entio, perguntar
a ordem maxima atingida pelos métodos dessa classe. Com o propdsito de
responder a essa pergunta, mostraremos que, quando algumas restri¢oes sao
impostas a ordem dos erros de truncamento local, a ordem maxima alcangada

pelos métodos dessa classe € cinco.

Obteremos os métodos estendidos de passo um de quinta ordem, e
mostraremos, através de uma analise das propriedades de estabilidade desses
métodos, a existéncia de subfamilias de métodos que sdo A—estaveis e/ou

L—estaveis.
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4.2 Generalizagcao dos Métodos Estendidos de

Passo Um

Nesta secao, vamos definir a forma geral dos métodos estendidos
de passo um. Como nos capitulos anteriores, consideremos a seguinte discre-
tizagao para a equagao diferencial (2.1)

p—-1

Yot1 = Yath [aof(@n, ¥a) + a1 f(Znt1, Yas1) + D @ f(Znts, Yass) | Hinsa (R).
=2

(4.1)

Para fazer a discretizagdao em (4.1) ser de passo um, introduzimos,

para ) = 2, p— 1,
}/;'l'l'j — ﬂjOY;z + /leyrwl + h[‘fjﬁf(xm Yn) + 7j1f('rn+1! Yn+1J
-1
. i ‘}‘jkf($n+ka Yn+k)] + Tn+1,j(h)1 (42)
k=2

paran=10,1,2;...
Vale a pena observar que y ;_, =0,ser < 2.

Agora, definimos um método estendido de passo um e ordem p como

segue. Para j =2,...,p—1,

p—1 i
Un+1 = Yn + h aﬁfn + O'Ifn+l + Z ajfﬂ+j] 3 (43)

=2

onde fn+j = f($n+j,§n+j) €

k=2

o
Unti = Bjoyn + Bj1yn+1 + h [’rjofn + Yirfar1 + ) ‘ijfwk] : (4.4)

Notemos que os métodos de Usmani e Agarwal [15] e de Jacques
[9] correspondem & ordem p = 3, e 0 método de Chawla et al. [4] corresponde

a ordem p = 4.
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Para promovermos a discussao desses métodos de uma maneira fa-
cilitada, é conveniente nos referirmos ao método definido por (4.3)-(4.4) como

mostra a Tabela 4.1 a seguir.

Tabela 4.1: Coeficientes do método de ordem p.

(ady) (03] Q9 S .o Qp_1

ﬂZD 621
ﬁSD 1331

Bp-1,0 | Bp-1,1

Como vimos, Usmani e Agarwal [15] obtém um método estendido
de passo um de terceira ordem exigindo que T,412(h) = O(h*), 0 que resultou
em um método unicamente definido, a Regra Trapezoidal Estendida, que é
A-estavel. Jacques [9] consegue uma familia de métodos de terceira ordem
requerendo que Th412(h) = O(h?); isto resultou em uma familia de métodos
de terceira ordem com um parametro livre, e um valor para este parametro
livre é escolhido para derivar um método L-estavel. Chawla et al. [4] obtém
uma familia de métodos de quarta ordem impondo que Tpt12, Tnt1,3 = O(h®)

e tém subfamilias de métodos A-estaveis e L-estaveis.

Estendendo essas idéias para a obtengao de um método estendido

de ordem p, definido por (4.3)-(4.4), exigimos que t,41(h) = O(h?*!), enquanto

Tus1,j(h) = O(hP7') € Tnt1(h) = O(RP*!). Se olharmos para a férmula linear

de passo multiplo formada pelos coeficientes dados pelos elementos listados na
primeira linha, de betas e gammas da Tabela 4.1, podemos notar, através dos
conceitos desenvolvidos no Capitulo 1, que a ordem maxima alcancada por
essa formula é p = 2k — 1, onde k é o tamanho do passo, nesse caso 2. Logo,
esta férmula terd no maximo ordem 3, ou seja, Tp41.2(h) = O(h*). Portanto,

To+1(h) = O(h®), isto é, a ordem méxima atingida por um método dessa classe

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



nao pode exceder cinco.

Vimos, nos capitulos anteriores, métodos de ordem trés e quatro e
é de nosso interesse fazermos uma analise dos métodos de ordem cinco, o que

segue na proxima segao.

4.3 Obtencao de Métodos Estendidos de Passo

Um de Quinta Ordem

O objetivo, nesta se¢ao, é obter métodos estendidos de quinta or-

dem da forma

Yn+1 Yn + hlaofn + a1 fop1 + szfn+2 + Of:ifnn+3 ¥ a4fn+4] (4.5)
Un+2 B20Yn + B21Yns1 + h[’)’zofn + Y21 frt1] (4.6)
Un+s = P30Yn + B31Yn+1 + h[’)‘sofn + Y31 fn41 + ’)’32fn+2] (4.7)

Unta = BaoYn + Baryns1 + R[va0fn + Yarfosr + '742.fn+2 F 743fn+3]s (4.8)
comn=20,1,2,....
Consideremos a seguinte discretizacao

Yori = Yo+ hlaof(2n,Y0) + a1 f(Zn41, Yot1) + a2 f(Zng2, Yoy2)
+a3f(Tny3, Ynya) + aaf(Tnsa, Yara)] + tasr(h). (4.9)

Fazendo uso do mesmo raciocinio dos capitulos anteriores, mas
agora com a condigao de que t,41(h) = O(h®), obtemos os seguintes coefi-

cientes para essa discretizacao

_ 251 _ 323 __un_ 53
W=7500 M T3e00 NPT T30 B

cujo erro de truncamento local é dado por

3
tns1(h) = —éﬁh“)’;“"} + O(R).
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Para tornar a discretizacao em (4.9) de passo um, consideremos

Yotz = PBaoYn + BaYatr + b[y20f (20, V)

+721 f(Znt1s Yat1)] + Tnt1,2(h), (4.11)

Yotz = BaoYn + Ba1Ynsr + h[va0f(zn, Ya)

+7931 f(Tnt1, Yas1) + Y82/ (Tnt2, Yag2)] + Tngr3(h),  (4.12)

Yn+4 = PyoYn + 641Yn+l + h[’hof(i'm Yn) + 741f($n+1, Yn+l)

+’T42f($n+2, Yn+2) + ‘)’43f(l'n+3, Yn+3)] + Tn+1,4(h)- (4-13)

Desejamos que T,41,;(h) = O(h*), j = 2,3,4 e, com isso, obtemos

os seguintes valores para os coeficientes

P20 = 5, B2 = —4, Y20 = 2, Y21 = 4,

1 2
mutra(h) = gh*V0 + =RV + O(RS),

Bz = 28 — 12732, Ba1 = =27 + 127433,

Y30 = 12 — 5732, Y31 = 18 — 8’)’32:

com 73z livre, onde

3 1 3 13
Tat1,3(R) = (‘2— - 5‘)’32) htY® 4 (§ - %732) rY,® + O(h®), (4.15)

[540 81 — 12‘742 - 36’]{43, _641 = —80 + 12’)‘42 + 36‘](43,

Y40 36 — 5742 — 16743, Y1 = 48 — 8v42 — 21443,

com 742 € Y43 livres, onde

2 2

1 ) 36 13 14
Tat1,4(h) = (6 s L R —743) h4yf1(4} F (_' —anJe2— —')“43) hsyn(s) +O(h6)-

5 30 5
(4.16)




Agora, sejam

fre2 = f(Tne2,Tn42),  fadz = f(Tng3,0n43)s  frnta = f(Tnsalna),

onde

Unt+2 = B2oYn + B21Yn+1 + A[y20 0 + Y21 frs1]
Un+3 = Paoyn + Ba1Ynt1 + h[y30fn + Y31fn41 + 732fn+2] (4.17)
Jnta = Bao¥n + Bar¥ns1 + AlVaofn + Va1 fasr + YazFas2 + YasFosa),

e consideremos a discretizagao (4.9) como sendo de passo um, definida por

Yot1 = Yo+ hlaof(zn,Ya) + a1 f(Znt1, Yat1) + @2f(Znt2, Unt2)

+a3f(Tnt3, Un43) + Q4 f(Tnta, Ynga)] + Tng1(R). (4.18)

Para calcularmos o erro de truncamento local de (4.18), da diferenca

entre (4.9) e (4.18), obtemos

Tay1(k) = tog1(h) + hloa(f(Tns2, Yat2) = f(Tni2, Gnt2))
+as(f(Tn43, Ynt3) = f(Tn43, Ins3))

+as(f(Znta, Ynta) = f(Znta, Pnsa)))-

De (4.11), (4.12), (4.13) e (4.17), temos

Yeitze = Un42 + Tns1,2(R)
Yass = FnssF+vsh(farz — Fasa) + Tagaa(h) (4.19)

Yora = Gnsa + Yok (Fasz = Frs2) + Yash(Fass = fasa) + Tnsr,4(h)

e, através da expansao em série de Taylor da funcao f(z,42,Y,42) nas vizi-

nhancas do ponto (42, Jn+2), obtemos

f(Zn42, Yai2) = f($n+2,§n+2) * Tn+1.2(h)9n+2 + O(hs) (4.20)

Yota = Gnss + 732th+1.2(h)9n+2 + Thy1,3(R) + O(hs)-




Analogamente,

f(Zny3: Yass) = J(Zngss Unas) + [732hfn+1.2(h)9n+2 B Tn+1.3(h)]gn+3 i O(hﬁ)
(4.21)

Yota = Gnta + Ya2hTns12(R)gnt2 + 1437328 Tnt1,2(R) gnt29n+3
+743hTnt1,3(R)gnt3 + Tat1,4(h) + O(hs)-

Novamente, usando expansao em série, temos

f(Znta, Ynsa) = f(Zntas Insa) + [Yazh + Tng1,2(h)gni27a3hTn41,3(h)gnys
+Tn+l.4(h)]gn+4 + O(hs)s (422)

onde g = 5{;

Usando as expressoes obtidas para t,41(h) e Tn41,;(R), com j =

2,3,4, e (4.20), (4.21), (4.22), de (4.19) obtemos

Tat1(h) = tasa(h) + h[azTn+1,2(h)gn+2 + azTps1,3(R) + 014Tn+1,4(h)9n+4]
+h? [a3732Tn+1,2(R) gnt29n+3 + @aVa2Tnt1,2(R)Gnt29n+4

+4743Tn+1,3(R)gn43gn+4] + O( hT)-

Substituindo os valores ja obtidos, temos

h5
! [2 — 106732 + 19742 + 95743 YV g

+(—2010 — 4770732 + 1140742 + 5700743) Y, Vg,

+(530732 — 95742 — 855743 + 285732743) Y,V g2] + O(R7). (4.23)

Como desejamos que T}, 41(h), em (3.16), tenha O(h®), devemos ter

1
Ya2 = ‘E(Q — 106732 + 95v43),

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

17

18



e, entao,

Tn1(h) )Y, g, + 30(—71 + 5343,)Y, g,

21600
+5(2 — T6v43 + 5T732713) Y,V g2] + O(R"), (4.24)

onde, agora, 73, € Y43 sao os parametros livres.

Conseguimos, assim, uma familia, dependente de dois parametros,
de métodos estendidos de passo um de quinta ordem cujos coeficientes sao

apresentados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Coeficientes da familia de métodos de quinta ordem.

251 323 53 19
720 360 360 T 720

t5 _4 4
28 — 12933 | =27 + 1273 18 — 8732

.340 541 Y41

1
- 9(1563 — 1272743 + 456743),

—(—1544 + 127273, — 45643),
19(694 — 530932 + 171443),

1
19 —(928 — 848732 + 361743).

4.4 Analise da Estabilidade

A proéxima consideragao sera obter subfamilias de métodos A— ou

L—estaveis. Aplicando essa familia de métodos a equacio teste, temos

Ynt1 = R(p)yn,




onde p = hA,

360 + (168 — 228743) + 4#*(30 — 114743 + 114732743)

+1°(2 = 19743) + p*(—19732743), (4.26)

360 — (192 + 228v43) + p*(42 + 114743 + 114735743)

—1>(4 + 19743 + 114y32743) + 1* (38732743)- (4.27)

Como no caso do método de ordem quatro, determinar as proprie-
dades de estabilidade para essa familia de métodos é um tanto quanto com-
plicado, uma vez que, novamente, estamos trabalhando com uma familia de
métodos que dependem de dois parametros. Sendo assim, vamos nos restringir

a algumas observacoes .

Para 732 # 0 e 743 # 0 podem existir métodos A—estaveis mas nao

ha nenhum método L—estavel, uma vez que

lim |R = —, 4.28
lim RG] (4.28)
Na tentativa de obtermos métodos L—estaveis, observemos que,

para y32 = 0, a fungao de estabilidade toma a forma

360 + (168 — 228v43) + p2(30 — 114743) + #>(2 — 19743)
360 — (192 + 228743) + p2(42 + 114743) — p3(4 + 19743)

R(1) (4.29)

e, entao, necessitamos que o coeficiente de p®, no numerador de R(u) em (4.29),

" : 2 % -
seja igual a zero, produzindo 43 = T Nesse caso, a funcao de estabilidade

torna-se
1+ 2p + 550°
L= Sh+ gn” = gk

que é a aproximagao de Padé R;‘(,u,), que por sua vez é L—aceitavel. Logo, o

R(p) = (4.30)

método obtido com esses valores para 73, € 743 € L—estavel.
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2

15, temos um método estendido

Para essa escolha, 13, = 0 e 743 =
de quinta ordem L—estavel, que denotaremos ML5(0,2/19), cujos coeficientes

sao dados na seguinte tabela:

Tabela 4.3: Coeficientes do método L—estavel MLs(0,2/19).

51 | 323 53
2 360 360

) —4 2 4
28 18

1611
19 19

Ainda para v3; = 0, conseguimos uma subfamilia de métodos que é

A—estavel para v43 > ——. Isso segue da expressao da funcao de estabilidade

19
dada por (4.29) e da condigao

lim |R(u)| < 1,

Re(u)——o0

uma vez que

Ml‘)‘_’.’_w |R(p)| = ’

o que produz |R(p)| < 1.

Agora, no caso 743 = 0, temos que a expressao da funcao de esta-

bilidade é
360 + 168y + 30p® + 24°

Hig)= 360 — 192 + 42u2 — 4p3

e independe do valor de ~3,.

(4.31)

Nesse caso, conseguimos

lim |R(p)| = (1),

Re(u)——00 =
o que nos fornece |R(p)| < 1, produzindo, assim, uma subfamilia de métodos

A—estaveis. Para a particular escolha v3; = 0, temos um método estendido de
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quinta ordem A—estavel, que denotaremos por MA5(0,0), cujos coeficientes

sao apresentados na tabela que segue:

Tabela 4.4: Coeficientes do método A—estavel MA;(0,0).

251 | 323 53

19
720 360 360

720

) —4 1
28 | =27 18

19 19 19

Novamente, outros valores para 73, e 743 poderiam ter sidos to-
mados, mas, no intuito de testar essas subfamilias, restringimo-nos a esses

particulares métodos para serem aplicados aos problemas testes.




Capitulo 5

Métodos Estendidos de Passo
Um de Sexta Ordem

5.1 Introducao

Na analise para a construgao de métodos estendidos de passo um e
ordem p, Chawla et al. [5] propoem que as ordens dos erros de truncamento
local sejam t,41(h) = O(hP*!), enquanto Th41;(h) = O(RP™!) e Trya(h) =
O(hP*!) e, com isso, concluem que a ordem méxima alcancada por métodos

dessa classe nao pode exceder cinco.

Nas proximas segoes, veremos que se tais exigéncias sobre os er-
ros de truncamento nao forem impostas, familias desses métodos estendidos
de passo um e ordem p = 6 podem ser obtidas, das quais podemos derivar

particulares métodos A— e/ou L—estaveis.
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5.2 Construcao de Métodos Estendidos de Passo

Um e Ordem p =6

O objetivo é obter métodos estendidos de sexta ordem da forma

Un+2 B20yn + B2a1Yn+1 + h[y20fn + 721fn+1]s

Un+3 Baoyn + B31Yn+1 + A[v30fn + V31 fr41 + 'Yszfn+2],

Jna Bioyn + Bayns1 + hlvaofa + Va1 futr + Yazfriz + vasfrsal,

Yn+s Bsoyn + Bs1yn+1 + h[vsofn + vs1fas1 + Ysafns2 + V53 fnts + V4 futals

Yn+1 Yn + h[ﬁofn + a1 fap1 + Orzfn+2 + 03fn+3 + G4fn+4 -+ asfn+s]= (5.1)
comn=20,1,2,....

Devemos impor, entao, que o erro de truncamento local, t,41(h),

da férmula principal seja O(h"), o que fornece

95 1427 133 241 173

% = pegr M = = "1440°

14200 T T2 BT 200

863 : ‘
tn-q—l(h) oS —m}‘h7yf§7} + O(hs) (52)

Agora, exigindo que os erros de truncamento local das férmulas

intermediarias sejam
Tari(h) = O(RY),  j=2,3,4,5,
obtemos:
Fara 1'=2,

P20 = 5, B = —4, Y20 = 2, 721 = 4,

Lyv@ . 205v06), 1 jeve 7
= + —=rY Y + —h°Y + O(h").




= 28 — 1273, Ba1 = =27 + 127s,,

= 12 — 57aq, Y31 = 18 — 832,

com 73 livre, e

3 1 3 13
ria(h) = (5= 50 B + (5 - 2500 YO

9_13 61/(6) 7
+ (10 = 60’)’32) R?Y” + O(h").
Para j = 4,

Bao 81 — 12742 — 36743, Ba1 = —80 + 12742 + 36743,

Y40 36 — 5y42 — 16743, Y41 = 48 — 8742 — 21743,

com 74 € Y43 livres, e

1 5 36 13 14
ol = (s A ) 4M}(____ " )S{m
Tnt1,4(h) (6 5142 2’!43) Y, + 5 T3z e R*Y}
27 13 19
+ (g 502 T ﬁ’ha) h%Y,®) 4+ O(R). (5.5)

Patd 7=5;

Bso = 176 — 12752 — 36753 — 72954, Bs1 = —175 + 12753 + 3653 + 72754,

Y50 80 — 552 — 16753 — 33754, 751 = 100 — 8752 — 21953 — 40734,

com 7s2,7s3 € Ys4 livres, e

50 1 5
Tat1,5(R) = (? = ‘2“}’52 e 5753 — 7’)’54) h4Yn(4]

0 13 14 48
(5~ g = g = ) WOHE

190 13 19 83
(T Te0 2 T 078 T E%‘*) Y + O(R"). (5.6)

Assim, usando a mesma idéia dos capitulos anteriores, podemos

escrever a expressao do erro de truncamento local da formula estendida por
]

Tn+l(h) = 2880

[4 — 482733 + 173742 + 865743 — 27752 — 135753 — 378754 Y, Vgs,




a7

1
+h6[m(30 — 6266732 + 2249742 + 14532743 — 351752 — 2268753 — 7776754)Y, g,

+ 550 (2 — 1446732 + 692742 + 346074 — 135752 — 675755 — 1890754)Y,Vg),

1
+ 2620482732 — 173742 — 1557743 + 519732743 + 27752 + 243753 — 81732753

+972754 — 81742754 — 405743754) Y,V g2]
863 1

+h7[—m}’,§” F 8_65%“250 — 6266732 + 2249742 + 19722743 — 351752 — 3078753

1
—1344654)Y,®)g,, + 133003714 — 18798732 + 8996742 + 58128743 — 175575,

1
—11340753 — 388807s4)Y,)g’, + m(lgzsm — 692742 — 7785743

+2249732743 + 108752 + 1215953 — 351753 + 5832754 — 351742754

1
—2268743754) Y% g2 + m(mom — 1038742 — 10899743 + 3633732743

+189752 + 1944753 — 648732753 + 8748754 — 729742754 — 3645743754)Y,( V9,01,

1
+—2880(_6133 — 2169732 + 1384742 + 6920743 — 135752 — 675753

= 1390754)Y:1(4)9:: + ———(=173v32 + 27732753 + 277427754 + 243743754

8640
—81732743754) YV 2] + O(h®),

of

onde g = —.

dy
Como desejamos que o erro de truncamento local T,41(h) da férmula

estendida seja O(h"), devemos ter o sistema formado pelos fatores que multiplicam

os termos de h® e h® igual a zero, o que nos fornece

1
Y42 m(—IS + 964732 — 865743),

1
o 57 (—2412 + 48273, — 865743),

1
— (964 + 1
Y53 27(96 + 173v43),

Y54 _Wu

e, entao,

863 863 (3798 — 3287743)
= BRI 222 y(7) 4 279 y(6) (5) 4
Tnyr(h) = A 60430Y“ i 8640Y" I+ 43200 Ya™0n

(=3798 + 3287743) | 5) >
43200 n In

+ 86_140 ( -3906 + 2892’}'32 + 692?43 — 519732743)Y7E4}gng;

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16

17

18



(=6207 + 313332) . (4)
2880 Yo gn

1
+8_640( 18 — 692743 + 692732743 — 173732743) Y,V g3]
+0(h®),

onde, agora, 33 € 43 S0 0s parametros livres,

Temos, assim, uma familia de dois parametros de métodos estendidos

de passo um de sexta ordem cujos coeficientes sao apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Coeficientes da familia de métodos de sexta ordem.

95 1427 _133 241 B <o (< I
288 1440 240 720 1440 | 160

5 —4 2 4

28 — 127930 | =27 4 1273 | 12 — 5733 | 18 — 8732
Bao Ba1 Y40 Y41

ﬁso Bs1 Y50 51

1373(4743 — 3856732 + 1384743),
i

8
—=(—17: - 519v43),
173( 1757 + 1446‘732 ’743)

1
— — 482 1557 5
173(6318 820732 + Y43)

1
T75(8448 = 7712752 + 3287743).
~§(~477 + 24195, — 1737:0),

1
—(—3807 + 1928732 = 1384‘}#43),

%(4505 — 2410732 + 1557743),

%( 8672 — 3856732 + 3287743)-




5.3 Analise da Estabilidade

Aplicando o método estendido, agora com dois parametros livres, i
equagao teste,

Y =Xdy, e, Re()) <0,

Yn+1 = R(

onde u = hl e

N = 720+ 3600u — 12(—132 + 173743)p% + 6(46 + 173(=1 + 732)7a3)1®

—(—18 + 173743)p* — 173y327434°, (5.10)

D = 720+ 2880pu — 12(138 + 173743)p® + 6(62 + 173(1 + v32)743) 8>

—(36 + 173(1 + 6732)7a3)1* + 34673274311, (5.11)

Determinar as propriedades de estabilidade para esses métodos é um
tanto quanto complicado, uma vez que estamos tratando de métodos com dois

parametros. Sendo assim, vamos nos restringir a algumas observagoes.

Para 32 # 0 e 743 # 0 podem existir métodos A—estaveis, mas nao ha
nenhum método L—estavel, uma vez que

|R(p)| =

; 1 .
Re() o 2 =

Na tentativa de obtermos métodos L—estaveis, observemos que para

732 = 0, a funcdo de estabilidade toma a forma

720 + 36004 — 12(—132 + 173743)u? + 6(46 — 173743)p® — (=18 + 173743)p*

720 + 28804 — 12(138 + 173743)12 + 6(62 + 173743)113 — (36 + 173743)1?
(5.13)

R(p) =

e entdo, para anular o coeficiente de u*, no numerador de R(u), em (5.13), obtemos

Y43 = 1—__% Nesse caso a funcao de estabilidade torna-se
7

720 4 3600u + 13682 + 168u°
720 + 2880u — 1872u2 + 480u3 — 54ut’

R(p) =
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Logo, o método obtido com esses valores para y3; e 743 é L—estavel.

Para essa escolha, v35 = 0 e 743 = T%* temos um método estendido de

sexta ordem L —estdvel, que denotaremos por MLg(0, 18/173), cujos coeficientes sdo

dados na seguinte tabela:

Tabela 5.2: Coeficientes do método L—estavel MLg(0,18/173).

95 _133 | 241 j78 | 8

288 240 720 160

) 2 1
28 12 18

Ainda, para y3; = 0, conseguimos métodos que sio A—estdveis para
Y43 2> _I?TS' Isso segue da expressao da funcdo de estabilidade, dada por (5.13), e
da condigao
lim |R(p)| < 1.

Re(u)——00

Agora, no caso y43 = 0, temos que a fungao de estabilidade é dada por

120 + 600p + 264u® + 463 + 3u*
120 + 480p — 2762 + 62u3 — 6u

R(p) = (5.15)

e independe do valor de 73;. Nesse caso, conseguimos

lim |R(p)| =5 (<1),

Re(p)——00
o que fornece |R(p)| < 1 produzindo, assim, métodos A—estdveis. Para a particular
escolha 732 = 0, temos um método estendido de passo um e ordem seis A—estavel,

que denotaremos MAg(0,0), cujos coeficientes sao apresentados na tabela que segue:




Tabela 5.3: Coeficientes do método A—estavel MAg(0,0).

95 1427 133 | 241 | _ 173
288 1440 240 | 720 1440

5 —4 4
28 —27 18

14056
173

—423

Novamente, outros valores para os pardmetros livres poderiam ter sido

tomados, mas os métodos obtidos ja satisfazem nosso objetivo.




Capitulo 6

Resultados Numéricos

6.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados numeéricos, dentre os
varios problemas estudados, considerando a integracao através de métodos estendi-

dos de passo um pertencentes as familias apresentadas nos capitulos anteriores.

Para isso, algoritmos para os particulares métodos A— e/ou L—estiveis
das diferentes ordens apresentadas foram implementados e testados, considerando
problemas testes encontrados na literatura, cuja solu¢do exata é conhecida, para
que, além de compararmos os métodos entre si, pudéssemos também analisar o erro

absoluto.

Implementamos, também, o algoritmo para a Regra Trapezoidal, suge-

rido por Burden [1], para podermos compard-la com os métodos dessas familias.

6.2 Problemas Testes

O conjunto de testes que passamos a descrever contém problemas de

valor de inicial, sendo a maioria problemas stiff, de primeira ordem e suas respectivas




solugoes exatas.

Problema 1

!

¥ ===

cuja solucao exata é

Problema 2
y' = —100y,

cuja solucao exata é

y(z) = exp(—100z).

Problema 3

y'=2I(y), y05)=exp(-1), 05<z<3,

cuja solucao exata é

y(z) = exp(—2z).

Problema 4
y' = —20y + 20sen (z) + cos(z),

cuja solugdo exata é

y(z) = sin(z) + exp(—20z).

Problema 5

7 1

TN . 00 = <zr<
Y RCy’ y(2) = 1000, 2<z <6,

cuja solugdo exata é

x—2
y(z) = lﬂﬂﬁexp(—?cl—).

Esse problema é um modelo da mecénica respiratéria, no intervalo de

tempo correspondente ao da expiracdo, onde os pardmetros fisiolégicos utilizados
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foram R=0.002 (ml/cmH20) e C=50 (¢cmH,0/ml - s), como proposto em Roma
[14].

Durante todo o trabalho, concentramo-nos no caso de uma equagao di-
ferencial escalar, contudo, os métodos descritos nos capitulos anteriores tém, obvia-
mente, uma extensio semelhante para sistemas de equagoes . Entdo, apresentaremos
também problemas que envolvem sistemas de equagoes diferenciais de primeira or-

dem.

Problema 6

=10 6
13.5 =10

cuja solugao exata é

2 exp(1)(exp(—z) + exp(~19z))

y(z) =
exp(1)(exp(—z) — exp(—19z))

Problema 7

, | -1555 145
= y +
145 -15.5

cuja solugdo exata é

exp(—z) + exp(—30z) + 1
y(z) =
exp(—z) — exp(—30z) + 2




6.3 Os Resultados

Nesta secdo, apresentaremos os resultados obtidos a partir do conjunto

de testes definido na se¢ao anterior.

Os resultados numéricos fornecidos pelos programas sido colocados em

tabelas, onde podemos observar a evolugdo do erro absoluto, em alguns pontos do

intervalo de integracdo, para diferentes tamanhos do passo h. E importante registrar

que em nossa avaliagao consideramos a integracao a passo fixo de tamanho h durante

todo o intervalo de integragao.

Para os casos envolvendo os sistemas de primeira ordem, apresentamos,
nas tabelas, os erros absolutos envolvendo a primeira e a segunda componentes,

respectivamente.

Entre os varios resultados obtidos, selecionamos alguns que, ao nosso

ver, traduzem o desempenho computacional dos métodos avaliados.

Os métodos sao representados nas tabelas por:

MAj3: método de terceira ordem A—estavel dado por (2.11)-(2.12).
ML3: método de terceira ordem L—estavel dado por (2.31)-(2.32).

MA4(2,0): método de quarta ordem A—estavel dado por (3.24)-(3.26).
ML4(0,1/2): método de quarta ordem L—estdvel dado por (3.28)-(3.30).
MA;(0,0): método de quinta ordem A—estivel cujos coeficientes sio dados na Ta-
bela 4.4.

ML5(0,2/19): método de quinta ordem L—estavel cujos coeficientes sdo dados na
‘abela 4.3.

MAg(0,0): método de sexta ordem A—estavel cujos coeficientes sao dados na Tabela
5.3.
MLg(0,18/173): método de sexta ordem L—estavel cujos coeficientes sao dados na

Tabela 5.2.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Tabela 6.1: Erro absoluto para o Problema 1

r, Trapézio MAj; MA4(2,0) ML,;(O,%)

2.7TE-05 1.2E-06 4.7E-08  3.5E-08
7.8E-05 3.7E-06 1.5E-07 1.1E-07
1.8E-04 9.0E-06 4.1E-07  3.0E-07
3.7TE-04 2.1E-05 1.1E-06  7.7E-07
8.0E-04 5.1E-05 3.0E-06  2.2E-06
1.9E-03 1.4E-04 9.9E-06 7.2E-06
5.2E-03 5.0E-04 4.5E-05  3.3E-05
2.0E-02 2.8E-03 3.7TE-04  2.7E-04

Trapézio MA4(2,0) ML4(0,12)

6.9E-06 9.8E-08 2.9E-09 2.1E-09
2.0E-05 3.0E-07 9.4E-09 6.8E-09
4.4E-05 7.2E-07 2.5E-08  1.8E-08
9.3E-05 1.7E-06 6.4E-08  4.6E-08
2.0E-04 4.1E-06 1.8E-07 1.3E-07
4.7E-04 1.1E-05 5.9E-07 4.3E-07
1.3E-03 3.9E-05 2.6E-06 1.9E-06
5.0E-03 2.1E-04 2.1E-05 1.5E-05




Tabela 6.2: Erro absoluto para o Problema 1

h=0.2

MA5(0,0) MLs(0,) MAg(0,0) MLg(0, 25

2.3E-09 2.5E-09 3.4E-10 3.5E-10
8.2E-09 8.7E-09 1.3E-09 1.3E-09
2.4E-08 2.5E-08 4.0E-09 4.1E-09
6.9E-08 7.4E-08 1.3E-08 1.4E-08
2.3E-07 2.4E-07 4.9E-08 5.1E-08
9.2E-07 9.9E-07 2.4E-07 2.5E-07
5.5E-06 5.9E-06 1.9E-06 1.9E-06
6.8E-05 7.5E-05 3.2E-05 3.4E-05

h=0.1

MA5(0,0) MLs(0,) MAg(0,0) MLg(0, 1%

6.7E-11 7.3E-11 3.6E-12 5.5E-12
2.4E-10 2.5E-10 1.5E-11 1.8E-11
7.0E-10 7.4E-10 5.5E-11 6.0E-11
2.1E-09 2.2E-09 1.9E-10 2.0E-10
6.7E-09 7.1E-09 7.5E-10 7.8E-10
2.7E-08 2.9E-08 3.7E-09 3.8E-09
1.6E-07 1.7E-07 2.8E-08 2.9E-08
1.9E-06 2.0E-06 4.9E-07 5.1E-07




Tabela 6.3: Erro absoluto para o Problema 2

h=:0:2

r, Trapézio MAj3 ML;  MA4(2,0) ML4(0,3)

0.20 8.2E-01 4.3E-01 7.0E-02 5.5E-01 8.9E-03
0.40 6.7E-01 1.8E-01 4.9E-03 3.0E-01 7.9E-05
0.60 5.5E-01 7.7E-02 3.4E-04 1.7E-01 7.1E-07
0.80 4.5E-01 3.3E-02 2.4E-05 9.1E-02 6.3E-09
1.00 3.7E-01 1.4E-02 5.0E-02  5.6E-11

Trapézio MA4(2,0) ML4(0,3)

4.4E-01 9.1E-02  4.0E-04
2.0E-01 8.4E-03  1.6E-07
8.8E-02 7.6E-04  6.8E-11
3.9E-02 7.0E-05 6.2E-12
1.7E-02 6.4E-06  3.5E-12




Tabela 6.4: Erro absoluto para o Problema 2

h=02

Tn MA5(0,0) MLs(0,%) MAg(0,0) MLg(0, 8

2
*19

0.20 1.3E-01 6.3E-02 1.3E-01 6.5E-02
0.40 1.7E-02 4.0E-03 1.7E-02 4.3E-03
0.60 2.3E-03 2.5E-04 2.2E-03 2.8E-04
0.80 3.0E-04 1.6E-05 2.9E-04 1.8E-05
1.00 4.0E-05 9.9E-07 3.8E-05 1.2E-06

h =0.1

MAs(0,0) MLs(0,2) MAg(0,0) MLg(0, 22)

9.3E-04 2.7E-03 8.6E-04 2.9E-03
8.7TE-07 7.2E-06 7.4E-07 8.4E-06
8.1E-10 1.9E-08 6.3E-10 2.4E-08
7.6E-13 5.1E-11 5.4E-13 7.0E-11
7.0E-16 1.4E-13 4.7E-16 2.0E-13




Tabela 6.5: Erro absoluto para o Problema 3

z, Trapézio MA; MA4(2,0) ML4(0,3)

1.00 6.2E-04 5.7E-05 2.8E-06 9.8E-06
1.50 5.5E-04 5.0E-05 2.1E-06 7.1E-06
2.00 3.4E-04 3.1E-05 1.2E-06  3.9E-06
2.50 1.8E-04 1.7E-05 5.8E-07 1.9E-06
3.00 8.8E-05 8.1E-06 2.7TE-07  8.7TE-07

Trapézio MA4(2,0) ML4(0, 3)

1.6E-04 24E-07  8.1E-07
1.4E-04 1.8E-07  5.8E-07
8.5E-05 1.0E-07  3.1E-07
4.5E-05 49E-08  1.5E-07
2.2E-05 2.2E-08  6.9E-08




Tabela 6.6: Erro absoluto para o Problema 3

h=0.1

z, MA;5(0,0) MLs(0,2) MAg(0,0) MLg(0, 2%

1.00 1.6E-06 1.6E-06 1.2E-06 1.3E-06
1.50 1.2E-06 1.2E-06 1.2E-06 1.2E-06
2.00 6.3E-07 6.4E-07 7.6E-07 8.0E-07
2.50 3.1E-07 3.1E-07 4.1E-07 4.3E-07
3.00 14E-07 1.4E-07 2.0E-07 2.1E-07

h =0.05

MA;(0,0) MLs(0,%) MAg(0,0) MLg(0, 155)

7.4E-08 7.4E-08 5.0E-09 4.5E-09
5.1E-08 5.2E-08 7.2E-10 3.4E-10
2.7E-08 2.8E-08 3.9E-10 6.1E-10
1.3E-08 1.3E-08 4.1E-10 5.2E-10
6.0E-09 6.0E-09 2.5E-10 3.1E-10




Tabela 6.7: Erro absoluto para o Problema 4

h=0.1

z, Trapézio MA; MLs  MA4(2,0) ML4(0,1)

1.8E-02 1.2E-02 6.0E-03 2.1E-03 1.3E-03
3.7E-04 3.0E-04 1.6E-04 8.2E-05 3.8E-05
4.2E-05 6.9E-06 1.2E-05 4.0E-06 6.4E-06
3.1E-06 1.3E-06 1.4E-05 2.2E-06 6.7E-06
24E-05 1.4E-06 1.0E-05 24E-06 5.5E-06
1.7E-05 1.6E-06 6.3E-06 2.6E-06 4.1E-06
9.1E-06 1.7E-06 2.3E-06 2.8E-06 2.6E-06
8.7E-07 1.7E-06 1.9E-06 2.8E-06 9.2E-07
74E-06 1.7E-06 6.0E-06 2.7E-06 7.8E-07
1.5E-05 1.6E-06 9.9E-06 2.5E-06 2.5E-06

Trapézio MA4(2,0) ML4(0, 3)

6.0E-03 1.1E-04  1.1E-04
1.9E-04 4.0E-06  3.2E-06
1.3E-05 2.1E-07  5.1E-07
7.7E-06 1.3E-07  5.4E-07
6.1E-06 1.5E-07  4.5E-07
4.3E-06 1.6E-07  3.4E-07
2.3E-06 1.7TE-07  2.2E-07
2.2E-07 1.7TE-07  8.4E-08
1.9E-06 1.7E-07  5.3E-08
3.9E-06 1.6E-07 1.9E-07




Tabela 6.8: Erro absoluto para o Problema 4

In

MA;5(0,0) MLs(0, %

h=0.1

MAg(0,0) MLg(0, £&

173

0.20
0.40
0.60
0.80
1.00
1.20
1.40
1.60
1.80
2.00

7.0E-05
2.4E-06
1.0E-07
1.6E-07
1.4E-07
1.2E-07
9.1E-08
5.9E-08
2.4E-08
1.1E-08

2.8E-04
1.0E-05
3.1E-07
8.3E-08
1.3E-07
1.7E-07
2.1E-07
2.4E-07
2.6E-07
2.7E-07

8.4E-05
2.9E-06
1.1E-07
1.8E-07
1.6E-07
1.3E-07
1.0E-07
6.4E-08
2.5E-08
1.5E-08

3.1E-04
1.2E-05
3.5E-07
9.2E-08
1.4E-07
1.9E-07
2.3E-07
2.6E-07
2.9E-07
3.0E-07

h = 0.05

MA5(0,0) MLs(0,%) MAg(0,0) MLg(0, 15

2.7E-06
9.3E-08
3.3E-09
5.6E-09
5.1E-09
4.3E-09
3.4E-09
2.3E-09
1.1E-09
1.2E-10

9.0E-06
3.3E-07
9.5E-09
2.6E-09
4.1E-09
5.7E-09
7.1E-09
8.2E-09
9.0E-09
9.4E-09

3.6E-06
1.3E-07
4.0E-09
7.1E-09
6.5E-09
5.5E-09
4.2E-09
2.8E-09
1.3E-09
2.6E-10

1.1E-05
4.2E-07
1.2E-08
3.2E-09
5.2E-09
7.2E-09
9.0E-09
1.0E-08
1.1E-08
1.2E-08
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Tabela 6.9: Erro absoluto para o Problema 5

r, Trapézio  MAj MA4(2,0) ML4(0,1)

4.4E+02 23E+02 8.5E4+01 9.8E+01 2.2E+401
1.8E402 4.9E401 6.1E4+00 1.1E4+01 1.9E-01
7.9E+4+01 1.1E4+01 4.8E-01 1.1E400 4.0E-03
3.4E+01 24E400 3.8E-02 1.2E-01 5.5E-05
1.4E401 5.3E-01 3.0E-03 1.2E-02 8.9E-07
6.2E400 1.2E-01 2.3E-04 1.3E-03 1.3E-08
2.7TE400 2.6E-02 1.8E-05 1.4E-04 2.1E-10
1.1IE400 5.7E-03 14E-06 14E-05 3.2E-12

h =0.25

Trapézio MA; MLj MA4(2,0) ML4(0,3)

5.6E4+00 6.7E4+00 4.7E4+00 2.8E+00 1.3E+400
1.1E-01 4.5E-02 4.1E-02 4.6E-02 1.6E-02
1.6E-03 3.1E-04 3.0E-04 5.7E-04 1.5E-04
2.1E-05 2.1E-06 2.0E-06 6.3E-06 1.2E-06
2.7TE-07 1.4E-08 1.4E-08 6.6E-08 9.2E-09
3.4E-09 94E-11 9.6E-11 6.7E-10  6.8E-11
4.3E-11 6.3E-13 3.0E-12 6.6E-12 4.9E-13
5.4E-13 4.2E-15 2.6E-12 6.5E-14  3.5E-15




Tabela 6.10: Erro absoluto para o Problema 5

h=10.5

z, MA5(0,0) MLs(0,2) MAg(0,0) MLe(0, 2

2.50 2.3E-01 1.9E+401 7.6E-01 2.0E+401
3.00 3.2E-03 6.0E-01 1.1E-02 6.5E-01
3.50 3.3E-05 1.6E-02 1.2E-04 1.8E-02
4.00 3.0E-07 4.2E-04 1.1E-06 4.9E-04
4.50 2.5E-09 1.1E-05 9.8E-09 1.3E-05
5.00 2.1E-11 2.7E-07 8.4E-11 3.4E-07
5.50 1.7E-13 6.9E-09 7.0E-13 9.1E-09
6.00 1.3E-15 1.7E-10 5.7E-15 2.4E-10

h=0.25

MA5(0,0) MLs(O,T%) MAg(0,0) MLS(O,%)

8.8E-02 4.0E-01 1.1E-01 4.4E-01
1.2E-03 5.6E-03 1.4E-03 6.2E-03
1.2E-05 5.8E-05 1.5E-05 6.4E-05
1.1E-07 5.4E-07 1.3E-07 6.0E-07
9.3E-10 4.7E-09 1.1E-09 5.2E-09
7.6E-12 3.9E-11 9.1E-12 4.4E-11
6.0E-14 3.2E-13 7.2E-14 3.5E-13
4.6E-16 2.5E-15 5.6E-16 2.8E-15




Tabela 6.11: Erro absoluto para o Problema 6

Trapézio MA;

7.6E-01 1.1E400 3.9E-01
3.0E-01 4.6E-01 7.8E-02
1.3E-01 1.8E-01 1.7E-02
4.6E-02 8.0E-02 3.0E-03

Trapézio ML3

5.9E-04 4.8E-04 1.4E-04 1.5E-04 8.1E-05 1.0E-04
5.6E-04 8.3E-04 2.6E-05 4.0E-05 9.0E-06 1.4E-05

Trapézio MAj;

5.4E-03 7.9E-03 2.7E-03
1.9E-04 5.7E-05 4.0E-05
1.3E-04 2.0E-04 4.3E-06
1.4E-04 2.1E-04 5.1E-06




Tabela 6.12: Erro absoluto para o Problema 6

h =0.25

ML4(0, ) MA5(0,0) MLs(0, &)

3.9E-02 5.8E-02 1.1E-03 1.7E-03 3.0E-02 4.5E-02
1.6E-04 2.5E-04 2.0E-05 3.0E-05 1.0E-03 1.5E-03
9.7E-06 3.5E-07 2.9E-07 3.6E-07 2.8E-05 4.2E-05
4.9E-06 7.4E-06 3.2E-08 3.8E-08 8.2E-07 9.7E-07

h=0.1

MA4(2,0) ML,4(0,1) MA5(0,0) ML;(0, 5

3.1E-05 4.6E-05 1.8E-05 2.7E-05 9.7E-07 1.5E-06 3.8E-06 5.7E-06
9.8E-08 1.3E-07 1.4E-07 2.0E-07 4.5E-10 2.3E-10 1.5E-09 4.9E-10

h = 0.05

ML4(0,1) MA;(0,0) MLs(0, 2

8.9E-05 1.3E-04 2.1E-06 3.2E-06 7.1E-06 1.1E-05
1.5E-06 2.3E-06 3.7E-08 5.6E-08 1.2E-07 1.8E-07
2.8E-08 1.8E-08 4.9E-10 7.1E-10 1.6E-09 2.3E-09
8.7TE-09 1.2E-08 1.5E-11 6.0E-12 4.7E-11 1.5E-11




Tabela 6.13: Erro absoluto para o Problema 6

h =0.25

MA(0,0) MLg(0, 155)

2.0E-03 3.0E-03 4.0E-02 4.0E-02
3.7E-05 5.4E-05 1.6E-03 1.6E-03
7.4E-07 3.9E-07 6.7E-05 6.6E-05
2.6E-07 3.7TE-07 3.0E-06 2.3E-06

h=0.1

MAg(0,0) MLg(0, 15

1.2E-06 1.8E-06 4.3E-06 6.5E-06
8.2E-11 6.6E-10 1.2E-10 2.1E-09

MLg(0, %)

9.2E-06 1.4E-05
1.6E-07 2.4E-07
2.1E-09 3.1E-09
2.6E-11 5.8E-11




Tabela 6.14: Erro absoluto para o Problema 7

h=0.25

Trapézio MA3

1.1E-01 1.1E-01 8.7E-03 9.1E-03
1.1E-02 1.4E-02 7.6E-05 2.4E-04
6.4E-04 2.2E-03 8.5E-05 8.7E-05
2.2E-04 5.4E-04 4.2E-05 4.2E-05

Trapézio ML3

1.00 3.1E-04 3.1E-04 1.5E-05 5.0E-06
2.00 2.3E-04 2.3E-04 1.1E-05 3.7E-06
3.00 1.2E-04 1.2E-04 5.9E-06 2.0E-06
4.00 6.1E-05 6.1E-05 2.9E-06 9.9E-07

h =0.05

Trapézio MA;

7.7E-05 7.7E-05 1.9E-06 1.9E-06
5.6E-05 5.6E-05 1.4E-06 1.4E-06
3.1E-05 3.1E-05 7.6E-07 7.6E-07
1.5E-05 1.5E-05 3.7E-07 3.7E-07




Tabela 6.15: Erro absoluto para o Problema 7

h =0.25

MA4(2,0) ML,4(0,1) MA5(0,0) ML;(0, %)

1.8E-03 1.8E-03 2.4E-06 3.0E-06 2.4E-08 7.1E-09 2.3E-06 2.2E-06
4.6E-06 1.7E-06 2.0E-06 2.0E-06 1.2E-08 1.2E-08 3.5E-08 3.5E-08
8.2E-07 8.1E-07 1.1E-06 1.1E-06 6.4E-09 6.4E-09 1.9E-08 1.9E-08
4.0E-07 4.0E-07 5.4E-07 5.4E-07 3.1E-09 3.1E-09 9.6E-09 9.5E-09

h=0.1

MA4(2,0) ML4(0, 1) MAs(0,0)

5.1E-08 5.1E-08 7.4E-08 T7.4E-08 1.7E-10 1.7E-10
3.8E-08 3.8E-08 5.4E-08 5.4E-08 1.2E-10 1.2E-10
2.1E-08 2.1E-08 3.0E-08 3.0E-08 6.8E-11 6.7E-11
1.0E-08 1.0E-08 1.5E-08 1.5E-08 3.3E-11 3.3E-11

MA4(2,0) 1 MAs5(0,0)

3.2E-09 3.2E-09 5.3E-12 5.3E-12
2.3E-09 2.3E-09 3.8E-12 4.0E-12
1.3E-09 1.3E-09 2.1E-12 2.2E-12
6.4E-10 6.4E-10 1.1E-12 1.1E-12
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Tabela 6.16: Erro absoluto para o Problema 7

h=0.1

MAg(0,0) MLg(0, 155

1.5E-10 1.4E-10 4.2E-10 4.2E-10
1.1E-10 1.1E-10 3.2E-10 3.2E-10
5.9E-11 5.9E-11 1.8E-10 1.7E-10
2.8E-11 2.8E-11 8.0E-11 8.0E-11

h = 0.05

MAg(0,0) ML¢(0, 22

1.4E-12 19E-12 9.3E-12 2.4E-12
2.0E-12 5.5E-13 3.3E-11 2.6E-11
1.2E-12 6.5E-13 1.7E-11 4.4E-12
6.1E-13 4.1E-13 8.2E-12 2.2E-13




6.4 Consideracoes Finais

Comparando os resultados apresentados nas tabelas da secdo anterior,
podemos constatar que, no Problema 1, uma equagao diferencial nao stiff é resolvida
e o desempenho reflete as relativas ordens de convergéncia, tendo, de um modo geral,
os métodos de ordem maior um desempenho melhor que os de menor ordem. No
entanto, para o Problema 2, podemos observar a importiancia de usar um método
L —estavel para resolver problemas stiff, apresentando, estes, um desempenho supe-
rior aos métodos A—estdveis. Ja para os Problemas 3, 4 e 5, que sao todos equagoes
diferenciais stiff, e para os Problemas 6 e 7, que sdo sistemas stiff, o desempenho
relativo de todos os métodos estudados esta entre os extremos obtidos para os Pro-

blemas 1 e 2.

Ressaltemos, em particular, os Problemas 2 e 5, onde podemos observar
que a ordem de convergéncia dos métodos nao é mantida, chegando a parecer absurdo
o ganho de precisao observado nas Tabelas 6.3, 6.4, 6.9 e 6.10. Acreditamos que esse
comportamento diferente se deve ao fato de que estamos trabalhando com problemas
do tipo stiff. Nao foi feita uma andlise mais detalhada sobre esse fenémeno, pois
tivemos como interesse maior nesse trabalho apenas observar o desempenho dos

métodos.




Capitulo 7

Conclusao

Nos capitulos anteriores desta dissertagdo, procuramos introduzir uma
classe de métodos estendidos, tendo como ob jetivo principal, contornar a barreira da
ordem imposta pela A—estabilidade sobre métodos lineares de passo miltiplo, apre-

sentando particulares métodos de ordens p = 3,4,5e 6 que sao A— e/ou L—estdveis.

Conforme pode ser constatado através dos resultados no capitulo 2, con-
truimos um método estendido de passo um de terceira ordem A—estdvel pelo aco-
plamento de dois métodos lineares de passo miiltiplo, o qual foi denominado por

Usmani e Agarwal [15] de Regra Trapezoidal Estendida.

Através de uma andlise da ordem de convergéncia da forma geral dos
métodos de ordem 3, mostramos que o erro de truncamento local da férmula se-
cunddria nao necessitava ser 7,41(h) = O(h*), bastava ser da ordem de h®. Assim,
encontramos uma familia de um parametro de métodos estendidos de terceira or-
dem, e um valor para esse parametro livre é escolhido para obtermos um particular

método L—estavel.

Em certos aspectos, a equagao principal da forma geral desses métodos
de terceira ordem possui uma certa semelhanga com a férmula de diferenciagao
retroativa estendida proposta por Cash [3], apresentando-se esta como uma outra

linha de pesquisa nesse seguimento de métodos que necessitam buscar informagoes
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nos pontos imediatamente posteriores ao ponto de integragdo, sendo os detalhes

computacionais um tanto quanto diferentes.

Na tentativa de obter métodos de passo um e quarta ordem Kondrat
e Jacques [10] apresentam métodos de passo dois, alegando que métodos de passo
um nao podem ser obtidos, uma vez que hd um ndimero insuficiente de parimetros
para possibilitar que os coeficientes apropriados, na expansiao de Taylor, sejam eli-
minados. No entanto, no capitulo 3, conseguimos uma familia de dois pardmetros
de métodos de quarta ordem, onde trabalhamos com os erros de truncamento das
férmulas secundérias T,41.2(h), Tay1.3(h) = O(h®), e apresentamos subfamilias de

métodos A— e L—estdveis.

Estendendo as idéias dos capitulos 2 e 3, introduzimos, no capitulo 4,

uma generalizagao dessa classe de métodos estendidos de passo um, onde, impondo

que os erros de truncamento fossem t,41(h) = O(hP¥!), 7,41,;(R) = O(RP71) e

Tht1(h) = O(hP*1), concluimos que a ordem maxima atingida por métodos dessa
classe é p = 5, e fornecemos subfamilias desses métodos de quinta ordem A— e

L —estaveis.

No capitulo 5, construimos, a partir da generalizagao apresentada no
capitulo 4, uma familia de dois pardmetros de métodos estendidos de passo um de
sexta ordem, desconsiderando a imposicao sobre os erros de truncamento local e
trabalhando com t,41(h) = O(A7), Thy1,j(R) = O(h*) e Trhy1(h) = O(R7), das quais

derivamos subfamilias de métodos A— e L—estaveis.

Possivelmente, seguindo esta linha de analise poderiamos obter métodos
de ordem p > 6, mas, para o propdsito de nosso trabalho, terminamos a andlise

nessa ordem.

Em Van Daele et al. [16], a classe de métodos estendidos de passo um
é reescrita na forma geral de um método de Runge-Kutta implicito de p estdgios e

métodos A— e L—estdveis de ordens p, para 2 < p < 7, sdo obtidos.

Finalmente, os resultados do capitulo 6 fornecem-nos uma avaliagao qua-

litativa de todos os métodos da classe dos métodos estendidos de passo um analisa-
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dos, comparando-os entre si e com a Regra Trapezoidal, com o objetivo de apenas

ilustrar o desempenho dessa classe frente a problemas stiff e nao stiff, e nao com o

intuito de tirarmos conclusées que possam ser consideradas como padrdes de com-

portamento desses métodos em relagao a outras classes.

Sobre os aspectos computacionais para os métodos propostos, observa-

mos que, se usarmos o processo iterativo

-1
yt = o+ b [aofn + 1 f(@art, ) + 3 0 f(@ns, 3

J=2

7-1
3L = Bioyn + Binyllh + b [vioSa + Vi1 f(@ner, tI) + 3 ik f@arrs o) |
k=2

o limitante sobre h, na pratica, restringe muito a aplicacdo dos métodos em equagdes

stiff com constante de Lipschitz grande. Sob essas circunstiancias, usamos em nosso

algoritmo o método de Newton, como sugerido em Liniger e Willoughby [13].

A experiéncia adquirida no desenvolvimento deste trabalho nos permite
considerar essa classe de métodos estendidos como uma opg¢do competitiva para

integracdo de problemas de valor inicial do tipo stiff.

Na implementacdao por nds realizada, trabalhamos os métodos com o
tamanho do passo h fixado. Uma outra linha de pesquisa seria trabalhar com um
algoritmo numérico para a integracao a passo variavel. As primeiras investigagoes
desses métodos estendidos na integragao a passo variavel sao encontradas em Van

Hecke et al. [17].
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Resumos do III Coléquio de Pés-Graduagdo e Pesquisa em Matematica Apli-

cada e Computacional e Il ERMAC, Sao José do Rio Preto-SP, 1998.

AVA
AVAVA

3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



AVA




