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Resumo

Neste trabalho consideramos o mapa padrdo descrito nas varidveis momento e angulo, a partir
do movimento de um rotor pulsado. Uma vez definido o modelo para o caso conservativo, cons-
truimos o espago de fase para analisar a dindmica do sistema. Observamos um mar cadtico ao
redor de ilhas periddicas e limitado por um conjunto de curvas invariantes spannig. Para carac-
terizar o caos, usamos os expoentes de Lyapunov. Estendemos os nossos estudos introduzindo
dissipa¢do no sistema. Dada a escolha dos parametros de controle, observamos que a estrutura
mista observada no sistema conservativo decai exponencialmente para atratores cadticos. Os
expoentes de Lyapunov foram usados para caracterizar os atratores cadticos. Introduzimos uma
funcdo de descontinuidade no sistema para investigar a raiz quadrada da varidvel acdo quadra-
tica média ao longo dos atratores caéticos. Uma lei de escala foi estabelecida e os expoentes de
escala sdo encontrados numericamente. Finalmente, discutimos uma abordagem analitica para

a varidvel acdo quadritica média no mapeamento padrio dissipativo descontinuo.

Palavras Chaves: Mapa Padrao, Fun¢ao de Descontinuidade, Expoentes Criticos, Lei de Es-
cala.



Abstract

In this work we consider the standard map described in the momentum and angle variables from
the movement of a kicked rotor. Once the model for the conservative case is defined, we build
the phase space to analyze the dynamics of the conservative system. We observe a chaotic sea
surrounding periodic islands and limited by a set of invariant spannig curves. To characterize
chaos we use the Lyapunov exponents. We extend our studies introducing dissipation in the
system. Given the chose of the control parameters we obseve that the mixed structure observed
in the conservative case decay exponentially for large chaotic attactors. The Lyapunov expo-
nents were used to characterize the chaotic attactors. We introduce a discontinuity function
in the system to investigate the root mean square of the quadratic action variable along of the
chaotic attractors. A scaling law was established and the scaling exponents are found nume-
rically. Finally a analytical approach for the quadratic mean action variable in the dissipative

discontinuous standard mapping is discussed.

Key Words: Standard Map, Discontinuous Function, Critical Exponents, Scaling Law.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas dinamicos vem despertando o interesse de varios autores nas
ultimas décadas. Trabalhos com esse tipo de sistema comecgaram a ter um maior destaque apos
o matematico francés Henri Poincaré, no final do século XVIII e inicio do XIX, demostrar a
estabilidade do movimento dos corpos do Sistema Solar [1, 2, 3]. O sistema de trés corpos
estudado, mostrou movimentos complexos e instaveis [4, 5].

Em 1961, Edward Lorenz, meteorologista americano, descobre acidentalmente
as consequéncias do caos deterministico. Lozenz trabalhava em uma 4rea cujas equacgdes que
descreviam a atmosfera eram ndo lineares. Para resolver o problema do tempo computacional
que inicialmente demorava muitas horas, ele recomecou a evolucao de um ponto intermedidrio
da antiga solugdo, entretanto os dados fornecidos por ele tinham trés casas decimais, mas 0s
valores computacionais tinham seis casas [1]. Com essa pequena mudanga, os valores obtidos
com os dados com poucas casas decimais ocasionaram em resultados completamente diferentes
dos resultados obtidos com os nimeros completos.

Com o desenvolvimento computacional, as simulacdes numéricas ficaram mais aces-
siveis, e investigar detalhadamente as dinamicas de sistemas ndo lineares ficou mais aborddvel.
Logo, os mapeamentos discretos acabaram se tornando cada vez mais possiveis. A técnica de
resolver problemas por meio de seguidas auto realimentagdes, isto €, necessitando inicialmente
apenas de um par de condic¢des iniciais, sdo conhecidas como mapas [1]. Tais mapeamentos sao
parametrizados utilizando parametros de controle que desempenham um papel fundamental na
evolucdo de um sistema, de modo que, podemos observar a ocorréncia de caos, sensibilidade
as condig¢des iniciais e estabilidade. O comportamento cadtico segue algumas caracteristicas
como: a imprevisibilidade, o comportamento aperiddico e ndo variancia de escala [6].

Um dos mapeamentos mais estudados na literatura é o mapa Taylor-Chirikov [7, 8],
também conhecido como mapa padrdo. Esse mapeamento pode ser descrito pelas varidveis
acdo e angulo e por um parametro k que controla a ndo linearidade do sistema. Esse mapa pode
descrever o comportamento de alguns sistemas fisicos, tais como: do movimento de um rotor
pulsado ou do movimento do péndulo simples, ambos com pulsos periddicos.

O espaco de fase, isto €, o conjunto de todos os estados possiveis do sistema [9], que
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ilustra o comportamento do sistema dindmico, pode apresentar uma estrutura mista composta
por um mar de caos envolta de ilhas periddicas e limitado por curvas invariantes spanning [9].
IThas periddicas sdo estruturas que se repetem periodicamente e as curvas invariantes sao as
curvas que limitam o tamanho do mar de caos no espaco de fase.

No mapa padrio, a escolha do pardmetro k, determina no espaco de fase a transicao
de caos local, caos confinado por curvas invariantes do tipo spanning, para caos global, quando
ndo se observa mais as curas invariantes spanning € uma particula na regiao de caos difunde-se
sem limites [9], essa transicdo pode ser observada ap6s o valor de k£ = 0,9716.... Um estudo
detalhado das propriedades dinamicas no mapa padrdo sera feita no Capitulo 2.

Uma consequéncia imediata observada ao introduzir dissipacdo em um sistema € que
a dindmica do modelo € drasticamente afetada. De certa forma, podemos dizer que dissipagcdo
implica que a drea do espago de fase nao € conservada sob o tempo de evolucdo. Existem varias
maneiras de introduzir dissipagdo em um sistema [10, 11, 12, 13], todavia uma delas pode
ser feita introduzindo for¢cas de amortecimento, como o movimento relativo de uma particula
dentro de um fluido com um gés [10, 14]. Neste caso, o sistema ndo conserva area ou volume
no espaco de fase e a estrutura mista vista no espaco de fase do mapa conservativo € destruida.
Nesse momento € possivel observar diferentes comportamentos a medida que o parametro de
amortecimento € variado.

Dentre esses conportamentos temos, o efeitos de transiente que consiste no tempo
que a particula fica vagando até atingir o equilibrio [15], pontos fixos atrativos que sdo ponto de
equilibrio estdvel [13, 16], érbitas periddicas que sd@o o conjunto de todos os pontos percorrido
pelo sistema no espaco de fase [14] e atratores cadticos. Atratores cadticos sdo atratores que
tém dependéncia sensitiva as condi¢des iniciais. Atrator € um conjunto invariante para o qual
Orbitas proximas convergem depois de um longo tempo. [2, 6, 17, 18].

A proposta deste trabalho € investigar algumas propriedades dinAmicas considerando
o mapa padrdo. Definido o mapeamento, o nosso foco serd construir o espaco de fase para
analisar o comportamento do sistema dinamico considerando valores diferentes dos parametros
de controle k e vy, onde k € um parametro de ndo linearidade e v é um parametro de dissipagdo.
Se v = 0 recuperamos o modelo conservativo, para v # 0 temos o modelo dissipativo.
No Capitulo 2, estudamos as propriedades dinamicas para o mapa padrio conservativo
e dissipativo. Inicialmente obteremos as equagdes para o mapa padrdo conservativo, a partir da
Hamiltoniana para o problema do Rotor Pulsado. Para o problema conservativo, construimos
o espaco de fase e depois determinamos os expoentes de Lyapunov para caracterizar o caos.
Posteriormente estudamos o caso dissipativo, construimos o espaco de fase, e determinamos os
expoentes de Lyapunov. Mostramos também para o caso dissipativo que as estruturas mistas
vistas no espaco de fase do modelo conservativo, quando adicionado dissipa¢do, decaem em
atratores cadticos, dependendo da escolha dos parametros de controle.
No capitulo 3, estudamos o mapa padrdo dissipativo descontinuo. Iniciamos

com o espago de fase, depois calculamos sua matriz Jacobiana, determinamos os expoentes
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de Lyapunov, e mostramos o decaimento das estruturas mistas em um atrator cadtico. Ainda
nesse capitulo, iremos calcular numericamente os expoentes criticos. Os expoentes criticos sao
aqueles que definem uma classe de universalidade do mapa padrdo dissipativo descontinuo.
Iremos também propor algumas hipéteses de escala, na tentativa de colapsar todas as curvas da
raiz quadrada da média (/r)s5) em uma Unica curva universal. Esse colpso serdo comprovados,
tanto analitica como numericamente.

Para complementar nossos estudos, no Capitulo 4, encontramos os valores dos
expoentes criticos analiticamente. Finalmente, no Capitulo 5 apresentamos as consideracdes

finais e as perspectivas de continuidade.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Estudamos nesse trabalho algumas propriedades do mapa padrdo. Foi considerado trés
situacoes diferentes, o caso conservativo, o caso dissipativo e o caso dissipativo descontinuo.
Inicialmente, foi feita uma revisdo dos calculos para encontrar as equagdes do mapa
padrdo conservativo. A partir da Hamiltoniana do sistema do Rotor Pulsado, discretizamos e
resolvemos as equacdes de movimento, assim encontramos as equagdes que descrevem o mapa
padrdao conservativo. A partir destas equagdes obtivemos os casos dissipativo e dissipativo
descontinuo.

Para todos os mapas foram calculados os expoentes de Lyapunov. Em todas as
situagdes encontramos expoentes possitivos, podendo assim, caracterizar o caos para todos os
Ccasos.

Para o mapa padrao dissipativo e dissipativo descontinuo mostramos analiticamente
e numericamente, que as estruturas vistas no modelo conservativo sdo destruidas e decaem
exponencialmente para atratores cadticos com expoente de decaimento dado por —+.

Aprofundamos nossos estudos no mapa padrao dissipativo descontinuo, estudando a
raiz quadrada da média da varidvel acdo, /r)ss, a0 longo dos atratores cadticos. Conseguimos
encontar as curvas para [g)sg, analitica e numericamente, conseguindo uma boa sobreposi¢cao
dessas curvas, possibilitando assim, a uma boa aproximacdo do estudo fenomenolégico com o
estudo numérico.

Com o estudo de Ig)/s, foi possivel encontrar os expoentes criticos que sao, o
expoente de aceleracdo 3, os expoentes de saturacdo o e ap, € 0s expoentes dinAmicos z; € 2.

Os expoentes criticos foram encontrados tanto numericamente quanto analiticamente,
obtendo resultados semelhantes para ambos os casos, que podem ser visto na tabela a seguir:

Estes expoentes sdo os mesmos encontrados na literatura para o modelo de bouncer
[18, 23, 24]. Além disso, a fun¢do de descontinuidade ndo interfere nos expoentes criticos
obtidos para o mapa padrao dissipativo [1]. Também foi observado um colapso universal de

todas as curvas das médias da varidvel acdo, validando assim as hipéteses de escala que foram

50
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Tabela 5.1: Comparagdes entre os valores analiticos e numéricos dos expoentes criticos

expoente de aceleragdo

expoente de saturagio

expoente dindmicos

analitico B8 =0,5(8) a;=1,0eay =-0,5 z1=0ezy=—1
numérico B =0,498(8) a1 =1,002(1) e ag = —0,4969(3) | 21 = —0,01(1) e 2o = —0,9939(7)
propostas.

Nossas perspectivas para a continuacao desse trabalho é investigar o espago de

parametros a partir do cdlculo dos expoentes de Lyapunov e dos pontos fixos para o mapa

padrdo dissipativo descontinuo. Esse estudo tem o intuito de investigar as estruturas de auto

singularidade.
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