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Resumo

Um grupo G se decompde sobre um subgrupo S se GG é um produto livre com
subgrupo amalgamado S ou uma extensao HNN. Neste trabalho, propusemo-nos a
relacionar, sob alguns aspectos, decomposicao de grupos e invariantes ends. Mais
precisamente, demonstramos os teoremas da forma normal para produtos livres com
subgrupo amalgamado e extensoes HNN e apresentamos alguns resultados relativos
a teoria de grafos, ends de grupos e pares de grupos, finalizando com a prova de
um teorema de Kropholler e Roller, sobre decomposicao de grupos, envolvendo a

obstrucao sing.

Palavras chave: Produtos livres com subgrupo amalgamado, extensao HNN, grafos,

decomposi¢ao de grupos, ends.



Abstract

A group G splits over a subgroup S if GG is a free product with amalgamated
subgroup S or an HNN extension. In this work, we are concerned in relating, under
some aspects, splittings of groups and invariants ends. More precisely, we prove
the theorems normal forms for free products with amalgamated subgroup and HNN
extensions and we present some results related with the theory of graphs, ends of
groups and pairs of groups, concluding with the proof of a theorem by Kropholler

and Roller, on decomposition of groups, involving the obstruction sing.

Key words: Free products with amalgamated subgroup, HNN extension, graphs,

splittings of groups, ends.



Introducao

Grupos que se decompoem sobre um subgrupo surgem naturalmente, por
exemplo, quando calculamos, através do Teorema de Van Kampen, o grupo funda-
mental das superficies compactas. Estes grupos também surgem na teoria de grafos.
Dizemos que um grupo G se decompoe sobre um subgrupo C', se G é um produto
livre com subgrupo amalgamado C, isto é, G = A *xc B com A # C # B ou G é
uma extensao HNN, G = Ax¢.

Intimamente relacionada com a teoria de decomposicao de grupos esta a teoria de
ends de grupos e pares de grupos. O primeiro resultado de decomposicao de grupos
(sobre um subgrupo finito), envolvendo a teoria classica de ends de um grupo, foi
dado por Stallings:

Se um grupo G se decompoe sobre um subgrupo finito entio e(G) > 2, onde
e(G) indica o nimero de ends de G. Reciprocamente, se G € finitamente gerado e
e(G) > 2 entao G se decompoe sobre um subgrupo finito.

Como para todo grupo G pode-se mostrar que e(G) = 0, 1, 2 ou 0o, com e(G) =0
se, e 80 se, GG é finito, e para e(G) > 2, ja temos o resultado anterior (de Stallings),
é interessante analisar entao decomposicao de grupos para grupos G satisfazendo
e(G) = 1. Agora, se G é um grupo de dualidade de dimensao n (D™-grupo), n > 1
pode-se mostrar que e(G) = 1, assim é interessante estudar o problema de decom-
posicao de grupos nessas condicoes.

De fato estaremos interessados em analisar quando um grupo G se decompoe
sobre um subgrupo S, ou melhor sobre um subgrupo comensuravel a S, no caso em

que G é um PD"-grupo (grupo de dualidade de Poincaré de dimensao n) e S um
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P D" '-subgrupo.

Uma resposta neste sentido é dada por Kropholler e Roller, (em [12]), em ter-
mos de uma obstrugao sing (supondo H'(G,FsG) =~ 7Z, ou equivalentemente,
é(G, S) = 2). O principal resultado apresentado por Kropholler e Roller envolvendo
essa obstrucao é:

Se G é um PD"-grupo e S é um PD" ‘-subgrupo, entio G se decompoe sobre
um subgrupo comensurdvel a S se, e somente se, singgS = 0.

Nosso objetivo neste trabalho é provar os teoremas das formas normais para
produtos livres amalgamados e extensoes HNN (que sdo muito tteis no estudo de
decomposi¢ao de grupos uma vez que eles nos dao a forma/expressao dos elemen-
tos desses grupos), explorar um pouco a relagao existente entre decomposigao de
grupos e grafos, mais precisamente entre decomposicao de grupos e agao de gru-
pos em arvores, apresentar alguns resultados relativos a decomposicao de grupos e
invariantes ends, com destaque para o Teorema de Stallings: Se G € finitamente
gerado entao G se decompoe sobre um subgrupo finito se, e somente se, e(G) > 2,
(Teoremas 4.1.3 e 4.1.4), onde ¢(G) indica o nimero de ends de um grupo G e, final-
mente, provar uma das implicacoes do resultado de Kropholler e Roller, a saber: Se
G é um PD"™-grupo, S é um PD" '-subgrupo e G se decompoe sobre um subgrupo
comensurdvel a S entdo singsS = 0 (Teorema 4.3.2).

A seguir relatamos o objetivo de cada um dos capitulos em que este trabalho
esta dividido.

No Capitulo 1, iniciamos abordando a questao da existéncia e unicidade de um
grupo livre sobre um conjunto X. Como pode-se observar, a existéncia é provada
a partir do conjunto de palavras (reduzidas) sobre X. A partir dai, obtemos que
todo grupo G pode ser representado em termos de geradores e relagoes. A seguir
estudamos a construcao dos produtos livres e a forma normal de seus elementos
e, utilizando a construgao anterior (do produto livre) analisamos os casos relativos
a decomposicao de grupos, a saber, produtos livres com subgrupos amalgamados e
extensoes HNN. Mais precisamente, definimos o push-out e provamos os teoremas

da forma normal para produtos livres amalgamados e extensoes HNN.
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No Capitulo 2, é feito um estudo a respeito de grafos e drvores, porém a
demonstracao de alguns resultados foram omitidas, uma vez que o objetivo central
deste capitulo é mostrar a relagao existente entre decomposicao de grupos (produtos
livres amalgamados e extensoes HNN) e acao de grupos sobre arvores, formalizadas
nos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2.

No Capitulo 3, temos como objetivo principal apresentar um breve estudo de
cohomologia de grupos uma vez que os invariantes ends a serem tratados neste tra-
balho, e que estao fortememte relacionados com decomposigao de grupos, podem ser
definidos usando uma linguagem cohomolégica. Também apresentamos o conceito
de grupos de dualidade que serao importantes no ultimo capitulo. Mais detalhada-
mente, introduzimos inicialmente os conceitos de RG-moddulos e Resolugoes de R
sobre RG, onde R é um anel comutativo com unidade e G um grupo denotado
multiplicativamente. Em seguida, definimos mddulos coinvariantes e invariantes
além dos modulos coinduzidos e induzidos para entao definirmos os n-ésimos gru-
pos de homologia e cohomologia do grupo G, com coeficientes no RG-mddulo M:

H,(G,M) = H,(F @rg M) e H*(G, M) = H"(Hompa(F, M)),
onde € : FF — R é uma resolucao projetiva de R sobre RG, além de darmos exemplos
de grupos de homologia e cohomologia para alguns grupos e RG-mddulos especificos.
Apresentamos ainda o Lema de Shapiro, que relaciona a (co)homologia de um grupo
G com a (co)homologia de seu subgrupo H, encerrando entao o capitulo, com um
estudo resumido de grupos de dualidade.

Finalmente, no Capitulo 4, abordamos os invariantes ends (o end classico e(G) e
o end do par ¢(G,S)), relacionando-os com decomposicao de grupos, com destaque
para o resultado de Stallings, que utiliza os conceitos introduzidos nos capitulos
anteriores. Destacamos ainda, a prova do Teorema 4.3.2, anteriormente citado, que
relaciona a obstrugao “sing” (e indiretamente, o invariante end é(G,S) definido
por Kropholler e Roller) com decomposi¢ao de grupos, nos valendo de resultados
referentes a grupos de dualidade, além dos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 que serao reescritos
no Teorema 4.3.1, englobando os casos para produtos livres amalgamados e extensoes

HNN.



Capitulo 1

Produtos Livres Amalgamados e

Extensoes HNN

Neste capitulo, abordaremos os conceitos de grupos livres, produtos livres, pro-
dutos livres amalgamados e extensoes HNN, que sao fundamentais no estudo de
decomposicao de grupos. Os Teoremas da Forma Normal para produtos livres amal-
gamados e extensoes HNN (Teoremas 1.4.2 e 2.2.3), sao de grande relevancia, uma
vez que serao necessarios na prova do teorema de Stallings para e(G) e no de Scott
para e(G, S) que serao enunciados no tltimo capitulo. As referéncias principais para

este capitulo sao [8] e [18].

1.1 Grupos Livres

Definicao 1.1.1 Sejam X um conjunto nao vazio, F' um grupo et : X — F uma
fungao. O par (F,i) é chamado livre sobre X se para quaisquer grupo H e fun¢ao
f: X — H existe um unico homomorfismo ¢ : F' — H com ¢poi= f.
XLF
N g
H

Exemplo 1.1.1 Se F' é o grupo ciclico infinito gerado por a, entao para qualquer

15
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conjunto unitario {z}, considerando i : X — F tal que i(x) = a (gerador do grupo),

temos (F,1) livre sobre X.

Observacao 1.1.1 O grupo trivial é considerado como um grupo livre sobre o con-

Junto vazio.

Proposigao 1.1.1 Sejam (Fy,i1) e (Fy,i2) livres sobre X. Entdo existe um iso-
morfismo ¢ : Fy — Iy tal que ¢ o i1 = iy, isto €, o grupo livre € unico, a menos de

1somorfismo.

Demonstracao: Como (F},i;) é livre sobre X, existe um homomorfismo ¢ :
Fy — F, com ¢ oy = iy. Por outro lado, como (F3,iy) é livre sobre X, existe um
homomorfismo ¢ : F, — F; com 1) oiy = 47. Entao ¢y o ¢ oty = i; = idp 04y, onde
tdp, indica a aplicacao identidade em Fj. Pela propriedade da unicidade, temos

1 o ¢ =idp,. Analogamente, ¢ oY) = idp,; entao ¢ é um isomorfismo. |

Proposicao 1.1.2 Seja (F,i) livre sobre X. Temos que:
(i) Se existe um grupo G e uma fun¢ao injetiva f : X — G entao i € injetiva.

(ii) p(X), o conjunto das partes de X é um grupo com a diferenca simétrica, e
x— {x} € injetiva.
(iii) i ¢ injetiva. m
Demonstragao: (i) Suponhamos que exista G' (grupo) tal que f: X — G seja
injetiva. Como F' ¢ livre sobre X, para f : X — G, existe ¢ : F' — G tal que
¢oi = f. Mas, f injetiva implica 7 injetiva. E f4cil verificar (77). Finalmente,
segue da proposicao anterior que se F' é livre sobre X, podemos considerar X como

um subconjunto de F. Assim, (iii) segue de (i) e (i), considerando G = p(X) e

f: X —pX), z— {z}. [

Estamos interessados agora em responder se dado um conjunto X, existe um
grupo F' e uma aplicacao i : X — F' (que pode ser a inclusao) tal que (F,1) é livre

sobre X.
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Seja X um conjunto qualquer nao vazio. Denotemos por M (X) o conjunto
de todas seqiiéncias (x;,...,7;,), (n > 0) de elementos de X (o caso n = 0
corresponde a seqiiéncia vazia e os elementos x;; nao sao necessariamente distin-
tos). Podemos definir uma multiplicagdo sobre M(X) por justaposigao, isto é,
(@iyy ooy i) Ty oo ) = (T oo Ty Ty e o5 T4 ).

Esta multiplicagdo é obviamente associativa com um elemento identidade (ou
neutro) como sendo a seqiiéncia vazia, que vamos denotar por 1 ou (). Também a
aplicacao X — M (X); z — (x) é obviamente injetiva, e se identificarmos (z) com z,
todo elemento de M (X) pode ser unicamente escrito como um produto x;, ... x;, .
M(X) é chamado de mondide livre sobre X.

Seja X um conjunto com X N X = () e tal que existe uma bijecio ¢ : X — X;

! (e z por z'). Podemos considerar agora

x +— @(x).Vamos denotar ¢(z) por z~
os elementos de M (X U X), tais elementos siao chamados palavras em X. Se u €
MXUX)eu=uy;..... Yi,, com y; € X U X, entdo n é chamado o comprimento
de u, e é denotado por | u | ou l(u), e os elementos y;, sdo chamados letras de u.

Uma palavra w = x;,°' ... z;, ", &, = £1 é chamada palavra reduzida se, para

1 <r <n-—1, temos 4,41 # i, OU iy = i, Mas €41 # —&,; a palavra vazia

¢ também dita reduzida. Seja w = xj' ... x;,*" uma palavra nao reduzida, isto &,

tal que 4,01 = i, e £,41 = —&,. dizemos que w’ é obtida de w por uma reducao
+ +

elementar se w' = x;,*" ... x;, Tt wy LT L x5, onde G =0y € €4 = —Ep.

Sobre M (X U X), considere a seguinte ralacdo w = w' se, e somente se, w = w'
ou existe uma seqiiéncia w = wy wy ... w, = w' tal que, para 1l < j < k—1, ou
w;41 € obtido de w; por uma redugao elementar, ou w; ¢ obtido de w;4; por uma
reducao elementar.

E facil ver que, se w = w', entdo u.w.v = u.w'.v para quaisquer u, v € M(XUX),
e se, além disso, u = v/, entdo u.w = v’ .w'. Segue que a multiplicacao em M (X U

_ . M(XUX .
X) induz uma multiplicagdo em F(X) := %, o conjunto das classes de
equivaléncia, e esta multiplicagao é associativa com um elemento identidade (neutro)
1 (a classe da sequéncia vazia). Ainda, F(X) é um grupo, uma vez que se w =

T, e w = a7 x, ¢ temos waw’ = 1. A inclusdo X € M(X U X)

n
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induz uma aplicacao (injetiva) i : X — F'(X); x — T (a classe da palavra reduzida),
MXUX
onde F(X) = %

é claramente gerado por i(X).

Teorema 1.1.1 Sejam (F(X), i) definidos como anteriormente. Entio (F(X),1) é

livre sobre X.

Demonstragao: Ja vimos que F'(X) construido como acima é um grupo. Seja
f X — G uma aplicacao. Claramente, esta aplicacao estende-se a uma aplicacao
M(XUX) — Gporx, ... x; " — f(zy) ... fz;,)" que preserva multiplicagao.

Note que se i,11 = i, €,41 = —€,, €ntao

flu) = foi)™ o flaa)™ = flaa)™ - f ()77 f(@,,) 7 )™ = (W),

onde v’ foi obtido de u por uma reducao elementar.
Portanto, esta aplicagdo induz um homomorfismo ¢ : F(X) — G, u — f(u),
onde u indica a classe de equivaléncia de u, que satisfaz obviamente ¢poi = f. Como

i(X) gera F(X), a aplicagao é tnica. [ |

Teorema 1.1.2 (Forma Normal para Grupos Livres) Seja (F,i) livre so-
M(XUX)

bre X. Pela Proposi¢ao 1.1.1, podemos supor F(X) = , como definido

anteriormente. Entao existe exatamente uma palavra reduzida em cada classe de

equivaléncia.

Demonstracao: E claro que toda classe de equivaléncia contém pelo menos
uma palavra reduzida.

A unicidade sera provada pelo Método de van der Waerden. Seja S o conjunto
de todas as seqiiéncias finitas (x;,°',...,2;,°"), n > 0, = x£1, 1 < r < n, e
G = B;;(S) o grupo das permutacoes de S.

Tome 2 € X U X. Entdo a aplicacdo que associa

(i, x, o) = (2%, 2,5t ...,y ©7), @ menos que x;, = T e .67 = 1,

€ € € € — J—
(o x, o) = (2,52, ), se my, = x ece; = 1,
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¢ obviamente uma permutacao (bijegao) de S, que ndés denotamos por f(z). Por-
tanto, temos uma aplicacio f : X UX — G; 2° +— f(2°). Notemos que f(z) o
f(z™) =id, assim, f(2°) = f(x)°. Tal aplicagao induz pelo fato de F(X) ser livre
sobre X, como ja foi justificado anteriormente, um homomorfismo ¢ : F'(X) — G,

M(XUX)

onde dado o € F(X) = ——, se a = Y1t ... y;5yj 159+ ...y, (com

y1%', . .., y,°" ndo necessariamente reduzida) definimos ¢(«) := f(y1)* 0. ..o f(y,)"".
Observemos que o fato de ¢ estar bem definida, isto é, independe do representante
escolhido para os elementos de F(X), segue do fato de que f(z)o f(z™') = id, pois,
por exemplo, se y5”.y515 = 1 entao f(y;)% o f(y;+1)¥+ = id.

Além disso, poi = f, pois dado = € X, ¢(i(z)) = ¢(T) = f(x).

Seja agora 3 € F(X) e w = x;,..... x;,°" uma palavra reduzida na classe de
3, isto 6, w = 3. E facil ver que se () € S é a seqiiencia vazia, entao ¢(8)( ) =
(W) ) = (x4, ...,2;,°"). Pela igualdade de seqiiéncias, segue que w é a tnica

palavra reduzida na classe § = w e é determinada por ¢(5)( ). [ |

Corolario 1.1.1 Nas condi¢oes do teorema anterior, temos que i : X — F(X) €

mjetiva.

Demonstragao: Se x,x; € X, com = # x1, entao x, x; dao origem a palavras

reduzidas distintas (também denotadas por x, x1). Assim, x # ;. |

Nés usualmente consideramos X como um subconjunto de F/(X') com i a inclusao.
Frequentemente, identificamos elementos de F'(X) com as palavras reduzidas corre-
spondentes.

Poderiamos definir F'(X) como o conjunto das palavras reduzidas com a multi-
plicacao induzida. Entretanto, ficaria confuso provar associatividade. Também, este
método confunde duas questoes importantes, a existéncia do grupo livre e a forma
normal de seus elementos. Normalmente, em questoes algébricas, é facil provar a
existéncia de um objeto livre, mas extremamente dificil encontrar a forma normal.

Seja X um subconjunto de um grupo F', i : X — F a inclus@o. Se (F,i) é livre

sobre X, chamamos X uma base de F', e simplesmente nos referimos a F' como um
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grupo liwre. Um grupo livre F' tem muitas bases. Se 6 é qualquer automorfismo de

F entao 6(X) é uma base se, e somente se, X também o é.

Proposicao 1.1.3 Seja X um subconjunto de um grupo G. As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

(i) G € livre com base X ;

(ii) qualquer elemento de G pode ser unicamente escrito como x; . .. .. i, 5, n >

0, z;, € X, e, ==x1, onde €,41 # —¢€, se 1 =4, e 1 <r<n-—1;

(i1i) X gera G e nenhum elemento x; . .. .. x;, 5, tal quen >0, x;, € X, e, = +1,

Ccom €,41 # —€p S€ 111 =1, (r <n), € igual ao elemento identidade.

Demonstracao: Podemos facilmente verificar que (i7) e (ii7) sdo equivalentes.
Ainda, se G ¢é livre sobre X, entdo G tem estas propriedades (isto ¢, (i) = (i) e
(1ii)).

Suponha que G satisfaz (7i7). Existe obviamente um homomorfismo F(X) — G
que ¢ a identidade sobre X. Esta aplicacao é sobrejetora, uma vez que X gera G e
¢ injetiva pela hipotese de que a imagem de uma palavra reduzida nao trivial nao

ser o elemento identidade. [ |

Corolario 1.1.2 Suponhamos que X gera G. Seja H um grupo e¢ ¢ : G — H um
homomorfismo de grupos que € injetivo sobre X e tal que ¢(G) € livre com base

o(X), entao G € livre com base X .

Demonstragao: Basta notar que a condicao (iii) vale para X, uma vez que

vale para ¢(X). [ |

Corolario 1.1.3 Seja F livre com base {a,b}. Seja ¢; = a~".b.a’, i € N. Entdo o

subgrupo gerado pelos elementos ¢;, {c;, ¥ i) € livre com base {c;}.
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Demonstracao: Devemos mostrar que c¢;™..... ¢, # 1 quando n > 0,
Tl osTn # 0 €4 # dpr; para 1 < k < n — 1 (isto é obviamente equivalente a
(7i1)). Mas, este elemento é a".0"™.a™""2.0™. . ... a™=1"" ™ .a™ que nao é igual
al. |

Corolario 1.1.4 Seja X uma base de G e Y um subconjunto de X. EntaoY é uma

base do grupo gerado porY, (Y) C G.

Demonstragao: (iii) claramente vale para Y. [ |

1.2 Geradores e Relacoes

Faremos nesta se¢ao uma caracterizacao para grupos, iniciando com um impor-

tante resultado.
Proposicao 1.2.1 Qualquer grupo G € um quociente de algum grupo livre.

Demonstragao: Considere (F'(G),4) o grupo livre gerado por G. A aplicagao

identidade id : G — G se estende a um homomorfismo F'(G) — G que é sobrejetor:

G = F(G)
il e
G

F(Q)

Assim, G ~ Kerd:

Defini¢ao 1.2.1 Sejam G um grupo, X um conjunto e ¢ : F(X) — G um epi-
morfismo. Entao X é chamado um conjunto de geradores para G sob ¢ e a familia
{¢(x);x € X} é chamada uma familia de geradores de G. (Claramente, G =
(p(z);2 € X)). Chamamos Ker¢ o conjunto de relagoes de G (sob ¢).
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Sew=mx;" ...z, ev=ux;,". .. x; " sao palavras (nao necessariamente re-

duzidas) tais que uv =1

representam um elemento do Ker¢ e ¢(x;) = a;, dizemos que
a;, "t ...a;,°" = a;;"™...a;,"™ é uma relagao em G. Em particular, se u representa
um elemento de Kerg, entao a;,°' ...q;,°" = 1 é uma relagao em G.

Para qualquer subconjunto S de um grupo H, (S) (o fecho normal de (S) em
H, isto é, o menor subgrupo normal gerado por (S) em H) é chamado o conjunto
de conseqiiéncias de S.

Dizemos que R C F(X) é um conjunto de relagoes de G (sob ¢) se Ker¢ é

F(X)

o conjunto de conseqiiéncias de R, ou seja (R) = Ker¢. Temos entao um

conjunto correspondente de relagoes de G.

Definigao 1.2.2 Uma apresentacao (X;R)? de G consiste de um conjunto X, um
epimorfismo ¢ de F(X) em G, e um conjunto R de relagoes de G (sob ¢). Freqiien-
temente, nos omitimos a menc¢ao a ¢, especialmente quando ¢ é a aplicacao natural

F(X
F(X) — ﬁ ou quando ¢ € injetiva sobre X. Nos escrevemos G = (X;R)?
quando (X;R)? é uma apresentagio de G, ou ainda, mais simplesmente, (X;R).
A notacao (X | R) € também usada. Se X € finito, G € dito finitamente gerado. Se

X e R sao finitos, G ¢ dito finitamente apresentado e a apresentacao € dita finita.
Exemplo 1.2.1 Um grupo livre F(X) tem (X;0) como sua apresentagao.

Exemplo 1.2.2 Uma apresentagdao para o grupo ciclico finito de ordemm € ({x}; x™),
F(X) (z)

DOLS ~ oS/

(RECD) — (zm)
Se K tem apresentacao (X UY;R U S), onde (X;R) é uma apresentacao de

G, freqiientemente denotamos K por (G,Y;S). A préxima proposi¢ao mostra que

existe um homomorfismo candnico entre G e K.

Proposigao 1.2.2 Seja G = (X;R)?. Sejam H um grupo e {a(x);x € X} um
conjunto de elementos de H. Se w € F(X) e w = x;,°'...x;,°", denote por w(a)

“.a(x,). Entao existe um homomorfismo a: G — H tal que

o elemento a(z;,)
a(p(x)) = a(x) se, e somente se, a(r) =1, para todo r € R. Também «, se existe,

é unico.
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Demonstracao: Como G = (¢(X)), o homomorfismo «, se existe, é unicamente
determinado por seus valores sobre ¢(X).

Considerando que F'(X) é livre e tomando a aplicagdo a : X — H, existe um
homomorfismo 3 : F(X) — H com ((x) = a(z), e podemos escrever 3 = a o ¢ se, e

so se, Ker¢p C Ker(.

X5 FX)% G =(X,R)?

a\« \ﬁ \/Eloc
H

Como Kerg = (R)F'X) isto vale se, e s6 se, R C Kerf3, isto é, se, e s6 se,

a(r) =1, para todo r € R. [

Se G ¢é livre sobre X, e ¢ : F(X) — G = F(X) ¢ a identidade, entdo w =1 é
uma relacio se, e s se, w é equivalente a 1 em M(X U X). Neste caso, w(h) = 1
para qualquer aplicacdo x +— h(z) de X em qualquer grupo H. Esta é a versao
precisa do enfoque informal para grupos livres que normalmente encontramos na
literatura.

Nas préximas secoes deste trabalho, abordaremos conceitos importantes para
alcangarmos nosso primeiro objetivo que consiste na prova dos Teoremas da Forma

Normal para elementos dos produtos livres amalgamados e das extensoes HNN.

1.3 Produtos Livres

Definicao 1.3.1 Sejam G,, a € A uma familia de grupos, G um grupo e i, :
G, — G sao homomorfismos tais que para quaisquer grupo H e homomorfismos
Go : Go — H existe um unico homomorfismo ¢ : G — H com ¢, = ¢ 01y, para todo

a. Entao (G,{i.}) é chamado um produto livre dos grupos G.,.

G5 H

i ™\ ba
Gq
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Da mesma forma que em grupos livres, uma pergunta natural é se produtos livres

existem, sao unicos e se as aplicagoes 7, sao0 monomorfismos.

Proposicao 1.3.1 Se (G,{in}) € (H,{ja}) sdo produtos livres dos grupos G, entdo

existe um (dnico) isomorfismo ¢ : G — H tal que ¢ 0 iy = ja, para todo «.

Demonstracao: E similar & dada na Proposicao 1.1.1, basta considerar os

diagramas:
a5 H al g
N N
G, Ga

onde no primeiro diagrama usamos que GG é o produto livre dos G, e no segundo,
que H é o produto livre dos GG, obtendo assim os homomorfismos ¢ e 1) satisfazendo
DOty = Jo €U0 jy =14

Além disso, (¢po1))oj, = jo = ido j,, donde segue da unicidade que pot) = idy.
Similarmente, ¢ o ¢ = idg. |

Proposicao 1.3.2 Seja (G,{i,}) um produto livre de grupos G, o € A, entdo:

(i) io : Go — G € um monomorfismo se existir um grupo H e homomorfismos

¢ Gg — H, para todo 3 € A, de modo que ¢, € monomorfismo;

(ii) i, € um monomorfismo, para todo o € A.

Demonstragao:
(i) Considere H e ¢3 : Gg — H homomorfismo com ¢, monomorfismo. Pela

definicao de produto livre, existe um tnico ¢ : G — H comutando o diagrama

G5 H

ig \ /¢B
Gs
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para todo # € A. Em particular, para 0 = «, temos que ¢ o i, = ¢, € como ¢, é
monomorfismo, segue que i, ¢ monomorfismo.

(77) Para cada « (fixado), considere H = G,. Tome ¢g : Gg — H tal que
¢p =idg, se f=ae ¢g =0, para § # a. Por (i), segue o resultado. [ |

Proposicao 1.3.3 Qualquer familia de grupos G, tem um produto livre.

Demonstragao: Para cada «, seja (X,; Ra)?, (onde ¢, @ F(X,) — Go) uma
apresentacao de G,. Podemos assumir que X, N Xz =0, se o # e dai, G,NGs =
{1}, para a # (3. Considere G = (|JXu;URa) € ia : Go — G 0 homomorfismo
canonico. Entao (G, {i,}) serd um produto livre.

Com efeito, sejam H um grupo e f, : G, — H homomorfismos. Existe um
homomorfismo F(|JX,) — H obtido da aplicacao |J X, — H que leva z, em
(fa © ¢a)(xs). Como este aplica | JR, em 1, ele define entdo um homomorfismo

F(lJ X, . , ,
f:G — H, visto que G = % Claramente, f, = f oi,. Também f é

unico, uma vez que G é gerado por | Ji,(Gy), ou ainda, por |Jia(¢a(Xa)) - |

O produto livre dos grupos G, ¢ usualmente denotado por *, ., Gy, ou simples-
mente por xG, e o produto livre de dois grupos GG; e Gy por Gy * GG5. Temos que
G1 % Gy >~ Gy x Gy e (G * Gy) * G3 ~ Gy * (Gy * G3). Regras mais gerais de

comutatividade e associatividade também valem.

Teorema 1.3.1 (Forma Normal para Produtos Livres) Seja G = xG, o

produto livre dos G, via homomorfismos i, : G, — G. Entao

(i) 0s homomorfismos i, : G, — G sao monomorfismos;

(ii) considerando, para todo a, i, como a inclusao, qualquer elemento g de G pode
ser unicamente escrito como gy ... g, onden >0, 1 # g; € G, € o, # 41,
r=1,...,n—1, ou seja, os elementos (letras) adjacentes pertencem a G, ’s

distintos.
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Demonstragao: Denotaremos, por conveniéncia, iy(gs) POr Ja, (a0 invés de
Ja), Dara g, € G,. (Note que (i) ja foi provada por outro método (Proposicao 1.3.2,
(ii))). Provaremos o teorema se mostrarmos que para qualquer u € G existem tinicos
elementos ¢1,...,g, comn >0,1# g, € Go,, @ # i1 €U=T1 ... 0n.

Como nossa construgao de G (dada na proposicao anterior) mostra que |Jio(Ga)
gera G, qualquer u pode certamente ser escrito como gy . ..g,, comn > 0el # g; €
G.,, onde podemos ter a, = ., para algum 7. Se a1 = - € g1 # ¢+ podemos
escrever 4 = gi...Gr—1 R Grzz-..Gn, onde 1 # h = g.g,41 € G, , enquanto que se
Qi1 = Qp € gpy1 = g ' podemos escrever u = Gy ...Gr—1 Gri2 - .- Jn- Por inducao
sobre n, u pode ser escrito na forma requerida em (iz).

Para provar a unicidade vamos seguir o método de van der Waerden. Seja S o
conjunto de todas as seqiiéncias finitas (g1,...,9n), n >0, 1 # g; € Ga,, 0 # py1;
em particular, (), a seqliencia vazia, estd em S.

Tome g, € G. Podemos definir uma aplicacao de S em S, que vamos denotar
por ¢.(g.), da seguinte forma:

(915 ,9n) — (Gar G1s - -, Gn), se a1 # a (lembre-se que g1 € G,,),

(91,2 90) = (Gag1, -1 Gn—1,9n) S€ 01 = @ € Gag1 # 1,

(g1y--39n) — (g1, Gn_1) SE 0y = v € gog1 = 1.

Entao temos uma aplicacdo ¢, : G4 — F(9,9); go — 0a(ga), onde F(S,S)
denota o conjunto das aplicagoes de S em S, e podemos facilmente ver que ¢,
preserva aplicagoes, i8to &, ¢n(ga-05) = Pa(ga) © Palgh). Ainda, ¢ (gs) € Bi;(S),
o conjunto das bije¢oes de S, uma vez que ¢,(g,) tem como inversa a aplicacao
Palga™). (%)

Seja ¢ : G — B;;(S) o homomorfismo tal que ¢, = ¢oi,, isto é, ¢ é assim definida:
$(Ja) = 9(ia(9a)) = ¢a(ga) e mais geralmente, ¢(1...9n) = da(91) - - Pa,(9n)-
Tal homomorfismo fica bem definido por (x). Tome u € G e escreva-o como u =
J1G2---Gn,n >0;1+# g; € Gy, ap # pyy. Agora, pode-se verificar (por indugao)

que ¢(u)( ) = (g1,--.,9n) € entao gi, ..., g, sao unicamente determinados por u. Wl

Proposicao 1.3.4 Sejam G, subgrupos de um grupo G. Entio G = G, se, e so
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se, todo elemento de G pode ser unicamente escrito como gy ... ¢gn, n >0, g; € G,

a# oy, L<r<n—1.

Demonstracao: ([8], Proposi¢ao 20) Se G = %G, entao (considerando i, como
inclusoes) a condigao vale. Por outro lado, se a condigao vale, a aplicacao *G, — G

induzida pelas inclusoes G, — G é claramente um isomorfismo. |

Definigao 1.3.2 Seja g € *G,, g =01..-9n, 9i € Ga,, @ # 1. Chamamos n o

comprimento de g.

Exemplo 1.3.1 O grupo livre sobre X, F(X), € igual ao produto livre *C,, com

x € X, onde C,, indica o grupo ciclico infinito com gerador x.

Exemplo 1.3.2 Seja Zy o grupo ciclico de ordem 2. Entao Zo*Zy = {a, b; a?, b*) ~
{a,b,c;a® b2, ctab) ~ (a,c;a?, (cta)™2) ~ {(a,c;a®, a  cac). O dltimo isomorfismo
nos diz que Zy * Lo € isomorfo ao grupo diedral infinito Dy = {z,y;2% = 1,2y =

y~lz}.

Observacao 1.3.1 Se G, H, sao grupos, ¢, : Go — H, sdo homomorfismos,
(G,{ia}) e (H,{ju}) os produtos livres de G, e de H,, respectivamente, entao existe
um unico homomorfismo ¢ : G — H tal que ¢poiy = jo00n, para todo . Denotamos

O Por *@g.

G,
ba 4 EP
H —

a Ja

1.4 Produtos Livres com subgrupo amalgamado

Definicao 1.4.1 Sejam C, A e B grupos, i, : C' — A, iy : C — B homomorfismos.
Sejam G um grupo, j; : A — G, jo : B — G homomorfismos. Chamamos (G, j1, jo)

o push-out de C, A, B e (i1,i3) (ou simplesmente o push-out de (i1,12)) se
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(i) j10dy = ja 0 is.
(ii) para qualquer grupo H e homomorfismos ¢1 : A — H e ¢o : B — H com

¢1 011 = ¢g 0 iy existe um unico homomorfismo ¢ : G — H com ¢, = ¢ o j,

(r=1,2).

A
i /i Nen
C GilH
io N\ Tjz /s
B

Exemplo 1.4.1 Considere os grupos ciclicos 7, Zo e 73 e 0s homomorfismos canonicos
i1: 2 — Zs tal que i1(x) =T e iy : Z — Zs tal que is(x) = T. Entdo o push-out de
7L, Lo, L3 € (i1,12) € o grupo trivial G = 0 com os homomorfismos nulos jy : Zo — 0

e jo : Lz — 0.

De fato, para qualquer grupo H e homomorfismos ¢y : Zo — H, ¢o : Z3 — H,
com ¢p1011 = ¢90io, considerando o homomorfismo obvio ¢ : 0 — H, temos ¢poj, = 0,
r=1,2. Agora, ¢, =0, pois chamando ¢1(1) = hg e ¢2(T) = hy e usando a relacao
(101, = ¢g01igy, chegamos a hg = hy. Como ¢1 e ¢ sao homomorfismos, temos que
a ordem dos elementos hy e hy dividem 2 e 3, respectivamente. Assim, o(hg) =1 e
entao hg = 0. Logo, ¢ 03, =0=¢,, r=1,2, como desejado.

Mais geralmente, o push-out de Z, Z,,, Z,, ¢ homomorfismos canonicos, com n
e m primos entre si, € o grupo nulo com os homomorfismos nulos j1 : Z, — 0 e

92t Ly — 0.

Definicao 1.4.2 Quando i1 e iy sao injetivos, G € chamado o produto livre amal-
gamado de A e B com C' amalgamado, ou produto livre de A e B amalgamado em C'.
Neste caso, usualmente consideramos C' como um subgrupo de A e B, identificando

C' com i1 (C) e iy(C), respectivamente, e denotamos o push-out por

A*CB.
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Observagao 1.4.1 1. Alguns autores, como Brown ([6]) chamam o push-out
(mesmo quando 7; e iy nao sado injetivos) de produto livre de A e B com
subgrupo C' amalgamado e usam a notagao A xc B para o push-out de C,
A, B, sem exigir que as aplicacoes i1 e iy sejam injetivas. Aqui, porém, tal

notacao so serd usada para produtos livres amalgamados.
2. Pode-se verificar facilmente que o push-out € unico a menos de isomorfismo.

3. Nao faz sentido falar no “produto livre amalgamado Zox773”, pois nao existem

homomorfismos injetivos iy : 7 — Lo € io : L — Zs3.

Teorema 1.4.1 Sejam C, A e B grupos. Qualquer par (iy,i3) de homomorfismos,

comiy:C — A eiy: C — B, tem um push-out.

Demonstracao: Considere as apresentagoes dos grupos A e B, A = (X7, Rq)#
e B = (X3, Rs)¥? com X;NX, = (), isto é, X; é um conjunto, ¢; um epimorfismo de

F(X;) em A e Ry um conjunto de relagoes definidas em A (sob ;). Similarmente,
F(X F(X —
para B. Desta forma, temos que A ~ /(\/1) e B= /(\/2), onde (R,) é o menor

(R1) (R2)
subgrupo normal de F'(X,) gerado por R,, (r =1,2).

Seja Y um conjunto de geradores de C e escolha w,, € F(X,) tal que
ir(y) = ¢r(wy,), y €Y, r =1,2. (Note que se identificarmos A e B com os quo-
cientes acima e tomarmos ¢, as projecoes naturais, entao i1(y) = Wy, e iz(y) = Wy, ,
onde wy, e w:2y representam as classes dos elementos w;, e wy, nos quocientes A e
B, respectivamente).

Defina G' como o grupo que tem apresentacao

<X1> X2a R1> R27 {Ule'lUgy_l, y e Y}>

e~

Para simplificar, denotaremos por J o subgrupo de F(X1, X5) (R1, Ro, {wy, w2, ',y € Y'})

—_~—

e por I, os subgrupos (R,), r = 1,2. Considere as aplicagdes j; : A — G e
jo : B — G definidas a partir dos geradores X; de A e X5 de B: j.(x,.I,) = x,.J,
r = 1,2, onde estamos supondo x, € X, e estendidas de modo natural.

Observe que as aplicacoes j, estao bem definidas, pois se u.l, = v.l, entao

viwel, CJ, (r=1,2).
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Para ver que (G, j1, J2) é o push-out, seja H um grupo e considere ¢ : A — H e
¢o : B — H homomorfismos. Defina ¢ : G — H a partir dos geradores, isto é,
o(x..J) = o(jr (2, 1,)) == &p(x. 1), x € X, ¥ = 1,2 e estenda para todo elemento
de G:

D21 207 R ) = sy (217 Iy ) sy (2272 15,) - - s, (2670 I, ),

onde
2z €X = s = 1, isto é ¢St(ztat.15t) = (bl(ztat.fl)
2 € Xo = 8, =2, isto é ¢, (z°.15,) = Pa(z.15)
F(X1)
Lo
F(X)
A~
I
i1 / ljl \«¢1
F(Xy, Xs) .,
c=) =R oy
i \4 sz /d>2
g FX2)
I,
TSDQ
F(Xy)
Claramente, ¢ o j, = ¢, (r = 1,2). [ |

Observagao 1.4.2 1. Se A= (X1,R1), B= (X2, Re) e Y éum conjunto de
geradores de C', € usual também representar

G = <X1>X2; R1>R2? {il(y)iQ(y)_la Yy e Y}>

2. E conveniente, as vezes, escrever Axx~p B ou Ax;, B, onde K C A, L C B, iy
Ax B

N )
onde N é o menor subgrupo normal de A x B que contém os elementos da

¢ a inclusao, is um isomorfismo entre K e L. Neste caso, Axg~; B =

forma iy (z).ia(2) ™" = xis(2) 7, comx € K.
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Portanto, neste caso, temos a sequinte apresentacao para G = A xg~p B,

G = (X1, Xo; Ry, R, {wis(z) Vo € K}).

Teorema 1.4.2 (Forma Normal para Produtos Livres com subgrupo amal-
gamados) Seja G = Axc B um produto livre amalgamado. Sejam Ty, Ty transver-
sais a esquerda de C' em A e B, respectivamente, com 1 € Ty, 1 € Ty (isto €, Ty

contém um membro de cada classe lateral a esquerda aC'). Entdo

n > 0, ¢c € C, denotando ji(a) por @ e jy(b) por b, uy,...,u, sdo alter-
nadamente elementos de Ty — {1} e T — {1};

(ii) os homomorfismos j; : A — G e jo : B — G (da definicio de produto
livre amalgamado) sao monomorfismos. Assim, considerando j, e jo como in-
clusoes, qualquer elemento de G pode ser unicamente escrito como u . .. u,c,

onden >0, c € C euy,...,u, sio alternadamente elementos de Ty — {1} e

TB - {1};
(ii) j1(A) N j2(B) = C.

Demonstragao:

(1) Denotando temporariamente j;(a) por @, é suficiente provar que, para qual-
quer g € G = A x¢ B, existem unicos uy,...,u,, comn > 0, ¢ € C, uy,...,u,
elementos pertencentes alternadamente a T4 — {1} e Tg — {1} e g = w7 ... 7, ©.

Como a construgao do produto livre amalgamado (ou ainda do push-out) mostra
que j1(A) U ja(B) gera G, qualquer g € G pode ser escrito como g = Gi ... gk,

g € AUB. Se g; e giy1 estao ambos em A ou ambos em B, escrevemos g =

G1---0i—1 GiGit1 Givz - - - gr- Continuando, podemos escrever
e g —2¢, ou

® g=7071...0k, onde gq,..., g estao alternadamente em A —C e B —C
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pois se tivermos ¢g; € C e ¢g;11 € A entao ¢;, giv1 € A. Ainda, se g; € C e
gir1 € A—C entao g;g;+1 € A — C, pois claramente ¢;g;11 € A e se g;gir1 € C,
terfamos g1 = ¢; 'c; € C, para algum ¢; € C, o que nos d4 uma contradicio.
Similarmente, raciocinamos para g; € C' e g;11 € B — C. Dessa forma, temos que se
g = ¢, c € C, nada ha mais a ser feito. Suponhamos entao que g = g7, com g; € A—C
ou g; € B—C'. Sem perda de generalidade, suponhamos que g; € A — C. Como T}y
é um transversal, g;C = u,C, para algum u; € Ty — {1}, e entdao g; = ujcoc; ! €
uChonde ¢1, ¢o € C. Dal, g =91 = Uy ¢, com uy € Ty — {1}. Agora, se g = 71 G,
onde supomos que g3 € A —C e go € B—C, temos ¢;:C = u1C, uy € Ty — {1},
donde g1 = ujcq e ¢y € C. Dal, g = uyc; §o = ui(c1gz). Mas, ¢192C = usC' e entao
c1gs = usc, ¢ € C e ug = cigoc™t € CgoC. Logo, g = Uy Uz G, com uy € CgoC.
Se g =01 ...0r_1 gk, €screvemos, indutivamente, gy ... gr_1 cOmo Uy ...Ug_1 ¢, onde

u; € (T4 UTg) — {1} e, para cada i, u; € Cg;C, ja que u; vem alternadamente de

Ty—{1}eTp—{1}. Entato g=01...Gr 10k = U1 ... Up_1 C G = Uy ...Ug_1 CJr =

Uy ... Up_1 UCL = Uy ... U1 U C1, onde ¢; € C, up € CgpC,up € TAUTg e up, # 1
(pois g & C'). Além disso, up_1, u, vém de diferentes fatores (pois o mesmo ocorre
com gi_1 e gx). Por indugao, obtemos entao, que qualquer elemento de Axc B pode
ser escrito da forma requerida.

Para provar a unicidade, considere S o conjunto de todas as sequéncias finitas
(up, U, ..., Uy, ), comn >0, ceC eup,ug,...,u, alternadamente em Ty — {1} e
Tp—{1}. Apesar de a existéncia de ¢ ser imediata (pela defini¢ao), queremos definir

um homomorfismo ¢ : G — B;;(S) talquese g€ G = Axc Be g=1uy...U,¢, CO

B

u; e ¢ como anteriormente, para entdao considerando () a palavra vazia, ¢(g)( ) =
(uq,...,upy,c) e dai, como no caso do produto livre, obtemos a unicidade.

Para obter ¢, definimos primeiramente, homomorfismos ¢; : A — B;;(S) e
¢o : B — B;j(9), tais que ¢; 043 = ¢9 0y e entdo ¢ segue da defini¢do do pro-

duto livre amalgamado (push-out). Definimos ¢; : A — B;;(S) do seguinte modo:
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a €A — ¢1(a); ¢1(a)(ur,ug, ... Uy, c) =

(ug, g, ... Uy, a' ) seu, € A;jca=acd coma €Ty—{1}ed e,
(ug,ugy ... Uy, ), seu, € Aeca=c, comd € Cisto é,seacC,

(up,ug, ..., up_1,a',c) seu, € A, eupca=adcd coma €Ty —{l}ed €,
(uy,ug, ..., Uy_1,¢), seu, € Aeuyca=c, comc €C.

Nao ¢ dificil provar que ¢; ¢ um homomorfismo. Definimos ¢, de modo analogo.
Assim, pode-se verificar que ¢1(C') = ¢o(C). De fato, seja ¢g € C. Visto como
elemento de A, ¢g = i1(cy) = aq, dai, para (uq, us, ..., U, c), d1(co)(ut, ug, ..., Uy, C)
é igual a (uj,ug, ..., u,, ), se u, € A e ccy = c ouigual a (uy,ug, ..., u,,c) se
U, € A e uyccg =, com ¢ € C. Visto como elemento de B, ¢y = is(co), dai, para
(Up, Us, . .y U, €), Ga(co)(Ur, us, ... Uy, c) € igual a (ug, us, ..., uy, "), se u, € B e
cco = " ouigual a (uq,us, ..., u,, ") se u, € B euyccyg =", com ¢’ € C, e assim,
¢1(co) = Pa(co), para ¢ € C.

Logo, pela definicao de produto livre amalgamado, existe um tnico homomor-
fismo ¢ : G — B;;(S) tal que ¢poj; = ¢ e ¢pojo = ¢ Agora, por inducao,
vemos que ¢(w)( ) = (uq,us,...,u,,c) para qualquer w = ujus...u,c € G. De
fato, suponhamos que w = uy ... u,c, como nas condi¢oes descritas anteriormente.

Sem perda de generalidade, suponhamos que u; € Ty — {1} e u, € T — {1}. Dali,
(ﬁ(U])( ) = ¢(U1U2 Ce UnC)( ) = [¢1(U1)¢2(U2) Ce (bg(un)(bl(C)]( ) = U1Ug ... UpC = W.

A
i/ i N
C G 31, Bij(9)
is N i s

B

(7i) Considerando ¢ como definida no item (), afirmamos que ¢ o j; e ¢ o jo
sao injetivas. De fato, (¢ o j1)(a) = ¢(ji(a)) = ¢(uic). Agora, sendo () a palavra
vazia, temos ¢(u1¢)( ) = (u1,c). Assim, se tivermos ¢ o ji(a1) = ¢ o ji(az) entdo

(u1,c1) = (ug, o), com uy e ug em Ty € ¢1,co € C. Donde vem que u; = us, ¢; = ¢o
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e assim, a; = as. Logo, ¢ o j; € injetiva e portanto, j; € injetiva. Analogamente,
concluimos que ¢ o js é injetiva e portanto, jo € injetiva.

(7i1) Seja u € ji1(A) N jo(B). Entao existem a € A e b € B tais que ji(a) =
u = ja(b). Assim, uycy = ji(a) = u = ja(b) = Uz 3. Aplicando ¢ em ambos os
lados, temos que ¢(u¢1) = ¢(Wzz). Entdo ¢(wier)( ) = ¢(@cz)( ), o que implica
(u1,c1) = (ug,c2). Segue da unicidade de decomposicao, de u; € Ty e uy € Ty que

1 =y = 1. Portanto, u =1¢ =1¢ € C.

1.5 Extensoes HNN

Definicao 1.5.1 Sejam G, A grupos, ig, i1 : A — G monomorfismos, e P um grupo
ciclico infinito com gerador p. Seja N o menor subgrupo normal de

G * P gerado por {p‘lio(a)pil(a)_l, a € A}, (aqui a percorre A, ou equiva-
(G*P)
N
¢ chamado a extensao HNN de G com letra estavel p e subgrupos associados ig(A)

lentemente, um conjunto de geradores de A). Entdo o grupo quociente H =

e i1(A). Tal grupo € as vezes denotado, desde que ndo haja confusao, por Gx 4.

Observacao 1.5.1 1. As vezes usamos o termo HNN-grupo para nos referirmos

a uma extensao HNN.

2. E usual considerar A como um subgrupo de G e 1y como a inclusao. Nesse caso,
escrevemos H = (G, p; p~tap = ii(a),a € A) = (X,p;ptap = i1(a),a € A)
se X é um conjunto de geradores para G, ou ainda, H = (G,p; p~'. A.p = B),

onde B =i1(A), embora essa notagao nao deize a aplicagao iy explicita.

3. Sego, 1 € G ejo,j1: A— G sdo aplicagoes dadas por j,(a) = g, i, (a)g,, r =
0,1, entao os HNN grupos (G,p; p~t.ip(a) .p = i1(a)) e (G, q; ¢ . jo(a).q =

Ji(a)) sao isomorfos, o isomorfismo leva g em g e p em go.q.g1~ "

4. Um definicao mais geral de extensio HNN pode ser dada: Considere uma

familia de grupos, A,, o € A e monomorfismos ig,, i1, : Aa — G, P livre
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sobre  {pa}. Seja N o menor subgrupo mnormal gerado por
_ G« P
{pa™t 00 (a) - Pa - i10(0a) 1, a, € Ay, € A}, Entio H = ( ;\(] ) € a

extensao HNN de G com letras estaveis p, e pares de subgrupos associados
i0a(Aa) €114(As). Se By e Cy denotam igo(As) € i14(As), respectivamente,
H € as vezes denotado por (G, pa;pa - Ba.pa = Ca).

Aqui estamos interessados no caso mais simples, ou seja, quando a familia tem

apenas dois elementos (Defini¢ao 1.5.1).

Exemplo 1.5.1 Se tomamos A = G e ig = i1 = ids entdo a extensao HNN de G
com letra estdvel p e subgrupo associado A é H = (A, p;{p~t.ap.a~t a € A}). Em

particular:

1. Tomando G = A = {1} entao H = {1,p;{p~".1.p}} = (1,p) = (p) =~ Z, isto

2. Z®Z = {a)®(b) = (a,b; {a.b.a”*.b71}) é uma extensio HNN. Basta tomar G =
A=(a)~7Z e b como letra estdvel, pois Zxy =H = (a,b; {b~ .a.biy(a)”'})
={a,b;{b" .a.b.a™'}) = (a,b;{a.b.a”b7}) =Z D Z.

Definicao 1.5.2 Seja H a extensao HNN de G com letra estdvel p e subgrupos
associados i9(A) e i1(A). Sejam Ty e Ty transversais a esquerda para ig(A) e i1(A)
em G, respectivamente, ambos contendo o elemento neutro 1 de G. Uma palavra

reduzida €, por definicdo, uma palavra do tipo

/. €0 /€1

9o " G1P ---9;—1]9

En—1

/
In

onde g; = 1, gl € Ty, see; =1, g, € Th, see; = —1, g} # 1 se g;_1 # &, isto €,

nao podemos ter por exemplo, p~*1gp, e g, € arbitrdrio (podendo ser igual a 1g).

Exemplo 1.5.2 (a) g € uma palavra reduzida, para todo g} € G,

(b) 1gplg € uma palavra reduzida (aqui estamos considerando o primeiro 1g que

aparece com elemento de Ty, o transversal para io(A));
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(c) Também 1 p~' 1g € uma palavra reduzida (vendo o primeiro 1 com elemento

de Tl);'

(d) Mais geralmente, 1gp* 1gp* ... lgp'lgelgptlgp™ ... 1gp~' 1 sdo palavras

reduzidas.

Teorema 1.5.1 (Forma Normal para extensées HNN) Seja H a extensao
HNN de G com letra estavel p e subgrupos associados ig(A) e 11(A). Sejam Ty e Ty

transversais a esquerda para ig(A) e i1(A) em G, respectivamente. Entdo:

(i) qualquer elemento h de H “pode ser representado” por uma palavra reduzida

! €0

Gop gt gh D

En—1

/
In

onden >0 ,¢ ==xl;,9g. €Tysee;, =1, g €T see; =—1; g #1 se

gii1 = —¢g; e g € G € arbitrdrio.

(ii) a todo elemento h de H podemos associar uma tnica palavra reduzida.

G * (p)
N
identificando j(g) com g, todo elemento de H pode ser unicamente representado

(iii) a aplicagao candnica j : G — H = ¢ um monomorfismo. Assim,

por uma palavra reduzida.

Demonstragao:

(1) Mostremos que qualquer elemento h € H pode ser representado por uma

G * (p)
N

palavra reduzida. Para qualquer elemento h € H = , temos que h = u N,
com u € G x (p). Vamos representar o elemento v N do quociente por u. Pela
construgao do produto livre temos que G e p geram G * (p). Assim, u pode ser
escrito como gop ™ g1p™ ... Gn_1p"" 1 gpp’™ com g; € G, r; € Z e h = . Por um abuso
de notacgao, vamos escrever h = gop™g1p"™ ... gn_1p ' g,p"". Lembremos entao que
em H temos as relagoes
io(a)p=rpii(a) ou ii(a)p~t =pLtigla), ac A (¥)
(ou, mais rigorosamente, ig(a) p N = pii(a) N ouiy(a)p™* N = p~Ltigla) N, a €

A). Queremos obter uma forma reduzida para h. Para entender como obter uma tal
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forma, suponhamos por exemplo que h (ou melhor, u) é do tipo gop?g;. Considerando
que G é a reunido disjunta das classes laterais, G = |J gj.i0(A), g € To, obtemos que
h = gop*91 = (goio(ao))p p g1, com gy € Ty e ig(ag) € ig(A). Da relagio (x), temos
que, em H, ig(ag)p = p i1(ap), donde h = g, p i1(ap) p g1. Agora, para o elemento
i1(ag) de G, temos que i1(ag) = ¢iio(ar) e usando a relagao (%) para ig(aj)p, vem
que h = gy p g1 pirla) g1 = go p 91 p g5 (onde tomamos g = i1(a1)g1 € G.
Se partimos de um elemento de G * (p) do tipo gop~2g; raciocinamos de modo
similar, considerando nesse caso que G é a reuniao disjunta das classes laterais, G =
Ugr.-i1(A), g, € T1, e usando a outra relacao em (). Combinado esses dois casos
pode-se mostrar, indutivamente, que podemos representar um elemento qualquer h
de H na forma reduzida. Para ser mais preciso, o que obtemos é h = v/ N = o/,
onde v’ = g{ p*° gy P ... g4 P°"' g, esta na forma reduzida.

(7) Para mostrar a unicidade, considere S o conjunto de todas as seqiiéncias
(96,€0, 91,15 -+ - Gh_1,En—1,9,) (associadas a palavras reduzidas). A idéia é definir

um homomorfismo ¢ : H — B;;(.S) que satisfaz a seguinte condicao :

(1) Se h € He h = gyp gip*...g, 1P 'g;, com gop=gip™ ... g, 10" gy,
uma palavra reduzida, entao ¥(h)(1g) = (94, €0, 91, €15+ - - Gh_15En—1,9,), donde se
conclui, usando a igualdade de sequéncias, que existe uma tunica palavra reduzida
em cada classe de equivaléncia, a qual é usada para representar o elemento (a
classe) de H. Para obter tal homomorfismo, primeiro definimos um homomorfismo
¢ : G — B;;(S). Também definimos um elemento 7 € B,;(5) (associado a p ), de

modo que ¢ e T satisfazem:

¢(ig(a)) o =To¢(i1(a)), Va e A (2)

Considerando  entao tais homomorfismos obtemos um  homomorfismo
¢ G* < p>— B;;(S) definido naturalmente como ¢(g) = ¢(g) paratodo gem G, e
©(p) = 7. Darelagao (2), ou equivalentemente ¢(ig(a))op(p) = w(p)ow(ii(a)), segue
que N, o menor subgrupo normal em G % P gerado por {p~ig(a) pii(a)”", a € A},
estd contido em Ker(y), donde obtemos bem definida uma aplicacao ¢ : H =

G *(p) — B;;(S), satisfazendo ¥(j(g)) = ¢(g), ¥(p) = T que satisfard a condi¢ao

N
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inicial (1) desejada. Vamos definir entao ¢ e 7:

°¢: G — Bij(S); g — ¢(g) : S — S, édefinida por ¢(g)(g1,€1, - In-1,En-1,9n) =
(91,615 s Gn-1,€n—1, (gn-g)). Temos que ¢(g) € B;;(S) pois existe (¢p(g)) ' = ¢,-1.

e Para definir a permutacao 7 (correspondente a p), temos que considerar alguma
situacoes:

Escreva g, = ¢'ip(a), com ¢’ € Ty e a € A.

Se ¢’ # 1¢, definimos 7(g1,€1, - - - Gn-1,En-1,9n) = (91,€15 - - - Gn—-1,En—1, 9, 1, 11(a)).

Se ¢’ = 1¢, isto é, g, =ig(a), a € A entao 7(g1,€1,- - Gn-1,En—1, Gn) =

(91,615 Gn-1, L, 1g,1,i1(a)) see,1=1

(91,1, -+ - Gn-1-11(a)), se g, = —1

Pode-se mostrar que 7 € B;;(5) e ¢ e 7 satisfazem (2).

A partir dai, obtemos entao o homomorfismo ¢ : H — B;;(.S) desejado (tal que
U(p) =T e oj=¢), e satisfazendo a condigao (1), donde obtemos a unicidade da
expressao reduzida para h € H.

(7i7) Considerando a aplicacao ¢ definida no item anterior, temos que ¢ é um
monomorfismo. De fato, se ¢(g) = idp,,(s), teremos 1¢ g = ¢(g9)(1g) = id(1g) = 1g
o que nos leva a g = 1. Agora, do fato que 1o j = ¢, segue que j é monomorfismo.

Observagao 1.5.2 Se h ¢ escrito como no Teorema 1.5.1 (i), devemos chamar n

o comprimento de h.



Capitulo 2

Grafos e Arvores

Neste capitulo, como ja mencionamos na introducao, temos como objetivo a
familiarizacao com alguns conceitos e resultados da teoria de grafos, uma vez que
existe uma correspondéncia entre decomposicao de grupos e acao de grupos sobre
arvores (para maiores detalhes, indicamos [18] e [19]). Além disso, os resultados de
Kropholler e Roller que iremos analisar no Capitulo 4 sao fortemente baseados neste

fato.

2.1 Grafos

Definicao 2.1.1 Um grafo I' consiste de um conjunto X, usualmente denotado por

vert(I'), um conjunto Y, denotado por aresta(I') e duas aplicagoes

Y — X x X e Y —-Y

e — (o(e), t(e)) e et
que satisfazem as sequintes condi¢oes:
(e t=e; e t#e; ole) =t(e!), paracadae €Y.
Um elemento P € X € chamado um vértice de I'; um elemento e € Y é chamado

1

uma aresta orientada e e' é chamada de aresta inversa de e. O vértice o(e) =

t(e™t) € chamado origem de e, e o vértice t(e) = o(e™!) € chamado o término de e.

39
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Estes dois vértices sao chamados extremidades de e. Dizemos que dois vértices sao
adjacentes se eles sao extremidades de alguma aresta.

Seja I' = T'(X,Y) um grafo. Um subgrafo T C I' consiste de um conjunto
X" c X = wert(I'), um conjunto Y’ C Y = aresta(I') e duas aplicagoes
Y — X' x X'; e — (o(e),t(e)) e Y — Y'; e — e !, induzidas das aplicagoes

de I', satisfazendo as condigoes anteriores.

Considere I'y =T'1(X1,Y7) e 'y = 'y (X5, V) grafos com X; e X, seus conjuntos
de vértices e Y] e Y seus conjuntos de arestas, respectivamente. Uma aplicacdo
(ou morfismo) a : 'y — T’y entre os grafos é uma aplicagao tal que a(X;) C Xy,
a(Y1) CYs, e para cada e € Yy, a(o(e)) = o(a(e)) e a(t(e)) = t(a(e)). Dizemos que
dois grafos I'y = I'1(X1, Y1) e 'y = 'y (X5, Ys) sdo isomorfos se existem morfismos
a:T(X,Y) = I( Xy, Y2) e §: T'(Xs,Ys) — T'(X3,Y)) tais que ao f e foa sao
aplicagoes identidades.

Uma orienta¢io de um grafo I' é um subconjunto Y, de Y = aresta(I") tal que
Y é a unido disjunta de Y, e Y, 7! = {e7';e € Y, }. Claramente um tal subconjunto
sempre existe. Um grafo orientado é definido, a menos de isomorfismo, por dois
conjuntos X e Y, e uma aplicagao Y, — X x X. O conjunto correspondente de
arestas 6 Y =Y, | |V, ™", onde Y, ' denota uma cépia de Y.

Na pratica, um grafo é freqiientemente representado por um diagrama,
usando a seguinte convencao: um ponto marcado no diagrama corresponde a um
vértice do grafo, e um segmento ou arco unindo dois pontos (marcados) corresponde
a um conjunto de arestas da forma {e, e~'}. Por exemplo, o grafo tendo dois vértices

P, Q e duas arestas e, e com P = o(e), Q = t(e) é representado pelo diagrama

|e. e-1]

P q

Similarmente, o diagrama
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5
| 0

representa um grafo com trés vértices, P, ), R e oito arestas r, s, t, u, r=%, s71,

t=1 uw™t; além disso, r, s, t, u tém extremidades {P, P}, {P,Q}, {P,Q}, {Q, R},
respectivamente. Temos o(r) = P = t(r), mas o diagrama nao nos diz, por exemplo,

se P ¢é a origem ou o término da aresta s.

Realizacado de wum grafo Seja I' um grafo e seja X = wvert(l),
Y = aresta(I'). Podemos considerar o espago topolégico U formado pela uniao

disjunta de X e Y x[0, 1], onde X e Y sdo providos com a topologia discreta. Seja R a

2

relacado  de  equivaléncia  “mais  fina sobre U para os quais

(e,t) = (e71,1 —1), (e,0) = o(e) e (e,1) = t(e) parae € Y et € [0,1]. O espago

quociente real(T') = U/R é chamado realiza¢io do grafo T.
XY 1
Por exemplo, se X = {P,Q}; Y = {e,e7 '}, real(l') = LIC RX [0, 1]) o as

identificagoes sao como indicadas na figura abaixo:

(e.1], (e-1.1]

[e.0) W [e-1.0)
{e} = [0.1] fe-1} = [0,1]

Defini¢ao 2.1.2 (caminho) Sejan € Z, n > 0. Considere o grafo orientado Camy,:
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Tal grafo possuin+1 vértices0,1,...,n e orientacdo dada pelasn arestas [i,i+1],
0<i<mn, como([i,i+1]) =i et([i,i+1]) =i+ 1. Un caminho (de comprimento

n) em um grafo I' é um morfismo ¢ : Cam,, — T.

Exemplo 2.1.1 Um grafo isomorfo a Camy como na figura abaizo é chamado de

segmento.

Para n > 1, a seqiiéncia (eq,...,e,) de arestas e; = ¢([¢,7 + 1]) tal que t(e;) =
o(ei41), 1 < i < n, determina ¢; tal seqiiéncia de arestas serd também denotada
por ¢. Se P; = ¢(i), dizemos que ¢ é um caminho de Py a P, e que Py e P, sao as
extremidades do caminho.

Um par da forma (e;,e;41) = (€;,¢;7') em um caminho é chamado um “back-

tracking”.

Observagao 2.1.1 Se ¢ = (e1,...,€;,€i41,€i49,...,€,) € um caminho de P a Q
com um “backtracking”do tipo (e;,e;11) = (e;,e;7 ) podemos construir a partir de c
um caminho (de comprimento n — 2) que nao possui um tal “backtracking”. Basta
tomar o caminho dado pela seqiiéncia (e, ...,€;_1,€12,...,6€,). Por indugdo, con-
cluimos que se existe algum caminho de P a () em um grafo I' entdo existe um

caminho sem “backtracking” ligando P a Q).
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Por exemplo, se considerarmos o grafo (onde estamos indicando a orientacao

para as arestas e, f, g e h),

Sag e 0Ny M st
s h_“‘x,

entdo ¢ = (e, f,9,97*, h) é um caminho com um “backtracking”. J4 o caminho

¢1 = (e, f, h) nao possui “backtracking”.

Definicao 2.1.3 Um caminho (reduzido) de arestas em um grafo I' € uma seqiiéncia
(€1,...,¢e,) de arestas tal que t(e;) = o(eir1) e e; # e L, parai=1,2,... .n—1,
ou seja, € um caminho sem “backtracking”. Se e, f sao arestas de I', escrevemos:

e < f se existe um caminho (reduzido) de arestas com e; = e ee, = f.

Observacgao 2.1.2 Para alguns autores, caminho em um grafo jd significa caminho

(reduzido) de arestas.

Definicao 2.1.4 Sejan € Z, n > 1. Consideremos o grafo orientado Circ,,

com congunto de vértices Z./nZ e orientacao dada pelas n arestas [i,i+1] (i € Z/nZ),
com o([i,i +1]) = i e t([i,i + 1]) = i + 1. (Note que [n —1,n] = [n —1,0] e
t(ln —1,n]) =n =0 em Z/nZ). Um circuito (de comprimento n) em um grafo I'

¢ qualquer subgrafo isomorfo a Circ,. Um tal subgrafo é definido por um caminho
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(e1,...,e,) sem “backtracking”, tal que os P; = t(e;) (1 < n < n) sao distintos e

com P, = o(ey). Um circuito de comprimento 1 é chamado um lago (ou loop).

Exemplo 2.1.2 Paran =1, o lago Circy é assim representado:

{e. e-1}

Para n =2, Circy € representado da sequinte forma:

it #1)

Note que um caminho como na figura abaixo é um caminho sem “backtracking”e

que possui um circuito.

=

&.\'j.qr'[]

Definicao 2.1.5 Um grafo é dito conexo se quaisquer dois vértices sao extremi-
dades de pelo menos um caminho. Os subgrafos conexos mazimais (sob a relagao de

inclusio) sao chamados de componentes conexas de um grafo.
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Pode-se mostrar que um grafo é conexo se, e somente se, sua realizagao é conexa
(ou conexa por caminhos, o que é equivalente). Mais geralmente, as componentes

conexas de um grafo correspondem a aquelas de sua realizacao.

Observacao 2.1.3 Pode-se verificar que a relagao < entre arestas de um grafo I,
dada na Definicao 2.1.3, isto €, e < f se existe um caminho de arestas com e; = e
e e, = [ tem as sequintes propriedades ([18], p. 183):

(A) Para qualquer grafo I, a relagio < € reflexiva e transitiva.

(B) Para qualquer grafo T e quaisquer arestase e f del', see < f entdo f~+ < e L.
(C) O grafo I' € conexo se, e somente se, para qualquer par e, f de arestas de T,
pelo menos uma destas relacoes e < f, e < f71 et < f, et < 71 valem.

(D) O grafo T' nao possui circuitos se, e somente se, e < f e f < e implicar e = f.
(E) Se T ndo possui circuitos, entao para nenhum par e, f de arestas podemos ter
e<fee<fh

(F) Se I" ndo possui circuitos entao para qualquer par e, f de arestas existe apenas

um numero finito de arestas g come < g < f.

Recordemos que uma relagao que satisfaz as condigoes (A) e (D), é chamada de
relacao de ordem parcial. Assim, se um grafo I' ndo possui circuitos a relacao < é

uma relacao de ordem parcial sobre I.

O grafo I'(G,S) Sejam G um grupo e S um subconjunto de GG. Vamos denotar
por I' = I'(G,S) o grafo orientado tendo G como seu conjunto de vértices, G x
S = (aresta(I")), como sua orientacao, e aplicagoes definidas por o(g,s) = g e

t(g,s) = gs para cada aresta (g,s) € G x S.

Definicao 2.1.6 Recordemos que se G € um grupo e M € um conjunto nao vazio,
uma G-agao sobre M é uma aplicagio G X M — M, (g,m) — gm, tal que Ilm =m
para todo m € M, e g(g'm) = (gg")m, para todos g,9' € G, m € M. Dizemos que
a acdo ¢ trivial ou que G age trivialmente sobre M, se gm = m para todo g € G e
todo m € M. Ainda, G age livremente sobre um conjunto M se o estabilizador de

m, isto €, G, := {g € G; gm = m}, for trivial, ou seja, igual ao elemento neutro 1
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de G, para todo m € M. Para um vértice P de um grafo I, denotaremos a orbita
de P por O(P), isto ¢, O(P) = {gP;g9 € G} = G.P e para uma aresta e de I'
denotaremos a drbita de e por O(e), isto é, O(e) = {ge; g € G} = Ge.

Pode-se verificar que se G é um grupo, S um subconjunto de G e I' = T'(G, S)
o grafo associado, entdo a multiplicagdo & esquerda por elementos de G (de modo
que h € G leva um vértice g no vértice hg, e uma aresta (g, s) na aresta (hg,s))
define uma agao de G sobre I'. Note que se e = (g, s) entdo o(he) = hg = ho(e) e
t(he) = (hg)s = h(gs) = ht(e). Tal acdo preserva orientacao e além disso, G age
livremente sobre os vértices e sobre as arestas de I'.

Analogamente, define-se G-acao a direita sobre M.

Observagao 2.1.4 ([9], p.26) Verifica-se que se x € G e x> =1 entdo existe uma
aresta ligando g a gz e também outra ligando gx a gx® = g. Somente neste caso,

existe mais que uma aresta ligando dois vértices (adjacentes) dados.

Exemplo 2.1.3 Seja G um grupo ciclico de ordem n gerado por a e S = {a}.
Para n = 1, o diagrama de I'(G,S) € isomorfo a Circy, para n = 2 o diagrama
de I'(G,S) € isomorfo a Circy, mais geralmente, para n < oo, I'(G,S) ~ Circ,.
Agora, se G = 7Z o grupo ciclico infinito gerado por S = {a} entdo I'(G,S) tem
como vértices o conjunto {a",n € Z} e arestas [a",a"™|,n € Z (e cuja realizagdo

geométrica é R ).

Proposicao 2.1.1 ([19], p.17) Seja I' = I'(G, S) o grafo definido por um grupo G

e um subconjunto S de G.

(a) T é conexo se, e somente se, S gera G.

(b) T contém um lago se, e somente se, 1 € S.

Demonstracao:
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(a) Paratodo g € G, como I'(G, S) é conexo, existem arestas ey, es, .. ., €; que ligam
g a 1lg (o elemento neutro do grupo GG). Dali, existem i, Sg, ..., S € S tais

que os vértices iniciais ou finais dessas arestas sao (de acordo com a sequéncia):

g 15 & &€ _
gvgsl1795115227"'7.9811”’8/6 _1G

ondeg;, ==+1,i=1,..., k. Assim, g =s,"%...5;" ,comr; = —¢;,i =1,... k.
Logo, g € (S) e dai, G = (S). Reciprocamente, se S gera G, para todo

"Losp™ e gy = Spyq Rt .. s, onde r; = +1,

g1, g2 € G, temos g = s1
1 =1,...,n. Multiplicando ¢; a direita, sucessivamente por s~ "%, ..., s7 ',
teremos arestas ligando ¢g; a 1g. Analogamente, temos arestas ligando ¢, a
1. Portando temos um caminho (de arestas) ligando ¢; a gy e assim, I'(G, 5)

é conexo.
(b) Claro, pois gs = g < s = 1. [ |

Definigao 2.1.7 Quando G ¢ finitamente gerado e S um conjunto de geradores de

G, o grafo T'(G,S) € chamado de grafo de Cayley de G.

Observacao 2.1.5 Alguns autores usam o termo grafo de Cayley mesmo quando
S nao é um conjunto de geradores de G e outros exigem que o elemento neutro de

G nao pertenga a S (de modo que I'(G, S) nao contenha lago).

Arvores

Definigao 2.1.8 Uma arvore é um grafo conexo ndao vazio sem circuitos e uma

sub-arvore de um grafo I' € um subgrafo de I' que é uma drvore.

Como uma arvore I' é um grafo conexo, dados quaisquer dois pontos P e () em
', existe um caminho (reduzido) de arestas ligando P a Q.
Logo, se I' é uma arvore, a relacao descrita anteriormente < sobre o conjunto de

arestas de I', aresta(I'), é uma ordem parcial e todas as outras condigoes valem.

Definicao 2.1.9 Uma geodésica em uma drvore I' é um caminho (reduzido) de
arestas em 1", isto é, um caminho sem “backtracking”, ou seja, sem um par da

forma (e;,e41) = (e5,e;,71), onde e;, e 1, e, indicam arestas.
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Proposicao 2.1.2 Sejam P e () dois vértices de uma drvore I'. Fxiste exatamente
uma geodésica (e, ..., e,) de P a Q. Além disso, todos os vértices o(e;) sao distin-

tos.

Demonstragao: Obviamente, como uma arvore é conexa e sem circuitos, existe
uma geodésica unindo quaisquer dois vértices. Se (eq, ..., e,) é qualquer geodésica
e se o(e;) = o(e;) para algum ¢ < j, entdao o caminho (e;, ..., e;7 ') deveria ser um
circuito, o que contradiz o fato de I" ser uma arvore. Finalmente, se (e, ..., e,) e
(fi, ..., fm) sdo duas geodésicas de P a @, entdo o caminho (e1, ..., €n, frn ' ...,
f171) seria um circuito nio trivial em P a menos que e, = f,,. Por inducdo, segue

que m=nequee; = f; paratodoi=1,...,n. [ |

Definicao 2.1.10 O comprimento da geodésica de P a () é chamado distancia de
P a Q e é denotado por [(P,Q). Temos I(P,Q) = 0 se, e somente se, P = Q e

I(P,Q) =1 se, e somente se, P e Q) sdo adjacentes.

2.2 Arvores e produtos livres amalgamados

Definicao 2.2.1 Seja I' um grafo sobre o qual um grupo G age. Dizemos que G
age sobre I sem inversoes se sempre que um elemento g € G fiza uma aresta e de

I, g fixra também as extremidades de e, ou seja, ge = e~ nunca ocorre.

Se G age sem inversoes, podemos definir o grafo quociente G\I' de maneira ¢bvia:
o conjunto de vértices de G\I' é o conjunto vert(I') sob a acao de G (conjunto das
érbitas O(P) = G.P dos vértices P de I pela agdo de G) e o conjunto de arestas de
G\I' é o conjunto aresta(I') sob a agdo de G (conjunto das G-érbitas O(e) = G.e
das arestas e de I'). Note que as aplicagdes o e t para o grafo quociente sao tais que
o(G.e) = G.o(e) e t(G.e) = G.t(e) e existe uma aplicagao bem definida I' — G\I"
tal que z — O(z) = G.x.

Exemplo 2.2.1 Considere o grafo Clirc, que indica o n-ciclo ou o n-circuito. Temos

que o grupo ciclico G = 7 /37 atua sobre o grafo Clircg por rotagdo de 120° e o quo-
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ciente é Clircy, pois O(P) = {P, P, P"}, O(Q) = {Q,Q",Q"}, O(e) = {e,e,"} e
o) =1{r.1. 1"t

Exemplo 2.2.2 Considere o grafo " cuja realizagcdo geométrica é R, onde vert(I') =
{n;n € Z}, aresta(I') = {[i,i + 1],i € Z} e a Z-acdo é dada por k.[i,i + 1] =
[k + i,k +i+1]. Temos que Z atua sem inversio e o grafo quociente é um lago,
pois O(0) ={k+0;k € Z} =7 e todas as arestas de I' estdo na classe da aresta ey,
onde ey = [0, 1].

Proposicao 2.2.1 (/19], Proposi¢ao 14, p. 25) Seja I' um grafo conezo, sobre o
qual um grupo G age sem inversoes. Toda sub-darvore T de G\I' se levanta a uma

sub-drvore de T via a aplicagao quociente I' — G\T'.
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Demonstragao: A demonstracao é existencial e para isso, usaremos o Lema
de Zorn. Precisamos mostrar que existe uma sub-arvore de I' que é aplicada in-
jetivamente sobre T'. Considere o conjunto ) de sub-arvores de I' que projetam
injetivamente sobre T. Entao €2 é nao vazio, uma vez que existe pelo menos uma
arvore formada por um tnico ponto e, além disso, se T;, © € I é um subconjunto
totalmente ordenado (pela inclus@o) de €2, entao a uniao 7 é novamente uma arvore
e deve projetar-se injetivamente em 7', pois quaisquer dois pontos de Tj, estao em
algum T;, i € I que se projetam em T. Assim, Ty € ) e portanto, toda familia
totalmente ordenada tem um elemento maximal em . Seja T este elemento maxi-
mal de . Chamamos de 7" a imagem de T em G\I'. Agora, T" C T'. Suponha, se
possivel, que 7" # T. Entao, pela conexidade de T, existe uma aresta e de T que
se inicia em um vértice de 7", e termina em um vértice de T que nao pertence a T".
Seja € o levantamento de e. Como gé com g € GG, é também um levantamento de
e, podemos substituir € por uma aresta gé adequada e assumir que o(€) pertence a
T. Note que t(é) ndo pertence a T, uma vez que sua imagem em G\I' ndo é um
vértice de T'. Tomando T o grafo derivado de T por adicionar o vértice P = t(é) e
as arestas € e ¢!, temos que T é uma arvore. Mas, a aplicagao T—Té injetiva, o

que contradiz a maximalidade de T’; portanto 7" = T [ |

Definicao 2.2.2 Seja I' um grafo nao vazio. Considerando o conjunto de sub-
arvores de I', ordenado pela inclusao, teremos, pelo Lema de Zorn, que existe um
elemento mazximal. Tal elemento mazximal é chamado uma arvore maximal de I'.
Seja Y um grafo conexo no qual G age sem inversoes. Uma arvore de representantes
de T mod G ¢ qualquer sub-drvore T de T que € o levantamento de wma drvore

mazimal em I' = G\T.

Exemplo 2.2.3 Se considerarmos o grafo I' = Circg com a a¢ao de G = Z/3Z
(Exemplo 2.2.1) entao a sub-drvore T' formada pelos vértices dados pelas classes

(orbitas) O(P), O(Q) e aresta dada pela classe de e se levanta nas sub-drvores

T={P,Q.e}, T'={P,Q ¢} eT"={P" Q" e}
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Agora, T" € uma drvore mazimal no quociente G\I', assim, T, T'" e T" sdo

arvores de representantes de I' mod G.

2.2.1 Dominio fundamental e decomposicao de grupos

Nesta secao, caracterizaremos os grupos que sao produtos livres com subgrupo
amalgamado da forma G p*g, G com grupos agindo sobre arvores com dominio fun-
damental um segmento. Lembremos que um segmento indica um grafo 1" isomorfo

a C'amy, como na figura abaixo:

fe. e-1)

Definigao 2.2.3 Seja G' um grupo agindo sem inversoes sobre um grafo I'. Um
dominio fundamental de I" mod G é um subgrafo T de T" tal que T — G\I' é um

isomorfismo.

Um dominio fundamental pode nao existir, pois para I' = R e G ~ Z como no
Exemplo 2.2.2, nao existe em ' nenhum subgrafo 7" tal que T" é isomorfo ao grafo
quociente que é um laco.

Se G\I' é uma arvore, segue da Proposi¢ao 2.2.1 que um dominio fundamental

existe. Se I' é uma arvore, a reciproca também é verdadeira:

Proposicao 2.2.2 ([19], Proposi¢io 17) Seja G um grupo agindo sobre uma drvore
. Um dominio fundamental de I' mod G existe se, e somente se, G\I' é uma drvore.

Teorema 2.2.1 Seja G agindo sobre um grafo I'. Seja T um segmento em I que
¢ um dominio fundamental de I' mod G. Sejam P, Q) os vértices de T', com aresta
{e,e™'} ligando P e Q. Sejam Gp, Gg e G. = G.-1 o0s estabilizadores dos vértices

P e @ earestae deT. As sequintes propriedades sao entao equivalentes:
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1. T € uma darvore.

2. O homomorfismo Gp*g,Gg — G induzido pelas inclusoes Gp — G e Gg — G

€ um isomorfismo.

Note que G = GpNGg € um subgrupo de Gp e de Gg, portanto o produto livre

amalgamado Gp x¢, Gg faz sentido.
Para a prova deste teorema necessitamos dos dois lemas seguintes:

Lema 2.2.1 Nas hipdteses do Teorema 2.2.1, temos que o grafo I' é conexo se, e

somente se, G ¢ gerado por Gp U Gg.

Demonstragao: Seja I a componente conexa de I' contendo o segmento T
(dominio fundamental). Seja G’ o estabilizador de I, isto é, G’ = {g € G;gI" =1"}
e seja G" o subgrupo de G gerado por Gp U Gg. Note que G C G, pois se
h € Gp U Gg entao os segmentos 1" e M1 tém um vértice em comum; por exemplo,
se h € Gp, hP = P. Dai P é um vértice comum de T e hT. Entao, temos h1T C I",
uma vez que [V é a componente conexa que contém 7T'. Portanto, hIV = I, isto é,
h € G'; assim, Gp C G' e G C G, e conseqiientemente, G” C G'.

Agora, se Gp U Gq gera G entao G = G' = G" e portanto, I'' = G'I" = GI" D
GT =T. Logo, I =T e assim, I' é conexo. Note que GT =T porque 17" é dominio
fundamental e assim, para todo R € vert(I'), temos que R = gP ou R = g(@, para
algum ¢. Dai, R € GT. De modo similar, para qualquer aresta e € I, existe g € G
tal que ge = T e assim, e = ¢~ 'T € GT.

Por outro lado, suponha que I' é conexo. Note que G"T e (G—G")T sao subgrafos
disjuntos de I' cuja uniao é I' (se a uniao fosse nao disjunta, entao existiriam = € G”,
y € G—G" tais que y~ 'z fixa P ou Q ou y 'z envia P em Q ou Q em P. A primeira
implicagao contradiz o fato de que y € G” e a ltima o fato de T ser um dominio
fundamental). Se I' é conexo e T' C G"T, segue que I' = G"T, e portanto temos
que I' = G"T. Mas grafo I' é conexo e entao I' = I”, isto é, G = G' = G”.
Portanto, G'T = GT =T = G"T. Isto implica que G” C G’, pois se 2" € G entao
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2’1" = 2"l = 2"G"T = G"T =T =1". Portanto, G" = G' = G, isto é, Gp U Gg
gera G. [ |

Lema 2.2.2 Nas condigoes do Teorema 2.2.1, temos que I nao possui circuitos se,

e somente se, Gp *xq, Gg — G € injetiva.

Demonstragao: Dizer que I' possui um circuito é o mesmo que dizer que existe
um caminho ¢ = (wo, ..., w,), n > 1 em I" sem “backtracking” e tal que o(c) = t(c).

Escrevemos w; na forma h;e; com h; € G ee; = e ou ¢; = e L.

Passando a
G\I' ~ T vemos também que e;~* = ¢;_; (1 < i < n). Seja B; = o(e;) = t(e;_1);
temos h; = h;_1g;, com g; € Gp, pois h;P; = h;o(e;) = o(hie;) = t(hi—i1e;—1) =
hi—lt(ei—l) = hi_1P; e gi € G, pois (hfiei)_l # hi—1e_1.

O fato que o(c) = t(c) é equivalente a t(e,) = Py, ou novamente, ho Py = h, Py =
hogi - .. gnFy, isto é, g1 ... g, € Gp,.

Concluimos que I' contém um circuito se, e somente se, podemos encontrar uma
seqiiéncia de vértices de I', Py, ..., P, com {P,_1, P;} = {P,Q}, para todo i e uma
seqiiéncia de elementos ¢g; € Gp, —G. (0 <i < n) tal que gog; ... g, = 1. Dali, temos

que Gp *g, Gg — G nao ¢é injetiva. [ |

Demonstragao do Teorema 2.2.1: Como uma arvore é um grafo conexo nao
vazio  sem  circuitos, segue  do Lema 222 que a aplicacao
Gp *¢. Gog — G ¢ injetiva e, pelo Lema 2.2.1, que G ¢é gerado por Gp U Gg e
assim, tal aplicacao é sobrejetiva. Logo, um isomorfismo. Por outro lado, basta
considerarmos as reciprocas dos Lemas 2.2.1 e 2.2.2 para concluirmos que I' é uma

arvore. [

Reciprocamente, todo produto livre amalgamado de dois grupos age sobre uma

arvore com um segmento como dominio fundamental. Mais precisamente, temos:

Teorema 2.2.2 Seja G = G x4 Gy um produto livre amalgamado de dois grupos.
Entao existe uma drvore I' (e somente uma, a menos de isomorfismo) sobre a qual
G age, com um segmento T como dominio fundamental, vértices P e @) e aresta e

tais que Gp = G, Gg = Gy e G. = A como seus respectivos estabilizadores.
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Demonstracao: Seja G = (1 *¢, G2 Definimos um grafo I" sobre o qual G age,

como segue
vert(l') = (G/Gh) | |(G/Ga). aresta(T') = (G/A)| |(G/A)™.
A aplicacao definindo as extremidades de uma aresta é dada por
aresta(l') — vert(I') x vert(T")

gA — (QthGz)-

Com a agao 6bvia de G sobre I' o estabilizador do vértice P = 1.G; é o grupo
(G1 e similarmente, para () = 1.Gy e ¢ = 1.G4 os estabilizadores sao Gy e A,

respectivamente. O Teorema 2.2.1 entao mostra que I' é uma arvore. |

Observacao 2.2.1 ([19], p.34) (1) Os Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 estabelecem uma
equivaléncia entre “produto livre amalgamado de dois grupos” e “agao sobre uma
arvore com um segmento como dominio fundamental”.

(2) Eziste também uma equivaléncia andloga entre “HNN-grupos” e “agdo sobre
uma darvore com um laco como quociente”. Uma das implicagoes pode ser encontrada

em [18], que enunciaremos a sequir:

Teorema 2.2.3 ([18/, Coroldrio 4.5) Seja G um grupo agindo sobre um grafo I". Se
G\I' consiste de um unico lago entao I' contém uma aresta e com vértices adjacentes

P e@, onde @Q = gP, para algum g € G ¢ G ~ Gpx*g,. [ |

Exemplo 2.2.4 Considere I' = R e G ~ 7Z, como no Exemplo 2.2.2. O grafo

quociente G\I' é um lago e temos que Z ~ {1}x;.



Capitulo 3

(Co)Homologia de Grupos e
Dualidade

Como veremos no préoximo capitulo, a teoria de decomposicao de grupos esta
fortemente relacionada com ends de grupos e pares de grupos. Esses, no entanto,
tém uma grande interacao com cohomologia de grupos. De fato, pode-se dar uma
definicao para tais ends usando uma linguagem cohomoldgica. Assim, neste capitulo,
inicialmente definimos (co)homologia de grupos e apresentamos alguns resultados.
Definimos também grupos de dualidade (D"-grupos), que sao grupos com nimero
de ends igual a um, quando n > 1, e assim, nao se decompoem sobre subgrupos

finitos (Proposicao 4.1.3).

3.1 RG-mdédulos e Resolucoes de R sobre RG

Definigao 3.1.1 Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e G um grupo deno-
tado multiplicativamente, com elemento neutro 1. Seja RG (ou R[G]) o R-mddulo
livre gerado pelos elementos de G. Assim, um elemento de RG é expresso unica-

mente na forma Z rg.g, comr, € R ery =0 para quase todo g € G (isto €, exceto
geG
para um numero finito de elementos g € G).

Em RG, as operacoes de adicao e multiplicacao sao dadas por:

95
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(Z rg-9) + (Z Sg-9) = Z(Tg + 5g)-9

O re9).O snh) = > (rg.sn)-(g.h).

Tais operacoes fazem de RG um anel com unidade 1rg = 1g.1, chamado anel
grupo de G sobre R.

Em geral, o elemento 1g.g € RG serd denotado por g.

Observagao 3.1.1 1. Se G € um grupo e R = Zy entao x € ZsG ¢é da forma
r=1lg+ - +lg=g+ +g,comleEZyeg €G.

2. Para qualquer grupo G podemos definir o homomorfismo de anéise : RG — R
tal que £(g) = 1 para todo g € G e estender por linearidade. Este homomor-
fismo € denominado aplicagao aumentagao. Note que £ € sobrejetora pois para

todo r € R, existe x = r.g € RG tal que e(x) = e(rg) =re(g) =r.

Proposicao 3.1.1 Seja G um grupo e M um conjunto nao vazio. Entao, M é um
RG-mddulo (a esquerda) se, e somente se, M é um R-mddulo (a esquerda) munido

de uma acao (a esquerda) de G sobre o grupo aditivo (M,+).

Demonstragao:

Se M é um RG-médulo entao M é um R-mddulo considerando rm := (rl)m e
pode-se definir uma G-acao por g.m := (1g.g)m.

Reciprocamente, se M é um R-mdédulo e existe uma acao de G sobre M entao

podemos dar a M uma estrutura de RG-mdédulo da seguinte maneira (Z rg.g)m =
geG

ng.(g.m). [ |

gelG

Corolario 3.1.1 M € um ZG-modulo se, e somente se, M é um grupo abeliano

munido de uma G-agao.

Corolario 3.1.2 M é um Zy G-mddulo se, e somente se, M é um Zs-mddulo (equiv-
alentemente, grupo abeliano em que todo elemento tem ordem 2) munido de uma

G-acao.



CAPITULO 3. (CO)HOMOLOGIA DE GRUPOS E DUALIDADE 57

Segue dos corolarios anteriores que todo ZsG-moédulo é um ZG-médulo, mas a

reciproca nao é verdadeira.

Exemplo 3.1.1 Seja G um grupo. Entao p(G) é um Zs G-médulo, onde p(G) é o

conjunto das partes de G. A G-ag¢ao natural € dada por

G x p(G) = p(G)
(9,H)— g.H ={g.x;x € H}

Observacao 3.1.2 Todo R-mddulo M pode ser visto como um RG-mddulo com a

G-acao trivial. Em particular, M = R serd, em geral, considerado um RG-mddulo

trivial e assim, (Z rg.g)r = ng(g.r) = ng.r = 5(2 Tg.g)T.

9eG geqG geqG geG
Quando R = 7y esta € a unica estrutura de Zs G-mddulo possivel, pois Aut(Zsy) =

{id}.

Considerando X um G-conjunto e RX o R-médulo livre gerado pelos elementos
de X, podemos estender a G-acao de G sobre X a uma G-acao sobre RX da seguinte
maneira: ¢.(> r,x) == Y r,(g.x), com g € G, r, € Rex € X. Assim, temos o

seguinte resultado:

Proposicao 3.1.2 (/6/, Proposicio 3.1) Sejam X um G-congunto livre e E um con-
junto de representantes para as G-orbitas em X. Entao RX € um RG-mddulo livre

com base E. [ |

Corolario 3.1.3 Se S é um subgrupo de G entio RG é um RS-mddulo livre com

base num conjunto E de representantes para as S-drbitas em G (que sdo as classes

laterais a esquerda de S em G), isto €, RG = @(RS)Q.

gelk

Demonstragao:
Temos que G é um S-conjunto com a acao dada pela multiplicacao dos elementos
de S por elementos de G (isto é, s.g := sg) e esta agao é livre (pois s.g = g < s = 1).

Portanto, o resultado segue da proposicao anterior. [ |
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Definicao 3.1.2 Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e M um R-mddulo.
Uma resolucdao de M sobre R, ou uma R-resolucao de M € uma sequéncia exata de

R-mddulos
%FQEFELFO;M%O

onde € : Fy — M ¢ chamada aplicacdo aumentagao.
Se cada F; é R-mddulo livre (respectivamente, projetivo), dizemos que a resolu¢ao

¢ livre (respectivamente, projetiva).
Notagao: ¢ : F' — M denotard uma resolugao de M sobre R.

Observacao 3.1.3 1. Toda resolugao livre € projetiva, pois todo modulo livre é

projetivo.

2. Se existir um inteiro n tal que F; = 0, para 1 > n, dizemos que a resolu¢ao

tem comprimento no mdxrimo n. Neste caso, escrevemos simplesmente

0—F,— - —Fp—>M-—0

Proposicao 3.1.3 (/6/, p.10) Dado um R-mddulo M sempre podemos construir

uma resolugdo livre (e portanto projetiva) de M sobre R. |

3.2 (Co)Invariantes

Nesta secao, consideraremos R um anel, G um grupo e M um RG-mdédulo (a

esquerda).

Definigao 3.2.1 Sejam G um grupo e M um RG-mddulo (a esquerda). O grupo de

invariantes de M, denotado por M, € definido por:
MC ={meM; gm=m, ¥V gecG}.

Observacao 3.2.1 1. Se a ac¢do de G em M ¢€ trivial, isto €, g.m = m, para

qualquer m € M, entio M = M.
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2. E claro que a G-acdo sobre M induz a G-acdo trivial sobre M e assim, M®
¢ um RG-mdédulo trivial. Temos que MY é o maior submddulo de M no qual

G atua trivialmente.
Proposicao 3.2.1 (Homg(M, N)) = Hompg(M, N).

Demonstracao:

Sejam g € G e f € Homgr(M, N). Temos que

gf = f & (g/)m) = flm),¥Yvm € M < gf(g'm) = f(m),
VmeM<& g.f(m') = f(gm'), Vm' e M (m' =g tm).

Logo, (Homp(M,N))¢ = {f € Homg(M,N); g.f(m) = f(g.m)} = Hompa(M, N).

Corolario 3.2.1 Se R ¢é wisto como RG-mddulo trivial (a esquerda) entdo

Hompg(R, M) ~ MY como grupos (e como RG-mddulos triviais).

Definicao 3.2.2 O grupo de coinvariantes de M, denotado por Mg, é dado por:

M

M~ =
“ (gm—m; ge G eme M)’

onde (gm —m; g € G em € M) é o submddulo de M gerado pelos elementos

gm—m, comgeGeme M.

Proposigao 3.2.2 (/6/, I1.2.1.) Se R € visto como RG-mddulo trivial (a esquerda),
entao

MG ~ R@RG M.

3.3 Modbdulos (Co)Induzidos

Consideremos A, B anéis e k : A — B um homomorfismo de anéis.

1. Se M é um B-médulo (& esquerda) sempre podemos ver M como um A-médulo

(a esquerda) definindo em M a A-multiplicagao:
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AxM—M
(a,m) — a.m = k(a).m

Neste caso, M é dito um A-mddulo por restri¢io de escalares (via k) e serd

denotado por Res5M.

Deste modo, se G' é um grupo, H um subgrupo de G, o : RH — RG aplicacao
inclusao de RH em RG e M é um RG-modulo, podemos ver M como um
RH-médulo através de o e o RH-médulo M é denotado por Res$ M (médulo

restri¢ao).

Seja M um RH-médulo e,

Ind$M = RG @y M.
Ind% M é um grupo abeliano. Em Ind% M definimos a seguinte agao:

G x Ind§M — Ind$M

(9.0 ®m) — ga®@m

Com esta acdo, Ind% M torna-se um RG-médulo.

2. Agora, se M é um A-médulo (a esquerda), podemos obter um B-mddulo (a

esquerda), Homa(B, M), bastante relacionado com M, da seguinte maneira:

Por restri¢ao, podemos ver B como um A-médulo (& esquerda)

Ax B — B

(a,b) — a.b:= k(a).b (multiplicacado do anel B)

e assim, faz sentido considerar Hom (B, M).

Pode-se mostrar que a aplicacao

B x Homa(B, M) — Homa(B, M)

(0. f) = bf; (b)) := f(V'D)
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estd bem definida e é uma B-multiplicacao.

Assim, Hom (B, M) é um B-médulo, denominado B-mdédulo obtido de M por

coextensao de escalares de A para B (via k).

Agora, a cada RS-médulo M associamos o RG-mddulo obtido de M por coex-

tensao de escalares (que neste caso chamamos de coindugao) e denotamos por

Coind$ M, ou seja, Coind§M := Homps(RG, M), onde a G-ac¢ao é dada por

G x Coind§ M — Coind$ M

(9, f) = (9)(g) := f(g'9).
Observacao 3.3.1 Se H = {1}, temos RH ~ R. Deste modo,

Indf,M = RG ®r M e Coind{;, M = Homg(RG, M)

{1}

Tais RG-mddulos sao chamados, respectivamente, modulo induzido e modulo

coinduzido.

Observacao 3.3.2 Segue imediatamente de [6] (I1I1.3.2) e (1I1.3.5), respectivamente,

considerando M = N e f =1idy;, que as aplicacoes:

it M — IndSM = RG @pir M
m—i(m)=1®@m
7 : CoindGM = Hompy(RG, M) — M
frem(f)=f1)

sao, respectivamente, RH-monomorfismo e RH-epimorfismo.

Proposicao 3.3.1 (/6/, p. 67) O RG-mddulo Ind$M contém M como um RH -
submaodulo. Além disso, considerando E um conjunto de representantes para as
classes laterais (a esquerda) de H em G, e denotando por gm o conjunto obtido de
M (visto como RH -submddulo de Ind%M ) sob a agdo de G, temos

IndM = gM.

gelE
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Proposicao 3.3.2 De modo andlogo, o caso dado pelo modulo de indugao, se con-
siderarmos o mergulho p : M — Coind% M, dado por
gm, sege H

p(m)(g) =
0, c.c.

temos que M é um RH-mddulo de Coind% M e, além disso,

Coind% M = H gM.

ger

Observacao 3.3.3 A aplicacao p se estende a um RG-homomorfismo
¢ : RG®ry M — Hompgry(RG, M) ([6], 111.3.2). Tal aplicagcdo pode ser identi-
ficada com a inclusdo canonica da soma direta no produto direto ([6], p. 70) e,

assim, podemos ver Ind$M como um RG-submddulo de Coind% M.
Proposicao 3.3.3 Se [G : H] < oo, entdo Ind$M ~ Coind$ M.

Demonstracao: Se [G : H| < oo, temos que a soma direta e o produto direto

coincidem e, portanto, segue o resultado. |

Definicao 3.3.1 Sejam M e N RG-mddulos (R =Z ou R = Zy). Considerando M
e N como R-mdédulos podemos definir sobre Homg(M, N) uma G-a¢ao (denominada
agdo diagonal) de modo a tornd-lo um RG-mdédulo. Essa a¢ao, a qual € induzida da

acao de G sobre M e N, € definida da sequinte forma:

G x Homgr(M,N) — Homg(M, N)
(9. f) = gf; (gf)m)=g.f(g7'm), Vme M

Proposicao 3.3.4 ([6/, Proposicao 5.6) Seja M um RG-mddulo. Entdo existe
um RG-isomorfismo natural Coind$ Res$M ~ Homg(R(G/S), M) onde G atua

diagonalmente no Hompg. |
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3.4 Definicoes e Exemplos de H,.(G, M) e H* (G, M)

Seja

Fiovomn B, B0 - 5P AF 5SR-S0

uma resolugao projetiva de R sobre RG e M um RG-mddulo (& esquerda).

Podemos formar complexos de cadeia e cocadeia, respectivamente F' Qrg M e

HOng(F, M)

F®RGM1"'HFn®RGM8:n"'HF1®RGM§>F0®RGM—>0

Hompa(F, M) : 0 — Homga(Fo, M) % - = Hompa(Fy, M) — - --

O operador bordo é dado por 9,, := 0, ®id, n > 1e dy = 0 e, 0 operador cobordo,

por

0" : Hompg(Fn, M) — Hompg(Fyy1, M)
fr=0"(f)=f001,n>0edy=0

Definigcao 3.4.1 O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M ¢é
definido por
H,(G, M) := H,(F Qrg M).

O n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M ¢ definido por
H"(G,M) := H"(Hompgg(F, M)).

Observacao 3.4.1 As defini¢oes de H.(G,M) e H*(G, M) independem da res-

olucao projetiva € : F — R (a menos de isomorfismo candnico) ([6], 1.7.5).
Proposicao 3.4.1 Dado um RG-mddulo M, temos os isomorfismos:
(a) Hy(G, M) ~ Mg;

(b) HO(G, M) ~ MC.
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Exemplo 3.4.1 1. Sejam G = {1} e M um RG-mddulo.
M ~ M, sei=0

Entdo, H' ({1}, M) ~
0, set1 >0

2. Sejam G = (t) ~ Z, grupo ciclico infinito e M um RG-mddulo.

MC, sei=0
Entio, H(G,M) ~< Mg, sei=1
0, sei>2

(i) Se M é um RG-mddulo trivial entao H*(G,M) = M = H (G, M) e
HY (G, M) =0, para i > 2.
(ii) Seja M = Z.G wvisto como ZG-mddulo com a G-agdio natural: t*.(rt*') .=

rt*t*  para todos t*, t* € G e r € Z.

0, i=0
Entao, H'(G,ZG) ~< 7, i=1 .
0, i>2

(iii) Seja M = ZoG wisto como ZyG-mddulo com a G-agdo: tF.(1.tF) =
1.tFK 1 € Zy e para todos tF, t* € G.
(Z,G)Y ~0, i=0
Entao, H'(G, ZoG) ~ Zs, i=1.
0, i>9

3. Para G ~7Z, e M =7, com a G-ac¢ao trivial, obtemos

7, set1 =10
H Z,,7) ~ 0, se 1 € impar
7
— =~ 7y, Seiépar,i> 2
n.z

4. Se G ={1,t} ~Zy e M =7 ¢é visto como um Z(Zy)-mddulo com a G-agdo

lr:=r etr=—r, para todo r € Z, temos que
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7% = {0}, sei=0
: /
H"(Zo,7) ~ 57 = Zsy, se i € impar

0, se i € par

0, i=0
5. H(Z,ZG) ~ < Z, i=1 , com a Z-a¢do natural: k+ (n+k') =n+(k+E).
0, i>2
\
(
7, i=0

6. H{(Z,ZG)~< 0, i=1 , com a Z-a¢do natural.

0, i>2

3.5 O Lema de Shapiro

Na secao 2.4, vimos que se H é um subgrupo de um grupo G e M é um RH-
médulo, Ind$M e Coind%M sao RG-médulos. Considerando tais RG-médulos,
temos o seguinte resultado que relaciona a (co)homologia de um grupo G com a

(co)homologia de seu subgrupo H.

Proposicao 3.5.1 (Lema de Shapiro) ([6], Proposicio 6.2, p. 73) Sejam G um

grupo, H um subgrupo de G ¢ M um ZH-maodulo. Entao temos os isomorfismos:
(a) H(H, M) ~ H.(G, Ind%M);
(b) H*(H, M) ~ H*(G,Coind%M). |

Observagao 3.5.1 Dado um grupo G, podemos verificar que p(G) ={A: A C G}
¢ um Zy-espago vetorial com A+ B = (AUB) — (AN B) = (AN B°) U (A°N B)
(diferenca simétrica) e 0.A = (), 1.A = A, para todo A, B C G. Mais ainda, é um
ZsG-maodulo. Além disso, F(G) = {A € p(G); A € finito} € um ZsG-submddulo de
(@), com a G-agao natural (a esquerda) (g, A) — g.A = {g.a;a € A}. Vejamos a
relagdo entre os ZoG-maodulos Coindﬁ}Z2, 0(G), ZsG e F(G).
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Proposicao 3.5.2 ([7], Corolario 2.4.5.5, p. 59) Sejam G um grupo e o(G) o
conjunto das partes de G. Entao ZoG = C’Oind{Gl}Zg ~ o(G) como ZsG-mddulos.
Além disso, 0 ZsG-submodulo ZoG de ZoG € levado por este isomorfismo no ZsG-

submddulo F(G) de p(G). |

3.6 Grupos de Dualidade

Como ja dissemos anteriormente, vamos definir a seguir grupos de dualidade (D"-
grupos), que sao grupos com nimero de ends igual a um, quando n > 1, e portanto,
nao se decompodem sobre subgrupos finitos (Proposigao 4.1.3). Como referéncia,

sugerimos [5].

Definicao 3.6.1 Um grupo G € denominado grupo de dualidade de dimensdo n
sobre R, ou simplesmente, um D™-grupo sobre R (R = 7Z ou R = Zs) se existe
um RG-mddulo (a direita) C', chamado mddulo dualizante de G, tal que tenhamos

isomorfismos naturais
HY(G, M) ~ H,_(G,C ®r M),

para todo k € Z e todo RG-maédulo M, onde C ®@r M ¢é visto como RG-modulo com
a G-acao diagonal.

Se C' >~ R como RG-mddulo dizemos que G € um grupo de dualidade de Poincaré
de dimensao n sobre R, ou simplesmente, um PD"-grupo sobre R. Neste caso, se a
acao de G em C' € trivial dizemos que G € orientdvel, caso contrdrio, G € dito nao

oritentavel.

Observagao 3.6.1 Nas se¢oes sequintes consideraremos sempre R = Zo, a menos
que se especifique ao contrdrio. Assim, por conveniéncia, se G € um D"™-grupo sobre
Zy (PD"-grupo sobre Zs) diremos, simplesmente, que G € um D"-grupo (PD"-
grupo), sem falar no anel Zs. Observemos que considerando R = Zs tem-se que

todo PD™-grupo é orientdvel.

Pode-se verificar o seguinte fato:
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Lema 3.6.1 Se G ¢ um D"-grupo sobre Z com mddulo dualizante C' entao G € um
D™-grupo (sobre Zs) com mddulo dualizante C" = C' @z Zy. Em particular, se G é
um PD"™-grupo sobre Z entao G € um PD"™-grupo. [ |

Exemplo 3.6.1 1. O grupo trivial {1} é o tinico D°-grupo sobre Z e, consegiien-

temente, sobre Zo

2. Zs, Zs e, mais geralmente, todos os grupos finitos de ordem impar, sao D°-

grupos (sobre Zs).

3. 7 é um PD*'-grupo sobre 7.

Encerraremos esta se¢ao com um resultado que sera utilizado no préximo capitulo.

Proposicao 3.6.1 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se G é um PD"-
grupo e [G : H] < oo entdao H é um PD™-grupo.

Demonstragao: Como G é um PD"-grupo, temos
H*(G, A) ~ H,_(G, A) para todo k € Z e todo RG — médulo A.
Assim, usando o Lema de Shapiro e a dualidade, temos
H*(H, M) ~ H*G, Coind% M) ~ H,_(G, Coind% M)

Agora, como [G : H] < oo, temos que

H, (G, Coind; M) = H,_(G, IndS, M)

Novamente, pelo Lema de Shapiro, temos
H,_(G, Ind$M) ~ H,_(H, M).

Portanto, H é um PD"-grupo. |



Capitulo 4

Invariantes Ends e Decomposicao

de Grupos

Um dos primeiros resultados em decomposicao de grupos, conforme ja citamos
anteriormente, é o resultado de Stallings: “Se G ¢ finitamente gerado entao G se
decompoe sobre um subgrupo finito se, e somente se, e(G) > 2”7, onde e(G) indica o
nimero de ends de um grupo GG. Um resultado para decomposicao de grupos sobre
um subgrupo nao necessariamente finito é dado por Scott. Inicialmente, veremos a
definicao de tais ends e alguns resultados, com destaque para o teorema de Stallings.
Na prova de tais resultados poderemos observar o uso da relagao entre produto
livrte com subgrupo amalgamado ou extensao HNN e a teoria de grafos tratada
anteriormente. Também, apresentamos a prova de um resultado de Kropholler e
Roller (Teorema 4.3.2) sobre decomposigao de grupos que envolve a obstrucao sing
definida pelos autores (e indiretamente, o invariante end é(G,S)). A referéncia
bésica para e(G) ¢ [18] ou [9]; para e(G, S) sugerimos [17], para o resultado referido

e a obstrugao sing vide [12]. J& o invariante é(G, S) é tratado em [13].

4.1 Decomposicao de Grupos e o End Classico

Definicao 4.1.1 Dizemos que um grupo G se decompoe sobre um subgrupo C', se G

¢ um produto livre com subgrupo amalgamado C, isto é, G = AxcB com A # C # B

68



CAPITULO 4. INVARIANTES ENDS E DECOMPOSICAO DE GRUPOS 69

ou G € uma extensao HNN, G = Ax¢.

A definicao classica de ntimeros de ends para grupos finitamente gerados foi
introduzida por Hopf e Freudental e foi totalmente amparada na defini¢ao de ends
de espagos. A definicao algébrica de nimeros de ends de um grupo G qualquer foi
dada por Specker.

Dado um grupo G, conforme vimos na Observacao 3.5.1, temos que p(G) =
{A: A C G} éum ZyG-médulo (com a operagao “+”sendo a diferenca simétrica)
e F(G) = {A € p(G); A é finito} é um ZyG-submédulo de p(G). Considere o
ZsG-submédulo de p(G), Q(G) = {A € p(G);Vg € G,A+ gA € F(G)} e os
QG)  p(G)

F(@) @)

Nos referimos a dois conjuntos A e B cuja diferenca simétrica pertence a F(G)

Z,G-mébdulos quocientes

. . a . . .
como quase iguais, e denotamos por A = B, ou seja, temos a igualdade desses conjun-

G
tos no grupo quociente % Assim, A € Q(G) se, e somente se,

A £ gA, para todo g € G. Os elementos de Q(G) sdo chamados de conjuntos

quase invariantes.

Vamos denotar um elemento A 4+ F(G) de ii((g)) ou ggg; por A.

Definicao 4.1.2 Dado um grupo G, o nimero de ends de G, denotado por e(G), é

definido por e(G) := dim@(ggg;).

Observagao 4.1.1 (a) Poderiamos ter considerado p(G) como um ZyG-mddulo a

direita, o subconjunto de p(G) dos elementos quase invariantes a direita, Q(G) =

{A€p(G)|Vge G, A+ Ag € F(G)}, e de modo similar, definir

Q(G)
(@)

e(G) == dimg,( ).

(b) Temos que essas duas defini¢oes apresentadas para e(G) coincidem (pois, A é
quase invariante a esquerda < A+ gA € F(G),Vg € G & A+ A7lg7! €
F(G),Y g € G & A™! € invariante a direita, onde A~! := {a™' | a € A}), e todos

os resultados existentes se usarmos a G-ag¢ao a esquerda sao vdlidos também quando
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trabalhamos com a G-acdo a direita.

Em geral, trabalharemos com a a¢ao a esquerda, a menos que se especifique o

contrario.

Apresentaremos a seguir alguns resultados tteis da teoria de ends; as demon-

stragOes serao omitidas. Para maiores detalhes, ver [18].

G
Considere a G-agao natural em p(G) e gg G; (de modo a tornar tais espagos ZsG-
G G
modulos). Podemos verificar que (}i(( G)) )¢ = % e assim a seguinte interpretacao
para e(G) em termos de grupos de cohomologia pode ser dada:
G
Proposicio 4.1.1 ¢(G) = dimy, H° (G, %) I
- . p(G)
Proposicao 4.1.2 Dado um grupo G temos um ZsG-isomorfismo entre F(G)
ZQG —_—= not . G .
NE onde ZoG = Homg,(ZG,7y) = COan{l}Zg e conseqiientemente,
2
. 7yG
e(G) = dZmZQHO (G,Z2—G> [ |

Lema 4.1.1 Temos que ¢(G) > 2 se, e somente se, existe um subconjunto quase

invariante (a direita ou a esquerda) K de G tal que K e K* = G— K sejam infinitos,

ou seja, existe K € % tal que K # 0 e K # G. Neste caso, 0, K,K* e G sdo
elementos distintos em % [ |

Exemplo 4.1.1 Se G € o grupo ciclico infinito gerado por a entio e(G) = 2, pois

pode-se verificar que K = {a™;n >0} C G ¢ tal que K € Q(G), K # 0, K # K*,
(<) e ——
K%GeF(G>—{,G,K,K}.

Teorema 4.1.1 ([18], p. 175-176)

(1) Se Gy e Gy sao grupos isomorfos, entio e(G1) = e(Gs).

(2) Se G é um grupo infinito, entio e(G) =1+ dimz, H (G, ZG).

(3) Se H € um subgrupo de um grupo G com (G : H) < 0o, entio e(G) = e(H);
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(4) Se G possui um subgrupo normal K entao e(G) = e¢(G/K).

(5) Se G é um grupo nao enumerdvel e abeliano, entao e(G) = 1.

(6) Se G é finitamente gerado, A € Q(G) € tal que A e G — A sao infinitos, e
H ={h € G; hA = A} éinfinito entao G tem um subgrupo ciclico infinito de indice
finito.

(7) Se G é um grupo finitamente gerado, entao e(G) = 0,1,2 ou co.

(8) Sejam Ay, A1 € Q(G). Para quase todos g € Ay, isto €, todos exceto um nimero
finito de elementos g € Ay, tem-se que gA; C Ay ou g(G — Ay) C Ay.

O préximo resultado nos diz que quando G é um grupo de dualidade, o nimero

de ends de G, e(G), é um.
Proposicao 4.1.3 Se G é um D"-grupo sobre Zy para algumn > 1 entdao e(G) = 1.

Demonstragao: Como G ¢ infinito, temos e(G) = 1 + dimg, H (G, Z,G).
Calculemos dimgz, H' (G, ZyG). Seja C o médulo dualizante de G. Temos que
HYG,Z,G) ~ H, |(G,C ®gz, Z,G) pois G é um D"-grupo sobre Z,. Dali,
H, 1(G,C ®z, ZoG) ~ H, (G, Ind%,C) ~ H,_1({1},C) pelo Lema de Shapiro

{1}
(Proposigao 3.5.1). Assim, como n > 1, temos que H,_1({1},C) = 0 (Exemplo
3.4.1, item 1). Logo, dimgz, H (G, Z>G) = 0 o que implica em e(G) = 1. [ |

Corolario 4.1.1 (i) Se G é um D"-grupo sobre Z, n > 1, entao e(G) = 1.
(i1) Se e(G) # 1 entao G nao é um D"-grupo sobre Z ou sobre Zs, paran > 1.1

Observacao 4.1.2 A reciproca da proposi¢ao nao € verdadeira, pois o grupo aditivo
G =R tem e(G) = 1, mas G nao € um D"-grupo, uma vez que G ndo € finitamente

gerado (ver [5], Teorema 9.2 e Proposi¢ao 2.1).

Existe uma classificagao completa para grupos com dois ends devida a Hopf

(1943), que é um resultado sobre decomposi¢ao de grupos e a prova sera omitida.

Teorema 4.1.2 ([18], Teorema 5.12) As sequintes condi¢oes sao equivalentes para

grupos finitamente gerados:
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(i) e(G) = 2.

(i) G tem um subgrupo ciclico infinito de indice finito.

(11i) G tem um subgrupo normal K tal que G/ K € isomorfo a Z ou ao grupo diedral

infinito Do, = Zo * L.

(iv) G = Fxp com F finito, ou G = Axp B com F finito e (A: F)=(B: F)=2.
[

O teorema seguinte d& wuma caracterizacao para grupos finitamente
gerados que se decompoem sobre subgrupos finitos e que inclui o caso de dois ends,

a saber:

Teorema 4.1.3 ([18] Lema 6.3) Se G se decompie sobre um subgrupo finito entdo
e(G) > 2.

Demonstracao: A esséncia da prova é usar os teoremas da forma normal para
produtos livres amalgamados e extensoes HNN para se produzir um subconjunto F
de G, quase invariante (a direita), tal que E e E* = G — F sao infinitos, como no
Lema 4.1.1. Para isto, usaremos aqui a aco & direita, isto é, £ = Fa.

Suponhamos primeiro que G = A*¢ B, onde C' é finito. Recorde a forma normal
dos elementos de G dada no Teorema 1.4.2. Escolha transversais T4 e T para C' em
A e B, respectivamente. Entao qualquer elemento de G tem a forma aqb; ... a,b,c,
ondeceC,a, €Ta,bj€lpea;=1=i=1,b=1=1i=n.

Seja F o subconjunto de G consistindo dos elementos para os quais
a; é nao trivial. Claramente, E e E* sdo infinitos (isto se deve ao fato de que
A # C # B e assim T4 e Tp possuem pelo menos um elemento nao trivial
ai e by, respectivamente, com os quais podemos formar infinitas palavras ja que
a; € Tx (e b; € Tg) nao precisam ser distintos). Se b € B entdao Eb = E, visto
que u = aiby...a,b,c € E, entao ub = a1b;...a,b,cb € E, pois pode ocorrer
que ¢b = ¢y € C ou entao tome cb = a,;1c. Se a € A, entao Fa C EUC
(pois, neste caso, poderiamos ter u = a; € E tal que ua = aja com aja € C)

e entao também Ea~' C F U C (uma vez que vale para qualquer a). Portanto,
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E C EauCa C EUCUCa e entdo E— Fa e Ea— E sao finitos (pois £ — Fa C Ca,
FEa—FE C CUCae C éfinito). Assim, F 4+ Fa = (£ — Fa) U (Ea — F) € F(G),
ou seja, £ = Fa. Como A e B juntos geram G, temos Eg = E para todo g € G.
Logo, neste caso, obtemos E nas condi¢oes do Lema 4.1.1 anteriormente citado e
entao e(G) > 2.

Agora, suponha que G = Ax¢, onde C é finito e usaremos a forma normal para
elementos de GG, dada pelo Teorema 1.5.1.

Escolha transversais T; de «;(C') em A e obtenha a forma a1t ast® . . . a,t*" ap1,
onde a, 1 € A,a; € Tysee;=1,a; € Tyseg; = —1 e além disso, a; # 1 se g;_1 # €.

Seja E o subconjunto dos elementos de G para os quais a; € trivial e e; = 1. Se
a € A, entao Fa = E. Também, Et C E e Et™' C E U ay(C). Portanto, como
antes, I/ ¢ um subconjunto quase invariante em G como desejado e assim, pelo Lema

41.1, e(G) > 2. |

Estaremos interessados agora em responder a questao na direcao contraria, isto
é, e(G) > 2 implica que G se decompde sobre um subgrupo finito. Para tanto, faz-se

necessario o resultado seguinte (cuja prova sera omitida):

Lema 4.1.2 ([18], Lema 6.4 e Teorema 6.5) Seja E um conjunto parcialmente or-
denado com uma aplicagdo (involucio) ¢ : E — E; e +— e ', onde e # ¢!, ¢
suponha que sejam vdlidas as sequintes condicoes:
(1) See < f entao f~+ <e L.
(2) Se e, f € E existe somente um nimero finito de elementos g € E tal que
e<g< /.
(3) See, f € E, pelo menos uma das condigoese < f,e < f~H et < fet < f!
valem.
(4) Se e, f € E ndo podemos tere < f ee < f~L.

Vamos denotare < f see< fee# fee<< fsee< fee<g<fimplica
g=-eoug=f edefina a relacio ~ sobre E por:

e~ f se, e somente se, e = f oue << fL.

Entao:



CAPITULO 4. INVARIANTES ENDS E DECOMPOSICAO DE GRUPOS 74

(I) A relagiao ~ é uma relagio de equivaléncia.

(II) Tomando V = {[e] : e € E'} o conjunto das classes de equivaléncia de e € E, e
considerando a aplicacao de E em V XV que associa e — ([o(e)], [t(e)]) e a aplicagao
0:E — E; e e, temos que associado a E, podemos construir um grafo I
(III) O grafo I' € uma drvore e a relagao de ordem que I' induz sobre E de acordo

com a Definicao 2.1.3 é a mesma relagao original de E. [ |

Vejamos agora o resultado conhecido como Teorema de Estrutura de Stallings

([18], Teorema 6.1, p.182):

Teorema 4.1.4 Se G é um grupo finitamente gerado com e(G) > 2 entao G se

decompoe sobre um subgrupo finito.

Demonstracao: Notemos que pelo Teorema 4.1.1, item (7), e(G) > 2 implica
que e(G) =2 ou e(G) = c0. Para e(G) = 2 ja sabemos que isso é verdade (Teorema
4.1.2). Resta-nos analisar o caso em que e(G) = o0.

A idéia é construir uma drvore I' sobre a qual G' age, em que o estabilizador de
qualquer aresta seja finito e o quociente G\I' seja uma tnica aresta (um segmento
ou um lago), para entao concluirmos, admitindo alguns passos, que G se decompoe
sobre um subgrupo finito, usando o Teorema 2.2.1 ou o Teorema 2.2.3.

Tal arvore serd construida a partir de um conjunto E parcialmente ordenado que
satisfaca as condi¢oes do Lema 4.1.2. Para isto, precisamos ordenar parcialmente
os subconjuntos quase invariantes por quase inclusoes e nao apenas por inclusoes
estritas de modo que seja possivel provar que a condigao (3) do Lema 4.1.2 é vélida
(isto é, consideramos a quase inclusao B ¢ C, o que significa que B C C' exceto
para um numero finito de elementos).

Para qualquer subconjunto B em Q(G), ou seja, B subconjunto quase invariante
de G, denote por [B] o conjunto de todos os conjuntos quase invariantes de G' que
sao quase iguais a B, isto ¢,

Bl ={C € Q(G);BCC}
pode-se ver que se B = By e C' = (C, entao B CC o B, - (. Defina entao a
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relagao
[B] < [C] se, e somente se, B cc (%)
Fixemos um subconjunto proprio A quase invariante de G, isto é, com A e G — A
infinitos (que existe pois estamos supondo que e(G) > 2), e seja
E :={[gA], [¢gA*], para todo g € G},
parcialmente ordenado por < como em ().

Temos claramente uma aplicagao (involugao) sobre E; [A] — [A*] (ou melhor,
[gA] — [gA*] e [gA*] — [gA]). Precisamos encontrar um subconjunto quase invari-
ante A tal que o conjunto parcialmente ordenado E, com a relacao acima definida
satisfaga as condigoes (1) a (4) do Lema 4.1.2, de modo a obter a arvore I" desejada,
pois, uma vez obtida tal drvore, tem-se que o estabilizador da aresta [A] serd finito,
pois Gay = {g € G;glA] = [A]} = {g € G;[gA] = [A]} = {g € G : gA = A} ¢
finito (pelo Teorema 4.1.1 (item 6), Teorema 4.1.2 e o fato que estamos supondo
e(G) = o0).

Pode-se verificar também que o grupo G age sem inversoes ([18], p.186).

Assim, para completar a demonstragao do Teorema 4.1.4, devemos mostrar como
encontrar um conjunto proprio quase invariante A de G tal que o conjunto parcial-
mente ordenado F satisfaz as condigoes de (1) a (4). Agora:

e Pode-se verificar que as condigoes (1) e (4) valem para qualquer escolha de A
(subconjunto préprio quase invariante de G).

e Pode-se mostrar também que condigao (2) vale para todo A ([18], Lema 6.6).

e Devemos entao indicar como é possivel escolher A de modo que E satisfaca a
condicao (3), que é equivalente a satisfazer a seguinte condicao:

Dados [g14], [924] € E, ao menos uma das propriedades ¢; A ¢ g A, 1A ¢ go A%,
g1 A ¢ g2 A, g1 A ¢ g2 A* ocorre. Ou ainda, para todo g € G, ao menos uma das
condicoes A ¢ gA, A ¢ gA* A* ¢ gA, A* ¢ gA* ocorre.

Notemos que para quase todo g € G uma das inclusdes gA C A, gA C A*,
gA* C A, gA* C A* é verdadeira ([18], Coroldrio 5.11). Devemos obter A de modo
que isto ocorra para todo elemento de G, quando substituimos as inclusoes estritas

por quase inclusoes.
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Fixamos um conjunto gerador finito S para G e seja T = T(G,S) o grafo (de
Cayley) correspondente. Se A é um subconjunto quase invariante qualquer em G
entdo A é um conjunto de vértices de Y (G, S). Considere ([9], p. 25) o cobordo do
conjunto A, dA = {e; e aresta de T(G,S) tal que e tem exatamente um vértice
em A}. Como G ¢ finitamente gerado, pode-se verificar que dado A C G, 0A
¢ finito se, e somente se, A é quase invariante ([9], p.26). Denotamos o numero
de arestas em JA por | 6A |. Notemos que | 0A |[> 1 pois T(G,S) é conexo.
Seja k o menor valor assumido por | A | quando A percorre os conjuntos quase
invariantes de G. Dizemos que um conjunto A em G é reduzido (“narrow”) se
| 0A |= k. Seja go qualquer elemento de G e seja A um conjunto reduzido em G.
Entao A* é também reduzido (pois dA* = JA) e dai, gy pertence a um conjunto
reduzido em G (pois go € A ou gy € A*). Agora, pode-se mostrar que o conjunto de
todos os subconjuntos reduzidos de G' que contém gy tem elementos minimais, onde
ordenamos parcialmente os conjuntos reduzidos pela inclusao ([18], Lema 6.7).

Pode-se mostrar ainda que se A é reduzido e minimal com respeito a conter algum
elemento gg de G entao para qualquer conjunto reduzido A;, uma das inclusoes
AC Ay, AC Ay, A* C Ay, A* C A" ocorre ([18], Lema 6.8).

Para completar a prova do Teorema, como enfatizado no inicio precisamos sim-
plesmente escolher um conjunto reduzido A em G que é minimal com respeito a
conter algum elemento de G, pois para todo g € G, A; = gA também é reduzido e

portanto, uma das inclusoes A - gA, A ¢ gA*, A ¢ gA, A* ¢ gA* ocorre. [ |
Baseados nos Teoremas 4.1.3 e 4.1.4 podemos entao enunciar o resultado seguinte:

Teorema 4.1.5 Se G é um grupo finitamente gerado, entao e(G) > 2 se, e somente

se, G se decompoe sobre um subgrupo finito. |

4.2 Decomposi¢ao de Grupos e o end ¢(G, 5)

O conceito de nimero de ends e(G,S) de um par grupo (G, S), onde S é um

subgrupo de G, é um generalizacao do niimero de ends de um grupo.
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A definigao natural de e(G, S) é devida a Houghton e foi estabelecida para grupos

topoldgicos. Scott em [17] (1977), explorou este invariante para grupos discretos.
(G/S) como um ZyG-submoédulo de Zy(G/S), e o ZoG-

Podemos considerar Z,

Zo(GJS
Zo(G/S

p(G/S)
F(G/S)

modulo quociente

)
=

Definicao 4.2.1 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Entdao, por defini¢ao

—aim 1. L2(GIS), _ . 9(G/8) €
e(G, S) = dimgz, H' (G, m) = dszZ(F(G/S)) :

No lema seguinte, agrupamos algumas propriedades de e(G, S). Elas estao con-

tidas em [17].
Lema 4.2.1 (i) e(G,{1}) = e(G).
(ii) e(G,5) =0< (G:95) < 0.
(iii) Se S C T C G, com (G:T) < < entio e(G,S) =e(T,S).
(iv) Se S é um subgrupo normal em G entao e(G,S) = e(G/S).
(v) Se S é um subgrupo normal e finito de G entao e(G,S) = e(S).

(vi) Sejam A e S grupos nao triviais. Se A =S = Zy entdo e(Ax S,S) =1, caso

contrdrio, e(Ax S, 5) = oo.

(vit) Se G é um grupo livre e S é um subgrupo finitamente gerado de G tal que

(G :8) =00 entao e(G,S) = . [

Com relacao a decomposicao de grupos para grupos finitos ja temos a classificacao

dada por Stallings. Pensando em grupos mais gerais, Scott em [17] mostrou que:
Proposicao 4.2.1 Se G se decompoe sobre S entio e(G,S) > 2.

Demonstracao: (Ver [17], Lema 1.8). A prova é muito semelhante a prova do
Teorema 4.1.3. A idéia é produzir um conjunto quase invariante £ de G/S que é

nao trivial, isto é, que E e seu complementar E* em G/S sejam infinitos. |
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Exemplo 4.2.1 Como ja observamos no Exemplo 1.5.1, item 2, 7. ® 7. = Zxy, isto
é, Z®Z se decompoe sobre Z e e(Z & L, 7) = e(Z) = 2.

Finalizando esta secao, observamos que Scott esperava provar a implicagao contraria
da Proposicao 4.2.1: se e(G,S) > 2 entao G se decompoe sobre S, ou ainda, sobre
alguma extensao finita 7" de S, uma vez que para S C T' C G, com (T : §) < o0,
tem-se e¢(G,T) = e(G,S); logo, e(G,S) > 2 & e(G,T) > 2. No entanto, ele
observou que isto era falso em geral:

Temos que se G = AxC, onde A e C sdo grupos nao-triviais, entao ou e(G,C') =
00, ou ambos A e C tém ordem dois e e(G,C) = 1, ([17], Lema 2.6). Além disso,
se G = AxC, entao GG se decompoe sobre C' se, e somente se, A é um produto livre
nao-trivial ou é ciclico infinito ([17], Lema 2.7). Assim, considerando A e C' grupos
simples infinitos finitamente gerados e G = A % C, entao e(G,C) = co. E claro
também que A nao é um produto livre nao trivial, nem ciclico infinito. Dai, temos
que G nao se decompoe sobre C'.

O resultado obtido por Scott foi o seguinte:

Teorema 4.2.1 ([17], Teorema 4.1) Se G e S sao grupos finitamente gerados e G
¢ S-residualmente finito (isto é, dado g € G — S, eziste um subgrupo Gy de indice
finito em G tal que G1 D S mas g ¢ G1). Entao e(G,S) > 2 se, e somente se,
G tem um subgrupo Go de indice finito em G tal que Gy D S e Gy se decompoe
sobre S. |

Como ja mencionado, decomposicao de grupos surge naturalmente quando cal-
culamos, através do Teorema de Van Kampem, o grupo fundamental de superficies.
Também h& um interpretagao topoldgica para e(G,S) quando G é o grupo fun-
damental de uma superficie fechada. Através dessa interpretacao, podemos dar
exemplos de pares (G, S), com G finitamente gerado, para os quais e(G,S) assume

valores diferentes de 0, 1,2 ou oo, como segue.

Definigao 4.2.2 (a) Seja H uma superficie e C uma circunferéncia merqulhada
em H. Dizemos que C ¢ incompressivel em H se a aplicacao natural

I(C) = I, (H) € injetiva (onde 11y indica o grupo fundamental).
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(b) Seja Y uma sub-superficie compacta de H. Dizemos que Y ¢ incompressivel

em H se toda componente de bordo de'Y ¢é incompressivel em H.

Proposicao 4.2.2 ([17], Lema 2.2) Sejam G o grupo fundamental de uma su-
perficie fechada H e .S o grupo fundamental de uma sub-superficie Y de H, compacta

e incompressivel (em H ). Entdo e(G, S) € igual ao nimero de componentes de bordo

de Y. [ ]

Exemplo 4.2.2 Consideremos H = T*#T? (soma coneza de 2 toros), G o grupo
fundamental de H e S o grupo fundamental da sub-superficie incompressivel C' de

H como na figura:

Note que por van Kampem, G =11, (H) = II;(AU C) 1, (cy I (B U C), isto €,
G se decompoe sobre o subgrupo (infinito) I1;(C) e e(G,S) =4 > 2.

4.3 A obstrucao sing e decomposicao de grupos

Vimos que e(G) assume os valores 0, 1, 2 e oo (Teorema 4.1.1, item 7). O
resultado de Stallings trata de decomposi¢ao de grupos quando e(G) > 2. Assim, é
interessante tratar de decomposigao de grupos quando e(G) = 1.

Sabemos pela Proposicao 4.1.3 que se G é de dualidade entao e(G) = 1. Assim,
é interessante considerar decomposicao para grupos de dualidade. O trabalho de
Kropholler e Roller ([12]) vai nessa diregao.

Dados G um grupo e S um subgrupo de G com G e S finitamente gerados,

Kropholler e Roller em [12], supondo que H'(G, FsG) ~ Z,, ou equivalentemente
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é(G, S) = 2, apresentaram uma condigao necessaria e suficiente, para que G admita
uma decomposicao sobre um subgrupo comensuravel a S. A condicao é que uma
obstrucao “singqgS”, definida pelos autores, seja nula.

O principal resultado apresentado por Kropholler e Roller envolvendo esta ob-
strucao é: Se G é um PD"-grupo e S é um PD" '-subgrupo, entdo G se decompaie
sobre um subgrupo comensurdvel com S se, e somente se, singgS = 0.

Nosso objetivo aqui é provar uma dessas implicagoes, a saber, nas condigoes
acima, se G se decompoe sobre um subgrupo comensuravel com S entao singgS = 0.

A reciproca, embora interessante, nao serda abordada nesse trabalho.

Definicao 4.3.1 Dois subgrupos S el" de um grupo G sao ditos comensuraveis se,

e somente se, (S:SNT) <o e(T:5NT) < 0.
Exemplo 4.3.1 Todo grupo é comensurdvel a ele mesmo.

Exemplo 4.3.2 Tomando S =7 x {0} e T = G = 7Z X Zs, temos que S e T sao

comensurduveis.

Proposicao 4.3.1 Qualquer subgrupo comensurdvel a um PD" *-subgrupo € ainda

um PD"'-subgrupo.

Demonstracao: Sejam S e T subgrupos comensuraveis de um grupo G, onde
T é um PD" '-subgrupo. Entao, (S : SNT) < occe (T :SNT) < co. Como T é um
PD™ '-subgrupo e como (T': SNT) < oo, temos que SNT é um P D" !-subgrupo.
Por Bieri [5], temos, como (S, S NT) < oo, que S é um PD" '-subgrupo. [ |

Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e
FsG :={B C G| B C F.S para algum subconjunto finito F' de G}.
Claramente FgG é um ZyG-submédulo de p(G) com as operagoes induzidas.
Consideremos o ZyG-modulo 1 ndgm = 7S ®z,5 ZoG com a (G-acao natural
de médulo induzido (g.(g1 ® m) = gg1 ® m). Temos que ZyS ®z,5 ZxG e FsG sdo
ZsG-isomorfos (ver [4], §3, Proposigao 7).

O lema seguinte é necessario para definir a obstrucao para decomposicao:
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Lema 4.3.1 Seja G um PD"-grupo e S um PD" '-subgrupo. Entio o grupo de
cohomologia H*(G, FsG) ¢ de dimensdo 1 e assim, contém uma tinica classe de

cohomologia nao trivial.

Demonstracgao: Temos que
HY (G, FsG) ~ H,_(G, FsG), pois G é um PD™ — grupo.

Pelo Lema de Shapiro, H, (G, FsG) ~ H, 1(S,7Z,S), uma vez que
FsG =758 @z,5 LG = Ind$Z,S.

Como S é um PD" ‘-subgrupo, H, (S, Z,S) ~ H°(S,Z,S).

Portanto, H'(G, FsG) ~ H°(S,Z,S) = H°(S, Hom(ZyS, 7)) =
= Hom(ZyS, 72)" ~ Homy,s(ZS, Zy) ~ Zs. [ |

Definigao 4.3.2 Considere res? : HY(G,FsG) — HYS,FsG) a aplicacio re-
stricao e suponhamos HY (G, FsG) ~ Zy. Seja & o gerador de H (G, FsG). Defini-

mos por singgS o elemento res?(€), isto é, singg(S) = res2(§).
Suponhamos que
(i) G é um grupo finitamente gerado;
(i) S é um subgrupo de G finitamente gerado;
(iii) HY(G, FsG) tem dimensao 1.

Note que o modulo E®ZQSZ2G ~ Fs(G permanece inalterado se S é substituido
por qualquer subgrupo comensuravel.

De fato, FsG = FxGse K < Se (S:K) < oc.

Temos que FxG={H CG|HCgKU...Ug,K}.

Se HC ¢tKU...Ug,K Cq@nSU...Ug,S. Portanto, FxG C FsG.
!

Por outro lado, como H C ¢3S U...Ug,S e (S: K) < oo, temos S = U:ciK
i=1

! !
Dai, H C gy( U x, K . Ugn( U v, K U (rz; KU...Ug,z; K) que é uma uniao

finita. Logo, st FrG se (S K)
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Definigcao 4.3.3 Um subconjunto B é S-quase invariante se B+gB é S-finito para
todo g € G. O que equivale a [B] ser um ponto G-fixado deste mddulo.

Para um subconjunto B de G, seja [B] = {H C G; B+ H € FsG} o conjunto de
todos os subconjuntos de G cuja diferenca simétrica com B é um conjunto S-finito.

Z
O conjunto {[B] | B € G} pode ser identificado com —— 2G
ZQS ®Zzg ZQG
G-médulo e g[B] = [¢B].

. Este é um

Para prosseguirmos na dire¢ao dos estudo de Kropholler e Roller, utilizaremos os
Teoremas 2.2.1 e 2.2.2, que reescreveremos de uma forma unificada. Aqui também

inclui-se os dois casos, o produto livre com subgrupo amalgamado e extensao HNN:

Teorema 4.3.1 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Entao G se decompoe
sobre S se, e somente se, existe uma G-drvore I' tal que:

(I) G atua livre de pontos fizos (isto €, nenhum vértice de I' € fizado por todo o
grupo G).

(1) G atua transitivamente e sem inversao sobre as arestas de I', e

(III) S € o estabilizador de uma aresta. [ |

Lema 4.3.2 As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) A obstrucao singg(S) € zero;
(i1) Eziste um subconjunto S-quase invariante B, que ndo é S-finito nem S-cofinito,

tal que SB = B.

Demonstragao: Seja € : F' — Z,G uma resolugao projetiva de F' sobre Z,G.
Entao F' — Z5S é também uma resolucao de I’ sobre ZsS, que é projetiva pelo fato
que ZsG ser ZoS-livre.

Da seqiiéncia exata

G
0—>fSGi>p(G)—>§;__(SG)Y—>O

obtemos o diagrama comutativo de complexos de cocadeias com linhas exatas

0 — Homg(Zy, FsG) — Homea(Za, 9(G)) — Homea(Zsy, 29) — 0

FsG
! | |

0 — Homs(Zs, FsG) — Homs(Zy, p(G)) — Homs(Za, 29) — 0
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Dai, aplicando H*(—), obtemos o diagrama comutativo com linhas exatas

0 — HG, FsG) — H(G,p(G)) — HY(G, 29Dy — H' (G, FsG)---

FsG
l l’l »l/j lresg
0 — H°(S, FsG) — H(S, p(G)) — H(S, %X9) — H'(S, FsG) - --

Tanto em (i) como em (ii) temos (G : S) = oo e dai, H*(G, FsG) = IndS(p(S))
0. Também, temos H'(G, p(G)) = 0 pelo Lema de Shapiro. Assim,

0— p(G)S ~Zy 2 (MG))G 2 HYNG, FsG) — 0
FsG

li lj lresg

0= (FsG)* = plG)* = (AT 2 11 (5, 75s) — -

p(G)

A hipétese inicial (I11) entao mostra que ( Tl )¢ tem dimensdo dois, de modo
s

que se tivermos By e By subconjuntos S-quase invariantes de G que nao sao nem

S-finitos nem S-cofinitos, entdo [By] = [Bs] ou [By] = [BS]. Assim, mostramos que
existe um subconjunto S-quase invariante By de G que nao é S-finito nem S-cofinito
e entdo §([By]) é o elemento nao trivial de H'(G, Fs@G).

Se singgS ¢é zero, entdo um diagrama mostra que [By| pertence a imagem da
aplicacao a. Agora, p(G)¥ pode ser identificado com o conjunto de todos os sub-
conjuntos B de G que satisfazem SB = B. Dai, um tal subconjunto B pode ser

escolhido de modo que [B] = a(B) = [By| e entao B tem as propriedades requeridas.
Seja [B] € (%)G tal que [B] # (0], [B] # [G] e SB = B. Como p(G)% ~

s
Zo, ImfB = {[0], [G]} e entdao [B] € ImB = Kerd e portanto u := 6([B]) # 0

com B € p(G)°. Dai, pela comutatividade do diagrama res§u = res§(5(|B])) =
(poj)(B) = p(B)=(poa)(B)=0. Portanto, singsS = 0. |
Lema 4.3.3 Se T é comensurdvel a S entao singgT = 0 se, e somente se,

singaS = 0.

Demonstracgao: E suficiente considerar o caso em que 7" é um subgrupo de

indice finito em S e singgT = 0.
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Se singgT = 0 usando o lema anterior, existe B C G tal que B + gB € FrG,
Vg € G, [B] # (0], [B] #[G] e TB = B.

Como (S :T) < oo, temos que FrG = FsG. Logo, B+ gB € FsG, Vg € G. ()

Seja Hy = {hq,...,h,} um conjunto de representantes para as classes laterais a
esquerda de T em S.

Temos B + H\B = B+ (mMBU...Uh,B) C (B+hmhB)U...U(B+ h,B) C
FiSU...UF,S, com F, € FG,i=1,--- ;npor (x) = (F;U...UF,)S.

Portanto, B+ HyB € FsG e dai, [B] = [HyB|.

Seja By := HyB. Entao

(a) BQ —l—gBQ € st, ‘v’g eG pOiS BQ —l—gB() = HQB+gHoB = (H()B—I—B) + (B—l—
gHoB) = (HyB+ B) + B+ g(mBU...Uh,B) = (HyB+ B) + B + (gl B U
...Ugh,B) C (B+ HyB) + (B+ ghiB) + ...+ (B + gh,B) € FsG por ().

(b) [Bo] # [0] e [Bo] # [G] pois [Bo] = [B] e [B] # [0], [G].

(¢) SBy = By pois claramente By C SBy e como SHy C S pois Hy C S,
S=mTU...Uh,T=HyT eTB = B, temos SBy = S(HyB) C SB =
H\TB = HyB = B,.

Logo, By satisfaz as condigdes do lema 4.3.2 (ii) para G e S.
Portanto, singgS = 0. |

Estamos em condigoes agora de provar o resultado desejado:

Teorema 4.3.2 Seja (G,S) um par grupo com G e S finitamente gerados. Sejam
G um PD"-grupo e S um PD" '-subgrupo. Se G se decompoe sobre um subgrupo

comensurdvel com S entao singgS = 0.

Demonstracao: Como visto no lema 4.3.3, podemos assumir que GG se decompoe
sobre S (ao invés de um subgrupo comensuravel com S). Seja I' uma arvore na qual
G age (a direita, que também pode ser vista como uma acao a esquerda, se definimos

g.w = xg~'). Seja e uma aresta com estabilizador S, isto é, S = {g € G | eg = ¢e}.
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Se e é removida de I', entao obteremos dois pedacos disjuntos que denotaremos por
I'pely.

Seja B={g € G|eg € 'y}. Claramente, SB = B, pois se s € S e g € B entao
e(sg) = (es)g = eg € Ty.

Além disso, B + gB € FsG,Vg € Gpois B—gB={ye Gleyeclygey ¢
gB} ={yeGleyeTyeglyg B ={yeGleyeToeeqg 'y 1U{e}} =
{y € G | ey™! pertence ao menor caminho ligando e a eg~'} (a tltima igualdade é

1

obtida fazendo y~! atuar & direita no caminho que liga ey a eg™'y).

Como a acao é transitiva, existem ¢p,...,gr € G tais que as arestas deste

I = eg;, para algum

caminho sao egy,...,eq,. Logo, para todo y € B — ¢B, ey~
i€ {l,...,k} e assim, e = eg;y, isto é, g;y € S. Dal, existe s € S tal que g;y = s,
ou seja, y = g; 's. Logo, B—gB C g;'SU...Ug; 'S e, portanto, B — gB € FsG.

Analogamente,

gB—B={yeGlyecgBley¢gBl={yeG|lg'ycBeyd B} =
={yeGleglyeYoeey e YiU{e}} =

1

= {y € G| ey~ ! pertence ao menor caminho ligando eg~! a ¢}

e pelo mesmo raciocinio acima, obtemos gB — B € FsG.
Dai, B+ ¢gB = (B—gB)U(gB— B) € FsG. Agora, [B] # [0] e [B] # [G] segue
do fato que a acao de GG sobre os vértices de I' é livre de pontos fixos.

Portanto, B satisfaz a condi¢ao (i7) do lema 4.3.2 e dai, sing(S) = 0. |

Observacgao 4.3.1 Conforme ja observamos, embora nao esteja apresentada neste

trabalho, a reciproca do Teorema 4.3.2 também € vdlida. Ver [12], Teorema A.

E interessante observar que a condigdo de que H'(G, FsG) ~ Z, é equivalente a

é(G, S) =2, onde é(G, S) é o invariante que serd definido a seguir:

4.3.1 O end &(G,S)

O invariante é(G, S) foi definido por Kropholler e Roller implicitamente em [12]

(1988) e explicitamente em [13] (1989). Apresentaremos aqui a definigao deste invari-
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ante e algumas de suas propriedades. Para maiores detalhes e resultados adicionais

ver [13].

Definicao 4.3.4 Seja (G,S) um par de grupos (com (G : S) nao necessariamente
infinito). Entao por defini¢ao,

(G, S) = dimz, H(G, p(G) ) FsG) = dimz, (p(G) ) FsG)C.

Proposigao 4.3.2 (1) Se (G : S) = oo entao é(G,S) =1+ dimz, H' (G, FsQ).
(2) e(G,{1}) = e(G) e mais geralmente, é(G, F) = e(G) se F' é um subgrupo finito
de G

(3) é(G,{1}) = e(G) e mais geralmente, é(G, F') = e(G) se F' é um subgrupo finito
de G.

(4) e(G,S) =0 se, e somente se, (G:5) < 0.

(5) Se S<T <G e(G:T)< oo entio é(G,S) =¢é(T,S).

(6) Se S € finitamente gerado e normal em G entdo é(G,S) = e(G/S).

(7) Se S < T < G e (G :T) = oo entio ¢(G,S) < é(G,T), em particular,
considerando S = {1} obtemos e(G) < é(G,T).

(8) e(G,S) < é(G,9).

Demonstracao: ([13], Lemas 1.2; 2.4 e 2.5) |

Notemos que o Lema 4.3.1 pode ser reescrito na linguagem de é(G, S):

Se G é um PD"-grupo e S um P D" '-subgrupo entiao é(G,S) = 2.

Observacao 4.3.2 Em [1], Andrade e Fanti definiram um invariante end
generalizado E(G, F, M) para um grupo G, F' = {S;,i € I} uma familia nao vazia
de subgrupos de G com (G : S;) = oo para todoi € I e M um ZoG-mddulo qualquer.
Tal invariante estd relacionado com os ends anteriormente citados, em especial o
inwariante E(G,{S}, FsG) (que foi denotado por E(G,S) ) estd intimamente rela-
cionado com é(G,S) ([3], §5) e, conseqiientemente, com a obstru¢do sing. Usando
o invariante E(G, F, M) para mddulos particulares alguns resultados sobre decom-

posicao de grupos foram obtidos. Por exemplo, ([11], Teorema 4.1):
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Sejam G um grupo, Gy, Go e T subgrupos de G com, G1 # T # Gy e (G : G;) = o0,
para = 1,2, tem-se:

(a) Se G se decompde sobre T' na forma G = GyxrGo entao F'(G,{G1,Gs}) =
E(G,{G1,G2},Zs) = 1.

(b) Se G se decompoe sobre T na forma G = Gi*r entdo E(G,{G1},Zs) = 2.



Referéncias Bibliograficas

1]

8]

ANDRADE, M. G. C. , FANTI, E. L. C. ; A Relative Cohomological
Invariant for Group Pairs, Manuscripta Math. n. 83, p.1-18, 1994.

ANDRADE, M. G. C. , FANTI, E. L. C.; Uma nota sobre produtos
Livres Amalgamados e HNN-grupos, Métrica Estudos e Pesquisas em

Matemadtica, SIRP, v. 61, p. 1-5, 2002.

ANDRADE, M. G. C. ; FANTI, E. L. C. ; DACACCH, J. A., On
Certain Relative Cohomological Invariants, International Journal of

Pure and Applied Mathematics, v. 21, n. 3, p. 335-351, 2005.

ANDRADE, M. G. C., FANTIL E. L. C., SILVEIRA, F. S. M. Another
characterization for a certain invariant for a group pair. International

Journal of Pure and Applied Mathematics (To appear).

BIERI, R.; Homological Dimension of Discrete Groups, Queen Mary
College Math. Notes, Queen Mary College, London, 1976.

BROWN, K. S. Cohomology of Groups, New York: Springer Verlag,
1982.

CIOCA, D. M. Cohomologia e Ends de Grupos, Dissertacao de
Mestrado, IBILCE/UNESP, 1997

COHEN, D. E. Combinatorial Group Theory, Queen Mary College,
Mathematics Notes, London, 1978.

88



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 89

9] COHEN, D. E. Groups of cohomological dimensional one, Springer
Verlag, 1972.

[10] DICKS, W., DUNWOODY, M. J.; Groups acting on graphs, Cam-
bridge University Press, 1989.

[11] FANTIL E. L. C.; ANDRADE, M. G. C; PAPANI, F. M. G. A Relative
Invariant, Duality and Splitting of Groups. Rev. Mat. Estat. v. 21(1),
p. 131-141, 2003.

[12] KROPHOLLER, P. H.; ROLLER, M. A.; Splittings of Poincaré Du-
ality Groups, Math. Z. 97, p. 421-438, 1988.

[13] KROPHOLLER, P. H.; ROLLER, M. A.; Relative ends and duality
groups, Journal of Pure and Appl. Algebra 61, p.197 - 210, 1989.

[14] MUNKRES, J. R.; Elements of Algebraic Topology, Addinson-Wesley
Publishing Company, Inc., (1984).

[15] RAGHURAM, A.; SURY, B.; Groups Acting on Trees, Indian Insti-
tute of Technology, 2002.

[16] SANTOS, A. P. Cohomologia de Grupos e Invariantes Algébricos, Dis-
sertacdo de Mestrado, IBILCE/UNESP, 2006.

[17] SCOTT, G. P. Ends of pairs of groups In: J. Pure Appl. Algebran.11,
p. 179-198, 1977.

[18] SCOTT, G. P.; WALL, C. T. C. Topological methods in group theory,
Homological Groups Theory, London Math. Soc. Lecture Notes Series
n. 36, Cambridge, p. 137-203, 1979.

[19] SERRE, J-P.; Trees, Springer Berlin, 1980.



	FOLHA DE ROSTO
	FICHA CATALOGRÁFICA
	COMISSÃO EXAMINADORA
	DEDICATÓRIA
	AGRADECIMENTOS
	EPÍGRAFE
	SUMÁRIO
	RESUMO
	ABSTRACT
	INTRODUÇÃO
	CAPÍTULO 1. PRODUTOS LIVRES AMALGAMADOS E EXTENSÕES HNN
	1.1 Grupos Livres
	1.2 Geradores e Relações
	1.3 Produtos Livres
	1.4 Produtos Livres com subgrupo amalgamado
	1.5 Extensões HNN

	CAPÍTULO 2. GRAFOS E ÁRVORES
	2.1 Grafos
	2.2 Árvores e produtos livres amalgamados

	CAPÍTULO 3. (CO) HOMOLOGIA DE GRUPOS E DUALIDADE
	3.1 RG-módulos e resoluções de R sobre RG
	3.2 (Co)Invariantes
	3.3 Módulos (Co)Induzidos
	3.4 Definições e Exemplos de H*(G,M) e H*(G,M)
	3.5 O Lema de Shapiro
	3.6 Grupos de Dualidade

	CAPÍTULO 4. INVARIANTES ENDS E DECOMPOSIÇÃO DE GRUPOS
	4.1 Decomposição de grupos e o End clássico
	4.2 Decomposição de grupos e o End e(G, S)
	4.3 A obstrução sing e decomposição de grupos

	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS

