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1.Topologia Algébrica. 2.Decomposição de grupos. 3.Invariantes

ends. 4.Obstrução sing. 5.Grafos e árvores. I. Fanti, Ermı́nia de
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4.3.1 O end ẽ(G, S) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

Referências Bibliográficas 88



Resumo

Um grupo G se decompõe sobre um subgrupo S se G é um produto livre com

subgrupo amalgamado S ou uma extensão HNN. Neste trabalho, propusemo-nos a

relacionar, sob alguns aspectos, decomposição de grupos e invariantes ends. Mais

precisamente, demonstramos os teoremas da forma normal para produtos livres com

subgrupo amalgamado e extensões HNN e apresentamos alguns resultados relativos

à teoria de grafos, ends de grupos e pares de grupos, finalizando com a prova de

um teorema de Kropholler e Roller, sobre decomposição de grupos, envolvendo a

obstrução sing.

Palavras chave: Produtos livres com subgrupo amalgamado, extensão HNN, grafos,

decomposição de grupos, ends.



Abstract

A group G splits over a subgroup S if G is a free product with amalgamated

subgroup S or an HNN extension. In this work, we are concerned in relating, under

some aspects, splittings of groups and invariants ends. More precisely, we prove

the theorems normal forms for free products with amalgamated subgroup and HNN

extensions and we present some results related with the theory of graphs, ends of

groups and pairs of groups, concluding with the proof of a theorem by Kropholler

and Roller, on decomposition of groups, involving the obstruction sing.

Key words: Free products with amalgamated subgroup, HNN extension, graphs,

splittings of groups, ends.



Introdução

Grupos que se decompõem sobre um subgrupo surgem naturalmente, por

exemplo, quando calculamos, através do Teorema de Van Kampen, o grupo funda-

mental das superf́ıcies compactas. Estes grupos também surgem na teoria de grafos.

Dizemos que um grupo G se decompõe sobre um subgrupo C, se G é um produto

livre com subgrupo amalgamado C, isto é, G = A ∗C B com A 6= C 6= B ou G é

uma extensão HNN, G = A∗C .

Intimamente relacionada com a teoria de decomposição de grupos está a teoria de

ends de grupos e pares de grupos. O primeiro resultado de decomposição de grupos

(sobre um subgrupo finito), envolvendo a teoria clássica de ends de um grupo, foi

dado por Stallings:

Se um grupo G se decompõe sobre um subgrupo finito então e(G) ≥ 2, onde

e(G) indica o número de ends de G. Reciprocamente, se G é finitamente gerado e

e(G) ≥ 2 então G se decompõe sobre um subgrupo finito.

Como para todo grupoG pode-se mostrar que e(G) = 0, 1, 2 ou ∞, com e(G) = 0

se, e só se, G é finito, e para e(G) ≥ 2, já temos o resultado anterior (de Stallings),

é interessante analisar então decomposição de grupos para grupos G satisfazendo

e(G) = 1. Agora, se G é um grupo de dualidade de dimensão n (Dn-grupo), n > 1

pode-se mostrar que e(G) = 1, assim é interessante estudar o problema de decom-

posição de grupos nessas condições.

De fato estaremos interessados em analisar quando um grupo G se decompõe

sobre um subgrupo S, ou melhor sobre um subgrupo comensurável a S, no caso em

que G é um PDn-grupo (grupo de dualidade de Poincaré de dimensão n) e S um
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PDn−1-subgrupo.

Uma resposta neste sentido é dada por Kropholler e Roller, (em [12]), em ter-

mos de uma obstrução sing (supondo H1(G,FSG) ≃ Z2 ou equivalentemente,

ẽ(G, S) = 2). O principal resultado apresentado por Kropholler e Roller envolvendo

essa obstrução é:

Se G é um PDn-grupo e S é um PDn−1-subgrupo, então G se decompõe sobre

um subgrupo comensurável a S se, e somente se, singGS = 0.

Nosso objetivo neste trabalho é provar os teoremas das formas normais para

produtos livres amalgamados e extensões HNN (que são muito úteis no estudo de

decomposição de grupos uma vez que eles nos dão a forma/expressão dos elemen-

tos desses grupos), explorar um pouco a relação existente entre decomposição de

grupos e grafos, mais precisamente entre decomposição de grupos e ação de gru-

pos em árvores, apresentar alguns resultados relativos a decomposição de grupos e

invariantes ends, com destaque para o Teorema de Stallings: Se G é finitamente

gerado então G se decompõe sobre um subgrupo finito se, e somente se, e(G) ≥ 2,

(Teoremas 4.1.3 e 4.1.4), onde e(G) indica o número de ends de um grupo G e, final-

mente, provar uma das implicações do resultado de Kropholler e Roller, a saber: Se

G é um PDn-grupo, S é um PDn−1-subgrupo e G se decompõe sobre um subgrupo

comensurável a S então singGS = 0 (Teorema 4.3.2).

A seguir relatamos o objetivo de cada um dos caṕıtulos em que este trabalho

está dividido.

No Caṕıtulo 1, iniciamos abordando a questão da existência e unicidade de um

grupo livre sobre um conjunto X. Como pode-se observar, a existência é provada

a partir do conjunto de palavras (reduzidas) sobre X. A partir dáı, obtemos que

todo grupo G pode ser representado em termos de geradores e relações. A seguir

estudamos a construção dos produtos livres e a forma normal de seus elementos

e, utilizando a construção anterior (do produto livre) analisamos os casos relativos

a decomposição de grupos, a saber, produtos livres com subgrupos amalgamados e

extensões HNN. Mais precisamente, definimos o push-out e provamos os teoremas

da forma normal para produtos livres amalgamados e extensões HNN.
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No Caṕıtulo 2, é feito um estudo a respeito de grafos e árvores, porém a

demonstração de alguns resultados foram omitidas, uma vez que o objetivo central

deste caṕıtulo é mostrar a relação existente entre decomposição de grupos (produtos

livres amalgamados e extensões HNN) e ação de grupos sobre árvores, formalizadas

nos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2.

No Caṕıtulo 3, temos como objetivo principal apresentar um breve estudo de

cohomologia de grupos uma vez que os invariantes ends a serem tratados neste tra-

balho, e que estão fortememte relacionados com decomposição de grupos, podem ser

definidos usando uma linguagem cohomológica. Também apresentamos o conceito

de grupos de dualidade que serão importantes no último caṕıtulo. Mais detalhada-

mente, introduzimos inicialmente os conceitos de RG-módulos e Resoluções de R

sobre RG, onde R é um anel comutativo com unidade e G um grupo denotado

multiplicativamente. Em seguida, definimos módulos coinvariantes e invariantes

além dos módulos coinduzidos e induzidos para então definirmos os n-ésimos gru-

pos de homologia e cohomologia do grupo G, com coeficientes no RG-módulo M :

Hn(G,M) = Hn(F ⊗RGM) e Hn(G,M) = Hn(HomRG(F,M)),

onde ε : F → R é uma resolução projetiva de R sobre RG, além de darmos exemplos

de grupos de homologia e cohomologia para alguns grupos e RG-módulos espećıficos.

Apresentamos ainda o Lema de Shapiro, que relaciona a (co)homologia de um grupo

G com a (co)homologia de seu subgrupo H , encerrando então o caṕıtulo, com um

estudo resumido de grupos de dualidade.

Finalmente, no Caṕıtulo 4, abordamos os invariantes ends (o end clássico e(G) e

o end do par e(G, S)), relacionando-os com decomposição de grupos, com destaque

para o resultado de Stallings, que utiliza os conceitos introduzidos nos caṕıtulos

anteriores. Destacamos ainda, a prova do Teorema 4.3.2, anteriormente citado, que

relaciona a obstrução “sing” (e indiretamente, o invariante end ẽ(G, S) definido

por Kropholler e Roller) com decomposição de grupos, nos valendo de resultados

referentes a grupos de dualidade, além dos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 que serão reescritos

no Teorema 4.3.1, englobando os casos para produtos livres amalgamados e extensões

HNN.



Caṕıtulo 1

Produtos Livres Amalgamados e

Extensões HNN

Neste caṕıtulo, abordaremos os conceitos de grupos livres, produtos livres, pro-

dutos livres amalgamados e extensões HNN, que são fundamentais no estudo de

decomposição de grupos. Os Teoremas da Forma Normal para produtos livres amal-

gamados e extensões HNN (Teoremas 1.4.2 e 2.2.3), são de grande relevância, uma

vez que serão necessários na prova do teorema de Stallings para e(G) e no de Scott

para e(G, S) que serão enunciados no último caṕıtulo. As referências principais para

este caṕıtulo são [8] e [18].

1.1 Grupos Livres

Definição 1.1.1 Sejam X um conjunto não vazio, F um grupo e i : X → F uma

função. O par (F, i) é chamado livre sobre X se para quaisquer grupo H e função

f : X → H existe um único homomorfismo φ : F → H com φ ◦ i = f .

X
i
→ F

f ց ւ∃! φ

H

Exemplo 1.1.1 Se F é o grupo ćıclico infinito gerado por a, então para qualquer

15
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conjunto unitário {x}, considerando i : X → F tal que i(x) = a (gerador do grupo),

temos (F, i) livre sobre X.

Observação 1.1.1 O grupo trivial é considerado como um grupo livre sobre o con-

junto vazio.

Proposição 1.1.1 Sejam (F1, i1) e (F2, i2) livres sobre X. Então existe um iso-

morfismo φ : F1 → F2 tal que φ ◦ i1 = i2, isto é, o grupo livre é único, a menos de

isomorfismo.

Demonstração: Como (F1, i1) é livre sobre X, existe um homomorfismo φ :

F1 → F2 com φ ◦ i1 = i2. Por outro lado, como (F2, i2) é livre sobre X, existe um

homomorfismo ψ : F2 → F1 com ψ ◦ i2 = i1. Então ψ ◦ φ ◦ i1 = i1 = idF1
◦ i1, onde

idF1
indica a aplicação identidade em F1. Pela propriedade da unicidade, temos

ψ ◦ φ = idF1
. Analogamente, φ ◦ ψ = idF2

; então φ é um isomorfismo. �

Proposição 1.1.2 Seja (F, i) livre sobre X. Temos que:

(i) Se existe um grupo G e uma função injetiva f : X → G então i é injetiva.

(ii) ℘(X), o conjunto das partes de X é um grupo com a diferença simétrica, e

x 7→ {x} é injetiva.

(iii) i é injetiva. �

Demonstração: (i) Suponhamos que exista G (grupo) tal que f : X → G seja

injetiva. Como F é livre sobre X, para f : X → G, existe φ : F → G tal que

φ ◦ i = f . Mas, f injetiva implica i injetiva. É fácil verificar (ii). Finalmente,

segue da proposição anterior que se F é livre sobre X, podemos considerar X como

um subconjunto de F . Assim, (iii) segue de (i) e (ii), considerando G = ℘(X) e

f : X → ℘(X), x→ {x}. �

Estamos interessados agora em responder se dado um conjunto X, existe um

grupo F e uma aplicação i : X → F (que pode ser a inclusão) tal que (F, i) é livre

sobre X.
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Seja X um conjunto qualquer não vazio. Denotemos por M(X) o conjunto

de todas seqüências (xi1 , . . . , xin), (n ≥ 0) de elementos de X (o caso n = 0

corresponde à seqüência vazia e os elementos xij não são necessariamente distin-

tos). Podemos definir uma multiplicação sobre M(X) por justaposição, isto é,

(xi1 , . . . , xin).(xj1, . . . , xjm) = (xi1 , . . . , xin, xj1 , . . . , xjm).

Esta multiplicação é obviamente associativa com um elemento identidade (ou

neutro) como sendo a seqüência vazia, que vamos denotar por 1 ou ( ). Também a

aplicação X →M(X); x 7→ (x) é obviamente injetiva, e se identificarmos (x) com x,

todo elemento de M(X) pode ser unicamente escrito como um produto xi1 . . . xin .

M(X) é chamado de monóide livre sobre X.

Seja X um conjunto com X ∩X = ∅ e tal que existe uma bijeção ϕ : X → X;

x 7→ ϕ(x).Vamos denotar ϕ(x) por x−1 (e x por x1). Podemos considerar agora

os elementos de M(X ∪ X), tais elementos são chamados palavras em X. Se u ∈

M(X ∪X) e u = yi1. . . . .yin, com yir ∈ X ∪X, então n é chamado o comprimento

de u, e é denotado por | u | ou l(u), e os elementos yir são chamados letras de u.

Uma palavra w = xi1
ε1 . . . xin

εn, εr = ±1 é chamada palavra reduzida se, para

1 ≤ r ≤ n − 1, temos ir+1 6= ir, ou ir+1 = ir, mas εr+1 6= −εr; a palavra vazia

é também dita reduzida. Seja w = xε1i1 . . . xin
εn uma palavra não reduzida, isto é,

tal que ir+1 = ir e εr+1 = −εr. dizemos que w′ é obtida de w por uma redução

elementar se w′ = xi1
ε1 . . . xir−1

εr−1 xir+2

εr+2 . . . xin
εn, onde ir+1 = ir e εr+1 = −εr.

Sobre M(X ∪X), considere a seguinte ralação w ≡ w′ se, e somente se, w = w′

ou existe uma seqüência w = w1w2 . . . wk = w′ tal que, para 1 ≤ j ≤ k − 1, ou

wj+1 é obtido de wj por uma redução elementar, ou wj é obtido de wj+1 por uma

redução elementar.

É fácil ver que, se w ≡ w′, então u.w.v ≡ u.w′.v para quaisquer u, v ∈M(X∪X),

e se, além disso, u ≡ u′, então u.w ≡ u′.w′. Segue que a multiplicação em M(X ∪

X) induz uma multiplicação em F (X) :=
M(X ∪X)

≡
, o conjunto das classes de

equivalência, e esta multiplicação é associativa com um elemento identidade (neutro)

1 (a classe da sequência vazia). Ainda, F (X) é um grupo, uma vez que se w =

xi1
ε1 . . . xin

εn e w′ = xin
−εn . . . xi1

−ε1, temos w.w′ ≡ 1. A inclusão X ⊂ M(X ∪X)
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induz uma aplicação (injetiva) i : X → F (X); x 7→ x (a classe da palavra reduzida),

onde F (X) =
M(X ∪X)

≡
é claramente gerado por i(X).

Teorema 1.1.1 Sejam (F (X), i) definidos como anteriormente. Então (F (X), i) é

livre sobre X.

Demonstração: Já vimos que F (X) constrúıdo como acima é um grupo. Seja

f : X → G uma aplicação. Claramente, esta aplicação estende-se a uma aplicação

M(X∪X) → G por xi1
ε1 . . . xin

εn 7→ f(xi1)
ε1 . . . f(xin)εn que preserva multiplicação.

Note que se ir+1 = ir, εr+1 = −εr, então

f(u) = f(xi1)
ε1 . . . f(xin)εn = f(xi1)

ε1 . . . f(xir−1
)εr−1f(xir+2

)εr+2 . . . f(xin)εn = f(u′),

onde u′ foi obtido de u por uma redução elementar.

Portanto, esta aplicação induz um homomorfismo φ : F (X) → G, u 7→ f(u),

onde u indica a classe de equivalência de u, que satisfaz obviamente φ◦ i = f . Como

i(X) gera F (X), a aplicação é única. �

Teorema 1.1.2 (Forma Normal para Grupos Livres) Seja (F, i) livre so-

bre X. Pela Proposição 1.1.1, podemos supor F (X) =
M(X ∪X)

≡
, como definido

anteriormente. Então existe exatamente uma palavra reduzida em cada classe de

equivalência.

Demonstração: É claro que toda classe de equivalência contém pelo menos

uma palavra reduzida.

A unicidade será provada pelo Método de van der Waerden. Seja S o conjunto

de todas as seqüências finitas (xi1
ε1 , . . . , xin

εn), n ≥ 0, εr = ±1, 1 ≤ r ≤ n, e

G = Bij(S) o grupo das permutações de S.

Tome xε ∈ X ∪X. Então a aplicação que associa

(xi1
ε1 , . . . , xin

εn) 7→ (xε, xi1
ε1 , . . . , xin

εn), a menos que xi1 = x e ε.ε1 = 1,

(xi1
ε1, . . . , xin

εn) 7→ (xi2
ε2, . . . , xin

εn), se xi1 = x e ε.ε1 = 1,
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é obviamente uma permutação (bijeção) de S, que nós denotamos por f(xε). Por-

tanto, temos uma aplicação f : X ∪ X → G; xε 7→ f(xε). Notemos que f(x) ◦

f(x−1) = id, assim, f(xε) = f(x)ε. Tal aplicação induz pelo fato de F (X) ser livre

sobre X, como já foi justificado anteriormente, um homomorfismo φ : F (X) → G,

onde dado α ∈ F (X) =
M(X ∪X)

≡
, se α = y1

ε1 . . . yjεjyj+1
εj+1 . . . ynεn, (com

y1
ε1, . . . , yn

εn não necessariamente reduzida) definimos φ(α) := f(y1)
ε1 ◦ . . .◦f(yn)

εn.

Observemos que o fato de φ estar bem definida, isto é, independe do representante

escolhido para os elementos de F (X), segue do fato de que f(x) ◦ f(x−1) = id, pois,

por exemplo, se y
εj

j .y
εj+1

j+1 = 1 então f(yj)
εj ◦ f(yj+1)

εj+1 = id.

Além disso, φ ◦ i = f , pois dado x ∈ X, φ(i(x)) = φ(x) = f(x).

Seja agora β ∈ F (X) e w = xi1
ε1 . . . . .xin

εn uma palavra reduzida na classe de

β, isto é, w = β. É fácil ver que se ( ) ∈ S é a seqüencia vazia, então φ(β)( ) =

φ(w)( ) = (xi1
ε1, . . . , xin

εn). Pela igualdade de seqüências, segue que w é a única

palavra reduzida na classe β = w e é determinada por φ(β)( ). �

Corolário 1.1.1 Nas condições do teorema anterior, temos que i : X → F (X) é

injetiva.

Demonstração: Se x, x1 ∈ X, com x 6= x1, então x, x1 dão origem a palavras

reduzidas distintas (também denotadas por x, x1). Assim, x 6≡ x1. �

Nós usualmente consideramosX como um subconjunto de F (X) com i a inclusão.

Frequentemente, identificamos elementos de F (X) com as palavras reduzidas corre-

spondentes.

Podeŕıamos definir F (X) como o conjunto das palavras reduzidas com a multi-

plicação induzida. Entretanto, ficaria confuso provar associatividade. Também, este

método confunde duas questões importantes, a existência do grupo livre e a forma

normal de seus elementos. Normalmente, em questões algébricas, é fácil provar a

existência de um objeto livre, mas extremamente dif́ıcil encontrar a forma normal.

Seja X um subconjunto de um grupo F , i : X → F a inclusão. Se (F, i) é livre

sobre X, chamamos X uma base de F , e simplesmente nos referimos a F como um
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grupo livre. Um grupo livre F tem muitas bases. Se θ é qualquer automorfismo de

F então θ(X) é uma base se, e somente se, X também o é.

Proposição 1.1.3 Seja X um subconjunto de um grupo G. As seguintes afirmações

são equivalentes:

(i) G é livre com base X;

(ii) qualquer elemento de G pode ser unicamente escrito como xi1
ε1. . . . .xin

εn, n ≥

0, xir ∈ X, εr = ±1, onde εr+1 6= −εr se ir+1 = ir e 1 ≤ r ≤ n− 1;

(iii) X gera G e nenhum elemento xi1
ε1. . . . .xin

εn, tal que n > 0, xir ∈ X, εr = ±1,

com εr+1 6= −εr se ir+1 = ir (r < n), é igual ao elemento identidade.

Demonstração: Podemos facilmente verificar que (ii) e (iii) são equivalentes.

Ainda, se G é livre sobre X, então G tem estas propriedades (isto é, (i) ⇒ (ii) e

(iii)).

Suponha que G satisfaz (iii). Existe obviamente um homomorfismo F (X) → G

que é a identidade sobre X. Esta aplicação é sobrejetora, uma vez que X gera G e

é injetiva pela hipótese de que a imagem de uma palavra reduzida não trivial não

ser o elemento identidade. �

Corolário 1.1.2 Suponhamos que X gera G. Seja H um grupo e φ : G → H um

homomorfismo de grupos que é injetivo sobre X e tal que φ(G) é livre com base

φ(X), então G é livre com base X.

Demonstração: Basta notar que a condição (iii) vale para X, uma vez que

vale para φ(X). �

Corolário 1.1.3 Seja F livre com base {a, b}. Seja ci = a−i.b.ai, i ∈ N. Então o

subgrupo gerado pelos elementos ci, 〈ci, ∀ i〉 é livre com base {ci}.
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Demonstração: Devemos mostrar que ci1
r1. . . . .cin

rn 6= 1 quando n > 0,

r1, . . . , rn 6= 0 e ik 6= ik+1 para 1 ≤ k ≤ n − 1 (isto é obviamente equivalente a

(iii)). Mas, este elemento é a−r1 .br1 .ar1−r2.br2 . . . . .arn−1−rn .brn .arn que não é igual

a 1. �

Corolário 1.1.4 Seja X uma base de G e Y um subconjunto de X. Então Y é uma

base do grupo gerado por Y , 〈Y 〉 ⊂ G.

Demonstração: (iii) claramente vale para Y . �

1.2 Geradores e Relações

Faremos nesta seção uma caracterização para grupos, iniciando com um impor-

tante resultado.

Proposição 1.2.1 Qualquer grupo G é um quociente de algum grupo livre.

Demonstração: Considere (F (G), i) o grupo livre gerado por G. A aplicação

identidade id : G→ G se estende a um homomorfismo F (G) → G que é sobrejetor:

G i→ F (G)

id ↓ ւ∃!φ

G

Assim, G ≃
F (G)

Kerφ
. �

Definição 1.2.1 Sejam G um grupo, X um conjunto e φ : F (X) → G um epi-

morfismo. Então X é chamado um conjunto de geradores para G sob φ e a famı́lia

{φ(x); x ∈ X} é chamada uma famı́lia de geradores de G. (Claramente, G =

〈φ(x); x ∈ X〉). Chamamos Kerφ o conjunto de relações de G (sob φ).
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Se u = xi1
ε1 . . . xin

εn e v = xj1
η1 . . . xjm

ηm são palavras (não necessariamente re-

duzidas) tais que uv−1 representam um elemento do Kerφ e φ(xi) = ai, dizemos que

ai1
ε1 . . . ain

εn = aj1
η1 . . . ajm

ηm é uma relação em G. Em particular, se u representa

um elemento de Kerφ, então ai1
ε1 . . . ain

εn = 1 é uma relação em G.

Para qualquer subconjunto S de um grupo H , 〈S〉H (o fecho normal de 〈S〉 em

H , isto é, o menor subgrupo normal gerado por 〈S〉 em H) é chamado o conjunto

de conseqüências de S.

Dizemos que R ⊆ F (X) é um conjunto de relações de G (sob φ) se Kerφ é

o conjunto de conseqüências de R, ou seja 〈R〉F (X) = Kerφ. Temos então um

conjunto correspondente de relações de G.

Definição 1.2.2 Uma apresentação 〈X;R〉φ de G consiste de um conjunto X, um

epimorfismo φ de F (X) em G, e um conjunto R de relações de G (sob φ). Freqüen-

temente, nós omitimos a menção a φ, especialmente quando φ é a aplicação natural

F (X) →
F (X)

〈R〉F (X)
ou quando φ é injetiva sobre X. Nós escrevemos G = 〈X;R〉φ

quando 〈X;R〉φ é uma apresentação de G, ou ainda, mais simplesmente, 〈X;R〉.

A notação 〈X | R〉 é também usada. Se X é finito, G é dito finitamente gerado. Se

X e R são finitos, G é dito finitamente apresentado e a apresentação é dita finita.

Exemplo 1.2.1 Um grupo livre F (X) tem 〈X; ∅〉 como sua apresentação.

Exemplo 1.2.2 Uma apresentação para o grupo ćıclico finito de ordemm é 〈{x}; xm〉,

pois
F (X)

〈RF (X)〉
≃

〈x〉

〈xm〉
≃ Zm.

Se K tem apresentação 〈X ∪ Y ;R ∪ S〉, onde 〈X;R〉 é uma apresentação de

G, freqüentemente denotamos K por 〈G, Y ;S〉. A próxima proposição mostra que

existe um homomorfismo canônico entre G e K.

Proposição 1.2.2 Seja G = 〈X;R〉φ. Sejam H um grupo e {a(x); x ∈ X} um

conjunto de elementos de H. Se w ∈ F (X) e w = xi1
ε1 . . . xin

εn, denote por w(a)

o elemento a(xi1)
ε1 . . . a(xin)εn. Então existe um homomorfismo α : G→ H tal que

α(φ(x)) = a(x) se, e somente se, a(r) = 1, para todo r ∈ R. Também α, se existe,

é único.
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Demonstração: Como G = 〈φ(X)〉, o homomorfismo α, se existe, é unicamente

determinado por seus valores sobre φ(X).

Considerando que F (X) é livre e tomando a aplicação a : X → H , existe um

homomorfismo β : F (X) → H com β(x) = a(x), e podemos escrever β = α ◦ φ se, e

só se, Kerφ ⊆ Kerβ.

X
i
→ F (X)

φ
→ G = 〈X,R〉φ

a ց ցβ ւ∃α

H

Como Kerφ = 〈R〉F (X), isto vale se, e só se, R ⊂ Kerβ, isto é, se, e só se,

a(r) = 1, para todo r ∈ R. �

Se G é livre sobre X, e φ : F (X) → G = F (X) é a identidade, então w = 1 é

uma relação se, e só se, w é equivalente a 1 em M(X ∪ X). Neste caso, w(h) = 1

para qualquer aplicação x 7→ h(x) de X em qualquer grupo H . Esta é a versão

precisa do enfoque informal para grupos livres que normalmente encontramos na

literatura.

Nas próximas seções deste trabalho, abordaremos conceitos importantes para

alcançarmos nosso primeiro objetivo que consiste na prova dos Teoremas da Forma

Normal para elementos dos produtos livres amalgamados e das extensões HNN.

1.3 Produtos Livres

Definição 1.3.1 Sejam Gα, α ∈ Λ uma famı́lia de grupos, G um grupo e iα :

Gα → G são homomorfismos tais que para quaisquer grupo H e homomorfismos

φα : Gα → H existe um único homomorfismo φ : G→ H com φα = φ ◦ iα, para todo

α. Então (G, {iα}) é chamado um produto livre dos grupos Gα.

G
∃!φ
99K H

iα տ րφα

Gα
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Da mesma forma que em grupos livres, uma pergunta natural é se produtos livres

existem, são únicos e se as aplicações iα são monomorfismos.

Proposição 1.3.1 Se (G, {iα}) e (H, {jα}) são produtos livres dos grupos Gα, então

existe um (único) isomorfismo φ : G→ H tal que φ ◦ iα = jα, para todo α.

Demonstração: É similar à dada na Proposição 1.1.1, basta considerar os

diagramas:

G
∃!φ
99K H G

∃!ψ
L99 H

iα տ րjα iα տ րjα

Gα Gα

onde no primeiro diagrama usamos que G é o produto livre dos Gα e no segundo,

que H é o produto livre dos Gα, obtendo assim os homomorfismos φ e ψ satisfazendo

φ ◦ iα = jα e ψ ◦ jα = iα.

Além disso, (φ◦ψ)◦ jα = jα = id◦ jα, donde segue da unicidade que φ◦ψ = idH .

Similarmente, ψ ◦ φ = idG. �

Proposição 1.3.2 Seja (G, {iα}) um produto livre de grupos Gα, α ∈ Λ, então:

(i) iα : Gα → G é um monomorfismo se existir um grupo H e homomorfismos

φβ : Gβ → H, para todo β ∈ Λ, de modo que φα é monomorfismo;

(ii) iα é um monomorfismo, para todo α ∈ Λ.

Demonstração:

(i) Considere H e φβ : Gβ → H homomorfismo com φα monomorfismo. Pela

definição de produto livre, existe um único φ : G→ H comutando o diagrama

G
∃!φ
99K H

iβ տ րφβ

Gβ
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para todo β ∈ Λ. Em particular, para β = α, temos que φ ◦ iα = φα, e como φα é

monomorfismo, segue que iα é monomorfismo.

(ii) Para cada α (fixado), considere H = Gα. Tome φβ : Gβ → H tal que

φβ = idGα
se β = α e φβ = 0, para β 6= α. Por (i), segue o resultado. �

Proposição 1.3.3 Qualquer famı́lia de grupos Gα tem um produto livre.

Demonstração: Para cada α, seja 〈Xα;Rα〉
φα, (onde φα : F (Xα) → Gα) uma

apresentação de Gα. Podemos assumir que Xα∩Xβ = ∅, se α 6= β e dáı, Gα∩Gβ =

{1}, para α 6= β. Considere G = 〈
⋃

Xα;
⋃

Rα〉 e iα : Gα → G o homomorfismo

canônico. Então (G, {iα}) será um produto livre.

Com efeito, sejam H um grupo e fα : Gα → H homomorfismos. Existe um

homomorfismo F (
⋃

Xα) → H obtido da aplicação
⋃

Xα → H que leva xα em

(fα ◦ φα)(xα). Como este aplica
⋃

Rα em 1, ele define então um homomorfismo

f : G → H , visto que G =
F (

⋃

Xα)

〈
⋃

Rα〉F (
S
Xα)

. Claramente, fα = f ◦ iα. Também f é

único, uma vez que G é gerado por
⋃

iα(Gα), ou ainda, por
⋃

iα(φα(Xα)) . �

O produto livre dos grupos Gα é usualmente denotado por ∗α∈ΛGα, ou simples-

mente por ∗Gα e o produto livre de dois grupos G1 e G2 por G1 ∗ G2. Temos que

G1 ∗ G2 ≃ G2 ∗ G1 e (G1 ∗ G2) ∗ G3 ≃ G1 ∗ (G2 ∗ G3). Regras mais gerais de

comutatividade e associatividade também valem.

Teorema 1.3.1 (Forma Normal para Produtos Livres) Seja G = ∗Gα o

produto livre dos Gα via homomorfismos iα : Gα → G. Então

(i) os homomorfismos iα : Gα → G são monomorfismos;

(ii) considerando, para todo α, iα como a inclusão, qualquer elemento g de G pode

ser unicamente escrito como g1 . . . gn, onde n ≥ 0, 1 6= gi ∈ Gαi
e αr 6= αr+1,

r = 1, . . . , n − 1, ou seja, os elementos (letras) adjacentes pertencem a Gα’s

distintos.
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Demonstração: Denotaremos, por conveniência, iα(gα) por gα, (ao invés de

gα), para gα ∈ Gα. (Note que (i) já foi provada por outro método (Proposição 1.3.2,

(ii))). Provaremos o teorema se mostrarmos que para qualquer u ∈ G existem únicos

elementos g1, . . . , gn com n ≥ 0, 1 6= gi ∈ Gαi
, αr 6= αr+1 e u = g1 . . . gn.

Como nossa construção de G (dada na proposição anterior) mostra que
⋃

iα(Gα)

gera G, qualquer u pode certamente ser escrito como g1 . . . gn, com n ≥ 0 e 1 6= gi ∈

Gαi
, onde podemos ter αr = αr+1 para algum r. Se αr+1 = αr e gr+1 6= gr

−1 podemos

escrever u = g1 . . . gr−1 h gr+2 . . . gn, onde 1 6= h = grgr+1 ∈ Gαr
, enquanto que se

αr+1 = αr e gr+1 = gr
−1 podemos escrever u = g1 . . . gr−1 gr+2 . . . gn. Por indução

sobre n, u pode ser escrito na forma requerida em (ii).

Para provar a unicidade vamos seguir o método de van der Waerden. Seja S o

conjunto de todas as seqüências finitas (g1, . . . , gn), n ≥ 0, 1 6= gi ∈ Gαi
, αr 6= αr+1;

em particular, ( ), a seqüencia vazia, está em S.

Tome gα ∈ Gα. Podemos definir uma aplicação de S em S, que vamos denotar

por φα(gα), da seguinte forma:

(g1, . . . , gn) 7→ (gα, g1, . . . , gn), se α1 6= α (lembre-se que g1 ∈ Gα1
),

(g1, . . . , gn) 7→ (gαg1, . . . , gn−1, gn) se α1 = α e gαg1 6= 1,

(g1, . . . , gn) 7→ (g1, . . . , gn−1) se α1 = α e gαg1 = 1.

Então temos uma aplicação φα : Gα → F(S, S); gα 7→ φα(gα), onde F(S, S)

denota o conjunto das aplicações de S em S, e podemos facilmente ver que φα

preserva aplicações, isto é, φα(gα.g
′
α) = φα(gα) ◦ φα(g

′
α). Ainda, φα(gα) ∈ Bij(S),

o conjunto das bijeções de S, uma vez que φα(gα) tem como inversa a aplicação

φα(gα
−1). (∗)

Seja φ : G→ Bij(S) o homomorfismo tal que φα = φ◦iα, isto é, φ é assim definida:

φ(gα) = φ(iα(gα)) := φα(gα) e mais geralmente, φ(g1 . . . gn) = φα1
(g1) . . . φαn

(gn).

Tal homomorfismo fica bem definido por (∗). Tome u ∈ G e escreva-o como u =

g1 g2 . . . gn, n ≥ 0; 1 6= gi ∈ Gαi
, αr 6= αr+1. Agora, pode-se verificar (por indução)

que φ(u)( ) = (g1, . . . , gn) e então g1, . . . , gn são unicamente determinados por u. �

Proposição 1.3.4 Sejam Gα subgrupos de um grupo G. Então G = ∗Gα se, e só
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se, todo elemento de G pode ser unicamente escrito como g1 . . . gn, n ≥ 0, gi ∈ Gαi
,

αr 6= αr+1, 1 ≤ r ≤ n− 1.

Demonstração: ([8], Proposição 20) Se G = ∗Gα, então (considerando iα como

inclusões) a condição vale. Por outro lado, se a condição vale, a aplicação ∗Gα → G

induzida pelas inclusões Gα → G é claramente um isomorfismo. �

Definição 1.3.2 Seja g ∈ ∗Gα, g = g1 . . . gn, gi ∈ Gαi
, αr 6= αr+1. Chamamos n o

comprimento de g.

Exemplo 1.3.1 O grupo livre sobre X, F (X), é igual ao produto livre ∗Cx, com

x ∈ X, onde Cx indica o grupo ćıclico infinito com gerador x.

Exemplo 1.3.2 Seja Z2 o grupo ćıclico de ordem 2. Então Z2 ∗Z2 = 〈a, b; a2, b2〉 ≃

〈a, b, c; a2, b2, c−1ab〉 ≃ 〈a, c; a2, (c−1a)−2〉 ≃ 〈a, c; a2, a−1cac〉. O último isomorfismo

nos diz que Z2 ∗ Z2 é isomorfo ao grupo diedral infinito D∞ = {x, y; x2 = 1, xy =

y−1x}.

Observação 1.3.1 Se Gα, Hα são grupos, φα : Gα → Hα são homomorfismos,

(G, {iα}) e (H, {jα}) os produtos livres de Gα e de Hα, respectivamente, então existe

um único homomorfismo φ : G→ H tal que φ◦iα = jα◦φα, para todo α. Denotamos

φ por ∗φα.

Gα
iα→ G

φα
↓ ↓∃!φ

Hα
→
jα H

1.4 Produtos Livres com subgrupo amalgamado

Definição 1.4.1 Sejam C,A e B grupos, i1 : C → A, i2 : C → B homomorfismos.

Sejam G um grupo, j1 : A→ G, j2 : B → G homomorfismos. Chamamos (G, j1, j2)

o push-out de C,A,B e (i1, i2) (ou simplesmente o push-out de (i1, i2)) se



CAPÍTULO 1. PRODUTOS LIVRES AMALGAMADOS E EXTENSÕES HNN28

(i) j1 ◦ i1 = j2 ◦ i2.

(ii) para qualquer grupo H e homomorfismos φ1 : A → H e φ2 : B → H com

φ1 ◦ i1 = φ2 ◦ i2 existe um único homomorfismo φ : G → H com φr = φ ◦ jr

(r = 1, 2).

A

i1 ր ↓j1 ցφ1

C G
99K

∃!φ H

i2 ց ↑j2 րφ2

B

Exemplo 1.4.1 Considere os grupos ćıclicos Z, Z2 e Z3 e os homomorfismos canônicos

i1 : Z → Z2 tal que i1(x) = x e i2 : Z → Z3 tal que i2(x) = x. Então o push-out de

Z, Z2, Z3 e (i1, i2) é o grupo trivial G = 0 com os homomorfismos nulos j1 : Z2 → 0

e j2 : Z3 → 0.

De fato, para qualquer grupo H e homomorfismos φ1 : Z2 → H, φ2 : Z3 → H,

com φ1◦i1 = φ2◦i2, considerando o homomorfismo óbvio φ : 0 → H, temos φ◦jr = 0,

r = 1, 2. Agora, φr = 0, pois chamando φ1(1) = h0 e φ2(1) = h1 e usando a relação

φ1 ◦ i1 = φ2 ◦ i2, chegamos a h0 = h1. Como φ1 e φ2 são homomorfismos, temos que

a ordem dos elementos h0 e h1 dividem 2 e 3, respectivamente. Assim, o(h0) = 1 e

então h0 = 0. Logo, φ ◦ jr = 0 = φr, r = 1, 2, como desejado.

Mais geralmente, o push-out de Z, Zn, Zm e homomorfismos canônicos, com n

e m primos entre si, é o grupo nulo com os homomorfismos nulos j1 : Zn → 0 e

j2 : Zm → 0.

Definição 1.4.2 Quando i1 e i2 são injetivos, G é chamado o produto livre amal-

gamado de A e B com C amalgamado, ou produto livre de A e B amalgamado em C.

Neste caso, usualmente consideramos C como um subgrupo de A e B, identificando

C com i1(C) e i2(C), respectivamente, e denotamos o push-out por

A ∗C B.
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Observação 1.4.1 1. Alguns autores, como Brown ([6]) chamam o push-out

(mesmo quando i1 e i2 não são injetivos) de produto livre de A e B com

subgrupo C amalgamado e usam a notação A ∗C B para o push-out de C,

A, B, sem exigir que as aplicações i1 e i2 sejam injetivas. Aqui, porém, tal

notação só será usada para produtos livres amalgamados.

2. Pode-se verificar facilmente que o push-out é único a menos de isomorfismo.

3. Não faz sentido falar no “produto livre amalgamado Z2∗ZZ3”, pois não existem

homomorfismos injetivos i1 : Z → Z2 e i2 : Z → Z3.

Teorema 1.4.1 Sejam C, A e B grupos. Qualquer par (i1, i2) de homomorfismos,

com i1 : C → A e i2 : C → B, tem um push-out.

Demonstração: Considere as apresentações dos grupos A e B, A = 〈X1,R1〉
ϕ1

e B = 〈X2,R2〉
ϕ2 com X1∩X2 = ∅, isto é, X1 é um conjunto, ϕ1 um epimorfismo de

F (X1) em A e R1 um conjunto de relações definidas em A (sob ϕ1). Similarmente,

para B. Desta forma, temos que A ≃
F (X1)

〈̃R1〉
e B =

F (X2)

〈̃R2〉
, onde 〈̃Rr〉 é o menor

subgrupo normal de F (Xr) gerado por Rr, (r = 1, 2).

Seja Y um conjunto de geradores de C e escolha wry ∈ F (Xr) tal que

ir(y) = ϕr(wry), y ∈ Y , r = 1, 2. (Note que se identificarmos A e B com os quo-

cientes acima e tomarmos ϕr as projeções naturais, então i1(y) = w1y
e i2(y) = w2y

,

onde w1y
e w2y

representam as classes dos elementos w1y
e w2y

nos quocientes A e

B, respectivamente).

Defina G como o grupo que tem apresentação

〈X1, X2;R1,R2, {w1y
w2y

−1, y ∈ Y }〉 .

Para simplificar, denotaremos por J o subgrupo de F (X1, X2) ˜〈R1,R2, {w1y
w2y

−1, y ∈ Y }〉

e por Ir, os subgrupos 〈̃Rr〉, r = 1, 2. Considere as aplicações j1 : A → G e

j2 : B → G definidas a partir dos geradores X1 de A e X2 de B: jr(xr.Ir) = xr.J ,

r = 1, 2, onde estamos supondo xr ∈ Xr e estendidas de modo natural.

Observe que as aplicações jr estão bem definidas, pois se u.Ir = v.Ir então

v−1.u ∈ Ir ⊂ J , (r = 1, 2).
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Para ver que (G, j1, j2) é o push-out, seja H um grupo e considere φ1 : A→ H e

φ2 : B → H homomorfismos. Defina φ : G → H a partir dos geradores, isto é,

φ(xr.J) = φ(jr(xr.Ir)) := φr(xr.Ir), xr ∈ Xr, r = 1, 2 e estenda para todo elemento

de G:

φ(z1
ε1z2

ε2 . . . zk
εk .J) = φs1(z1

ε1.Is1)φs2(z2
ε2.Is2) . . . φsk

(zk
εk .Isk

),

onde






zt ∈ X1 ⇒ st = 1, isto é φst
(zt

εt.Ist
) = φ1(zt

εt .I1)

zt ∈ X2 ⇒ st = 2, isto é φst
(zt

εt.Ist
) = φ2(zt

εt .I2)

F (X1)

↓ϕ1

A ≃
F (X1)

I1
i1 ր ↓j1 ցφ1

C = 〈Y 〉 G =
F (X1, X2)

J
99K

∃!φ H

i2 ց ↑j2 րφ2

B =
F (X2)

I2
↑ϕ2

F (X2)

Claramente, φ ◦ jr = φr (r = 1, 2). �

Observação 1.4.2 1. Se A = 〈X1,R1〉, B = 〈X2,R2〉 e Y é um conjunto de

geradores de C, é usual também representar

G = 〈X1, X2;R1,R2, {i1(y)i2(y)
−1, y ∈ Y }〉.

2. É conveniente, às vezes, escrever A∗K≃LB ou A∗i2B, onde K ⊆ A, L ⊆ B, i1

é a inclusão, i2 um isomorfismo entre K e L. Neste caso, A∗K≃LB =
A ∗B

N
,

onde N é o menor subgrupo normal de A ∗ B que contém os elementos da

forma i1(x).i2(x)
−1 = x.i2(x)

−1, com x ∈ K.
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Portanto, neste caso, temos a seguinte apresentação para G = A ∗K≃L B,

G = 〈X1, X2;R1,R2, {x.i2(x)
−1, ∀x ∈ K}〉.

Teorema 1.4.2 (Forma Normal para Produtos Livres com subgrupo amal-

gamados) Seja G = A∗CB um produto livre amalgamado. Sejam TA, TB transver-

sais à esquerda de C em A e B, respectivamente, com 1 ∈ TA, 1 ∈ TB (isto é, TA

contém um membro de cada classe lateral à esquerda aC). Então

(i) qualquer elemento de G pode ser unicamente escrito como u1 . . . un c, onde

n > 0, c ∈ C, denotando j1(a) por a e j2(b) por b, u1, . . . , un são alter-

nadamente elementos de TA − {1} e TB − {1};

(ii) os homomorfismos j1 : A → G e j2 : B → G (da definição de produto

livre amalgamado) são monomorfismos. Assim, considerando j1 e j2 como in-

clusões, qualquer elemento de G pode ser unicamente escrito como u1 . . . unc,

onde n > 0, c ∈ C e u1, . . . , un são alternadamente elementos de TA − {1} e

TB − {1};

(iii) j1(A) ∩ j2(B) = C.

Demonstração:

(i) Denotando temporariamente j1(a) por a, é suficiente provar que, para qual-

quer g ∈ G = A ∗C B, existem únicos u1, . . . , un, com n > 0, c ∈ C, u1, . . . , un

elementos pertencentes alternadamente a TA − {1} e TB − {1} e g = u1 . . . un c.

Como a construção do produto livre amalgamado (ou ainda do push-out) mostra

que j1(A) ∪ j2(B) gera G, qualquer g ∈ G pode ser escrito como g = g1 . . . gk,

gi ∈ A ∪ B. Se gi e gi+1 estão ambos em A ou ambos em B, escrevemos g =

g1 . . . gi−1 gigi+1 gi+2 . . . gk. Continuando, podemos escrever

• g = c, ou

• g = g1 . . . gk, onde g1, . . . , gk estão alternadamente em A− C e B − C
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pois se tivermos gi ∈ C e gi+1 ∈ A então gi, gi+1 ∈ A. Ainda, se gi ∈ C e

gi+1 ∈ A − C então gigi+1 ∈ A − C, pois claramente gigi+1 ∈ A e se gigi+1 ∈ C,

teŕıamos gi+1 = gi
−1c1 ∈ C, para algum c1 ∈ C, o que nos dá uma contradição.

Similarmente, raciocinamos para gi ∈ C e gi+1 ∈ B−C. Dessa forma, temos que se

g = c, c ∈ C, nada há mais a ser feito. Suponhamos então que g = g1, com g1 ∈ A−C

ou g1 ∈ B−C. Sem perda de generalidade, suponhamos que g1 ∈ A−C. Como TA

é um transversal, g1C = u1C, para algum u1 ∈ TA − {1}, e então g1 = u1c2c1
−1 ∈

u1C,onde c1, c2 ∈ C. Dáı, g = g1 = u1 c, com u1 ∈ TA − {1}. Agora, se g = g1 g2,

onde supomos que g1 ∈ A − C e g2 ∈ B − C, temos g1C = u1C, u1 ∈ TA − {1},

donde g1 = u1c1 e c1 ∈ C. Dáı, g = u1c1 g2 = u1(c1g2). Mas, c1g2C = u2C e então

c1g2 = u2c, c ∈ C e u2 = c1g2c
−1 ∈ Cg2C. Logo, g = u1 u2 c, com u2 ∈ Cg2C.

Se g = g1 . . . gk−1 gk, escrevemos, indutivamente, g1 . . . gk−1 como u1 . . . uk−1 c, onde

ui ∈ (TA ∪ TB) − {1} e, para cada i, ui ∈ CgiC, já que ui vem alternadamente de

TA − {1} e TB − {1}. Então g = g1 . . . gk−1 gk = u1 . . . uk−1 c gk = u1 . . . uk−1 cgk =

u1 . . . uk−1 ukc1 = u1 . . . uk−1 uk c1, onde c1 ∈ C, uk ∈ CgkC, uk ∈ TA ∪ TB e uk 6= 1

(pois gk 6∈ C). Além disso, uk−1, uk vêm de diferentes fatores (pois o mesmo ocorre

com gk−1 e gk). Por indução, obtemos então, que qualquer elemento de A∗C B pode

ser escrito da forma requerida.

Para provar a unicidade, considere S o conjunto de todas as sequências finitas

(u1, u2, . . . , un, c), com n > 0, c ∈ C e u1, u2, . . . , un alternadamente em TA − {1} e

TB−{1}. Apesar de a existência de φ ser imediata (pela definição), queremos definir

um homomorfismo φ : G→ Bij(S) tal que se g ∈ G = A ∗C B e g = u1 . . . un c, com

ui e c como anteriormente, para então considerando ( ) a palavra vazia, φ(g)( ) =

(u1, . . . , un, c) e dáı, como no caso do produto livre, obtemos a unicidade.

Para obter φ, definimos primeiramente, homomorfismos φ1 : A → Bij(S) e

φ2 : B → Bij(S), tais que φ1 ◦ i1 = φ2 ◦ i2 e então φ segue da definição do pro-

duto livre amalgamado (push-out). Definimos φ1 : A→ Bij(S) do seguinte modo:
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a ∈ A 7→ φ1(a); φ1(a)(u1, u2, . . . , un, c) =































(u1, u2, . . . , un, a
′, c′) se un 6∈ A, ca = a′c′ com a′ ∈ TA − {1} e c′ ∈ C,

(u1, u2, . . . , un, c
′), se un 6∈ A eca = c′, comc′ ∈ C isto é, se a ∈ C,

(u1, u2, . . . , un−1, a
′, c′) se un ∈ A, e unca = a′c′ com a′ ∈ TA − {1} e c′ ∈ C,

(u1, u2, . . . , un−1, c
′), se un ∈ A e unca = c′, com c′ ∈ C.

Não é dif́ıcil provar que φ1 é um homomorfismo. Definimos φ2 de modo análogo.

Assim, pode-se verificar que φ1(C) = φ2(C). De fato, seja c0 ∈ C. Visto como

elemento de A, c0 = i1(c0) = a1, dáı, para (u1, u2, . . . , un, c), φ1(c0)(u1, u2, . . . , un, c)

é igual a (u1, u2, . . . , un, c
′), se un 6∈ A e cc0 = c′ ou igual a (u1, u2, . . . , un, c

′) se

un ∈ A e uncc0 = c′, com c′ ∈ C. Visto como elemento de B, c0 = i2(c0), dáı, para

(u1, u2, . . . , un, c), φ2(c0)(u1, u2, . . . , un, c) é igual a (u1, u2, . . . , un, c
′′), se un 6∈ B e

cc0 = c′′ ou igual a (u1, u2, . . . , un, c
′′) se un ∈ B e uncc0 = c′′, com c′′ ∈ C, e assim,

φ1(c0) = φ2(c0), para c0 ∈ C.

Logo, pela definição de produto livre amalgamado, existe um único homomor-

fismo φ : G → Bij(S) tal que φ ◦ j1 = φ1 e φ ◦ j2 = φ2. Agora, por indução,

vemos que φ(w)( ) = (u1, u2, . . . , un, c) para qualquer w = u1u2 . . . unc ∈ G. De

fato, suponhamos que w = u1 . . . unc, como nas condições descritas anteriormente.

Sem perda de generalidade, suponhamos que u1 ∈ TA − {1} e un ∈ TB − {1}. Dáı,

φ(w)( ) = φ(u1u2 . . . unc)( ) = [φ1(u1)φ2(u2) . . . φ2(un)φ1(c)]( ) = u1u2 . . . unc = w.

A

i1 ր ↓j1 ցφ1

C G
99K

∃!φ Bij(S)

i2 ց ↑j2 րφ2

B

(ii) Considerando φ como definida no item (i), afirmamos que φ ◦ j1 e φ ◦ j2

são injetivas. De fato, (φ ◦ j1)(a) = φ(j1(a)) = φ(u1 c). Agora, sendo ( ) a palavra

vazia, temos φ(u1 c)( ) = (u1, c). Assim, se tivermos φ ◦ j1(a1) = φ ◦ j1(a2) então

(u1, c1) = (u2, c2), com u1 e u2 em TA e c1, c2 ∈ C. Donde vem que u1 = u2, c1 = c2
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e assim, a1 = a2. Logo, φ ◦ j1 é injetiva e portanto, j1 é injetiva. Analogamente,

conclúımos que φ ◦ j2 é injetiva e portanto, j2 é injetiva.

(iii) Seja u ∈ j1(A) ∩ j2(B). Então existem a ∈ A e b ∈ B tais que j1(a) =

u = j2(b). Assim, u1 c1 = j1(a) = u = j2(b) = u2 c2. Aplicando φ em ambos os

lados, temos que φ(u1 c1) = φ(u2 c2). Então φ(u1 c1)( ) = φ(u2 c2)( ), o que implica

(u1, c1) = (u2, c2). Segue da unicidade de decomposição, de u1 ∈ TA e u2 ∈ TB que

u1 = u2 = 1. Portanto, u = 1.c1 = 1.c2 ∈ C.

�

1.5 Extensões HNN

Definição 1.5.1 Sejam G, A grupos, i0, i1 : A→ G monomorfismos, e P um grupo

ćıclico infinito com gerador p. Seja N o menor subgrupo normal de

G ∗ P gerado por {p−1 i0(a) p i1(a)
−1, a ∈ A}, (aqui a percorre A, ou equiva-

lentemente, um conjunto de geradores de A). Então o grupo quociente H =
(G ∗ P )

N
é chamado a extensão HNN de G com letra estável p e subgrupos associados i0(A)

e i1(A). Tal grupo é as vezes denotado, desde que não haja confusão, por G∗A.

Observação 1.5.1 1. Às vezes usamos o termo HNN-grupo para nos referirmos

a uma extensão HNN.

2. É usual considerar A como um subgrupo de G e i0 como a inclusão. Nesse caso,

escrevemos H = 〈G, p ; p−1ap = i1(a), a ∈ A〉 = 〈X, p ; p−1ap = i1(a), a ∈ A〉

se X é um conjunto de geradores para G, ou ainda, H = 〈G, p ; p−1 . A . p = B〉,

onde B = i1(A), embora essa notação não deixe a aplicação i1 expĺıcita.

3. Se g0, g1 ∈ G e j0, j1 : A→ G são aplicações dadas por jr(a) = gr
−1ir(a)gr, r =

0, 1, então os HNN grupos 〈G, p; p−1. i0(a) . p = i1(a)〉 e 〈G, q; q−1. j0(a) . q =

j1(a)〉 são isomorfos, o isomorfismo leva g em g e p em g0.q.g1
−1.

4. Um definição mais geral de extensão HNN pode ser dada: Considere uma

famı́lia de grupos, Aα, α ∈ Λ e monomorfismos i0α, i1α : Aα → G, P livre



CAPÍTULO 1. PRODUTOS LIVRES AMALGAMADOS E EXTENSÕES HNN35

sobre {pα}. Seja N o menor subgrupo normal gerado por

{pα
−1 . i0α(aα) . pα . i1α(aα)

−1, aα ∈ Aα, α ∈ Λ}. Então H =
(G ∗ P )

N
é a

extensão HNN de G com letras estáveis pα e pares de subgrupos associados

i0α(Aα) e i1α(Aα). Se Bα e Cα denotam i0α(Aα) e i1α(Aα), respectivamente,

H é às vezes denotado por 〈G, pα; pα
−1.Bα.pα = Cα〉.

Aqui estamos interessados no caso mais simples, ou seja, quando a famı́lia tem

apenas dois elementos (Definição 1.5.1).

Exemplo 1.5.1 Se tomamos A = G e i0 = i1 = idA então a extensão HNN de G

com letra estável p e subgrupo associado A é H = 〈A, p; {p−1.a.p.a−1, a ∈ A}〉. Em

particular:

1. Tomando G = A = {1} então H = {1, p; {p−1.1.p}} = 〈1, p〉 = 〈p〉 ≃ Z, isto

é, Z = {1}∗{1}.

2. Z⊕Z = 〈a〉⊕〈b〉 = 〈a, b; {a.b.a−1.b−1}〉 é uma extensão HNN. Basta tomar G =

A = 〈a〉 ≃ Z e b como letra estável, pois Z∗Z = H = 〈a, b; {b−1.a.b.i1(a)
−1}〉

= 〈a, b; {b−1.a.b.a−1}〉 = 〈a, b; {a.b.a−1b−1}〉 = Z ⊕ Z.

Definição 1.5.2 Seja H a extensão HNN de G com letra estável p e subgrupos

associados i0(A) e i1(A). Sejam T0 e T1 transversais à esquerda para i0(A) e i1(A)

em G, respectivamente, ambos contendo o elemento neutro 1G de G. Uma palavra

reduzida é, por definição, uma palavra do tipo

g′0p
ε0g′1p

ε1 . . . g′n−1p
εn−1g′n

onde εi = ±1, g′i ∈ T0, se εi = 1, g′i ∈ T1, se εi = −1, g′i 6= 1 se εi−1 6= εi, isto é,

não podemos ter por exemplo, p−11Gp, e g′n é arbitrário (podendo ser igual a 1G).

Exemplo 1.5.2 (a) g′0 é uma palavra reduzida, para todo g′0 ∈ G,

(b) 1G p 1G é uma palavra reduzida (aqui estamos considerando o primeiro 1G que

aparece com elemento de T0, o transversal para i0(A));
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(c) Também 1G p
−1 1G é uma palavra reduzida (vendo o primeiro 1G com elemento

de T1);

(d) Mais geralmente, 1G p
1 1G p

1 . . . 1G p
1 1G e 1G p

−1 1G p
−1 . . . 1G p

−1 1G são palavras

reduzidas.

Teorema 1.5.1 (Forma Normal para extensões HNN) Seja H a extensão

HNN de G com letra estável p e subgrupos associados i0(A) e i1(A). Sejam T0 e T1

transversais à esquerda para i0(A) e i1(A) em G, respectivamente. Então:

(i) qualquer elemento h de H “pode ser representado” por uma palavra reduzida

g′0p
ε0g′1p

ε1 . . . g′n−1p
εn−1g′n

onde n ≥ 0 , εi = ±1; g′i ∈ T0 se εi = 1, g′i ∈ T1 se εi = −1; g′i 6= 1 se

εi−1 = −εi e g′n ∈ G é arbitrário.

(ii) a todo elemento h de H podemos associar uma única palavra reduzida.

(iii) a aplicação canônica j : G → H =
G ∗ 〈p〉

N
é um monomorfismo. Assim,

identificando j(g) com g, todo elemento de H pode ser unicamente representado

por uma palavra reduzida.

Demonstração:

(i) Mostremos que qualquer elemento h ∈ H pode ser representado por uma

palavra reduzida. Para qualquer elemento h ∈ H =
G ∗ 〈p〉

N
, temos que h = uN ,

com u ∈ G ∗ 〈p〉. Vamos representar o elemento uN do quociente por u. Pela

construção do produto livre temos que G e p geram G ∗ 〈p〉. Assim, u pode ser

escrito como g0p
r0g1p

r1 . . . gn−1p
rn−1gnp

rn com gi ∈ G, ri ∈ Z e h = u. Por um abuso

de notação, vamos escrever h = g0p
r0g1p

r1 . . . gn−1p
rn−1gnp

rn . Lembremos então que

em H temos as relações

i0(a) p = p i1(a) ou i1(a) p
−1 = p−1 i0(a), a ∈ A (*)

(ou, mais rigorosamente, i0(a) pN = p i1(a)N ou i1(a) p
−1N = p−1 i0(a)N , a ∈

A). Queremos obter uma forma reduzida para h. Para entender como obter uma tal
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forma, suponhamos por exemplo que h (ou melhor, u) é do tipo g0p
2g1. Considerando

que G é a reunião disjunta das classes laterais, G =
⋃

g′j .i0(A), g′j ∈ T0, obtemos que

h = g0p
2g1 = (g′0i0(a0))p p g1, com g′0 ∈ T0 e i0(a0) ∈ i0(A). Da relação (∗), temos

que, em H, i0(a0)p = p i1(a0), donde h = g′0 p i1(a0) p g1. Agora, para o elemento

i1(a0) de G, temos que i1(a0) = g′1i0(a1) e usando a relação (∗) para i0(a1)p, vem

que h = g′0 p g
′
1 p i1(a1) g1 = g′0 p g

′
1 p g

′
2 (onde tomamos g′2 := i1(a1)g1 ∈ G.

Se partimos de um elemento de G ∗ 〈p〉 do tipo g0p
−2g1 raciocinamos de modo

similar, considerando nesse caso que G é a reunião disjunta das classes laterais, G =
⋃

g′k.i1(A), g′k ∈ T1, e usando a outra relação em (∗). Combinado esses dois casos

pode-se mostrar, indutivamente, que podemos representar um elemento qualquer h

de H na forma reduzida. Para ser mais preciso, o que obtemos é h = u′N = u′,

onde u′ = g′0 p
ε0 g′1 p

ε1 . . . g′n−1 p
εn−1 g′n está na forma reduzida.

(ii) Para mostrar a unicidade, considere S o conjunto de todas as seqüências

(g′0, ε0, g
′
1, ε1, . . . g

′
n−1, εn−1, g

′
n) (associadas a palavras reduzidas). A idéia é definir

um homomorfismo ψ : H → Bij(S) que satisfaz a seguinte condição :

(1) Se h ∈ H e h = g′0p
ε0g′1p

ε1 . . . g′n−1p
εn−1g′n, com g′0p

ε0g′1p
ε1 . . . g′n−1p

εn−1g′n

uma palavra reduzida, então ψ(h)(1G) = (g′0, ε0, g
′
1, ε1, . . . g

′
n−1, εn−1, g

′
n), donde se

conclui, usando a igualdade de sequências, que existe uma única palavra reduzida

em cada classe de equivalência, a qual é usada para representar o elemento (a

classe) de H. Para obter tal homomorfismo, primeiro definimos um homomorfismo

φ : G → Bij(S). Também definimos um elemento τ ∈ Bij(S) (associado a p ), de

modo que φ e τ satisfazem:

φ(i0(a)) ◦ τ = τ ◦ φ(i1(a)), ∀ a ∈ A. (2)

Considerando então tais homomorfismos obtemos um homomorfismo

ϕ : G ∗ < p >→ Bij(S) definido naturalmente como ϕ(g) = φ(g) para todo g em G, e

ϕ(p) = τ . Da relação (2), ou equivalentemente ϕ(i0(a))◦ϕ(p) = ϕ(p)◦ϕ(i1(a)), segue

que N , o menor subgrupo normal em G ∗P gerado por {p−1 i0(a) p i1(a)
−1, a ∈ A},

está contido em Ker(ϕ), donde obtemos bem definida uma aplicação ψ : H =
G ∗ 〈p〉

N
→ Bij(S), satisfazendo ψ(j(g)) = ϕ(g), ψ(p) = τ que satisfará a condição
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inicial (1) desejada. Vamos definir então φ e τ :

• φ : G→ Bij(S); g → φ(g) : S → S, é definida por φ(g)(g1, ε1, . . . , gn−1, εn−1, gn) =

(g1, ε1, . . . , gn−1, εn−1, (gn.g)). Temos que φ(g) ∈ Bij(S) pois existe (φ(g))−1 = φg−1.

• Para definir a permutação τ (correspondente a p), temos que considerar alguma

situações:

Escreva gn = g′i0(a), com g′ ∈ T0 e a ∈ A.

Se g′ 6= 1G, definimos τ(g1, ε1, . . . gn−1, εn−1, gn) = (g1, ε1, . . . gn−1, εn−1, g
′, 1, i1(a)).

Se g′ = 1G, isto é, gn = i0(a), a ∈ A então τ(g1, ε1, . . . gn−1, εn−1, gn) =







(g1, ε1, . . . gn−1, 1, 1G, 1, i1(a)) se εn−1 = 1

(g1, ε1, . . . gn−1.i1(a)), se εn−1 = −1

Pode-se mostrar que τ ∈ Bij(S) e φ e τ satisfazem (2).

A partir dáı, obtemos então o homomorfismo ψ : H → Bij(S) desejado (tal que

ψ(p) = τ e ψ ◦ j = φ), e satisfazendo a condição (1), donde obtemos a unicidade da

expressão reduzida para h ∈ H.

(iii) Considerando a aplicação φ definida no item anterior, temos que φ é um

monomorfismo. De fato, se φ(g) = idBij(S), teremos 1G g = φ(g)(1G) = id(1G) = 1G

o que nos leva a g = 1G. Agora, do fato que ψ ◦ j = φ, segue que j é monomorfismo.

�

Observação 1.5.2 Se h é escrito como no Teorema 1.5.1 (i), devemos chamar n

o comprimento de h.



Caṕıtulo 2

Grafos e Árvores

Neste caṕıtulo, como já mencionamos na introdução, temos como objetivo a

familiarização com alguns conceitos e resultados da teoria de grafos, uma vez que

existe uma correspondência entre decomposição de grupos e ação de grupos sobre

árvores (para maiores detalhes, indicamos [18] e [19]). Além disso, os resultados de

Kropholler e Roller que iremos analisar no Caṕıtulo 4 são fortemente baseados neste

fato.

2.1 Grafos

Definição 2.1.1 Um grafo Γ consiste de um conjunto X, usualmente denotado por

vert(Γ), um conjunto Y , denotado por aresta(Γ) e duas aplicações

Y → X ×X e Y → Y

e 7→ (o(e), t(e)) e 7→ e−1

que satisfazem as seguintes condições:

(e−1)−1 = e; e−1 6= e; o(e) = t(e−1), para cada e ∈ Y .

Um elemento P ∈ X é chamado um vértice de Γ; um elemento e ∈ Y é chamado

uma aresta orientada e e−1 é chamada de aresta inversa de e. O vértice o(e) =

t(e−1) é chamado origem de e, e o vértice t(e) = o(e−1) é chamado o término de e.

39
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Estes dois vértices são chamados extremidades de e. Dizemos que dois vértices são

adjacentes se eles são extremidades de alguma aresta.

Seja Γ = Γ(X, Y ) um grafo. Um subgrafo Υ ⊂ Γ consiste de um conjunto

X ′ ⊂ X = vert(Γ), um conjunto Y ′ ⊂ Y = aresta(Γ) e duas aplicações

Y ′ → X ′ × X ′; e 7→ (o(e), t(e)) e Y ′ → Y ′; e 7→ e−1, induzidas das aplicações

de Γ, satisfazendo as condições anteriores.

Considere Γ1 = Γ1(X1, Y1) e Γ2 = Γ2(X2, Y2) grafos com X1 e X2 seus conjuntos

de vértices e Y1 e Y2 seus conjuntos de arestas, respectivamente. Uma aplicação

(ou morfismo) α : Γ1 → Γ2 entre os grafos é uma aplicação tal que α(X1) ⊆ X2,

α(Y1) ⊆ Y2, e para cada e ∈ Y1, α(o(e)) = o(α(e)) e α(t(e)) = t(α(e)). Dizemos que

dois grafos Γ1 = Γ1(X1, Y1) e Γ2 = Γ2(X2, Y2) são isomorfos se existem morfismos

α : Γ(X1, Y1) → Γ(X2, Y2) e β : Γ(X2, Y2) → Γ(X1, Y1) tais que α ◦ β e β ◦ α são

aplicações identidades.

Uma orientação de um grafo Γ é um subconjunto Y+ de Y = aresta(Γ) tal que

Y é a união disjunta de Y+ e Y+
−1 = {e−1; e ∈ Y+}. Claramente um tal subconjunto

sempre existe. Um grafo orientado é definido, a menos de isomorfismo, por dois

conjuntos X e Y+ e uma aplicação Y+ → X × X. O conjunto correspondente de

arestas é Y = Y+

⊔

Y+
−1, onde Y+

−1 denota uma cópia de Y+.

Na prática, um grafo é freqüentemente representado por um diagrama,

usando a seguinte convenção: um ponto marcado no diagrama corresponde a um

vértice do grafo, e um segmento ou arco unindo dois pontos (marcados) corresponde

a um conjunto de arestas da forma {e, e−1}. Por exemplo, o grafo tendo dois vértices

P , Q e duas arestas e, e−1 com P = o(e), Q = t(e) é representado pelo diagrama

Similarmente, o diagrama
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representa um grafo com três vértices, P , Q, R e oito arestas r, s, t, u, r−1, s−1,

t−1, u−1; além disso, r, s, t, u têm extremidades {P, P}, {P,Q}, {P,Q}, {Q,R},

respectivamente. Temos o(r) = P = t(r), mas o diagrama não nos diz, por exemplo,

se P é a origem ou o término da aresta s.

Realização de um grafo Seja Γ um grafo e seja X = vert(Γ),

Y = aresta(Γ). Podemos considerar o espaço topológico U formado pela união

disjunta deX e Y ×[0, 1], ondeX e Y são providos com a topologia discreta. Seja R a

relação de equivalência “mais fina” sobre U para os quais

(e, t) ≡ (e−1, 1 − t), (e, 0) ≡ o(e) e (e, 1) ≡ t(e) para e ∈ Y e t ∈ [0, 1]. O espaço

quociente real(Γ) = U/R é chamado realização do grafo Γ.

Por exemplo, se X = {P,Q}; Y = {e, e−1}, real(Γ) =
X

⊔

(Y × [0, 1])

R
e as

identificações são como indicadas na figura abaixo:

Definição 2.1.2 (caminho) Seja n ∈ Z, n ≥ 0. Considere o grafo orientado Camn:
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Tal grafo possui n+1 vértices 0, 1, . . . , n e orientação dada pelas n arestas [i, i+1],

0 ≤ i < n, com o([i, i+ 1]) = i e t([i, i+ 1]) = i+ 1. Um caminho (de comprimento

n) em um grafo Γ é um morfismo c : Camn → Γ.

Exemplo 2.1.1 Um grafo isomorfo a Cam1 como na figura abaixo é chamado de

segmento.

Para n ≥ 1, a seqüência (e1, . . . , en) de arestas ei = c([i, i + 1]) tal que t(ei) =

o(ei+1), 1 ≤ i < n, determina c; tal seqüência de arestas será também denotada

por c. Se Pi = c(i), dizemos que c é um caminho de P0 a Pn e que P0 e Pn são as

extremidades do caminho.

Um par da forma (ei, ei+1) = (ei, ei
−1) em um caminho é chamado um “back-

tracking”.

Observação 2.1.1 Se c = (e1, . . . , ei, ei+1, ei+2, . . . , en) é um caminho de P a Q

com um “backtracking”do tipo (ei, ei+1) = (ei, ei
−1) podemos construir a partir de c

um caminho (de comprimento n − 2) que não possui um tal “backtracking”. Basta

tomar o caminho dado pela seqüência (e1, . . . , ei−1, ei+2, . . . , en). Por indução, con-

clúımos que se existe algum caminho de P a Q em um grafo Γ então existe um

caminho sem “backtracking” ligando P a Q.
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Por exemplo, se considerarmos o grafo (onde estamos indicando a orientação

para as arestas e, f , g e h),

então c = (e, f, g, g−1, h) é um caminho com um “backtracking”. Já o caminho

c1 = (e, f, h) não possui “backtracking”.

Definição 2.1.3 Um caminho (reduzido) de arestas em um grafo Γ é uma seqüência

(e1, . . . , en) de arestas tal que t(ei) = o(ei+1) e ei 6= ei+1
−1, para i = 1, 2, . . . , n− 1,

ou seja, é um caminho sem “backtracking”. Se e, f são arestas de Γ, escrevemos:

e ≤ f se existe um caminho (reduzido) de arestas com e1 = e e en = f .

Observação 2.1.2 Para alguns autores, caminho em um grafo já significa caminho

(reduzido) de arestas.

Definição 2.1.4 Seja n ∈ Z, n ≥ 1. Consideremos o grafo orientado Circn,

com conjunto de vértices Z/nZ e orientação dada pelas n arestas [i, i+1] (i ∈ Z/nZ),

com o([i, i + 1]) = i e t([i, i + 1]) = i + 1. (Note que [n − 1, n] = [n − 1, 0] e

t([n − 1, n]) = n = 0 em Z/nZ). Um circuito (de comprimento n) em um grafo Γ

é qualquer subgrafo isomorfo a Circn. Um tal subgrafo é definido por um caminho
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(e1, . . . , en) sem “backtracking”, tal que os Pi = t(ei) (1 ≤ n ≤ n) são distintos e

com Pn = o(e1). Um circuito de comprimento 1 é chamado um laço (ou loop).

Exemplo 2.1.2 Para n = 1, o laço Circ1 é assim representado:

Para n = 2, Circ2 é representado da seguinte forma:

Note que um caminho como na figura abaixo é um caminho sem “backtracking”e

que possui um circuito.

Definição 2.1.5 Um grafo é dito conexo se quaisquer dois vértices são extremi-

dades de pelo menos um caminho. Os subgrafos conexos maximais (sob a relação de

inclusão) são chamados de componentes conexas de um grafo.
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Pode-se mostrar que um grafo é conexo se, e somente se, sua realização é conexa

(ou conexa por caminhos, o que é equivalente). Mais geralmente, as componentes

conexas de um grafo correspondem à aquelas de sua realização.

Observação 2.1.3 Pode-se verificar que a relação ≤ entre arestas de um grafo Γ,

dada na Definição 2.1.3, isto é, e ≤ f se existe um caminho de arestas com e1 = e

e en = f tem as seguintes propriedades ([18], p. 183):

(A) Para qualquer grafo Γ, a relação ≤ é reflexiva e transitiva.

(B) Para qualquer grafo Γ e quaisquer arestas e e f de Γ, se e ≤ f então f−1 ≤ e−1.

(C) O grafo Γ é conexo se, e somente se, para qualquer par e, f de arestas de Γ,

pelo menos uma destas relações e ≤ f , e ≤ f−1, e−1 ≤ f , e−1 ≤ f−1 valem.

(D) O grafo Γ não possui circuitos se, e somente se, e ≤ f e f ≤ e implicar e = f .

(E) Se Γ não possui circuitos, então para nenhum par e, f de arestas podemos ter

e ≤ f e e ≤ f−1.

(F) Se Γ não possui circuitos então para qualquer par e, f de arestas existe apenas

um número finito de arestas g com e ≤ g ≤ f .

Recordemos que uma relação que satisfaz as condições (A) e (D), é chamada de

relação de ordem parcial. Assim, se um grafo Γ não possui circuitos a relação ≤ é

uma relação de ordem parcial sobre Γ.

O grafo Γ(G, S) Sejam G um grupo e S um subconjunto de G. Vamos denotar

por Γ = Γ(G, S) o grafo orientado tendo G como seu conjunto de vértices, G ×

S = (aresta(Γ))+ como sua orientação, e aplicações definidas por o(g, s) = g e

t(g, s) = gs para cada aresta (g, s) ∈ G× S.

Definição 2.1.6 Recordemos que se G é um grupo e M é um conjunto não vazio,

uma G-ação sobre M é uma aplicação G×M →M , (g,m) 7→ gm, tal que 1m = m

para todo m ∈ M , e g(g′m) = (gg′)m, para todos g, g′ ∈ G, m ∈ M . Dizemos que

a ação é trivial ou que G age trivialmente sobre M , se gm = m para todo g ∈ G e

todo m ∈ M . Ainda, G age livremente sobre um conjunto M se o estabilizador de

m, isto é, Gm := {g ∈ G; gm = m}, for trivial, ou seja, igual ao elemento neutro 1
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de G, para todo m ∈ M . Para um vértice P de um grafo Γ, denotaremos a órbita

de P por O(P ), isto é, O(P ) = {gP ; g ∈ G} = G.P e para uma aresta e de Γ

denotaremos a órbita de e por O(e), isto é, O(e) = {ge; g ∈ G} = Ge.

Pode-se verificar que se G é um grupo, S um subconjunto de G e Γ = Γ(G, S)

o grafo associado, então a multiplicação à esquerda por elementos de G (de modo

que h ∈ G leva um vértice g no vértice hg, e uma aresta (g, s) na aresta (hg, s))

define uma ação de G sobre Γ. Note que se e = (g, s) então o(he) = hg = ho(e) e

t(he) = (hg)s = h(gs) = ht(e). Tal ação preserva orientação e além disso, G age

livremente sobre os vértices e sobre as arestas de Γ.

Analogamente, define-se G-ação à direita sobre M.

Observação 2.1.4 ([9], p.26) Verifica-se que se x ∈ G e x2 = 1 então existe uma

aresta ligando g a gx e também outra ligando gx a gx2 = g. Somente neste caso,

existe mais que uma aresta ligando dois vértices (adjacentes) dados.

Exemplo 2.1.3 Seja G um grupo ćıclico de ordem n gerado por a e S = {a}.

Para n = 1, o diagrama de Γ(G, S) é isomorfo a Circ1, para n = 2 o diagrama

de Γ(G, S) é isomorfo a Circ2, mais geralmente, para n < ∞, Γ(G, S) ≃ Circn.

Agora, se G = Z o grupo ćıclico infinito gerado por S = {a} então Γ(G, S) tem

como vértices o conjunto {an, n ∈ Z} e arestas [an, an+1], n ∈ Z (e cuja realização

geométrica é R ).

Proposição 2.1.1 ([19], p.17) Seja Γ = Γ(G, S) o grafo definido por um grupo G

e um subconjunto S de G.

(a) Γ é conexo se, e somente se, S gera G.

(b) Γ contém um laço se, e somente se, 1 ∈ S.

Demonstração:
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(a) Para todo g ∈ G, como Γ(G, S) é conexo, existem arestas e1, e2, . . ., ek que ligam

g a 1G (o elemento neutro do grupo G). Dáı, existem s1, s2, . . ., sk ∈ S tais

que os vértices iniciais ou finais dessas arestas são (de acordo com a sequência):

g, gs1
ε1, gs1

ε1s2
ε2, . . . , gs1

ε1 . . . sk
εk = 1G

onde εi = ±1, i = 1, . . . , k. Assim, g = sk
rk . . . s1

r1 , com ri = −εi, i = 1, . . . , k.

Logo, g ∈ 〈S〉 e dáı, G = 〈S〉. Reciprocamente, se S gera G, para todo

g1, g2 ∈ G, temos g1 = s1
r1 . . . sk

rk e g2 = sk+1
rk+1 . . . sn

rn, onde ri = ±1,

i = 1, . . . , n. Multiplicando g1 à direita, sucessivamente por sk
−rk , . . ., s1

−r1,

teremos arestas ligando g1 a 1G. Analogamente, temos arestas ligando g2 a

1G. Portando temos um caminho (de arestas) ligando g1 a g2 e assim, Γ(G, S)

é conexo.

(b) Claro, pois gs = g ⇔ s = 1. �

Definição 2.1.7 Quando G é finitamente gerado e S um conjunto de geradores de

G, o grafo Γ(G, S) é chamado de grafo de Cayley de G.

Observação 2.1.5 Alguns autores usam o termo grafo de Cayley mesmo quando

S não é um conjunto de geradores de G e outros exigem que o elemento neutro de

G não pertença a S (de modo que Γ(G, S) não contenha laço).

Árvores

Definição 2.1.8 Uma árvore é um grafo conexo não vazio sem circuitos e uma

sub-árvore de um grafo Γ é um subgrafo de Γ que é uma árvore.

Como uma árvore Γ é um grafo conexo, dados quaisquer dois pontos P e Q em

Γ, existe um caminho (reduzido) de arestas ligando P a Q.

Logo, se Γ é uma árvore, a relação descrita anteriormente ≤ sobre o conjunto de

arestas de Γ, aresta(Γ), é uma ordem parcial e todas as outras condições valem.

Definição 2.1.9 Uma geodésica em uma árvore Γ é um caminho (reduzido) de

arestas em Γ, isto é, um caminho sem “backtracking”, ou seja, sem um par da

forma (ei, ei+1) = (ei, ei
−1), onde ei, ei+1, ei

−1 indicam arestas.
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Proposição 2.1.2 Sejam P e Q dois vértices de uma árvore Γ. Existe exatamente

uma geodésica (e1, . . ., en) de P a Q. Além disso, todos os vértices o(ei) são distin-

tos.

Demonstração: Obviamente, como uma árvore é conexa e sem circuitos, existe

uma geodésica unindo quaisquer dois vértices. Se (e1, . . ., en) é qualquer geodésica

e se o(ei) = o(ej) para algum i < j, então o caminho (ei, . . ., ej
−1) deveria ser um

circuito, o que contradiz o fato de Γ ser uma árvore. Finalmente, se (e1, . . ., en) e

(f1, . . ., fm) são duas geodésicas de P a Q, então o caminho (e1, . . ., en, fm
−1, . . .,

f1
−1) seria um circuito não trivial em P a menos que en = fm. Por indução, segue

que m = n e que ei = fi para todo i = 1, . . . , n. �

Definição 2.1.10 O comprimento da geodésica de P a Q é chamado distância de

P a Q e é denotado por l(P,Q). Temos l(P,Q) = 0 se, e somente se, P = Q e

l(P,Q) = 1 se, e somente se, P e Q são adjacentes.

2.2 Árvores e produtos livres amalgamados

Definição 2.2.1 Seja Γ um grafo sobre o qual um grupo G age. Dizemos que G

age sobre Γ sem inversões se sempre que um elemento g ∈ G fixa uma aresta e de

Γ, g fixa também as extremidades de e, ou seja, ge = e−1 nunca ocorre.

Se G age sem inversões, podemos definir o grafo quociente G\Γ de maneira óbvia:

o conjunto de vértices de G\Γ é o conjunto vert(Γ) sob a ação de G (conjunto das

órbitas O(P ) = G.P dos vértices P de Γ pela ação de G) e o conjunto de arestas de

G\Γ é o conjunto aresta(Γ) sob a ação de G (conjunto das G-órbitas O(e) = G.e

das arestas e de Γ). Note que as aplicações o e t para o grafo quociente são tais que

o(G.e) = G.o(e) e t(G.e) = G.t(e) e existe uma aplicação bem definida Γ → G\Γ

tal que x 7→ O(x) = G.x.

Exemplo 2.2.1 Considere o grafo Circn que indica o n-ciclo ou o n-circuito. Temos

que o grupo ćıclico G = Z/3Z atua sobre o grafo Circ6 por rotação de 120◦ e o quo-
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ciente é Circ2, pois O(P ) = {P, P ′, P ′′}, O(Q) = {Q,Q′, Q′′}, O(e) = {e, e′, e′′} e

O(f) = {f, f ′, f ′′}.

Exemplo 2.2.2 Considere o grafo Γ cuja realização geométrica é R, onde vert(Γ) =

{n;n ∈ Z}, aresta(Γ) = {[i, i + 1], i ∈ Z} e a Z-ação é dada por k.[i, i + 1] =

[k + i, k + i + 1]. Temos que Z atua sem inversão e o grafo quociente é um laço,

pois O(0) = {k+0; k ∈ Z} = Z e todas as arestas de Γ estão na classe da aresta e0,

onde e0 = [0, 1].

Proposição 2.2.1 ([19], Proposição 14, p. 25) Seja Γ um grafo conexo, sobre o

qual um grupo G age sem inversões. Toda sub-árvore T de G\Γ se levanta a uma

sub-árvore de Γ via a aplicação quociente Γ → G\Γ.
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Demonstração: A demonstração é existencial e para isso, usaremos o Lema

de Zorn. Precisamos mostrar que existe uma sub-árvore de Γ que é aplicada in-

jetivamente sobre T . Considere o conjunto Ω de sub-árvores de Γ que projetam

injetivamente sobre T . Então Ω é não vazio, uma vez que existe pelo menos uma

árvore formada por um único ponto e, além disso, se Ti, i ∈ I é um subconjunto

totalmente ordenado (pela inclusão) de Ω, então a união T0 é novamente uma árvore

e deve projetar-se injetivamente em T , pois quaisquer dois pontos de T0 estão em

algum Ti, i ∈ I que se projetam em T . Assim, T0 ∈ Ω e portanto, toda famı́lia

totalmente ordenada tem um elemento maximal em Ω. Seja T̃ este elemento maxi-

mal de Ω. Chamamos de T ′ a imagem de T̃ em G\Γ. Agora, T ′ ⊂ T . Suponha, se

posśıvel, que T ′ 6= T . Então, pela conexidade de T , existe uma aresta e de T que

se inicia em um vértice de T ′, e termina em um vértice de T que não pertence a T ′.

Seja ẽ o levantamento de e. Como gẽ com g ∈ G, é também um levantamento de

e, podemos substituir ẽ por uma aresta gẽ adequada e assumir que o(ẽ) pertence a

T̃ . Note que t(ẽ) não pertence a T̃ , uma vez que sua imagem em G\Γ não é um

vértice de T ′. Tomando T̂ o grafo derivado de T̃ por adicionar o vértice P = t(ẽ) e

as arestas ẽ e ẽ−1, temos que T̂ é uma árvore. Mas, a aplicação T̂ → T é injetiva, o

que contradiz a maximalidade de T̃ ; portanto T ′ = T . �

Definição 2.2.2 Seja Γ um grafo não vazio. Considerando o conjunto de sub-

árvores de Γ, ordenado pela inclusão, teremos, pelo Lema de Zorn, que existe um

elemento maximal. Tal elemento maximal é chamado uma árvore maximal de Γ.

Seja Υ um grafo conexo no qual G age sem inversões. Uma árvore de representantes

de Υ mod G é qualquer sub-árvore T de Υ que é o levantamento de uma árvore

maximal em Γ = G\Υ.

Exemplo 2.2.3 Se considerarmos o grafo Γ = Circ6 com a ação de G = Z/3Z

(Exemplo 2.2.1) então a sub-árvore T ′ formada pelos vértices dados pelas classes

(órbitas) O(P ), O(Q) e aresta dada pela classe de e se levanta nas sub-árvores

T̃ = {P,Q, e}, T̃ ′ = {P ′, Q′, e′} e T̃ ′′ = {P ′′, Q′′, e′′}.
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Agora, T ′ é uma árvore maximal no quociente G\Γ, assim, T̃ , T̃ ′ e T̃ ′′ são

árvores de representantes de Γ mod G.

2.2.1 Domı́nio fundamental e decomposição de grupos

Nesta seção, caracterizaremos os grupos que são produtos livres com subgrupo

amalgamado da forma GP ∗Ge
GQ com grupos agindo sobre árvores com domı́nio fun-

damental um segmento. Lembremos que um segmento indica um grafo T isomorfo

a Cam1, como na figura abaixo:

Definição 2.2.3 Seja G um grupo agindo sem inversões sobre um grafo Γ. Um

domı́nio fundamental de Γ mod G é um subgrafo T de Γ tal que T → G\Γ é um

isomorfismo.

Um domı́nio fundamental pode não existir, pois para Γ = R e G ≃ Z como no

Exemplo 2.2.2, não existe em Γ nenhum subgrafo T tal que T é isomorfo ao grafo

quociente que é um laço.

Se G\Γ é uma árvore, segue da Proposição 2.2.1 que um domı́nio fundamental

existe. Se Γ é uma árvore, a rećıproca também é verdadeira:

Proposição 2.2.2 ([19], Proposição 17) Seja G um grupo agindo sobre uma árvore

Γ. Um domı́nio fundamental de Γ mod G existe se, e somente se, G\Γ é uma árvore.

�

Teorema 2.2.1 Seja G agindo sobre um grafo Γ. Seja T um segmento em Γ que

é um domı́nio fundamental de Γ mod G. Sejam P , Q os vértices de T , com aresta

{e, e−1} ligando P e Q. Sejam GP , GQ e Ge = Ge−1 os estabilizadores dos vértices

P e Q e aresta e de T . As seguintes propriedades são então equivalentes:
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1. Γ é uma árvore.

2. O homomorfismo GP ∗Ge
GQ → G induzido pelas inclusões GP → G e GQ → G

é um isomorfismo.

Note que Ge = GP ∩GQ é um subgrupo de GP e de GQ, portanto o produto livre

amalgamado GP ∗Ge
GQ faz sentido.

Para a prova deste teorema necessitamos dos dois lemas seguintes:

Lema 2.2.1 Nas hipóteses do Teorema 2.2.1, temos que o grafo Γ é conexo se, e

somente se, G é gerado por GP ∪GQ.

Demonstração: Seja Γ′ a componente conexa de Γ contendo o segmento T

(domı́nio fundamental). Seja G′ o estabilizador de Γ′, isto é, G′ = {g ∈ G; gΓ′ = Γ′}

e seja G′′ o subgrupo de G gerado por GP ∪ GQ. Note que G′′ ⊂ G′, pois se

h ∈ GP ∪GQ então os segmentos T e hT têm um vértice em comum; por exemplo,

se h ∈ GP , hP = P . Dáı P é um vértice comum de T e hT . Então, temos hT ⊂ Γ′,

uma vez que Γ′ é a componente conexa que contém T . Portanto, hΓ′ = Γ′, isto é,

h ∈ G′; assim, GP ⊂ G′ e GQ ⊂ G′, e conseqüentemente, G′′ ⊂ G′.

Agora, se GP ∪ GQ gera G então G = G′ = G′′ e portanto, Γ′ = G′Γ′ = GΓ′ ⊃

GT = Γ. Logo, Γ′ = Γ e assim, Γ é conexo. Note que GT = Γ porque T é domı́nio

fundamental e assim, para todo R ∈ vert(Γ), temos que R = gP ou R = gQ, para

algum g. Dáı, R ∈ GT . De modo similar, para qualquer aresta e ∈ Γ, existe g ∈ G

tal que ge = T e assim, e = g−1T ∈ GT .

Por outro lado, suponha que Γ é conexo. Note que G′′T e (G−G′′)T são subgrafos

disjuntos de Γ cuja união é Γ (se a união fosse não disjunta, então existiriam x ∈ G′′,

y ∈ G−G′′ tais que y−1x fixa P ou Q ou y−1x envia P em Q ou Q em P . A primeira

implicação contradiz o fato de que y 6∈ G′′ e a última o fato de T ser um domı́nio

fundamental). Se Γ é conexo e T ⊂ G′′T , segue que Γ = G′′T , e portanto temos

que Γ = G′′T . Mas grafo Γ é conexo e então Γ = Γ′, isto é, G = G′ = G′′.

Portanto, G′T = GT = Γ = G′′T . Isto implica que G′′ ⊂ G′, pois se x′′ ∈ G′′ então
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x′′Γ′ = x′′Γ = x′′G′′T = G′′T = Γ = Γ′. Portanto, G′′ = G′ = G, isto é, GP ∪ GQ

gera G. �

Lema 2.2.2 Nas condições do Teorema 2.2.1, temos que Γ não possui circuitos se,

e somente se, GP ∗Ge
GQ → G é injetiva.

Demonstração: Dizer que Γ possui um circuito é o mesmo que dizer que existe

um caminho c = (w0, . . . , wn), n ≥ 1 em Γ sem “backtracking” e tal que o(c) = t(c).

Escrevemos wi na forma hiei com hi ∈ G e ei = e ou ei = e−1. Passando a

G\Γ ≃ T vemos também que ei
−1 = ei−1 (1 ≤ i ≤ n). Seja Pi = o(ei) = t(ei−1);

temos hi = hi−1gi, com gi ∈ GPi
pois hiPi = hio(ei) = o(hiei) = t(hi−1ei−1) =

hi−1t(ei−1) = hi−1Pi e gi 6∈ Ge pois (hiei)
−1 6= hi−1ei−1.

O fato que o(c) = t(c) é equivalente a t(en) = P0, ou novamente, h0P0 = hnP0 =

h0g1 . . . gnP0, isto é, g1 . . . gn ∈ GP0
.

Conclúımos que Γ contém um circuito se, e somente se, podemos encontrar uma

seqüência de vértices de Γ, P0, . . . , Pn com {Pi−1, Pi} = {P,Q}, para todo i e uma

seqüência de elementos gi ∈ GPi
−Ge (0 ≤ i ≤ n) tal que g0g1 . . . gn = 1. Dáı, temos

que GP ∗Ge
GQ → G não é injetiva. �

Demonstração do Teorema 2.2.1: Como uma árvore é um grafo conexo não

vazio sem circuitos, segue do Lema 2.2.2 que a aplicação

GP ∗Ge
GQ → G é injetiva e, pelo Lema 2.2.1, que G é gerado por GP ∪ GQ e

assim, tal aplicação é sobrejetiva. Logo, um isomorfismo. Por outro lado, basta

considerarmos as rećıprocas dos Lemas 2.2.1 e 2.2.2 para concluirmos que Γ é uma

árvore. �

Reciprocamente, todo produto livre amalgamado de dois grupos age sobre uma

árvore com um segmento como domı́nio fundamental. Mais precisamente, temos:

Teorema 2.2.2 Seja G = G1 ∗A G2 um produto livre amalgamado de dois grupos.

Então existe uma árvore Γ (e somente uma, a menos de isomorfismo) sobre a qual

G age, com um segmento T como domı́nio fundamental, vértices P e Q e aresta e

tais que GP = G1, GQ = G2 e Ge = A como seus respectivos estabilizadores.
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Demonstração: Seja G = G1 ∗GA
G2 Definimos um grafo Γ sobre o qual G age,

como segue

vert(Γ) = (G/G1)
⊔

(G/G2), aresta(Γ) = (G/A)
⊔

(G/A)−1.

A aplicação definindo as extremidades de uma aresta é dada por

aresta(Γ) → vert(Γ) × vert(Γ)

gA 7→ (gG1, gG2).

Com a ação óbvia de G sobre Γ o estabilizador do vértice P = 1.G1 é o grupo

G1 e similarmente, para Q = 1.G2 e e = 1.GA os estabilizadores são G2 e A,

respectivamente. O Teorema 2.2.1 então mostra que Γ é uma árvore. �

Observação 2.2.1 ([19], p.34) (1) Os Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 estabelecem uma

equivalência entre “produto livre amalgamado de dois grupos” e “ação sobre uma

árvore com um segmento como domı́nio fundamental”.

(2) Existe também uma equivalência análoga entre “HNN-grupos” e “ação sobre

uma árvore com um laço como quociente”. Uma das implicações pode ser encontrada

em [18], que enunciaremos a seguir:

Teorema 2.2.3 ([18], Corolário 4.5) Seja G um grupo agindo sobre um grafo Γ. Se

G\Γ consiste de um único laço então Γ contém uma aresta e com vértices adjacentes

P e Q, onde Q = gP , para algum g ∈ G e G ≃ GP∗Ge
. �

Exemplo 2.2.4 Considere Γ = R e G ≃ Z, como no Exemplo 2.2.2. O grafo

quociente G\Γ é um laço e temos que Z ≃ {1}∗{1}.



Caṕıtulo 3

(Co)Homologia de Grupos e

Dualidade

Como veremos no próximo caṕıtulo, a teoria de decomposição de grupos está

fortemente relacionada com ends de grupos e pares de grupos. Esses, no entanto,

têm uma grande interação com cohomologia de grupos. De fato, pode-se dar uma

definição para tais ends usando uma linguagem cohomológica. Assim, neste caṕıtulo,

inicialmente definimos (co)homologia de grupos e apresentamos alguns resultados.

Definimos também grupos de dualidade (Dn-grupos), que são grupos com número

de ends igual a um, quando n > 1, e assim, não se decompõem sobre subgrupos

finitos (Proposição 4.1.3).

3.1 RG-módulos e Resoluções de R sobre RG

Definição 3.1.1 Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e G um grupo deno-

tado multiplicativamente, com elemento neutro 1. Seja RG (ou R[G]) o R-módulo

livre gerado pelos elementos de G. Assim, um elemento de RG é expresso unica-

mente na forma
∑

g∈G

rg.g, com rg ∈ R e rg = 0 para quase todo g ∈ G (isto é, exceto

para um número finito de elementos g ∈ G).

Em RG, as operações de adição e multiplicação são dadas por:

55
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(
∑

g∈G

rg.g) + (
∑

g∈G

sg.g) =
∑

g∈G

(rg + sg).g

(
∑

g∈G

rg.g).(
∑

h∈G

sh.h) =
∑

g,h∈G

(rg.sh).(g.h).

Tais operações fazem de RG um anel com unidade 1RG = 1R.1, chamado anel

grupo de G sobre R.

Em geral, o elemento 1R.g ∈ RG será denotado por g.

Observação 3.1.1 1. Se G é um grupo e R = Z2 então x ∈ Z2G é da forma

x = 1.g1 + · · ·+ 1.gk ≡ g1 + · · · + gk, com 1 ∈ Z2 e gi ∈ G.

2. Para qualquer grupo G podemos definir o homomorfismo de anéis ε : RG→ R

tal que ε(g) = 1 para todo g ∈ G e estender por linearidade. Este homomor-

fismo é denominado aplicação aumentação. Note que ε é sobrejetora pois para

todo r ∈ R, existe x = r.g ∈ RG tal que ε(x) = ε(rg) = rε(g) = r.

Proposição 3.1.1 Seja G um grupo e M um conjunto não vazio. Então, M é um

RG-módulo (à esquerda) se, e somente se, M é um R-módulo (à esquerda) munido

de uma ação (à esquerda) de G sobre o grupo aditivo (M,+).

Demonstração:

Se M é um RG-módulo então M é um R-módulo considerando rm := (r1)m e

pode-se definir uma G-ação por g.m := (1R.g)m.

Reciprocamente, se M é um R-módulo e existe uma ação de G sobre M então

podemos dar a M uma estrutura de RG-módulo da seguinte maneira (
∑

g∈G

rg.g)m :=

∑

g∈G

rg.(g.m). �

Corolário 3.1.1 M é um ZG-módulo se, e somente se, M é um grupo abeliano

munido de uma G-ação.

Corolário 3.1.2 M é um Z2G-módulo se, e somente se, M é um Z2-módulo (equiv-

alentemente, grupo abeliano em que todo elemento tem ordem 2) munido de uma

G-ação.
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Segue dos corolários anteriores que todo Z2G-módulo é um ZG-módulo, mas a

rećıproca não é verdadeira.

Exemplo 3.1.1 Seja G um grupo. Então ℘(G) é um Z2G-módulo, onde ℘(G) é o

conjunto das partes de G. A G-ação natural é dada por

G× ℘(G) → ℘(G)

(g,H) 7→ g.H = {g.x; x ∈ H}

Observação 3.1.2 Todo R-módulo M pode ser visto como um RG-módulo com a

G-ação trivial. Em particular, M = R será, em geral, considerado um RG-módulo

trivial e assim, (
∑

g∈G

rg.g)r :=
∑

g∈G

rg(g.r) =
∑

g∈G

rg.r = ε(
∑

g∈G

rg.g)r.

Quando R = Z2 esta é a única estrutura de Z2G-módulo posśıvel, pois Aut(Z2) =

{id}.

Considerando X um G-conjunto e RX o R-módulo livre gerado pelos elementos

de X, podemos estender a G-ação de G sobre X a uma G-ação sobre RX da seguinte

maneira: g.(
∑

rxx) :=
∑

rx(g.x), com g ∈ G, rx ∈ R e x ∈ X. Assim, temos o

seguinte resultado:

Proposição 3.1.2 ([6], Proposição 3.1) Sejam X um G-conjunto livre e E um con-

junto de representantes para as G-órbitas em X. Então RX é um RG-módulo livre

com base E. �

Corolário 3.1.3 Se S é um subgrupo de G então RG é um RS-módulo livre com

base num conjunto E de representantes para as S-órbitas em G (que são as classes

laterais à esquerda de S em G), isto é, RG =
⊕

g∈E

(RS)g.

Demonstração:

Temos que G é um S-conjunto com a ação dada pela multiplicação dos elementos

de S por elementos de G (isto é, s.g := sg) e esta ação é livre (pois s.g = g ⇔ s = 1).

Portanto, o resultado segue da proposição anterior. �
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Definição 3.1.2 Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e M um R-módulo.

Uma resolução de M sobre R, ou uma R-resolução de M é uma sequência exata de

R-módulos

· · · → F2
∂2−→ F1

∂1−→ F0
ε

−→M −→ 0

onde ε : F0 → M é chamada aplicação aumentação.

Se cada Fi é R-módulo livre (respectivamente, projetivo), dizemos que a resolução

é livre (respectivamente, projetiva).

Notação: ε : F → M denotará uma resolução de M sobre R.

Observação 3.1.3 1. Toda resolução livre é projetiva, pois todo módulo livre é

projetivo.

2. Se existir um inteiro n tal que Fi = 0, para i > n, dizemos que a resolução

tem comprimento no máximo n. Neste caso, escrevemos simplesmente

0 → Fn → · · · → F0 →M → 0

Proposição 3.1.3 ([6], p.10) Dado um R-módulo M sempre podemos construir

uma resolução livre (e portanto projetiva) de M sobre R. �

3.2 (Co)Invariantes

Nesta seção, consideraremos R um anel, G um grupo e M um RG-módulo (à

esquerda).

Definição 3.2.1 Sejam G um grupo e M um RG-módulo (à esquerda). O grupo de

invariantes de M, denotado por MG, é definido por:

MG = {m ∈M ; g.m = m, ∀ g ∈ G}.

Observação 3.2.1 1. Se a ação de G em M é trivial, isto é, g.m = m, para

qualquer m ∈M , então MG = M .
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2. É claro que a G-ação sobre M induz a G-ação trivial sobre MG e assim, MG

é um RG-módulo trivial. Temos que MG é o maior submódulo de M no qual

G atua trivialmente.

Proposição 3.2.1 (HomR(M,N))G = HomRG(M,N).

Demonstração:

Sejam g ∈ G e f ∈ HomR(M,N). Temos que

g.f = f ⇔ (g.f)(m) = f(m), ∀ m ∈ M ⇔ g.f(g−1.m) = f(m),

∀ m ∈ M ⇔ g.f(m′) = f(g.m′), ∀ m′ ∈ M (m′ = g−1.m).

Logo, (HomR(M,N))G = {f ∈ HomR(M,N); g.f(m) = f(g.m)} = HomRG(M,N).

Corolário 3.2.1 Se R é visto como RG-módulo trivial (à esquerda) então

HomRG(R,M) ≃ MG como grupos (e como RG-módulos triviais).

Definição 3.2.2 O grupo de coinvariantes de M, denotado por MG, é dado por:

MG =
M

〈g.m−m; g ∈ G e m ∈M〉
,

onde 〈g.m − m; g ∈ G e m ∈ M〉 é o submódulo de M gerado pelos elementos

g.m−m, com g ∈ G e m ∈M .

Proposição 3.2.2 ([6], II.2.1.) Se R é visto como RG-módulo trivial (à esquerda),

então

MG ≃ R⊗RGM.

�

3.3 Módulos (Co)Induzidos

Consideremos A, B anéis e k : A→ B um homomorfismo de anéis.

1. Se M é um B-módulo (à esquerda) sempre podemos ver M como um A-módulo

(à esquerda) definindo em M a A-multiplicação:
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A×M →M

(a,m) 7→ a.m := k(a).m

Neste caso, M é dito um A-módulo por restrição de escalares (via k) e será

denotado por ResBAM .

Deste modo, se G é um grupo, H um subgrupo de G, α : RH →֒ RG aplicação

inclusão de RH em RG e M é um RG-módulo, podemos ver M como um

RH-módulo através de α e o RH-módulo M é denotado por ResGHM (módulo

restrição).

Seja M um RH-módulo e,

IndGHM = RG⊗RH M.

IndGHM é um grupo abeliano. Em IndGHM definimos a seguinte ação:

G× IndGHM → IndGHM

(g, α⊗m) 7→ gα⊗m

Com esta ação, IndGHM torna-se um RG-módulo.

2. Agora, se M é um A-módulo (à esquerda), podemos obter um B-módulo (à

esquerda), HomA(B,M), bastante relacionado com M, da seguinte maneira:

Por restrição, podemos ver B como um A-módulo (à esquerda)

A×B → B

(a, b) 7→ a.b := k(a).b (multiplicação do anel B)

e assim, faz sentido considerar HomA(B,M).

Pode-se mostrar que a aplicação

B ×HomA(B,M) → HomA(B,M)

(b, f) 7→ bf ; (bf)(b′) := f(b′b)
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está bem definida e é uma B-multiplicação.

Assim, HomA(B,M) é um B-módulo, denominado B-módulo obtido de M por

coextensão de escalares de A para B (via k).

Agora, a cada RS-módulo M associamos o RG-módulo obtido de M por coex-

tensão de escalares (que neste caso chamamos de coindução) e denotamos por

CoindGSM , ou seja, CoindGSM := HomRS(RG,M), onde a G-ação é dada por

G× CoindGSM → CoindGSM

(g, f) 7→ (gf)(g′) := f(g′g).

Observação 3.3.1 Se H = {1}, temos RH ≃ R. Deste modo,

IndG{1}M = RG⊗RM e CoindG{1}M = HomR(RG,M)

Tais RG-módulos são chamados, respectivamente, módulo induzido e módulo

coinduzido.

Observação 3.3.2 Segue imediatamente de [6] (III.3.2) e (III.3.5), respectivamente,

considerando M = N e f = idM , que as aplicações:

i : M → IndGHM = RG⊗RH M

m 7→ i(m) = 1 ⊗m

π : CoindGHM = HomRH(RG,M) →M

f 7→ π(f) = f(1)

são, respectivamente, RH-monomorfismo e RH-epimorfismo.

Proposição 3.3.1 ([6], p. 67) O RG-módulo IndGHM contém M como um RH-

submódulo. Além disso, considerando E um conjunto de representantes para as

classes laterais (à esquerda) de H em G, e denotando por gm o conjunto obtido de

M (visto como RH-submódulo de IndGHM) sob a ação de G, temos

IndGHM =
⊕

g∈E

gM.

�
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Proposição 3.3.2 De modo análogo, o caso dado pelo módulo de indução, se con-

siderarmos o mergulho ρ : M → CoindGHM , dado por

ρ(m)(g) =







g.m, se g ∈ H

0, c.c.

temos que M é um RH-módulo de CoindGHM e, além disso,

CoindGHM =
∏

g∈E

gM.

�

Observação 3.3.3 A aplicação ρ se estende a um RG-homomorfismo

ϕ : RG ⊗RH M → HomRH(RG,M) ([6], III.3.2). Tal aplicação pode ser identi-

ficada com a inclusão canônica da soma direta no produto direto ([6], p. 70) e,

assim, podemos ver IndGHM como um RG-submódulo de CoindGHM .

Proposição 3.3.3 Se [G : H ] <∞, então IndGHM ≃ CoindGHM .

Demonstração: Se [G : H ] < ∞, temos que a soma direta e o produto direto

coincidem e, portanto, segue o resultado. �

Definição 3.3.1 Sejam M e N RG-módulos (R = Z ou R = Z2). Considerando M

e N como R-módulos podemos definir sobre HomR(M,N) uma G-ação (denominada

ação diagonal) de modo a torná-lo um RG-módulo. Essa ação, a qual é induzida da

ação de G sobre M e N, é definida da seguinte forma:

G×HomR(M,N) → HomR(M,N)

(g, f) 7→ g.f ; (g.f)(m) = g.f(g−1.m), ∀ m ∈M

Proposição 3.3.4 ([6], Proposição 5.6) Seja M um RG-módulo. Então existe

um RG-isomorfismo natural CoindGSRes
G
SM ≃ HomR(R(G/S),M) onde G atua

diagonalmente no HomR. �
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3.4 Definições e Exemplos de H∗(G,M) e H∗(G,M)

Seja

F : · · · → Fn
∂n→ Fn−1 → · · · → F1

∂1→ F0
ε
→ R→ 0

uma resolução projetiva de R sobre RG e M um RG-módulo (à esquerda).

Podemos formar complexos de cadeia e cocadeia, respectivamente F ⊗RG M e

HomRG(F,M):

F ⊗RGM : · · · → Fn ⊗RGM
∂n→ · · · → F1 ⊗RGM

∂1→ F0 ⊗RG M → 0

HomRG(F,M) : 0 → HomRG(F0,M)
δ0

→ · · · → HomRG(Fn,M) → · · ·

O operador bordo é dado por ∂n := ∂n⊗id, n ≥ 1 e ∂0 = 0 e, o operador cobordo,

por

δn : HomRG(Fn,M) → HomRG(Fn+1,M)

f 7→ δn(f) := f ◦ ∂n+1, n > 0 e ∂0 = 0

Definição 3.4.1 O n-ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M é

definido por

Hn(G,M) := Hn(F ⊗RG M).

O n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M é definido por

Hn(G,M) := Hn(HomRG(F,M)).

Observação 3.4.1 As definições de H∗(G,M) e H∗(G,M) independem da res-

olução projetiva ε : F → R (a menos de isomorfismo canônico) ([6], I.7.5).

Proposição 3.4.1 Dado um RG-módulo M , temos os isomorfismos:

(a) H0(G,M) ≃MG;

(b) H0(G,M) ≃MG.
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Exemplo 3.4.1 1. Sejam G = {1} e M um RG-módulo.

Então, H i({1},M) ≃







M{1} ≃M, se i = 0

0, se i > 0

2. Sejam G = 〈t〉 ≃ Z, grupo ćıclico infinito e M um RG-módulo.

Então, H i(G,M) ≃



















MG, se i = 0

MG, se i = 1

0, se i ≥ 2

(i) Se M é um RG-módulo trivial então H0(G,M) = M = H1(G,M) e

H i(G,M) = 0, para i ≥ 2.

(ii) Seja M = ZG visto como ZG-módulo com a G-ação natural: tk.(rtk
′

) :=

rtk+k
′

, para todos tk, tk
′

∈ G e r ∈ Z.

Então, H i(G,ZG) ≃



















0, i = 0

Z, i = 1

0, i ≥ 2

.

(iii) Seja M = Z2G visto como Z2G-módulo com a G-ação: tk.(1.tk
′

) :=

1.tk+k
′

, 1 ∈ Z2 e para todos tk, tk
′

∈ G.

Então, H i(G,Z2G) ≃



















(Z2G)G ≃ 0, i = 0

Z2, i = 1

0, i ≥ 2

.

3. Para G ≃ Zn e M = Z, com a G-ação trivial, obtemos

H i(Zn,Z) ≃



















Z, se i = 0

0, se i é ı́mpar
Z

n.Z
≃ Zn, se i é par, i ≥ 2

4. Se G = {1, t} ≃ Z2 e M = Z é visto como um Z(Z2)-módulo com a G-ação

1.r := r e t.r = −r, para todo r ∈ Z, temos que
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H i(Z2,Z) ≃



















ZZ2 = {0}, se i = 0
Z

2Z
≃ Z2, se i é ı́mpar

0, se i é par

5. H i(Z,ZG) ≃



















0, i = 0

Z, i = 1

0, i ≥ 2

, com a Z-ação natural: k+(n+k′) = n+(k+k′).

6. Hi(Z,ZG) ≃



















Z, i = 0

0, i = 1

0, i ≥ 2

, com a Z-ação natural.

3.5 O Lema de Shapiro

Na seção 2.4, vimos que se H é um subgrupo de um grupo G e M é um RH-

módulo, IndGHM e CoindGHM são RG-módulos. Considerando tais RG-módulos,

temos o seguinte resultado que relaciona a (co)homologia de um grupo G com a

(co)homologia de seu subgrupo H .

Proposição 3.5.1 (Lema de Shapiro) ([6], Proposição 6.2, p. 73) Sejam G um

grupo, H um subgrupo de G e M um ZH-módulo. Então temos os isomorfismos:

(a) H∗(H,M) ≃ H∗(G, Ind
G
HM);

(b) H∗(H,M) ≃ H∗(G,CoindGHM). �

Observação 3.5.1 Dado um grupo G, podemos verificar que ℘(G) = {A : A ⊂ G}

é um Z2-espaço vetorial com A + B = (A ∪ B) − (A ∩ B) = (A ∩ Bc) ∪ (Ac ∩ B)

(diferença simétrica) e 0.A = ∅, 1.A = A, para todo A,B ⊂ G. Mais ainda, é um

Z2G-módulo. Além disso, F (G) = {A ∈ ℘(G);A é finito} é um Z2G-submódulo de

℘(G), com a G-ação natural (à esquerda) (g, A) 7→ g.A = {g.a; a ∈ A}. Vejamos a

relação entre os Z2G-módulos CoindG{1}Z2, ℘(G), Z2G e F (G).
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Proposição 3.5.2 ([7], Corolário 2.4.3.5, p. 59) Sejam G um grupo e ℘(G) o

conjunto das partes de G. Então Z2G := CoindG{1}Z2 ≃ ℘(G) como Z2G-módulos.

Além disso, o Z2G-submódulo Z2G de Z2G é levado por este isomorfismo no Z2G-

submódulo F (G) de ℘(G). �

3.6 Grupos de Dualidade

Como já dissemos anteriormente, vamos definir a seguir grupos de dualidade (Dn-

grupos), que são grupos com número de ends igual a um, quando n > 1, e portanto,

não se decompõem sobre subgrupos finitos (Proposição 4.1.3). Como referência,

sugerimos [5].

Definição 3.6.1 Um grupo G é denominado grupo de dualidade de dimensão n

sobre R, ou simplesmente, um Dn-grupo sobre R (R = Z ou R = Z2) se existe

um RG-módulo (à direita) C, chamado módulo dualizante de G, tal que tenhamos

isomorfismos naturais

Hk(G,M) ≃ Hn−k(G,C ⊗RM),

para todo k ∈ Z e todo RG-módulo M , onde C⊗RM é visto como RG-módulo com

a G-ação diagonal.

Se C ≃ R como RG-módulo dizemos que G é um grupo de dualidade de Poincaré

de dimensão n sobre R, ou simplesmente, um PDn-grupo sobre R. Neste caso, se a

ação de G em C é trivial dizemos que G é orientável, caso contrário, G é dito não

orientável.

Observação 3.6.1 Nas seções seguintes consideraremos sempre R = Z2, a menos

que se especifique ao contrário. Assim, por conveniência, se G é um Dn-grupo sobre

Z2 (PDn-grupo sobre Z2) diremos, simplesmente, que G é um Dn-grupo (PDn-

grupo), sem falar no anel Z2. Observemos que considerando R = Z2 tem-se que

todo PDn-grupo é orientável.

Pode-se verificar o seguinte fato:
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Lema 3.6.1 Se G é um Dn-grupo sobre Z com módulo dualizante C então G é um

Dn-grupo (sobre Z2) com módulo dualizante C ′ = C ⊗Z Z2. Em particular, se G é

um PDn-grupo sobre Z então G é um PDn-grupo. �

Exemplo 3.6.1 1. O grupo trivial {1} é o único D0-grupo sobre Z e, conseqüen-

temente, sobre Z2

2. Z3, Z5 e, mais geralmente, todos os grupos finitos de ordem ı́mpar, são D0-

grupos (sobre Z2).

3. Z é um PD1-grupo sobre Z.

Encerraremos esta seção com um resultado que será utilizado no próximo caṕıtulo.

Proposição 3.6.1 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se G é um PDn-

grupo e [G : H ] <∞ então H é um PDn-grupo.

Demonstração: Como G é um PDn-grupo, temos

Hk(G,A) ≃ Hn−k(G,A) para todo k ∈ Z e todo RG− módulo A.

Assim, usando o Lema de Shapiro e a dualidade, temos

Hk(H,M) ≃ Hk(G,CoindGHM) ≃ Hn−k(G,Coind
G
HM)

Agora, como [G : H ] <∞, temos que

Hn−k(G,Coind
G
HM) = Hn−k(G, Ind

G
HM)

Novamente, pelo Lema de Shapiro, temos

Hn−k(G, Ind
G
HM) ≃ Hn−k(H,M).

Portanto, H é um PDn-grupo. �



Caṕıtulo 4

Invariantes Ends e Decomposição

de Grupos

Um dos primeiros resultados em decomposição de grupos, conforme já citamos

anteriormente, é o resultado de Stallings: “Se G é finitamente gerado então G se

decompõe sobre um subgrupo finito se, e somente se, e(G) ≥ 2”, onde e(G) indica o

número de ends de um grupo G. Um resultado para decomposição de grupos sobre

um subgrupo não necessariamente finito é dado por Scott. Inicialmente, veremos a

definição de tais ends e alguns resultados, com destaque para o teorema de Stallings.

Na prova de tais resultados poderemos observar o uso da relação entre produto

livre com subgrupo amalgamado ou extensão HNN e a teoria de grafos tratada

anteriormente. Também, apresentamos a prova de um resultado de Kropholler e

Roller (Teorema 4.3.2) sobre decomposição de grupos que envolve a obstrução sing

definida pelos autores (e indiretamente, o invariante end ẽ(G, S)). A referência

básica para e(G) é [18] ou [9]; para e(G, S) sugerimos [17], para o resultado referido

e a obstrução sing vide [12]. Já o invariante ẽ(G, S) é tratado em [13].

4.1 Decomposição de Grupos e o End Clássico

Definição 4.1.1 Dizemos que um grupo G se decompõe sobre um subgrupo C, se G

é um produto livre com subgrupo amalgamado C, isto é, G = A∗CB com A 6= C 6= B

68
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ou G é uma extensão HNN, G = A∗C.

A definição clássica de números de ends para grupos finitamente gerados foi

introduzida por Hopf e Freudental e foi totalmente amparada na definição de ends

de espaços. A definição algébrica de números de ends de um grupo G qualquer foi

dada por Specker.

Dado um grupo G, conforme vimos na Observação 3.5.1, temos que ℘(G) =

{A : A ⊂ G} é um Z2G-módulo (com a operação “+”sendo a diferença simétrica)

e F (G) = {A ∈ ℘(G);A é finito} é um Z2G-submódulo de ℘(G). Considere o

Z2G-submódulo de ℘(G), Q(G) = {A ∈ ℘(G); ∀ g ∈ G,A + gA ∈ F (G)} e os

Z2G-módulos quocientes
Q(G)

F (G)
e
℘(G)

F (G)
.

Nos referimos a dois conjuntos A e B cuja diferença simétrica pertence a F (G)

como quase iguais, e denotamos porA
a
= B, ou seja, temos a igualdade desses conjun-

tos no grupo quociente
℘(G)

F (G)
. Assim, A ∈ Q(G) se, e somente se,

A
a
= gA, para todo g ∈ G. Os elementos de Q(G) são chamados de conjuntos

quase invariantes.

Vamos denotar um elemento A+ F (G) de
℘(G)

F (G)
ou

Q(G)

F (G)
por A.

Definição 4.1.2 Dado um grupo G, o número de ends de G, denotado por e(G), é

definido por e(G) := dimZ2
(
Q(G)

F (G)
).

Observação 4.1.1 (a) Podeŕıamos ter considerado ℘(G) como um Z2G-módulo à

direita, o subconjunto de ℘(G) dos elementos quase invariantes à direita, Q(G) =

{A ∈ ℘(G) | ∀ g ∈ G,A+ Ag ∈ F (G)}, e de modo similar, definir

e(G) := dimZ2
(
Q(G)

F (G)
).

(b) Temos que essas duas definições apresentadas para e(G) coincidem (pois, A é

quase invariante à esquerda ⇔ A + gA ∈ F (G), ∀ g ∈ G ⇔ A−1 + A−1g−1 ∈

F (G), ∀ g ∈ G ⇔ A−1 é invariante à direita, onde A−1 := {a−1 | a ∈ A}), e todos

os resultados existentes se usarmos a G-ação à esquerda são válidos também quando
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trabalhamos com a G-ação à direita.

Em geral, trabalharemos com a ação à esquerda, a menos que se especifique o

contrário.

Apresentaremos a seguir alguns resultados úteis da teoria de ends; as demon-

strações serão omitidas. Para maiores detalhes, ver [18].

Considere a G-ação natural em ℘(G) e
Q(G)

F (G)
(de modo a tornar tais espaços Z2G-

módulos). Podemos verificar que (
℘(G)

F (G)
)G =

Q(G)

F (G)
e assim a seguinte interpretação

para e(G) em termos de grupos de cohomologia pode ser dada:

Proposição 4.1.1 e(G) = dimZ2
H0

(

G,
℘(G)

F (G)

)

. �

Proposição 4.1.2 Dado um grupo G temos um Z2G-isomorfismo entre
℘(G)

F (G)
e

Z2G

Z2G
onde Z2G := HomZ2

(Z2G,Z2)
not
= CoindG{1}Z2 e conseqüentemente,

e(G) = dimZ2
H0

(

G,
Z2G

Z2G

)

. �

Lema 4.1.1 Temos que e(G) ≥ 2 se, e somente se, existe um subconjunto quase

invariante (à direita ou à esquerda) K de G tal que K e K∗ = G−K sejam infinitos,

ou seja, existe K ∈
Q(G)

F (G)
tal que K 6= ∅ e K 6= G. Neste caso, ∅, K,K∗ e G são

elementos distintos em
Q(G)

F (G)
. �

Exemplo 4.1.1 Se G é o grupo ćıclico infinito gerado por a então e(G) = 2, pois

pode-se verificar que K = {an;n > 0} ⊂ G é tal que K ∈ Q(G), K 6= ∅, K 6= K∗,

K 6= G e
Q(G)

F (G)
= {∅, G,K,K∗}.

Teorema 4.1.1 ([18], p. 175-176)

(1) Se G1 e G2 são grupos isomorfos, então e(G1) = e(G2).

(2) Se G é um grupo infinito, então e(G) = 1 + dimZ2
H1(G,Z2G).

(3) Se H é um subgrupo de um grupo G com (G : H) <∞, então e(G) = e(H);
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(4) Se G possui um subgrupo normal K então e(G) = e(G/K).

(5) Se G é um grupo não enumerável e abeliano, então e(G) = 1.

(6) Se G é finitamente gerado, A ∈ Q(G) é tal que A e G − A são infinitos, e

H = {h ∈ G; hA = A} é infinito então G tem um subgrupo ćıclico infinito de ı́ndice

finito.

(7) Se G é um grupo finitamente gerado, então e(G) = 0, 1, 2 ou ∞.

(8) Sejam A0, A1 ∈ Q(G). Para quase todos g ∈ A0, isto é, todos exceto um número

finito de elementos g ∈ A0, tem-se que gA1 ⊆ A0 ou g(G−A1) ⊆ A0.

O próximo resultado nos diz que quando G é um grupo de dualidade, o número

de ends de G, e(G), é um.

Proposição 4.1.3 Se G é um Dn-grupo sobre Z2 para algum n > 1 então e(G) = 1.

Demonstração: Como G é infinito, temos e(G) = 1 + dimZ2
H1(G,Z2G).

Calculemos dimZ2
H1(G,Z2G). Seja C o módulo dualizante de G. Temos que

H1(G,Z2G) ≃ Hn−1(G,C ⊗Z2
Z2G) pois G é um Dn-grupo sobre Z2. Dáı,

Hn−1(G,C ⊗Z2
Z2G) ≃ Hn−1(G, Ind

G
{1}C) ≃ Hn−1({1}, C) pelo Lema de Shapiro

(Proposição 3.5.1). Assim, como n > 1, temos que Hn−1({1}, C) = 0 (Exemplo

3.4.1, item 1). Logo, dimZ2
H1(G,Z2G) = 0 o que implica em e(G) = 1. �

Corolário 4.1.1 (i) Se G é um Dn-grupo sobre Z, n > 1, então e(G) = 1.

(ii) Se e(G) 6= 1 então G não é um Dn-grupo sobre Z ou sobre Z2, para n > 1.�

Observação 4.1.2 A rećıproca da proposição não é verdadeira, pois o grupo aditivo

G = R tem e(G) = 1, mas G não é um Dn-grupo, uma vez que G não é finitamente

gerado (ver [5], Teorema 9.2 e Proposição 2.1).

Existe uma classificação completa para grupos com dois ends devida a Hopf

(1943), que é um resultado sobre decomposição de grupos e a prova será omitida.

Teorema 4.1.2 ([18], Teorema 5.12) As seguintes condições são equivalentes para

grupos finitamente gerados:
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(i) e(G) = 2.

(ii) G tem um subgrupo ćıclico infinito de ı́ndice finito.

(iii) G tem um subgrupo normal K tal que G/K é isomorfo a Z ou ao grupo diedral

infinito D∞ = Z2 ∗ Z2.

(iv) G = F∗F com F finito, ou G = A ∗F B com F finito e (A : F ) = (B : F ) = 2.

�

O teorema seguinte dá uma caracterização para grupos finitamente

gerados que se decompõem sobre subgrupos finitos e que inclui o caso de dois ends,

a saber:

Teorema 4.1.3 ([18] Lema 6.3) Se G se decompõe sobre um subgrupo finito então

e(G) ≥ 2.

Demonstração: A essência da prova é usar os teoremas da forma normal para

produtos livres amalgamados e extensões HNN para se produzir um subconjunto E

de G, quase invariante (à direita), tal que E e E∗ = G − E são infinitos, como no

Lema 4.1.1. Para isto, usaremos aqui a ação à direita, isto é, E
a
= Ea.

Suponhamos primeiro que G = A∗CB, onde C é finito. Recorde a forma normal

dos elementos de G dada no Teorema 1.4.2. Escolha transversais TA e TB para C em

A e B, respectivamente. Então qualquer elemento de G tem a forma a1b1 . . . anbnc,

onde c ∈ C, ai ∈ TA, bi ∈ TB e ai = 1 ⇒ i = 1, bi = 1 ⇒ i = n.

Seja E o subconjunto de G consistindo dos elementos para os quais

a1 é não trivial. Claramente, E e E∗ são infinitos (isto se deve ao fato de que

A 6= C 6= B e assim TA e TB possuem pelo menos um elemento não trivial

a1 e b1, respectivamente, com os quais podemos formar infinitas palavras já que

ai ∈ TA (e bi ∈ TB) não precisam ser distintos). Se b ∈ B então Eb = E, visto

que u = a1b1 . . . anbnc ∈ E, então ub = a1b1 . . . anbncb ∈ E, pois pode ocorrer

que cb = c0 ∈ C ou então tome cb = an+1c. Se a ∈ A, então Ea ⊂ E ∪ C

(pois, neste caso, podeŕıamos ter u = a1 ∈ E tal que ua = a1a com a1a ∈ C)

e então também Ea−1 ⊂ E ∪ C (uma vez que vale para qualquer a). Portanto,
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E ⊂ Ea∪Ca ⊂ E∪C ∪Ca e então E−Ea e Ea−E são finitos (pois E−Ea ⊂ Ca,

Ea − E ⊂ C ∪ Ca e C é finito). Assim, E + Ea = (E − Ea) ∪ (Ea − E) ∈ F (G),

ou seja, E
a
= Ea. Como A e B juntos geram G, temos Eg

a
= E para todo g ∈ G.

Logo, neste caso, obtemos E nas condições do Lema 4.1.1 anteriormente citado e

então e(G) ≥ 2.

Agora, suponha que G = A∗C , onde C é finito e usaremos a forma normal para

elementos de G, dada pelo Teorema 1.5.1.

Escolha transversais Ti de αi(C) em A e obtenha a forma a1t
ε1a2t

ε2 . . . ant
εnan+1,

onde an+1 ∈ A, ai ∈ T1 se εi = 1, ai ∈ T2 se εi = −1 e além disso, ai 6= 1 se εi−1 6= εi.

Seja E o subconjunto dos elementos de G para os quais a1 é trivial e ε1 = 1. Se

a ∈ A, então Ea = E. Também, Et ⊂ E e Et−1 ⊂ E ∪ α1(C). Portanto, como

antes, E é um subconjunto quase invariante em G como desejado e assim, pelo Lema

4.1.1, e(G) ≥ 2. �

Estaremos interessados agora em responder a questão na direção contrária, isto

é, e(G) ≥ 2 implica que G se decompõe sobre um subgrupo finito. Para tanto, faz-se

necessário o resultado seguinte (cuja prova será omitida):

Lema 4.1.2 ([18], Lema 6.4 e Teorema 6.5) Seja E um conjunto parcialmente or-

denado com uma aplicação (involução) ϕ : E → E; e 7→ e−1, onde e 6= e−1, e

suponha que sejam válidas as seguintes condições:

(1) Se e ≤ f então f−1 ≤ e−1.

(2) Se e, f ∈ E existe somente um número finito de elementos g ∈ E tal que

e ≤ g ≤ f .

(3) Se e, f ∈ E, pelo menos uma das condições e ≤ f , e ≤ f−1, e−1 ≤ f , e−1 ≤ f−1

valem.

(4) Se e, f ∈ E não podemos ter e ≤ f e e ≤ f−1.

Vamos denotar e < f se e ≤ f e e 6= f e e << f se e < f e e ≤ g ≤ f implica

g = e ou g = f e defina a relação ∼ sobre E por:

e ∼ f se, e somente se, e = f ou e << f−1.

Então:
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(I) A relação ∼ é uma relação de equivalência.

(II) Tomando V = {[e] : e ∈ E} o conjunto das classes de equivalência de e ∈ E, e

considerando a aplicação de E em V ×V que associa e 7→ ([o(e)], [t(e)]) e a aplicação

ϕ : E → E; e 7→ e−1, temos que associado a E, podemos construir um grafo Γ.

(III) O grafo Γ é uma árvore e a relação de ordem que Γ induz sobre E de acordo

com a Definição 2.1.3 é a mesma relação original de E. �

Vejamos agora o resultado conhecido como Teorema de Estrutura de Stallings

([18], Teorema 6.1, p.182):

Teorema 4.1.4 Se G é um grupo finitamente gerado com e(G) ≥ 2 então G se

decompõe sobre um subgrupo finito.

Demonstração: Notemos que pelo Teorema 4.1.1, item (7), e(G) ≥ 2 implica

que e(G) = 2 ou e(G) = ∞. Para e(G) = 2 já sabemos que isso é verdade (Teorema

4.1.2). Resta-nos analisar o caso em que e(G) = ∞.

A idéia é construir uma árvore Γ sobre a qual G age, em que o estabilizador de

qualquer aresta seja finito e o quociente G\Γ seja uma única aresta (um segmento

ou um laço), para então concluirmos, admitindo alguns passos, que G se decompõe

sobre um subgrupo finito, usando o Teorema 2.2.1 ou o Teorema 2.2.3.

Tal árvore será constrúıda a partir de um conjunto E parcialmente ordenado que

satisfaça as condições do Lema 4.1.2. Para isto, precisamos ordenar parcialmente

os subconjuntos quase invariantes por quase inclusões e não apenas por inclusões

estritas de modo que seja posśıvel provar que a condição (3) do Lema 4.1.2 é válida

(isto é, consideramos a quase inclusão B
a
⊂ C, o que significa que B ⊂ C exceto

para um número finito de elementos).

Para qualquer subconjunto B em Q(G), ou seja, B subconjunto quase invariante

de G, denote por [B] o conjunto de todos os conjuntos quase invariantes de G que

são quase iguais a B, isto é,

[B] = {C ∈ Q(G);B
a
⊂ C}

pode-se ver que se B
a
= B1 e C

a
= C1 então B

a
⊂ C ⇔ B1

a
⊂ C1. Defina então a
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relação

[B] ≤ [C] se, e somente se, B
a
⊂ C (∗) .

Fixemos um subconjunto próprio A quase invariante de G, isto é, com A e G − A

infinitos (que existe pois estamos supondo que e(G) ≥ 2), e seja

E := {[gA], [gA∗], para todo g ∈ G},

parcialmente ordenado por ≤ como em (∗).

Temos claramente uma aplicação (involução) sobre E; [A] → [A∗] (ou melhor,

[gA] → [gA∗] e [gA∗] → [gA]). Precisamos encontrar um subconjunto quase invari-

ante A tal que o conjunto parcialmente ordenado E, com a relação acima definida

satisfaça as condições (1) a (4) do Lema 4.1.2, de modo a obter a árvore Γ desejada,

pois, uma vez obtida tal árvore, tem-se que o estabilizador da aresta [A] será finito,

pois G[A] = {g ∈ G; g[A] = [A]} = {g ∈ G; [gA] = [A]} = {g ∈ G : gA
a
= A} é

finito (pelo Teorema 4.1.1 (item 6), Teorema 4.1.2 e o fato que estamos supondo

e(G) = ∞).

Pode-se verificar também que o grupo G age sem inversões ([18], p.186).

Assim, para completar a demonstração do Teorema 4.1.4, devemos mostrar como

encontrar um conjunto próprio quase invariante A de G tal que o conjunto parcial-

mente ordenado E satisfaz as condições de (1) a (4). Agora:

• Pode-se verificar que as condições (1) e (4) valem para qualquer escolha de A

(subconjunto próprio quase invariante de G).

• Pode-se mostrar também que condição (2) vale para todo A ([18], Lema 6.6).

• Devemos então indicar como é posśıvel escolher A de modo que E satisfaça a

condição (3), que é equivalente a satisfazer a seguinte condição:

Dados [g1A], [g2A] ∈ E, ao menos uma das propriedades g1A
a
⊂ g2A, g1A

a
⊂ g2A

∗,

g1A
∗

a
⊂ g2A, g1A

∗
a
⊂ g2A

∗ ocorre. Ou ainda, para todo g ∈ G, ao menos uma das

condições A
a
⊂ gA, A

a
⊂ gA∗, A∗

a
⊂ gA, A∗

a
⊂ gA∗ ocorre.

Notemos que para quase todo g ∈ G uma das inclusões gA ⊂ A, gA ⊂ A∗,

gA∗ ⊂ A, gA∗ ⊂ A∗ é verdadeira ([18], Corolário 5.11). Devemos obter A de modo

que isto ocorra para todo elemento de G, quando substitúımos as inclusões estritas

por quase inclusões.
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Fixamos um conjunto gerador finito S para G e seja Υ = Υ(G, S) o grafo (de

Cayley) correspondente. Se A é um subconjunto quase invariante qualquer em G

então A é um conjunto de vértices de Υ(G, S). Considere ([9], p. 25) o cobordo do

conjunto A, δA = {e; e aresta de Υ(G, S) tal que e tem exatamente um vértice

em A}. Como G é finitamente gerado, pode-se verificar que dado A ⊂ G, δA

é finito se, e somente se, A é quase invariante ([9], p.26). Denotamos o número

de arestas em δA por | δA |. Notemos que | δA |≥ 1 pois Υ(G, S) é conexo.

Seja k o menor valor assumido por | δA | quando A percorre os conjuntos quase

invariantes de G. Dizemos que um conjunto A em G é reduzido (“narrow”) se

| δA |= k. Seja g0 qualquer elemento de G e seja A um conjunto reduzido em G.

Então A∗ é também reduzido (pois δA∗ = δA) e dáı, g0 pertence a um conjunto

reduzido em G (pois g0 ∈ A ou g0 ∈ A∗). Agora, pode-se mostrar que o conjunto de

todos os subconjuntos reduzidos de G que contêm g0 tem elementos minimais, onde

ordenamos parcialmente os conjuntos reduzidos pela inclusão ([18], Lema 6.7).

Pode-se mostrar ainda que se A é reduzido e minimal com respeito a conter algum

elemento g0 de G então para qualquer conjunto reduzido A1, uma das inclusões

A
a
⊂ A1, A

a
⊂ A1

∗, A∗
a
⊂ A1, A

∗
a
⊂ A1

∗ ocorre ([18], Lema 6.8).

Para completar a prova do Teorema, como enfatizado no ińıcio precisamos sim-

plesmente escolher um conjunto reduzido A em G que é minimal com respeito a

conter algum elemento de G, pois para todo g ∈ G, A1 = gA também é reduzido e

portanto, uma das inclusões A
a
⊂ gA, A

a
⊂ gA∗, A∗

a
⊂ gA, A∗

a
⊂ gA∗ ocorre. �

Baseados nos Teoremas 4.1.3 e 4.1.4 podemos então enunciar o resultado seguinte:

Teorema 4.1.5 Se G é um grupo finitamente gerado, então e(G) ≥ 2 se, e somente

se, G se decompõe sobre um subgrupo finito. �

4.2 Decomposição de Grupos e o end e(G,S)

O conceito de número de ends e(G, S) de um par grupo (G, S), onde S é um

subgrupo de G, é um generalização do número de ends de um grupo.
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A definição natural de e(G, S) é devida a Houghton e foi estabelecida para grupos

topológicos. Scott em [17] (1977), explorou este invariante para grupos discretos.

Podemos considerar Z2(G/S) como um Z2G-submódulo de Z2(G/S), e o Z2G-

módulo quociente
Z2(G/S)

Z2(G/S)
≃
℘(G/S)

F (G/S)
.

Definição 4.2.1 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Então, por definição

e(G, S) = dimZ2
H0(G,

Z2(G/S)

Z2(G/S)
) = dimZ2

(
℘(G/S)

F (G/S)
)
G

.

No lema seguinte, agrupamos algumas propriedades de e(G, S). Elas estão con-

tidas em [17].

Lema 4.2.1 (i) e(G, {1}) = e(G).

(ii) e(G, S) = 0 ⇔ (G : S) <∞.

(iii) Se S ⊂ T ⊂ G, com (G : T ) <∞ então e(G, S) = e(T, S).

(iv) Se S é um subgrupo normal em G então e(G, S) = e(G/S).

(v) Se S é um subgrupo normal e finito de G então e(G, S) = e(S).

(vi) Sejam A e S grupos não triviais. Se A = S = Z2 então e(A ∗ S, S) = 1, caso

contrário, e(A ∗ S, S) = ∞.

(vii) Se G é um grupo livre e S é um subgrupo finitamente gerado de G tal que

(G : S) = ∞ então e(G, S) = ∞. �

Com relação a decomposição de grupos para grupos finitos já temos a classificação

dada por Stallings. Pensando em grupos mais gerais, Scott em [17] mostrou que:

Proposição 4.2.1 Se G se decompõe sobre S então e(G, S) ≥ 2.

Demonstração: (Ver [17], Lema 1.8). A prova é muito semelhante à prova do

Teorema 4.1.3. A idéia é produzir um conjunto quase invariante E de G/S que é

não trivial, isto é, que E e seu complementar E∗ em G/S sejam infinitos. �
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Exemplo 4.2.1 Como já observamos no Exemplo 1.5.1, item 2, Z⊕Z = Z∗Z, isto

é, Z ⊕ Z se decompõe sobre Z e e(Z ⊕ Z,Z) = e(Z) = 2.

Finalizando esta seção, observamos que Scott esperava provar a implicação contrária

da Proposição 4.2.1: se e(G, S) ≥ 2 então G se decompõe sobre S, ou ainda, sobre

alguma extensão finita T de S, uma vez que para S ⊂ T ⊂ G, com (T : S) < ∞,

tem-se e(G, T ) = e(G, S); logo, e(G, S) ≥ 2 ⇔ e(G, T ) ≥ 2. No entanto, ele

observou que isto era falso em geral:

Temos que se G = A∗C, onde A e C são grupos não-triviais, então ou e(G,C) =

∞, ou ambos A e C têm ordem dois e e(G,C) = 1, ([17], Lema 2.6). Além disso,

se G = A ∗C, então G se decompõe sobre C se, e somente se, A é um produto livre

não-trivial ou é ćıclico infinito ([17], Lema 2.7). Assim, considerando A e C grupos

simples infinitos finitamente gerados e G = A ∗ C, então e(G,C) = ∞. É claro

também que A não é um produto livre não trivial, nem ćıclico infinito. Dáı, temos

que G não se decompõe sobre C.

O resultado obtido por Scott foi o seguinte:

Teorema 4.2.1 ([17], Teorema 4.1) Se G e S são grupos finitamente gerados e G

é S-residualmente finito (isto é, dado g ∈ G − S, existe um subgrupo G1 de ı́ndice

finito em G tal que G1 ⊃ S mas g 6∈ G1). Então e(G, S) ≥ 2 se, e somente se,

G tem um subgrupo G2 de ı́ndice finito em G tal que G2 ⊃ S e G2 se decompõe

sobre S. �

Como já mencionado, decomposição de grupos surge naturalmente quando cal-

culamos, através do Teorema de Van Kampem, o grupo fundamental de superf́ıcies.

Também há um interpretação topológica para e(G, S) quando G é o grupo fun-

damental de uma superf́ıcie fechada. Através dessa interpretação, podemos dar

exemplos de pares (G, S), com G finitamente gerado, para os quais e(G, S) assume

valores diferentes de 0, 1, 2 ou ∞, como segue.

Definição 4.2.2 (a) Seja H uma superf́ıcie e C uma circunferência mergulhada

em H. Dizemos que C é incompresśıvel em H se a aplicação natural

Π1(C) → Π1(H) é injetiva (onde Π1 indica o grupo fundamental).
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(b) Seja Y uma sub-superf́ıcie compacta de H. Dizemos que Y é incompresśıvel

em H se toda componente de bordo de Y é incompresśıvel em H.

Proposição 4.2.2 ([17], Lema 2.2) Sejam G o grupo fundamental de uma su-

perf́ıcie fechada H e S o grupo fundamental de uma sub-superf́ıcie Y de H, compacta

e incompresśıvel (em H). Então e(G, S) é igual ao número de componentes de bordo

de Y . �

Exemplo 4.2.2 Consideremos H = T 2#T 2 (soma conexa de 2 toros), G o grupo

fundamental de H e S o grupo fundamental da sub-superf́ıcie incompresśıvel C de

H como na figura:

Note que por van Kampem, G = Π1(H) = Π1(A ∪ C) ∗Π1(C) Π1(B ∪ C), isto é,

G se decompõe sobre o subgrupo (infinito) Π1(C) e e(G, S) = 4 ≥ 2.

4.3 A obstrução sing e decomposição de grupos

Vimos que e(G) assume os valores 0, 1, 2 e ∞ (Teorema 4.1.1, item 7). O

resultado de Stallings trata de decomposição de grupos quando e(G) ≥ 2. Assim, é

interessante tratar de decomposição de grupos quando e(G) = 1.

Sabemos pela Proposição 4.1.3 que se G é de dualidade então e(G) = 1. Assim,

é interessante considerar decomposição para grupos de dualidade. O trabalho de

Kropholler e Roller ([12]) vai nessa direção.

Dados G um grupo e S um subgrupo de G com G e S finitamente gerados,

Kropholler e Roller em [12], supondo que H1(G,FSG) ≃ Z2, ou equivalentemente
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ẽ(G, S) = 2, apresentaram uma condição necessária e suficiente, para que G admita

uma decomposição sobre um subgrupo comensurável a S. A condição é que uma

obstrução “singGS”, definida pelos autores, seja nula.

O principal resultado apresentado por Kropholler e Roller envolvendo esta ob-

strução é: Se G é um PDn-grupo e S é um PDn−1-subgrupo, então G se decompõe

sobre um subgrupo comensurável com S se, e somente se, singGS = 0.

Nosso objetivo aqui é provar uma dessas implicações, a saber, nas condições

acima, se G se decompõe sobre um subgrupo comensurável com S então singGS = 0.

A rećıproca, embora interessante, não será abordada nesse trabalho.

Definição 4.3.1 Dois subgrupos S e T de um grupo G são ditos comensuráveis se,

e somente se, (S : S ∩ T ) <∞ e (T : S ∩ T ) <∞.

Exemplo 4.3.1 Todo grupo é comensurável a ele mesmo.

Exemplo 4.3.2 Tomando S = Z × {0} e T = G = Z × Z3, temos que S e T são

comensuráveis.

Proposição 4.3.1 Qualquer subgrupo comensurável a um PDn−1-subgrupo é ainda

um PDn−1-subgrupo.

Demonstração: Sejam S e T subgrupos comensuráveis de um grupo G, onde

T é um PDn−1-subgrupo. Então, (S : S∩T ) <∞ e (T : S∩T ) <∞. Como T é um

PDn−1-subgrupo e como (T : S ∩T ) <∞, temos que S ∩T é um PDn−1-subgrupo.

Por Bieri [5], temos, como (S, S ∩ T ) <∞, que S é um PDn−1-subgrupo. �

Sejam G um grupo, S um subgrupo de G e

FSG := {B ⊂ G | B ⊂ F.S para algum subconjunto finito F de G}.

Claramente FSG é um Z2G-submódulo de ℘(G) com as operações induzidas.

Consideremos o Z2G-módulo IndGSZ2S = Z2S ⊗Z2S Z2G com a G-ação natural

de módulo induzido (g.(g1 ⊗m) = gg1 ⊗m). Temos que Z2S ⊗Z2S Z2G e FSG são

Z2G-isomorfos (ver [4], §3, Proposição 7).

O lema seguinte é necessário para definir a obstrução para decomposição:
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Lema 4.3.1 Seja G um PDn-grupo e S um PDn−1-subgrupo. Então o grupo de

cohomologia H1(G,FSG) é de dimensão 1 e assim, contém uma única classe de

cohomologia não trivial.

Demonstração: Temos que

H1(G,FSG) ≃ Hn−1(G,FSG), pois G é um PDn − grupo.

Pelo Lema de Shapiro, Hn−1(G,FSG) ≃ Hn−1(S,Z2S), uma vez que

FSG ≃ Z2S ⊗Z2S Z2G = IndGSZ2S.

Como S é um PDn−1-subgrupo, Hn−1(S,Z2S) ≃ H0(S,Z2S).

Portanto, H1(G,FSG) ≃ H0(S,Z2S) = H0(S,Hom(Z2S,Z2)) =

= Hom(Z2S,Z2)
S ≃ HomZ2S(Z2S,Z2) ≃ Z2. �

Definição 4.3.2 Considere resSG : H1(G,FSG) → H1(S,FSG) a aplicação re-

strição e suponhamos H1(G,FSG) ≃ Z2. Seja ξ o gerador de H1(G,FSG). Defini-

mos por singGS o elemento resSG(ξ), isto é, singG(S) = resSG(ξ).

Suponhamos que

(i) G é um grupo finitamente gerado;

(ii) S é um subgrupo de G finitamente gerado;

(iii) H1(G,FSG) tem dimensão 1.

Note que o módulo Z2S⊗Z2SZ2G ≃ FSG permanece inalterado se S é substitúıdo

por qualquer subgrupo comensurável.

De fato, FSG = FKG se K ≤ S e (S : K) <∞.

Temos que FKG = {H ⊆ G | H ⊆ g1K ∪ . . . ∪ gmK}.

Se H ⊆ g1K ∪ . . . ∪ gmK ⊆ g1S ∪ . . . ∪ gmS. Portanto, FKG ⊆ FSG.

Por outro lado, como H ⊆ g1S ∪ . . . ∪ gnS e (S : K) < ∞, temos S =
l

⋃

i=1

xiK.

Dáı, H ⊆ g1(

l
⋃

i=1

xiK)∪ . . .∪gn(
l

⋃

i=1

xiK) ⊆
l

⋃

i=1

(g1xiK ∪ . . .∪gnxiK) que é uma união

finita. Logo, FSG = FKG se (S : K) <∞.
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Definição 4.3.3 Um subconjunto B é S-quase invariante se B+gB é S-finito para

todo g ∈ G. O que equivale a [B] ser um ponto G-fixado deste módulo.

Para um subconjunto B de G, seja [B] = {H ⊂ G;B+H ∈ FSG} o conjunto de

todos os subconjuntos de G cuja diferença simétrica com B é um conjunto S-finito.

O conjunto {[B] | B ⊆ G} pode ser identificado com
Z2G

Z2S ⊗Z2S Z2G
. Este é um

G-módulo e g[B] = [gB].

Para prosseguirmos na direção dos estudo de Kropholler e Roller, utilizaremos os

Teoremas 2.2.1 e 2.2.2, que reescreveremos de uma forma unificada. Aqui também

inclui-se os dois casos, o produto livre com subgrupo amalgamado e extensão HNN:

Teorema 4.3.1 Sejam G um grupo e S um subgrupo de G. Então G se decompõe

sobre S se, e somente se, existe uma G-árvore Γ tal que:

(I) G atua livre de pontos fixos (isto é, nenhum vértice de Γ é fixado por todo o

grupo G).

(II) G atua transitivamente e sem inversão sobre as arestas de Γ, e

(III) S é o estabilizador de uma aresta. �

Lema 4.3.2 As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) A obstrução singG(S) é zero;

(ii) Existe um subconjunto S-quase invariante B, que não é S-finito nem S-cofinito,

tal que SB = B.

Demonstração: Seja ε : F → Z2G uma resolução projetiva de F sobre Z2G.

Então F → Z2S é também uma resolução de F sobre Z2S, que é projetiva pelo fato

que Z2G ser Z2S-livre.

Da seqüência exata

0 → FSG
k
→֒ ℘(G) →

℘(G)

FSG
→ 0

obtemos o diagrama comutativo de complexos de cocadeias com linhas exatas

0 → HomG(Z2,FSG) → HomG(Z2, ℘(G)) → HomG(Z2,
℘(G)
FSG

) → 0

↓ ↓ ↓

0 → HomS(Z2,FSG) → HomS(Z2, ℘(G)) → HomS(Z2,
℘(G)
FSG

) → 0
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Dáı, aplicando H∗(−), obtemos o diagrama comutativo com linhas exatas

0 → H0(G,FSG) → H0(G,℘(G)) → H0(G, ℘(G)
FSG

) → H1(G,FSG) · · ·

↓ ↓i ↓j ↓resG
S

0 → H0(S,FSG) → H0(S, ℘(G)) → H0(S, ℘(G)
FSG

) → H1(S,FSG) · · ·

Tanto em (i) como em (ii) temos (G : S) = ∞ e dáı,H0(G,FSG) = IndGS (℘(S)) =

0. Também, temos H1(G,℘(G)) = 0 pelo Lema de Shapiro. Assim,

0 → ℘(G)G ≃ Z2
β
→ (

℘(G)

FSG
)G

δ
→ H1(G,FSG) → 0

↓i ↓j ↓resG
S

0 → (FSG)S →֒ ℘(G)S
α
→ (

℘(G)

FSG
)S

ρ
→ H1(S,FSG) → · · ·

A hipótese inicial (III) então mostra que (
℘(G)

FSG
)G tem dimensão dois, de modo

que se tivermos B1 e B2 subconjuntos S-quase invariantes de G que não são nem

S-finitos nem S-cofinitos, então [B1] = [B2] ou [B1] = [Bc
2]. Assim, mostramos que

existe um subconjunto S-quase invariante B0 de G que não é S-finito nem S-cofinito

e então δ([B0]) é o elemento não trivial de H1(G,FSG).

Se singGS é zero, então um diagrama mostra que [B0] pertence à imagem da

aplicação α. Agora, ℘(G)S pode ser identificado com o conjunto de todos os sub-

conjuntos B de G que satisfazem SB = B. Dáı, um tal subconjunto B pode ser

escolhido de modo que [B] = α(B) = [B0] e então B tem as propriedades requeridas.

Seja [B] ∈ (
℘(G)

FSG
)G tal que [B] 6= [∅], [B] 6= [G] e SB = B. Como ℘(G)G ≃

Z2, Imβ = {[∅], [G]} e então [B] 6∈ Imβ = Kerδ e portanto u := δ([B]) 6= 0

com B ∈ ℘(G)S. Dáı, pela comutatividade do diagrama resGSu = resGS (δ([B])) =

(ρ ◦ j)(B) = ρ(B) = (ρ ◦ α)(B) = 0. Portanto, singGS = 0. �

Lema 4.3.3 Se T é comensurável a S então singGT = 0 se, e somente se,

singGS = 0.

Demonstração: É suficiente considerar o caso em que T é um subgrupo de

ı́ndice finito em S e singGT = 0.
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Se singGT = 0 usando o lema anterior, existe B ⊂ G tal que B + gB ∈ FTG,

∀g ∈ G, [B] 6= [∅], [B] 6= [G] e TB = B.

Como (S : T ) <∞, temos que FTG = FSG. Logo, B+ gB ∈ FSG, ∀g ∈ G. (∗)

Seja H0 = {h1, . . . , hn} um conjunto de representantes para as classes laterais à

esquerda de T em S.

Temos B + H0B = B + (h1B ∪ . . . ∪ hnB) ⊂ (B + h1B) ∪ . . . ∪ (B + hnB) ⊂

F1S ∪ . . . ∪ FnS, com Fi ∈ FG, i = 1, · · · , n por (∗) = (F1 ∪ . . . ∪ Fn)S.

Portanto, B +H0B ∈ FSG e dáı, [B] = [H0B].

Seja B0 := H0B. Então

(a) B0 + gB0 ∈ FSG, ∀g ∈ G pois B0 + gB0 = H0B + gH0B = (H0B +B) + (B +

gH0B) = (H0B +B) +B + g(h1B ∪ . . . ∪ hnB) = (H0B +B) +B + (gh1B ∪

. . . ∪ ghnB) ⊂ (B +H0B) + (B + gh1B) + . . .+ (B + ghnB) ∈ FSG por (∗).

(b) [B0] 6= [∅] e [B0] 6= [G] pois [B0] = [B] e [B] 6= [∅], [G].

(c) SB0 = B0 pois claramente B0 ⊂ SB0 e como SH0 ⊂ S pois H0 ⊂ S,

S = h1T
.
∪ . . .

.
∪ hnT = H0T e TB = B, temos SB0 = S(H0B) ⊂ SB =

H0TB = H0B = B0.

Logo, B0 satisfaz as condições do lema 4.3.2 (ii) para G e S.

Portanto, singGS = 0. �

Estamos em condições agora de provar o resultado desejado:

Teorema 4.3.2 Seja (G, S) um par grupo com G e S finitamente gerados. Sejam

G um PDn-grupo e S um PDn−1-subgrupo. Se G se decompõe sobre um subgrupo

comensurável com S então singGS = 0.

Demonstração: Como visto no lema 4.3.3, podemos assumir queG se decompõe

sobre S (ao invés de um subgrupo comensurável com S). Seja Γ uma árvore na qual

G age (à direita, que também pode ser vista como uma ação à esquerda, se definimos

g.x := xg−1). Seja e uma aresta com estabilizador S, isto é, S = {g ∈ G | eg = e}.
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Se e é removida de Γ, então obteremos dois pedaços disjuntos que denotaremos por

Γ0 e Γ1.

Seja B = {g ∈ G | eg ∈ Γ0}. Claramente, SB = B, pois se s ∈ S e g ∈ B então

e(sg) = (es)g = eg ∈ Γ0.

Além disso, B + gB ∈ FSG, ∀g ∈ G pois B − gB = {y ∈ G | ey ∈ Γ0 e y 6∈

gB} = {y ∈ G | ey ∈ Γ0 e g−1y 6∈ B} = {y ∈ G | ey ∈ Γ0 e eg−1y ∈ Γ1 ∪ {e}} =

{y ∈ G | ey−1 pertence ao menor caminho ligando e a eg−1} (a última igualdade é

obtida fazendo y−1 atuar à direita no caminho que liga ey a eg−1y).

Como a ação é transitiva, existem g1, . . . , gk ∈ G tais que as arestas deste

caminho são eg1, . . . , egk. Logo, para todo y ∈ B − gB, ey−1 = egi, para algum

i ∈ {1, . . . , k} e assim, e = egiy, isto é, giy ∈ S. Dáı, existe s ∈ S tal que giy = s,

ou seja, y = g−1
i s. Logo, B − gB ⊆ g−1

1 S ∪ . . . ∪ g−1
k S e, portanto, B − gB ∈ FSG.

Analogamente,

gB − B = {y ∈ G | y ∈ gB} e y 6∈ B} = {y ∈ G | g−1y ∈ B e y 6∈ B} =

= {y ∈ G | eg−1y ∈ Y0 e ey ∈ Y1 ∪ {e}} =

= {y ∈ G | ey−1 pertence ao menor caminho ligando eg−1 a e}

e pelo mesmo racioćınio acima, obtemos gB −B ∈ FSG.

Dáı, B + gB = (B − gB)∪ (gB−B) ∈ FSG. Agora, [B] 6= [∅] e [B] 6= [G] segue

do fato que a ação de G sobre os vértices de Γ é livre de pontos fixos.

Portanto, B satisfaz a condição (ii) do lema 4.3.2 e dáı, sing(S) = 0. �

Observação 4.3.1 Conforme já observamos, embora não esteja apresentada neste

trabalho, a rećıproca do Teorema 4.3.2 também é válida. Ver [12], Teorema A.

É interessante observar que a condição de que H1(G,FSG) ≃ Z2 é equivalente a

ẽ(G, S) = 2, onde ẽ(G, S) é o invariante que será definido a seguir:

4.3.1 O end ẽ(G, S)

O invariante ẽ(G, S) foi definido por Kropholler e Roller implicitamente em [12]

(1988) e explicitamente em [13] (1989). Apresentaremos aqui a definição deste invari-



CAPÍTULO 4. INVARIANTES ENDS E DECOMPOSIÇÃO DE GRUPOS 86

ante e algumas de suas propriedades. Para maiores detalhes e resultados adicionais

ver [13].

Definição 4.3.4 Seja (G, S) um par de grupos (com (G : S) não necessariamente

infinito). Então por definição,

ẽ(G, S) = dimZ2
H0(G,℘(G)/FSG) = dimZ2

(℘(G)/FSG)G.

Proposição 4.3.2 (1) Se (G : S) = ∞ então ẽ(G, S) = 1 + dimZ2
H1(G,FSG).

(2) ẽ(G, {1}) = e(G) e mais geralmente, ẽ(G,F ) = e(G) se F é um subgrupo finito

de G

(3) ẽ(G, {1}) = e(G) e mais geralmente, ẽ(G,F ) = e(G) se F é um subgrupo finito

de G.

(4) ẽ(G, S) = 0 se, e somente se, (G : S) <∞.

(5) Se S ≤ T ≤ G e (G : T ) <∞ então ẽ(G, S) = ẽ(T, S).

(6) Se S é finitamente gerado e normal em G então ẽ(G, S) = e(G/S).

(7) Se S ≤ T ≤ G e (G : T ) = ∞ então ẽ(G, S) ≤ ẽ(G, T ), em particular,

considerando S = {1} obtemos e(G) ≤ ẽ(G, T ).

(8) e(G, S) ≤ ẽ(G, S).

Demonstração: ([13], Lemas 1.2; 2.4 e 2.5) �

Notemos que o Lema 4.3.1 pode ser reescrito na linguagem de ẽ(G, S):

Se G é um PDn-grupo e S um PDn−1-subgrupo então ẽ(G, S) = 2.

Observação 4.3.2 Em [1], Andrade e Fanti definiram um invariante end

generalizado E(G,F,M) para um grupo G, F = {Si, i ∈ I} uma famı́lia não vazia

de subgrupos de G com (G : Si) = ∞ para todo i ∈ I e M um Z2G-módulo qualquer.

Tal invariante está relacionado com os ends anteriormente citados, em especial o

invariante E(G, {S},FSG) (que foi denotado por Ẽ(G, S) ) está intimamente rela-

cionado com ẽ(G, S) ([3], §5) e, conseqüentemente, com a obstrução sing. Usando

o invariante E(G,F,M) para módulos particulares alguns resultados sobre decom-

posição de grupos foram obtidos. Por exemplo, ([11], Teorema 4.1):
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Sejam G um grupo, G1, G2 e T subgrupos de G com, G1 6= T 6= G2 e (G : Gi) = ∞,

para = 1, 2, tem-se:

(a) Se G se decompõe sobre T na forma G = G1∗TG2 então E ′(G, {G1, G2}) :=

E(G, {G1, G2},Z2) = 1.

(b) Se G se decompõe sobre T na forma G = G1∗T então E(G, {G1},Z2) = 2.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 89
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