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Resumo

Um reticulado de posto completo em um espaco euclidiano é bem arredondado
se o conjunto formado por seus vetores de norma minima constitui uma base
para este espaco. Recentemente, um estudo provou que a imagem do anel de
inteiros de corpos quadraticos pelo homomorfismo canonico é um reticulado bem
arredondado apenas para dois corpos quadraticos imaginarios. Neste trabalho,
provamos que existem corpos quadraticos reais cuja imagem de seus respectivos anéis
de inteiros, por meio de perturbac¢oes no homomorfismo canonico, também produzem
reticulados bem arredondados. Em particular, apresentamos uma familia infinita
de elementos nesses corpos que definem perturbagoes no homomorfismo canonico,
as quais produzem reticulados bem arredondados, além de outros exemplos por
meio dessas perturbacoes. Também investigamos as relacoes entre reticulados bem
arredondados e reticulados algébricos obtidos através do anel de inteiros de corpos
ciclotomicos. Além disso, caracterizamos quais elementos, em uma familia de
ideais no anel de inteiros desses corpos, atingem a norma minima do reticulado

correspondente.

Palavras-chave: corpos quadraticos, anel de inteiros, reticulados algébricos,

reticulados bem arredondados, homomorfismo torcido.



Abstract

A lattice of full rank in a FEuclidean space is well-rounded if its set of minimal
vectors spans the whole space. Recently, a study showed that the image of the ring
of integers of quadratic fields by canonical homomorphism is a well-rounded lattice
only for two imaginary quadratic fields. In this work, we proved that there are
real quadratic fields, whose image of their respective rings of integers, by twisted
homomorphism also yield well-rounded lattices. In particular, we presented an
infinite family of elements in these fields, which define twisted homomorphism
that yield well-rounded lattices, besides, we presented other examples through these
twists.  We also investigated the relationships between well-rounded lattices and
algebraic lattices obtained by the ring of integers of cyclotomic fields. Moreover,
we characterized which elements, in a family of ideals in the ring of integers of

these fields, reach the minimum norm of the corresponding lattice.

Keywords: quadratic number fields, ring of integers, algebraic lattices, well-

rounded lattices, twisted homomorfism.
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Introducao

Reticulados sao estruturas algébricas, mais precisamente Z-médulos livres de posto completo
em R", que desempenham um papel importante em diversas areas da matematica, com extensas
conexoes com a Teoria Algébrica dos Numeros, a Teoria de Codificagao, a Criptografia, entre
outras areas. O estudo de reticulados estd diretamente relacionado a um dos seletos problemas
destacados na famosa lista de 23 problemas, que foi apresentada pelo matematico alemao David
Hilbert no Congresso Internacional de Matemadticos de 1900. Isso devido ao fato de que o 18°
Problema de Hilbert estd amplamente conectado com o Problema de Empacotamento Esférico,
o qual consiste em preencher o espaco n-dimensional R"™ com esferas idénticas de mesmo raio,
de modo que duas quaisquer esferas nao se tangenciem ou se tangenciem em no maximo um
ponto e que essas cubram o maior espaco possivel. Ao longo do Século XX muitos modelos e
métodos foram propostos para resolver o problema citado.

Pode-se dizer, também, que um estimulo marcante para o estudo dos reticulados surgiu
em 1948 no trabalho do matemético Claude E. Shannon apresentado em [31], onde o mesmo
descreveu uma veneravel relacao entre cédigos e reticulados. Até este momento, o principal
interesse dos algebristas na Teoria dos Numeros se dava na procura da solucao do Ultimo
Teorema de Fermat. Contudo, um dos modelos sugeridos para a solu¢ao do problema de
empacotamento, originalmente sugerido pelo matemético Hermann Minkowski, consistia em
fornecer uma representacao geométrica de ideais nos anéis de inteiros de corpos de nimeros.
Essa representacao estava relacionada a um reticulado e como sabemos hodiernamente para
algumas dimensoes, as melhores densidades de empacotamento, ou seja, as melhores disposigoes
de esferas para que se obtenha o maior espaco coberto estao relacionadas com reticulados. Em
outras palavras, em algumas dessas dimensoes observa-se que o melhor empacotamento se da
para esferas cujo conjunto formado por seus centros forma um reticulado. Por meio do chamado
homomorfismo de Minkowski é possivel construir reticulados n-dimensionais utilizando ideais e

Z-médulos do anel de inteiros de um corpo de nimeros algébricos, os quais sao profundamente

14



Introdugao 15

estudados na Teoria dos Ntumeros.

A utilidade de um determinado reticulado para uma certa aplicacao é descrita, muitas
vezes, utilizando alguns invariantes relevantes do reticulado, como o raio de empacotamento,
densidade de centro, distancia produto minima, dentre outros. Esse fato e varias propriedades
que descrevemos téem relagao com a Teoria Algébrica dos Numeros, que se originou com o
matematico alemao Carl F. Gauss e teve sequéncia nos trabalhos dos matematicos E. Kummer,
R. Dedekind e L. Kronecker.

O principal objetivo deste trabalho, todavia, é estudar uma classe especifica de reticulados
algébricos, os reticulados bem arredondados, do inglés well-rounded. Um reticulado algébrico
n-dimensional é bem arredondado se o conjunto formado por seus vetores de norma minima
constitui uma base para R™ como espago vetorial.

Reticulados bem-arredondados surgem em uma ampla variedade de diferentes contextos,
incluindo problemas de empacotamento, problema do nimero de contato, do inglés kissing
number, descrito em [10], problemas de otimizagao discreta, aplica¢oes em teoria de cddigos,
especialmente para canais MIMO e SISO sem fio como estudado em [19] e [20], conjectura
de Minkowski, descrita em [22] e [23], entre outros. Ainda, a condi¢do do reticulado ser bem
arredondado é especial o suficiente para que se esperasse que os reticulados bem arredondados
fossem relativamente escassos. Contudo, em 2005, C. McMullen, em [23], mostrou que, em certo
sentido os reticulados unimodulares bem arredondados estao “bem distribuidos” entre todos os
reticulados unimodulares no R”, lembrando que um reticulado unimodular é um reticulado com
determinante igual a 1.

Diante do exposto, este trabalho esta delineado como segue. No Capitulo 1 introduzimos
aspectos dessa teoria que sao pré-requisitos para o desenvolvimento da Teoria de Reticulados,
nos permitindo inferir diversas propriedades aos reticulados construidos pelo método que
descrevemos anteriormente e que sao descritos em [11], [29], [30], [33], [32] e [37].

Dando continuidade ao trabalho, no Capitulo 2, estudamos detalhadamente dois tipos de
corpos, os quadraticos e os ciclotomicos. Descrevemos suas principais caracteristicas como
seus respectivos anéis de inteiros, discriminantes e outros aspectos desenvolvidos no capitulo
anterior.

No Capitulo 3 iniciamos o desenvolvimento da Teoria de Reticulados e apresentamos
o Problema de Empacotamento Esférico, que citamos anteriormente, assim como alguns
reticulados conhecidos da literatura. Muitos trabalhos apresentam diversas construcoes de
reticulados em determinadas dimensoes, como por exemplo [12], [14] e [36]. Dedicamos uma

atencao especial ao estudo do homomorfismo que proporciona a construcao de reticulados,
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chamados de reticulados algébricos. Atualmente, existem alguns algoritmos para sistemas
criptograficos e codigos corretores de erros baseados em reticulados. A relacao entre a densidade
de um empacotamento esférico e a eficiencia de um cédigo corretor de erros tém expandido o
interesse neste estudo e novas técnicas para construgao de reticulados tém sido obtidas, uma
delas é também nosso objeto de estudo. Essa se refere a uma perturbacao no homomorfismo
de Minkowski, ou homomorfismo canoénico, e também é alvo de estudo de trabalhos como [1],
2], [12] e [26].

Recentemente, tém surgido alguns trabalhos relacionando os reticulados bem arredondados
aos reticulados algébricos, como [17] e [18], e este é o foco dos préximos capitulos.

No Capitulo 4, apresentamos resultados de [4], [15] e [18]. Salientamos que as demonstragoes
de alguns resultados foram adaptadas ou detalhadas da referéncia original. Nesse capitulo
descrevemos com minudéncia uma série de propriedades geométricas desses reticulados para o
caso em que n = 2 e que sao encontradas em [15]. Ainda no caso bidimensional, caracterizamos
os reticulados bem arredondados provenientes do anel de inteiros de corpos quadraticos por
meio do homomorfismo canonico e exibimos uma familia de ideais nesses anéis para os
quais os reticulados correspondentes sao bem arredondados, resultados encontrados em [18].
Também provamos que funcao densidade de empacotamento atinge seu maximo, dentre todos os
reticulados em R?, no reticulado hexagonal. Ademais, utilizando a caracterizacao de reticulados
bem arredondados para dimensoes n > 2, através do resultado que garante que a imagem do
anel de inteiros de um corpo de nimeros K totalmente real ou totalmente imaginario é um
reticulado bem arredondado se, e somente se, K é um corpo ciclotomico, destacamos quais
elementos de reticulados p-dimensionais obtidos através de uma familia de ideais nos anéis de
inteiros de corpos ciclotomicos atingem a norma Euclidiana minima.

No Capitulo 5 apresentamos, de forma detalhada, condi¢oes necessarias para que o anel de
inteiros quadraticos possua um ideal cuja imagem pelo homomorfismo canonico é um reticulado
bem arredondado e que estdo presentes em [17]. Esse estudo justifica que uma proporcao
significativa de corpos quadraticos reais e imaginérios contém ideais que dao origem a reticulados
bem arredondados. Finalizamos o presente trabalho apresentando os principais resultados de
nossa autoria, em que estudamos reticulados provenientes de corpos quadraticos reais por uma
perturbacao no homomorfismo canonico. Provamos que existem corpos quadraticos reais cuja
imagem do anel de inteiros, pela perturbacao do homomorfismo candnico, é um reticulado
bem arredondado. Em particular, apresentamos uma familia infinita de elementos em um
corpo quadratico real especifico, cuja imagem pela perturbacao do homomorfismo canonico por

elementos dessa familia é um reticulado bem arredondado, mais precisamente, o reticulado
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hexagonal. Além de outros exemplos de reticulados via esse homomorfismo.
Salientamos que embora essa seja uma teoria altamente aplicavel, este trabalho tem uma
perspectiva tedrica e que todos os resultados que nao sao de nossa autoria estao referenciados,

ainda que alguns sejam amplamente conhecidos da literatura.



CAPITULO

Teoria algébrica dos numeros

Neste capitulo apresentamos alguns pré-requisitos para o desenvolvimento dos demais.
Omitimos as demonstragoes de alguns resultados por serem, em sua maioria, amplamente
conhecidos da Teoria Algébrica dos Numeros e da Teoria de Galois e existirem varios trabalhos
sobre o assunto, como [4], [13] e [36]. Para um tratamento mais detalhado, o leitor interessado
pode consultar as referéncias [11], [29], [30], [32] e [34].

Iniciamos a Se¢ao 1.1 exibindo algumas defini¢oes elementares como as de corpos de niimeros
e elementos algébricos, bem como algumas caracterizagoes. Nas seguintes se¢oes abordamos
conceitos elementares da Teoria Algébrica dos Numeros como elementos inteiros algébricos,
anel de inteiros, norma e traco, discriminante, norma de um ideal no anel de inteiros e as
principais propriedades relacionadas a esses conceitos.

Embora apresentemos conceitos fundamentais, como o de extensoes de corpos, espera-se
que o leitor tenha familiaridade com a Teoria de Galois, sobretudo com extensoes normais,

separaveis e de Galois.

1.1 Corpos de niimeros e elementos algébricos

Esta secao tem como principal objetivo apresentar brevemente os conceitos de corpos de
nimeros e elementos algébricos, simultaneamente com algumas de suas principais propriedades
e alguns exemplos. A teoria apresentada nesta secao pode ser encontrada com minudéncia

em [32].

Definicao 1.1.1 Sejam K e L corpos. Dizemos que L € uma extensao de K se K C L e

18



1.1 Corpos de nimeros e elementos algébricos 19

denotamos L|K.

Evidentemente I é um espaco vetorial sobre K e portanto admite uma base. Em
consequéncia deste fato podemos nos referir a dimensao do espago vetorial I sobre K, o que

nos permite exibir a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.1.2 Seja K C L uma extensao de corpos. A dimensao do espaco vetorial I sobre

K é chamada de grau da extensao e denotada por [L : K].

Se [L: K] ¢é finito, dizemos que a extensao L|K é uma extensao finita. Caso contrario,
dizemos que L é uma extensao infinita de K. Particularmente, estamos interessados em

extensoes finitas, mais precisamente, em extensoes finitas do corpo dos niimeros racionais.

Definicao 1.1.3 Se K € uma extensdao finita de Q, entao K é chamado de corpo de nimeros

algébricos, ou simplesmente, corpo de numeros.

Exemplo 1.1.1 O corpo Q(+v/5) = {a + bV/5 | a,b € Q} ¢ um corpo de nimeros, pois
[Q(v5) : Q] = 2. Assim como Q(v2) = {a+bV2+ ¢(V2)* | a,b,c € Q}, uma vez que
[Q(V2): Q] =3.

O Teorema do Elemento Primitivo abaixo enunciado propicia uma caracterizacao para
extensoes finitas, as quais sao simples e entao podem ser geradas pela incorporacao de um

unico elemento, chamado de elemento primitivo.

Teorema 1.1.1 (do Elemento Primitivo, [21], p. 287) Se K ¢ um corpo de nimeros,

entao existe 0 € K tal que K = Q(0).

Teorema 1.1.2 ([33], p. 41) Se K ¢ um corpo de nimeros de grau n, entio existem

exatamente n monomorfismos distintos o; : K — C, comi=1,2,...,n.

Os monomorfismos apresentados no Teorema 1.1.2, que fixam Q, sao conceitos classicos da
Teoria de Galois e sao de grande importancia para o desenvolvimento das Secoes 3.3 e 3.4. No
caso em que K é uma extensao normal, os monomorfismos sao automorfismos de K. Ademais,
se K é uma extensao de Galois, entao os monomorfismos de K apresentados no Teorema 1.1.2
sao os automorfismos do grupo de Galois de K sobre Q.

Se porventura L é uma extensao de K de grau n, sendo K e IL corpos de ntimeros, entao o
Teorema 1.1.2 também ¢ satisfeito, isto é, existem n monomorfismos distintos de I. em C, os

quais fixam K.
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Definigao 1.1.4 Um corpo de nimeros K ¢é totalmente real se 0;(K) C R, para todo
i=12....,n Sed;(K) Z R, para todo i = 1,2,...,n, entado K é um corpo totalmente

complexo, ou totalmente imagindrio.

Proposicao 1.1.1 ([3], p. 194) SeK é um corpo de nimeros galoisiano, entao K € totalmente

real ou totalmente complexo.

Demonstracgao: Seja K um corpo de nimeros galoisiano. Entao Q C K é uma extensao
normal, uma vez que é galoisiana, sendo assim, 0;(K) = K, paratodo:=1,2,...,n. Se KC R,
entdao K é totalmente real. Caso contrario, existe a € K tal que o € C e a ¢ R, logo, K é

totalmente complexo.

O

Definigao 1.1.5 Seja K C L uma extensao de corpos. Um elemento o € I é dito algébrico

sobre K se existe um polindmio nao nulo p(x) € Kx] tal que p(a)) = 0.

Exemplo 1.1.2 O elemento a = 1++/17 € Q(v/17) = {a+bV/17 | a,b € Q} € algébrico sobre

Q, uma vez que € raiz do polinomio p(x) = z* — 2x — 16 € Q[x].

O termo algébrico na Definicao 1.1.3 se deve ao fato de que toda extensao K C L finita é
algébrica, isto é, todo elemento a € IL é algébrico sobre K. Além disso, é amplamente conhecido
o fato que se o € L é algébrico sobre K, entao existe um tnico polindomio moénico irredutivel

ma(z) € K[z] tal que m,(a) = 0, chamado de polindmio minimal de o sobre K.

Teorema 1.1.3 ([32], p. 63) Sejam K C L, com L = K(6), uma extensdo finita de K, mqy(z)
o polinomio minimal de 6 sobre K en = d(my(z)), entdo L = {ag+a10+...+a, 10" " | a; € K,
i=0,1,....,n—1} e [L: K] = d(mp(x)). Em particular, B={1,0,...,0" 1} é uma base de L
sobre K.

1.2 Anel de inteiros algébricos e bases integrais

Nesta secao estudamos os elementos de um corpo de niimeros que sao inteiros algébricos,
apresentando a definicao e certas propriedades. Destacamos que o conceito de elemento inteiro
pode ser generalizado para uma extensao de anéis A C B, conforme descrito em [30]. Na
presente secao, entretanto, particularizamos este estudo para o caso em que A e B sao corpos

de numeros.

Definicao 1.2.1 Um elemento a € C é um inteiro algébrico se existe um polinémio monico

nao nulo f(x) € Zlx] tal que f(a) = 0.
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Se K é um corpo de nimeros e a, 8 € K sao inteiros algébricos, entao a£ 3, af e a~!, desde
que a # 0, também sao inteiros algébricos. Este fato ¢é significativamente conhecido e também
pode ser encontrado em [30]. Mais precisamente, o conjunto formado por todos os elementos

inteiros algébricos de K constitui um anel, conforme definimos a seguir.

Definicao 1.2.2 SeK € um corpo de nimeros, chamamos de anel de inteiros algébricos, ou
simplesmente de anel de inteiros de K, o conjunto dos elementos inteiros de K e denotamos

por Ok.

Observagao 1.2.1 Obuviamente para um corpo de nimeros K o conjunto dos nimeros inteiros
¢ um subconjunto do anel de inteiros, 7 C Ok. A igualdade se verifica para K = Q, isto ¢,
o conjunto dos elementos inteiros algébricos de Q € Z. Uma consequéncia deste fato € que

Ok NQ = 7Z, para todo corpo de nimeros K.

O estudo dos anéis de inteiros de corpos de ntimeros é notério por diversos fatores. Um dos
principais destes fatores sao as inimeras propriedades desdes anéis, sendo significativos nao sé
nas aplicagoes a teoria de reticulados, mas também em suas propriedades algébricas, como o
fato de serem Noetherianos e Dedekind, nos quais todo ideal nao nulo pode ser escrito como
um produto tnico de ideais primos. Estudamos alguns aspectos deste fato na Secao 1.5.

Outra caracteristica do anel de inteiros de um corpo de nimeros é a estrutura de Z-modulo
livre de posto finito n, no qual n é o grau da extensao K|Q. Essa caracteristica é herdada por
todo ideal nao nulo de Ok. Essas circunstancias estao em concordancia com os dois proximos

resultados. Para maiores detalhes sobre Z-mddulos o leitor pode consultar [24].

Proposigao 1.2.1 ([3], p. 66) Se K é um corpo de nimeros de grau n, entdo o seu anel de

inteiros Ok € um Z-maodulo livre de posto n.

Corolario 1.2.1 ([3], p. 67) Seja Ok o anel de inteiros de um corpo de nimeros K de grau

n. Todo ideal nao nulo I de Ok € um Z-modulo livre finitamente gerado de posto n.

Uma vez que o anel de inteiros de um corpo de niimeros admite a estrutura de Z-modulo

livre de posto finito, podemos nos referir a uma base para Ok.

Definicao 1.2.3 Se K € um corpo de nimeros, entio qualquer base do Z-mddulo livre Ok €

chamada de base integral de K.
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Observagao 1.2.2 Observamos que se B = {ay,...,a,} € uma base integral de K, entao B

a; .
b—z € Q, ou seja, a;,b; € Z e
i

¢ também uma base do espaco vetorial K sobre Q. De fato, se
b #0, parai=1,...,n, entao
n

n %azzo:zn:<ﬁb])azaz:0¢ (
i=1 ! =1 \j=1 J

1

bj>ai:0, Vi<i<n=a; =0,

para 1 < 1 < n, o que nos permite concluir que B C K € linearmente independente sobre Q.
Visto que este conjunto possui [K : Q| elementos, constatamos que B é uma base de K sobre Q

como espago vetorial.

1.3 Norma e traco

Nessa se¢ao apresentamos brevemente os conceitos de norma e trago de um elemento sobre
uma extensao. Estes conceitos sao muito importantes para o desenvolvimento do trabalho e

para o estudo dos discriminantes.

Definicao 1.3.1 Sejam K C L uma extensao de corpos de niumeros de graun e oy,...,0, 0S

n monomorfismos de . em C. Para cada o € L, definimos a norma de o sobre K por
Nig(a) = [ osle) (1.1)
i=1

Definicao 1.3.2 Sejam K C L wma extensao de corpos de nimeros de grau n e oy,...,0, 0S

n monomorfismos de I em C. Para cada o € 1L, definimos o trago de o por
Trux(a) = ai(a). (1.2)
i=1

Observacao 1.3.1 Em alguns casos, quando conveniente, para uma extensao Q C K,

denotamos a norma e o trago de um elemento a € K apenas por Trx(a) e Nx(a).

A proxima proposicao apresenta uma série de propriedades sobre a norma e o trago de

elementos.

Proposicao 1.3.1 ([30], p. 36) Sejam K, M e IL corpos de nimeros tais que K C M C L e

L:K]=n. Sea,B €L eackK, entido valem as sequintes propriedades

(i) Trox(a+ B) = Trox(a) + Trux(B)
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(ii) Tryk(aa) = aTryx(o)
(iii) Trug(a) = na
(i) Npx(a) =a”
(v) Nik(aa) = a"Nyk(a)
(vi) Ni(aB) = N (a)Nox(5)
(vii) Nyg(a) = Mujr(Np(ar))
(viii) Trog(oa) = Trwg(Trom(a)).

Teorema 1.3.1 ([30], p. 38) Seja K um corpo de nimeros. Se a € Ok, entio Nx(«) e

Trx(a) sdo nimeros inteiros.

No Capitulo 2 exemplificamos e explicitamos o célculo da norma e trago de alguns elementos
em corpos de nimeros quadraticos e ciclotomicos. Como descrito no inicio dessa secao,
estes conceitos sao fundamentais para o desenvolvimento do conceito de discriminante que

apresentamos na secao seguinte.

1.4 Discriminante

Na presente secao enfocamos no conceito de discriminante e algumas de suas propriedades.
Assim como nas segOes anteriores, os conceitos apresentados nesta secao podem ser estudado
de modo mais geral para uma extensao de anéis A C B, para B um A-mdédulo livre de posto
finito. Estamos interessados, contudo, no caso em que A = Q e B = K é um corpo de nimeros.

Este conceito é muito importante para a Teoria Algébrica dos Numeros. Alguns trabalhos
estudam, por exemplo, o calculo de discriminantes de polinomios. Iniciamos definindo, de modo

geral, o discriminante de uma n-upla.

Definicao 1.4.1 Sejam K C IL uma extensao finita de corpos de nimeros e oy, ...,a, € L. O
discriminante da n-upla (ay,...,q,) € definido por
Drk(ai, ... o) = det(Trux(oa;)), (1.3)

comi,j=1,2,...,n.
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Assim como observamos para a definicao de traco, quando a extensao da Defini¢ao 1.4.1 for
um corpo de nimeros, denotamos o discriminante de uma n-upla na Equagao (1.3) apenas por
Dx(a, ..., ap).

A préxima proposicao nos permite particularizar a definicdo de discriminante. Para sua

demonstracao, porém, faz-se necessario o Lema de Dedekind que enunciamos a seguir.

Lema 1.4.1 (de Dedekind, [30], p. 39) Se G é um grupo, K um corpo e oy,...,0,
sao homomorfismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, entao os o;’s sao linearmente

independentes sobre K.

Proposicao 1.4.1 ([11], p. 40) Sejam K C IL uma extensao de corpos de nimeros de grau n

e o1,...,0, 05 n monomorfismos distintos de .. Se B = {ay,...,a,} € uma base de L. sobre
K, entao

Dyg(ov, ..., an) = det(o;(a;))* # 0. (1.4)

Demonstragao: Por definicao, o discriminante de B ¢é Dyx(ai,...,o,) =

det(Tryuk(a;a;)).  Considerando a definicao de traco para a;a; e as propriedades dos

monomorfismos, obtemos

Duk(ai,...,on) = det(Trux(a;a;)) = det <Z ak(aiaj)> = det <Z ak(ai)ak(aj)> )

k=1 k=1

Como

0'1(041) 02(a1) O'n(Ckl) 01(041) 0'1(062) O'l(Oén)

o1(ag) oa(ag) -+ op(ag) oo(a1) oa(ag) -+ o9(ay) i
. : . : : . . . j{:
o1(an) oo(ay) - onlan) on(ar) on(ag) -+ onlan)

entao det (Z ak(aiaj)> = det (0:(j))*. Portanto, Dyg(ay,...,o,) = det(oi(a;))?. Por
k=1
outro lado, se det(o;(cj)) = 0, entdo existem aq,...,a, € C, nado todos nulos, tais que

Zaiai(aj) =0, com j =1,...,n. Dessa forma, Zaiai(a) = 0, para todo a € L, o que é
=1 ;

u?na contradicao, tendo em vista que o Lema de Dedﬁiind nos garante que os n monomorfismos
sao linearmente independentes. Portanto, det(o;(a;))? # 0, o que conclui o resultado.

O

Devido a Proposi¢ao 1.4.1, podemos reformular a Definicao 1.4.1 para o caso particular de

um corpo de nimeros algébricos.
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Definicao 1.4.2 Sejam K um corpo de niumeros de graun, oy,...,0, 0 n monomorfismos de
KemC eB={ay,...,a,} uma base de K sobre Q. O discriminante dessa base € definido
por

Di (o, ..., a,) = (det(oj(a)))?, (1.5)

isto €, o determinante da matriz com entradas c;(c;) na i-ésima linha e j-ésima coluna.

Proposicao 1.4.2 ([11], p. 39) Sejam K C L wuma extensao de corpo de nimeros e

B={ai,...,a,} uma base de L sobre K. Se C = {p1,...,0,} € um conjunto de elementos de
L tal que B; = Zaijaj, com a;; € K, parai=1,...,n, entdo
j=1
Du(Bi, -, Bn) = (det(ai;))*Drx(aa, . . ., an).
Demonstracao: Pela Definicao 1.4.1, Dyx(fi,....0,) = det(Trux(8:-5s)), com

r,s=1...,n. Como f3, = E a0 e By = E asj;, entao B0 = E ariasjoog. Logo,
i=1 j=1 i=1

n

Trux(B:8:) =Y ariay Tryg(eiey),

i=1
Representando na forma matricial, obtemos (Tryx(5,0s)) = (ar)(Trux(cic;))(as;)t, em

que t denota a transposicao. Portanto,

Drx(Bi,---,Bn) = det(Trox(B,58s)) = det((ar:)(Trox(cuoy))(as)t)
= det(a;)det(Trix(cua;))det((as;)t)
= (det(a;;))*Drx (o, ..., ay).
[

Teorema 1.4.1 ([3], p. 69) Sejam B = {a1,...,a,} C Ok uma base de K sobre Q. Se

Dx(aq, ..., ap) € livre de quadrados, entao B é uma base integral.

Demonstracao: Seja C = {fi,...,0,} uma base de Ok sobre Z. Sendo assim,

;= Z a;;jBj, com a;; € Z e pela Proposigao 1.4.2, Dx (v, . .., a,) = (det(aij))*Dr (B, - - -, Bn)-
i=1
Admitindo que o discriminante Dg(ay,...,q,) é livre de quadrados, obtemos det(a;;) = %1,

ou seja, B também é uma base de Ok sobre Z, e portanto, uma base integral de K.

0
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Teorema 1.4.2 ([3], p. 68) Sejam K um corpo de nimeros de graun e B = {aq,...,an},
B C Ok, uma base integral de K. FEntao C = {f1,...,0B.} € uma base integral de K se, e

somente se,

DK(al, e ,Oén> = IDK(ﬁh e ;ﬂn)

Observacao 1.4.1 Pelo Teorema 1.4.2, o discriminante do corpo K independe da base de Ok.
Devido a este fato, chamamos de discriminante de K o valor do discriminante de qualquer base

integral de K e denotamos por Dy.

Para concluir a se¢ao enunciamos uma proposicao que nos fornece um método pratico para
o calculo do discriminante de uma base para uma extensao de corpos de numeros utilizando o

elemento primitivo da extensao.

Proposicao 1.4.3 ([3], p. 54) Sejam K C L, com L = K(0), uma extensao de corpos finita
e separdvel de grau n e my(x) € Klz| o polinomio minimal de 6 sobre K. Entao

n(n—1)

Dk = Dux(L,6,....0"") = (—=1)" = Nyx(my(9)).

em que my(0) representa a derivada do polinémio mg(x) aplicada em 0.

1.5 Norma de ideal e ramificagao de ideais

Encerramos este capitulo apresentando os conceitos de norma de um ideal no anel de
inteiros de um corpo de nimeros. Também comentamos brevemente o conceito de ideal
fracionario e alguns resultados relacionados a ramificagao de ideais. Este estudo esta relacionado
principalmente aos anéis de Dedekind e é desenvolvido em [30].

Como comentamos na Secao 1.2, os anéis de inteiros de corpos de numeros sao anéis de
Dedekind, isto é, sao anéis Noetherianos, integralmente fechados em que todo ideal primo
nao nulo é maximal. Estes anéis possuem intimeras propriedades relacionadas a fatoracao de
elementos e ideais. Comecamos apresentando a definicado de norma de um ideal do anel de

inteiros de um corpo de niimeros.

Definicao 1.5.1 Sejam K um corpo de nimeros, Ok seu anel de inteiros e Z um ideal de Ok.
Definimos a norma do ideal T como sendo o nimero de elementos do anel quociente O /T,
ou seja,

N(T) = #0x/T. (1.6)

Observacao 1.5.1 A norma de qualquer ideal T C Ok € um numero finito.
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Proposicao 1.5.1 ([30], p. 52) Seja K um corpo de nimeros e Ok seu anel de inteiros. Se T
¢ um ideal principal de Ok, isto é, T = (a) = aOxk para algum o € Ok, entao N () = |Nk(a)|.

Lema 1.5.1 ([30], p. 52) Seja K um corpo de nimeros e Ox seu anel de inteiros. Se T e J
sao ideais nao nulos de Ok, entao N(ZJ) = N(Z)N(T).

Teorema 1.5.1 ([33], p. 129) Se Z ¢é um ideal nao nulo de Ok, entdo
(i) N(Z) =1 se, e somente se, T = Ok.
(i) Se N(Z) € um nidmero primo, entio o ideal T € primo.

A seguir formalizamos o comentario de que o anel de inteiros de um corpo de nimeros é um
anel de Dedekind. Estamos interessados, notoriamente, no caso em que o anel de Dedekind A

citado no teorema a seguir é o conjunto dos numeros inteiros Z.

Teorema 1.5.2 ([30], p. 49) Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fra¢oes, L uma

extensao finita de K e O, o anel de inteiros de A em L, entdo O, € um anel de Dedekind.

Uma consequéncia de um dos principais resultados deste trabalho, apresentado no Capitulo
4, estd relacionada a uma classe de ideais do anel de inteiros, os ideais fracionarios.
Apresentamos sua definicao de modo mais geral de acordo com [30] e particularizamos para

o objetivo do estudo.

Definigao 1.5.2 Sejam A um dominio de integridade e K seu corpo de fracoes. Um ideal

fraciondrio de A é um A-submddulo I de K tal que dZ C A, para algum d € A, d # 0.

Proposigao 1.5.2 ([3], p. 61) Sejam A um dominio e K seu corpo de fra¢oes. Se I é um

A-submaodulo finitamente gerado de K, entao Z é um ideal fraciondrio.

Observamos que todo ideal é um ideal fracionario, basta considerarmos d = 1 na Definigao
1.5.2. Além disso, os elementos de um ideal fracionario possuem denominador comum d € A.

No contexto da Teoria Algébrica dos Numeros, temos a seguinte definicao.

Definicao 1.5.3 Sejam K um corpo de numeros. Um ideal fraciondrio de Og é um Ok-

submaodulo J de K tal que dJ C Ok para algum d € Ok, com d # 0.

Um dos principais resultados relacionados aos anéis de Dedekind é o seguinte.
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Teorema 1.5.3 ([30], p. 50) Seja A um anel de Dedekind. Se T # A € um ideal nao nulo

de A, entdao existem ideais primos nao nulos Qi,...,Q; de A e inteiros positivos ei, ..., e; de
t

tal forma que I pode ser expresso de maneira unica como I = H Q.
i=1

No contexto de ramificacao de ideais, o indice ¢t € Z do Teorema 1.5.3 é chamado de numero
de decomposicao do ideal Z. Além disso, o expoente e; é chamado de indice de ramificacao do

ideal Q;. Se e; > 1 para algum ¢ = 1,...,t, dizemos que Z se ramifica no seu corpo de fracoes.

Consideracoes Finais

Ao longo deste capitulo apresentamos pré-requisitos de maneira superficial, evidentemente
os conceitos presentes fazem parte de uma teoria muito mais extensiva. Na Secao 1.5,
especialmente, existe uma ampla teoria relacionada a ramificacdo de ideais.  Algumas
caracterizagoes de reticulados e de reticulados bem arredondados, principal tépico deste
trabalho, necessitam dos conceitos que tratamos nas Secoes 1.3, 1.4 e 1.5.

No préoximo capitulo caracterizamos conceitos apresentados neste, como o anel de inteiros,
norma, traco e discriminante para corpos de nimeros extremamente importantes, os corpos

quadraticos e ciclotomicos.



CAPITULO

Corpos quadraticos e ciclotomicos

Os corpos quadraticos e ciclotomicos sao corpos de nimeros que desempenham um papel
crucial no desenvolvimento da Teoria dos Numeros. Os corpos quadraticos por se tratarem de
corpos mais simples no que se refere a sua composicao, visto que sao obtidos agregando ao
conjunto dos niimeros racionais uma raiz quadrada de um elemento inteiro livre de quadrados.
E os corpos ciclotomicos, obtidos por agregar uma raiz da unidade complexa ao conjunto dos
nimeros racionais, por demais estudos relacionados a algebra moderna.

A teoria presente neste capitulo é amplamente conhecida, contudo, representa significativa
importancia para o trabalho e por isso a apresentamos. Os resultados presentes neste capitulo
estao disponiveis em [3], [11], [21] e [32].

Nas Secoes 2.1 e 2.2 enfatizamos o estudo de corpos quadraticos, caracterizando-os, bem
como seus anéis de inteiros e bases integrais correspondentes. Nas Secoes 2.3 e 2.4 realizamos
o mesmo estudo, no entanto, para corpos ciclotomicos. Finalmente, na Se¢ao 2.5 damos uma
atencao especial aos discriminantes de tais corpos devido a sua relevancia em alguns resultados

do Capitulo 4.

2.1 Corpos quadraticos

Iniciamos a secao definindo formalmente um corpo quadratico.

Definigao 2.1.1 Todo corpo de nimeros K tal que [K : Q] = 2 é chamado de corpo

quadrdtico.

29
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Proposicao 2.1.1 ([34], p. 62) Todo corpo quadrdticos K é da forma K = Q(v/d), sendo

d € Z livre de quadrados.

Demonstracao: Se K é um corpo quadratico, entao pelo Teorema do Elemento Primitivo
(Teorema 1.1.1), existe 6 € K tal que K = Q(6). Seja mg(x) = 2% + az + b € Q[z] o polinémio

minimal de @ sobre Q. Resolvendo a equacao quadrética 6% + afl + b = 0, obtemos

20 = —a + a2 — 4b.

Dessa forma, Q(0) = Q(va? —4b) e como a* — 4b € Q, existem u,v € Z, com v # 0

U
e mdc(u,v) = 1, tais que a®> —4b = — = — - Note que u e v nao sao quadrados perfeitos
vow
simultaneamente, pois neste caso terifamos Q(f) = @, o que contradiz o fato de Q(f) ser um

corpo quadratico. Assim,

Q) = QWE —T) = Q (\/E) -0 (\F) — Q(vm)

Escrevendo uv = ¢%d, sendo q,d € Z e d livre de quadrados, concluimos que
Q(9) = Q(v/?d) = Q(Vad).

O
Um corpo quadratico K = @(\/c_l), com d € Z livre de quadrados, é chamado de corpo
quadrdtico tmagindrio, ou complexo, se d < 0. Todavia, se d > 0, entao Q(\/a) é chamado

de corpo quadrdtico real.

Exemplo 2.1.1 Os corpos Q(v/3) e Q(\/5) sdo corpos quadrdticos reais e o primeiro é de
suma importancia para este trabalho conforme justificamos no Capitulo 5. Por outro lado, os

corpos Q(v/—13) e Q(v/—7) sao exemplos de corpos quadrdticos imagindrios.

Um fato amplamente conhecido da Teoria de Galois é que toda extensao de grau 2 é uma
extensao de Galois. Dessa forma, os 2 monomorfismos de K = @(\/3), com d livre de quadrados,

descritos pelo Teorema 1.1.2, s@o os automorfismos do grupo de Galois dados por
id=oy(a+bVd)=a+bVd e  oyla+bVd)=a—bVd.

com a,b € Q. Em geral, se o = a 4 bv/d € Q(v/d), entdo

Nowaol®) = Hai(a) = o1(a)oa(e) = (a+ bVd)(a — bVd) = a®> — db®
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Trowaele) = Z oi(a) = oy(a) + o9(@) = (a + bVd) + (a — bVd) = 2a.

=1

2.2 Anel de inteiros e base integral de corpos quadraticos

Nesta secao vamos determinar o anel de inteiros dos corpos quadraticos que caracterizamos
na secao anterior. O Lema 2.2.1 que apresentamos a seguir é de grande valor para a
demonstracao do Teorema 2.2.1 que determina categoricamente o anel de inteiros Ok, para
K= @(\/E), com d € Z livre de quadrados. Muitas vezes, por simplicidade, nos referimos a

este anel de inteiros como anel de inteiros quadraticos.

Lema 2.2.1 ([11], p. 20) Seja K = Q(\/d) um corpo quadrdtico. Um elemento a +bvd € K

pertence a Ok se, e somente se, 2a =u € Z, 2b =v € Z e u?> — dv?> = 0 (mod 4).

Demonstraciao: Suponhamos que o = a + bv/d pertenca a Ox. Entdo seu conjugado
B = a—bvd € K também é um elemento de Ok e como Ok é um anel, a soma o+ 3 = 2a € Ok.
Note que 2a € Q, e pela Observacao 1.2.1, Ox N Q = Z, o que nos garante que 2a € Z.
Analogamente, o produto a8 = a? — db* € Ox N Q = Z. Sendo assim,

u? — dv® = (2a)® — (2b*)d = 4(a® — b?d) = 0 (mod 4).

Como 2a € Z, entao (2a)? € Z, e consequentemente, (2b)*d € Z. Seja 2b = ULy= Q, com
m,n € Z,n # 0 e mdc(m,n) = 1. Entdo n = 1, pois caso contrario existiria um pri?no p divisor
de n tal que p? | d, contrariando o fato de que d é livre de quadrados. Portanto, v = 2b € Z.

Reciprocamente, se 2a = u € Z, 2b =v € Z e u* — dv*> = 0 (mod 4), entao u* — dv?> € Z e
o polinémio ménico p(x) = 22 — uzx + (u> — dv?) € Z[z] admite a 4+ bv/d como raiz, portanto,
a+bVd € O.

O

Teorema 2.2.1 ([11], p. 21) Seja K = Q(+/d) um corpo quadrdtico, com d € 7 livre de

quadrados. Entao seu anel de inteiros Ok € dado por

(

Z[Vd], sed=2,3 (mod 4)

Ox = (2.1)

1
Z +2\/3 , sed=1 (mod 4).
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Demonstracao: Seja o = a + bv/d € K um inteiro algébrico, ou seja, o € Ok. Pelo Lema
221, a= g, b:geuz—dv2 € Z, com u,v € 7.

Sed = 2,3 (mod 4), entdo u e v sdo pares, uma vez que se v fosse impar, entao v? = 1 (mod 4)
e como u®—dv? € 47, obterfamos u? = dv? = d (mod 4). Logo, d = 0 (mod 4) oud = 1 (mod 4),
o que é uma contradi¢io. Portanto, v é par. Como v? = 0 (mod 4) e u*> = dv®> = 0 (mod 4),
podemos concluir que u também é par. Ou seja, devido ao fato que u e v sao pares, entao a, b € Z
e assim, a = a 4+ bv/d € Z[\/d]. Portanto Ox C Z[v/d]. Em contrapartida, se o € Z[v/d], entéo
« é raiz do polindmio moénico p(x) = x? — 2ax + a® — db* € Z[z], pois novamente pelo Lema
2.2.1, 2a,a® — db* € Z. Logo, Z[vd] C Ok. Portanto, Ox = Z[\/d.

Agora, se d = 1 (mod 4), entdo necessariamente u e v possuem a mesma paridade, isto
é, sdo ambos pares ou ambos impares. De fato, se u é par, entao u?> = dv? = 0 (mod 4), o
que nos permite concluir, devido ao fato que d = 1 (mod 4), que v? = 0 (mod 4), ou seja, v
também ¢é par. Se u ¢ impar, como u? = dv? = 0 (mod 4), para o caso em que v é par teriamos

2 —

U (mod 4), o que é uma contradigdo com a suposigao inicial. Entado u e v admitem a

mesma paridade.

Para o primeiro caso, u e v pares, temos a,b € Z e o = a +bv/d = (a—0b)+2b (

14++d
5 €

7 L +2\/8 . Por outro lado, se u e v sao impares, entao
a:a+b\/ﬁzg+9\/c_l:u_v+v(l+ﬁ) ez |tV
2 2 2 2 2
Observe que como u e v sao impares, entdao u — v é par. Portanto o € Z L +2\/C_Z e
Ox CZ 1+2\/E : Sea:a—{—b(l—;\/a) S/ 1+2\/8 ,com a,b € Z,entao 2a +b € Z e

) 2 2
1
(a+é> —d(b) :a2+ab+ﬂ € Z, pois como d = 1 (mod 4), entao (1 —d)b* € 4Z.

2 2 4
e A ~ 2 2 (1 - d)b2
Logo, o polindomio ménico p(x) = z* — (2a+b)x + a* + ab+ ——

1+d 1+Vd
9 9

€ Z[zx] e p(a) = 0, ou

seja, « € Og e Ox C Z

. Portanto, Og = 7Z

O

Exemplo 2.2.1 O corpo quadrdtico Q(i) € chamado de corpo gaussiano. Neste caso, d = —1
e como —1 = 3 (mod 4), o Teorema 2.2.1 nos garante que o anel de inteiros de Q(i) € Z[i],

chamado de anel de inteiros gaussiano.



2.2 Anel de inteiros e base integral de corpos quadraticos 33

Como descrito na Secao 1.2, uma base integral é uma base para o Z-moédulo Okg. Para

corpos quadraticos é habitual, por conveniéncia, utilizarmos como base do anel de inteiros o

1+Vd
2

conjunto B = {1, }, sed=1(mod4)eB= {1,\/3}, se d =2,3 (mod 4).

Exemplo 2.2.2 Se K = Q(+/13), entdo o Teorema 2.2.1 garante que o anel de inteiros de K

1 1
€Ox =7 +T\/_3

, tendo em vista que 13 =1 (mod 4). Neste caso, uma base integral para

1+\/ﬁ}

Ok € o conjunto B = {1 5

Como destacamos anteriormente, uma base integral nao é unica. Na Secao 4.3 estudamos
uma outra base para o anel de inteiros quadraticos, a qual é de grande relevancia para as

construcoes que apresentamos.

2.3 Corpos ciclotémicos

Nesta secao apresentamos os n-ésimos corpos ciclotomicos, um dos mais importantes tipos
de corpos de ntimeros. Alguns resultados relacionados a este conceito, bem como os polinémios
ciclotomicos e outros aspectos desta teoria. Nesta e na proxima se¢ao exibimos as demonstragoes
de alguns resultados para o caso em que n = p é um ntmero primo e omitimos outras para o
caso geral, estas, porém, podem ser encontradas em (3], [11] e [36].

Damos inicio a secao estabelecendo precisamente a definicao de raiz n-ésima da unidade.

Definicao 2.3.1 Seja n € Z um inteiro positivo.

(i) Uma raiz do polinémio ™ — 1 € dita uma raiz n-ésima da unidade, denotada por (,.

(i) Uma raiz n-ésima da unidade tal que (" # 1, para todo 1 < m < n — 1, € chamada de

raiz n-éstma primaitiva da unidade.

’

E comum em diversas areas da matemadtica encontrarmos uma raiz n-ésima da unidade

2mi 2m . 2m . , .
representada por (, = en = cos (—) + isen (—), em que ¢ = y/—1 é a unidade
n n
imaginaria. Essa representagao ¢ conveniente em alguns exemplos que apresentamos nos

capitulos subsequentes.

Definigao 2.3.2 Se (,, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, o corpo Q(¢,) € chamado de

n-ésimo corpo ciclotomico.
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Teorema 2.3.1 ([36], p. 49) Sen € Z é um inteiro positivo e (, uma raiz n-ésima primitiva
da unidade, entao [Q((,) : Q] = p(n), onde p(n) = #{m € N | 0 <m < n e mde(m,n) =1}

denota a funcao de Euler.
Corolario 2.3.1 ([36], p. 50) Se mdc(m,n) =1, entao Q((n)Q(¢n) = Q(Cnn)-

Um resultado amplamente conhecido é que toda extensao ciclotomica é uma extensao de
Galois. Sendo assim, se K = Q((,) ¢ um corpo ciclotomico, entao os ¢(n) monomorfismos de
K sao os automorfismos do grupos de Galois de K sobre QQ, os quais permutam as raizes do

polinémio minimal de (,.

Definicao 2.3.3 Seja (,, uma raiz n-ésima primitiva da unidade, n > 2. O polinomio

@, (2) = [[(@ =, (22

s

onde mdc(j,n) = 1, é chamado de n-ésimo polinémio ciclotémico. O grau de D, (x) é

dado pela funcao de Euler o(n).

O polinémio apresentado na Definicao 2.3.3 é o polinomio minimal de (,. Esse fato é
justificado pela préxima proposigao. Neste caso, pela prépria definigao, ®,(z) é monico e de

grau o(n), sendo necessario apenas verificar sua irredutibilidade.

Proposicao 2.3.1 ([21], p. 299) O n-ésimo polinémio ciclotomico @, (z) € irredutivel sobre

Q

Demonstracao: Seja m, (z) o polinémio minimal de (,. Como consequéncia do Teorema
2.3.1, temos d(me, (z)) = 0(P,(x)) e ®,(¢,) = 0. Portanto, m¢, = ®,, e dessa forma, @, (x) é
irredutivel sobre Q.

O

Proposicao 2.3.2 ([21], p. 298) Sen € Z € um inteiro positivo, entdo

2" —1 =[] ®al2). (2.3)

dn

Demonstragao: Sejam f(x) =2" —1e 1,¢(,¢% ..., (" ! as raizes de f(z). Entao,

2" —1=(z-1)(@—-¢)@—¢)...(z-¢).
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Considerando o periodo de cada raiz de f(z) e escrevendo todas as raizes de mesmo periodo

como um polinomio da forma

Du(r) = [[ (@0

periodo

¢=d

concluimos que 2" — 1 = H D4(x).

din
O
Corolario 2.3.2 ([21], p. 299) Se n € Z é um inteiro positivo, entao
n—1
O(z) = — . (2.4)
I ®a(»)
dln
d<n
Demonstracao: E uma consequéncia imediata da Proposic¢ao 2.3.2.
O

Observagao 2.3.1 Sen = p é wm numero primo, entdo o p-ésimo polinomio ciclotomico é

dado por
_aP—1 2P -1

D,(z) = = =P PP 1 € Z[x].
() 5@ a1 PP 4 o+ 1€ Z[x]

No préximo resultado exibimos explicitamente a norma e o trago de alguns elementos de
um p-ésimo corpo ciclotomico. Esse resultado contribui para determinar o anel de inteiros de

um corpo ciclotomico.

Lema 2.3.1 ([30], p. 43) Sejam p € Z um primo e (, uma raiz p-ésima primitiva da unidade.

Para j=1,...,p—1, temos

(i) Troe)e(¢)) = —1.

(it) Troe)e(l —¢) = p.
(iii) No@e(Gp —1) = (=1)P7'p e No@e(l — G) =p.
(i) p=(1-G)1=¢)...(L=¢).

Demonstracao: Para o item (i), temos pela Observagao 2.3.1, que o p-ésimo polinémio
ciclotomico de ¢, ¢ dado por ®,(z) = 2Pt + P2 + ...+ x + 1. As raizes de ®,(z) sdo

G, Goy - G2t Logo,
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(CJ) J(p 1) +<g(p—2)+_”+g)‘+1’

para j=1,...,p— 1, e assim, gg(p‘” + Ci(p_Q) +...+ C;]; = —1. Portanto,
Tr () =¢gr D 42 4 =1
Q(¢)IQ\Sp P P P

Para o item (i), Troe,)o(1 — ) = Troe,)e(l) = Tree)e(() e como [Q((,) : Q] =p—1,
entao Troe,o(l) =1+1+...+1=p—1. Do item (i) obtemos que Trg,)(¢)) = —1, assim,
Troe,)(1—¢)) =p—1+1=p. Para (i), como ¢, — 1 é uma raiz do polinémio

flx —xpl—i-Z()xJ L
entao Nyl —1) = (=1 'pe

Nao@gel —¢) = Noge((=1)(G —1))
= Nog)o(=DNog)e(é —1)
= (=P (=1)"p
= (=1 Yp

Por fim, como ¢, ,...,gg—l sao raizes do polindomio ciclotomico ®,(z) = 2P~! + 2P~2 +

..+ 2+ 1, entao
Pp(z)=a? "+ 2" P+ tr+l=(2- )z —-C)...(x— ).

Para z = 1, concluimos que p = ®,(1) = (1 - G)(1 —¢2) ... (1 = ¢2'), o que completa o
item (7v) e por consequéncia, o resultado.

O

2.4 Anel de inteiros e base integral de corpos ciclotémicos

Nosso principal objetivo nesta secao ¢ caracterizar o anel de inteiros corpos ciclotomicos.
Também estudamos algumas propriedades de uma classe de ideais do anel de inteiros que
apresentam inumeras propriedades no que se refere a ramificacao.

Considere p € Z um inteiro primo e impar, p > 2 e (, uma raiz p-ésima primitiva da unidade.

Se Ok ¢é o anel de inteiros de K = Q((,), entao Z[(,] C Ok, pois como descrito na Observagao
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2.3.1, ®,(x) € Z[z] é o polinémio minimal de (, sobre Q e como ( sao as demais raizes de
(), parai=1,2,...,p— 1, entdo s@o inteiros algébricos.

No Teorema 2.4.1 mostramos que a inclusao Ox C Z[(,] também se verifica, ou seja, o
conjunto Z[(,] ¢ de fato o anel de inteiros de Q((,). Contudo, antes de enuncia-lo e demonstré-lo
apresentamos alguns resultados que sao importantes para a demonstracao do mesmo. Nos
préximos resultados nos referimos ao anel de inteiros sem necessariamente explicita-lo.

O primeiro dentre estes se refere as chamadas unidades ciclotomicas.

T —1
Lema 2.4.1 ([3], p. 88) Ser e s sao inteiros tais que mdc(p,rs) = 1, entdo ?‘: . é um
=

elemento inversivel de Z[(,), chamado de unidade ciclotomica.

Demonstracao: Como mdc(p,rs) = 1, existe um nimero inteiro ¢ tal que r = st (mod p).

Assim,
G-1 ¢'-1
= =14+ +...+ ¢V ezlg). 2.5
G-l o1 et e Gl (2.5)
Analogamente, ~2—— € Z[(,]. Portanto, -2—— & inversivel em Z[(,].
G —1 G —1
U

Proposicao 2.4.1 ([36], p. 51) Sejam p € Z um nimero primo impar, K = Q((,) e Ok seu
anel de inteiros. O ideal (1 — (,)Ox € um ideal primo de Ok e ((1 — (,)Ox)P = pOk.

Demonstracao: Pelo item (iv) do Lema 2.3.1,

p—1
p=1]0-¢).

=1

O Lema 2.4.1 garante que os ideais (1—(,)Ox e (1—(;)(9]1( sao iguais, parai = 1,2,...,p—1.
Portanto, pOx = ((1—¢,)Ox)?~!. Pelo Teorema da Igualdade Fundamental de [30], pOx possui
no maximo [Q(¢,) : Q] = ¢(p) = p — 1 fatores primos em Ok. Portanto, (1 — (,)Ok ¢é um ideal
primo de Ok.

O
Lema 2.4.2 ([36], p. 51) Sejam K = Q((,) e Ok seu anel de inteiros. Entdo

(1-G)OxNZ =pZ = (p).
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Demonstragao: Pela Proposicao 2.4.1, ((1—¢,)Ox)?~! = pOk. Sendo assim, p € (1—(,)Ox

e pZ C (1—(,)OxNZ. Por outro lado, como pZ é um ideal maximal de Z, entao (1—¢,)OxNZ =

pZ ou (1—(,)OxNZ = Z. Se a segunda opcao acontece, isto é, (1 —(,)OxNZ = Z, entao 1 —(,

é um elemento invertivel de Ok. Logo, p é invertivel em Ok. Entretanto, p admite inverso em

Q e assim, p tem um inverso em Og N Q = Z, o que é uma contradicao visto que p nao possui
inverso em Z. Portanto, (1 — (,)Ox NZ = pZ.

0

Lema 2.4.3 ([36], p. 52) Sejam p € Z um nimero primo impar, K = Q(¢,) e Ok seu anel
de inteiros. Se a € Ok, entio Trijg(a(l — () € pZ.

Demonstracao: Sejam o;(a(l — (,)) = a;(1 — C;) os conjugados de a(l — (,), em que o;
sao os automorfismos de K, parai =1,...,p— 1. Estes elementos sdo multiplos de (1 — C;) em
Og. Como 1 —¢ = (1—-G)(¢ ' +¢%+...+¢+1), entdao 1 — ¢/ é um miltiplo de 1 — ¢,

em Og. Assim, pela definicao de traco,

Trrp(e(l—G)) =l = G) +ax(l =) +... +ap(l = ) = BL =),

para algum € Ok. Portanto, Trg(a(l — (,)) € Ok. Finalmente, como Z ¢ integralmente
fechado, segue que Trgg(a(l —(,)) € Z. Logo, Trrge(a(l — () € (1 —()Ox NZ = pZ.

0

Em posse do comentario no inicio desta secao, do Lema 2.3.1 e do Lema 2.4.3, estamos

aptos a expor e demonstrar o teorema que classifica o anel de inteiros de K = Q((,).

Teorema 2.4.1 ([30], p. 43) Sejam p € Z um primo e K = Q((,). Entdo o anel de inteiros
de K ¢ Og = Z[(,).

Demonstracao: Como destacamos anteriormente, Z[(,] € Ok, sendo assim, nos resta
garantir que Og C Z[(,]. Seja B = {1, ¢, 5, e CIIJ’*Q}. Entao B é linearmente independente
sobre QQ, pois caso contrario (, seria raiz de um polinémio com grau estritamente menor do
que p — 1, o que é uma contradi¢ao devido ao fato de que ®,(z) é o polindmio minimal de (.

Considere o € Ox C Q((,), assim
o = ag+ (llgp + ...+ ap_2C5_2, (26)

com unicos a; € Q, paratodoi=0,1,...,p—2. Mostremos que a; € Z. De fato, multiplicando
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a Equagao (2.6) por 1 — ¢, em ambos os lados, obtemos

a(l=G) =ao(l =) +ai(G—G) + -+ apa(¢ =G (2.7)

Pelo item (i) do Lema 2.3.1, temos Trg,)(¢)) = —1. Dessa forma, utilizando as

propriedades de trago,

TTQ(Cp)(O‘(l - () = aOTrQ(Cp)(l — () + alTTQ(ﬁp)(Cp - C;g)

(2.8)
+ ot T (G = &7,

e pelo Lema 2.4.3, segue que Tr(,)((1 —¢,)) € pZ. Além disso, como Trg,) (¢, — ) =0,
parai=1,2,...,p—2, entdo ag7T g, (1 — () = aop € pZ, com ag € Z. Portanto, ag € Z. De

modo andlogo, como (" = (7" € O,
(Ck — ao)Cgl =ay + Gch + ...+ ap72C£73' (29)
Multiplicando a Equagao (2.9) por 1 — (,, obtemos

(o — GO)C}El(l —G)=ar(1=¢) +ap(1 =) + ... + Gp—zé}?f?’(l —(p)- (2.10)

Trog) (@ —a)G (1= G)) = a1Trge,) (1 — &) + axT o) (G — &)
+ ...+ CLp_QTTQ(Cp)(Cg_g — CII;_Q).
Novamente, pelo Lema 2.4.3, Tro,) ((a—ao)¢, ' (1—=Cp)) € pZ. Portanto, a1 Trg,)(1-G) =
a1p € pZ, com a; € Z. Repetindo o mesmo processo concluimos que a; € 7Z, para todo

i=1,...,n. Portanto, o € Z[(,], e consequentemente, Z[(,] = Ok.

L]
Corolario 2.4.1 ([30], p. 43) O conjunto B = {1,(,,¢>,...,CE72} € uma base integral para

Ok = Z[(p] como Z-mdédulo.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.4.1, o conjunto B é uma base de Ox = Z[(,] como Z-

modulo, portanto, ¢ uma base integral.
O

Exemplo 2.4.1 Se K = Q((5), entao Ox = Z[(5] e uma base integral para Og é B =
{17C57C527Cg7<§}'
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O Teorema 2.4.1 finaliza a caracterizacao do anel de inteiros de um p-ésimo corpo
ciclotomico. Em geral, para uma raiz n-ésima primitiva da unidade, o anel de inteiros de

K = Q(¢,) é Ok = Z[(,] conforme enunciamos abaixo.

Teorema 2.4.2 ([36], p. 63) Sen € Z € um inteiro positivo, n > 2, e (, € uma raiz n-ésima
primitiva da unidade, entio Ogc,) = Z[(,) e B={1,(,, . .. ,Qf(")fl} ¢ uma base de Z[(,) como

Z-modulo.

2.5 Discriminante de corpos quadraticos e ciclotomicos

Finalizamos o capitulo com esta secao que tem como objetivo expressar o discriminante de

corpos quadraticos e ciclotomicos.

Proposicao 2.5.1 ([34], p. 63) Seja d € Z livre de quadrados. Entao o discriminante de
K = Q(v/d) € dado por

(i) Dyyay = d. se d =1 (mod 4),

(it) Do(yay = 4d, se d £ 1 (mod 4).

1 d
Demonstragao: Se d = 1 (mod 4), entao o conjunto B = {1, +2\/_} é uma base integral

de Q(v/d). Como os monomorfismos de Q(v/d) sdo oy = id e 05(v/d) = —V/d, entdo

|+ d o1 (1) o2(1)
Dowvay = Doua |1 9 = - 1++Vd - 1+Vd
! 2 2 2
2
1 1
= | 1+vd 1-va| =¢
2 2

Caso contrério, se d % 1 (mod 4), entdo B = {1,+/d} é uma base integral para Q(v/d).
Sendo assim,

) em [ |11 | 2
Doy = Doy (1 V) = (VD) oD | | VE = (—2Vd)* = 4d.
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Exemplo 2.5.1 Considere o corpo quadrdtico Q(v/17). Como 17 =1 (mod 4), pela Proposi¢ao
2.5.1, seu discriminante Dy /17y € 17. O discriminante do corpo gaussiano Q(v'—1) = Q(i) €
Do) = —4, uma vez que —1 # 1 (mod 4).

Assim como na Secao 2.4, também enfatizamos os p-ésimos corpos ciclotomicos para o
calculo do discriminante e enunciamos o resultado para o caso geral. A préxima proposicao

caracteriza o discriminante de K = Q((,).
Proposigao 2.5.2 ([34], p. 68) Se (, € uma raiz p-ésima primitiva da unidade, p > 2, entdo
o discriminante de Q((,) sobre Q ¢

p—1

Do, = (1) = p" 2 (2.11)

Demonstracao: Pelo Coroldrio 2.4.1, B = {1,(,,... ,Cg_Q} ¢ uma base integral de Ok e

consequentemente, também é uma base de K. Assim, pela Proposicao 1.4.3,

(p—1)(p—2)

Do) = Paey)(1: G-, B2 = (1) 2 Naeia(®,(G),

sendo @ (z) a derivada do p-ésimo polinémio ciclotéomico @, () que é dado como na Observagao

2.3.1,
a’—1 -1 —2
<I>p(x):$_1:xp +a2P 4+ +r+ L

Derivando-o e avaliando em z = (,, obtemos

, (x — 1V)paP~t — (2P —

) = = G-Dpg - (@ -1

B TR e

Como (P = 1, visto que ¢, ¢ uma raiz p-ésima da unidade, entao

(G —Dpg~t  pt —pgpt

(I)p(gp): (cp_1)2 _Cp_l_ 1—Cp.

Assim, aplicando a norma, usando sua linearidade e o item (i77) do Lema 2.3.1 no denominador,

concluimos que

! —pCht N . —p)N . ¢,)Pt

(=pyr 17
p
= pP 2,
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(p=1)(p—2)
2

Ademais, como p é fmpar, (—1)P~2 = —1, logo, (—1) =(=1)= g Portanto,

DQ(Cp) = DQ(CP)(]'7 Cps - - - 7C572) = (_1)%]72772-

O

Exemplo 2.5.2 Sejap =3 € Z e considere K = Q((3). Como 3 € primo, pelo Teorema 2.5.2,
temos que Do(cy) = (—1)%33_2 = (—1)'3! = -3,

No caso geral, isto é, para uma raiz n-ésima primitiva da unidade, o discriminante é dado

como no teorema que segue.

Teorema 2.5.1 ([37], p. 12) Seja n € Z um inteiro positivo, com n > 1. Se K = Q((,),

entao o discriminante de Q((,) sobre Q € dado por

(n)
Dy = Die(1, oo F ) =

©
pr(n /(p—1)

pln

Consideragoes Finais

Assim como no Capitulo 1, selecionamos aqui alguns resultados de acordo com sua relevancia
para o desenvolvimento dos préximos e principais capitulos do trabalho. Muitos estudos sobre
0s n-ésimos corpos ciclotomicos investigam com detalhes os casos n = p, n = p", com r € Z um
inteiro positivo, e o caso geral.

Uma vez apresentados estes conceitos damos inicio ao estudo dos reticulados. A classificacao
do anel de inteiros, assim como do discriminante, de corpos quadréticos e ciclotomicos é vital

para a construcao de reticulados algébricos, conceito que definimos no préximo capitulo.



CAPITULO

3

Reticulados

Neste capitulo apresentamos os principais resultados e propriedades da Teoria de
Reticulados. Essa teoria possui inimeras aplicagoes, em especial na Teoria de Cédigos, a qual
consiste em transformar informacgoes em objetos matemaéticos, e consequentemente, usufruir
das propriedades associadas a estes objetos, e na Criptografia, a qual consiste em proteger
informagoes.

Pode-se dizer que o estudo de reticulados surgiu com o admiravel e classico problema de
empacotamento esférico que descrevemos na Secao 3.2, que consiste em organizar esferas n-
dimensionais de mesmo raio nao sobrepostas entre si no R”, para que a maior proporcao possivel
de espaco seja coberta.

Nas Segoes 3.3 e 3.4 estudamos os homomorfismos canonico e torcido, o quais sao métodos
classicos da literatura que nos permitem construir reticulados através de ideais e de Z-modulos
do anel do inteiros de um corpo de numeros algébricos, os chamados reticulados algébricos.
Essas secoes sao de suma importancia para as andlises e construgoes de reticulados bem
arredondados que exibimos no Capitulo 5, sendo necessario o desenvolvimento de propriedades
relacionadas a tais homomorfismos. Podemos inferir inlimeras caracteristicas aos reticulados
obtidos dessa maneira, utilizando conceitos presentes no Capitulo 1 deste trabalho. Algumas

das referéncias relevantes sobre o tema desenvolvido neste capitulo sao [6], [11], [30], [33] e [34].

3.1 Reticulados no R"

Nesta se¢ao sao apresentados conceitos bésicos da teoria de reticulados como matriz geradora

e matriz de Gram, bem como os conceitos de sub-reticulado, regiao fundamental e volume de

43
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um reticulado, essenciais para o desenvolvimento do capitulo. No fim da secao, apresentamos

uma relagao de equivaléncia no conjunto de reticulados no R".

Definicao 3.1.1 Seja B = {v1,...,v,} um conjunto de wvetores do R™ linearmente
independentes sobre R, m < n. Um reticulado com base B e dimensao m € o subconjunto do

R™ da forma

A:{xER”\mzZam,comaiEZ}.

i=1
Se m = n, dizemos que A ¢ um reticulado completo ou de posto completo e que

B =A{v,...,u,} € uma base completa do reticulado.

Observagao 3.1.1 Um reticulado A pode ser expresso como
N=Zvi+ ...+ Zv,,

ou seja, um reticulado € um Z-modulo livre de posto finito contido no R"™, cuja base €

linearmente independente sobre R.

Exemplo 3.1.1 O conjunto B = {(1,0),(0,1)} € uma base para o reticulado A = 7Z* C R?,

conforme a Figura 3.1.

[ ] L ] [ ] L] L] [ ]
. . [ ] L] L] [ ]
. [ ] [ ] L] L] [ ]
- - P - Y s
L] L] L] L] L] L]
L] L] L) L] L L]
L] L] [ ] L] L] L]

Figura 3.1: Reticulado A = Z?
Fonte: Elaborado pelo autor

Neste caso, o congunto B' = {(2,1),(—1,0)} também é uma base para o reticulado Z* e como
Justificamos ainda nesta secao, um reticulado possui mais de uma base. Em geral, o reticulado

A =7" C R"™ € um exemplo de reticulado n-dimensional.
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Exemplo 3.1.2 O segundo reticulado que apresentamos é o célebre reticulado hexagonal
1 v3
Anee C R% que pode ser gerado por B = < (1,0), 5,%)} e € imprescindivel para o

desenvolvimento deste trabalho. A Figura 3.2 representa Apey.

Figura 3.2: Reticulado Hexagonal Ay, C R?
Fonte: Elaborado pelo autor

Exemplo 3.1.3 Um dos principais reticulados em R™, para n > 1, que nao admite posto

completo € o reticulado

Ay ={(21, 29, 010) €2 [y 29+ o+ @ = 0}

No caso n = 2, temos Ay = {(x1,29,73) € Z* | 11 + 23 + 73 = 0}, que admite como uma
de suas bases o conjunto B = {(1,0,—1),(0,1,—1)} e possui posto 2 em R3. O reticulado A,

coincide com o reticulado hexagonal apresentado no Exemplo 3.1.2.

Exemplo 3.1.4 O conjunto D,, definido por

Dy = {(z1,22,...,2,) €Z" | x1 + 22+ ... + 1, € par}

também representa um reticulado em R™. No caso d = 3, o reticulado D3, conhecido como

reticulado cibico de face centrada, tem como base o conjunto B = {(2,0,0),(1,1,0),(1,0,1)}.
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Defini¢ao 3.1.2 Seja A um reticulado de R™ com base B = {vy,vs,...,vn}, onde m < n. O

conjunto

Pz{xER”|x=Z/\iUu OS)\i<1}

=1

¢ chamado de regiao fundamental do reticulado A com relagao a base B.

Exemplo 3.1.5 No Ezemplo 3.1.1 o quadrado cujos vértices sao os pontos (0,0), (0,1), (1,1)
e (1,0), exceto pelas arestas que ligam os pontos (0,1) e (1,1) e os pontos (1,0), (1,1) formam

a regido fundamental do reticulado A = Z* conforme mostra a Figura 3.5.

L] L L] L ] L] L] L]
L] L] L] L ] L] L] L]
L] L] L] L] L] [ ]

L] L] L] L ] L] L [ ]
. L] L] L ] L] L] L]
. . [ ] [ ] L] L] [ ]

Figura 3.3: Regido Fundamental de A = Z2
Fonte: Elaborado pelo autor

A regiao fundamental de um reticulado, também conhecida como regiao de Voronoi do
reticulado, é um importante conceito para o desenvolvimento do problema de empacotamento
esférico. Essa regiao nos permite construir uma decomposicao de R™ por meio de uma translacao
pelos elementos de A.

O préximo resultado formaliza este fato.

Lema 3.1.1 ([34], p. 131) Seja A C R"™ um reticulado com regiao fundamental P. Entao

cada elemento de R™ pertence a exatamente uma regiao P + 1, onde | € A. Consequentemente,

R"=|JP+1

leA

Como ¢ evidente pela Defini¢ao 3.1.2 e pelo Lema 3.1.1, essa decomposicao é disjunta.
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Definigao 3.1.3 Seja A C R"™ um reticulado com base B = {vy,...,v,}, onde m < n. A

matriz geradora do reticulado A € definida como sendo a matriz

Vi1 V21t Umd
M — V2 V22 Um2 ’
VUin V2n *°° Umn
onde v; = (Vi1, Vig, -, Vin), Para i = 1,...,m, isto €, a matriz que admite como colunas 0s

vetores da base B. A matriz G = M'M é chamada de matriz de Gram associada a matriz

geradora, em que t denota a transposicao de matrizes.

Observamos que se M ¢é uma matriz geradora de um reticulado A C R™ com base

B ={vy,...,v,}, entdo podemos representa-lo da forma
A={MX|xezm}, (3.1)

em que A é um vetor de tamanho m x 1.

Damos énfase ao estudo de reticulados completos, sendo assim, por simplicidade, muitas
vezes chamamos um reticulado completo apenas por reticulado.

Se A C R™ admite como base um conjunto de vetores B, entao uma condi¢ao necessaria e
suficiente para que um outro conjunto de vetores linearmente independentes C de R"” também
seja uma base é que os vetores de C sejam vetores de A, ou seja, C C A e a matriz mudanga de
base de B para C possua entradas inteiras e determinante 41, fato que ¢ justificado no préximo

resultado.

Proposicao 3.1.1 ([36], p. 94) Sejam B = {vy,...,v,} CR" uma base para um reticulado
ACR" eC={uy,...,u,} um conjunto de vetores de A linearmente independentes sobre R tal

que

n
U; = E aijvj,
Jj=1

com a;; € Z. Entdao, C € uma base de A se, e somente se, det(a;;) = £1.

Demonstracao: De fato, sejam B = {vy,...,v,} C R” uma base de um reticulado A e

C ={uy,...,u,} um conjunto de vetores de A linearmente independentes sobre R tal que
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aix G211 - A
Uy 0
G2 G2 - QAp2
Up, Un,
A1p Q2n = Qpn
O conjunto C = {uy,...,u,} é uma base para A se, e somente se, a matriz M = (a;;) é uma

matriz de mudanga de base, ou seja, é invertivel. Equivalentemente, C é uma base para A se, e
somente se, det(a;;) = 1.

O

Definigao 3.1.4 Sejam A C R"™ um reticulado, B = {vy,vs,...,v,} uma base de A e P a regido
fundamental de A. O volume da regigo fundamental é definido como Vol(P) = |det(M)|,

em que M ¢ uma matriz geradora de A.

Proposigao 3.1.2 ([30], p. 55) O volume da regiao fundamental de um reticulado A C R"

independe da escolha da base do reticulado.

Demonstracao: E uma consequéncia imediata da Proposigao 3.1.1.
O
Como comentamos anteriormente, um reticulado possui diferentes bases e, por consequéncia,
diferentes matrizes de Gram. Todavia, o determinante de cada matriz de Gram é o mesmo,

pois independe da base escolhida.

Proposicao 3.1.3 ([36], p. 95) Se A C R™ ¢ um reticulado com matriz de Gram G em

relagdo a uma base B, e G', em relagdo a uma base B', entdo det(G) = det(G').

Demonstragao: Considere A a matriz de mudanga de base de B para B'. Se B e B’ sdo as
matrizes geradoras de A em relagdo a B e B, respectivamente, entdo B’ = AB e |det(A)| = 1.

Logo, utilizando propriedades de determinante obtemos

det(G") = det(B"B') = det(B'A'AB) = det(B")det(A")det(A)det(B)
= det(B")det(B) = det(B'B) = det(G).

O
Devido a Proposicao 3.1.3 o determinante do reticulado é definido como o determinante de

uma matriz de Gram. Em moldes formais, temos a seguinte defini¢ao.
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Definigao 3.1.5 Seja A C R™ um reticulado. O determinante de A é o determinante de uma
matriz de Gram de A,

det(A) = det(G).

Defini¢ao 3.1.6 Seja A C R™ um reticulado com base B = {vy,vq,...,0,}. O volume do
reticulado A € definido como Vol(A) = Vol(P).

Note que se A C R" é um reticulado de posto completo com matriz geradora M e matriz

de Gram G, entdo det(A) = det(G) = det(M*M) = det(M")det(M) = (det(M))? = Vol(A)>.

Exemplo 3.1.6 Seja A C R? o reticulado gerado por B = {(1,0,3),(2,1,0), (1,1, —1)}, entdo

o volume de A € dado por

1 2 1
Vol(A) =Vol(P)=|det | 0 1 1 = 2| =2.
3 0 -1

As defini¢oes apresentadas acima sao fundamentais para o desenvolvimento da Secao 3.2.

Primeiro, porém, apresentamos os conceitos de sub-reticulado e alguns exemplos.

Definicao 3.1.7 Sejam A C R" um reticulado, M sua matriz geradora e B uma matriz de

ordem n e coordenadas inteiras. Um sub-reticulado de A é um reticulado dado por

N ={MBX| XeZ"}.

Indubitavelmente os pontos de A’ sdo pontos de A, ou seja, A’ C A. No contexto de
reticulados de posto completo, para um sub-reticulado A’ também de posto completo, isto é,

de mesmo posto que A, é corriqueiro nos referirmos ao indice de um sub-reticulado, o qual é

det(A')
det(A)”

definido como o quociente

Exemplo 3.1.7 Em R? o conjunto ' = 272 formado por todas as coordenadas inteiras pares

¢ um sub-reticulado de A = Z2. Neste caso, uma matriz geradora para A é

M =

e tomando B = obtemos N conforme a Figura 3.J.
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. L L] L] .
. . L] . .
. L L] L] .
. L L] L] .

Figura 3.4: Sub-reticulado A’ = 272 C 72
Fonte: Elaborado pelo autor

Exemplo 3.1.8 O reticulado Q2 C R? dado por

L 2
Q= ER* | z,yeZ
01 2 -1 y

também é um sub-reticulado de A = Z*. A Figura 3.5 representa este reticulado.

L] L L
L L L]
L L] L)
L] L] L L)
L] L] L] L)
° * °
L] L L]
L] L] L] L
L] L L] L
L] L

Figura 3.5: Reticulado 2 C R?
Fonte: Elaborado pelo autor

Para concluir a secao exibimos o conceito de reticulados semelhantes mediante a relacao de

equivaléncia definida a seguir.
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Definicao 3.1.8 Sejam n > 2 um inteiro e Ay, Ay C R" reticulados de posto completo. Se
existe uma matriz ortogonal real A de ordem n e uma constante o € R tal que Ay = aAA,,

dizemos que A1 e Ay sao semelhantes, ou equivalentes, e denotamos por Ay ~ As.

Exemplo 3.1.9 O reticulado A = 27Z* apresentado nos Exemplos 3.1.7 é semelhante a A = 7.
Neste caso, a matriz ortogonal da Definicao 3.1.8 € a matriz identidade de ordem 2, I, e a

constante é o = 2.

De modo geral, se A C R™ é um reticulado e @ € R é uma constante, entao os reticulados A
e A, = a sao semelhantes, em que o reticulado A, é obtido multiplicando todos os vetores de
A pela constante . Dizemos, neste caso, que A, é um reticulado escalonado, ou uma versao

escalonada, do reticulado A. Se « € Z, entao A, € A é um sub-reticulado.

Observacao 3.1.2 A semelhanca entre reticulados € uma relacao de equivaléncia sobre o
conjunto dos reticulados em R™. De fato, sejam Ay, Ay, A3 C R" reticulados de posto completo.
(i) Temos que Ay ~ Ay, uma vez que Ay = 11, - Ay, onde I, é a matriz identidade de
ordem n.
(ii) Se Ay ~ Ay, entao Ay = aANs, com a € R, obviamente podemos supor o # 0, e

A € M,(R) uma matriz ortogonal. Assim,
AtAl = At(OKAA2> == Oé(AtA)AQ = CY[nAQ = A2 == Oé_lAtAl,

onde I, é a matriz identidade de ordem n, a=! € R e A' é uma matriz ortogonal. Portanto,
A2 ~ Al-
(iii) Por fim, se Ay ~ Ay e Ay ~ Az, entdo existem elementos nao nulos o, € R e

A, B € M,(R) matrizes ortogonais tais que Ay = «AAy e Ay = SBA3. Entao
AN = a(ATA) Ay = al, Ay = Ay = a AN, (3.2)
Como Ay = BBA3, substituindo na Equagao (3.2), temos
a AN, = BBAy = A'A, = (af)BAs = AA'A, = (af)ABAs = I,A, = A, = (af)ABASs,

onde I,, € a matriz identidade de ordem n, af € R e AB € uma matriz ortogonal, uma vez que

o produto de matrizes ortogonais € também uma matriz ortogonal. Portanto, Ay ~ A3, e assim,
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a semelhanca € uma relacao de equivaléncia. As classes de equivaléncias dos reticulados sao

chamadas de classes de semelhanca e a constante o € chamada de razao de semelhanca.

A relagao de equivaléncia apresentada na Definicao 3.1.8 é muito importante para o
desenvolvimento dos Capitulos 4 e 5. Existem muitos outros reticulados em diversas dimensoes,
além dos que exemplificamos nesta se¢ao. Os conceitos que apresentamos na proxima se¢ao nos

permitem classificar alguns destes reticulados de acordo com critérios que apresentamos.

3.2 Empacotamento reticulado

Nesta secao apresentamos o problema de empacotamento.  Conforme descrevemos
anteriormente neste capitulo, o problema de empacotamento consiste em dispor esferas n-
dimensionais de mesmo raio no R"™ de modo a cobrir o maior espaco possivel. Estamos
interessados, particularmente, em empacotamentos cujos centros das esferas formam um
reticulado, os chamados empacotamentos reticulados.

A importancia do empacotamento reticulado se da principalmente pelo fato de em algumas
dimensoes como 1, 2, 8 e 24, os empacotamentos mais densos possiveis, isto é, que cobrem a

maior parte do espaco, sao atingidos por empacotamentos reticulados.

Definicao 3.2.1 A norma de um reticulado A C R" ¢ definida por

[A[ = min{l[z]| | z € A,z # 0}, (3.3)
em que || - || € a norma euclidiana usual em R™.

Definicao 3.2.2 Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento no R",
¢ uma distribuicao de esferas de mesmo raio no R"™ de forma que a interseccao de quaisquer

duas esferas tenha no mdximo um ponto.

Observamos que para descrever um empacotamento podemos indicar apenas o conjunto dos

centros das esferas e o raio de uma e, por consequéncia, de todas as esferas.

Definicao 3.2.3 Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto

dos centros das esferas formam um reticulado A em R™.

Definicao 3.2.4 Dado um empacotamento associado a um reticulado A C R™ com base
B = {vi,vs ...,v,}, a densidade de empacotamento de A, denotada por A(A) é definida

como sendo a propor¢ao do espagco R™ coberta pela unido das esferas de raio r.
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Al

O valor p = > ¢ 0 maior raio para o qual é possivel distribuir esferas centradas nos pontos de

um reticulado A C R™ e obter um empacotamento. Sendo assim, o estudo de empacotamentos
reticulado traduz-se ao estudo de reticulados. Denotando por B(p) a esfera com centro na

origem e raio p, temos que a densidade de empacotamento de A é igual a

_ Volume da regiao coberta pelas esferas — Vol(B(p))  Vol(B(1))p"

A(A) = = = A4
(A) Volume da regido fundamental Vol(A) Vol(A) (34)
(15 )
Bl se n é par
2
onde Vol(B(1)) =
raegy
, se n é impar.

\ n!

Definicao 3.2.5 Seja A C R™ um reticulado. A densidade de centro de A € definida por

V12

5(A) = L

~ Vol(A) (3:5)

onde Vol(A) é o volume e p é o raio de empacotamento de A.

Exemplo 3.2.1 Considere o reticulado A C R?* com base B = {(1,0),(0,2)}. O raio de
1
empacotamento de A € p = 3¢ Vol(B(1)) = w. Logo, o volume do reticulado € Vol(A) = 2, a

densidade de empacotamento é

e a densidade de centro é 6(A) = .

Exemplo 3.2.2 Os reticulados n dimensionais A, e D,, para n > 3, apresentados nos

2
Exemplos 3.1.3 e 3.1.4, respectivamente, admitem mesmo raio de empacotamento, p = %
n+2

As respectivas densidades de centro sio 6(A,) =272 (n+1)"2 e §(D,) = 27" .

Exemplo 3.2.3 Para determinar a densidade de empacotamento do reticulado hexagonal Ay,

observamos que sua matriz geradora é
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1
b
M = . 73 |
2
. : , 3 .

cujo determinante € det(M) = - ¢ corresponde ao volume do reticulado, Vol(Aper). Como
A‘ exr 1 . A .
|Anez| = 1, seque que o raio de empacotamento é p = | ; | =5¢€0 volume da circunferéncia

euclidiana de raio p é w. Portanto,

2
B Vol(B(1))p? o (%) .

2

Para a dimensao n = 2, ou seja, em R?, o reticulado hexagonal é o melhor reticulado em
termos de densidade de empacotamento. No que se refere a caracteristicas de um reticulado,
a densidade de empacotamento é uma das mais importantes. No Capitulo 4 exibimos e
provamos com formalidade o fato de que o reticulado hexagonal admite a melhor densidade
de empacotamento dentre todos os reticulados bidimensionais.

A préxima proposigao afirma que reticulados equivalentes de acordo com a Defini¢ao 3.1.8

possuem a mesma densidade de empacotamento.

Proposicao 3.2.1 ([8], p. 20) Sejam Ay e Ay dois reticulados em R™. Se Ay ~ As, entao

ambos possuem a mesma densidade de empacotamento, ou seja, A(A) = A(Ay).

Demonstragao: Como A; ~ As, existem uma matriz ortogonal real A e uma constante
a € Rtal que Ay = aAA;. Se p; e py s@o os raios de empacotamento de A e Ay, respectivamente,

entao

[As]  alA]

2 2

Ou seja, o raio de empacotamento de Ay é py = ap;. Além disso, se M é a matriz geradora

de Ay, entao aAM é a matriz geradora de A, e

|det(«AM)| = |det(al,)det(A)det(M)| = |det(al,)||det(A)||det(M)|
= ||| = 1|det(M)]
= |adet(M)],

o que nos permite concluir que |det(As)| = |a"||det(A1)|. Logo, a densidade de empacotamento
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[©N

~ Vol(B(1))py — Vol(B(1))py — Vol(B(1))(apy)"  Vol(B(1))p?
Alh) = Vol(Ay) — |det(Ay)] — |a||det(Ay)| — Vol(Ay) AA).

3.3 Homomorfismo canonico

Nesta secao apresentamos o homomorfismo canodnico, descrito por Hermann Minkowski®,
o qual representa uma ferramenta fundamental para este trabalho e que nos fornece um
método para obtencao de reticulados em R™. Os reticulados obtidos desta maneira dependem
diretamente do anel dos inteiros de um corpo de ntimeros e sao chamados de reticulados
algébricos. Os conceitos desenvolvidos nessa se¢ao estao disponiveis em [34], [30] e [11].

Conforme o Teorema 1.1.2, sabemos que dado um corpo de nimeros K de grau n, existem n
monomorfismos distintos o; : K — C. Seja pu : C — C a conjugacao complexa, isto é, u(i) = —i.
Assim, para qualquer 1 < j < n, temos que poo; = o, 1 <k <n. Além disso, 0; = oy, se, e
somente se, 0,;(K) C R, ou seja, se 0; ¢ um monomorfismo real de K de acordo com a Definicao
1.1.4.

Consideramos 71 o numero de indices j tais que 0;(K) C R. Sendo assim, n — 7 é um
nimero par, ou seja, existe um numero natural ro tal que n = r; + 2ry, que corresponde a
metade do nimero de monomorfismos complexos de K. Podemos renumerar convenientemente
os monomorfismos por o;, com 1 < j <7y, se 0;(K) CR, e 0j4,,(z) = W, parar;+1<j <
r1 + ro. Devido a renumeracao citada acima, os primeiros r; + 7 determinam os ultimos rs.

Uma vez dispostos os n monomorfismos de um corpo K de grau n podemos definir o

homomorfismo canonico.

Definicao 3.3.1 Sejam K um corpo de numeros de grau n e oq,...,0, 0Sn monomorfismos
de K. O homomorfismo de Minkowski ou homomorfismo canénico, ox : K — R", é

definido por

O-]K(x) = (0-1<I>’ <oy Oy <I>7 %(0}14_1(]))), %<0T1+1<I>>7 T §R(O-Tl-i-rz (Z‘)), %<0T1+T2 (ZE))),

em que 11 € o numero de indices j tais que 0;(K) C R, com 1 < j <y, isto €, o nimero de

monomorfismos reais de K e ry tal que r1 + 2ry = n.

O homomorfismo canonico nos fornece uma representacao geométrica de um corpo de

nimeros, a qual esta associada a um reticulado, como descrito no Teorema 3.3.1.

! Matemédtico alemao (12/01/1909 - 22/06/1984) com enorme contribui¢io a Teoria dos Ntimeros
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Exemplo 3.3.1 Se K = Q(v/3) C R, entdo r; = 2 e r, = 0 e os monomorfismos de K
sao dados por o1 = id e oy(a + bV/3) = a — b\/3, com a,b € Q. Deste modo, para qualquer
a=a+bv3 € Q(V3), o homomorfismo canénico é dado por

T (@) = (01(a), 02(a)) = (a+ V3, a — bV3).

Exemplo 3.3.2 Se K = Q(i) € o corpo gaussiano, entio r; =0 e ro = 1 e 0s monomorfismos
de K sao dados por o1 = id e o9(a + bi) = a — bi, com a,b € Q. Note que o1 = 1o oy =03 €
01(K), 02(K) ¢ R. Logo, para qualquer o = a + bi € Q(i), o homomorfismo candnico é dado

por

UQ(i)<a) = (3%<O‘)’ %<O‘)) = (a7 b)'

Exemplo 3.3.3 Para o 5-ésimo corpo ciclotomico, K = Q((3), sendo (5 uma raiz 5-ésima
primitiva da unidade, os monomorfismos de K sao os automorfismos do grupo de Galois de
K, o1, 02, 03 € 04, definidos por o;(Cs) = (&, com i = 1,2,3,4. Como 0,(¢;) ¢ R, para
1=1,2,3,4, entao K é um corpo totalmente complexo e assim, r1 =0 e ro = 2. Observamos
que (Lo 0y =01 = 04 € 1009 = 03 = 03. Reordenando os automorfismos de modo conveniente,

concluimos que o homomorfismo candnico ogc) : Q(¢) — R* € dado por

7g(cs) (@) = (R(01()), S(o1 (), R(oa(e)), S(oa(e))).

Teorema 3.3.1 ([30], p. 56) Sejam K um corpo de nimeros de grau n, M um Z-mddulo
livre de posto n de K e ox o homomorfismo candnico associado a K. Se B = {wy,ws, ..., wy}
¢ uma base de M como Z-mddulo, entio ox(M) é um reticulado no R", com base

ox(B) = {ox(w1), ox(w2), . .., 0x(wp)} cujo volume é dado por
Vol(ox(M)) = 27" |det1<; j<n(0s(w;))] -

Se K é um corpo de nimeros de grau n, entao devido a Proposi¢ao 1.2.1 e ao Corolario
1.2.1, nao s6 Ok, mas também qualquer ideal Z C Ok sao Z-mddulos livres de posto n, isto é,
admitem uma Z-base de n elementos, digamos B = {wy,ws, .. .,wy, }.

Desse modo, podemos mergulhé-los em R™ através de ox para obter reticulados e nessas

condicoes a matriz geradora de um reticulado algébrico ¢ dada por
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o1(wr) o1(w2) . o1(wn)
o (W) o (Wo) e O (Wn)
| R Rewa@) o Rona) 0
S(or+1(wi))  Slom(wr) oo S(or+1(wn))
R(orm (1)) R(Opr(W1) oo RO 40 (Wn))

%(07”1-4-7“2((")1)) %(UT1+T2(W2)) %(UT1+T2(WTL))

Corolario 3.3.1 ([30], p. 56) Sejam K um corpo de nimeros de graun cujo discriminante é
Dk e ox 0 homomorfismo canonico associado a K. Se I € um ideal nao nulo do anel de inteiros

Ok, entao ox(Ok) e ox(Z) sao reticulados em R™ com volumes dados por

Vol(ox(Ok)) =274/|Dx| e Vol(ox(Z)) =27"/|Dx|N (),
onde N(Z) é a norma de T.

Definicao 3.3.2 Um reticulado obtido a partir do homomorfismo de Minkowski ox associado

a um corpo de nimeros K é chamado de reticulado algébrico.

Exemplo 3.3.4 Seja K = Q(i) o corpo gaussiano. Como descrito no Exzemplo 2.2.1, o anel
de inteiros de K é Og = Z[i], que admite por base como Z-mddulo o conjunto B = {1,i}. Pelo
Exemplo 3.3.2, 1 =0, 19 =1 e para « = a + bi € K, o homomorfismo candnico associado
¢ ox(a) = (a,b). Portanto, pelo Teorema 3.3.1, ox(Ok) € um reticulado e como a matriz

geradora de ox(Ok) é

(1) S0) 01

cujo determinante é det(M) = 1. Logo, o volume de ox(Ox) € dado por
1 1
Vol(ox(Oxk)) = 27" |det(M)| = 5"

O reticulado obtido através da imagem do anel de inteiros do corpo gaussiano é o reticulado
Z? que apresentamos no Exemplo 3.1.1.
Um dos problemas que surgem no estudo de reticulados é o de determinar a norma de seus

vetores. Este fato reforga o interesse ao estudo de reticulados algébricos, uma vez que através
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dos conceitos da Teoria Algébrica dos Numeros presentes no Capitulo 1, podemos inferir diversas
caracteristicas a estes reticulados, dentre elas a norma de um vetor.
O préximo resultado caracteriza a norma de um vetor através do traco do elemento

correspondente a este vetor no anel de inteiros.

Proposicao 3.3.1 ([12], p. 51) Sejam K é um corpo de nimeros de grau m e ox o

homomorfismo canonico correspondente. Se x € K, entao

lok(2)]* = ex Tk (27), (3.7)

1, se K for totalmente real, isto é, 1o = 0,
onde cxg = 1
50 5€ K for totalmente imagindrio, isto é,r1 = 0.

Demonstracao: Sejam o1, 09, ..., 0, os n monomorfismos de K em C tal que ry +2ry = n,
onde r; é o numero de monomorfismos reais e ry a metade do nimero de monomorfismos

imaginarios. Se x € K, entao
ox(z) = (01(x), 02(2), .. ., 00, (¥), Rov 11(2), Sor, 11 (2) -, ROy 405 (), SOy 4 (7))
Como ok (x) € R™, temos
o (@)[* = (01(2))* + ... + (00, (2))* + (Rop,41(2)) + - + (S0ry 4y (7))

eparar; +1 <7 <ry+ry,

Rlos@) + Q@) = (501000 + 57 ) + (ros(a) = (@)
= 0;(z)o;(x)
= aj(xf).

Sendo assim,
lox(2)[? = (01(2))? + ... + (00, (2))? + 00,11 (2T) + ... + Oy 1, (2T).
Se r; = 0, isto é, K é totalmente imaginario, entao

log(2)|?> = 01(2T) + ... + 01, (TT) = 01y 11 (TT) + . .. + Opyyry (2T).
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Além disso, 0,,+;(2T) = (noo;)(2T) = 0;(2T), paraj = 1,...,ry e p a conjugacao complexa.
Logo,

2ok (2)]? = 01(2T) + ...+ 00y (TT) 4+ 01ys 1 (TT) + ... + Opyiry (TT)
n
= > oi(aT)
i=1
e de modo que os 0;(zT) sao os conjugados de T, temos

o (2)]? = %%«K(xf). (3.8)

Em contrapartida, se K é um corpo totalmente real, 7, = 0, entao
lox(2)[? = (01(2))? + ... + (00, (2))°

e como 0;(z) = (pooj)(x) = 0;(T), concluimos que

0;(a7) = 0(2)0;(T) = 0;(z)0;(x) = (0;(x))*.

Logo,
lox(2)|> = o1(2T) + ...+ 0, (27)
n
= Y oi(a27),
i=1
ou seja,

log (7)|? = Trx(2T). (3.9)

Portanto, se K é totalmente real, entdao|ok(z)|*> é dado como na Equagao (3.9) e se K for
totalmente imaginério, é dada pela Equagao (3.8), o que prova o resultado.

OJ

Em concordancia com a Proposicao 1.1.1 sabemos que se uma extensao Q C K de grau

n ¢ galoisiana, entao K ¢, necessariamente, totalmente real ou totalmente imaginério, pois

0;(K) =K, para todo i = 1,...,n. Em particular, quando K|Q é uma extensao de Galois e n é

impar, entao K ¢é totalmente real, tendo em vista que os monomorfismos complexos aparecem

aos pares. Se K = Q(¢,) é um corpo ciclotomico, n > 1, entao K é totalmente complexo e pela

Proposicao 3.3.1, para cada x € K,
21 —
‘O’K(LE)‘ = 57-7”11((%;[')

O Corolario 3.3.1 exibe o volume de um reticulado algébrico obtido através de um ideal do
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anel de inteiros de um corpo de nimeros. A proxima proposicao, por sua vez, caracteriza a
densidade de centro de um reticulado obtido nas mesmas condi¢oes para um corpo de nimeros

totalmente real ou totalmente complexo.

Proposicao 3.3.2 ([12], p. 52) Sejam K um corpo de nimeros totalmente real ou totalmente
complexo de grau n, Og seu o anel de inteiros e Dk o discriminante de K. Se I ¢ um ideal

nao nulo de Ok, entdo a densidade de centro do reticulado ox(Z) € dada por

t5
o /[DgIN(Z)

onde t = min{Trg(2T) | x €Z, x #0} e N(Z) € a norma do ideal .

§(ox(T)) (3.10)

Demonstracao: Admita que K é um corpo totalmente real, isto é, ro = 0. Entao pela

Proposicao 3.3.1, o raio de empacotamento do reticulado pode ser escrito por

. %mz’n{|aK(:v)| lzeT, 240} = %min{\/TTK(xf) (2T 40},

Note que neste caso o termo cx da Equagao (3.7) é cx = 1. Para t = min{Trx(2T) | z €

1
Z, x # 0}, temos p = 5\/7_5, e portanto,

1 n
) (5”) G
\/|’DK|N<I) \/|'D]K|./\/'(I) 2"\/|'DK’N(Z).

Por outro lado, se K é um corpo totalmente imaginario, entao

d(ox(Z))

1 1 /1

1
p:§mm{ §TTK(JJE)|$€I,$7£O}:§ §t'

, . n .
Além disso, r1 =0 e ry = 5 Assim,

2%1115 2%17125 N
2vz ) 7 \2) \2 t3

T JDN@) | JDaN@) 20 /[DaN(@)

o que conclui a proposicao.

d(ox(Z))
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Embora o homomorfismo de Minkowski seja o principal método para construcao de
reticulados provenientes de corpos de numeros, existem outros homomorfismos também com
dominio em um corpo de nimeros de grau n e contradominio R™ com tal propriedade. Deste

fato tratamos na proxima secao.

3.4 Pertubagao no homomorfismo canénico

Em conformidade com o comentario no fim da secao anterior, apresentamos um outro
homomorfismo que nos permite construir reticulados através de ideais do anel de inteiros de um
corpo de numeros, o qual contribui principalmente para a diversidade de reticulados algébricos
e também ¢é estudado em [1], [12] e [26].

Este método de construcao se dé através de perturbagoes no homomorfismo canonico
apresentado na Secao 3.3, por meio de especificos elementos do corpo de niimeros. Inicialmente
apresentamos duas defini¢coes que caracterizam os elementos citados e que sao vitais para a

construcao de tal homomorfismo.

Definicao 3.4.1 Sejam K um corpo de numeros de graun e oq,...,0, 0Sn monomorfismos

de K. Um elemento o € K € dito totalmente real se o;(a) € R, para todo 1 < i < n.

Definicao 3.4.2 Seja K um corpo de nimeros de graun e oy,...,0, 0s n monomorfismos de
K. Dizemos que um elemento totalmente real o € K € totalmente positivo se o;(o) > 0,

para todo 1 < i < n.

As Definicoes 3.4.1 e 3.4.2 representam as duas propriedades necessarias para que um

elemento defina a perturbagao no homomorfismo canonico, que exibimos a seguir.

Definicao 3.4.3 Sejam K um corpo de niumeros de graun, oy, ...,0, 0sn monomorfismos de
K e a € K um elemento totalmente real e totalmente positivo. O homomorfismo o, : K — R"

dado por

Ga([)?) = (\/04_10'1(1’), R \/a/_ﬁo-ﬁ (I‘), V 20‘7“1-&-1%(0-7“1-&-1(‘%))7 V 2a7‘1+1c‘\9(0-7“1+1(x))7 SR
sV 2047“1-%1”23%(0—1”1-5-7"2 (27)), V 2047“1-%1”2%(0—1”1-5-7"2 (1’)))

¢ chamado de perturbacao do homomorfismo canénico ou homomorfismo canénico

torcido.

Observacao 3.4.1 Por simplicidade vamos nos referir a tal homomorfismo por homomor-

fismo torcido.
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Assim como para o homomorfismo candnico, a imagem de qualquer Z-médulo do corpo K
é um reticulado em R™. Em especial, a imagem de qualquer ideal do anel de inteiros Ok é um

reticulado como ratifica o proximo resultado.

Corolario 3.4.1 ([26], p. 15) Se G C Ox € um Z-mddulo livre de posto n com Z-base
B = {wi,ws,...,wn}, entdao a imagem o,(G) de G através de o, em R™ é um reticulado com
base 0o (B) = {0a(w1),00(w2), ..., 00(wn)}

Assim como descrevemos no Teorema 3.3.1 da Secao 3.3 ao nos referir ao homomorfismo

canonico, observamos que o principal fator que também define o resultado acima é o fato de G

admitir uma Z-base com n elementos.

Exemplo 3.4.1 Seja K = Q(V/17) um corpo quadrdtico. O elemento o = 17 + 4/17 € K
¢ totalmente real e totalmente positivo. Sendo assim, o homomorfismo torcido o, estd bem

definido e é dado por

Oy - K — R?

a+b/IT — <\/17+4\/1_7(a +by/I7), V17 — 4V/T7(a — b\/1_7)> .
1++/17
2

Como 17 = 1 (mod 4), pelo Teorema 2.2.1, Ox = Z

1+17
9

que admite como base

integral o conjunto B = {1 } Pelo Coroldrio 3.4.1, 0o(Ox) € um reticulado em R2.

Para um Z-mdédulo livre G de Ok com base B = {wi,ws,...,w,} a matriz geradora do

reticulado obtido através do homomorfismo torcido é

\/a_lal(wl) \/01_10'1(UJ2) \/a_lal(wn)

M = \/a_T”lO'm (Wl) \/Oé_rlO'rl (CUQ) c. \/04_7,10'7,1 (wn)
V2, 11 R(or11(w1)) V2 R(om41(wa)) oo V20 11 R(0r 41 (W)

V20 1y (Ory 1 (W1)) V200 110 (Ory 1 (W2)) o V200 4, (O s (W)

Um caso particular no qual estamos profundamente interessados ¢ o caso em que Z = Ok,
ou seja, nos reticulados da forma o,(Ok) C R™ como no Exemplo 3.4.1. O préximo teorema

caracteriza de modo geral o volume de um reticulado obtido através do homomorfismo torcido.
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Teorema 3.4.1 ([12], p. 80) Sejam K um corpo de nimeros de grau n, M um Z-mddulo
livre de posto n de K e o, uma perturbacao do homomorfismo canonico associado a K. Se
B = {wi,ws,...,w,} € uma base de M como Z-mddulo, entio o,(M) € um reticulado no R™,

com base 0,(B) = {oa(w1),0a(w2),...,04,(wn)} cujo volume é
Vol(oa(M)) = ba |deti<jicn(oj(wi))]

onde

(i) bo = \/Nk(«), se K for totalmente real,
(ii) by = 272" \/Nx(a), se K for totalmente imagindrio.

Em decorréncia deste resultado obtemos os dois seguintes corolarios que determinam o
volume dos reticulados da forma 0,(Ok) € 0,(Z), com Z C Ok, e a densidade de centro de tais

reticulados, respectivamente.

Corolario 3.4.2 ([12], p. 82) Sejam K um corpo de nimeros de graun cujo discriminante é
Dk e o, uma perturbacdo no homomorfismo canonico. Se I é um ideal nao nulo de Ok, entao

00(Ok) € 04(Z) sao reticulados em R™ com volumes dados por

Vol(0a(Ok)) = ba/|Dx| € Vol(0a(I)) = bar/|Px|N(Z),

onde N'(Z) é a norma do ideal T e b, é como no Teorema 3.4.1.

Corolario 3.4.3 ([12], p. 82) Se K é um corpo de nimeros de grau n cujo discriminante é
Dk e I um ideal nao nulo do anel de inteiros Ok, entao a densidade de centro do reticulado

0o(Z) € dada por

(p(0a(T)))"

bar/ |D]1<|/\/’(I)7

onde p € o raio de empacotamento do reticulado o4 (7).

0(0a(1)) =

Assim como para o homomorfismo canonico, é possivel determinar a norma de um vetor de
um reticulado algébrico obtido através do homomorfismo torcido por via da norma do elemento

correspondente no anel de inteiros.
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Proposicao 3.4.1 ([36], p. 82) Sejam K um corpo de nimeros de graun, o € K um elemento

totalmente real e totalmente positivo e o, o homomorfismo torcido correspondente. Se x € K,

entao
oo ()] = caTrx(aaT),
onde
1, se K for totalmente real, ro = 0,
Ca =1 1
50 5€ K for totalmente imagindrio, ry = 0

e T € o conjugado complexo de x.

Demonstracao: Sejam K um corpo de nimeros de grau n = r; + 2ry e x € K. Assim,

g.(x) €eR™ e

loa(2)]? = (Vaioi(2))? + ... + (Va0 (2)* + (VaraR(0r 41 (2)))?

(Var 1S (Ur1+1( ))) + oo (VO R0 1 (2)))? + (V5S04 (2)))?
ar(01(r))? + ..+ (00, (2)? + 1 (R(0r, 41(2)))? + iy 11(S(07, 41 (2)))?
e s (RO (2)))? A+ oy (S0 12 (2)))
ar(01(2))? + ..+ an (0, () + a1 (R0 11 (2))) + (S(0r,41(2)))?]
+ W[40, (7)) + (307140 (2)))?]-

_|_

+

Note que, para r; + 1 < k <71 + 19, (R(0k(2)))? + (S(0k(x)))? = op(x)or(z) = op(2T). Se
r1 = 0, entao
loa(2)]? = ayo1(2T) + ... + a0, (2T)
= o1(a)or(2T) + ... + o, ()0, (2T)
= o1(a2T) + ...+ 0, (a2T)
= Opi1(QXT) + ...+ Oy, (),
uma vez que o, j(rT) = (po o;j)(ar®) = o;(axT), para todo j = 1,...,7r3 e p a conjugacao

complexa. Sendo assim,

2l04(2)]> = o1(axT) + ...+ 00 (axT) + Oy 1 (XT) + ... + Opyiry (QXT)
= Z o;(aaT)
i=1

= Tri(azT).
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Portanto,
1
loo(2)|* = §TTK(cmE). (3.11)
Por outro lado, se ro = 0, entao
loa(@)]* = ar(o1(2))* + ... + ar, (0v,(2)?
e como o;(z) = (o o;)(x) = o;(x), para todo i = 1,...,7q, temos ;(x)0;(T) = o;(x)o;(z) =
(0i(x))* e
loa(2)]? = ayoq1(2T) + ... + a, 0., (2T)
= oi(a)o(2T) + ...+ o, ()0, (2T)
= o1(az) + ...+ 0, (2T)
= Z oi(axT).
i=1
Portanto,
|00 (2)|? = Trx(azT), (3.12)
o que conclui o resultado.
O

Este resultado é muito 1til nos Capitulos 4 e 5, pois para o prosseguimento do estudo de

reticulados bem arredondados é nec

essario, muitas vezes, calcular a norma de determinados

vetores do reticulado. Finalmente, para concluir o capitulo descrevemos a seguinte versao do

Corolario 3.4.3, que faz referencia ao

s corpos totalmente reais ou totalmente complexos.

Proposicao 3.4.2 ([12], p. 84) Sejam K um corpo de nimeros de grau n totalmente real

ou totalmente complexo, o, uma perturbacdo no homomorfismo canonico e Ok seu anel de

inteiros. Se I é um ideal nao nulo de Ok, entdo a densidade de centro do reticulado o,(Z) é

dada por

9(0a(Z))

n/2
a

~ o TNk (N (D)

onde t, = min{Trg(azT) | x € I,z # 0}.

Consideracoes Finais

A Teoria de Reticulados é muito

ampla e existem intimeros trabalhos relacionados a esta

teoria. Pode-se dizer que o desenvolvimento apresentado neste capitulo representa uma sintese
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dos principais aspectos que compoem esta teoria, enfatizando os reticulados algébricos.

Os poucos exemplos de reticulados que apresentamos na Secao 3.1 representam uma
pequena fragao dos intimeros reticulados conhecidos da literatura, outros exemplos podem ser
encontrados em [2]. Alguns trabalhos relacionados a estes conceitos classificam os demais
reticulados conhecidos no que se refere aos parametros aqui apresentados, como densidade e
volume.

Uma vez encerrado este capitulo, finalizamos a apresentacao de todos os conceitos
necessarios para o estudo de uma classe de reticulados algébricos, os reticulados bem

arredondados, que desenvolveremos a partir do Capitulo 4.



CAPITULO

4

Reticulados bem arredondados

Neste capitulo, estudamos o principal assunto deste trabalho, os reticulados bem
arredondados, do inglés well-rounded, apresentando conceitos bésicos sobre essa teoria como
definicoes, exemplos e algumas propriedades geométricas. Nas Secoes 4.2 e 4.3 dedicamos
uma atencao especial aos reticulados bem arredondados provenientes de corpos quadraticos e
desenvolvemos detalhadamente resultados encontrados em [15] e [18]. Na Se¢ao 4.4 estudamos
reticulados bem arredondados em R"™ e suas relacoes com o anel de inteiros de corpos
ciclotomicos, assim como algumas propriedades relacionadas a ideais fracionarios neste mesmo
anel.

Embora ainda existam poucas referéncias sobre este assunto, tendo em vista seu surgimento
recente, essa classe de reticulados apresenta muitas propriedades para aplicagoes, como nos
problemas referentes ao numero de contato, do inglés kissing number, e a diversidade de

reticulados.

4.1 Definicoes e conceitos basicos

Nesta secao, apresentamos conceitos elementares da teoria de reticulados bem arredondados,
além de alguns exemplos desses reticulados. A partir desta secao, com o proposito de simplificar
notagoes, denotamos os reticulados ox(Ok) e ox(Z) por Ax e Ax(Z), respectivamente, em que
K é um corpo de nimeros de grau n, ox € o homomorfismo canonico correspondente, Ok é o

anel de inteiros de K e Z C Ok é um ideal nao nulo de Ok.

Definicao 4.1.1 Sejam n > 2 um inteiro e A C R™ um reticulado de posto completo. O

67
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conjunto de vetores minimos de A € definido por

S(A) = {ve Aol = |Al},

onde |A| = min{||v|]| | v € A,z # 0}.

No contexto da teoria de reticulados bem arredondados, devido ao conceito que definimos
a seguir, é comum denotarmos a norma de um reticulado por A;(A), ou simplesmente A, e nos

referirmos a tal valor como primeiro minimo sucessivo.

Definicao 4.1.2 Sejam n > 2 um inteiro e A C R™ um reticulado de posto completo. Para

cada 1 <1 <mn, o i-€ésimo minimo sucessivo de A € definido como o niumero real
Ai = min{\ € R | dimg{v € A | ||v]] <A} <i}.

Em outras palavras, o i-ésimo minimo sucessivo corresponde ao menor raio r tal que a bola
centrada na origem de R” e raio r contém ¢ vetores linearmente independentes pertencentes a
A. Como consequéncia,

0<A <...< A (4.1)

Uma vez presentes os conceitos de conjunto de vetores minimos e minimos sucessivos,

estamos aptos a exibir a definicao de reticulado bem arredondado.

Definicao 4.1.3 Sejam n > 2 e A C R™ um reticulado de posto completo. O reticulado A é
chamado de bem arredondado se S(A) gera R™, ou seja, se S(A) possuin vetores linearmente

independentes.

Observacao 4.1.1 A propriedade de ser bem arredondado € preservada pela relacao de
semelhanca descrita na Definicao 3.1.8. Em outros termos, se A1, Ay C R™ sdo reticulados

equivalentes e A1 € bem arredondado, entao Ay também € bem arredondado.

Em decorréncia da Defini¢ao 4.1.2 e da Equagao (4.1), um reticulado é bem arredondado

se, e somente se, todos 0s seus minimos sucessivos sao iguais, isto é,
Al=M=X=...= A\ (4.2)

Observacao 4.1.2 Com o intuito de simplificar os cdlculos relacionados a norma do reticulado,

constantemente utilizamos o quadrado da norma de um vetor v € A, ||v||?, ao invés de ||v]|.
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Exemplo 4.1.1 O reticulado Ax = Z? obtido através da imagem do anel de inteiros de K =
Q(i) pelo homomorfismo candnico e apresentado mo Exemplo 3.1.1 € bem arredondado. De
fato, como —1 = 3 (mod 4), o Teorema 2.2.1 nos garante que Ox = Z[i] e B = {1,i} € uma
base integral. O corpo K € totalmente imagindrio e o homomorfismo canonico € dado como no

Exemplo 3.3.2. Dessa forma, para todo v € Ay,

%0'1(1) %0'1(2) T 10 T T
%0’1(1) %0'1(1) ) 01 i) i)
com x1,To € Z. Sendo assim,

I

|v|[* = 2} + 3,

cujo valor minimo nao nulo € atingido quando r1 = +1 e xo =0 ou x;1 =0 e x5 = £1. Logo,

S(Ak) ={(1,0),(0,1),(—1,0),(0,—1)}.
Obviamente S(Ak) gera R?, e portanto, Ax = Z* ¢ bem arredondado.

Observagao 4.1.3 Em geral, o reticulado A = Z" C R™ é bem arredondado. Neste caso, o
conjunto formado pela base canonica de R™ é um subconjunto do conjunto dos vetores minimos

do reticulado.

Exemplo 4.1.2 Se K = Q(v/—3), entdo o reticulado Ax € bem arredondado. Com efeito,

o[
2

pelo Teorema 2.2.1, Ok

B = {Ll% V—3

, que admite como uma base integral o conjunto

. Além disso, como K € um corpo totalmente imagindrio, o homomorfismo

canénico € dado por ox(z) = (R(x),S(z)). Sendo assim, para todo v € Ak,

Roi(1) oy (242 [ 1) (o 2
V= = = s
%0'1(1> %0'1 (%ﬁg) i) 0 \/75 i) :;x2

com x1,xy € Z. Logo,

2
211 + 9\ 2 3z x2  3x2
e = (22522) e (52) —stemms o Bt

2 2 4 "4

cujo valor minimo nao nulo € atingido quando xr1 = +1 exs =0, x1=0exy=+1, 21 =1c¢
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To=—1ouxi=—1¢exy=1. Entao,

S(Ax) = {(1,0),(—1,0), (%?) ’ (%_\?) | (_%\/73) | (_%_?) }

O reticulado Ax €, na verdade, o reticulado hexagonal Ape, que apresentamos no Exemplo
3.1.2 e que possui a melhor densidade de empacotamento dentre todos os reticulados no plano.

Claramente S(Ax) gera R?, e portanto, Ak é bem arredondado.

Os reticulados apresentados nos Exemplos 4.1.1 e 4.1.2 sao os tunicos bem arredondados em
R? obtidos através da imagem do anel dos inteiros de um corpo quadratico pelo homomorfismo

canonico, resultado que verificamos na proxima segao e estd disponivel em [18].

Exemplo 4.1.3 Seja K = Q((s) = Q(v/2,i). O grau da extensio K|Q ¢ [K : Q] = ¢(8) = 4,
e pelo Teorema 2.4.2, Ox = Z|[(s], cuja base integral é B = {1,(s,(2,(3}. Recordamos que

(n)—1
e 2 2 ¢ .
Cn = e = cos (—W) + 7sen (—W> e que, se a € Ok, entao a = Z a;(;, € Ox. Diante
n n —
disso,
(s = e = cos (g) + isen (g) = cos (%) + isen (%) = \/7_ + z%
p(8)—1 3
e a = Z a;Cy = Zaigg = ap + a1Cs + ax(§ + asCs. O grupo de Galois de K é

i=0 =0
G={oi|o;(G)=¢,i=1,357T}~7Z;={1,3,57} e 0;(K) ¢ R, para i = 1,2,3,4, assim,

r1 =0 e ry = 2. Portanto, o homomorfismo canonico, ox : K — R*, associado a K é dado por
ox(z) = (Roy(x), Soq(x), Rog(x), Sos(x)). (4.3)

Além disso, para todo v € Ag = ox(Ox) C R?,

Roi(1) Roi(G) RNo(E) Row(E) 1
. So1(1) Soi(Cs) Soi() So(E) 2|

Roa(1) Roa(s) Ro2(EE) Roa(E) 3

Soa(1) So2(Cs) So2(EE) Soa(E) T4

comz; € Z,1=1,2,3,4. Como

@_(Q iﬁ):l v 1 e <ﬁ .ﬂ)zﬁ Ne

_2+2 2+22 8
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seque que
1 \/75 0 —‘/75 Ty T+ ‘/7%2 — ?1’4

Y 0 ‘/75 1 ‘/75 2N %ixg + x3 + ‘/7§x4

1 —*/75 0 ? T3 T — \/75332 + \/75334

0 \/75 —1 \/75 Ty \/75372 —x3+ ‘/751:4

Dessa forma,

lol* =

+

_I_
N N NN

[
&

|
]
w
+
|
&
N

a3+ V2(w2 — m4)z1 +

= %(1}2 — :L‘4)2 —+ %(CL’Q -+ ZE4)2 + \/§(ZE2 + 1'4)ZE3 + CC'%
+ .CE% + \/5(274 - 232).T1 + %($4 - 332)2 + %(332 + 334)2 - \/5(332 + 374)333 + .T%
= 22+ V2(xy — za)my + Lo — 24)? 4+ 2+ V2(zs — )11 + L(2s — 20)?
+ (@2 + x4)? + 223 = 207 + (22 — 14)? + (22 + 24)? + 223

2(x3 + 22) + 75 — 2x9m4 + T3 + X3 + 2w07y + T3

2(x3 + 22 + 22 + 27),

que assume valor minimo nao nulo quando x; = £1 e x; = 0, para todo 7 # i, v = 1,2,3,4.

Portanto, S (Ax) = S (ox(Ok)) = {i(l,O,l,O),i(?,?,—?,?),:I:(O,1,07—1),
L2 V2 Ve Ve
2727272

linearmente independentes. Logo, este conjunto gera R*, e portanto, o reticulado Ax é bem

)} Uma simples verificagio constata que S(Ag) possui 4 wvetores

arredondado.

Assim como para corpos quadraticos, existe uma caracterizacao para reticulados obtidos
através da imagem do anel de inteiros pelo homomorfismo canonico para corpos ciclotomicos,

conforme apresentamos na Secao 4.4.

4.2 Reticulados bem arredondados em R?

Nesta secao, damos énfase aos reticulados bem arredondados em R? formalizando o
comentario feito na secao anterior, o qual nos permite caracterizar os reticulados da forma

Ak, sendo K um corpo quadratico. Também estudamos os vetores minimos destes reticulados,
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tendo em vista que apresentam algumas propriedades geométricas particulares, especialmente
no que se refere ao angulo entre estes.
O préximo resultado é de suma importancia para o estudo e corresponde a primeira

caracterizacao de reticulados algébricos bem arredondados em R2.

Lema 4.2.1 ([18], p. 192) Seja A C R? um reticulado de posto completo. Entdo A contém 2,
4 ou 6 vetores minimos e € bem arredondado se, e somente se, #S(A) =4 ou #S(A) = 6. Além

disso, #S(A) = 6 se, e somente se, A é semelhante ao reticulado hexagonal Ape, = Agy=9)-

Demonstragao: Seja v € S(A). Como —v € A e ||[v]|> = || — v||?, entdo —v € S(A). Note
ainda que se vy, vy € S(A) s@o vetores distintos e linearmente dependentes, ou seja, v; = Avy

para algum A € R, entao v; e vy sao opostos entre si, uma vez que
[lvr][ = [[Ava]| = [Alf[v2]] = [A] = 1 = A = 1.

Como v; e vy sdo distintos, segue que A = —1. Dessa forma, S(A) possui um nidmero par
de elementos e contém dois vetores linearmente independentes se, e somente se, #S(A) > 4.
Sejam v, u € S(A) vetores distintos e suponhamos que o angulo 6 entre estes dois vetores seja

s
tal que 0 < 6 < 3 Pela Lei dos cossenos, temos

o —ull* = [[ol* = 2[Jv[[|[ullcos(¥) + [[ul[* < [[o]|* = [[v[[l[ul] + | |ul
e como ||[v|| = ||u||, uma vez que sao vetores de S(A), temos
v —ul]* <[]ol* = ||ul|?,

o que é uma contradi¢dao, visto que encontramos um vetor v —u € A, com v —u # 0 e

norma menor do que ||v|| = ||u||. Portanto, o angulo entre dois vetores distintos de S(A) é
. . . N .~ ~ .
necessariamente maior ou igual a 3 Por defini¢ao, os vetores de S(A) estao compreendidos na

circunferéncia de centro na origem e raio |A]. Assim,

2m
#S(A)

>

wl X

A desigualdade acima também nos permite concluir que #S(A) < 6. Assim,

#S(A) = 2,4 ou 6.
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Se #S(A) = 2, entdao A nao é bem arredondado, uma vez que dois vetores linearmente
dependentes nao geram R2. Portanto, A é bem arredondado se, e somente se, #S(A) = 4 ou 6.
Nos resta garantir que se #S(A) = 6, entdao A ~ Ape,. De fato, se A possui 6 vetores de
norma minima, entao necessariamente S(A) = {£wv;, v9, £v3} e podemos escolher um par de
vetores v; e v;, com 1 < ¢,7 < 3 e i # j, tal que o angulo entre esses vetores seja g, por
conseguinte, v; e v; sao linearmente independentes. Logo, como A tem posto 2, os vetores v; e
v; formam uma base para A. Dessa forma, Aje, pode ser obtido através de rotagao e dilatacao
dos vetores escolhidos, o que nos permite concluir a primeira implicagao, isto é, A ~ Aj.,. Em
contrapartida, se A ~ Ape,, entdao #S(A) = #S5(Aper) = 6, concluindo o resultado.
O
Embora intuitivo, formalizamos, no Lema 4.2.9, o argumento utilizado no fim da
demonstracao do Lema 4.2.1 de que dois reticulados com mesmo angulo entre seus vetores sao
semelhantes. A proxima proposicao, por sua vez, caracteriza quais corpos quadraticos possuem

anéis de inteiros cuja imagem pelo homomorfismo canonico é um reticulado bem arredondado.

Lema 4.2.2 ([18], p. 193) Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico. Entio Ax = ox(Ok) ¢

bem arredondado se, e somente se, d = —1 ou d = —3.

Demonstragao: Seja v € Ag. Suponhamos inicialmente que d # 1 (mod 4). Neste caso,

B = {1,V/d} é uma base integral para Ok, e assim, se d > 0, entéo

) x 1 Vd x x4+ yVd
y 1 —Vd y v—yvd |

5
=
3
SIS

com z,y € Z. Logo,

[0]* = (2 + yvVd)* + (v — yVd)* = 2(2” + dy?) > 2

e ||[v]|* assume valor minimo quando z = +1 e y = 0. Dessa forma, S(Ax) = {(1,1),(—1,—1)}

e Ak nao é bem arredondado. Se d < 0, consequentemente —d > 0, entao

Roi1(1) Roy(

%0'1(1) %0'1<

) x 1 0 x x

) y 0 v—d y yv—d |’

<
I

SIS

com x,y € Z, e

[ol* = 2% + (yv—d)* = 2* —dy* > 1,
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que assume valor minimo para z = +1 e y = 0, exceto quando d = —1, pois neste caso, z = 0
e y = +1 também fornecem norma minima para v. Portanto, se d Z 1 (mod 4), Ak é bem

arredondado se, e somente se, d = —1. Neste caso, S(Ax) = {(1,0),(0,1),(—1,0),(0,—1)}.

14+Vd
5 de

Suponhamos agora que d = 1 (mod 4) e consideramos a base integral B = < 1,

Ok. Se d > 0, consequentemente d > 5, entao

N———
—

—
+
N
3
+
<
Neg
N

q
)
=
Q
)
S
—
+
S
~—
<
|
—_
|
N
<
|
[\
&
+
<
|
<
N

[\]
[\]
(\]

com z,y € Z. Logo,

2
‘|U‘|2:(2I+y+y\/c_l> +<2az+y_y\/3

2
1
=~ (4x? + (d+ 1y? + 4 > 2
5 ; 5 2) 2(:c+(+)y—|—:cy)_,

que assume menor valor quando z = £1 e y = 0. Sendo assim, S(Ax) = {(1,1),(=1,—1)} e

Ak nao é bem arredondado. Por outro lado, se d < 0, consequentemente d < —3, entao

1 2x +
%0_1(1) §RO’1 <1+2\/E) T 1 5 T 5 Yy
v = = — s
o1(1) Soy (154 y 0 \/2Id| y y 2Idl

comx,y € Z e

2
2 ? Vid d| + 1)y
HUHQZ( x+y> +(y / |> gy M

2 4 -7

que assume valor minimo quando z = +1 e y = 0, a menos que d = —3, pois neste caso quando
r=0ey=xl,z=1ey=—-1oux=—1ey=1, o valor minimo é atingido. Portanto, se
d =1 (mod 4), Ak é bem arredondado se, e somente se, d = —3. Neste caso,

1 V3 1 V3 13 1 V3

S<AK) = (170)7(_170)7 a9 o 1ol a " |0l 5T 10T 5T o .
2" 2 2 2 2" 2 2 2
Portanto, Ax é bem arredondado se, e somente se, d = —1 ou d = —3.
O

Lema 4.2.3 ([18], p. 195) Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico totalmente imagindrio. Se

T C Ok € um ideal principal e J = oZ, para algum o € K, a # 0, € um ideal fraciondrio,
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entio Ax(J) ~ Ax.

Demonstracao: Como Z é um ideal principal de O, existe § € Ok tal que Z = (f).
Sendo assim, como J = oZ, entao J = afOk, com aff € K. Observamos que K C C, logo,
existem 7,0 € R para os quais podemos escrever aff = re'.

A acdo de multiplicacio a esquerda do elemento a8 por um elemento v = se® € C ¢
afy = rse'®? e corresponde a uma rotacio e dilatacao de v. Como J é um ideal de Ok,
entdo Ax(J) = ox(J) é um reticulado e uma vez que Ax = ox(Ok), esta é a acao de af

no reticulado, de rotacdo e translagao. Isso significa que Ax(J) é obtido de Ax por rotagao e

dilatagao. Portanto, os reticulados sao semelhantes.

O

Corolario 4.2.1 ([18], p. 195) Sejam K um corpo quadrdtico tal que K = Q(i) ou K =
Q(v—3) e Z C K um ideal fraciondrio nao nulo. Entdo o reticulado Ag(Z) € bem arredondado.
Além disso, se K € um corpo quadrdtico totalmente imagindrio diferente de Q(i) e Q(v/—3) e

Z C K € um ideal fraciondrio ndo nulo e principal, entio Ax(Z) ndo € bem arredondado.

Demonstracgao: Os corpos Q(i) e Q(v/—3) sdo, em particular, anéis principais. Se K é
um destes corpos e Z C K é um ideal fracionério, entao existe a € K tal que Z = (a), com
a € K. Como Z é um ideal fraciondrio, pelo Lema 4.2.3, Ax(Z) ~ Ag. Logo, a primeira parte
do resultado segue do Lema 4.2.2, pois Ak é um reticulado bem arredondado para K = Q(i) ou
K = Q(v/—3) e a semelhanca entre reticulados preserva a propriedade de ser bem arredondado.

Por outro lado, se K # Q(i), Q(v/—3), entdo a contra reciproca do Lema 4.2.2 nos garante
que Ak nao é um reticulado bem arredondado. Analogamente a primeira parte do resultado,
para o ideal fraciondrio principal Z o Lema 4.2.3 nos permite concluir que Ag(Z) ~ Ag.
Portanto, Ax(Z) nao é bem arredondado.

O

Em [15] encontramos um resultado que nos permite transformar um reticulado A C R?
que nao é bem arredondado em um reticulado bem arredondado, o qual apresentamos
detalhadamente. Contudo, para a demonstracao do mesmo sao necessarios alguns lemas
auxiliares. Lembramos que o produto escalar entre dois vetores u,v € R"™ pode ser escrito

na forma u - v = ||ul|||v]|cos(#), onde 6 é o angulo entre os dois vetores.

Observagao 4.2.1 Ao nos referirmos aos vetores correspondentes a minimos sucessivos em

um reticulado no R?, consideraremos um par de vetores de modo que o dngulo 6 entre eles



4.2 Reticulados bem arredondados em R? 76

esteja no intervalo [0, g} Portanto, cos(0) > 0, e assim, a sequinte equagdo é satisfeita
vhvy = ||v1]|||v2||cos(8) > 0. (4.4)

Lema 4.2.4 ([15], p. 4) Sejam vy,vs € R? dois vetores nao nulos tal que o dngulo 0 entre

eles satisfaca 0 < 0 < g Entao

[for = vl < maz{||v], [[v]]}-

~ ~ . ™
Demonstragao: Note que pela Equacao (4.4), vivy > 0. Assim, como 6 < 3 temos

1 vivy
— < cos(f) = ————
2 [vr[[[oa]]
e portanto,
o1 =l = (v = v2)"(v1 —v2) = [Joa]* + [Jva][? — 2v{vy

[loal[* + [val[* = [[or ][ [v2|

maz{|fvl, [[va][}*.

AN A

0

Observagao 4.2.2 O Lema 4.2.4 implica prontamente o fato que utilizamos na demonstracdo
do Lema 4.2.1, o qual nos diz que o angulo entre os vetores correspondentes aos minimos

. . ~ ™
sucessiwos em um reticulado nao pode SET Menor que g

Lema 4.2.5 ([15], p. 5) Sejam A C R? um reticulado de posto completo com minimos

. . (4 ,
sucessivos A\ < o e v,v9 € N seus respectivos vetores correspondentes. Se 6 € |0, 5 € o

angulo entre vy e v9, entao

<6<

wl
o | 3

Demonstragao: Se 6 < g, entao, pelo Lema 4.2.4, temos
[lo1 = va[ < [[va]| = As,

o que contradiz a definicao de Ay, uma vez que os vetores v; e v; — vy sao linearmente
independentes.

U

Os Lemas 4.2.4 e 4.2.5 nos permitem provar que os vetores correspondentes aos minimos

sucessivos em um reticulado no plano formam uma base para o mesmo, fato que admitimos

implicitamente, porém formalizamos a seguir.
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Teorema 4.2.1 ([15], p. 5) Seja A C R? um reticulado com minimos sucessivos A\; < Ay e

v1, vy € A seus respectivos vetores correspondentes. Entao B = {vy,v3} € uma base para A.

Demonstragao: Sejam u; € A um vetor cuja norma seja minima, isto é, um vetor cuja
distancia para origem seja a menor, e us € A o vetor de menor norma de modo que o conjunto
B’ = {uy,us} forme uma base para A. Ao escolhermos um vetor entre +u; e tuy podemos

. ;. N ~ . . ™
garantir, se necessario, que o angulo entre esses vetores nao seja maior que 5 de acordo com a
Observagao 4.2.1. Assim,

0 < lual] < [fuall

e devido a escolha de uq, para qualquer vetor z € A tal que ||z|| < ||uz||, o conjunto {u;, 2z} nao

constitui uma base para A. Como vy, v, € A, existem ay, as, by, by € Z tais que

V] = a1U1 + asuy € Vo = b1u1 -+ bQUQ, (45)
ou ainda,
v a a u
1 _ 1 2 1 ‘ (46)
Vo bl bg U

Se 0, e 6, sao os angulos entre vy e vy e uy e ug, respectivamente, entao pelo Lema 4.2.5,

<0, <

N[N

w|

Além disso, — < 0, < g De fato, se 0, < %, entao pelo Lema 4.2.4,

Wl

[lur = ual| < |usl,

entretanto, uma vez que {uj, us} é uma base para A, o conjunto {uj,u; — us} também forma

uma base para A e este fato contradiz a escolha de uy. Agora, se

d—|det [ ™ ], (4.7)
bi by

entdo d é um inteiro positivo e tomando o determinante em ambos os lados da Equagao (4.6),

obtemos

[vi[[l[va]sen(8y) = d]us[[|uz||sen(6). (4.8)

Todavia, pela definicdo de minimo sucessivo, [|v1]|||vz|| < [Jui]|||uz]|, e assim, a Equacao
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(4.8) implica que

0, 2
o Il sente) _ 2,
[lua[[[uz|| sen(u) — /3
. . ay Qs , , R
0 que nos garante que d = 1, ou seja, a matriz ¢ inversivel. Somando este fato a
bi be
Equacao (4.6), temos
-1
a; das U1 U1l
b1 b2 Vo U2

Portanto B = {v1,v2} é uma base para A.

U

Observagao 4.2.3 Observamos que, se substituirmos R? por R™, o Lema 4.2.1 nao é

necessariamente verdadeiro. Fste fato e um estudo para o caso n > 5 estio presentes em [28].

A base para o reticulado como no Lema 4.2.1 é, muitas vezes, chamada de base minima.

Observagao 4.2.4 Antes de apresentarmos o prozimo resultado observamos que, em geral, se
A C R? € um reticulado algébrico bem arredondado e B = {vy,v2} € uma base para A, entdo

deve existir uma matriz de mudanca de base, inversivel,

v=|" 7| em@ (4.9)

53 5S4

de modo que M' = MU ¢é a matriz base para A correspondente a base minima do reticulado.

Embora ja tenhamos comentado que a funcao densidade de empacotamento de um reticulado
descrita na Secao 3.2 atinge seu maximo, para reticulados em R?, no reticulado hexagonal Ay, e
que este reticulado é bem arredondado, conforme o Exemplo 4.1.2, os préximos lemas garantem
que necessariamente este maximo é atingido em reticulados do conjunto dos reticulados bem

arredondados.

Lema 4.2.6 ([15], p. 6) Sejam A e Q reticulados em R* com minimos sucessivos \i(A),
Aa(A), Ai(Q2) e Xa(Q), respectivamente. Considere B = {vi,v2} e C = {uy,us} o conjunto
formado pelos vetores correspondentes aos minimos sucessivos de A e ), respectivamente. Se

v1 = uy, 0 dngulo entre os vetores vy e vy € uy € ug $ao iguais € A\ (A) = A2(A), entdo

A(A) > A(Q).
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Demonstracgao: Pelo Lema 4.2.1, os conjuntos B e C constituem uma base minima para

os correspondentes reticulados, A e 2. Além disso,

M(A) = Xa(A) = (o] = [|va]| = [[us]] = M(Q) < |ual| = X2().

A A(A
Sendo assim, como o raio de empacotamento de A é p = % = 1; ), en = 2, entao

Vol(B(1)) = m e a densidade de empacotamento de A é

(M)
Ay = VOB (") ()
Vol(A) det(A) 4det(N)

Logo, denotando por 6 o angulo entre v; e vy, semelhante ao angulo entre u; e uy e utilizando
o fato que det(A) = ||v1||||va||sen(d), temos
AL (A)? T AL (02)? AL (Q2)?

AW = HlTollsen(@) ~ dsen(@) = A usllsen(d) — adetiy ~ 00 (@410

O

Lema 4.2.7 ([15], p. 6) Sejam A C R? um reticulado de posto completo, B = {vy,v2} uma

q. Entio B C S(A)

base para A tal que ||v1]| = ||ve]| € @ o angulo entre vy e vy tal que 6 € [g, 5

e em particular, A € bem arredondado.

Demonstracgao: Se z € A, entao z = av; + bvs, para convenientes a,b € Z. Assim,
|[2][2 = a®||v1]|* + b%||v2]|* + 2abvivy = (a* + b* + 2abcos())||v1]]?.
Se ab > 0, entdo é imediato que ||z]|? > ||v1]||*>. Agora, se ab < 0, entdo
[1211* = (a® + &% — |ab]) v [|* > [Jor |7,

pois cos(f) < %, por hipétese. Portanto, v; e vy sao os vetores nao nulos mais proximos da
origem em A, logo, correspondem a minimos sucessivos, e assim, formam uma base minima, o
que nos permite concluir que A é bem arredondado e isso completa a prova.

O

Por fim, estamos aptos a demonstrar o resultado indicado anteriormente.
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Lema 4.2.8 ([15], p. 7) Seja A C R? um reticulado com minimos sucessivos A\; < g e
v1,v2 € A seus respectivos vetores correspondentes, os quais formam uma base para A. Entao

o reticulado A, gerado por C = {vl, )\—;’Ug} € bem arredondado com minimo sucessivo iqual a
Al

Demonstracao: Pelo Lema 4.2.5, o angulo # entre v; e vy pertence ao intervalo [%, g]
e obviamente 6 é também o angulo entre os vetores vy e /\—11}2. Pelo Lema 4.2.7, A, é bem

2
arredondado com minimo sucessivo igual a A;.

O
Concluimos a partir dos Lemas 4.2.6 e 4.2.8 que, para qualquer A C R2,

A(Ay) > A(A). (4.11)

Destacamos ainda que a igualdade na Equacao (4.11) ocorre se, e somente se, A é um
reticulado bem arredondado, o que é evidente a partir do Lema 4.2.6. Portanto, a densidade
méxima de empacotamento entre os reticulados em R? deve ocorrer para um reticulado bem

arredondado.

Observacao 4.2.5 Uma segunda consequéncia da FEquag¢ao (4.10) € que para qualquer

reticulado bem arredondados em R? € vdlida a igualdade

: (4.12)

o que significa que sen(0) é um invariante e nao depende da escolha especifica da base minima,

‘ . ‘ T
embora convencionalmente consideramos a base descrita no Lema 4.2.5, com 0 € [g, 5]

Lema 4.2.9 ([15], p. 7) Seja A C R? um reticulado bem arredondado. Um reticulado 2 C R?

¢ semelhante a A se, e somente se, ) € bem arredondado e O(A) = 6(Q).

Demonstracao: Seja B = {v1,v2} uma base minima para A e suponhamos que A e € sejam
reticulados semelhantes. Sendo assim, existem uma constante a € R e uma matriz ortogonal
real U de ordem 2 tais que 2 = aUA.

Se C = {uy,us} é uma base para €, entdao u; = alUv; e uy = alUvy. Logo, ||ui|| = ||us|| e
o angulo entre u; e ug é (A) € [g, g} Pelo Lema 4.2.7, concluimos que C forma uma base

minima para €, e portanto, {2 é bem arredondado e #(A) = 6(A). Reciprocamente, assuma que
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) é bem arredondado e (A) = 6(A) e sejam A(A) e A(£2) os respectivos valores dos primeiros

minimos sucessivos de A e 2. Definimos

_ AW _ AW
Zl—)\(Q)ul e ZQ—A(Q>U2.

Entao o par de vetores v, e v do conjunto B e o par de vetores z; e zo estao na circunferéncia
de centro na origem e raio A(A) de R? com mesmo angulos entre si. Portanto, existe uma matriz
ortogonal U de ordem 2 tal que

A A4

N T o)t

_AW AW
PV R

uy =

e assim, os reticulados A e 2 sdo semelhantes e isto completa a demonstracao.

Teorema 4.2.2 ([15], p. 3) Seja A um reticulado de posto 2 em R*. Entao

™
A(A) < A(Apey) = —= = 0,906899... . 4.13
() € Alwer) = 37 (4.13)

sendo a igualdade da equacdo acima verificada se, e somente se, A € semelhante a Aj,,.

Demonstragao: Seja A um reticulado de posto completo em R? A desigualdade de
densidade presente na Equacdo (4.11) garante que a maior densidade de empacotamento de
um reticulado em R? é alcancada por um reticulado bem arredondado. Além disso, devido a

Observagao 4.2.5,
T

- 4sen(6)’

A(A)

onde # = 6(A) é o angulo entre os vetores da base de A. Logo, determinar a maior densidade

do reticulado é equivalente a determinar o menor valor possivel para sen(f).

3
Pelo Lema 4.2.5, T < 0, e entao — < sen(f). No entanto, o reticulado hexagonal A,

1 V3

admite como base B = {(1, 0), (5, 7) } e o angulo formado entre os vetores da base B é

0= 3 Portanto, a maior densidade de empacotamento para um reticulado A C R? ¢ alcancada

s 3
pelo reticulado hexagonal. Como sen (§> = g, este valor é precisamente

— T —0,906899... .

A(Ahe:v) = @ 2\/5
2

4
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Por fim, suponhamos que para algum reticulado A, A(A) = A(Ape:). Entao pela Equagoes

(4.11) e (4.12), respectivamente, A é um reticulado bem arredondado e

AA) = Alhne) © dsen(0(A)) Asen, <Z> '
3

T

Portanto, O(A) = 3 e pelo Lema 4.2.9, A é semelhante ao reticulado Ay.,. Pela Proposicao
3.2.1, reticulados equivalentes admitem a mesma densidade de empacotamento e isto conclui o
resultado.

0

4.3 Construcao de uma familia infinita de reticulados bem arredon-
dados em R?

Como visto na secao anterior, no que se refere a reticulados da forma Ak, sendo K = @(\/3)
um corpo quadratico, apenas dois corpos imaginarios apresentam reticulados bem arredondados.
Todavia, este fato nao se verifica quando estudamos reticulados da forma Ag(Z), onde Z C Ok
é um ideal fraciondrio do anel de inteiros de um corpo quadratico.

Nesta secao destacamos reticulados dessa forma e verificamos que existem infinitos corpos
quadraticos cujo anel dos inteiros contém um ideal cuja imagem pelo homomorfismo canonico
¢é um reticulado bem arredondado. Para a construcao de uma familia infinita de ideais fazemos
uso de uma conveniente base integral para o anel de inteiros e ideais, a qual chamamos, neste
contexto, de base canonica.

A existéncia e unicidade de tal base, bem como demais aspectos dessa teoria sao descritos em
[7] e s@o de suma importancia para o desenvolvimento dos Teoremas 4.3.4 e 4.3.5. Os préximos
resultados asseguram a existéncia da base canonica citada acima, contudo, suas demonstragoes

exigem pré-requisitos que fogem dos objetivos do trabalho e por isso as omitimos.
Teorema 4.3.1 ([7], p. 94) Sejam K = Q(Vd) um corpo quadrdtico, Ox seu anel

de inteiros e I um ideal fraciondrio de Og. FEntao existem tunicos a,b,qg € 7 tais que

Z=Aax+ (b+gd)y | x,y € Z} satisfazendo

(1) 0<g<b<a,

(ii) glaeg]b,

—Vd, sed=2,3 (mod 4)
onde § € Ok € dado por § = 1—d

5 , sed=1 (mod 4) ‘
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Em suma, o Teorema 4.3.1 nos diz que se Z C Ok é um ideal fracionério, entao existem
a,b,g € Z tais que
T =T(a,b,9) = {az+ (b+ gd)y | v,y € Z}. (4.14)

A igualdade Z = {(a,b + gd) nao se verifica apenas por este fato, pois apesar de terem
a mesma base, os coeficientes de (a,b + gd) sdo elementos de Og. Entretanto, a seguinte

proposigao, também disponivel em [7], assegura que
IT={ax+ (b+gd)y | z,y € Z} = (a,b+ g9). (4.15)

Proposicao 4.3.1 ([7], p. 95) Se a,b,g € Z e § € Ok sao como no Teorema 4.3.1, entao
a | Nx(b+ g9), ou seja, Nx(b+ g0) = ak, para algum k € Z.

Mediante a condi¢ao da Proposicao 4.3.1, exibimos o seguinte teorema que justifica o fato

comentado anteriormente.

Teorema 4.3.2 ([7], p. 96) Sejam a,b,g € Z e 6 € Ox como no Teorema 4.3.1. Se
Nk (b + gd) = ak, para algum k € 7Z, entao o ideal T = {ax+ (b+ gd)y | x,y € Z} possui
unica base B = {a,b+ gd}.

A dnica base integral B = {a,b + gd} que é composta pelos elementos unicamente
determinados é chamada de base canénica do ideal Z. Antes de demonstrar os teoremas que
apresentam tal familia de ideais, exibimos uma versao simplificada de um resultado relacionado

a inteiros livre de quadrados que esté disponivel em [9].

Teorema 4.3.3 ([9], p. 920) Existem infinitos primos p € Z tais que 3p — 4 € livre de

quadrados.

A construgao de reticulados bem arredondados através da imagem de ideais do anel de
inteiros de corpos quadraticos esta diretamente ligada a construcao de uma base canonica
correspondente a cada ideal. No proximo teorema apresentamos uma demonstracao mais

detalhada do que a apresentada em [18].

Teorema 4.3.4 ([18], p. 196) Ezistem infinitos d € Z livres de quadrados, com d > 1 e
d = 3 (mod 4) tais que o anel de inteiros algébricos Ox de K = Q(v/—d) contém pelo menos

um ideal T de modo que Ax(Z) seja bem arredondado.

Demonstracao: Seja t € Z um inteiro positivo impar. Entao, definimos
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t—1
g=1, b:T’ a=2b+2=t+1 e d=(t+2)(3t+2)=3t"+8t+4.

Os inteiros a, b, g satisfazem as condi¢oes da base canonica para todo t € Z. Note ainda que

d =3 (mod 4), uma vez que, como t é impar, existe k € Z tal que t = 2k + 1, assim,

d = 3t°+8t+4
= 302k+1)?+802k+1)+4
= 3(4k*+4k+1)*+8(2k+1)+4 (4.16)
= 12k*+ 12k +3+ 16k +8 +4
= 4(3k*+ Tk +3)+ 3,

e 4(3k* + Tk +3) + 3 = 3 (mod 4), equivalentemente, —d = 1 (mod 4). Inicialmente, afirmamos
que existem infinitos ¢ € Z impares tais que d é livre de quadrados. De fato, se P é o conjunto
dos numeros primos {mpares, entdao P C {t +2 | t € Z,2 1 t}. Tomando t € Z tal que
p=1t+ 2 € P e substituindo na Equagao (4.16), temos

d=p3p—4).

Considere a decomposicao em fatores primos de d dada pelo Teorema Fundamental da

Aritmética,
,
d=p[]»"
i=1

3p—4
em que r € N e p;, o € Z, p; primo, para todo 1 < ¢ < r. Como d é livre de quadrados é
necessario que para todo i =1,2,...,r, a; = 1 e que p # p;.
Observamos que se p | 3p — 4, entao existe k € Z tal que 4 = p(3 — k), e assim, p | 4, o que

é uma contradigao, pois p € P. Portanto, p 1 3p — 4, ou seja,

pt][p
=1

0 que nos garante que p # p;, para todo i = 1,2,...,r. Dessa forma, para que p(3p — 4) seja
livre de quadrados é suficiente que a; = 1, para todo ¢ = 1,2,...,r. Em outras palavras, é
suficiente que 3p — 4 seja livre de quadrados

Pelo Teorema 4.3.3, existem infinitos primos p tais que 3p — 4 é livre de quadrados e
consequentemente, infinitos primos p tal que d seja livre de quadrados. Para cada uma dessas

infinitas possibilidades, existe ¢t € Z ifmpar tal que t = p — 2 e dessa forma, existem infinitos
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t € Z impares com d livre de quadrados. Para qualquer ¢ satisfazendo essa condicao, definimos

K=Q(v—d)e

I:<a,b+g<5>=<1t+1,t_T ”_d> C Ok.

Como

Nclb+gd) = ol<b+ga>02<b+ga>:(

2 +d
= jl_ :(t+1)2

= a2

t_¢——d> <t+\/—_d)

2 2

— 2
- a’g7

é base

).

entao as condicoes do Teorema 4.3.2 sao satisfeitas. Logo, B = {t+ 1,

canonica de Z. A matriz M, geradora de Ag(Z), é dada por

(D () (1
%O’l(t + ].) %0'1 <t_\2/jd> 0 —\/TE
e para todo v € Ag(Z), existem x1,x9 € Z tal que
V= =
0 —%l To —\/Ta.l’g

Assim,
*+d ,
:CZ,
4

ol = (t + 1)%2 + t(t + Dxras + (4.17)

e substituindo a =t + 1 e d = 3t? + 8t + 4 na Equacio (4.17), temos
|v]|? = a*x3 + a(a — 1)z129 + a3
Deste modo, temos os subsequentes casos

(i) Se (z1,2) = (£1,0) = (0,£1), entdo |[v]|? = a2,

(1) Se (w1, 22) = (1,1) = (=1, —1), entao ||v||*> = 3a* — a,

(1) Se (w1,72) = (1,—1) = (=1,1), entao ||v||* = a® + a,

() Se (z1,12) # (£1,0),(0,£1), (£1,£1), entao ||v||* > a?,3a® — a,a® + a.
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Como a =t + 1 > 0, segue que ||[v]|? assume menor valor em a?, isto é, quando z; = &1 e
x9 =0, ou quando z; = 0 e x5 = £1. Em outras palavras, para (x1,z2) = (1,0), (—1,0), (0,1)

ou (0,—1). Logo, o conjunto de vetores minimos é

S(Ax(T)) = {(t+ 1,0), (—t —1,0), (% _gi) , <_% @) }

e assim, Ag(Z) é bem arredondado. Portanto existem infinitos corpos quadréticos totalmente
imagindrios tais que existe pelo menos um ideal Z C Ok tal que Ax(Z) é bem arredondado.

O

Exemplo 4.3.1 Parat =1 € Z nas condig¢oes do Teorema 4.3.4, como d = (t + 2)(3t + 2),
1 —+/—=15
entio d =3(3+2) =15 e K= Q(v/—15). O ideal T = <2, —

a um reticulado bem arredondado cujo conjunto de vetores minimos é

S(A(D) = {(2,o>, (-2,0), (}@) , (—%@) }

v—15

1 —
que € composto pela imagem dos elementos +2, iT € Ok pelo homomorfismo canonico.

> C Og(y=15) dd origem

Exemplo 4.3.2 Também nas condigoes do Teorema 4.3.4, se t = 11 € Z, entdio d = (t +
, 12 — /—455
2)(3t+2)=13(334+2) =455 e K = Q(v/—455). O ideal T = ( 12, — C Og(/=m55)

dd origem a um reticulado bem arredondado cujo conjunto de vetores minimos é

S(Ak(Z)) = {(12,0), (—12,0), <1—1 —@> , <—E @> }

27 2 27 2

Novamente, devido a construcao dada na demonstracao do Teorema 4.5.4, este conjunto é

11 — +/—455

composto pela imagem dos elementos £12, + 5 € Og(y/=155)-

Assim como no Teorema 4.3.4, no Teorema 4.3.5 também apresentamos uma demonstragao

mais detalhada do resultado presente em [18].

Teorema 4.3.5 ([18], p. 197) Ezistem infinitos d € 7Z livres de quadrados, com d > 1 e
d =1 (mod 4) tais que o anel de inteiros algébricos Og de K = Q(\/d) contém pelo menos um
ideal T de modo que Ax(Z) seja bem arredondado.

Demonstracao: A demonstracao segue de modo analogo a que exibimos no Teorema 4.3.4.

Seja t € Z um inteiro positivo impar e definimos
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ot

=1, b
g=1 27

a=2b+1=t+2 e d=({t+2)(t—2)=t>—4.

Novamente, os inteiros a, b, g satisfazem as condi¢oes para que sejam uma base canodnica,
para todo t € Z. Neste caso, d = 1 (mod 4), pois como t é impar, existe k € Z tal que t = 2k+1.
Logo,

d=2k+1)? —4=4k* +4k+1 -4 =4(k* +k—1) + 1. (4.18)

Observe que 4(k* +k — 1) +1 =1 (mod 4). Mais uma vez mostramos que existem infinitos
t € Z impares tais que d é livre de quadrados. Considere P = {t+2 |t € Z,21t} esejat € Z
tal que p =t + 2 € P. Assim, a Equacao (4.18) pode ser escrita como

d=p(p—4)

Considerando a decomposicao em fatores primos de d dada pelo Teorema Fundamental da

Aritmética

d=p[]»"
i=1

p—4
novamente com r € N e p;, a; € Z, p; primo, para todo 1 <1 < r, e seguindo o fato de que d é
livre de quadrados, obtemos que o; = 1 e que p # p;, para todo ¢ = 1,2,...,r, pois p{p — 4,

visto que p > p — 4, ou seja,
T
pt]]»
i=1

0 que nos garante que p # p;, para todo ¢ = 1,2,...,r. Sendo assim, para que d = p(p — 4)
seja livre de quadrados ¢ suficiente que a; = 1, para todo ¢ = 1,2,...,r. Ou seja, é suficiente
que p — 4 seja livre de quadrados.

Novamente, o Teorema 4.3.3 nos garante que existem infinitos primos p tais que p —4 ¢é livre
de quadrados, e dessa forma, infinitos primos p tais que d seja livre de quadrados. Para cada
uma dessas infinitas possibilidades, existe t € Z impar tal que t = p — 2 e dessa forma, existem

infinitos t € Z impares com d livre de quadrados. Para qualquer ¢ satisfazendo essa condigao,
definimos K = Q(v/d) e

Iz(a,b+g5>:<t+2,———

t+2 Vd
2 VA o,
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Como
t+2 d t+2 d
Nk(b+gd) = o1(b+ gd)oa(b+ gd) = <% — g) (% + g)
P +4t+4—4d
= a=ag,
t+2 d
0 que nos permite concluir que B = {t + 2, % — g} ¢ base canonica de Z e a matriz
geradora de Ag(Z) é dada por
t+2 d
o o1(t+2) 01<%—‘/73> t+2 %—g
nlt+2) (=) )\ g 22V

Utilizamos uma conveniente mudanca de base com o intuito de simplificar os célculos da

0
norma de um elemento do reticulado. Sendo assim, considere U = € Ms(Z). Note
-1 1
que det(U) = 1, ou seja, U é uma matriz inversivel. Logo, a Proposi¢ao 3.1.1 garante que o
produto M’ entre a matriz M e a matriz U também é uma matriz geradora para o reticulado

Ak (Z), e neste caso,

t+24+vVd t+2—+/d

2 2
t+2—d t+2++/d
2 2

M' =

Para todo v € Ax(Z), existem z, xo € Z tais que

t+24++vd t+2—+/d t+2++d t+2—+d
_ 2 2 ) 5 M 5
T tr2=vad t2eva |\ L, ) T t2=Va t424 VA
T i)

2 2 2 2

v]]? = 1 T1

2 2 2 2
= t(t+2)x] +4(t + 2)a129 + t(t + 2)23.

<t+2+\/3 t+2—\/c_lx)2+<t+2—\/3 t4+24Vd )2
2 2] a9

Substituindo a = t + 2 na Equagao (4.19), obtemos
[v]|? = a(a — 2)2% + 4ax129 + a(a — 2) 3.

Logo,
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(1) Se (w1, 2z2) = (£1,0) = (0, £1), entao ||v||*> = a(a — 2) = a? — 2a,

(1) Se (x1,22) = (1,1) = (=1, —1), entao ||v||* = 2a(a — 2) + 4a = 242,
(112) Se (z1,72) = (1,—1) = (—1,1), entao ||v||* = 2a(a — 2) — 4a = 2a* — 8a,
(i) Se (z1,79) # (£1,0), (0, £1), (£1, £1), entdo ||v||> > a® — 2a, 242, 2a*> — Sa.

Como a = t+2 > 0 et é impar concluimos que necessariamente a > 5. Além disso,
2a% — 8a > a® — 2a se, e somente se, a’> — 6a > 0, o que ocorre para a < 0 ou a > 6. Sendo
assim, [|v||? assume valor minimo em a® — 2a para a > 7, z; = +1 e 5 = 0 ou para a > 7,
r1 = 0 e v = £1. Finalizamos a demonstracao observando que a = t + 2, e dessa forma,
a restricao para a nao influencia na infinidade de possibilidades para ¢ impar. Neste caso o

conjunto de vetores minimos é dado por

S(AK(I))Z{:E <t+2+\/3 t+2—\/8> i<t+2_\/21 t+2+\/8>}‘

2 2 2 2

Portanto, existem infinitos corpos quadraticos totalmente reais tais que existe pelo menos
um ideal Z C Ok de modo que Ag(Z) é um reticulado bem arredondado.

O

Exemplo 4.3.3 Parat =5 € Z, nas condi¢oes do Teorema 4.5.5, temos d = (t + 2)(t — 2) =

25 —4 =21 eK = Q(\/ﬁ) Sendo assim, o ideal do anel de inteiros de K que dd origem a
7—V21
’ 2

na demonstracao do Teorema 4.3.5, os elementos do anel de inteiros cujas imagens pelo

7—\/ﬁei7+\/ﬁ
2 2

Embora os Teoremas 4.3.4 e 4.3.5 apresentem uma familia infinita de ideais cuja imagem

um reticulado bem arredondado ¢ T = <7 > C Ok e, pela construcao apresentada

homomorfismo canonico compoem o conjunto de vetores minimos sao +

pelo homomorfismo candnico é um reticulado bem arredondado, é provavel que existam muitos
outros reticulados com tal propriedade. Em outros termos, possivelmente existem outros
reticulados bem arredondados no plano que podem ser obtidos pelo homomorfismo canonico
através de ideais em corpos quadraticos reais e imaginarios.

Observamos ainda que devido a construcao apresentada na demonstracao dos Teoremas
4.3.4 e 4.3.5, todos os reticulados bem arredondados sujeitos a esta construcao admitem quatro
elementos minimos, isto é, #S(Ak(Z)) = 4. O préximo resultado justifica que, de fato, todos
os elementos da familia infinita de ideais que construimos na prova de ambos os teoremas tém

quatro elementos minimos.
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Proposigao 4.3.2 ([18], p. 200) Sejam d € Z livre de quadrados, K = Q(v/d) e T um ideal
de Og. Se d # +3, entio #S(Ax(T)) < 4.

Demonstracao: Se #S5(Ax(Z)) > 4, como Ak (Z) é um reticulado de posto completo, entao
m

pelo Lema 4.2.1, #S(Ax(Z)) = 6, e neste caso, Ax(Z) ~ Ape. Pelo Lema 4.2.9, 0(Ax(Z)) = 3
sendo assim, existem u, v € Ag(Z) tais que o angulo entre ambos é g, 0 que nos permite afirmar
que um destes vetores, digamos u, é obtido através do outro, v, por uma rotagao de g, tendo
em vista que u e v possuem mesma norma, pois Ag(Z) é bem arredondado.

Logo, rotacionando g o vetor v = (:r;n + xm\/m, To1 + x22\/m>, com x;; € Q, para

1,7 = 1,2, obtemos

1
u=| % 2 |veQWld)x Q)

2 2
implicando prontamente que V3 € @(m ). Portanto, d = £3. A contra reciproca que

acabamos de demonstrar conclui a prova
O
No que se refere a classificacao de reticulados bem arredondados em R?, pode-se dizer que
os resultados apresentados nesta secao sao, até este momento, um dos principais desta teoria.
No Capitulo 5 voltamos a estudar reticulados bidimensionais bem arredondados e apresentando
outros reticulados obtidos através do anel de inteiros de corpos quadraticos, porém através do

homomorfismo torcido apresentado na Secao 3.4.

4.4 Reticulados bem arredondados em R”

O principal objetivo desta secao é estudar reticulados bem arredondados em R™. Mais
precisamente, reticulados obtidos através do anel de inteiros de corpos ciclotomicos. Provamos
minuciosamente que se K é um corpo totalmente real ou totalmente imaginario de grau n > 2,
entao o reticulado Ak é bem arredondado se, e somente se, K é um corpo ciclotomico, resultado
encontrado em [4] e [18].

Ademais, estudamos algumas particularidades de reticulados da forma Ax(Z) para alguns
ideais principais Z C Ok, sendo K um p-ésimo corpo ciclotomico, que apresentam boas
propriedades no que se refere a ramificacao, dentre outros aspectos, que sao estudado em [12] e
que tratamos no Capitulo 2. Motivados por um resultado apresentado em [14], caracterizamos
quais elementos de ideais do anel de inteiros de um corpo ciclotomico correspondem a vetores

de norma minima em Ag.
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Inicialmente, recordamos que se Z é um ideal do anel de inteiros de um corpo de nimeros K,
entao a norma do ideal Z, N'(Z) como na Definigdo 1.5.1, é o ntimero de elementos do quociente
Ok/Z. Se I = {(a), para algum « € O, é um ideal principal, entao N (Z) = |Ngk(a)|. Os dois
proximos resultados sao ferramentas essenciais para a demonstracao do resultado principal.
O primeiro deles, conhecido como desigualdade das médias aritméticas e geométricas, é um
resultado cldssico da andlise matemadtica e pode ser encontrado em [18]. O segundo, conhecido
como Teorema de Kronecker, é um dos mais importantes no que se refere a teoria algébrica dos

nimeros e pode ser encontrado em [27].

Lema 4.4.1 ([18], p. 201) Se ay,...,a, sdo nimeros reais nao negativos, entao

3=

n 1 n
i=1 i=1
A igualdade ocorre se, e somente se, a1 = ... = a,.

Teorema 4.4.1 (Kronecker, [27], p. 175) Seja o um inteiro algébrico nao nulo. Se a nao é
uma raiz da unidade, entao pelo menos um conjugado de o possui norma absoluta estritamente

maior que 1.

Com o objetivo de provar que a imagem do anel de inteiros de um corpo de nimeros
K totalmente real ou totalmente imaginario pelo homomorfismo canonico é um reticulado
bem arredondado se, e somente se, K é um corpo ciclotomico, enunciamos e demonstramos

os proximos lemas, os quais sao essenciais para demonstracao de tal resultado.

Lema 4.4.2 ([4], p. 81) Sejam K um corpo de nimeros de grau n e ox o homomorfismo

canonico associado. Se L € um ideal nao nulo de Ok, entao

N g (1.21)

onde |Ax(Z)| € a norma do reticulado Ax(Z) = ox(Z).

Demonstracao: Sejam oy, ...,0,, os r; monomorfismos reais de K e 0,,41,...,0,, 4y, 0S
ro monomorfismos complexos de K nao conjugados entre si. Considere ainda ;4. 4,, cOm

1 <4 <1y, os monomorfismos complexos conjugados a ;.
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Dessa forma, se a € Ok, entao

T1+79

Wi ()| =

1
2(r1+72)

= (H |Uz | H |Uz+r1 01+7’1+7‘2 (Oé)|2> (422)
=1 )
= o 2 2(ry+ra2)

— (H ’0'1 ’ H O'errl + R (UZ+T1 (CY)) ) )
=1

A 1ltima igualdade da equagao acima segue do fato que o produto de um elemento g € C por
seu conjugado complexo é dado por R(3)2+3(3)2. Pelo Lema 4.4.1 e da igualdade n = 71+ 27y,

temos

n

\NK(a)|ﬁ < (:L (Z —1—22 (Oitr (a0 +\s(az+r1(a))2)>> o

=1

(Ziotere) ™

o r+n r1+ (11 + 2rg) 2(ry +12) 2 2
Além isso, como = = = = =
n(ry +ro) (r1 + 2r9)(ry + 12) (r1 + 2r9)(r1 + 12) r1 4+ 279 n

(4.23)

IN

entao

n _ritn 2 n 2 2
5 Wi(@)|"72) < lox(@)lI” & 5 Wik(@)[" < llox(a)]” (4.24)

Como a Equagao (4.23) é valida para todo a € Ok, em particular, é valida para os elementos

de Z. Logo,

A(D)]? = |ox(D)]* = min{|lox(a)|* | o € Z,a # 0}
> mm{ Nc(a)|* |a€I,oz7éO} (4.25)
> n/\/é) |

sendo a tltima desigualdade resultante do fato que |Nk(w)| > N(Z), para todo w € Z \ {0}.

Em outras palavras, a ultima igualdade segue do fato que se (w) C Z, para todo w € Z, entdo

# (Ox/I) < # (Ok/(w)).
O

Lema 4.4.3 ([4], p. 82) Sejam K um corpo de nimeros totalmente real de grau n =1 e og
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0 homomorfismo canénico associado. Se I é um ideal nao nulo de Ok, entao
nN(Z)7 < [Ax(T)[? (4.26)

sendo Ax(Z) = ox(Z).

Demonstragao: Sejam oy,...,0, os n monomorfismos de K, todos reais, uma vez que

n = ry. Para todo a € Ok,

1

D=

= (H gi(ay) ' (4.27)

S|=
S|=

WK(a)H:(Hm(aﬂ) = (Haxa)?)

e pelo Lema 4.4.1,

(]1 o—i(a)2>21n < (%i@(a)?); - (%HUK(&)HQ);.

=1

Sendo assim, obtemos, como na demonstracao do Lema 4.4.2, que
IAx(2))? = min{||ox(a)|? | @ € T,a # 0} > min{n |./\/’K(oz)|% | « € Z, 0 # 0}. (4.28)

2 1
Por fim, como N (Z) > 1e — > —, entédo
n-n

S|=

Ak (Z)2 > min{n |Nx()|" | @ €T, a #0} = nN(I)" > nN(T), (4.29)

o que conclui o resultado. [l

Lema 4.4.4 ([4], p. 83) Sejam K um corpo de nimeros totalmente real ou totalmente
complexo de grau m e ox o homomorfismo canénico associado. Dado o € Ok, se ox(a) €

S(ox(Ok)), entdo o € uma raiz da unidade.

Demonstracao: Suponhamos que K ¢é totalmente complexo, isto é, r1 = 0 e n = 2r,.

Aplicando o Lema 4.4.2 para 7 = Ok, temos

N(Og)= 2o N (O =
Ax]? = ox(Og)[2 > = <2K> _ 2 (2K)

= 1y, (4.30)

uma vez que N (Ok) = 1. Por outro lado, [|ok(1)||? = ra, assim,
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T2 Z |O'K(OK)|2 (431)

e das Equagoes (4.30) e (4.31), concluimos que |ox(Ok)|*> = ro. Do mesmo modo que na
demonstragao do Lema 4.4.2, como |Nk(a)| > 1, pois a € Ok, e portanto, Nx(«) € Z, segue
que, se og(a) € S(ox(Ok)), entao

T =1 (4.32)
- Z (?R (al(a))2 g (0'1(04))2) _ ||CTKSZ)|| _ :_z -1
Além disso, o Lema 4.4.1 assegura que
R (o1(a))’ +S(01(a)’ = ... = R(0,,())* + S (0,,(a)) = 1. (4.33)

Logo, todos os conjugados de o admitem valor absoluto igual a 1. Portanto, segue do
Teorema de Kronecker (Teorema 4.4.1) que v é uma raiz da unidade.

Em contrapartida, se K é totalmente real, ou seja, ro = 0 e n = ry, de modo anélogo ao que

foi feito no caso imaginério, o Lema 4.4.3 e sua demonstracao garantem que |ox(Ok)|* = 7y,
isto é, aplicando o Lema 4.4.3 para Z = Ok, temos
1 1
lox (Ok)|* > nN(Ox)n = mN(Ox)™ =1y, (4.34)
novamente pelo fato que N (Ok) = 1. Da mesma forma, |lox(1)|| = r1, o que nos permite

concluir que |ox(Ok)|> = 71 e, para cada « tal que og(a) € S(ox(Ok)),

1

1< Nilo)|7 < (H <oi<a>>2) DY = 1R )

=1

pois ||ox(a)||? = r;. Pelo Lema 4.4.1,
o) =... =0, (a) =1 (4.36)

Por fim, o Teorema de Kronecker garante que « é uma raiz da unidade.
OJ

Apresentados os lemas acima, podemos finalmente proclamar e demonstrar o Teorema 4.4.2.
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O Teorema 4.4.2 foi apresentado em [18] e sua demonstracao foi adaptada em [4].

Teorema 4.4.2 ([4], p. 81) Sejam K um corpo de nimeros totalmente real ou totalmente
complexo e ox 0 homomorfismo canonico associado. Entao o reticulado Ak € bem arredondado

se, e somente se, K € um corpo ciclotomico.

Demonstracao: Admita que K seja totalmente real. Se K = Q = Q((;), entao
ox(Ok) = ox(Z) = Z,

que é bem arredondado. Se K # Q, entao K nao é um corpo ciclotomico e as tnicas raizes da
unidade sao £1, pois caso contréario, K possuiria um subcorpo ciclotomico nao trivial I, o que
contradiz o fato de K ser real.

O Lema 4.4.4 nos garante que o conjunto de vetores minimos S(ox(Ok)) C {ox(1),ox(—1)}
e como ok (1) = —og(—1), ndo ha r vetores linearmente independentes em S(ox(Ok)). Logo,
se K é totalmente real, entdo ox(Ok) é bem arredondado se, e somente se, K = Q, que de fato
¢ o unico dos corpos totalmente reais que é ciclotomico.

Por outro lado, se admitirmos que K é totalmente complexo, ou seja, n = 2ry, entao,
novamente pelo Lema 4.4.4, os tinicos elementos o € O tais que og(a) € S(ox(Ok)) sao as

raizes da unidade. Se { é uma raiz da unidade, entao

T2 T2

lox(QI? =Y (R(0:i(0)* + S (0:(¢)*) =) 1=ry, (4.37)

i=1 i=1

pois 0;(¢) pertence ao bola centrada na origem de raio 1 em C. Pelo Lema 4.4.2,

ok (Ok) | =2

e S (ok (Ok)) = {ox(a) | @ € G}, onde G é o subgrupo ciclico de K* formado pelas raizes da
unidade de K. Podemos supor que o subgrupo G é gerado por ( = e%, para algum k € Z.

Sendo assim, temos as seguintes inclusoes
G C Z[¢x) C Ok.

A primeira inclusao nos permite concluir que todas as raizes da unidade de K sdo combinagoes

. . . k)—1 , . . .
lineares inteiras de 1, (x, (2, ..., ¢/ (%) , sendo estas raizes da unidade linearmente independentes

entre si. Logo, o subgrupo G tem exatamente ¢ (k) raizes da unidade linearmente independentes,
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o que implica que S (ox (Oxk)) possui (k) < n vetores linearmente independentes.
Portanto, ox(Ok) é bem arredondado se, e somente se, p(k) = n, o que s6 pode ocorrer
quando K = Q((x), que é um corpo ciclotémico.
0
Na segao anterior vimos que os Unicos corpos quadraticos cuja imagem do anel de inteiros
pelo homomorfismo canénico é um reticulado bem arredondado sao K = Q(i) e K = Q(v/—-3) =

Q(¢3), que correspondem aos tnicos corpos ciclotémicos em dimensao 2, pois ¢ é uma raiz

4-ésima primitiva da unidade e (3 = —3 + 17 é uma raiz 3-ésima primitiva da unidade. Duas

consequencias do Teorema 4.4.2 sao os seguinte corolarios.
Corolario 4.4.1 ([4], p. 84) Sejam K um corpo de nimeros galoisiano e ox o homomorfismo

canonico associado a K. O reticulado ox(Ok) € bem arredondado se, e somente se, K é um

corpo ciclotomico.

Demonstracao: Como K é uma extensao galoisiana de Q, a Proposicao 1.1.1 garante
que K é um corpo totalmente real ou totalmente complexo, satisfazendo assim as hipéteses do
Teorema 4.4.2 e concluindo o resultado.

O

Um dos fatos que é preservado do caso n = 2 para o caso geral e nas condigoes do Teorema
4.4.2 é o de que a imagem de um ideal fracionario Z de Ok para K um corpo ciclotomico também

¢ um reticulado bem arredondado.

Corolario 4.4.2 ([18], p. 191) Sejam K = Q({,) um corpo ciclotémico para alguma raiz
n-ésima primitiva da unidade (,, com n > 2. Se I é um ideal fraciondario de Ok, entdo o

reticulado Ax(Z) € bem arredondado.

Demonstragao: Seja Z um ideal fracionario de Ok, onde K = Q((,) para alguma raiz
n-ésima primitiva da unidade, com n > 2. Se n = 2, entdo o Corolario 4.2.1 garante que Ax(Z)
¢ bem arredondado. Suponhamos que n > 2 e seja a € Z tal que og(a) € S(Ax(Z)).

Como K é um corpo ciclotomico, entao

w(n)

lox(@)|? =) oi(e)7i(a).

=1

Logo, para todo 0 < k£ < n, tem-se que
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n

~

w(n)
loe(@ll* = Y oiGe)m(Ga) = 3 oi(Goi)Fi(()aile)
= >_ai(a)7i(a) = [lox(a)

5

~

~

hS

1%

(2

Portanto, ox(¢*a) € S(Ax(Z)), para todo 0 < k < n. Como o conjunto B = {¢} € Ox | 0 <
i < ¢(n) — 1} forma uma base integral para Ok, entdo o conjunto By = {(!a € T |0 < i <

©(n) — 1} é linearmente independente, e consequentemente,
{ox(Cfa) e RF™M | 0 < i < p(n) — 1} C S(Ak(Z))

é um conjunto linearmente independente em R¥(™. Portanto, o reticulado Ax(Z) é bem

arredondado.

0

Exemplo 4.4.1 Sejam K = Q((s), ox 0 homomorfismo candnico associado e Ok seu anel de
inteiros. O Coroldrio 4.4.2 nos garante que Ax(Z) é um reticulado bem arredondado, para o

ideal fraciondrio T = (1 + (3)Ok. De fato,

a = (1+¢)(ao+ arls + ax(d + as(?)
= ao(1+(s) +ar(1+ ()G + aa(1 + )5 + as(1 + ()¢
= o+ aos + aiGs + a1GE + asF + aad + as(F + as(y
= ao+ Gs(ao + ar) + (a1 + az) + (a2 + as) + asly

V2 V2 - \/_ V2

com ag, a1, a9, a3 € Z. Substituindo (5 = 7 7 G=1(=—+ Z— ey = —1,
temos
2 2
a = ag+ g—m% (ag + ay) + (CL1+CL2>+<_§+Z\/7_>(CL2+CL3)—CL3
2 2 2 2
= ag+ £+z£ ap + £+z£ a; +i(a; + as)
2 2 2 2
2 2
o (T (7 007 oo

Considerando a; =1 e a; =0, para j #1,1=0,1,2,3, temos

ap =1+ = \/_2+2+Z£ 041:(14—48)48:?‘1'2‘(\/5%2)’
=(1+ )G =— \g— \/_;—2 e a3:(1+§8)g§:_\/§2+2+2'\/7§
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e Br = {ap, a1, s, a3} corresponde a uma base para o ideal T = (1 + (3)Ox. Uma matriz

geradora para o reticulado Ax(Z) = ox(Z) C R* €

Roy (M + zﬁ) Roy (‘f + Z(\fﬁ)) Roy ( \/75 +1 ‘/5;2) Ro1 <— */52” + z‘/Ti)

| (i ) o (52 (i) (308
M= Roy <\/§2+2 + ’L\g) Ro, ( + z(‘[ﬁ)) Ro ( 24 ‘/52“) Roy (— V242 | z?)
S0y <\/§2+2 + Z\/g) Soy (f + Z(\f“)) o, ( 24 Z\[;_z) oy <— Y242 Z\/;)

V2

V2 32 VI 4 Ly 22y, 225, 4 L2y,
Assim,
2
|v]]? = (\/%Jrle 2y — Loy x4) + < o1+ Y225, 4 V225, 4 \/7§$4>
2
+ (2’2‘5@ — ‘fa: + \/751'3 + ‘f’2x4> + ( T+ ﬂ’QxQ + ‘/52’2963 + ‘/Tim)
2
— (\/§2+2 (xl + $4) + \/7§<I2 — 1’3)) + <£<LE1 + .734) —+ \[JFQ <x2 + $3))
2 2
+ (2’2‘/5(% —T4) — \/75(91:2 — :1:;»,)) + (%(331 + x4) + \[27 (o + xs))

4x% + 4x% + 4x§ + 4xi + 4129 + 403 + 43704 — 42124,

cujo valor minimo € ||v||* = 4, atingido, por exemplo, tomando x; =1 e x; =0, para i # j e
1,7 =1,2,3,4. Os vetores correspondentes a estes casos sao as imagens dos elementos da base

Br..

O Corolario 4.4.2 garante que a imagem de um ideal fracionario do anel de inteiros pelo
homomorfismo canonico é um reticulado bem arredondado. Embora em seu enunciado nao
apresente explicitamente como determinar os elementos do ideal que correspondem aos vetores
de norma minima em Ag(Z), a demonstragao do mesmo descreve um método para determinar
quais elementos compoem o conjunto de vetores minimos.

Motivados por este fato, aprimoramos um resultado disponivel em [13] que se refere a norma

minima de um vetor no reticulado obtido através da imagem do ideal principal Z = (1 — (,) Ok,
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o qual estudamos na Secao 2.3. Omitimos a demonstragao do mesmo, pois para esta faz-se
necessario uma série de pré-requisitos referentes a formas quadraticas e que fogem do objetivo

principal deste trabalho. Por conveniéncia apresentamos a seguinte versao do resultado.

Proposicao 4.4.1 ([13], p. 72) Sejam p € Z um primo impar, K = Q(¢,) e Ok seu anel
de inteiros. Se a € (1 — (,)Ok, com a # 0, entdio |og(a)|*> > p. Além disso, a igualdade
2

lox(a)|* = p € satisfeita para o =1 — (.

Em suma, a Proposicao 4.4.1 afirma que a norma do reticulado Ax(Z) = ox((1 — (,)Ok)
é |Ax(Z)| = p. Conectando este fato ao Corolario 4.4.2, que garante que Ag(Z) é bem
arredondado, uma vez que (1 — (,)Ok é um ideal fraciondrio, concluimos que existem outros
elementos, ao menos p — 2, cuja norma ao quadrado também é p.

O corolario a seguir, de nossa autoria, descreve explicitamente quais elementos possuem essa
norma. Para demonstracao do mesmo utilizamos a Proposicao 3.3.1, que nos permite determinar

a norma de um vetor através do traco do elemento correspondente no anel de inteiros.

Corolario 4.4.3 Sejam p € Z um primo impar, K = Q((,), Ok seu anel de inteiros e T =
(1—¢,)Ok. Entao F = {O'K(C; — C;H) eRFIi=0,1,...,p—2} C S(Ak(2)).

Demonstragao: Considere o conjunto F = {og(¢) — ¢/*') € R~' | i =0,1,...,p — 2}.
Para i = 0, ou seja, para og(1 — (,) a Proposi¢ao 4.4.1 assegura que |og(l — (,)]* = p é a
norma minima, e portanto, ox(l — ¢,) € S(Ax(Z)). Com o intuito de utilizar a Proposicao
3.3.1 e explicitar os demais elementos de norma minima, considere &« = 1 — (,. Como K ¢

1
um corpo totalmente complexo, o termo cxg dado na Proposicao 3.3.1 é cx = 3 Sendo assim,

lowe ()2 = M Entdo
lox (1 — ¢)]? = Tre((1—G)(1 —G)) _ Trr((1—G)(1—¢ 1))

2 2

ecomo (1=G)(1=¢1)=(1-G)1-¢N)=1-¢G" =G +1=2-(" —(, segue que

Tre(1-G)1=G1) = Tre2-¢G"' =)
= Trg(2) — TTK(CI,_l) — Trr(ép)
= 20-1)—-(=)—-(=1)
= 2p.

Portanto, em concordancia com a Proposi¢ao 4.4.1,
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2
0wl = G)P =T =p.

Para 1 <14 < p — 2, observamos que ¢} — (i+! = (7; - ? = (" — ("7, assim
(G =G =6 = GG = GG T = GG+ GG
= 1- (;l - Cp + 17
logo, G — G = ¢," = ¢ e (G = GG = ¢ =2 ¢! = G, Portanto,
Tre((G -GG =6 ™)
2
TTK(Q — Cp_l — Cp)

2
Tre(2) = Tre(( ") — Tre((p)
2
1

lowe (G — GTHIP =

2p—1)+ 1+
2

= b

0 que nos permite concluir que

low (1 = G)I* = lox (G, — G,
para todoi=1,...p—2e que F = {og(¢) — () e R [i=0,1,...,p -2} C S(Ak(Z)).
U

Consideracoes Finais

Finalizamos esta secao com o Corolario 4.4.3, resultado de nossa autoria, que relaciona
a familia de ideais principais gerados pelos elementos 1 — (,, com p primo, com a teoria de
reticulados bem arredondados. Como ja ressaltamos neste trabalho, muitas vezes determinar
quais elementos admitem norma minima nem sempre é uma tarefa trivial, sendo que este
resultado é uma pequena contribuicao para o problema.

O fato deste estudo ser recente contribui para que existam algumas questoes em aberto
sobre o mesmo. Um dos problemas em aberto faz referéncia ao caso em que o corpo K do
Teorema 4.4.2 é um corpo misto, ou seja, em que alguns dos homomorfismos sao reais e outros
complexos, ou seja, 11,1y # 0.

Ressaltamos que todo o trabalho desenvolvido neste capitulo faz referéncias aos reticulados
algébricos obtidos por meio do homomorfismo canonico descrito na Segao 3.3. No préximo
capitulo, contudo, investigamos reticulados algébricos bem arredondados obtidos por meio do
homomorfismo torcido e verificamos que por meio deste homomorfismo, podemos obter outros

reticulados da forma Ay, para um corpo quadratico K = Q(\/C_Z) que sao bem arredondados.



CAPITULO

Construcoes de reticulados bem arredondados

Concluimos este trabalho apresentando, neste capitulo, algumas construcoes de
reticulados bem arredondados. Na Segao 5.1 apresentamos alguns resultados de [16] e [17].
Estes resultados, bem como outras caracterizagoes presentes no Capitulo 4, motivam o principal
resultado do trabalho, o qual encontra-se na Sec¢ao 5.2, e que nos permite construir reticulados
bem arredondados através de K = @(\/5), mais precisamente, reticulados semelhantes ao
reticulado hexagonal. Ainda nesta se¢ao, apresentamos um resultado analogo, contudo, para
K = Q(\/§) Finalizamos o Capitulo na Secao 5.3 apresentando uma série de exemplos de
reticulados bem arredondados obtidos através do homomorfismo torcido aplicado no anel de

inteiros de corpos quadraticos reais.

5.1 Condicao necessaria para existéncia de reticulados bem arredon-

dados em R?

Conforme descrito no Capitulo 4, mais precisamente na Secao 4.3, existem infinitos ideais
no anel de inteiros de algum corpo quadratico cuja imagem pelo homomorfismo canonico é um
reticulado bem arredondado. O principal objetivo dessa secao é descrever, conforme apresentado
em [17], condicoes necessérias para que o anel de inteiros de um corpo quadratico K = Q(v/d)
possua um ideal que dé origem a um reticulado bem arredondado.

Iniciamos apresentando uma propriedade aritmética de um inteiro positivo.

Definicao 5.1.1 Um inteiro positivo livre de quadrados d satisfaz a condicao \-quase-quadrado,

d
A€eR, A >1, sed possut algum divisor q tal que \/; < g <Vd.

101
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Nao encontramos a Definicao 5.1.1 em literaturas matematicas em portugués. Sendo
assim, por conveniéncia, sugerimos o termo A-quase-quadrado, do inglés A-nearsquare, para

o desenvolvimento do trabalho.

Exemplo 5.1.1 O inteiro 21 satisfaz a condi¢ao 3-quase-quadrado, pois para q = 3, temos

3|21 e a desigualdade

[21
2,6457... = /7= 3 < 3 < V21 =4,5825...

¢ satisfeita.

Exemplo 5.1.2 Sep € Z ¢ um primo, entdo p nao satisfaz a condi¢ao A-quase-quadrado, para
todo A € R tal que 1 < X\ < p. De fato, como os unicos divisores de p sao 1 e p, pois p é primo,
seque que se ¢ = p, entdo a desigualdade p < \/p nao € vdlida. Por outro lado, se ¢ =1, a
desigualdade \/g <1 < /p € satisfeita quando 1 < p < X e, portanto, p satisfaz a condigao

A-quase-quadrado neste sequndo caso.

Essa condi¢ao é de suma importancia, pois como provamos ainda nesta secao, se d satisfaz
a condicao da Definicao 5.1.1 para A = 3, entao o anel de inteiros de K = Q(\/E) admite um
ideal cuja imagem pelo homomorfismo canonico é bem arredondado.

O resultado o qual nos referimos é consequéncia de uma série de lemas técnicos e para a
compreensao dos mesmos definimos uma sequéncia de funcoes de contagem para solugoes de
Equacoes Diofantinas Ternaria da forma p? + r7?d = ¢, onde p,r,d, q € Z. Nao desenvolvemos
de modo minucioso a Teoria de Equagoes Diofantinas, pois este tépico dispersa dos objetivos
principais do trabalho. Além disso, estamos interessados em um caso particular de tais equagoes,
mais precisamente, quando d é um inteiro livre de quadrados e » = 1, em concordancia com a
teoria apresentada em [16].

Sejam p,r,d,q € Z, com d > 0 livre de quadrados e » > 0. A funcao f definida por

P 1
f(r)—#{(p,q) c 7> | 0<p<q,q2—p2:r2d,mdc(p,q):1e0< a < 5} (5.1)

determina, para cada r € Z, a quantidade de pares de inteiros positivos (p, ¢) que sao solugoes da
equacao ¢2 —p? = rd, satisfazendo as demais condicoes apresentadas. Em sequéncia, definimos

as fungoes

) =#{(p.q) €Z° | p>0,9>0,¢" — p* = r’d,mdc(p,q) = 1} (5.2)
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1
f2(T)=#{(p,Q)EZ2 | 0<p<q,q2—p2=r2d80<§§§}- (5.3)

A fungao fi(r) é bem conhecida, um dos principais resultados relacionados a mesma, o qual
estd disponivel em [25], fornece uma cota superior ao nimero de soluges nas devidas condigoes,

que é dado por

fl(?") < 2w(r2d)71 _ Qw(rd)—l’ (54)

em que w(x) é a fungao que determina o nimero de divisores primos de z. Observamos ainda

que

f(r) <min{fi(r), f2(r)} . (5.5)

Podemos, entretanto, utilizar uma outra versao da funcao f, apresentada na Equagao (5.3),

conforme descrito em [16]. Essa versao se d4 mediante uma mudanga de variavel. Considere a
a+b b—a

equacao p* +rd?> =¢> esejama=q—peb=p+q. Assim, ¢ = 5P ,ab=r%de
p 1
para — < —, temos
q— 2
1< -—= 1 — 1 _ < 1 _—92425<24-<3 5.6
a 1-2% 1—§+1—§—1—§+1—§ +q * (56)

Como b > 0, entao

b2a \/b \/b \ 1+7 1+£

q

Combinando as Equacdes (5.6) e (5.7), concluimos que rv/d < b < r/3d. Portanto, a funcao

f2 pode ser escrita da seguinte forma
fz(r):#{bezyb>o,b|r2der\/ﬁ<bgr\/§z}. (5.8)

Essa versao da equacao é muito importante, pois esta relacionada com a condi¢ao necessaria
para que um corpo quadratico admita ideais em seu anel de inteiros cujos reticulados
correspondentes sao bem arredondados. O préximo lema é o primeiro da série de resultados
que concluem os pré-requisitos para a demonstracao do Teorema 5.1.2 e o demonstramos aqui

de modo mais detalhado do que a demonstragao apresentada em [17].

Lema 5.1.1 ([17], p. 144) Sejad € Z, com d > 0 e livre de quadrados. A equagio p*+d = ¢*

1
possui sulugao inteira p,q € 7 satisfazendo P < 3 se, e somente se, d = dydy, para dy,ds € Z,
q
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tais que

d
0<dy <dy e \/;§d1<\/3. (5.9)

Se este for o caso, entao mdc(dy,ds) =1 e a solug¢ao (p,q) € tal que mde(p,q) = 1. Além

disso, se d € par, entdo nao ewiste solucdao para p* +d = ¢°.

Demonstracao: Observamos nitidamente que a equacao p?+d = ¢? admite solucao p?+d =
q?, com p, q € Z, se, e somente se, admite solugao (p, ) positiva, isto é, solucao tal que 0 < p, q.
O numero de solugoes inteiras positivas tais que P < 5 é dado por f3(1) como descrito na
Equacao (5.3). Logo, a equagao tem solugdes se, e somente se, fo(1) > 1. Consequentemente,

para r = 1, a Equagdo (5.8) é dada por
By =#{bezb>0b|de Vi<b<V3d)

e este fato se verifica se, e somente se, d = d;dy, para convenientes dy, dy € Z tais que
0<d <dy e \/E§d2<\/3d,

condigbes que sdo equivalentes as dadas em (5.9). Juntamente a este fato, se as condigdes de

(5.9) sao verificadas, entao mde(dy, dy) = 1, pois neste caso, se mdc(dy, ds) = g1, entao
guldieg |dy=gi|(didy)’ =d* = g1 =1,

sendo a ultima implicacao decorrente do fato de que d é livre de quadrados. Ademais, se (p, q)
é uma solucao inteira com mdc(p, q) = g2, entdao g3 | d, e assim, como d é livre de quadrados,
segue que go = 1.

Finalmente, se 2 | d = ¢* — p*> = (p + ¢)(p — q), entdo, como 2 é primo, o Lema de Euclides
garante que 2 | ¢ —p ou 2 | ¢ + p, o que significa que 2 divide ¢ — p e ¢ + p, uma vez que se
2| q—p, como 2| 2p, entao 2 | ¢ — p+ 2p = q + p e analogamente para 2 | ¢ + p. Assim, 22 | d,
o que contradiz o fato de que d é livre de quadrados. Portanto, p? + d = ¢ nao tem solucao.

O

A teoria desenvolvida em [16], assim como resultados de [17], referem-se a reticulados bem

arredondados integrais, que sao reticulados bem arredondados cujas matrizes de Gram possuem

coordenadas inteiras. Para estes reticulados, enunciamos o principal resultado de [16].
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Teorema 5.1.1 ([16], p. 2) Se A C R? € um reticulado bem arredondado integral, entdo

v

= Z—) (& Sen
cos(B(N)) = p (0(A)) .

para p,r,d,q € Z, com d > 0 livre de quadrados, tais que ¢* — p* = r?d, mdc(p,q) =1 e

1
g~ 2

p : . . . . , q D
Além disso, A ~ Qq(p,q), em que Qq(p, q) € o reticulado cuja matriz geradora é ) ,

e para quaisquer p,r,d,q € Z satisfazendo as condigoes anteriores, o reticulado Qq(p,q) € bem

arredondado integral com dngulo 6(Q4(p, q)) satisfazendo (5.10).

Note que as condicoes do Teorema 5.1.1 estao relacionadas com as condig¢oes das fungoes de
contagem que apresentamos anteriormente. Em [17] sdo generalizadas algumas construgoes para
reticulados bem arredondados em R? apresentadas em [18] e que desenvolvemos na Segao 4.3
do Capitulo 4, mostrando que muitas classes de semelhanca de reticulados bem arredondados
integrais em R? contém reticulados obtidos através da construcao de uma base canonica.

Para o entendimento dos demais lemas necessarios e por conveniéncia, nos referimos
novamente a base candnica de ideais apresentada na Secao 4.3, B = {a,b + gd}. Devido
ao fato de que o desenvolvimento dos proximos lemas envolvem outros requisitos, como
propriedades relacionadas a reticulados integrais, que fogem do nosso objetivo principal, apenas
os enunciamos. As demonstracoes podem ser encontradas em [17].

Apresentamos, contudo, as matrizes geradoras dos reticulados descritos nos proximos

resultados. Seja d € Z, com d > 0, livre de quadrados. Se K = Q(+/d), definimos

—Vd, se d# 1 (mod 4)

s=14 . _ (5.11)
! 2\/8, se d=1 (mod 4)

Para o primeiro caso, d # 1 (mod 4), consideramos a base canénica de um ideal Z C Ok

d
como sendo B = {a,b — gv/d} e para o segundo caso, d = 1 (mod 4), B = {a, b+ % — %}

Desse modo, as respectivas matrizes geradoras dos reticulados sao

Vi " 2b+g_g\/3
M= [ CVTVE) 2 2 (5.12)
a b+ gVd a 25+g+g\/c_i
2 2

Se K = Q(v/—d), entao definimos
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5 —V/—d, se d # 1 (mod 4) (5.13)
N #l, se d=1 (mod 4) .

e novamente, para d Z 1 (mod 4), consideramos a base canonica de um ideal Z C Ok como

sendo B = {a,b—g\/—d} eparad=1 (mod 4), B= {a,b—kg—%i

5 } Logo, as matrizes

geradoras dos reticulados sao, respectivamente,

2b+g
M “ b M v T2 (5.14)
3= e 4 = .
0 —9\/3 0 _M
2

Encerradas as notagoes podemos apresentar os préximos resultados. O primeiro destes,
sob as hipdteses do Lema 5.1.1, descreve os termos para construcao da base canonica e

consequentemente define os ideais que dao origem a reticulados bem arredondados.

Lema 5.1.2 ([17], p. 146) Sejam d € Z, com d > 0, impar e livre de quadrados satisfazendo
1
a condi¢ao (5.9) do Lema 5.1.1 e (p,q) a solugio da equacao p* + d = ¢*, com P < 3" Entao
q

a classe de semelhanga de Q4(p, q) contém reticulados da forma Ax(Z). Mais especificamente,

sejam
—1
(p_l_q’p——I—q ), se d=1 (mod 4)
(a,b) = 2 (5.15)
(2p + 2q,p + q), se d =3 (mod 4)
e definimos
ZT=ZI(p,q) ={ax+ (b+d)y | x,y€eZ} C OQ(\/&)
e (5.16)

J =T p.q) ={ax+ (b+d)y | z,y € Z} C Og(y=g.
Para esta escolha de (a,b), onde § € definido como nas Equacées (5.11) e (5.13) os ideais T

e J sao ideais tais que Mgy /) (Z) € Agy=a)(T) sao reticulados bem arredondados e pertencem

a classe de semelhanca de Q4(p, q).

Como descrito em [16], o fato de os reticulados do Lema 5.1.2 pertencerem a classe de
semelhanga do reticulado Q4(p, ¢) apresentado no Teorema 5.1.1 nos permite concluir que estes

reticulados também sao integrais.
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Lema 5.1.3 ([17], p. 147) Sejam d € Z, com d > 0 e livre de quadrados e considere
K = Q(vV—d) tal que ezista um ideal T C Og de modo que Ax(Z) € bem arredondado. Entdo

d deve satisfazer as condig¢oes (5.9) do Lema 5.1.1 e Ax(Z) ~ Qq4(p, q) para convenientes (p, q)

1
tais que p* +d = ¢*, mde(p,q) =1 e P~ >
q

Em suma, o Lema 5.1.3 afirma que para o anel de inteiros quadraticos de um corpo
imaginario admitir um ideal cuja imagem pelo homomorfismo candnico é um reticulado bem
arredondado, é necessario que as condigoes do Lema 5.1.1 sejam satisfeitas. Impondo mais uma

condigao temos o seguinte resultado.

Lema 5.1.4 ([17], p. 148) Sejam d € Z, com d > 0 livre de quadrados e K = Q(v/d) tal
que exista um ideal bem arredondado T = {(a,b+ gd) C Ok, com Ax(Z) bem arredondado, onde
B ={a,b+gd} € a base canonica de I. Assuma, além disso, que a | 2d, entao d deve satisfazer
a condicao do Lema 5.1.1 e Ag(Z) ~ Qa(p,q) para convenientes p,q tais que p* + d = ¢>,

1
mdc(p,q) =1 e b < 3 Em particular, se
q

(i) d £ 1 (mod 4) e min{a® b* + d} > 2ab, ou

, (20+1)*+d

(i) d=1 (mod 4) e min {a , : } > 2a(b + 1),

entdo a | 2d.

Por fim, o tltimo dos resultados diz respeito a corpos quadraticos imaginarios e nos permite

apresentar o Teorema 5.1.2.

Lema 5.1.5 ([17], p. 150) Se d € Z, com d > 0 e livre de quadrados satisfaz as condigoes
(5.9) do Lema 5.1.1 e K = Q(v/—d), entio K contém um nimero finito de ideais T tal que

Ax(Z) € bem arredondado, até a semelhanca dos reticulados correspondentes.

Demonstracao: Uma vez satisfeitas as condigoes do Lema 5.1.1, este nos garante que existe

1
um par de inteiros (p, ¢) tal que p? +d = ¢?, para convenientes p, ¢ com mdc(p,q) =1 e iy

Por outro lado, o Lema 5.1.2 afirma que, se K = Q(v/—d), entdo existe um ideal T qC (92K
cuja imagem pelo homomorfismo canoénico é um reticulado bem arredondado semelhante ao
reticulado Qq(p, q), isto é, Ax(Z) ~ Qq(p, q) para cada (p, q) satisfazendo (5.9).

Por fim, o Lema 5.1.3 implica que todo ideal Z C Ok tal que Ag(Z) é bem arredondado

corresponde a uma solugao da Equacao (5.9). Assim, o nimero de ideais de O, até a classe

de semelhanca de Ak(Z), é precisamente o nimero de pares (p,q) como em (5.9).
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O

O ndmero de ideais do Lema 5.1.5 é precisamente f(1) como definido na Equacao (5.1),
que ¢é estimado na Equagao (5.5) utilizando a cota superior descrita na Equagao (5.4). Como
consequéncia dos Lemas 5.1.2, 5.1.3 e 5.1.5 e com o proposito de sintetizar tais resultados,

apresentamos o Teorema 5.1.2.

Teorema 5.1.2 ([17], p. 141) Seja d € Z, com d > 0 e livre de quadrados. Se d satisfaz
a condi¢do 3-quase-quadrado, entdo o anel de inteiros Og do corpo quadrdtico K = Q(v/%d)

contém ideais T de modo que Ag(Z) € bem arredondados. O resultado torna-se se, e somente
se, quando K = Q(v/—d).

Demonstracao: Segue dos Lemas 5.1.2, 5.1.3 e 5.1.5.
OJ

Observacao 5.1.1 De acordo com [17], este resultado implica, em particular, que uma
propor¢ao significativa dos corpos de nimeros quadrdticos reais e 1magindrios contém os ideais
em seus anéis de inteiros cujos reticulados obtidos por sua imagem sao bem arredondados.
Mais especificamente, se H = {K = Q(v/*d) | 0 < d < n,n € Z} e Hr = {K =
Q(v=Ed) | Ok contém um ideal T com Ag(Z) bem arredondado, 0 < d < n,n € Z}, entdo

lim inf ke’ > v3-1

ou seja, € possivel exibir uma cota inferior para a quantidade de corpos quadrdticos que admitem

(5.17)

ideais T com Ag(Z) bem arredondado. Além disso, ainda de acordo com [17], para cada
d que satisfaz a condi¢ao 3-quase-quadrado, o corpo quadrdtico imagindrio correspondente
K = Q(v/—d) contém apenas um mimero finito de ideais T, com Ax(Z) bem arredondados,
até a semelhanca dos reticulados correspondentes mediante a relagdo de equivaléncia que

apresentamos na Definicdo 3.1.8, e esse numero 1 satisfaz

2w(d)
Y < min {zww)—l, e } , (5.18)

sendo w(d) € o numero de divisores primos de d e a constante na nota¢io de Vinogradov nao
. , . _ w(d ~
depende de d, isto é, 1 < min {2“(@ L L(;)} k, para alguma constante k que nao depende de
w
d. Em outras palavras, € possivel encontrar uma cota superior para o numero de ideais T com

Ax(Z) bem arredondado ndo semelhantes entre si.
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Os resultados presentes nesta se¢ao, sobretudo a equivaléncia descrita no Teorema 5.1.2 para
corpos quadraticos imaginarios reforcam nosso interesse no estudo de corpos quadraticos reais.

Observamos que para o caso em que d = p € Z é primo, d > 3, nao podemos garantir a
existéncia de um ideal devido ao Exemplo 5.1.2, onde justificamos que um ntmero primo p
nao satisfaz a condigao A-quase-quadrado para todo A < p, de modo consequente, nao satisfaz
a condicao 3-quase-quadrado. Embora essa nao seja uma condigao suficiente, pois conforme
vimos no Teorema 4.3.5, existem corpos quadraticos reais que possuem ideais que produzem
reticulados bem arredondados via homomorfismo candnico, este fato também motiva o estudo
da préxima secao, onde fazemos uso da perturbagao no homomorfismo canonico para construcao

de reticulados bem arredondados através de corpos reais.

5.2 Construcoes de reticulados bem arredondados através do
homomorfismo torcido

Nesta secao estudamos construcoes de reticulados bem arredondados em R? através do
homomorfismo torcido. Pode-se dizer que o Teorema 5.2.1, de nossa autoria, e apresentado
nesta secao é o principal resultado do trabalho, tendo em vista sua contribuicao na construcgao
de reticulados bem arredondados semelhantes ao reticulado hexagonal, que como exibimos na
Secao 4.2, apresenta melhor densidade de empacotamento dentre todos os reticulados no plano.
O Teorema 5.2.1 também contribui por apresentar uma familia de elementos de K = Q(\/g)
que dao origem a elementos que perturbam o homomorfismo canonico.

Apresentamos um segundo resultado que segue os mesmos principios do teorema citado e
que também nos permite descrever uma familia de elementos que dao origem ao homomorfismo
torcido, e consequentemente, a reticulados bem arredondados através da imagem do anel de
inteiros de K = Q(v/2).

Estes resultados sao motivado principalmente pelo Lema 4.2.1, pois ainda que utilizando
o homomorfismo torcido ao invés do candnico, possibilita a construcao de reticulados bem
arredondados através do anel de inteiros, e nao de seus ideais, de um corpo quadratico diferente
de K = Q(i) e K = Q(v/—3). No que se refere a reticulados da forma Ag(Z), para um corpo
quadratico K e Z C Ok, os Teoremas 4.3.4, 4.3.5 e 5.1.2 apresentam diferentes condigoes
para que existam reticulados bem arredondados. Para os Teoremas 4.3.4 e 4.3.5, todavia,
os reticulados obtidos possuem explicitamente 4 vetores minimos, e portanto, nao possuem

densidade 6tima.

Teorema 5.2.1 Sejam K = Q(\/§) ea = [+ 'y\/g € K um elemento totalmente real e
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totalmente positivo. Se 2y = (3, isto é, a = B + g\/g, entdo o reticulado A = 0,(Ok) € bem

arredondado e semelhante ao reticulado hexagonal.

Demonstragao: De fato, como 3 # 1 (mod 4), a base canénica de Ox é B = {1, —/3}.
Seja o = B4+ ~vv/3 € K um elemento totalmente real e totalmente positivo. Assim, o, estd bem

definido e de acordo com a Defini¢ao 3.4.3 é dado por

Oy - K — R?

a+0V3 — (VB30 +bv3),V/E - Va(a—bV3))
A matriz geradora de 0,(Ok) correspondente a base B é dada por

VB+W3 0 L V3 [ VBB —3(8+7V3)
0 VE-B 1 V3 VB=aV3 (/38 -1v3)

e um elemento arbitrario v € A = 0,(Ok) é

VB+1V3 —/3(B+7V3) v VB +7V3 = y\/3(8+1V3)
VB—=1V3  \/3(8—7V3) y v/ B = V3 +y\/3(8 —1V3)

para x,y € Z. Assim,

P = (W y\/35+7\/_> (sVF= 7B+ 03305 - M))

2? (B+vV3) = 2zyV3 (B +vV3) + 3y (B + 7V3)
2% (B —V/3) + 2xyV3 (8 — 1v3) +3y* (8 — 1V3)
22 + 2’3 — 20y B3 — 6y + 3y°6 + 3y*1V/3
+ 28— 2 V/3 + 22yBV/3 — bryy + 3y°5 — 3y*V/3
= 2228+ 6y*8 — 12zyy

= 2(2?8 +3y*B — 6ayy).

M=

+

Substituindo a hipdtese que 2y = 3, obtemos
o[> = 2 (2?8 + 3y*8 — 3aypB) = 28(x* + 3y® — 3uy).

Consequentemente, como z? + 3y? — 3zy > 1 para z,y € Z nao nulos simultaneamente,

o conjunto de vetores minimos de 0,(Og) se dd para z? + 3y*> — 3zy = 1, ou seja,
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para os pares (1,0), (=1,0), (1,1), (=1,—-1), (2,1) e (=2,—1). Portanto, S(0,(Ok)) =

{i(\/ﬁ+7x/§,\/ﬁ—vx/g),i(\/5+7\/§—\/3(5+7\/§), B—yV3+ 3(6—W§)),
i(QW—\/?)(BJr%/g),? B—yV/3+ 3(ﬁ—7\/3))}- Note que #5(04(0k)) =

6, portanto, pelo Lema 4.2.1, 0,(Ox) é equivalente a Ay,

O

Embora o Teorema 5.2.1 seja um resultado para um corpo real especifico, o fato de o elemento

B, que da origem ao elemento que define a perturbagao no homomorfismo canonico, ser racional,
possibilita a construcao de uma infinidade de reticulados semelhantes ao reticulado hexagonal.
Em outras palavras, uma infinidade de reticulados de densidade 6tima em R?. Ademais, este é

resultado que se refere apenas ao anel de inteiros (9@( /3) € Ao a seus ideais.

V3

Exemplo 5.2.1 Se =1 no Teorema 5.2.1, entao o = 1 + =y € Q(\/g) A matriz geradora

do reticulado 04(Oq/3)) € um vetor arbitrdrio v € UQ(OQ(\/@) sao, respectivamente,

V1+L /3438 ) \/1+ig —\/3+%§ z
\WVi-g (s R Y AT

com z,y € Z. Para os pares (x,y) como na demonstra¢ao do Teorema 5.2.1,

o conjunto de vetores minimos € S(0a(Ogyz)) = {Fvi,xve,v3}, em que vy =

(Viegy1i-9) w = (Vied-sesffi-dahosf) cu -
(\/1+f 3+ B o 1B f3_a

Figura 5.1: Reticulado A = 0,(Ok) para K = Q(v/3) e a = 1 + ¥3
Fonte: Elaborado pelo autor
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O préximo resultado segue os mesmos principios do Teorema 5.2.1, isto é, também descreve
uma familia infinita de elementos de mesmas caracteristicas, porém para K = Q(\/i) Ainda
que o reticulado obtido nao possua melhor densidade, este também contribui para o propdsito

de obter reticulados bem arredondados através de anéis de inteiros de corpos quadraticos reais.

Teorema 5.2.2 Sejam K = Q(\/§) ea = [+ ’y\/ﬁ € K um elemento totalmente real e
totalmente positivo. Se 2y = (3, isto é, a =  + gx/ﬁ, entao o reticulado A = 0,(Ok) € bem

arredondado.

Demonstragao: Assim como no Teorema 5.2.1, a base canonica de Ox é B = {1, —/2}.
Considerando o = 8 4 vv/2 € K um elemento totalmente real e totalmente positivo, o, estd

bem definido e é dado por

Oy - K — R?

at w2 — (VBT vVEa+v2).VE V3 - vD))

A matriz geradora de 0,(Ok) correspondente a base B é

VB+ 2 0 1 -2 VB2 —/2(8+7V2)

M: =

0 VB =2 Lv2 VB=1V2 (/208 -V2)

e um vetor arbitrario v € A = 0,(Ok) é dado por

v = B+7v2 _\/m A wv6+7\/§—y\/m
VB— V2 \28-wD) ) \ v I E 4 25— 1)

para x,y € Z, cuja norma €

ol = (NW y\/2ﬁ+7\/_) (VT =V + 205 - M))

22 (B +v2) = 2zyv2 (B +v2) + 2% (B +7V?2)

+ 22 (B —V2) +22yv2 (B —1V2) + 247 (B —7V?2)
= 228+ 282 — 2zyBV2 — dayy + 2028 + 2y%V2
+ 228 — 2yV2 + 2yBV2 — dayy + 2428 — 2472

2076 + 4y*B — Sxyy
= 2(2?8 +2y°6 — dayy) .

Como 27 = (8, entao
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[|[v]]? = 2 (228 + 2¢y*8 — 2zyB) = 28 (z? + 2y* — 2zy) .

Analogamente ao Teorema 5.2.1, como z? + 2y*> — 2xy > 1 para z,y € Z nao nulos
simultaneamente, entao o conjunto de vetores minimos de o,(Ok) é obtido para z* + 2y* —
2zy = 1, ou seja, para os pares (1,0), (—1,0), (1,1) e (=1,—1). Portanto, S(0,(Ok)) =

{i (VB+VEVE-12) + (\/5+7\/_— V2B +9v2), VB —1V2+1/2(8 - 7\/5)) }

Além disso, #5(0,(0Ok)) = 4, portanto, novamente pelo Lema 4.2.1, 0,(Ok) um reticulado

bem arredondado.

O
V2

Exemplo 5.2.2 Considere = 1 no Teorema 5.2.2, logo, o = 1 + > c Q(v2). A matriz

geradora e um vetor arbitrdario de Ja((’)@(\/ﬁ)) sao respectivamente, para x,y € 7

1+¥2 /2422 \/1+\/75 —\/2+%27 x
M: e v =
1= 2 LR WAV

Como ||v]]? = 2(2® — 22y + 2y?) e 2* — 2zy + 2y* = 1 € 0 valor minimo nao nulo, atingido
para (1,0), (—1,0), (1,1) e (—=1,—1), entdo o valor minimo € ||v||> = 2. Neste caso, o conjunto

de vetores minimos é

A construcao de reticulados por meio da perturbacao no homomorfismo canonico infere aos

mesmos diversas propriedades como, por exemplo, o fato de estes definirem os chamados ideais
reticulados, que sao reticulados algébricos providos de uma forma bilinear que pode ser descrita
por uma forma trago e que sao estudados em [1].

Os Teoremas 5.2.1 e 5.2.2, ainda que representem construgoes para corpos reais particulares,
sao pilares para um desenvolvimento futuro de construcoes de reticulados bem arredondados

através do homomorfismo torcido.

5.3 Reticulados 0,(Ox) para K = Q(v/d), com d =1 (mod 4)

Antes de concluir o trabalho, apresentamos uma série de exemplos envolvendo a perturbacao
no homomorfismo canoénico e o anel de inteiros de corpos quadraticos K = Q(\/EZ), com d >0
e d =1 (mod 4). Os reticulados que apresentamos sao versoes rotacionadas de Z?. Em [26]
sao apresentadas construgoes de reticulados semelhantes ao reticulado Z", com n > 2. Estes
reticulados admitem uma matriz ortogonal como geradora com relacao a determinada base e,

em relacao a mesma, a matriz de Gram associada é a matriz identidade I,,.
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Também é descrito em [1] que uma das condigbes necessdrias, porém nao suficientes, para a

obtencao de reticulados Z"-rotacionados da forma o,(Z), com Z C Ok, é que
N(Z)Nk(a)|Dg| = ", (5.19)

em que N (Z) é a norma do ideal Z, Nk («) é a norma do elemento o € K, Dx é o discriminante
do corpo e ¢ € Z, com ¢ > 0, é um inteiro positivo. Para o caso em que Z = Ok, a Equacao

(5.19) pode ser simplificada, uma vez que N (Ok) = 1, e escrita como
Nx(a)|Dg| = c". (5.20)

Estamos interessados em versoes de reticulados bidimensionais bem arredondados, ou seja,
versoes de reticulados Z2-rotacionados obtidos via homomorfismo torcido e que sejam bem
arredondados. Como descrito no Exemplo 4.1.1, o reticulado Agx = Z2, obtido através da
imagem do anel de inteiros do corpo gaussiano, K = Q(7), pelo homomorfismo canénico é bem
arredondado.

Nos proximos exemplos construimos reticulados bem arredondados através do homomor-
fismo torcido, usando a Equagao (5.20), por meio dos anéis de inteiros de corpos quadraticos

reais.

Exemplo 5.3.1 Sejam d = 5, K = Q(v/5) e Ok seu anel de inteiros. Pelo Teorema 2.2.1,
1+5
2

Ok =7Z

1
eB = { i \/_} ¢ uma base integral para Og. Considere o elemento

5+5
9

totalmente real e totalmente positivo o =

€ K e note que Ng(a) = 5.
Pela Proposicao 2.5.1, Dx = 5, isto é, Nx()|Dx| = 5 e uma das condigdes necessdrias para
obtencao do reticulado Z2-rotacionado estd satisfeita. O elemento o define uma perturbacdo no

homomorfismo canonico, a qual é dada por

Ou - K — R?

a+b/b — < 5+\/3(&+b\/3), 5_2\/3(&—6\/3)>-

2

A matriz geradora de 0,(Ox) com relagdo a base B é

2

e e ()

5+\/5 5+v5 < )
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e um vetor arbitrdrio v € 0,(Ok) € da forma

. /5+2\/5 /5+2\/5 <1+2\/5> e\ \/”2\/53: i \/5+2¢5 <1+2 5) y
5—V5 5—/5 [ 1—5 5—V5 5—V5 [ 1—=V5
V 2 V 2 < 2 > Yy \/ 2 Lt \/ 2 ( 2 ) Yy

com x,y € Z. A norma ao quadrado de um vetor v € 0,(Ok) € ||[v||* = 52 + 10zy + 10y?,

S

que assume valor minimo nao nulo ||[v||* =5 para (z,y) = (1,0), (=1,0), (1,-1) e (=1,1).

Portanto,

S(04(0k)) = {i Q/ng \/@) + (\/@ (1-5). VE (1- 1;5)) } _

Ressaltamos que #S(0,(0Ok)) = 4 e entdo, pelo Lema 4.2.1, o reticulado o,(Ok) € bem
arredondado. Por fim, a matriz de Gram G = M'M € dada por

545 \/ﬁ \/M \/m <1+\/5> 5 0
2 2 2 2 2 _
5+v5 <1+\/5> 5—v5 (1—\/5> 5—v5 5—v5 (1—\/5> 0 10
V 2 2 V 2 2 V 2 V 2 2

que, embora seja uma matriz diagonal, nao corresponde a matriz identidade.

Figura 5.2: Reticulados 0,(Ok) para K = Q(v/5) e a = 5+2\/5
Fonte: Elaborado pelo autor

Todavia, um simples cdlculo monstra que o produto interno entre dois vetores linearmente
™
independentes de S(0,(Ok) € 0. Em outras palavras, o angulo 6(o,(Ok)) = 5 ¢ portanto, este

reticulado é um Z2-rotacionado.
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Também poderiamos verificar que 0,(Ok) € um Z>-rotacionado usando a matriz mudanca de
base T = . De fato, neste caso a matriz geradora do reticulado Z* é R = ﬁMT,
0 -1

pois R'R = I, € a matriz identidade de ordem 2.

Exemplo 5.3.2 No caso em que d = 13, consideramos K = Q(v/13) e B = {1 5

1++v13
2

1+ \/13}
,—————— > UMa

base para Ox = Z . O elemento a = € K ¢ totalmente real e totalmente

13 +3v13
2
positivo e Ng(a) = 13. Logo, a condi¢io da Equacao (5.20), Nx(a)|Dk| = 132 € satisfeita. O

homomorfismo torcido é

Oy - K — R?

a+bV/13 — ( B+T?H/T3(a+b\/ﬁ), 13_2—3\/@(&—6\/1_3))'

De modo andlogo ao Exemplo 5.53.1, a matriz geradora do reticulado com relacdo a base B é

\/13+3\/ﬁ \/13+3\/ﬁ (1+\/ﬁ>
2 2 2

\/1373\/ﬁ \/1373\/ﬁ (17\/ﬁ>
2 2 2

e um elemento v € 0,(Oxk) € da forma

M =

\/13+3\/ﬁ \/13+3\/ﬁ 1413 1343V13,. | /13+3VT3 (14v13
v 2 2 2 ry 2 T 2 2 )Y
13—3v/13 13—3v13 [ 1-v/13 13—3V/13 13—3v13 [ 1-v/13
\/ 2 \/ 2 ( 2 > Y 5 &+ 2 ( 2 > Yy

com x,y € Z. Como
[|[v]|? = 132 + 52xy + 65y* = 13(2? + 4zy + 5y?),

que assume valor minimo ||v||*> = 13 para (z,y) = (1,0), (=1,0), (=2,1) e (1,-2), entdo
#S(04(0k)) =4, e portanto, 0,(Oxk) € um reticulado bem arredondado.

Assim como no Exemplo 5.3.1, podemos verificar que ox(Ok) € um Z*-rotacionado usando a

matriz mudanca de base T' = . Neste caso, a matriz geradora de Z*> é R = ——MT

0 1 V13
eRtR:.IQ.

Exemplo 5.3.3 Se d = 29, consideramos K = Q(v/29) o corpo quadrdtico real. O conjunto

1+v29 | | 29 +5v29
—3 ¢ uma base para Og. Para o = — s

positivo, logo, define uma perturbagdo no homomorfismo canénico. Note ainda que Ng(a) = 29

B=<1, , « € totalmente real e totalmente

e novamente, Nx(a)|Dxg| = 292. O homomorfismo torcido é
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oo Q(V29) — R

a+bv/29 — ( w(a—%b\/@), M(@—b@))

Assim, a matriz geradora com relagao a base B €

\/29+5\/® \/29+5\/E <1+\/E>
M= 2 2 2
\/29—5@ \/29—5@ <1—\/E>
2 2 2

e um vetor arbitrdrio de 0,(Ok) €

\/29+5\/E \/29+5\/E 1+v29 294+5v/29 + 294+5v29 [ 1429
v 2 2 2 r| 2 L 2 2 )Y
29—5v/29 29-5v29 ( 1—v/29 29—51/29 29-5v29 ( 1—v/29
\/ 2 \/ 2 ( 2 ) Yy 7 Lt 2 ( 2 ) Yy

cuja norma € dada por

|[v][? = 292% — 1162y + 145y°.

Como o valor minimo é ||v||*> = 29, obtido pelos pares de inteiros (x,y) = (1,0), (—1,0),
(2,1) e (=2,—1), entao #S(0.(Ok)) = 4 e, consequentemente, c,(Ox) € um reticulado bem
arredondado.

De modo andlogo aos exemplos anteriores podemos verificar que 0,(Ox) € um Z*-

-3
rotacionado usando a matriz mudanca de base T = . Neste caso a matriz geradora
0 1

1
de7Z? é R= ——=MT, com R'R = I,.

V29
Os reticulados apresentados nos Exemplos 5.3.1, 5.3.2 e 5.3.3 sao apenas alguns dos que
encontramos da forma o, (Og) para K = Q(v/d), com d > 0. Existem muitos outros, como
para d = 37, K = Q(v/37) e a = 37 + 64/37 € K. Observamos ainda que em todos os casos
apresentados d = 1 (mod 4).

Consideracoes Finais

Ao longo do trabalho, alternamos a utilizacao das bases integrais para a construcao de
reticulados de acordo com nossa conveniéncia, pois o reticulado obtido independe da base
integral escolhida. Os resultados que apresentamos na Se¢ao 5.2 abrangem o caso em que
d = 2,3 (mod 4), uma vez que d = 3 e d = 2 nos Teoremas 5.2.1 e 5.2.2, respectivamente. Na

Secao 5.3, contudo, apresentamos exemplos para o caso em que d =1 (mod 4).
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Ressaltamos que os Z"-rotacionados possuem intimeras aplicagoes na Teoria dos Cddigos e
desempenham significativo papel no estudo de constelagoes de sinais, o leitor interessado nesta
teoria pode consultar, por exemplo, [26]. Uma pergunta que surge naturalmente é se para todo
d € Z livre de quadrados, d > 0 e d = 1 (mod 4), existe a € Q(v/d) tal que o reticulado
A = 0,(Ok) é bem arredondado? Esta ainda é uma quest@o em aberto e surge como motivagao

para trabalhos futuros.



Conclusoes

Este trabalho foi dedicado principalmente ao estudo dos reticulados algébricos bem
arredondados. Como ressaltamos anteriormente, o estudo dessa classe de reticulados é recente,
tendo em vista publicagoes como [5], [17] e [18], portanto ainda existem diversas questdes em
aberto sobre o mesmo.

Nossa proposta inicial foi apresentar aspectos desta teoria de desenvolve-los, em sua maioria,
de forma minudente. Classificamos os reticulados algébricos bem arredondados obtidos por
meio do anel de inteiros de um corpo quadratico através do homomorfismo canénico. Também
desenvolvemos o estudo para corpos ciclotomicos por meio do mesmo homomorfismo. Em
virtude da relagao entre reticulados bem arredondados e a norma minima de um reticulado,
determinamos quais elementos em uma familia de ideais atingem os vetores de norma minima
no reticulado correspondentes.

No Capitulo 5 nosso objetivo foi estudar algumas condicoes para existéncia de ideais no anel
de inteiros de corpos quadraticos cuja imagem pelo homomorfismo canonico é um reticulado
bem arredondado. Além disso, estudamos reticulados obtidos através do anel de inteiros de
corpos quadraticos por meio de perturbacoes do homomorfismo canonico.

Devido as implicagoes do estudo de reticulados em outras areas como na Teoria da
Informacao e Codigos, podemos dizer que as construgoes apresentadas, sobretudo nos Capitulos
4 e b, representam uma pequena contribui¢ao para esta teoria. Como perspectivas futuras temos
por objetivo generalizar alguns resultados apresentados no Capitulo 5 para corpos quadraticos

reais arbitrarios e estudar diferentes familias de ideais do anel de inteiros de corpos ciclotomicos.
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