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RESUMO

Atualmente em diversos trabalhos, percebemos que a analise estatistica muitas vezes
é deixada de lado, ou tratada muito superficialmente. Este trabalho tem como objetivo
mostrar a importancia do devido tratamento estatistico, no que diz respeito ao ajuste de
retas, utilizando métodos estatisticos conhecidos, como o método dos minimos quadra-
dos, qualidade do ajuste e outros. Em particular, mostramos a importancia de se consi-
derar as incertezas dos dados em ambas variaveis em varias situagdes. A partir disso,
analisando dados de artigos disponiveis na literatura, aplicamos os métodos estuda-
dos no presente trabalho, comparamos com os resultados obtidos naqueles artigos,
mostrando a diferenga no resultado final, onde obtivemos resultados estatisticamente
mais corretos. Como resultados gerais, encontramos que para ajuste de reta com in-
certezas fixas em ambas variaveis, os melhores ajustes dos parametros dependem da
razao das incertezas. Encontramos também que os melhores ajustes dependem mais

da razao das incertezas no caso em que os dados sao pouco correlacionados.

Palavras-chave: Estatistica. Ajuste de reta. Qualidade de ajuste.



ABSTRACT

Currently, in many scientific works, we realize that the statistical analysis are often left
aside, or just superficially treated. This work has the aim of showing the importance of
the due statistical treatment, with regard to the straight line fitting, using known statistical
methods, like least squares method, goodness of fit and others. In particular, we show
the importance of considering data uncertainties in both variables in several situations.
From this, by analyzing data from papers available in the literature, we applied the
methods studied in the present work, compared the results obtained in those papers,
showing the difference in the final result, where we have obtained more statistically
correct results. As general results, we have found that in case of straight line fitting with
fixed uncertainties in both variables, the best fit parameters depend on the uncertainties
ratio. We also have found that the best fit depend more of the ratio of uncertainties in

the case that the data are poorly correlated.

Keywords: Statistics. Straight line fitting. Goodness of fit.
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1 INTRODUGAO

A analise de regresséao linear € uma analise estatistica que busca, a partir
dos dados disponiveis, uma relagdo entre uma variavel dependente com uma ou mais
variaveis independentes, no caso em que a fungao a ser ajustada € linear nos parame-
tros. O objetivo dessa analise é obter uma equagéao para verificar o comportamento da
variavel dependente (y) em relagdo a variavel independente ().

Graficamente, essa equagao poderia ser obtida analisando o comportamento
dos dados referentes a y em relagéo aos dados que correspondem a z. Tal comporta-
mento pode-se apresentar de diversas formas, como por exemplo: quadratico, cubico,
linear, exponencial, entre outras. Em geral, porém, essa relagao € muito complicada
de se obter graficamente e se recorrem a métodos numeéricos ou analiticos.

Diante das analises estatisticas encontradas na literatura, € muito impor-
tante que se faga uma analise completa dos dados da amostra, para se obter resulta-
dos mais precisos. Neste trabalho, vamos focar no ajuste de reta, ou seja, queremos
obter uma equacgao de reta, dada por: y = ax + b, onde a representa o coeficiente
angular e b representa o coeficiente linear da reta.

Em muitos trabalhos com analise estatistica, as incertezas na variavel x
sdo desprezadas, e as vezes até mesmo na variavel y (por exemplo, Ribeiro et al.
(2011)), com isso obtém-se resultados incorretos, caso ndo seja possivel desprezar
essas incertezas. Vamos considerar, nesse trabalho, o ajuste com incertezas em am-
bas variaveis, de modo a se obter resultados mais robustos. Porém a incerteza em z
s6 precisa ser considerada quando tiver um valor comparavel a incerteza de y, caso

contrario ela pode ser desprezada.

1.1 Método de maxima verossimilhanga

No caso de ajuste de uma fungéo f(z) a um conjunto de pontos, ele pode
ser obtido através de um método chamado de método de maxima verossimilhanca.
Este método consiste em ajustar a melhor fungéo f(x) que descreva um conjunto de
pontos experimentais, onde o conjunto de pontos € o mais verossimilhante possivel.
Em outras palavras, a ideia do método € assumir que ocorreu o resultado que tinha a

maior probabilidade de ocorrer.
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1.2 Método dos minimos quadrados
A probabilidade de ocorréncia de cada dado ¢, supondo-se que 0s erros

possuem distribuicdo gaussiana, é dada por (VUOLO, 1996)
C _1 (M)Q

H = —6_5 94
0;

(1.1)

onde 1; € o valor médio que corresponde a y; e C' € uma constante. Podemos calcular
a probabilidade P de ocorrer o conjunto de resultados realizando a multiplicagao das
probabilidades de cada resultado:
c” _iyn (vime)?
P=PP,.. P = —— () (1.2)
0109...0),

Substituindo y; por f(x;; a1, as, ...a,) tem-se

cr 12
P=———¢2X (1.3)
0109...0,
onde, )
9 - yz‘—f@z‘;al,%,---;%)
= 14
=3 e (1.4

=1
Vemos que, maximizar a probabilidade P corresponde a minimizar essa
quantidade y2. Esse método, onde minimizamos o y? para encontrar os parametros
de melhor ajuste da fungédo aos dados € o chamado Método dos Minimos Quadrados
(MMQ).
Utilizamos neste trabalho o MMQ), o qual procura minimizar a diferenca entre
o valor y,,. medido e o valor y,,,.,4 predito pelo modelo. Minimizando esta diferencga, ele

otimiza o ajuste dos parametros do modelo aos dados observados.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA
Vamos estudar dois casos de ajuste de reta. Primeiro, o caso mais conhe-
cido, em que ha apenas incertezas em y. Depois, analisaremos o caso em que ha

incertezas em ambas variaveis, x e y.

2.1 Ajuste de reta com incertezas apenas em y
Como vimos, o método dos minimos quadrados consiste em minimizar a

quantidade
n 2
yi — Sz
e[t )
i=1 v

Por simplicidade, nessa sec¢ao, usaremos a definigao

g; in7 (22)

pois o, € a Unica incerteza que aparece nesse ajuste. No caso de ajuste de reta, temos
que a fungéo a ser ajustada é y = f(x) = ax + b. Substituindo na Eq. (2.1) e abrindo

a somatéria, podemos escrever
X° = a*S,, +V°S, + Sy, + 2abS, — 2aS,, — 2bS, (2.3)

onde

SEZ% SxyEZ%, SyEZ% (2.4)

Para minimizar o y?, derivamos a expressao (2.3) parcialmente em relagéo

aos parametros a e b e igualamos a zero, o que resulta no seguinte sistema linear:

2
I 948, + 268, — 28, = 0
da (2.5)
0x?
% = QCLS;E + QbSU — QSy =0

Resolvendo os sistemas de equacgdes acima pelo método de Cramer, obte-
mos os melhores valores dos parametros (VUOLO, 1996):

5,8, — 5.5,
B Amx

a

(2.6)
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SaaSy — SuSay
AISE
onde A,, = S..S, — S? é o determinante da matriz dos coeficientes do sistema li-

b= (2.7)

near (2.5). Vamos determinar agora as incertezas nos paradmetros. Como a e b séo
determinados a partir dos dados (zx;, y;), mas apenas os dados y; apresentam erros,

as incertezas nos parametros podem ser calculadas por:

" [ da\?
ol = Z (03/1) o’ (2.8)

n 3() 2
o=y ( ay,-) o? (2.9)

Para calcularmos as derivadas acima, vamos usar as expressoes obtidas (2.6-2.7).

Repare que A nao depende de ;. Portanto, se escrevermos:

SO’ . TiY; Sx - Yi
= — = 2.10

rx
=1 v

conseguimos calcular a derivada em relagao a y; dentro das somatorias:

da Se xSy Sexi— S,

A 2 2 2
dy; Ay 07 0O A,,0;

7

(2.11)

Portanto, substituindo em (2.8):

L (Somi — S,)? = 5222 — 28, 8,3, + 52
=) A= o (212)

i=1 xx 1 i=1 xx 1

[op

n xf n 5 n 1 .
Mas ) ' =+ =Su ., %5=5Se@e), ,5=>5, portanto:

, 528, —29,52 4825,  S,(8,8,—5%) S,

o, Az Az = A (2.13)

0b

Da mesma forma podemos calcular 3 :

Yi
h— g = = T 214
Npw = 07 Ay = 07 0y, A,.0? (2.14)

Portanto, substituindo em (2.9):
2 - (Sﬂﬁl‘ - le'l)Q . SJ?.Z’

ol = Z Ao A (2.15)
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Outra quantidade importante, caso se queira calcular algo que dependa dos
parametros estimados a e b é a covariancia. A covariancia pode ser calculada também

por propagacgao de erros:

R ab, o} (2.16)

Portanto, a partir das derivadas ja calculadas, temos:

2 Zn: (Soxi - Sx)(szx - S:E:UZ)

oy = A2 2 ) (2.17)
i=1 T~ 1
0 que resulta em:
Sy
azb = A (2.18)

A covariancia, embora simbolizada por ¢, pode ser positiva ou negativa, o que leva

ao uso também da notagdo cov(a, b).

2.1.1 Ajuste de reta com incertezas iguais
No caso em que as incertezas sao iguais, o; = o, as equagodes ficam mais

simples, e podemos definir:

n

n n
2 — 2 — 2
Usazg 1=n, smzan:E xi, SM:E x5,
i=1 =1

=1
5, = Zyi, Spy = inyi, Syy = ny (2.19)
=1 =1 =1

Com essas definigdes, os melhores ajustes (2.6) e (2.7) agora ficam (VUOLO, 1996):

Sq

S8y — SzSy

=2 "V 2.20
a 5 (2.20)
p — SaeSy  Sabay (2.21)
5;13.7}

onde 0., = S,8,. — s>. As variancias agora ficam:

ol = %02 e o, = %02 (2.22)
e a covariancia:

o2 = — 2 o2 (2.23)

533:)3
E interessante notar que os valores ajustados dos parametros ndo depen-

dem de o.
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21.2 Ajustederetay = ax

No caso de reta que passa pela origem, y = ax, o x? fica simplesmente:

n 2
2 Yi — ax; 2
X Zzzl: l o; ‘| a a Yy + vy ( )
Derivando:
dx?
=% = 2aS,, - 28, (2.25)
Ilgualando a zero, temos o valor do pardmetro a de melhor ajuste (VUOLO, 1996):
Say
- Zw 2.26
=g (2.26)

A variancia fica:

. 2
"L (da\’ N 1 22 1
2 2 9 2 i
=3 (o) Uiz<sm> - b

2
TT

2.1.3 Ajuste de reta y = ax com incertezas iguais
No caso em que as incertezas na variavel y sdo iguais, o; = o, os resultados

acima ficam simplesmente (VUOLO, 1996):

o= _ —ZZ;I el (2.28)
Sza Zi:l Ly
© 2
2
A — (2.29)
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2.2 Ajuste de reta com incertezas em x e y

No caso do ajuste de reta com incertezas em ambas variaveis, a tarefa de
encontrar os melhores valores dos parametros minimizando o x? pode ser bem mais
complicada. O método mais aceito para se considerar as incertezas na variavel x é o
rebatimento de incertezas (VUOLO, 1996).

No rebatimento de incertezas, consideramos que y € uma fungcdo de z, y =

f(z) e entdo propagamos a incerteza de = em y:

dy
—| 04 2.30
dx g ( )

Oy(x)i =

%
onde o,(,); € a incerteza do dado y; devido a incerteza em z; € usamos 0 modulo da
derivada |j—§|z = | f'(x;)| para manter a incerteza ndo-negativa. Somamos quadratica-
mente essa incerteza a incerteza original de y obtendo a incerteza total:

d 2
0 = 0%+ 0%, = 0%+ (%) o, (2.31)

No caso da reta y = ax + b, isso se torna simplesmente
ol = aji + a*o?. (2.32)

Como minimizar o x? com essa expressdo para a incerteza é bastante complicado, ge-
ralmente se apela para métodos iterativos, onde se determina o paréametro a supondo
o = 0, pelo método da sub-secéo anterior, depois utiliza-se esse valor de a para cor-
rigir (2.32) e continua-se esse processo até os valores ajustados de a e b convergirem
para o melhor ajuste.

Porém, como ja mostrado em trabalhos anteriores (REED, 1989), a con-
vergéncia nem sempre € garantida, principalmente quando as incertezas sdo muito
grandes. Além disso, métodos numéricos perdem toda visualizagao e controle que sé
se podem obter com métodos analiticos. Por isso, nesse trabalho, concentramos em
métodos analiticos e semi-analiticos para resolver esse problema.

O \?, nesse caso, fica':

n

=) (y: — az; = b (2.33)

2 2,2
0y + a0y

=1
' No Apéndice, apresentamos uma justificativa geométrica para o uso dessa expressao para
0 x2 no caso da reta.
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Novamente, podemos escrever o x* como
X° = a’S,.(a) + b°S,(a) + Sy, (a) + 2abS,(a) — 2aS,,(a) — 2bS,(a) (2.34)

Mas agora as somatodrias sao fungdes de a:

0= S SO=2 g W= s
Sifa) = Uf;)2, &Aa)ngfgi’;Z, Sa) =3 Uf(“’;)z (2.35)

onde c;(a)? = o2, + a’o2.

Yt xi

Derivando parcialmente em relacdo a b, e zerando, encontramos:

_ Sy(a) — aS;(a)
N 7Y

(2.36)

Porém, inserindo esse resultado na equagéo de y? e derivando, o resultado & ex-
tremamente n&o-linear e ndo pode ser resolvido analiticamente. Existem, na litera-
tura, varios métodos semi-analiticos para resolver esse caso geral de ajuste de reta
(YORK, 1966; REED, 1989; REED, 1990; REED, 1992; CECCHI, 1991; BRUZZONE;
MORENO, 1998). Mas como nosso objetivo aqui é estudar métodos analiticos de ajuste
de reta, simplificamos o problema estudando casos particulares para os quais € pos-
sivel se obter solu¢des analiticas. Visando encontrar essas solu¢des, estudaremos a
seguir cada caso particular em separado.

Percebemos, em nosso estudo, que os casos mais simples, que fornecem
solugdes analiticas, sdo aqueles em que as incertezas s&o iguais ponto a ponto, isto
é, o, = oy, 0, = 0,. Esses casos sdo bastante comuns nas analises mais basicas,
quando ndo ha mudancga na escala do instrumento de medigao, por exemplo (incerte-

zas instrumentais iguais). Por serem mais simples, estudaremos esses casos a seguir.

2.2.1 Incertezasiguaisem z e y: y = ax
Nesse caso, que corresponde a reta que passa pela origem, temos b = 0
e as equagbes que minimizam o y? ficam muito mais simples. Temos agora que \? =
x*(a), apenas. Temos:
— (v y; — 2axy; + o’}
= e Z (2.37)

— 02+ a202 02 + a’0?
=1 Yy x
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A partir dai, podemos definir a quantidade:

, (2.38)

™M
Il
|8

Y

que ¢ interessante, pois, em muitas situagées, temos o, < o,, 0 que corresponderia
a ¢ < 1 e onde podemos eventualmente fazer alguma aproximagao, caso necessario.

Em termos de ¢:

Y — 2axy; + a*x?
=y 0+ ) (2.39)
=1
Se definirmos a fungao
1
Wi(a) = (2.40)

2 2-2)’
o2(1 + a?e?)
podemos reescrever o x*:

X’ = Z W(a)(y; — 2axy; + a*x?) = W(a)(a®Spe — 2084y, + Syy) (2.41)
onde agora temos as somas simples, que nado envolvem incertezas:

Sep = z": x?, Spy = z”: TiYi, Sy = Zn: 2. (2.42)
=1 =1 =1

Derivando em relacéo a a:
dx _aw

s ——(a°S4p — 2484y + Syy) + 2W (aS4n — Suy) (2.43)
onde o -
da _05(1 j€a2€2>2 (2.44)
Inserindo em (2.43) e igualando a zero, encontramos a equag&o quadratica
para a:

A’ Sy + a(Spw — €25yy) — Suy = 0, (2.45)

cuja solucéo é dada por:

B Syz £ \/ €28,, — 2+ 4e?s?,
“= 2e%s

(2.46)
Assim, surge uma ambiguidade: com dois valores possiveis para o parame-
tro a que s&o pontos criticos de x*(a), vem a tona a questéo de qual solugdo &€ minimo
e qual € maximo. Propomos o seguinte método para distinguir as duas situagdes: da
Eq. (2.43) com o resultado (2.44), podemos escrever:
o2 (1+a’e?)? dy? _
2 da

?Suy T A(Suw — E°Syy) — Suy (2.47)
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Derivando essa expressao, temos:

o2(1 4 a*e?)* d*x? d o2(14a’€®)*\ dy? — 9ae?s s 2 (2.48)
5 da2 da 5 da Ty T vy '

Mas, no ponto critico, % = 0, entao, podemos escrever para a segunda

derivada nesse ponto:
o2(1+a’e?)? d*y?
2 da?

= 2078,y + Spx — €Sy (2.49)

cr

onde dd—’g € a segunda derivada no ponto critico. Como sabemos, se a segunda

cr
derivada de uma fungao é positiva num ponto critico, esse ponto € um minimo, e se
for negativa, € um maximo. Assim, como estamos apenas interessados no sinal da

segunda derivada, esse sinal sera dado pelo lado direito da Eq. (2.49). Definimos:
fla) =2ae’s,, + Su0 — €75y, (2.50)

Calculando essa fungdo nos pontos criticos (2.46), temos que f(a) > 0 na solugéo

com sinal positivo da raiz. Assim, o valor de a que minimiza o x? é:

2 2 2 262
€°Syy — Szx + \/(5 Syy = Sza) +4€%82,
2¢e?

a= (2.51)
Say
Expandindo (2.51) para valores pequenos de ¢, temos:
a::§@~+(&w%y—si)§?€2+CX€ﬂ (2.52)

onde podemos ver que o primeiro termo corresponde ao caso em que nao ha incerteza
em .

A variancia de a agora € dada por:

i3 () (o) x| () v2 ()] e

Calculamos as derivadas implicitamente usando a expressao (2.45) e obtivemos:

_ 2
2 2 (@%€* +1)7 (Spw + Syye?) (2.54)
¢ Y (8,82 — sm)2 + 452 g2
0 que corresponde para a incerteza de a:
2
0, = 0, (a%> + 1) e T (2.55)
( ny o Smﬁ) +4Sxy€
que para pequenos ¢ fica:
0y (38208, — 28>
o, = Oy y ( vy y) 2 4 O (2.56)

V Szz * 28;%62

onde o primeiro termo corresponde ao caso que nao ha incerteza em x.
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2.2.2 |Incertezasiguaisemzey:y =ax +b

No caso em que y = ax + b, temos:

, = (s — ax; — b)? "L y? 4 a’2? + P — 2ax.y; — 2by; + 2abx;
= = 2.57
X ; o, + a*o 22_1: oo + a’o; ( )
Portanto:
n 2 2,.2 2
5 y; + a*x; + b° — 2axy; — 2by; + 2abz;
V= (2.58)
; o2(1 + a%?)
Se definirmos a fungao
1
W)= ——— 2.59
@)= ST ey (259)
podemos reescrever o
2 - 2 2 2 2 _
X = Z W(a)(y; + a*x; + b° — 2ax;y; — 2by; + 2abx;) =
=1
= W(a) [a*S. + (2bs, — 25, )a + sy, + nb® — 2bs, ] (2.60)

onde agora temos as somas simples, que nao envolvem incertezas:

Spw = ixf, Suy = ixiyz-, Syy = iyf (2.61)
=1 =1 =1

Derivando em relagao a b:

ox?
= W(a)(2nb — 2s, + 2as,,) (2.62)

2
Fazendo % = 0, obtemos:
5, — (5,

b= (2.63)

n

Inserindo em %—’f e igualando a zero, encontramos a equagao quadratica
para a:
a*e*0,y + a(0pe — €°0yy) — 04y = 0, (2.64)

onde ¢,, = ns,, — s> como nas seg¢des anteriores e também definimos:

8,y = NSy — S° (2.65)

Opy = NSyy — 548 yy = NSy — S,

Yo

cuja solucao é dada por:

€20, — O ([ (620, — 0,,)° + 4262,
. (2.66)
2620,y
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Da mesma forma que no caso anterior, a solugéo que minimiza o x> é aquela

com sinal positivo na raiz:

20, = Brs + 1 (20, — 00" + 4262,

a = 2.67
¢ 2620, (267)
Expandindo (2.67) para valores pequenos de ¢, temos:
_ 5:ty 2 59024 2
0=+ Gy = 03, 5 5t O(c) (2.68)

onde podemos ver que o primeiro termo corresponde ao caso em que nao ha incerteza
em x.

Novamente, a variancia de a é dada por:

=0 Z [(ay) (aa;ﬂ (2.69)

a2e2 - 1) (s 2
ol = naim c j ) ( gz + 5Zy€2>. (2.70)
(Oyy€? — 0ga)” + 402 €

0 que corresponde para a incerteza de a:

0 que resulta em:

Oz + 0y €2
0, = 0,(1+ a%?) ”;( T ue >2 - (2.71)
(0yy€? — 0ae)” + 402,
que para pequenos ¢ fica:
n oyn'’? (30,0, —262))
04 = Oy E + 25242 L 5 + O( ) (272)

onde o primeiro termo corresponde ao caso que nao ha incerteza em x.

Analogamente, a variancia de b é dada por:

o Z [( ay) < 5;’)2] 2.73)

A partir disso e da expresséao para b (2.63), obtemos:

o2 (1+a%?)  §202
0% = A )+ S (2.74)
n n

que recupera a expressao de o} no caso que g, — 0 (¢ — 0).

A covariancia entre a e b é dada por:

8@81)2 da b ,|  ,x~[0a b  ,0a Ob
cov(a, b) = Z lc?yZ ay it ox; c?xiaxi] N UZ’Z [8% Oy; te 01’ ox; (2.75)
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Calculando, obtemos
$,02

cov(a,b) = — (2.76)

n

que recupera a expressao para a covariancia quando € — 0.
No Quadro 1, fazemos um resumo com as formulas dos ajustes analisados

nesse trabalho.

Quadro 1 — Quadro-resumo dos ajustes aqui analisados. Além das quantidades ja definidas
no texto, definimos aqui as quantidades: D; = (g%s,, — sm)Q + 4e?s2,, Dy =
(£20yy — 0u0)” + 4202,

Modelo o; a o2
Szy O'Z
y = ax O'y : E
= ax .. & 1

y - Yyt Saa SzmQ
y = ax _|_ b Y Svsscg—sacsy S(;;O'y

— So Sy —SaSy &
y=ax+b| o, o A

= ax E28yy_szz+\/ Dy 05(6252+1) (Szz+8yy82)
v= Tos Ty 2650y D
_ 2

—ar+b| o, 0, | S tetvD no} (a%€*+1)" (Jaa+ye?)
y - x Yy 2525a:y Dy

Modelo o; b o2 cov(a,b)

y=ar | o, - - -

y=axr Oyi - - —
Yy = axr -+ b Oy —sxxsis_sxs”’f?/ Sa;xai S;a'?/

S Sy—5z Sy oo 7o

y=ax+b| oy A ’ A _AS

Yy =aw Oy Oy - - -

— Sy—aSg o, (14+a%e?) s202 5502
y=ar+0b| o, 0, e . 2o <
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3 METODOLOGIA

Para a realizacao deste trabalho foi feita uma pesquisa na literatura, com
o objetivo de procurar trabalhos com dados disponiveis, onde sao feitas analises es-
tatisticas dos dados, de modo que pudéssemos aplicar nosso método estatistico e
comparar as analises.

Assim, entre os artigos pesquisados, escolhemos utilizar o artigo de Ribeiro
et al. (2011), sobre “Variagdo da densidade basica da madeira de Toona ciliata Roem
cultivada em diferentes localidades”, onde neste estudo foram utilizadas amostras de
Cedro Australiano de 4 anos de idade, vindo de trés municipios na regiao sul de Minas
Gerais. Em cada regiao foram coletadas 5 arvores. Apds a escolha das arvores, foram
retirados discos de quatro centimetros de espessura, a partir disso os discos foram
transformados em cunhas, separadas em trés partes: posicao interna, intermediaria e
externa, para a estimativa da densidade basica.

Segundo este trabalho a determinagao da densidade basica da madeira, foi
de acordo com a norma NBR 11941-02 (ABNT, 2003), sendo assim foi utilizada uma
balangca com capacidade minima de 3 kg e sensibilidade de 0,1 g.

A metodologia utilizada foi feita com o uso de métodos estatisticos, para
obter ajustes mais precisos dos dados, tais como:

a) Método dos Minimos Quadrados;
b) Método de Maxima Verossimilhanga;

c) Regresséao Linear.

No caso de Ribeiro et al. (2011), para a aplicagdo dos métodos estatisticos
estudados, foram utilizadas as respectivas médias das amostras, que sao os principais
dados fornecidos no artigo.

Também utilizamos, como um segundo exemplo de aplicagdo do método,
uma simulagao de dados pouco correlacionados, baseados nos dados de Reed (1989).
Foi importante a utilizagdo de dados muito correlacionados como no primeiro exemplo
e dados pouco correlacionados como os de Reed (1989), como veremos na proxima

secao.
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3.1 Materiais
Para a realizagédo de analises estatisticas durante a realizac&o deste traba-
Iho, foram utilizados alguns softwares:

a) Microsoft Excel para organizagao dos dados;

b) gnuplot! para célculo numérico e plotagem.

' <http://www.gnuplot.info/>


http://www.gnuplot.info/
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Escolhemos dois exemplos para aplicar a nossa analise, primeiro os dados
de Ribeiro et al. (2011), onde eles estudam a variagdo da densidade basica de To-
ona ciliata Roem cultivada em diferentes localidades e, num segundo exemplo, uma
simulagao de dados tendo como base os dados de Reed (1989). Os dados sdo bem
diferentes entre si, principalmente pelo fato de que os dados sao muito correlacionados
no primeiro caso e pouco correlacionados no segundo. Vamos ver como se comportam

os dois casos.

4.1 Exemplo | - Variagao da densidade basica de Toona ciliata com a

altura
O primeiro exemplo que usamos para aplicar nossa analise vem do artigo
de Ribeiro et al. (2011), onde eles estudam a variagdo da densidade basica de Toona
ciliata Roem cultivada em diferentes localidades. Os dados mais completos disponibi-
lizados nesse artigo dizem respeito a variagdo da densidade basica com a altura de

Toona ciliata no municipio de Cana Verde. Os dados encontram-se na Tabela 1.

Tabela 1 — Exemplo | - Variagdo da densidade com a altura, no municipio de Cana Verde.

Altura (m) | Densidade (g/cm?)
0 0,272
1,3 0,302
2,6 0,314
3,9 0,332
5,2 0,348
6,5 0,35

Fonte: Ribeiro et al. (2011).

Uma dificuldade que encontramos nessa analise é que esses dados nao
apresentam incerteza, nem na variavel x (altura), nem na variavel y (densidade). Assim,
para aplicar nossa analise, precisamos primeiro estimar as incertezas. Um método para
estimar as incertezas, supondo incertezas apenas em y iguais, é descrito em Vuolo

(1996) (pg. 202). Consiste no seguinte: a partir do y?, podemos definir o x? reduzido,

2 .
X?“ed' 9

X
Xopg = = (4.1)
v

onde v = n — p € o numero de graus de liberdade do ajuste, n € o numero de dados
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e p € o numero de parametros livres. A partir dessa quantidade, podemos analisar a
qualidade do ajuste. A distribuigdo de x?2,, indica que essa quantidade tem um valor
mais provavel y2 , = 1. Portanto, ajustes de boa qualidade possuem x? , ~ 1. Além
disso, ajustes que ndo levam em conta as incertezas sdo equivalentes a ajustes com
incerteza o, = 1. Vamos tentar obter, ent&o, uma incerteza corrigida, o, = ko,, onde
k é um fator de corregdo, de modo a obtermos 2, = 1. Vamos chamar esse novo x?

de x?*'. Se fizermos x?/, = 1 (ou x*' = v), obtemos:

N R LGOI RN R IO AN G
v () ceL () e e

i=1 i=1 Y

onde supomos que as incertezas o, s&o iguais. A partir dai, podemos obter £:

b=y - 43)

e assim obtemos uma estimativa para as incertezas a;, 0; R \/% (pois o, = 1 nesse
caso). Na verdade, isso ja é feito implicitamente em varios soffwares de ajuste de reta
para estimar as incertezas nos parametros (como no Microsoft Excel, por exemplo).
Repare que, se nao temos incertezas em x, os parametros de melhor ajuste a e b ndo
dependem das incertezas, como mostrado na segéo 2.1 e também em Vuolo (1996).
Porém, as incertezas de a e b dependem das incertezas o,. No artigo de Ribeiro et al.
(2011), estima-se os valores de melhor ajuste dos parametros, que estao corretos, se
nao ha incerteza em x. Porém, ndo se estima as incertezas dos parametros. Isso é
um grande erro, ja que se tivermos grandes incertezas nos parametros, até mesmo a
tendéncia inferida na analise pode n&o existir. No minimo, é necessario se indicar as
incertezas instrumentais se ndo est&o disponiveis as incertezas estatisticas’.

Outro problema que existe, ja que ndo ha a indicagdo das incertezas, é
gue nao sabemos o valor das incertezas o,. Como mostramos na se¢ao 2.2, no caso
em que temos incertezas em ambas variaveis, até mesmo os valores estimados de
a e b variam. De fato, mostramos que os valores de melhor ajuste @ e b dependem
de ¢, a razdo entre as incertezas o, /0,. Como ndo temos as incertezas o,;, vamos
supd-las constantes, 0,; = o, e vamos analisar as dependéncias a(c) e b(c) para

esse ajuste. A partir das expressdes encontradas na subsegao 2.2.2 (Equacgdes 2.67

T g2 = Uzznst + stt, onde o, € a incerteza instrumental (devida ao equipamento) e o4 € a
incerteza estatistica (devida a flutuacao estatistica) (VUOLO, 1996).
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e 2.63), plotamos a Figura 1, mostrando as retas de melhor ajuste para alguns valores

de ¢.

0.4

0.38

0.36

0.34

0.32

Densidade (g/cm?’)

0.3

0.28

0.26

Figura 1 — Exemplo | - Dados com retas ajustadas.

T T - T
Dados com erros estimados +—+—i

€=100

e=0
e=1- - -

Altura (m)

Como podemos ver nessa Figura, a variacdo do ajuste foi muito pequena

com ¢. Escolhemos plotar até ¢ = 100 porque esse seria o0 valor caso estimassemos

as incertezas dos dados como sendo dada pelo ultimo digito (0, 1 m para a altura e

0,001 g/cm? para a densidade). Podemos ver essas variagdes também na Tabela 2.

Tabela 2 — Exemplo | - Valores de a e b de melhor ajuste para alguns valores de ¢.

€ a b O, oy

0 | 0,0120 | 0,2807 | 0,0014 | 0,0055

1 |0,0120 | 0,2807 | 0,0014 | 0,0055
100 | 0,0124 | 0,2794 | 0,0015 | 0,0057

Os valores obtidos de a e b para ¢ = 0 conforme descritos na Tabela 2,

estdo de acordo com os valores obtidos em Ribeiro et al. (2011), a saber, a = 0,0120

e b = 0,2699. A pequena diferenca entre o resultado obtido aqui e o resultado de

Ribeiro et al. (2011) é devido ao fato de que |a foi ajustada a relagao entre a densidade

basica da regiao interna e a altura e ndo as médias das densidades basicas como

fizemos aqui. Utilizamos as médias por serem os unicos dados disponiveis em Ribeiro

et al. (2011).



30

Para ficar mais clara a variagado de a e b com ¢, plotamos, na Figura 2 as

dependéncias a(c) e b(¢).

Figura 2 — Exemplo | - a(c) e b(¢) para os dados analisados.

0.0126 0.281

b(e)

0.0125 0.2805

0.0124 0.28

© 0.0123 o 0.2795

0.0122 0.279

0.0121 0.2785 - B

0.278 . . .

0.012

Para podermos comparar diretamente as variagdes de a e b com ¢, plotamos
em uma mesma figura as variagdes percentuais Aa/a e Ab/b. O resultado pode ser

visto na Figura 3.

Figura 3 — Exemplo | - Variacdo percentual de a(c) e b(¢) para os dados analisados.

5

Aala (%)
Ab/b (%)

Aala, Ablb (%)
N

0 50 100 150 200

Como podemos ver nessa Figura, o parametro a pode variar positivamente
até ~ 5% para ¢ = 200 e b varia negativamente até ~ 1%. E quanto as incertezas?
Como elas dependem de £? Primeiramente, para analisar a variacdo das incertezas

com ¢, ndo podemos simplesmente fixar a incerteza o, no valor obtido parac = 0 e
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ir aumentando <. Isso aumentaria a incerteza total, o que diminuiria o x?2,, e portanto,
pioraria a qualidade do ajuste. Para analisar a variag&o das incertezas com ¢, portanto,
exigimos sempre que o ajuste fosse de boa qualidade, ou seja, impusemos 2., = 1
para cada valor de ¢, o que pode ser obtido reescalando as incertezas o, € o, com 0
fator de correcao k£ (Equacéo 4.3) conforme variamos . Usamos, entdo, as Equacgdes

(2.71), (2.74) e (2.76) corrigidas pelo fator k. O resultado pode ser visto na Figura 4.

Figura 4 — Exemplo | - 0,(¢), o4(¢) e cov(a, b) para os dados analisados.

1.48 5.75
Oa(8)

147 - 1

Op(€)

1.46

1.45

1.44

10%0,
L
10° Op

1.43

1.42

141

55

14
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

-6.3
cov(a,b) ——

10° cov(a,b)

Como podemos ver nessa figura, o, € 0, aumentam com &, enquanto a
cov(a, b) diminui (aumenta em mdédulo). Vamos comparar diretamente as trés varia-

¢Oes plotando as variagbes percentuais na Figura 5.
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Figura 5 — Exemplo | - Variagao percentual de o,(¢), o,(¢) e cov(a,b)(¢) para os dados anali-

sados.
6
nl ]
, | i
0 e i
2 \“\ |
_4 B ‘s“~ ]
_6 B ~s~~~~ ]
8 \~"*~-__ b
20| pogeRlon T T e
» Acov(a,b)/|cov(a,b)| (%) - - - ‘
0 50 100 150 200

€

Como podemos ver nessa figura, o, varia até 5% em comparagdo com o

caso em que néo ha incertezas em x, o, varia 4% e cov(a, b) varia ~ 10%.

4.2 Exemplo Il - Simulagao de dados pouco correlacionados

No segundo exemplo que usamos para aplicar nossa analise, tomamos
como base os dados de Reed (1989). Nessa referéncia, eles analisam como segundo
exemplo, dados pouco correlacionados e com grandes incertezas. Porém, o foco de
Reed (1989) é estudar um método semi-analitico para incertezas variaveis em ambas
coordenadas. Como aqui estudamos apenas incertezas fixas em z e y, tomamos uma
meédia das incertezas daquele trabalho com o intuito apenas de testar o método para o
caso em que os dados sao espalhados, pouco correlacionados. Os dados encontram-

se na Tabela 3.
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Tabela 3 — Exemplo Il - Dados simulados com baixa correlagéao.

x o8 Y oy
1,333 | 2,469 | -1,367 | 0,297
-1,009 | 6,363 | 7,232 | 4,672
9,72 | 6,045 | -0,593 | 2,014
-2,079 | 4,061 | 7,124 | 0,022
8,92 | 5325 | 0,468 | 6,868
-0,938 | 5,865 | 8,664 | 2,834
10,94 | 3,993 | 5,854 | 4,647
5,138 | 3,787 | 13,35 | 4,728
11,37 | 3,693 | 4,279 | 2,274
9,421 | 4,687 | 11,63 | 4,659

Fonte: Reed (1989).

A partir dessas incertezas, fizemos médias simples e obtivemos o, = 4, 629

e o, = 3,302. S&o0 esses os valores que usamos nessa analise. Esses valores forne-

cem ¢ = 1,402. Esse sera o valor central da nossa analise. Porém, como nossa inten-

¢ao aqui € demonstrar como o ajuste depende das incertezas em x e y, analisaremos

também a variagao do ajuste com ¢ para valores em torno desse valor central.

A partir das expressdes encontradas na subsecao 2.2.2 (Equagdes 2.67 e

2.63), plotamos a Figura 6, mostrando as retas de melhor ajuste para alguns valores

de ¢.

Figura 6 — Exemplo Il - Dados com retas ajustadas.

20 T T
Dados +—+—
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€=1.402
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-10 -5 0 5 10 15 20
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Como podemos ver nessa Figura, a variagdo do ajuste com ¢ foi muito
grande. Podemos ver essas variagdes para alguns valores de € também na Tabela
4.

Tabela 4 — Exemplo Il - Valores de a e b de melhor ajuste para alguns valores de ¢.

€ a O, b | o
0 [-016]0,32 65|24
14| -24 | 6,0 | 18 | 32
5 -5 11 | 33 | 57

O valor obtido de a para s = 0 conforme descrito na Tabela 4, esta de acordo
com o valor obtido em Reed (1989), a saber, a = —0, 157. O autor desse artigo nao
disponibiliza o valor obtido para b. Também nao podemos comparar nossos resultados
para € # 0 com o resultado obtido naquele artigo, pois Reed (1989) utiliza incertezas
variaveis para os seus dados. De fato, Reed (1989) chega a obter a positivo no melhor
ajuste, o que também demonstra a grande dependéncia dos valores de melhor ajuste
com as incertezas nesse caso.

Para ficar mais clara a variagéo de a € b com ¢, plotamos, na Figura 7 as

dependéncias a(e) e b(e).

Figura 7 — Exemplo Il - a(e) e b(e) para os dados analisados.
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Para podermos comparar diretamente as variacdes de a e b com ¢, plotamos
em uma mesma figura as variagdes percentuais Aa/a e Ab/b. O resultado pode ser

visto na Figura 8.
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Figura 8 — Exempilo Il - Variacédo percentual de a(¢) e b(¢) para os dados analisados.
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Como podemos ver nessa Figura, o parametro a pode variar negativamente
até ~ 3000% para ¢ = 5 e b varia positivamente até ~ 500%. Variagbes enormes,
ainda mais se compararmos com o exemplo anterior. Para determinar a dependéncia
das incertezas com ¢, usamos as Equacgdes (2.71), (2.74) e (2.76). O resultado pode

ser visto na Figura 9.
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Oa

Figura 9 — Exemplo Il - o,(¢), o4(¢) e cov(a, b) para os dados analisados.
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Como podemos ver nessa figura, o, e o, aumentam com ¢, enquanto a

cov(a, b) diminui (aumenta em modulo). Também temos variagdes enormes. Vamos

comparar diretamente as trés variagbes plotando as variagbdes percentuais na Figura

10.

Figura 10 — Exemplo Il - Variacdo percentual de o,(¢), o;(¢) e cov(a,b)(e) para os dados ana-
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Como podemos ver nessa figura, o, varia até ~ 3000% em comparagao

com o caso em que ndo ha incertezas em z, o, varia ~ 2500%. Ja cov(a, b) foi colocada
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em uma figura a parte, a direita na Figura 10, pois chega a variar negativamente até
~ 120.000%!
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5 CONCLUSAO
Analisamos o ajuste de reta buscando solugdes analiticas para os parame-
tros de melhor ajuste, tendo como base o Método dos Minimos Quadrados. Revisamos
0s casos de ajuste de reta em que a incerteza na variavel x pode ser desprezada, co-
muns na literatura. Revisamos a literatura para o caso de ajuste de reta em que as in-
certezas em ambas variaveis devem ser consideradas, desenvolvendo analiticamente
as solugdes dos casos em que as incertezas sao iguais ponto a ponto. Aplicamos o
método estudado a dois casos de ajuste de reta, no primeiro, envolvendo dados muito
correlacionados e no segundo, envolvendo dados pouco correlacionados.
Do nosso estudo, podemos tirar algumas conclusdes:
a) enquanto no caso em que nao ha incertezas em x os parametros a € b
de melhor ajuste da reta ndo dependem das incertezas, no caso em que
as incertezas em x nao podem ser desprezadas, mas sao iguais ponto

a ponto, os parametros a e b dependem da razéo ¢ = 2=,

Y

b) assim como no caso em que o, = 0, as incertezas dos parametros a e

b e covariancia dependem das incertezas dos dados;

C) nos casos analisados, se os dados sdo muito correlacionados (bem ali-

nhados), a dependéncia com ¢ é fraca;

d) nos casos analisados, se os dados sdo pouco correlacionados (disper-
sos), a dependéncia com ¢ é forte.

Por esses motivos e pelos casos estudados no texto, recomendamos:

a) sempre indicar todas as incertezas disponiveis, sejam estatisticas e/ou

instrumentais;

b) desprezar as incertezas em z apenas se o, < o, ou se os dados s&o

bem alinhados e com boa qualidade de ajuste (2., ~ 1);

€) nunca desconsiderar todas incertezas dos dados, caso contrario, os pa-

rametros ajustados ndo possuem significancia estatistica.
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APENDICE A — JUSTIFICATIVA GEOMETRICA DA EXPRESSAO PARA O 2 NO
CASO DE AJUSTE DE RETA COM ERROS EM AMBAS VARIAVEIS

Neste Apéndice, buscaremos uma justificativa geométrica para a expres-
s&o utilizada para o x? do ajuste de reta no caso em que ha erros em ambas variaveis,
Eq. (2.33). Para iniciar, apresentaremos a dedugao da distdncia de um ponto a reta
(subsecgdo A.1), que servira como base para a nossa demonstragdo de que o y? re-
presenta a distancia quadratica minima ponderada pelas incertezas a reta de melhor

ajuste (subsecgao A.2).

A.1 Caso sem desvio padrao
Seja a distancia de um ponto P = (zp,yp) a um ponto (z,y) da reta r

descrita por y = ax + b dado por

D (P,r) = \/(a:p — 1)’ + (yp — ax — b)°.

A distancia do ponto P a reta é determinada pelo ponto (z,y) da reta que
fornece a menor das distancias acima. Para encontra-la, vamos analisar a variagao de

D em funcao de x. Note que

dD zp—x+a(yp —ax —b)
dx D
_ zp+a(yp—0)
Tr =
1+ a?
e portanto
y:ax+b:axp+a2(yp—b)+b:a(xp+ayp)+b.

1+ a? 1+ a?

A distancia minima Dy, (P, ) entéo sera

b—yp\’ b—yp\ b—yp)’
D (Pr) = a arp+b—yp\" (azp+b—yp)" _ (axp +b—yp)
1+ a? 1+ a? 14 a?
laxp + b — yp]

V14 a?

Essa distancia, que é a menor distancia de um ponto P a um ponto qualquer

Dmin (P> T)

da reta r, é definida como a distancia de P a r.
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A.2 Caso com desvio padrao

Ao ajustar uma reta aos dados, estamos interessadas na reta que tenha a
menor distancia aos pontos, mas como, em geral, cada ponto tem sua incerteza, essa
distancia deve ser ponderada pelas incertezas. Para determinar se a expressao para o
x? realmente fornece a menor distancia da reta ajustada aos pontos ponderada pelas
incertezas, vamos usar o mesmo procedimento da subsecéo anterior. Comecemos,
entao, por definir a distancia entre pontos ponderada pelas incertezas.

Vamos definir a distancia de um ponto P = (zp,yp) a reta r descrita por
y = ax + b com a dependéncia do erro associado as medi¢gdes. Tomemos um ponto

A = (z,y) € r. A distancia ponderada pelos erros de P a A pode ser definida por

Tp—x\° — 2 Tp—1z\° —ax —b\’
D, (P, A) = (—) +(u> _ (—) +<y—>
o o o o

A distancia a reta pode ser determinada minimizando-se a expressao acima, ou seja,

encontrando-se um ponto da reta que minimize. A variagdo com relacido a x sera

o ()
— = —— - =0 <<
dx D,
rpo. +ao’ (yp —b)
€T =
o2 + a*o?

de modo que o valor minimo de D, (P, A), que definird D, (P, r) sera

2 9 )
D;(P,r) = d’o, (W) + 0’ (M) :(yp—axp—b) -

2 252 2 252 2 252
o, +a‘o; o, +a‘o; o, +a‘o;

lyp — axp — |

E assim conclui-se que

D, (P,r) =

n

n 2
XQZZD@(B;T)ZZ@P azp —b)"
1=1

2 252
P Oy T a°0y,

E entdo minimizando essa quantidade em relagcéo aos parametros a e b, encontramos
a reta que minimiza a soma das distancias quadraticas ponderadas pelas incertezas
aos pontos experimentais. Entendemos que é mais simples minimizar a soma de dis-
tancias quadraticas, em vez das distancias, pois dessa forma evita-se os médulos, que
possuem derivadas descontinuas.

E claro que existem fortes argumentos estatisticos para a escolha da expres-

séo do 2%, como aqueles apresentados em Vuolo (1996), mas esses argumentos se



42

limitam aos casos em que se considera apenas incerteza em y. Quando ha incerteza
em x, ha uma certa ambiguidade na escolha da expressdo do y? e com essa dedugéo

geomeétrica, justificamos o método que utilizamos.
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