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RESUMO. Neste trabalho nós inicialmente generalizamos os 

potenciais do oscilador harmônico e coulombiano ambos em di- 

mensões arbitrárias e estudamos estes sistemas usando mecâ- 

nica quântica supersimétrica. Depois, num contexto de teoria 

de campos, introduzimos a simetria BRST e construimos a la- 

grangeana padrão de Yang-Mills através do uso de supercam- 

pos, também estudamos a partícula relativista sem spin e 

com spin indicando a supersimetria contida em cada sistema. 

ABSTRACT. Working in arbitrary dimension we generalize the 

harmonic oscillator and the Coulomb potentials and 

we study these systems using supersymmetric quantum mechan- 

ics. Then, in field theory we contruct BRST using a super- 

field treatment. We also study the relativistic particle 

without and with spin showing the supersymmetry of these 

systems. 
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I. introdução 

A supersimetria surgiu por volta de 1970 e unifica, 

numa mesma representação, partículas de spin inteiro (bósons) 

e semi-inteiro (férmions). O aparecimento da supersimetria está 

teorema afirma que a álgebra (de Lie) dos geradores dos grupos 

de simetria da matriz-S mais geral possível é no máximo o produ 

to direto da álgebra de Poincaré pela álgebra correspondente ás 

simetrias internas, ou seja, sendo e os geradores de 

translação e rotação respectivamente e geradores de simetrd. 

a interna, então P^ e satisfazem a álgebra de Poincaré u 

suai e gera uma álgebra de Lie: [By^ , Bv,, ] = i c|'„, B|^ , com 

c!* como constantes de estrutura; e ainda B- são escalares 

de Lorentz: , B^^ ] = 0e [P/* , ] =0. A extensão supersi- 

métrica do teorema de Coleman e Mandula é o teorema de Haag , 

Lopuszanski e Sohnius^^^^ que considera a existência de gerado- 

res fermiônicos, tornando possível a construção de uma álgebra 

de Lie graduada (super-álgebra) envolvendo comutadores e anti- 

comutadores, assim a supersimetria aparece através da extensão 

do grupo de Poincaré realizada através de cargas anticomutantes. 

Considerando que estas cargas são realizadas como spinores 

e seus adjuntos (L=1,...,N; para N = 1 a super-ãlge- 

bra é dita simples, de outra forma é dita N-extendida) temos 

as relações principais da supersimetria^^: 

ligado ã generalização do teorema de Coleman e Mandula^^^^.Este 

(1) 

(2) 
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a 
(3) 

onde (T^ são as matrizes de 

identidade 2x2 = 0) e 

de elevação e abaixamento dos 

Pauli (j^= 1,2,3) mais a matriz 

(T^ - (ycom 

f . . 
sao tensores antissimetricos 

índices spinoriais). 

A supersimetria tem sido usada, basicamente,em três 

campos da física moderna: física nuclear, teoria de campos e 

em mecânica quãntica ordinária, no entanto apenas em física 

nuclear foram observados experimentalmente exemplos de estru- 

turas supersimétricas^^. 

Em teoria de campos supersimetria tem despertado 

grande interesse, devido ã sua conexão com grande unificação 

{principalmente com respeito a quantização da gravidade- "su- 

pergravidade") e o problema da hierarquia (justificativa da 

existência da grande diferença entre as massas dos bósons de 

gauge da interação fraca 10^^ eV e a massa de Planck 

2 8 
10 e V) , mas a existência da supersimetria está ligada a exis- 

tência de partículas correspondentes ãs conhecidas (pertencen 

tes ao mesmo multipleto) e com estatísticas diferentes- Estas 

partículas,entretanto, não foram identificadas até agora na 

natureza. Não obstante, foram desenvolvidas determinadas téc- 

. •- ■ r 291 
nicas para se construir teorias supersimetricas . Neste tra 

balho vamos explorar estas técnicas, aplicando-as em proble 

mas específicos. 

Aplicaremos também supersimetria em mecânica quãn- 

tica ordinária, ou seja,trabalharemos com a mecânica quãntica 

supersimétrica, cujo formalismo é obtido tratando a teoria 
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quântica de tampos em (1 + 0) dimensões. Assim evidenciamos uma 

coordenada (tempo) escrevendo as outras variáveis dinâmicas 

em termos dela. Esta estrutura da mecânica quântica supers^ 

métrica está desenvolvida no apêndice A. 

Na primeira parte da presente dissertação estudamos 

o oscilador harmônico e o problema coulorabiano ambos em dimen 

soes arbitrárias, fazendo uma ligeira generalização dos poten 

ciais via operadores criação e destruição e usando a mecânica 

quântica supersimétrica construimos para cada sistema um ha- 

miltoniano supersimétrico. 

A segunda parte deste texto envolve supersimetria, 

ou melhor dito super-âlgebra, no contexto da teoria de campos 

e partículas elementares. Vamos em III.1, através de técnicas 

de supercampos introduzir a simetria de BRST e construir a 

lagrangeana de Yang-Mills padrão. A simetria de BRST surgiu, 

historicamente, da necessidade de se introduzir campos fanta^ 

mas no processo de quantizaçao de teorias de gauge^ .A fixa 

ção de gauge é usada para retirar do funcional gerador con- 

tribuições de órbitas que estão relacionadas entre si por tran^ 

formações de gauge. Posteriormente foi notado por Becchi,Rouet 

[27] 
e Stora e independentemente por Tyuchin que a lagrangeana 

total resultante deste processo de quantização era invariante 

por ura novo tipo de transformação que foi chamada de BRST. A 

invariância por BRST é útil para mostrar renormalizibilidade 

e unitariedade em teorias de gauge, e é muitas vezes usada a- 

tualmente como principio guia na procura de procedimentos cor 

retos de fixação de gauge. Usaremos, ainda, esta invariância 

para tratar a lagrangeana de uma partícula relativista sem 

spin (em III. 2) e com spin (em III. 3) a fim de quantizar os dois 

sistemas. 
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Para a partícula sem spin desenvolveremos a la- 

grangeana quântica até chegar numa lagrangeana final invarian 

te por supersimetria e análoga a obtida por G. Parisi e N. 

Sourlas^^^^ para um sistema D-dimensional de spin perto do pon 

to crítico em um campo magnético externo aleatório. Para par- 

tícula com spin colocamos a hamiltoniana clássica em uma forma 

conveniente, com os devidos vínculos e campos fantasmasecon^ 

truimos o funcional gerador da teoria. 

4 
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II. aplicaçAo de supersimetria ã mecânica QUÂNTICA 

Tratamos aqui de dois sistemas particulares: o os- 

cilador harmônico e o problema coulombiano, ambos em dimen- 

sões arbitrárias. 

II.1. OPERADORES CRIAÇÃO E DESTRUIÇÃO 

1.1. Oscilador Harmônico em D dimensões 

A equação radial que descreve o oscilador harmônico 

quântico, obtida no apêndice B, é: 

.j^áL 
L4-L(i>-i)- ij 

Vr) ^ -vo tu 

yO úJ ÜAilV.O 

(1) 

onde L é o número quântico do momento angular, é a fre 

quência de oscilação, ^ é a constante de Planck, vri a massa 

do oscilador, Eg são os autovalores da energia, são 

as autofunções e ia variável radial. Lembrando da equa- 

ção de autovalores: 

(2) 

obtemos a partir de (1) o hamiltoniano Hj 

H 

L 4Í (p-iVi 
(3) 

Este hamiltoniano pode ser fatorado em termos de operadores 
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H L, - CL L -í- ( Z L + (4) 

onde: 

CX^I — , 
1 L 4 J_ (r-i> 

ík YV) l-U % Z  

\ 'Z VYl ' i ck X ^ 

:5) 

4 
O- I. = IJ- W I \}J 

\j Z ^ [ cL 

L jL (p-i) 
// (6) 

Estes operadores ol^ e Q.^ podem ser vistos como operado- 

res criação e destruição - interpretados no apêndice D. 

Verificamos também que: 

K, = 4Ítíi. (^^L + 0)-Z) (7) 

Com base nos resultados obtidos até aqui podemos ge 

neralizar os operadores s , seguindo sugestão das 

referências [1] e [2]: 

'J Z l d. 

(8) 

J. t 

(9) 

E impomos que, em analogia com (7) 

K ,= A, A" 4 AííL ( ^v-£) 

Z 

(10) 
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Usando a forma explícito de e Aj^ e de em 

(10), chegamos ã seguinte equação diferencial: 

i; . f‘_- w,.v; IZL<V-£) (11) 
^ U  ^  T     ^ ' 

onde i' lkl«) -   — ; cu]a solução (obtida no apendice E ) e; 

kw) r -vn LU d? 
L4±(p-J) 

d? 

(12) 

sendo: 

^k! 

^LtO'i - ^ ^ 'íZ 

)( 

1Í (13) 

Para evitar que o denominador de (13) se anule para um dado 

, criando assim singularidades, colocamos restrições em 

X : 

se ( 2L 4 X> - 1 ) for par: 

K >0 o(/ 
l ^ V,0 lA/, 

£L^D-i 

.ITL 
Yv^[ Uj (13.A) 

se ( + 33) ■ i ) for impar: 

X > O oü . _L / 4 D -i 

2: \ Z Wl Uvl 
(13.B) 

A relação de comutação entre os novos operadores 

Al e é: 
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[ a,,a:]e a, a;-a: a, = 

> I 

r \áJ ^ Í.Í1^) = A XI ^ 

l ^ 

14 

Usando esta relação em (10) obtemos: 

t ^11; -R, 

Mas de (3), verifica-se que: 

K„- -1 
t LtiC^-i) 

= H, 
vn '£'• 

Portanto (15) pode ser rescrito; 

. J>1 4ÍI-R) = A\A, ^ (zl»j3) 

vn 

A expressão acima sugere a definição de um novo 

miltoniano: 

v>0. 

ou ainda, voltando a (17) 

= KK t Aj l. z l d) 
z 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

ha- 

(18) 

(19) 
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Deste novo hamiltoniano obtemos os autovalores e au 

tofunções percebendo que: 

iX -- I {ZL +D) a: = 

= A^. i l\\ ^ ( 2 L + b) I _ ^ ■ (20) 

Assim se i l7 ,\ são autofunções de com autovalores Ejj , 

então t+il são autofunções de cora autovalores 

( +Avj). Estas autofunções de são ortogonais com produ 

to escalar dado no final do apêndice B: 

l ) A u ^Kj', uii')- 

Contudo o conjunto [/\+ Üm,l+í] contém todos os autoesta- 

dos de , ou seja, não forma uma base completa do espaço de 

Hilbert. é o operador que fornece os autoestados de a 

partir dos autoestados de , mas neste processo perdemos 

o "vácuo" que é formado pelos estados de menor energia para 

L fixo, precisamos então obter o estado perdido que 

completa a base e é ortogonal a todos os demais estados: 

mas como 

de acima 

( ^ (para V K] ) (22) 

( (23) 

forma uma base completa, para que a igualda- 

seja verdadeira é preciso que: 

AtU,. t1 A- + iíi?) 

Jzv/i 

\iM). O (24) 
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Lembrando qüe para ter o elemento de volume correto na inte- 

gração que definimos como produto escalar no apêndice B, pre- 

cisamos retirar da solução de (24) o fator K, . Usando 

(lt) dado em (12) achamos a solução desta equação dife- 

rencial de primeira ordemeobtemos o estado perdido: 

^ t, I 

Uf, 1,(12)= C e iZ 

ü 

(25) 

r>J 

0 rótulo do estado ) pode ser inferido do caso unidimen 

sional,referência [l],como sendo o estado de mais baixa ener- 

gia para um dado L fixo. 

Pela definição de ( 12 ) em (24), este estado 

tem autovalor .Í?...PVÍ ( : 

0,M) = K\^ ^ {ZLfD) 
2 

(26) 

Assim generalizamos o potencial do oscilador harmô- 

nico D-dimensional achando um novo hamiItoniano, obtendo tam- 

bém suas autofunções e autovalores. 

1.2. Problema de Coulomb em d dimensões 

Trataremos aqui o problema coulombiano através de 

um procedimento inteiramente análogo ao usado no oscilador har 

mônico. 

A equação radial, encontrada no apêndice C, que des 

creve o problema coulombiano quãntico d-dimensional é: 
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va 

hUJi-l) 
h 

JÇ.IU-O-i 
L 

ÍL 

W) e 

/L 

= Íy, 12v,,X.U) (27) 

onde X ' é o número quântico do momento angular, e é o valor 

das cargas que se atraem, a massa da carga central é consi- 

derada infinita e VO. é a massa da carga orbitante, são 

os autovalores da energia, são as autofunções e A. 

é a variável radial. Obtemos o hamiltoniano: 

íÃaa-i)lÍA,i(«L-i)-i’ 
L ^ JL z 

vg. \ X rí A 

Z'V(\^ i 

A 

(28) 

que pode ser fatorado: 

H, = e 7 .-L U-i) 

-L 

(29 

com 

= ^ ).i_. >0- 

X YYl [ ol A ^ 

(T VtO 

A + ^ 

,?[ A ^ 

z 

I 

-1 

bt 

A 

   

A 

(30) 

. (31) 

Estes operadores e sao tratados no apêndice D e 

podem ser interpretados como operadores criaçãoe destruição. 
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Verificamos também que: 

X U-i^ 
t 

(32: 

Como feito para o ocilador harmônico, vamos genera 

lizar os operadores e definindo: 

13,=_A 

iJ wr 

^) (33) 

Vin 
- 

À A- 

(34) 

e impondo que: 

H, = í ,--1 (1-1) 

z 

- z 

(35) 

Usando as definições de e E^a ® ^ forma explicita de 

H, obtida de (28), chegamos a seguinte equação diferen- 

ciai não homogênea: 

31,1-1.1-1) 
L  . w\ e 1 . vn éP 

z 
/t 

X + lU-l) 

t-2 

(36) 

onde b “-^1  , cuja solução é determinada no apêndice E; 

fv = vFi n±(i-i) 

Z 

,,-1 

iu) (37) 

/b 
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sendo: 

c. 
A 

í [l-i.(d-i) 
-1 I 

A 

r Jjt 
líli-oL-i 

A. Clt^ 
■€ VY1 Ê 

(38) 

Para evitar o aparecimento de singularidades no denominador 

da expressão acima impomos: 

r > O ou r<4£ji. oi-i)! VYTI e H.lU-i) 

z 
(39: 

A relação de comutação dos novos operadores é: 

(40) 

Juntando esta igualdade com (35) obtemos; 

H)i,r J\- iril- 
* z tí l ^ aí' Vyi 

(41) 

Mas (28) nos fornece a seguinte igualdade: 

. H, 
va AÍ 

(42: 

o que nos possibilita reescrever (41) 

VYi -2 'k" 

Jl.-l-UL-í) 
z 

-z, 

(43) 

Esta expressão sugere a definição de um novo hamiItoniano: 

ÍÍ..-M, _x ^;u) 
>n 

(44) 
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ou usando (43) 

z ^ 

_L ^ ot -i) (45: 

Deste novo hainiltoniano podemos determinar quais 

são as autofunções e autovalores observando que: 

^ t' 

X + _L (J--1) -- 

03; { 
I Zj n l 

= 1-1 (46) 

Assim se \ 'K, y., t A i são autofunções de com autova- 

lores , então são autofunções de também 

autovalores . Estas autofunções de são orto- com 

gonais: 

vn e-< (i.lU-0^ 

z>h? V i 

Lrf (47) 

Notemos que estamos tratando o problema coulombia- 

no exatamente como fizemos com o oscilador harmônico; assim o 

hamiltoniano possue autoestados I | e ainda es 

tados perdidos '3'^® completam o espaço de Hilbert 

das autofunções do novo hamiltoniano. Chegamos aos estados 

perdidos pela igualdade: 

( para V-v-, ) (48) 
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ou ainda; 

( ) 'í?v^,jL + l ) - O (49) 

Percebemos que Jk são obtidos da equação diferencial 

abaixo (já que forma uma base completa), retiran- 

L( ol-i) 
do o fator /L^ que contribue para o fator de volume 

correto na integração que define o produto escalar (apêndice 

C) : 

N Z> v>q [ (?L /f- 
(50) 

A solução desta equação, usando dada em (37), é: 

-Cê 

n. 

:51) 

O rótulo do estado perdido pode ser inferido do caso tridi- 

men sional referência [2] ou através da relação de ortogonali 

dade (47), pois sendo Lv,= *2:LLA 
Aj 

(apêndice C) a •Y\.+ J:_ (cí,-3) 

ortogonalidade não está bem definida para Y] = + i . 

Através da igualdade (50) obtemos os aubovalores 

para os estados perdidos: 

ti, e ' 

. y^.Ã. k ^ li^-0 

T ^ 

zK X 

-z 

Cn H r ' 
tem autovalor : - ^ 5l_J_(ol-l) 

ZK 

-2 

Portanto 
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Assim, como para o oscilador harmônico, generaliz^ 

mos o potencial do problema coulombiano (em d dimensões) atra- 

vés do novo hamiltoniano (44) e resolvemos analiticamente e^ 

te novo sistema obtendo suas autofunções e autovalores. 

II.2. APLICAÇÃO DA MECÂNICA QUÂNTICA SUPERSIMÉTRICA 

Uma construção formal da mecânica quântica supersi 

métrica é apresentada no apêndice A de onde extraímos a rela 

ção de anticomutação fundamental; para N=2: 

[a. Ql.= H,, 

onde ^ e Ci* são os geradores da supersimetria e é 

o hamiltoniano supersimétrico 

Os geradores a e a* podem ser realizados da 

seguinte forma: 

d = o6 (T_ (54) 

a* = (55) 

onde: (H = 
0 O 

1 O O 

. Esta realização e 

merge do estudo do hamiltoniano de um oscilador harmonico 

supersimetr1CO, referencia [8], sendo oC e operadores 

criação e destruição bosônicos e CT e (T+ os operadores fer 

miônicos equivalentes representados em termos de matrizes de 

Pauli. A relação fundamental (53) pode ser escrita: 

[a,a*],= 

oi*oC 

0 oCoC. 

= H ss 
(56) 
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e chamaremos' n.= de companheiro supersimétrico de 

Em termos das autofunções, Q- aplicado em um autoestado de 

conduz a um autoestado de f-j. e Q,'*' atuando numa au- 

tofunção de j-|_ nos leva a um autoestado de f-| ^ : 

a 

Q* 

o i 

o 

T 

o 

. ^-1 

0 

o 

(57) 

(58) 

Os operadores generalizados Al e Al do osci- 

lador harmônico e e problema coulombiano que 

foram calculados anteriormente podem ser associados aos ope- 

radores oC e c^'*’ desta linguagem supersimétrica. Devido 

a clareza na interpretação dos resultados escolhemos traba- 

lhar primeiro com os operadores não generalizados (X^. e a* e 

Ue , ou seja, analisamos os companheiros supersimé- 

tricos dos hamiltonianos do oscilador harmônico e do proble- 

ma coulombiano em dimensões arbitrárias, a menos de constan 

tes aditivas. 

Para o oscilador harmônico temos, usando (5) e (6): 

H. 3 <x', Cl, = 
+1. 

V - ^ 
z 

-flÜ^(,2LtDj(59) 

® o próprio hamiltoniano do oscilador harmônico (3) 

menos o estado de mais baixa energia: ■*, os au- 

toestados de energia são dados no apêndice B, ou melhor, H+l 

tem o espectro igual ao do oscilador harmônico, porém deslo 

estado fundamental tenha autovalor nulo. cado de forma que o 
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O companheiro supersimétrico neste caso é: 

L^LC®-\)4i 

-K 'Wi*' 
- íal{^^^D-Z)(60) 

z 

comparando o termo de momento angular, proporcional a 'í? ^ , 

vemos que as funções de onda dos pares supersimétricos (59) 

e (60) estão relacionados entre si pela troca L —Ltl . Em 

termos dos autovalores da energia percebemos que o espectro de 

é e de ê ou/(n+l) com Yi ^ Q , por 

tanto são iguais a menos do estado fundamental nulo que ape- 

nas possue. 

No caso coulombiano, usando (30) e (31), temos: 

H -K.- 

. K 

h wa 

X t L 

oLa? A 

Zw\e J_ 

^ /I 

9..MU) 
L 

(61) 

que corresponde ao hamiltoniano (29) menos o valor da energia 

mais baixa para um dado fixo A>lCcL-i) — os 

autovalores de energia são dados no apêndice C -aqui também 

o espectro é deslocado de forma a ter o estado de mais bai- 

xa energia com autovalor zero. O companheiro supersimétrico 

de é dado por: 

= JL -X-. 
Z vyi 

I 
..U-» X.1U-1).L 

Z^rA^ 1 

A A ixí: 

MU-0 
z 

-I 
(62) 
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H - = W 

que a menos de constantes aditivas correspondem as definições 

(19)e (10), ou seja, o hamiltoniano generalizado está relaciona 

do ao hamiltoniano do oscilador harmônico por supersiraetria. 

Analisando as funções de onda obtemos: 

o 0 

o 

0 

0 o 

(65) 

(66) 

onde notamos em (65) que difere de por uma 

constante, isto pode ser controlado através da constante de 

normalização. Da mesma forma o problema coulombiano nos for- 

nece : 

H . (67) 

í-|_r3bi Í68) 

o que permite concluir que a menos de constantes aditivas o 

hamiltoniano do problema coulombiano (35) é companhe^ 

ro supersimétrico do hamiltoniano generalizado Vfj^(45). Em 

termos das funções de onda os resultados são equivalentes 

aos apresentados acima para o oscilador harmônico. 
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onde percebemos, comparando o termo de momento angular (pro- 

porcional a aT* ) que os autoestados do par supersimétrico (59) e 

(60) estão relacionados pela troca de uma unidade no número 

quântico do momento angular X X i . Analisando os espec 

tros de energia de e vemos que são iguais a me- 

nos do autovalor nulo do estado de mais baixa energia para 

j(, fixo que ocorre apenas para . Notemos que as con- 

clusões obtidas são basicamente as mesmas a que chegamos ao 

estudar o oscilador harmônico. 

Esperavamos conseguir um mapeamento entre os dois 

problemas quãnticos tratados aqui via operadores criação e 

destruição, não conseguimos realizar tal intento, no entanto 

no apêndice F apresentamos um mapeamento entre as autofunções 

do oscilador harmônico em D dimensões e do problema coulom 

biano em d dimensões. 

Em três dimensões o problema coulombiano supersi- 

métrico permite uma interessante interpretação física desen- 

volvida no apêndice G, que nos leva a relacionar dentro de 

determinadas condições (desprezando interação entre elétrons 

e movimento de recuo do núcleo atômico) o hamiltoniano 

com os orbitais Av do átomo de hidrogênio e seu companhei 

ro supersimétrico com os orbitais /», do átomo de lítio 

com dois elétrons no orbital . 

Passamos agora aos operadores generalizados. No ca 

so do oscilador harmônico: 

(63) 
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III. APLICAÇÃO DE SUPER-ÃLGEBRAS EM TEORIA DE CAMPOS 

Estudamos nesta parte do trabalho os tópicos: simetria 

BRST num contexto de supercampos, sistema de uma partícula 

sem spin e com spin-ambos com introdução de campos fantasmas. 

III.1. SUPERCAMPOS E SIMETRIA BRST 

Inicialmente vamos construir a lagrangeana de Yang- 

Mills com termo de Fixação de Gauge usando a simetria BRST ^ ^ ® ^ . 

A lagrangeana de partida é portanto: 

í, i_ e. F 

2c 

^v> 

r 
(69) 

onde: í^v> " "''(A^xAy) , são os campos de 
- o« O- __ rf— W- ^ ^ Ol, ^ 

- lyv I ^ são os geradores do grupo de 

gauge (de Lie) : [ Cs*" , com constante de estru 

tura 7 ; nesta notaçao: ( «x x b ) = j o, o . como o 

grupo de gauge que aparece é um grupo de Lie compacto ele 

possui algumas propriedades importantes, destacamos a ident_i 

dade de Jacobi e a total antissimetria da constante de estru 

tura. A lagrangeana (69) é invariante por transformações de 

gauge, infinitesimalmente: 

= (P/*£r= £, (70) 

onde definido acima é a derivada covariante. 

A transformação de BRST ( ) para o campo de gauge 

é obtida substituindo o parâmetro inf initesimal da tran^ 
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formação de gauge ^ ( o.) por \ c ( jc. ) onde X é um núme- 

ro de Grassmann e C( oc) tem caráter fermiônico e é chama 

do campo fantasma, portanto a transformação de BRST de 

é: 

(7i: 

Impondo que esta transformação seja nilpotente: 

= s.u.a;V'0 , que é uma propriedade das trans- ■3 ^ 

formações de BRST, obtemos como se transforma o campo fanta^ 

ma: 

^3^0*^= ^ (cxc) (72) 

Para fixar o gauge precisamos introduzir na teoria 

mais dois campos; o anti-fantasma com caráter fer 

miônico e o campo bosõnico CBjx), de forma que sejam 

construídas as seguintes transformações nilpotentes: 

C «- -S* a, 

o 

Dadas as transformações de BRST podemos introduzir um 

gerador destas transformações definido por: 

\ = [ C ^ Ql. j (75) 

(73) 

(74) 

este gerador sendo nilpotente obedece a relação de anticomu- 

tação; 
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[Qjsj 0 (76) 

O princípio de simetria por BRST postula que os estados físi 

COS são invariantes por BRST, ou seja; 

I ifôUÒ) = 0 (77) 

Assim qualquer operador da forma ) terá autovalor nu 

lo quando aplicado a algum estado físico. Portanto podemos 

adicionar a lagrangeana um operador deste tipo sem alterar o 

conteúdo físico da teoria. Vamos usar esta propriedade para 

adicionar a lagrangeana de partida ( JL» ) termos de fixação 

de gauge e de fantasmas de Faaddev-Popov .Outra 

propriedade a ser considerada na construção destes termos é 

a conservação do número de fantasmas, este número quãntico é 

+i para fantasmas e -i para anti-fantasmas, assim como J, 

tem número de fantasmas zero também exigimos isto para e 

Xpp . Obedecendo âs condições acima escrevemos: 

é a função de fixaçao de gauge: uma função arbitra 

ria dos campos da teoria com número de fantasmas igual a ze- 

ro. Separando os termos de (78) obtemos: 

3iJ' (79) 

(80) 
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Usualraente escolhemos o gauge: 

Z, 

de forma que: 

isto nos leva a uma densidade de lagrangeana total: 

i= X o *^fCr ^ ff - 

r 
t ^ ívJbt í c. J (3^ c 

y. (84) 

Podemos ainda rearranjar os termos 

uma integração por partes na ação: 

zando termos da superfície: 

desta 

A = 

lagrangeana 

L 6 
J 

fazendo 

despre- 

L- i f Aa- - J c J)^c + i_ ^ 3 ■ (85) 

Esta lagrangeana também possui invariãncia por anti-BRST no- 

tada por Curei e Ferrari (referência [26]), cujas transforma 

ções são encontradas trocando-se os campos fantasmas 

por anti-fantasmas e vice-versa, ou seja: 

\ A/~] = \ C. (86) 

(87) 
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“X = [ i- X Cljj, = X I «Ib 

\ = [ L \ Q.35. ^ = 0 

(88) 

(89) 

onde é o gerador de anti-BRST e o campo 

satisfazer a igualdade: 

deve 

o. (9U) 

Como vimos o procedimento usado aqui nos levou a 

construção da lagrangeana padrão de Yang-Mills com o gauge fi 

xado e termo de Faddev-Popov. Permitiu-nos também identifi- 

car as transformações de BRST e anti-BRST que mantém esta la 

grangeana invariante. 0 que faremos a seguir é recuperar es- 

tes resultados através do formalismo de supercampos, seguin- 

do o tratamento dado por Bonora e Tonin na referência [ 11 ] . 

Trabalharemos num super-espaço de dimensão (4 +2), 

com as quatro coordenadas ordinárias do espaço-tempo 

( JJ- =0,1,2,3) e duas coordenadas grassmannianas © e 

0 , neste super-espaço introduzimos os supercampos: 

0 lyxu 01^/x) 4 c00yu) od 

(x>0; e)= c(x) + í 0 CÍ3 (x) + i © /V (x) + C © © i(x) (92) 

(_ X ô ) ©) “ ^ + ‘'0a-Cx)^.l0 £> Cx) + ». 0 0 (93) 
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onde ( X, 0,6 ) tem caráter bosônico, vj ( 0,0 ) e 

^ ,0,©) tem caráter fermiônico. Usando estes super- 

campos definimos a conexão: 

uj; = cXx-^+ 'Tjj d 9 ^ ^1 ol0 (94) 

e a curvatura: 

= JL vVJ + — Í ) '^''1 “ •* vV/ A 
L 

onde ^ ^ 

da exterior no super-campo: 

) i'-T^ ' yr7 
i 

(95) 

é a deriva 

d - I A. lA \ cl9 i ( 

Vc)x;.i Ue/ Vj©/ 

(96) 

Assumimos que a conexão cU é tal que a curvatura é 

nula na direção 9 e & , ou seja, J-x^a J.x''. Esta 
r 

suposição é plausível se lembrarmos que a conexão fornece in 

formações sobre as interações dos campos da teoria. Com esta 

hipótese obtemos condições sobre as componentes dos super- 

campos (encontradas no apêndice H): 

=» IP^cCx) (97) 

õ W (98) 

c(.=^) X C Cx) (99) 

A. Cx) = _L L c^x) X cCx) (100) 

z 

fLÍ,y-) z Á. í c- X ^ 
z 

(101) 
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sC-0 = C^)>Cc.C-^) (102) 

sCx)=-r&U') < c.Cx) (103) 

£>C:0 + CEjCx) - t ClCx) / cCx) - O (104) 

e a parte da curvatura diferente de zero é: 

F U) 4 i{^,0,9) 

í 

As relações de 

tes são apenas 

(97) a (104) indicam que os campos independen 

quatro: ^{SK.) , C(X-) e C(X.). 

Visando obter a lagrangeana de Yang-Mills escreve- 

mos a seguinte lagrangeana em termos dos supercampos: 

L.1SPM 1 

z 

e definimos a ação no superespaço: 

(106) 

0 0 dO cA.© oL (107) 

Assim somente termos independentes de 0 e Ô na lagrangea— 

na darão contribuições a teoria e estes termos devido ao fa- 

tor ( 00 ) da ação são invariantes por translações nas variá 

veis de Grassmann. Vamos então determina—los, escrevendo »C 

(196) em componentes: 
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= 1. r,P'“ 
Jcwtc u, t 

ie a e ê ^ 

t) (b (p^ 

ol9 e^0 > 

= -A^ J"J3-C J cJ3'*c 

fcv\d« p C Mdev\Le ' ' 
ic. 0 c. 5 

-sbp 

J_jn o) vn 

- :£> 

ie. 0 *. © 

í. viJc.pt n <1 t^o í « 

<Jt 0 e 0 

:: - !!>" 

(108) 

(109) 

(110) 

(111) 

das expressões acima apenas (109) não é imediata e é desen- 

volvida no final do apêndice H, portanto a lagrangeana (106) 

assume forma: 

H 

(112) 

que é idêntica a lagrangeana de Yang-Mills (85) exceto pelo 

termo proporcional a ^ , mas em geral usamos (^ = O . 

As translações nas variáveis 0 e 0 deixam (107 )in- 

variante e estão relacionadas (como veremos a seguir) com 

transformações de anti-BRST e BRST, respectivamente. Faça- 

mos então uma translação em 0 : 0 © + \ . Esta trans 

formação no supercampo (^ ( x > 0 r ô ) resulta em: 

(^( x.ev©-*^)- t "X S^]4 0t^^ + íoe (113) 

aplicada a 
1 

(Xr 9,0): 

= c -t: \/V -»t © (£> + \5^+ L 0/L+: 60S (114) 
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e em , Q ,0 ) : 

Comparando as expressões acima com (91), (92) e (93) observa 

campo. Assim os campos de interesse (aqueles que são indepen 

dentes) se transformam: 

As transformações dos outros campos são recuperados usando 

as quatro expressões acima em adição com as condições dadas 

de (97) a (104); convém não esquecer que elas também podem 

ser obtidas diretamente de (113), (114) e (115). 

Agora vejamos qual efeito da translação em 0; 0—0tX 

nos supercampos: 

mos como a translação em O afeta cada componente do super 

S A^Cx) = ' \ H^cCx) (116) 

:: O (117) 

SlCCxjs i \ /V-Cx) c - -L. \ cCx) (118) 

S c = í, \ Cx) . (119) 

, 0) = ^ ^ í* ^ -t- ú 00 

■^( X, 0-t\,^)-C + c + Ô + ‘ 0 (a S ) + t 00 s 

0}-C4t\Ã. + l^a. + l0 “Xs) i G 9 s (122) 

(121) 

(120) 



30 

Da mesma forma feita para translação de & , vamos comparar 

as expressões acima com (91), (92) e (93) e obter como cada 

campo independente é afetado: 

^ = \ = \ c Cx) (12 3) 

% 3 C-sO =0 (12 4) 

(125) 

(126) 

aqui preferimos considerar como campo independente 

ao invés de 3 Ix) - esta escolha é possível devido a re- 

lação (104). Para obtermos as transformações dos outros cam- 

pos basta usar as relações acima e as dadas de (97) a (104) . 

Analisando os resultados obtidos neste tratamento 

com supercampos recuperamos a lagrangeana de Yang—Mills com 

fixação de gauge e fantasmas (112) ; também obtivemos as trans 

formações de BRST que são reproduzidas (relações 116 a 119)a 

través da translação na variável © e as transformações de 

anti—BRST que surgem como translação na variável Q (rela- 

ções 123 a 126)• Dentro desta visão há uma super—álgebra bá- 

sica responsável pelas simetrias de BRST e anti—BRST e os ge 

radores de BRST e anti-BRST Q. podem ser realizados como ge 

radores de translação nas variáveis de Grassmann do super- 

espaço: 

S C Cx>s l\ 7lCx) =:. Jl_ C C^c) X C Cx) 
Z 

(127) 



(128) C Qa-- i_ 

Trabalhamos aqui com translações nas variáveis 0 e 

0 (a ação 107 é invariante por tais transforamções); por 

questão de completeza apresentamos no apêndice I um breve es 

tudo das rotações neste super-espaço^^. 

III.2. PARTÍCULA RELATIVISTA NUM ESPAÇO CURVO-SEM SPIN 

Com base no trabalho de A. Neveu e P. West , 

vamos estudar o sistema clássico de uma partícula sem spin 

movendo-se em uma linha de universo curva, usando a simetria 

de BRST quantizaremos este sistema e analisaremos a simetria 

da lagrangeana final (158). 

(151 
A lagrangeana classica^ 

oLq (12 9) 
H oto 

onde 3C>^( Z> ) é a posição e ( &) é a métrica interna do 

caminho percorrido, descreve o movimento de uma partícula re 

lativístíca livre de massa tO. numa linha de universo curvo, 

pois reproduz resultados esperados, por exemplo, tomando 

«6o(&) constante obtemos das equações de movimento que 

3Ô**’( í) ) =0 . Esta lagrangeana é invariante por reparametri- 

zação em ^ , ou seja, é invariante pela transformação (de- 

senvolvida no apêndice J): 

JL& 
(130) 
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SoC© = -À— (6<>co) 

cL Xd 

(131) 

Por questão de conveniência vamos redefinir a mé- 

trica interna: 

C - 
uj ("í») 

e (132) 

Assim a lagrangeana (129) é escrita: 

X3_4_ --wi* e'^ (133) 

H 

Desta lagrangeana determinamos os momentos canonicamente con 

jugados a X.^('C?) e (t? ) : 

|^= -i-á. =-L =C^CT'*^ (134) 

TíwJ » AÃí-. r o (13 5) 

esta última expressão nos fornece um vinculo: 

4: (136) 

Para determinar vínculos secundários (apêndice 

do hamiltoniano: Mt= h, + X 

L) precisamos 

sendo que com 

obtemos: 

(137) 



33 

Assim: 

~ í ( |0^+v>r(2) (13 8) 

portanto há um vínculo secundário: 

+ * O. (139) 

Não existem outros vínculos, pois agora temos: 

t 4a J (140) 

4- Ht) • (141) 

Estes vínculos são de primeira classe: 

O 

í4>4\f=o 

onde: ^O'' significa que o vínculo é imposto após o cál- 

culo dos parênteses de Poisson. 

O vínculo c|)^ quando introduzido na teoria que- 

bra a simetria por reparametrização (fixa o gauge). Vamos en 

iritroduzir campos fantasmas usando a simetrxa BRST, vi- 

sando quantizar este sistema. O método usado é basicamente o 

dado na referência [19] e indicado no final do apêndice L , 

(142) 

(143) 

(144) 
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acrescido de alguns detalhes. 

0 gerador de BRST é obtido através dos vínculos 

e multiplicados por campos fantasmas: 

<2.0- CL (145) 

C. é o campo fantasma e é o momento canonicamente con- 

jugado ao anti-fantasma c que é colocado para que os dois 

termos do gerador tenham mesmo número de fantasmas (+ 1) , o 

fator no segundo termo de Qo é colocado porque não 

altera significamente o vínculo 4\, que pode ser substituí- 

do por TTv,/» O , No entanto os parênteses de Poisson: 

Q.Oj Q.O \ são diferentes de zero, isto corresponde a 

que o gerador não é nilpotente. Adicionamos então a Gto um 

termo extra: 

a= a» - = 

- e" c <• f^ ^ f;) +. e,“ Trí (146) 

e obtemos assim que: 

Procuramos um hamiltoniano invariante por BRST e 

encontramos: 

e"( 
(148) 
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que possui esta propriedade ; 

S> Í\Q, (149) 

Para quantizar este sistema fazemos ^ > ]j^' 

ou seja, substituimos os parênteses de Poisson por relações 

de comutação (variáveis bosônicas) ou de anticomutação(variá 

veis fermiõnicas). As variáveis resultantes podem ser repre- 

sentadas pelos seguintes operadores: 

-I J. tu 

A 
c 

J ^ 
: J  

tJ 

A 
C- 

X.—.LÍ_, 

Ju) 

Jz 

Trabalharemos agora com estes operadores, embora sem usar o 

simbolo '' 

0 hamiltoniano (148) em termos dos operadores quân- 

ticos e: 

- o 
uí 

A + jÍ— 2  

J c c) c 

(150) 

Procuramos, usando este hamiltoniano, escrever uma ação que 

nos leve a equação de Schrodinger. Definimos então: 

A- X(^J Íj) (151) 

O gerador 0. (146) 

com as expressões 

e o hamiltoniano (148) são compatíveis 

gerais dadas no apêndice L,onde , 

e - Tfc, > os vínculos são 4i= e'^ e 

a função arbitrária ^ igual a zero. 
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onde ) c j e ) e to é o tempo próprio da partícu- 

la. Esta ação produz através do método variacional o resul- 

tado esperado. 

Vamos introduzir a variável oC í: eT 
-Ws/ 

d. Ib — dw d. o d. C. d. z: I ^ d» c. d- C* 

d- 
oO (152) 

e usar a transformada de Fourier das funções -Xi I. &) 

r 
+ 00 

1^- X(^) (153) 

Segundo Neveu e West^^'^^ podemos interpretar a coordenada o6 

como sendo o resíduo do comprimento da corda para partícula 

pontual e o seu momento canonicamente conjugado. As- 

sim a ação (151) fica (ver apêndice J): 

<Ljc oLc «Lc cLXj <LuT X** 1 , j, yoÍÍ ^ 

^ l- 

154) 

onde: ^ e -0 possuem valores entre O e tD+A- : 

O se. se 0 Oi-i 

^ SeyX,= l> 

5e y(L « 0 • 4 Ju & - it WLT 5e 
^ ^ E ^ ^ 

Expandindo a função 

dos fantasmas: 

em termos 

%= H’+c't+ C.ÕV/ (155) 
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e integrando em ds-C e d, c c chegamos a: 

A=-JL dx. cLÍ) +w>^) W-"'\'C”A+Vsn^) 4- 

+ 't C-A + V) ■+ + V(-A + f - wH (1561 

onde A jd-~. -d— . Finalmente fazendo uma integração por 

partes e desprezando termos de superfície a açao e escrita na 

forma: 

que nos permite definir a lagrangeana do nosso sistema: 

(157) 

X^= V/C-A"4-( - A+>>n0 -AAíl (158) 
^ Z 

Esta lagrangeana é a mesma obtida por G. Parisi e 

N. Sourlas na referência [20] onde foi notado que é in- 

variante pela transformação supersimétrica global: 

(159) 

A 

S\V= 2. õc ^ (160) 

^ir=o 

Õi tp. -t- 2 ) 

onde õ- é um número anticomutante infinitesimal e ÊCt um vetor 

(161) 

(162) 
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constante. Podemos verificar esta invariância calculando a 

variação da lagrangeana: 

■1rW1 -t vyI ^ 't + 

+ 3^ l-Aiv/i‘) Si- V/ S,\X/= 

. -s 5;A;í + i-) . 

+ 5. C A;; ^ Í . 

= -is. X At. .2 s ^;^yí)víit 

*ã A;;x''V/Tvt't-'v4'w,^s& x^t.Ws ^Ai' t- vVAtisf.^UiV/ 

(163) 

Nesta última expressão percebemos que os três últimos termos 

se cancelam e os dois primeiros diferem entre si por um ter- 

mo de superfície que pode ser feito igual a zero pelas con- 

dições de contorno. Consequentemente obtemos; 

^ ^ v/l*' 6^ (164) 

que é uma divergência total, confirmando a invariância pre- 

dita . 

III.3. PARTÍCULA RELATIVISTA COM SPIN 

Tratamos aqui do sistema composto de uma partícula 

com spin, implementamos BRST e construimos o funcional ger^ 

dor através da prescrição dada no apêndice L. 
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A.ação que nos interessa pode ser construída a par 

tir da lagrangeana livre: 

£= |p^X^4X ( (165) 

de onde obtemos os momentos conjugados: 

Tl', = ÀÂ. = -k ©5 (167) 

‘ 2. 

Das expressões acima estabelecemos os vínculos: 

Z 

que são de segunda classe: 

(168) 

(169) 

(170) 

Não aparecem vínculos secundários aqui, pois a condição de 

consistência: 

J 0 ( C= 5^ ^72) 

com Ho 4- ^ nos leva â nulidade dos multiplica- 

dos de Lagrange ^ . Seguindo o tratamento de Dirac^^^^, in 
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troduzimos novos parênteses de Poisson (parênteses de Dirac) 

baseado nos vínculos de segunda classe a . Eliminamos assim 

as variáveis 'ir. e da teoria e introduzimos as relações O 

(definidas no apêndice L): 

(172) 

l ©5. í (173) 

r ^ (174) 

Para tratar corretamente a nível clássico a partí- 

cula relativista com spin, inclusive entender o número corre 

to de graus de liberdade fermiônicos, vamos nos basear nas 

suas conhecidas equações quânticas. Usaremos então a equação 

de Dirac: 

( ) i* = O (175) 

que implica na equação de Klein-Gordon: 

(176) 

onde são as matrizes de Dirac, 

as funções de onda da partícula com 

pressões acima os operadores: 

e t são 

spin. Intoduzimos nas ex- 

(177) 

(178) 
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(179) 

obtemos assim: 

( 6^^^ t ynT] 0^ ) '^)'= 0 (180) 

( -t W") '+= 0^ (181) 

estes operadores obedecem as seguintes relações: 

[ê-, ,182, 

[ês.êsl^.-i ,183, 

[ - i. (184) 

Em termos clássicos formulamos a teoria com variáveis cláss^ 

cas bosônicas e e fermiônicas reais 0^e ©5 que 

satisfazem relações envolvendo os parênteses de Dirac: 

I 0- (185) 

i ^5 j Sj] = (186) 

[ X^j (187) 

definimos também vínculos clássicos decorrentes de (180) e 

(181) : 
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Xs,^= 

&a= 

Estes vínculos são de primeira classe: 

I >1 

[ . '^zY- 0 (191) 

I 

[^i.i <192) 

e podem ser introduzidos com multiplicadores de Lagrange a- 

propriados na lagrangeana (165): 

Ao= I oLí5[i'^p/-+-^Cè^0A-+05)-N(^Sy/i9-LlÍÍfí^^4.»d0s)lt' 

,i. feno eiO' 05(o] (193) 

z 

onde temos cinco coordenadas anticomutantes reais, variáveis 

de Grassmann 0^ e 0ç , além das quatro coordenadas comu- 

tantes ordinárias )(/** temos também dois multiplicadores de 

Lagrange: M de caráter fermiônico e bosônico. 0 termo 

de superfície é necessário para que possamos colocar condi- 

ções de contorno adequadas; não podemos fixar as variáveis 

grassmannianas nos extremos e Sj.) pois são duas condi- 

ções de contorno para uma mesma equação diferencial de pri- 

meira ordem (equação de movimento de 6^ e ) . 

O -tv/105 = O (188) 

- O (289) 

Podemos 
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escrever o spin em termos destas variáveis de Grassmann e o 

bter suas propriedades importantes, como por exemplo, a sua 

lei de conservação para partícula livre, invariância por 

translação e observância a álgebra do grupo de Lorentz . Esta 

lagrangeana é estudada por Galvão e Teitelboim [18] 

Percebemos gue o vínculo é gerador de uma su- 

persimetria global: 

(194) 

[er, (195) 

(196) 

Voltando a ação (193) e considerando os multiplica 

dores de Lagrange M e /Sl como variáveis dinâmicas.Obtemos 

mais dois vínculos de primeira classe relacionados com seus 

momentos canonicamente conjugados: 

o (197) 

6,: (198) 

estes vínculos não geram vínculos secundários e obtemos agora 

a relação: 

rts (199) 

onde U At é igual a t se •£,= 2 e a = 5*A, e zero caso con 
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trário. 

Seguindo o método descrito no apêndice L co 

mos o gerador de BRST: 

Q,= c (f+vA*) 4. c (^ t r„ 
I í *• 2^ C |l o. 

onde temos um fantasma bosônico CL e um fermiônico C , 

anti-fantasmas: <x> (bosônico) e c. (fermiônico) e seu 

tos canonicamente conjugados: 

l ^ J =■ 1 . I 

o aparecimento de fantasmas bosônicos é resultado de 

vínculos de caráter fermiônico na teoria, 

cem as relações: 

Introduzindo a função: 

is trui- 

(200) 

dois 

I momen 

(201) 

(202) 

(203) 

(204) 

termos 

obede- 

(205) 

(206) 

'^=-M X t L Kur.. (207) 
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determinamos o hamiltoniano: 

o - - nl0^/*,4-Vy^^s)tTrcTTí:-C?(jíaíM%X2O8: 

Este hamiltoniano pode ser escrito numa forma mais convenien 

para manter as relações canônicas: e 'i4-*KjTr3.. 

te através da mudança de escala: C—►-íiU c e O-—» -^... ÕÕ ; 

Com esta transformação o gerador (200) é reescrito: 

a=» C (v^’-) + tx (9^^^+ yvi ^)- jLIÍ^o^ + NJttt^ |Ts,lT^+hír-lT^( 2 0 9) 

onde o último termo é acrescentado para que a relação: lQ,Q]“= 0 

seja satisfeita. E obtemos o hamiltoniano: 

^5-i.ouH^ (210) 

a invariância por BRST está assegurada: 

(q, m)*- o (211) 

Este hamiltoniano também é invariante pelas transformações 

supersimétricas (194), (195) e (196) quando trabalhamos na 

concha de massa (&.= o) = 

1, K r= o (212) 

Podemos então escrever a ação para o nosso sistema, 

incluindo fantasmas: 
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A = II - ll- + 

, iltt ±%- Níp, XITj- Lirjü -1M C 6''(>I., Br l x<=^ -TT^-írj! 

y-i. [^9''(í>jí Gj-iz^J - OsL'g) ] 
2a 

(213) 

e com ela determinamos o funcional gerador: 

K- [ £)x Op fi0^ £>©5 £Mer^, Smfiir„ s,, sir, Sõsir^ fi ct 

£)K. fisL DTx] e 

i ^ 
(214 

Nesta expressão a integração em 
J. 

u nos fornece i(w) , c 

seja, N é constante no tempo 6 e a integração funcional 
'«> 

em S Ni nos fornece um termo proporcional a—;   -j~ 

Por sua vez, a integração sob o outro multiplicador de La- 

grange e seu momento , que tem caráter fermiônico,re 

sulta num termo proporcional a Tc CA* - %x.) . Ob 

temos também que: 

r y-rN ;í 

J0|. S)x e £>p £)pc e 

Up) = 

_ cp-[x'**C^i)-X'^ s.í>i)] 

iJp e 
/> 

um resultado análogo é obtido integrando nos fantasmas 

C, C e <X . Finalmente, colocamos o funcional gerador(215) 
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na forma: 

- f £)p^B 6^ £>0 í) íToSi\B<x£)TrcK <0 fz. 
^ ^ «-c-Tcrr^:. 

[xis^Vx^-uA J cíí..)-cc&.^X-[ce&.VcUjlTí, t[^Cs.)-^c^fo 

e 

. \Y 1( é5eí-VãiQi^-iif <9^í & cxo] 
^ ^ (215) 

Este resultado para o funcional gerador nos permite identif^ 

■ -, . T -1 j_ _ • _ 0^íV + vvT. 
car parcialmente o propagador da teoria:—^^ 

io^+ wi^-t TízX.-t- "nTo-Tr 
r 2 21 ' ’ 

H. Aratyn et al clicgaram também a este resultado de forma 

mais completa, fazendo inclusive a integração no ca^'rrLpo 

íX que deixamos indicada. 

Uma continuação natural deste trabalho c determinar 

a simetria do hamiltoniano (211). O termo proporcional a Nl 

possui uma simetria tipo Parisi - Sourlas^^^^ (discutida no 

item sobre a partícula escalar) estudada por R. Gatto et al 

na referência [301, mas a determinação da simetria do termo 

proporcional a M por não nos ser óbvia requer maior aten- 

çao. 
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IV. conclusAo 

Tratamos aqui de alguns problemas específicos onde 

uma supersimetria ou, melhor dito, uma superãlgebra aparece. 

Na mecânica quântica ordinária (parte II) vimos que há poten 

ciais que embora diferentes podem ser relacionados entre si 

por supersimetria. Em teoria de campos identificamos, com o 

uso do formalismo de supercampos, uma super-álgebra reponsá 

vel pela invariância BRST(item III.1); também estudamos dois 

sistemas isolados: a partícula relativista sem spin (III.2) 

onde chegamos a uma lagrangeana invariante por uma supersime^ 

tria e a partícula relativista com spin (III.3) cujo hamilto 

niano final também possuia invariância por uma supersimetria 

quando tratado na concha de massa. Estes resultados nos per- 

mitem concluir que embora as evidências experimentais até a- 

gora nos levem a descartar a existência de partículas super 

simétricas, a supersimetria é um conceito bastante útil po- 

dendo ser aplicado em vários contextos diferentes (mesmo den 

tro de teoria de campos) como os expostos neste trabalho. 
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Apêndice A 

Mecânica Quântica Supersimétrica 

Formalmente construimos a mecânica quântica super- 

simétrica com N = 1 fazendo a extensão da variável tem 

po (t) para um novo supertempo que envolve uma variável de 

Grassmann © (anticomutante) somada a t . 

Sabemos que a energia de uma sistema é conservada 

se a lagrangeana é invariante por translações temporais,onde 

o elemento diferencial dt é invariante. De modo análogo po- 

demos definir um elemento de linha diferencial no super-espa 

ço (i ) de forma que seja invariante por transformações de 

supersimetria. Assim d, t“ L ô cL© =invariante é essencialmente 

a única escolha possível envolvendo duas variáveis de Grass- 

mann ( 0 e J.6). 0 imaginário i é colocado para impor que o 

elemento de linha seja real, lembrando que o complexo conju- 

gado de duas variáveis de Grassmann reais oc e ^ é dado 

por (-c(í>= • 

Podemos perceber que sob transformações do tipo: 

9- 

t t’ = t * te 

(A-1) 

o elemento de linha do super-espaço permanece invariante com 

sendo a variável de Grassmann que parametriza esta tran^ 

formação de coordenadas supersimétrica. 

Agora definimos no super-espaço { t f ô ) um supe^ 

campo escalar real 4 ( "t , 0 ) que expandido em série de 
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Taylor ern potências de 0 é escrito; 

í>(t,©)= ^ít) * c e -fU) (A-2) 

convém lembrar que potências maiores de © não aparecem, pois 

= O . 

Pela expansão acima vemos que o supercainpo 4^Ct,0) 

possui uma variável ferrniônica além da variável po- 

sição bosônica 

Uma transformação de supersimetria (A-1) acarreta 

numa mudança no supercampo: 

= te) t í Ce-f Í-) "t-Ct* ‘ - í 9 ir(t) = 

- + t + L çjj(t)- t l9Í'(i)- i i © 6 . (A-3) 

Fazendo uma correspondência entre a transformação 

nas supercoordenadas ( Íl , & ) e uma variação nas componentes 

do supercampo, c|C0 e -^(t) : B^Í'(t), chega 

mos a: 

^aCt)=- 
1 (A-4) 

UU - t ^Ct) 

Esta transformação relaciona variáveis bosÔnicas com fermiô 

nicas e vice-versa. 

Reescrevemos (A-3) numa forma mais usual: 

i ' L Q i (A-5) 
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onde Q é o gerador de supersimetria e tem a forma; 

Q. = j^   ^ í Q 

c) B c)h 

Esta expressão para Cl pode ser checada: 

(A-6) 

 ^9 t.B'V)r-c 06®^ + i = A -ò 

lembrando que para variáveis de Grassmann: jeL 1 = í? e c) 9 = i . 

êe 

Quando aplicamos a ao supercampo $ { t,9) 

duas vezes obtemos a derivada temporal de $( t,© ) e ao 

associarmos o hamiltoniano H à derivada temporal: H = 0 

chegamos a relação de anticomutação fundamental: 

Tudo que fizemos até agora é válido para N= j, . No 

caso de N -o super-espaço é formado por duas variáveis de 

Grassmann independentes ( ) além do tempo ordinário i . 

0 elemento de linha invariante é: «It-í 0J cA.0^. Este 

elemento fica invariante sob a seguinte transformação de co- 

ordenadas : 

©2 ^ (A-7) 

■i. + 

Podemos introduzir aqui variáveis complexas: 

©= e ©-= [T (t; ej 
\t \ l 

(A-8) 

De maneira análoga á feita para M=1 , definimos um super- 

campo escalar real $ (-t, e,©") e pelo mesmo raciocínio 
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chegamos a: ‘ 

A relação de anticomutação fundamental é: 

(A-9) 

[ Q,a:], = (A-10) 
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Apêndice B 

Equação Radial do Oscilador Harmênico em D dimensões 

A equação que descreve o oscilador harmônico quãn- 

tico é; 

- Jk.. _L 
^ vvT, ^ 

onde vyT. é a massa do oscilador, \jJ sua frequência e os 

autovalores da energia. Para separar a parte radial vamos e^ 

crever a função de onda como o produto de duas funções , 

uma referente a parte radial e outra a parte angular dada p£ 

los harmônicos esféricos ^ : 

X ®*-.) (B-2) 

Usando propriedade dos harmônicos esféricos ^^ : 

'^ = (B-1) 

X ^ p-i À _ lCl -iV-z) 

JlX 'TZ XIZ 'X 

U hj,i (B-3) 

em (B-1) e dividindo o resultado por V, cheg amos: 

_L-4L . Jl. ^ < Mi] i1,WU0(b-4) 

Fazendo agora a mudança de variável: 

(B-5) 
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As'derivadas são expressas em termos da nova variá 

vel X : 

- / v/7 À 

ol-R cLí? oLX \ h J 

JL -ÍJ( X (B-6) 

JL z ^ 

dH"' K JiK' 

(B-7) 

Introduzindo também a notação; 

z 
(B-8) 

podemos reescrever (B-4) da seguinte forma: 

JLX" X ix 

(b-9) 

Vamos retirar da expressão acima a derivada de pri- 

meira ordem para conseguir isto redefinimos a função de onda; 

(B-10) 

assim: 

À 

17 

I / . -ACp-J) 
=.±(o-i)X^ ^U»(B-11) 

í «ix 

d 

oLK 

=.L Cd-1) X' U 

kt 
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Fazendo esta substituição em (B-9) e dividindo o resultado 

I - A 1 obtemos: por 

- + i ÍL ii—^ 1 ^ X - k - 0 (B-13 

A solução desta equação é encontrada na referência 

[5] : 

cCkI,L,p) 
1 (. L t E-O 
L / U‘), 
£-t 

& 
(B-14) 

. L^> S.-Í) I 
Ljí ^ IX ^ são os polinômios associados de Laguerre e 

» * í. 

G é a constante de normalização; o produto esca- 

lar entre funções de onda nos nossos cálculos está subenten- 

dido ser: 

( U.,., L/,.,u) = ü„\ U) U^cW) (B-15) 
J 

Também obtemos o espectro de energia: 

E^= C ZM.P) (B-16) 

sendo que N- L 

Voltando a escrever em termos de i?. a equação (B-13) 

chegamos a equação (1) usada no texto: 

1 

 lO   j , viij -g zíj. 
VOOdellZ" Vvll^^ ^ 

lJft<,Ü?) = 0{B-17) 
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Apêndice C 

Equação radial do problema coulombiano em d dimensões 

Partindo da equação de Schrôdinger para o potencial 

de Coulomb: 

Zj Y/^ /t ^ 

onde: cada carga atrativa tem valor C, a partícula central é 

considerada com massa infinita e V/L é a massa da partícula 

orbitante, Eyi são os autovalores da energia. Para chegar a 

equação radial vamos, a exemplo do que fizemos no apêndice B , 

decompor a função de onda ^ em uma parte radial e em outra 

angular dada pelos harmônicos esféricos : 

Ca-) ©d-l) (C-2) 

^ = E^i- 

Usando a propriedade dos harmônicos esféricos(igualdade B-3) 

em (C-1) e dividindo o resultado por ^^ obtemos: 
Zj'*^ 

d-i d iC Çilt oi-.2>) ^ Zwlt^ 1 ^ ZwiEv^\ 0(c-3) 

Fazendo a mudança da variável: 

5L = ^ ^ ^ /X. 

onde k é tirado da igualdade , as 
Z 

(C-4) 

derivadas 
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são escritas’ em termos da variável x da seguinte forma: 

çL ^ yL ^ & oL 

JLa- cL/r A.X “ifí k, ctx 

(C-5) 

ola^ V Va / JLX 

(C-6) 

e (C-3) pode ser escrito: 

^ Jl-í X m^X-Z) !. 

olítf' 7^ í>t X, X H 

0 (C-7) 

Vamos agora retirar a derivada de primeira ordem 

da equação acima: 

Cx) s SkS 1^v,,tkx) 
(C-8) 

assim: 

X ^ 1^Vv*C?t) J_C á-l) (C-9 ) 

^ oLx 

‘W - U-I) (C- 

<^x JLx^ 
10) 

fazendo a substituição acima em (C-7) 

-yu-0 
por obtemos: 

e dividindo o resultado 

JLx^ 

(C-11) 
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A'solução de (C-11) é encontrada na referência [5]: 

- c (vij *1) 
CZ-í-toL-z) 

Cx) (C-12) 

onde 1-Jví-^-j são polinômios associados de Laguerre e 

C, ("Yi , ^ , oL ) é a constante de normalização; a exemplo do 

produto dado para o oscilador harmônico o produto escalar en 

tre funções de onda é: 

C Lx) Jt' Ix) OL*' ^ JL (C-13) 

O espectro de energia encontrado aqui é: 

Ev. = v/i 

ZV: 

_L (X-ò) 
L 

.z 

(C-14) 

sendo VT, = V]^+ jl+ i ( Vl^- 0 , i , X . . . ) . 

Colocando a equação (C-11) em termos da variável 

(C-4) chegamos à equação (27) usada no texto: 

JL Ü- 

iwi \(^lí 

z 
A-.iU-0-i 

4 

A. 
ltvvt(^)=Êv,1?v,,jÍA)(C-l5) 
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Apêndice D 

Interpretação dos operadores St, <x~V , bjL g-   

Considerando o problema do oscilador harmônico ob- 

tivemos no texto as equações (4) e (7): 

Hu.i= o^L^ltÃlL (D-2) 

As equações de autovalores para estes hamiltonianos são: 

L (D-3) 

+ L+t ^«v>4l+L, t.-»l (D-4) 

onde jã assumimos que N -♦■ i< • 

Usando as igualdades (D-1) e (D-3)constatamos que 

a, C2L '•1‘M (.«) = 

2T f r (^L+ü')l u, . (i?\ - 

p ^u; ÍZLfJ>) 
t-2y>4L,l- ^ 

(D-5) 

mas através de (D-2) e (D-4) obtemos: 
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l^í..a..,L.>W(D-6) 

Assim, comparando (D-5) cora (D-6) podemos associar: 

^JLv%iL,i. ~ L+l (D-7) 

^Z'n4t, L ■* Eiv%'4L-*i,L4l ■+ ^ W (D-8) 

Como indicado no apêndice B: 

concluímos a partir de (D-8) que: 

Yl';:rn-1 (D-9) 

e com esta relação em (D-7): 

(D-10) 

Analisando este resultado, percebemos que o opera- 

dor <>-1. atua sobre a função de onda fazendo com que vi di- 

minua uma unidade e L aumenta também uma unidade. A inter 

pretação que daremos a este operador é que CL^ é o operador 

destruição do número quântico vi ( Yi—>Yi-l ) e como conse- 

quência da relação entre energias o número quântico do raomen 

to angular L aumenta uma unidade. Ê claro que podemos in- 

terpretar Otu de maneira diferente, como operador criação 

de L e devido a relação entre energias vi diminue uma u- 

nidade, mas como estamos trabalhando com a equação radial do 

oscilador harmônico onde a dependência angular foi retirada. 
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vamos preferir a primeira interpretação. 

Agora multiplicando ã esquerda da equação (D-6) 

temos: 

0,1 ÍX.I.CX,,, LtX, u < (D-ii) 

por outro lado (D-1) e (D-3) nos fornece: 

Exv„t,L-Í^Uup-) (D-12) 

Estas igualdades (D-11) e (D-12) nos permitem associar: 

(D-13) 

u; - (D-14) 

Usando a expressão dos autovalores da energia em (D-14) che- 

gamos a relação: 

Yl’rf)-l (D-15) 

que aplicada em (D-13) resulta em: 

+ L-H t C^R) ( d- 1 6 ) 

A partir de (D-16) podemos interpretar ol\ como o 

perador criação do número quântico r> ( Y)—*-Yl+i) e atra- 

vés da relação entre energias o número quântico do momento 
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angular L diminue uma unidade. 

Partindo para o problema coulombiano procederemos 

de maneira análoga ao que foi desenvolvido para o oscilador. 

As equações (29) e (32) obtidas no texto são: 

H,= 
t 

-Z 
(D-17) 

(D-18) 

onde temos para estes hamiltonianos as equações de autovalo- 

res: 

onde assumimos que Y| = Y7^ + X+i- 

Usando (D-17) e (D-19) podemos escrever; 

z 

X.i-C JL-O 

l 

Z , J_ C-L-i) 

Z 

-t 
(D-21) 



63 

mas de (D-18) e (D-20) temos; 

bjbt n, JI.+1 t''-) = 

i *L I.«L-l) (D-22) 

Comparando (D-21) com (D-22) associamos: 

(D-23) 

(D-24) 

- VI fc* 

que: 

Vimos no apêndice C (igualdade (C-14)) que 
rv T'? 

Zj 
. Esta expressão em (D-24) resulta 

(D-25) 

assim podemos reescrever (D-23): 

('^) (d-26) 

Notemos que a ação de nos autoestados 

não altera os níveis de energia; . Analisando 

(D-26) , podemos interpretar como operador criação do nú 

mero quântico do momento angular JL ( t—A, 1 ). Por outro 

lado, como estamos trabalhando apenas com a equação radial, 

podemos entender como sendo o operador destruição do 
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número quântico e 

gias o número quântico 

Y\ = vXx. + i- fixo. 

pela 

X 

imposição da relação entre ener- 

aumenta uma unidade, mantendo 

mos: 

Multiplicando agora (D-22) por ã esquerda te- 

n-í 

temos também usando (D-17) e (D-19): 

z 
«W.CD-28) 

Destas duas igualdades retiramos as seguintes associações: 

W A(D-29) 

E^.í.í.ü.l = (D-30) 

Usando a expressão dos autovalores da energia em 

(D-30) obtemos: 

i- (D-31) 

o que nos permite reescrever (D-29): 
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(D-32) 

Assim, podemos entender bj[_ como operador destruição do mo- 

mento angular, ou alternativamente pensar que é opera- 

dor criação do número quântico Vl^ ( ^ ^ ® para 

manter o nível de energia inalterado acrescentamos uma unida 

de ao número quântico X 
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Apêndice E 

Determinação das funções it e f\ 

Neste apêndice vamos resolver duas equações dife- 

renciais usadas no texto: (11) e (36). A primeira delas é: 

L -tiU3-0+ 1 
z ( od wl vJ ( (E-1 

Uma solução particular desta equação é extraída dos operado- 

res Ctj_ e cC^^ (dados por (5) e (6)): 

, L4X(.15-í) 
JcXX 1^ á  . (E-2) 

^ ie 

A solução geral é: ^ 

(E-3) 

onde ^C1?) é obtida substituindo (E-3) em (E-1), o que nos 

leva a: 

ie f (t)^\i2) = 0 , (e-4) 

é conveniente reeescrever esta equação em termos de uma ou- 

tra função ){ tal que: 

4 

(E-5) 
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Fazendo esta substituição era (E-4) e raultiplicando 

o resultado por /"* . / í • 

Vl 4 '\Z /{ -i 1 r O . 

^ -1^ 

(E-6) 

Para chegar a , primeiro resolvemos a equação homogênea: 

y.: + y. y _ o   ^ ) (E-7) 

ou seja, 

Xl - y wiu/ 1? ZL tp- 1 

X 

(E-8) 

Lh 

que integrada nos fornece: 

V = - (^L, + X)-i) "1^ + W) wJ 4 constante (E-9) 

ou numa forma melhor: 

y.- Ni 17 LM 

^-2L-J5+i ^ ^ 1Z 

(E-10) 

Agora a função pode ser encontrada impondo que M de- 

penda da variável e substituindo em (E-6) obtemos: 

NHie) 1^ e ^ - i -- o (E-ll) 

OU seja, 
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Nlh?) = K' -V 

_ _ 2LHI..Í 
ol '!<: d ^ (E-12) 

onde é a constante de integração. Finalmente escrevemos 

: 

V—12-_1 
L + i (n-í) 

Mti?) y^. ». -fz 

ZL<D-i U/ 

(E-13) 

Outra equação diferencial a ser resolvida é: 

P + í - i 
^   

z 

I 
/L 

[ , vx/f e" 

-2 

(E-14) 

Os operadores W e dados no texto (31) e (32) nos for- 

necem uma solução particular da equação acima; 

f = ■ 3l,_LCi-i) 

z 

 A.» 

n 

(E-15) 

A solução geral será por sua vez 

(E-16) 

onde é obtida substituido (E-16) em (E-14): 

w"l c Ü.XU-i^ 

£ 

-j X.l(ol-l) 

a 

= O (E-17) 

Fazendo a seguinte substituição: 
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::  L_ 

W, 

(E-18) 

na expressão acima e multiplicando o resultado por ~V^ chega 

mos a: 

\x/* 2yY] e!" K-LCoL-O 
z 

W^,J1±ÁzLV^-L:=0 (E-19) 
A, 

Para determinar vamos primeiro obter a solução da equa 

ção homogênea: 

W,' Zwie" 
-1 

A 

(E-20) 

ou rearranjado os termos nesta expressão; 

l + 
£ 

-L 
21^ 1- L 

A 

(E-21) 

Assim integrando (E-21) chegamos em: 

Vv( = -(Zl fol-i') Xv\ n. ^ 2yyy è lUU-i) 

-l 

4 coviàtanCt (E-22) 

portanto: 

2'rf\ Í5l + _t_ ^ CpL-1) /V 

(E-23) 

Como feito anteriormente, vamos impor que N dependa da 
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Apêndice F 

Mapeamento entre oscilador harmônico e problema coulombiano 

em dimensões arbitrárias 

Vamos aqui apresentar um mapeamento, baseado na re 

ferência [3], via função de onda entre os problemas quânti- 

cos do oscilador harmônico D-dimensional e coulombiano d-di- 

mensional. 

As autofunções do oscilador harmônico indicadas no 

apêndice B são: 

z 

a constante de normalização é encontrada em [3] : 

L 

(L.I-l) 

i.i 
z 

(F-l) 

C(W,L,DÍ'Í?/ 2r/iM.A,r 
\2 Z I y z Z zJ 

(F-2) 

onde C=Í_A_^^ , X= H 
wl uJ 1?» 

P indica o uso das fun- 

ções gama, 

Por outro lado a solução para o problema coulombia 

no indicada no apêndice C é: 

x') i C exp X 

2Í 

UÍiÀ-Z) 

(F-3) 

com constante de normalização também dada em [3] ou calcula- 

da em [4]: 
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yv/ l^vi 4 ( ol-ò) 

_ cl-il J, i_ 

* [rívi-A)]^ (f-4 

onde A-4 =—U— e 
!w) 

X = A. 

Ao Vi+JL(X-b) 

Podemos agora estabelecer uma relação direta entre 

as autofunções ® , mapeando as variáveis 

da seguinte forma: 

(F-5) 

e impondo que: 

D- ZJi-Z 

Zyy-2. 

L --ZH. 

Assim verificamos que: 

üjx')= A. 

(F-6) 

(F-7) 

onde í\o pode ser determinado analiticamente,usando (F-5) 

e as condições (F-6): 

A. = J. i?, 
2(1-2 

2 

z 

cLtl 
(F-8) 

Conseguimos, assim, o mapeamento entre as autofunções dos 
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dois sistemas tratados. Convém mencionar que 

tre o problema coulombiano tridimensional e o 

mônico quadridimensional é bem conhecido na 

ferência 16]). 

mapeamento en 

oscilador har 

literatura (re 
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Apêndice G 

Problema coulonibiano super simétrico a três dimensões 

0 hamiltoniano que descreve o problema coulombia- 

■ ■ - í 71 
no tridimensional e ^ ; 

H ._L_ 
A> Ks 

(G-1) 

com autovalores de energia: 

1 (G-2) 

onde 4 i ( vl^= 0 , i , ^ • • .) • 

Obtivemos no texto o par de hamiltoniano supersi- 

métrico para o problema coulombiano em d dimensões (expres- 

sões (59) e (60)). Vamos ver como ficam estas expressões para 

1= 3 

oIa." ^ n 

I t*. i i) (G-3) 

0 ( e i ^ Wl i) (G-4) 

Jl /V^ A 

Os resultados gerais para uma dimensão arbitrária ainda são 

válidos, ou seja, percebemos que é análogo ao hamilto- 

niano (G-1) com autovalores de energia redefinidos de forma 
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que para ^ • fixo o estado de mais baixa energia tenha auto 

valor nulo, tem espectro igual a a menos deste e^ 

tado de energia nula e finalmente, o termo proporcional a A* 

indica que as funções de onda estão relacionadas pela troca U*i. 

Considerando o caso particular em que X=0 (orbi- 

tais A.) podemos associar f ^ ^ H-to níveis A do átomo de hi- 

drogênio com autovalores de energia redefinimos de forma que 

valha zero para V) a i . Assim, descreve um sistema com 

orbital 1/^ "removido", ou seja, fisicamente esta situação 

corresponde aos niveis A do átomo de lítio quando dois de 

seus elétrons estão no orbital í /v . Nesta interpretação te 

mos que supor que há ausência de interação entre elétrons e 

que o elétron de valência esteja suficientemente longe do ca 

roço central para que o potencial efetivo seja coulombiano 

gerado por uma única carga. Portanto, nesta aproximação os 

níveis A. do átomo de lítio podem ser interpretados como com 

panheiros supersimétricos dos níveis do átomo de hidro- 

gênio. 

Os dados experimentais disponíveis apresentados na 

tabela I (pag . 76) mostram que ã luz da interpretação acima a super 

simetria na naturezaéquebrada, como seria de se esperar ten 

do em vista as condições exigidas para que ela seja exata. 

Outras relações entre níveis atômicos de energia 

podem ser encontradas através da supersimetria, por exemplo, 

para i podemos associar ao boro ( i ' 

)ft ao alumínio ( vi , Y>^H ). 
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n iKns-^) Li (Is^ ns^) 

8-9 

6-7 

4-5 

3-4 

2-3 

0,0360 

0,0808 

0,245 

0,533 

1,52 

0,0416 

0,0980 

0,329 

0,781 

2,72 

TABELA I - Diferenças de energia (em unidade de 10^ cra”^) 

referentes ao hidrogênio e litio(referência 

[9]). 
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Apêndice H 

Cálculos com supercampos 

Vamos obter explicitamente a curvatura ( JU * ■» 

e chegar ãs expressões (97) a (104) pela imposição de que ela 

tenha a forma: ip tx' 

Calculamos d iJ/ separadamente: 

J íaJ/ r 

fe) Ítw) iiê) 

s Jl  <dx* + d9 i A  cLx"" 'jj Xo ^ 

+ i_ 19 <t|» t9vi, J— le % J.04 

je J9 » Je 'I 

4 lOnJ-B ^ A- 19 n Ae 

Jê jg « J6 // 

(H-1) 

Usando as definições dos supercampos dadas no texto (91) , (92) 

e (93), cada termo da expressão acima pode ser expandido: 

 Jíjl^ Jlx^ = -d— X±^{ k^+Q í 99 5^ ) S> d.x' = 

o) xT Jx^ 

ri. (a*:;. 9^:^ 91?;. i 9© s:) 6*- Xxo.dx" (h-2) 

  JLx^>7/ JL 9 = i ( C ‘^-+ i 0 Í5 4 i © 4 i 9 © &•■) = 

«^(0*^4 t; 0S^4 c© /i"-4 c 00 sr) zr XitK Jl0 (H-3) 
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íLesT^iGès-) Z:>"A6-- 
Jx>^ >' c)xT 

zA— ( £*■ ^ L 0/^*^+ í L 00 5“-) G*" olx^\ «3^© (H-4) 

iL_ Jie |Jix%i_ cL0(A:f 

(^0 0 

. ( 5^") G"* J.B.cix'' (H-5) 

À cL9 ^}<LB - J Jl0 Cd^+: 0Ü)%i Qn.’^ f i 06 tr) z^"*'tl9 = 

ês èe 

C : © 5-) G" á0A a9 (H-6) 

J  JL 0 VI. cíl 0 * A  J- ^ C ® ^ ■+i.©A.*’+t 0©S‘^)G oÍ0 - 

// o)0 0 0 

(-cÃ,**- i 0 5*^) G?*’ c^Aci.0 (H-7) 

J  JL 0 <|l «Jlx'^ = já_ OI0I Av+ 0+ 0^»+í0 0 ^v)G 

0)0 c^0 

= C< -:eb:) G- jie.JLx^ (H-8) 

Jl_ ckê v^,olã = cL9 Cc%.aa3%c0/v‘"-» ieec.-)^-^ê = 

c^S 0)0 

= ( - t A,*’ + t 0 S-) -10 A oL 0 (H-9) 
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J.0nct9= ole i 9£»%:99 5-)rp‘"Jl©-- 

<;> 0 « J e 

r (- C J3*’+ í © S- ) oL0/Vol0 ■ (H-IO) 

Desenvolvendo agora o produto lM/A v// obtemos: 

LA7/^VAy/c(^ ol f'y*'ol 0 •*Vj^cjL0 + 2^** = 

^ clx'’+® 

4^"^© •*■ ^ y'’^^ (H-ll) 

Cada termo desta expressão pode ser expandido nos campos com 

ponentes: 

<t>) Ix' cLxo-oL = 

A‘+e''Ç^e'iÇt ^eêí'7)(A' tBRit e<4 i ôê 

a;aU a; A;ê^,\A;;0è5:.ei?x. 0i?;At- 
u _ 

+ 01?" ê ©i?‘e'I^^ í ee s'"a‘‘ G C? Ax^AoIx'^ (H-12) 
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ílx^-J.© = 

=(A^it eg ; eè s>;)(oS .■ eí>^: enS:ee é) &-&''„Lrt>A0- 

a; ; eú3% Apc e/J- + a;: ;0bsS eiÇíeAêiÇ:eí>t 

4 © I © e 5yc> (h-13) 

<!>' Af^°'^'‘ cLx.f^^À& = 

=(/Çt ef> ©i?>; eêi;:) (, ; ©^'■.; § í!’k eê s.^ Ax'. Ae.- 

Ao.e'"* A2c Bx}" i t&'^ t A^iÔ9£.‘■•©■^^õ'’^ e'K»i©e>'t yc. -» ly I vy* I 

+ -^ © í, 09 5^c‘"J (H-14) 
r 

X At 

^ 'T ^ 

y^^JLQ Àx"^^G'’zyi‘^(h^&‘^C^ JL0aÍx^:= 

+ ; 0 i 0aT+A^ + 01?^ f 0 (S cÍ0AoLx'*r 

= j^c- Ay+c.^ 0 fC 4 S 1^>Í’+ c"”.:© 9 4 i0 £>“" +1 GÊTg 1^ 

4l ©/v*' A^+ t 0 A*"© ^“"An) 
b . 

^*^6^ J.BaJ.x'' (H-15) 
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^'■10 = 

= -C C%;B £>%;êA.'"4 £ 6ê ^'-){é*iGE\íêrJ"*i 0§<t)í^"&^JlSU9‘ 

-c.^c*’- c‘;9í>- c";0/i.'’-c“-i0©s^. ■:e£>“’c‘‘-t 

4- eS°- Bn'--: 5 A.'"c\ 8 £egi-c.‘’]&‘5‘J.0AC<.é (H-16) 

vi*'JL0 2»*'G>^= ^ ^ «A ©mA© » 

=- (c“-. .■ eí>% I ê/>r+i eéír)( c'-.; 0 ã\ ; ©B^ 10 è s^ltròUêae = 

J-c‘E‘--c-i9x--c‘i 0c>‘’-c^i Bês'‘-;e£r£'"í©S'‘ê2>'’- 

- £ 0 Ã-*'£^+ © Af'0/t'’- t © © C.^ j & cL0iA0 (H-17) 

d (p'J. ^“'2.'’ Aaa x'- = 

. ( c^i-10 n.‘t l§3% i S 0 s*) C/C» *0 "Kv< 91?,+ £ ©ê Sl) CTdUeAIx": 

Ao + c*“ 01^0 -•■ cL*” 0 1? + c*'j 06 Sv+ 0 /f + 

■tt © x-0§£TA^+ :9 £>‘91?^ ieB %‘-KÍC’'0*‘ JLB.ÀX-' (h-is) 
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= dBs<ke = 

= - C c%: 0 41 e c>% :90s-)(c.‘’f: 0^+:0/vSiee í^)Lràj.o^ Jiê = 

- 0*^10£>*ê.‘*'C ê/O*- õ*-L 9e£x"-ò9Ã.‘^c\0Ã.^§/tt 

•tesV + 9:E>" ôí>^-:e0s-o^ oLQaJLG (H-19) 

^X6 G"G‘^r^"^'“) g*^G^ Xea0 = 

- - C c'^-16 c‘ SaiT +; 0 0 5"")(c^; 0 : § £>*4 c 6 0ãO ò‘'g'’XOa JL0: 

-c- c^i 0 c*" i é c*^ L 9 íBr-ôK 0^-02)*- 

- L 03"a'’+ 02:r9.ã>- 106 s-c** G*'^' JLaiO (H-20) 

Assumindo que a curvatura -Hl é nula nas direções 

e e 9 vamos obter as relações entre os campos componentes 

pela definição (95) : 

S^- C^K>Jf \jJ//^\jJ/ (H-21) 

Isolando a parte desta expressão proporcional a 

X0aJ19 , ou seja, usando (H-7) e (H-20) e impondo que ela 

seja nula obtemos; 
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L 0í“-)s=-í- 5õ'-- £,'■;© I)‘ - 

■ c** i ô ô 0 yl** c'- ->- 0£> - í9 C,*- t 9£>‘’ 0 - 

-Ò0S ^ ^ (H-22) 

Os termos de ordem zero em © e © desta equação forne- 

cem: 

- i AT ir= -ü- C'- 1= Q (H-23) 

antissimetrizando o segundo membro obtemos: 

z.'- zJ’ü■ c"-è ü&‘) 

Z. 

os índices mudos podem ser redefinidos: 

t 

Trabalhando esta equação: 

71-V= i. C‘ (t.*' TJ-- V &'■) = J_ 0*“ l*- v] = 

-Xc.^c‘'!f ^ ±. ^ C.C.GsXCcx.c) 
-2 i -2/ 

o campo ü C pode ser escrito em termos do campo c Cx) 

/T. = ^(.CXÍc) (H-24) 
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Por outro lado, os termos proporcionais a 0 era (H-22) nos 

fornecem: 

-(c G"'. (H-25) 

Então: 

. £.'■ c."- E.‘ õ*- &“• 

e redefinindo Índices: 

-5-Io' = Jb" c‘ (i' íp‘ - li' 6' Ob'’ &‘l = 

= £‘ r'‘ &"= r"- s' c ‘ &^= (.1) . . 

Portanto: 

5 = -Cí> X õ) * (H-26) 

Isolando agora a parte proporcional a ol0Aol9 da cur 

vatura, dada por (H-9) e (H-16) e impondo ser ela nula obte- 

mos : 

(-; ; 0 i-) S)"- -1- c'" c". clr ;0 ã"- c'-;G e s- - i e i>‘"c" + 0è''è/i.‘. 

t> - i © 9 ^ cJ'- i & n.^ 

Os termos independentes de © e © nesta equa- 

ção resultam em uma expressão semelhante a (H-23): 

(H-27) 
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-lnrzr= c.'-c" (H-28) 

seguindo o mesmo caminho usado para deduzir (H-24) chegamos 

a: 

A- =■ _i_ (, C X C.) 
t 

(11-29) 

Os termos proporcionais a 0 em (H-27) fornecem a igualdade: 

(H-30) 

que é análoga a (H-25). Trabalhando aqui exatamente como na 

dedução de (H-26) temos: 

5»s í) C (H-31) 

Identificando a parte da curvatura proporcional a 

J.^^oL0 , igualando a zero e separando apenas termos inde- 

pendentes ãe O e G deduzimos de (H-6), (H-10), (H-17) e 

(H-19) que: 

(H-32) 

Trabalhamos esta expressão reescrevendo o segundo membro e 

redefinindo índices: 
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z:iLc} Tj> -(j^õy Id g fcTt~ ic <y 

Chegamos a; 

í>+2>-cC'x:c.-0 (H-33) 

Destacamos a parte proporcional a da cur- 

vatura e igualamos a zero. Se considerarmos apenas termos in 

dependentes de 0 e © as equações (H-4), (H-5), (H-14) e 

(H-18) nos fornecem: 

( L> ~ Lr Ay>. C*' + Ayu) Z?^ ly (H-34) 

Vamos desenvolver o segundo membro desta igualdade: 

( ^C‘- - (, A,‘ C- hy. £'• tí O r 

A). E- -- -t-] =. a;õ‘ r' V. 

assim: 

4.0 T.-, 

então: 

(H-35) 
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-i/k 0 

Ainda com a parte da curvatura proporcional a 

, os termos multiplicados por © nos conduzem a: 

c‘-z'’ tí- (H-36) 

que pode ser desenvolvida: 

(14-tr- c 5ji) í. 

úA^fi Xiú)-W''^z\úz\<-- 
r r A 

-iA" Co\Í,1 -1^'- [5‘’,tÍ=-cA'abYV-i^'&d'’?- 

= -:( A^ví^r A- , 

ou seja. 

1 c 2.“ - c cie^vcr &*■ , 

Como indicamos mais adiante ^ (H-39), portanto; 

X^£> - <1 X c (H-37) 

Finalmente tomando os termos proporcionais a 

cLXacL 0 , igualando a zero e isolando termos independentes 

de 0 e ©f obtemos de (H-3), (H-8) , (H-13) e (H-15): 
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(H-38) 

que é similar à relação (H-34). Assim por analogia com(H-35) 

chegamos a: 

(H-39) 

A parte da curvatura diferente de zero é aquela pro 

porcional a X : 

-R = ol (H-40) 

Usando as relações (H-2) e (H-12) calculamos ^ : 

4.Í j.x% 

A/.0 i A^GÕ 9AV S1^ AV 

(H-41) 

Estamos interessados apenas na parte de que independe 

de 0 e 0 : 

(JPP\ 

1 (f a:g% f a;&í t X ( ^a:g‘- ^a: &^). 

oIx'‘aJÍx' 
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como é antissimétrico, apenas a parte antissimé- 

trica desta expressão contribui: 

(P 
r 

.. , . ± I Jv a:g% Al a: a; a‘ 
t v»J»p 6 ViXt ^ ^ ' ' / f 

>» *«• ,b 

ík 0 « 5 

14. a; a^ a; 

=_k_ 14-A^ G*"- A A^G t CAy^x Ay) G I. 

assxm: 

4, 
<) ft ^ 
lie 6 c. © 

(H-42) 

0 que fizemos até aqui foi verificar as relações de 

(97) a (104 ) que correspondem neste apêndice ãs relações(H-39), 

(H-35) , (H-37), (H-29) , (H-24), (H-31), (H-26) , {H-33)e(H-42), 

obedecendo a ordem de apresentação no texto. 

Vamos verificar agora a expressão (109). De (91) 

percebemos que: 

= h eeAli^'‘Ji-v3>*‘cxG)í£e§:^ci^i 

ee 

onde usamos também (H-37), (H-39) e (H-35). Derivando por 

0 e 0 : 

- -A-D^-£>-t-1- /Ld^c xc -t l i^c D^c. 

• 1 i ^ ^ U V\ A en etn o Cv\C c 

ie ô e 0 
Esta expressão pode ser colocada em uma forma mais convenien 

te: 



Usando a propriedade de antissimetria de 

i_i_ J £ 15 

Ac & 

obtemos: 

C (H-43) 

que corresponde a igualdade procurada. 
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Apêndice I 

Estudo das Rotações no Super-espago 

Escolhemos a métrica referente a parte grassmanian 

• r 1 ? 1 
na do super-espaço conforme trabalhos anteriores^ 

pela matriz antissimetrica. 2x2: C « A 
O i 

-1 O 

simetria que descreve as rotações neste sub-espaço é uma in- 

variância pelo grupo simplético cujos gerado- 

res na representação fundamental são dados pelas três matri- 

zes de Pauli: c-, , ú (T^ e <r, . Estes geradores atuam 

nas coordenadas grassmaniannas que definimos por ( -t 0 f ©) : 

0 

e 

C cn + + CCi 

-i0 

© 

O l 

o o 

+ ( 
O 0 

í O 

4 A. ! 
^ o 

O -i 

•i Q 

9 
(i-i) 

Observando como cada matriz da transformação acima age nas 

coordenadas percebemos que os geradores de podem ser 

realizados pelos operadores: 

r--i9±- 
Jê 

5- - - L 6 

(1-2) 

(1-3) 

— 
© _ 0 c) - 

Je 

(1-4) 
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Preferimos aqui trabalhar com o+ e o- , mas também pode 

mos usar iT* si®- .A álgebra 

que estes geradores satisfazem é dada por: 

[ j;®' Jí®'] - i I,' 
(©) 

(1-5) 

[ 3r’] - 3i®’ (1-6) 

[ 3-r', 3^’]= 
i©) 

(1-7) 

Como os operadores acima agem apenas nas variáveis de Grass- 

mann podemos combiná-los com os geradores do grupo de rota- 

ção ( , J- e >Ji ) do espaço ordinário (^ = (9 ,i,Z,ò): 

5. = j,- z: 
(©) 

(1-8) 

s.= ;s- 
1©') 

(1-9) 

A - -f y 
Lo'> 
2. (I-IO) 

e compor uma álgebra mais geral: 

[3,,S.]= ^6. (I-ll) 

[5., S,]= - Sr (1-12) 

[i.-, òj- * S- 
(1-13) 
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que descreve a rotação no super-espaço , -t* 0 , è ) . 
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Apêndice J 

Invariância por reparametrização 

Consideremos a ação: 

r 

i Jl5 

onde: 

(J-1) 

H e 

(J-2) 

mantendo os extremos fixos, para que /\ seja invariante 

por reparametrização do parâmetro ^ : , O se- 

gundo termo da lagrangeana nos fornece: 

eC&) J.G - e' (.í»') 4.6’ 

OU melhor, 

P-* ^ e, í-t?) 

e o primeiro termo nos conduz a: 

xTÍL,) = Cg’) 

Trabalhando com uma reparametrização infinitesimal: 

6’ = & » £(.6) (J-6) 
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obtemos a partir de (J-4): 

e.' (.tj-* ê.) r 4.6 £(.£,) 

d-t’ 

ou: 

e'(&) + tÃ.sL = l i-â) e-LX^) 

Áò' 

e assim; 

S> e(,’o') i e,'' a Cli") = g, gL & (^) (j-9) 

JL&' 

onde indica variação na forma do campo & C.&). Nesta 

aproximação, desprezando termos de 2a ordem em , temos 

6 e.CG)= L e'U) o que nos permite escrever: 

â. r £ Á r ^ (_ 1 + £.) ::i L oiaÇ^) (j-io) 

d. 6' »L t 4.5' oL G 4 & 

e concluir que; 

^el^G) —( e, £,) (J-11) 

Fazendo a transformação infinitesimal em (J-5) obtemos: 

x+1) ^ x-^'C &) + <f 

lí. 

portanto; 

(J-13) 
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Podemos agora demonstrar que a transformação dos 

campos (J-9) e (J-13) mantém a lagrangeana invariante a me- 

nos de termos de superfície. 

Notemos que a ação (J-1) se transforma por repara- 

metrização da seguinte forma: 

^ JL ^ + Jw ^ C A Íj ') (J-14) 

li. 

onde a variação da lagrangeana é: 

SJL e i &)= i lL (J-15) 

^ é a variação na forma dos campos e eCl») e (^£:Í,) é 

a variação em X? . Como 

i&t XG = U* i) J.G 

para transformações infinitesimais, então: 

^ cA_ = L. ^ (J-17) 

Assim escrevemos a variação de ação (J-14): 

Ce.i + 11+ JLd.)j.G 

&: 

ou seja, 

li:. US-) + U 

llL 

Á.L 

(J-18) 

(J-19) 
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mas construimos A invariante por reparametrização 

= O ) : 

UAr 

(J-20) 

Como a borda esta fixa (.t-i* esta expressão nos mostra 

que a variação na forma dos campos mantém a ação invariante. 
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Apêndice K 

Ação quântica da partícula sem spin num espaço 

curvo 

A ação (154) ; 

A- 1 cA.t (tjí») ; jL.X ^+Yrf+— — 

q)c C- 

(K-l) 

pode ser desenvolvida usando a transformada de Fourier da 

função 

x( ^ 

. + 00 
r-i 

(K-2) 

como indicamos no texto. Aplicando a transformada na parte 

contendo o hamiltoniano de (J-1) temos; 

i oi Ji.^ 

oC 

J.C oü 

-t vnV  ^ 

- l 

Hir' 

. j_ 

-_L 

ÁcXoJiLÀ^%\) 

^ c)cjj 

ixolcolcJ.Í3 X^í^’) U;^- , _i_ + Y1^^ oL íL- 

Jl X i. c <^ccA.Í3 cL^ X 

c)x^ èxj. C^c dc: 

-MK-3) 
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Aplicando agora a transformada na parte de (K-1) que contém 

J a derivada 

<)L> 

obtemos: 

_L ítIx oL C a C G XoC _L oo 
oC 

. 1 cÀ.X olccAy^C 

Hir'-J 

dxejlõ Ac oLg? d oí. e XC'^) = 

nr 
AxAc Ac    i ^ " 

•X 

W] 

eLxdc-AcA^ A^ ^    ^ (K-4) 

Portanto (K-1) pode ser escrito, usando (K-3) e (K-4): 

 L_ |Ax Ac-A C.A& d^X c*^) jA_ A-+J— A- -vva^- A A 

êL c)x^J;y>u o^C- cíc 

Xl^)(K-5) 

Para colocar esta ação em uma forma mais conveniente, definimos 

as variáveis : 

C'r 

= vr 

(k-6) 

(K-7) 

ou seja. 
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i^^ = A.ty-+ -L& 
\ z A. z 

(K-8) 

ii - A 

Z z 
(K-9) 

e construimos as derivadas; 

- i , i / , 1 j'' 

H 

à" - 1 J 
J, -l-Jl—.ZLl. 

-1 z J&v H 
X " 

Subtraindo (K-10) de (K-11): 

- J"' - j' 

(K-10) 

(K-11) 

(K-12) 

Usando esta relação a ação (K-5) assume a forma dada no tex- 

to pela igualdade (154): 

A=-J^ 

mt' 

<^3L oi,C- d. C íA. G> P c) <) ^ J^ 

o)c dt 

X(K-13) 

O se - - ^ 

y^s-VfíD-vi 

^ A 

onde :^e0 =0^1... X>+i^ j i, 

l-i iey3-:rv = J)yl 

A ã 
C .^para ^ <D é o próprio - Oj ij.., 
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Apêndice L 

BRST e Sistemas com Vínculos 

Apresentamos neste apêndice uma revisão dos conce_i 

tos principais de sistemas com vínculos baseada na referên- 

cia [21]. Usando estes conceitos vamos indicar o cjerador BRST 

e o hamiltoniano invariante por ele, segundo referência [19]. 

Tomemos um hamiltoniano de partícula livre HaCom tl vín 

culos , VI ) que podem ser divididos em dois 

grupos: 

A; = 0 (:=!,....>í) (L-1) 

(L-2: 

Chamamos de vínculos de primeira classe A; aqueles em que 

O 

fe 
(L-3) 

onde o símbolo indica que calculamos os parênteses de 

Poisson antes de usar a condição de vínculo (L-1) . Os parên- 

teses de Poisson de duas quantidades A e são definidos 

por covrv 

1 K,s} = Ah 
J 

c) £> 

Jir, 
/L 

M 

O- 

(L-4) 

a, C. ^ clfiriV 2_cí a. d i're>'t 0^ s J. e 
onde incluimos coordenadas grassmaniannas e seus momen- 
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tos TT^ , além das coordenadas ordinárias e tao 

os Y?t)vvOe<ro s' cje. ierwi iovos àt A e-15 • Os vínculos 'X^ que não 

satisfazem a condição (L-3) são chamados vínculos de segunda 

classe. 

Para que a teoria seja consistente esperamos que: 

(<!’; , O (l-5) 

onde Ht- • são os multiplicadores de La- ' O ^ ^ íf 

grange. Se esta igualdade não for satisfeita dois caminhos 

podem ser tomados: ou é necessário impor condições sobre 

, por exemplo, fazê-los igual a zero, ou se possível in 

troduzir novos vínculos. Estes vínculos secundários uma vez 

identificados são tratados com os outros vínculos já existeri 

tes. 

No tratamento de Dirac'-^^^ podemos eliminar os vín 

culos de segunda classe introduzindo novos parênteses de 

Poisson: 

i A,©r= i ^.2>\ - I K, Aív. (L-6) 

onde Aw,.- 11 W1 j Iff . Passamos para a teoria quântica 

determinando as relações de comutação ou anticomutação, de- 

pendendo da natureza das variáveis envolvidas, corresponden- 

tes a estes novos parênteses de Poisson. 

Batalin e Vilkovisky^^ mostraram que podemos che 

gar ao gerador de BRST através dos vínculos de primeira cla^ 

se- Para obter este resultado notamos que as condições (L-3) 
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e (L-5) podem ser escritas: 

{ H„, \*= As "/ 

onde são todos os vínculos primários e secundários de 

primeira classe da teoria. Completamos, então, nosso sistema 

com novos graus de liberdade: estatística 

oposta a dos vínculos Ac , assim, se para ^ fixo é 

bosônico então e são fermiônicos; irapomos também 

que o número de fantasma de seja +1 e de seja - 1 . 

Introduzindo uma função fermiônica arbitrária das variá- 

veis ordinárias do sistema e dos 

graus de liberdade extras, podemos escrever o seguinte hamijL 

. r 1 Q 1 
toniano ^ J : 

H.- (L-9) 

sendo 51 o gerador de BRST que é escrito da seguinte forma: 

onde ~^C. é zero para bósons e +1 para férmions. Este ge 

rador tem caráter fermiônico, número de fantasma + 1 , man- 

tém a hamiltoniana (L-9) invariante e satisfaz a relação: 

(L-ll) 
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Fradkin e Vilkovisky^^ mostraram que o 

gerador correto integrado sobre o espaço de fase 

não depende da escolha da função 'í- ■■ 

funcional 

completo 

(L-12) 
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