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Resumo

Neste trabalho estudamos transformações que preservam medida e funções
de variação limitada como ferramentas essenciais para o estudo de existência de
medidas invariantes absolutamente contínuas para transformações expansoras
em variedades compactas e conexas, bem como transformações expansoras por
partes.

Palavras Chave: Teoria ergódica, Teorema de recorrência de Poincaré,
Teorema ergódico de Birkhoff, medidas invariantes absolutamente contínuas,
transformações expansoras e transformações expansoras por partes.
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Abstract

In this work we study transformations preserving measure and bounded
variation functions and serve as essential tools for the study of the existence of
absolutely continuous invariant measures for erpanding maps in compact and
connected manifold as well as for piecewise erpanding.

Key­words: Ergodic theory, Poincare's recurrence theorem, Birkhoff
ergodic theorem, absolutely continuous invariant measures, erpanding maps
and piecewise expanding maps.
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Introdução

A Teoria de Sistemas Dinâmicos teve grande impulso nas últimas décadas
e constitui­se em uma das principais áreas da matemática. Em termos gerais,
esta teoria está interessada em descrever, para a maioria dos sistemas, como
a maioria das órbitas se comportam, especialmente quando o tempo vai para
o infinito (a descrição de todas as órbitas ou sistemas não é, em geral, um
objetivo realístico, pois existem muitas formas de comportamentos
excepcionais). Mais ainda, quando e em que sentido este comportamento é
robusto sob pequenas pertubações do sistema (a formulação matemática da
lei de evolução é quase sempre uma simplificação do processo real. Por isso, é
muito importante que as conclusões obtidas dela não sejam muito específicas:
elas devem permanecer válidas para leis próximas). Um panorama atual da
teoria pode ser encontrado em [16], [17] e [18] e em suas referências.

A formulação matemática de um sistema dinâmico inclui dois
ingredientes principais: um conjunto M (geralmente uma variedade
diferenciável de dimensão d > 1), o espaço de estados, cujos pontos
representam os possíveis estados do sistema; e uma lei de evolução,
descrevendo como o sistema evolui de um estado a outro. Esta lei de evolução
pode ser tempo discreto: uma transformação f : M — M mapeando cada
estado ro E M a outro estado 117 = f(ro) que o sistema estará uma unidade de
tempo depois. À sequência xo, 11, ... definida por r;41 = f(r;) é a trajetória
de um estado inicial xr59. Se a transformação f for inversível então temos
também a trajetória passada ...,r$­2,T­1,xo definida por r­;x41 = f(r­;).
Outro modelo de evolução é o tempo contínuo, expresso por uma equação
diferencial

dr
= FE).

A trajetória de um estado inicial xo é arsolução r(t), t E R da equação
diferencial com x(0) = xp.

Dado um sistema físico f : M — M, por vezes nos utilizamos de uma
função observável p : M — R para obter informações deste sistema.
Em geral, a função Á(f'(z)) comporta­se ao longo do tempo de um modo
complicado e errante, mesmo para leis de evolução simples: escolhidos dois
estados iniciais próximos z e 2' os valores de vÁ(fi(2)) e Á(fi(2))), por
continuidade, estão próximos para valores pequenos de j, mas depois de
alguns iterados estas sequências aparentemente não tem mais correlação.

Este comportamento caótico significa que a dinâmica pode ser difícil de
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ser entendida do ponto de vista determinístico, e que a análise probabilística
pode ser mais frutífera. Esta abordagem é feita dentro de uma nova área, a
Teoria Ergódica.

Em termos simples, a Teoria Ergódica é a disciplina matemática que estuda
sistemas dinâmicos munidos de medidas invariantes. O bjetivo da teoria é
estudar as propriedades estatísticas de sistemas determinísticos, isto é,
sistemas com lei de evolução. A idéia básica é abandonar o estudo
determinístico de um estado em favor de estudo estatístico de um conjunto
de estados. Em vez de procurarmos respostas para a pergunta qual será o
estado do sistema no tempo t?, procuramos resposta de qual é a probabilidade
que no tempo t o sistema pertença a um subconjunto do espaço de estados?
Associada à última questão está a noção de probabilidade.

Neste contexto procuramos respostas para:

1) Dado um subconjunto A C MezeE A, a trajetória de z passa por A?
Com que freqiiência?

2) Dada um função po: M—­ RezEeM

1 nl
IX e(F()) ou

j=0

converge quando n ou T — co?

Nesta direção estudaremos os Teorema de Recorrência de Poincaré e o
Teorema Ergódico de Birkhoff que dão respostas positivas para pontos z típicos
e para transformações que preservam probabilidade (veja Capítulo 1).
Estas transformações são os objetos de estudo da teoria ergódica. Os
enunciados precisos destes teoremas serão dados no Capítulo 1.

O objetivo central deste trabalho é estudar a teoria ergódica de
transformações expansoras. No Capítulo 2, estudaremos as transformações
expansoras diferenciáveis e no Capítulo 3, faremos o estudo de transformações
expansoras diferenciáveis por partes.
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Capítulo 1

Transformações que preservam
medida

As medidas invariantes por uma transformação assumem um papel de
primordial importância na Teoria Ergódica. Estaremos particularmente
interessados no caso em que / : M — M é uma transformação mensurável do
espaço (M, A, 1) de medida em si mesmo, isto é, fF!(A) € A para todo À E A.
Dizemos que f é invertível se é uma bijeção e a sua inversa é também uma
transformação mensurável. Sempre consideraremos 41 definida na o­álgebra de
Borel do espaço M. Na maior parte dos casos trataremos com medidas finitas.
Nesse caso, sempre podemos transformar 14 numa probabilidade uv: para isso
basta definir

para cada conjunto mensurável A C M.

Em geral, uma medida 4 diz­se invariante pela transformação mensurável
f:M—Mse

u(A) = u(f '(A)) para cada conjunto mensurável À C M.

Heuristicamente, isto significa que a probabilidade de um ponto estar num dado
conjunto e a probabilidade de que a sua pré­imagem esteja nesse conjunto são
iguais. Note que a definição faz sentido, uma vez que a pré­imagem de um
conjunto mensurável por uma transformação mensurável ainda é um conjunto
mensurável. Dizemos que um conjunto À C M mensurável qualquer tem
medida total se u(Aº) = O para toda medida 4 invariante.

1.1. Teorema de recorrência de Poincaré

A existência de uma probabilidade invariante u para um dado sistema
dinâmico fornece muita informação acerca do comportamento desse sistema.
Um dos aspectos mais simples é a recorrência dos iterados do sistema.
Poincaré mostrou que escolhendo um estado inicial ao acaso, com

5

FS
AVANAY

4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



CAPÍTULO 1. TRANSFORMAÇÕES QUE PRESERVAM MEDIDA

probabilidade 1, isto é, quase certamente os iterados obtidos pela iteração da
transformação partindo desse estado inicial devem passar uma infinidade de
vezes tão perto quanto quisermos do mesmo estado inicial, se esperarmos tempo
suficiente. Porém tal resultado nada afirma sobre a forma do conjunto de
iterados ou a sua posição, apenas informa sobre a passagem dos iterados
perto de um certo ponto em períodos de tempo muito grandes para um
conjunto muito grande de estados iniciais. Claro que podemos escolher um
estado inicial que não verifique esta propriedade, mas Poincaré mostrou que
a probabilidade de tal acontecer é zero. Hoje este resultado é conhecido como
Teorema de Recorrência de Poincaré, publicado em 1899. Enunciaremos
duas versões, a primeira numa linguagem mensurável e a segunda de natureza
mais topológica.

O teorema seguinte, em versão mensurável, afirma que quase todo
ponto do conjunto A regressa a À no futuro.

Teorema 1.1. Sejam f/ : M — M uma transformação mensurável e 1h uma
medida invariante finita. Seja A C M qualquer conjunto mensurável com
un(A) > O. Então, p­quase todo ponto x E A tem algum iterado f"(x), n > 1,
que também está em A.
Demonstração: Consideremos o conjunto

B=(reA; f"(t)ZA para todo n>1)

dos pontos x E À que nunca regressam a A. Note que B é mensurável, pois

B=A) U S (A). Devemos provar que B tem medida nula.
j=1Afirmação: As pré­imagens de B são disjuntas duas­a­duas.

Prova: Suponhamos que existem m > n > 1 tais que /"(B) intersecta
f""(B). Seja x um ponto na interseção e denotemos y = f"(x). Então,
x E "(BN f"(B e f(z7)e "(BNB e f(x)eE fº"(Be
f(r)eEBeyES""(BeyeB ComoBC A, então y regressa pelo
menos uma vez ao conjunto A, o que contradiz a definição de B. Portanto, esta
contradição prova que as pré­imagens de B são disjuntas duas­a­duas. Sendo
B mensurável, então

oo7 (O ro) =) n(f”(B))=> n(B),
n=l n=l

onde a última igualdade é devido ao fato de 4 ser invariante por f. Como
oO

supomos que a medida é finita, a expressão 4 U Í”(B)| é finita. Por
n=l

oo

outro lado, temos que d u(B) é uma soma infinita de termos todos iguais,
­ z» O

* n=1
. rá .então a única maneira desta soma ser finita é que seus termos sejam nulos.

Portanto, devemos ter u(B) = O. =
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CAPÍTULO 1. TRANSFORMAÇÕES QUE PRESERVAM MEDIDA

Observação 1.2. O Teorema 1.1 implica outro teorema aparentemente mais
forte, o qual afirma que quase todo ponto do cojunto A regressa a A infinitas
vezes.

Corolário 1.3. Nas condições do Teorema 1.1, para 4 ­ quase todo ponto
Tx E A, existem infinitos valores de n > 1 tais que f(x) está em A.
Demonstração: Para cada k > O, definimos o conjunto

Ar, =ÍreEeA; existe exatamente k valores de n > 1 tais que f"(r) E A)
oo

dos pontos x E À que regressam a À exatamente k vezes. Então, U Açéo
k=0

conjunto dos pontos r E À que regressam a À apenas um número finito de
vezes. Portanto, para provar o corolário, basta mostrar que Ju(Ax) = O para
todo k > O. À demonstração será por contradição.

Suponhamos que u(Ax) > O para algum k > O. Então, aplicando o Teorema
1.1 com Az no lugar de B, obtemos que quase todo ponto x E Ax tem algum
iterado f"(t) E A,n > 1, que está em Az. Fixemos um tal rem A; e
denotemos y = f"(r). Por definição de A,, y tem exatamente k iterados
futuros que estão em A. Como y é um iterado de x implica que x tem k + 1
iterados futuros que estão em A. Mas isso contradiz o fato de que r E Az.
Logo, esta contradição prova que A, tem medida nula, relativamente a 4. E

Dizemos que um ponto r E M é recorrente para uma transformação
f:M—M se, para toda vizinhança V de rx, existe algum iterado f"(x)
que está em V. Uma base enumerável de abertos de J é uma família
enumerável B = (Br; k E NJ) de abertos tais que todo aberto de 7 pode ser
escrito como união de elementos B, dessa família.

O teorema a seguir, em versão topológica, afirma que quase todo ponto
de M é recorrente, relativamente a qualquer medida invariante finita do
sistema dinâmico.

Teorema 1.4. Suponhamos que M admite uma base enumerável de abertos.
Sejam f : M — M uma transformação mensurável e 1h uma medida invariante
finita. Então, 4 ­ quase todo ponto x E M é recorrente para f.
Demonstração: Seja B = (V,; k EN) uma base enumerável de abertos.
Para cada nº E N, definimos o conjunto

Cx = (rx € Vx; f"(r) Z V, para todo n > 1)

dos pontos x E V, que nunca regressam a V,. Então, pelo Teorema 1.1, todo
Cx tem medida nula. Consequentemente, a união enumerável CO = U Cx tem

kEN

medida nula. Portanto, para demonstrar o teorema será suficiente mostrar que
todo ponto r Z C é recorrente.

Sejam r E MY C e V uma vizinhança qualquer de r. À definição de B
implica que existe algum k E N tal que r €EV,e V, CV. Comor 2 C,
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CAPÍTULO 1. TRANSFORMAÇÕES QUE PRESERVAM MEDIDA

também r Z Cy, isso implica que xr tem algum iterado f"(x) E V,x, para algum
n >1. Em particular, fº(r) E V, para algum n > 1, pois V, C V. Como V é
arbitrário, temos que r é recorrente. DA)

Observação 1.5. Às conclusões dos Teoremas 1.1 e 1.4 não são verdadeiras,
em geral, se omitirmos a hipótese de que 4 é finita.

Exemplo 1.6. À função translação de 1 unidade f/ : R — R, isto é,
f(x) = rx + 1 para todo x E R, deixa invariante a medida de Lebesgue em
R (que é infinita) e por outro lado, nenhum ponto é recorrente para f.

1.2 Exemplos de medidas invariantes

Nesta seção apresentamos alguns exemplos simples de medidas invariantes
por transformações.

1.2.1. Expansão decimal
A transformação f : [0,1] — [0,1] definida por

f(x) = 10r7 — [107]

onde [10r] representa o maior inteiro menor ou igual a 10r. Isto é, f associa
a cada x E [0,1] a parte fracionária de 10r. Veja o gráfico de f descrito na
Figura 1.1.

8/6 8 68 88

Figura 1.1: Transformação parte fracionária de 10x

O gráfico de f foi esboçado conforme a seguir:

e Sere|O, =) então 10r € [0,1) e portanto a sua parte inteira [10x] é
igual a O. Isto quer dizer que neste intervalo a transformação f é dada
por f(x) = 10x — O.
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CAPÍTULO 1. TRANSFORMAÇÕES QUE PRESERVAM MEDIDA

1 2e SereE [= ão) então 10r E [1,2) e portanto a sua parte inteira [10x]
é igual a 1 e tem­se f(x) = 10r — 1.

e Em geral, ser € [1A) para algum O < k < 9 então 10x E [k, k+1)
e portanto a sua parte inteira [10x] é igual a k. Assim, f(x) = 10r — k.

Afirmação: À restrição da medida de Lebesgue ao intervalo [O, 1] é invariante
por f.
Prova: Seja o intervalo (0,a) C [0,1] com 0 <a < 1. Como f restrita a cada

um dos intervalos [2“o 0<k<S, é bijetora, então f!(0) e f!(a)
k+a

­ :
. k

são os únicos pontos em cada um dos intervalos e esses pontos são 10 É “To
respectivamente, pois

. 1(f) =t­m=rr=20=2/70=U(2).
of (E) = k+a—­[k+a] = k+a­k=a=>f (0a)=

Então,

10 vezes

Agora, se (a, b) C [0,1] então f preserva a medida /1 desse intervalo, pois

nu (f ((a,6))) = pn (f((0,6) ­ (0,0))) = nu (f((0,9))) ­— u(f ((0,0)))
= u((0,b)) — n((0,0)) =b — a = p((a,b)).

Portanto, pelo lema a seguir, conclui­se a Afirmação.

Lema 1.7. Sejam (M,A,4) um espaço de medida finita e f : M — M uma

transformação mensurável. Suponha que existe uma álgebra C que gera a
o­álgebra A tal que u(A) = p(f!*(A)) para todo A E C. Então, o mesmo vale
para todo conjunto mensurável A, isto é, a medida 4 é invariante por f.
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CAPÍTULO 1. TRANSFORMAÇÕES QUE PRESERVAM MEDIDA — 10

Demonstração: Considere

B=(AEA; S(A)EAen(A)=n(f*(A))).
Devemos mostrar que B = A. Em primeiro lugar, por hipótese, a álgebra €
está contida em B. Como A é a menor 0­álgebra que contém €, então basta
mostrar que 3B é uma o­álgebra. Para isto, basta mostrar que 3B é fechada por
uniões enumeráveis e complemento.

Dado B € B e como f"(M) = M, temos

u(f (BY) = u(fF(MNB)) = n(f(M)NSTO))
= (Ff (M)) — n(f(B)) = n(M) — n(B) = 2(M VB) = n(Bº).

Portanto, Bº € D.
Dados A, B € 3B, provemos que AV B € B. Temos por definição de B

que A, BE A. Como A é gerado por €, basta mostrarmos para À = SA: e
i=1

B= DB, onde A;,,B; € C. Logo,

AVB= (a)e­DANB= (as)
­Le)

>»!"AREAqei=1 j=1

j=1

co

=1
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CAPÍTULO 1. TRANSFORMAÇÕES QUE PRESERVAM MEDIDA

ão)
ulAVU3) )

j=1

kl(A; Bu) À UA: N ))
co k­1 e

= n(A;NB;º+Y"p (a VBIVU(AN)
k=2 j=1

11

co k­1 e

= (A; NB;)º +42 (* (a VB5) UA: N) )
=n [UANB):

Portanto, usando (1.2.1), obtemos

*deWo âA
= H(ANB).

Mostremos que B é fechado por união enumerável. Sejam A1,À»s2,:+­
Definimos os conjuntos disjuntos

EB.

klD,= A1,Da = A3 V Aa, Da = AsVALDAD, o Dis A (UA)
j=1

Assim, A = Ú Aj = SD. Logo,
j=l

AAA
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CAPÍTULO 1. TRANSFORMAÇÕES QUE PRESERVAM MEDIDA — 12

1.2.2.  Difeomorfismos

Seja U um aberto em algum espaço euclidiano Rº com d > 1. Dizemos que
uma aplicação f : U — U é de classe C! em U se f é diferenciável e Df é
uma aplicação contínua.

Um difeomorfismo f : U — U é uma bijeção diferenciável cuja inversa
também é diferenciável. Dizemos que f é um difeomorfismo de classe C*
se f e f*! são aplicações de classe C! em U.

Uma aplicação diferenciável f : U — U é um difeomorfismo local se,
para cada xr E U, existe uma vizinhança V, C U aberta tal que a restrição de
faV,éum difeomorfismo sobre um aberto W, C U. Dizemos que f é um
difeomorfismo local de classe C* se f é um difeomorfismo local e flv, e
flv, São aplicações de classe C!.

Observação 1.8. Se f : U — Rº é um difeomorfismo local de U sobre
V = f(U), então para todo x € U, Df(z) € L(Rº) é um isomorfismo.

Em termos do determinante jacobiano, dizemos que f: U— Ué um
difeomorfismo local se o seu determinante jacobiano é não nulo em todo
ponto x E U.

Representaremos por vol a medida de Lebesgue, ou volume, em Rº. Em
outras palavras,

volta) = | dm... dra e f eavor= [ plan... nda. des
A A A

para qualquer conjunto mensurável A e qualquer função + integrável.

Observação 1.9. A fórmula de mudança de variáveis afirma que, para
qualquer conjunto mensurável A Cc U, temos

vol(f(A)) = /. IdetDf] dvol. (1.2.2)

Lema 1.10. Um difeomorfismo f/ : M — M de classe C' deixa invariante o
volume se, e somente se, o valor absoluto |detDf| do seu determinante
jacobiano é constante igual a 1.
Demonstração: Como f é de classe C!' então o seu jacobiano é contínuo.
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Suponha que jdetDf| > 1 em algum ponto x € M. Então, como o jacobiano é
contínuo, existem uma vizinhança V de r e algum número o > 1 tais que

IdetDf(y)| > o — paratodo ye V. (1.2.3)

Substituindo A = V na equação (1.2.2) e usando (1.2.3), obtemos

vol(f(V)) = N" |detDf| dvol > Í.º dvol = avol(V) > vol(V).
Denotando B = f(V), temos que f!(B) = V. Como vol(f(V)) > vol(V)
então vol(B) > vol(f!(B)). Portanto, f não deixa invariante o volume.

De modo análogo, mostra­se que para |detDf| < 1 em algum ponto x E M,
f não deixa invariante o volume.

Para mostrar a recíproca, suponha que |detDf| = 1 em todo ponto z E M
e considere B um conjunto mensurável. Seja A = f!(B), então f(A) =
Assim, usando (1.2.2), obtemos

vol(B) = vol(f(Ap=/ |detDf| dvol= /. 1.dvol = vol(A) = vol(f'(B)).
Portanto, f deixa invariante o volume. =

Dada uma função p : U — [0, +00), denota­se por 1! = pvol a medida
definida por

un(A) = fo dvol. (1.2.4)

Lema 1.11. Suponha que f : U — U é um difeomorfismo local de classe C!
e p é uma função contínua. Então, f deixa invariante a medida 1 = pvol se, e
somernte se,

”2. EA = p(y) para todo y E U.
TEf(y)

TrDemonstração: Suponha primeiro que Y» plz) = p(y) para todo
se | detDfG)

y E U e considere A um conjunto mensurável... Sejam B1,...,Br as
componentes conexas de f'(A). Podemos supor B; disjuntos dois­a­dois
(caso contrário, decompomos A para que isso aconteça). Desta forma, usando
(1.2.4), obtemos ­

u(A) = f om) dvol = /. »
TEf!(y)

= 2 4(B;) = n(f (A).
Portanto, f deixa invariante a medida uu = pdvol.

TaetDf(x)]EE. | dvol = »Ja,
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Como f é um difeomorfismo local o seu determinante jacobiano é não nulo
e sendo f de classe C! o seu jacobiano é contínuo. Tendo em vista que pe o

P(o)
MetDf(=)]

Para provar a recíproca, suponha que > NS > p(y) para
TEfI(y)

algum y E U. Então, existe uma vizinhança V de y tal que

jacobiano de f são contínuas, segue­se que > é contínuo.

xEf!(y)

P(z)ds IdetDJ(2)] > p(w) paratodo weEV. (1.2.5)

Sejam Ui,...,Un as componentes conexas de f­!(V). “Podemos supor,
diminuindo V se necessário, que UyNU; = À se i £ j. Seja z = f'(w),
então f(z) = w. Assim,

| —un(f(V)) =oz) dvol =>,) dvol
= »So, eDfs(o)E“ | dvol = ff > TdetDf(2)]e. | vol

zEf (ww)> / p(w) dvol= u(V).
Vv

Portanto, f não deixa invariante a medida 1 = pdvol.

De modo análogo, mostra­se que para PP TetDf(O]ESm
T

x E U, f não deixa invariante a medida 11 = pdvol. "=

< p(y) em algum

1.2.3 Transformação de Gauss
A transformação de Gauss G : (0,1) — [0,1] é definida por G(x) = parte

fracionária de L, ou seja, G(r) = il bei É Veja o gráfico de G descrito na
Figura 1.2.

O gráfico de G foi esboçado conforme a seguir:

e Ser€ à! então 1 € [1,2) e portanto a sua parte inteira É é igual
a l. Isto quer dizer que neste intervalo a transformação G é dada por
G(r) = =” 1.

11 1 1/|,.e Ser € & ã| então — E [2,3)3) e portanto a sua parte inteira É é igualTr

a 2. Logo, G(r) = 2 —2.
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para algum &k E N então a sua parte inteirae Em geral, ser E (nm1 1

kKk+1'k
1). 1É é igual a k. Portanto, G(xr) = == k.

1/4 1/8 1/2

Figura 1.2: Transformações de Gauss

Note que G não está definida para x = O. Além disso, (7) = O para
1

todo k E N. Portanto, o segundo iterado PT) não está definido nestes
pontos e os iterados G", n > 3, não estão definidos nas suas pré­imagens.
Isto quer dizer, a rigor, que G não é um sistema dinâmico segundo a definição
dada anteriormente. No entanto, isto não coloca nenhum problema para o que
pretendemos fazer. Pois, todos os iterados estão bem definidos no conjunto dos
números irracionais: basta observar que a imagem de um irracional também é
irracional. Isto é suficiente para os nossos objetivos porque sempre tratamos
de propriedades que valem para quase todo ponto, e o conjunto dos números
irracionais tem medida de Lebesgue total no intervalo.

O que torna a transformação de Gauss interessante do ponto de vista
ergódico é que ela admite uma probabilidade invariante que é equivalente à
medida de Lebesgue no intervalo.
De fato: Considere a medida definida por

c= / de

para cada mensurável A C [0,1], onde c é uma constante positiva. Note que

a integral estáedefinida, pois a função integrandaéé contínua no intervalo[0,1]. Tomando >= << c, temosE +1

/: dr <</ = 1 r< cdrfas " | dr <e | às.
A ar+l A
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Portanto, > m(A) < p(A) < cm(A) para todo mensurável À C [0,1]. Em
particular, 41 é equivalente à medida de Lebesgue m: as duas medidas têm os
mesmos conjuntos com medida nula.

Proposição 1.12. À medida 4 é invariante por G. Além disso, se escolhermos
1

c= —— então 4 é uma probabilidade.
log2

” . ­ :
[

Demonstração: Considere a função p : R — R definida por p(x) = —
onde c é uma constante positiva. Pelo Lema 1.11, 1u é invariante por G se
tivermos

()SD) AA =P(y) para todo y­ (1.2.6)zeniç,| E (|
Observe que cada y tem exatamente uma pré­imagem r; em cada intervalo

1 1(E4 dada por
1

G(xrx,) = To kE=y€>r,= (1.2.7)y+k

Usando (1.2.7), temos

1?cx? (5) " c(y + k)
s

c

rx +1 EN O (yY+k2Y+TETD (yYHYk(y+TkTD
y+k

(1.2.8)

1º 1Note que G'(1) = (2) = ——. Portanto, usando (1.2.8) para reescrever2
(1.2.6), obtemos

oo
[TTSITIU+ETID) y+L (1.2.9)

k=

Para verificar que esta igualdade é realmente satisfeita, observe que
1 1 1

(Y+E(Y+ETLDy+k y+k+L
Note

Dl re (sr ro): (sn ss):CNy+k y+k+1 y+1 y+2 y+2 y+3 CU
+

[3 Cc — Cc [6
yYy+n=1 y+n) y+l y+m
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Desta forma,

O (y+k)(Y+kE+1) now y+k y+k+1
: Cc Cc Cc

= lim — = .mm (= E) y+1
Que é precisamente o que se afirma em (1.2.9). Isto prova a invariância.
Finalmente,

1
cno, =/ Tl dx = c log2.

1

Logo, escolhendo c = Togo obtemos 4 ([0,1]) = 1.
1.3 Existência de medidas invariantes

Nesta seção consideremos M um espaço métrico compacto e
introduziremos uma topologia no conjunto M,(M) das probabilidades sobre
os borelianos de M, chamada topologia fraca”, que será útil para provar o
Teorema da existência de medidas invariantes.

A definição a seguir diz que duas medidas estão próximas se suas integrais
estão próximas para muitas funções contínuas.

Definição 1.13. Dados um número e > O, uma medida py E M(M) e um
conjunto finito F = (4,,...,4/,) de funções contínuas À, : M — R. Seja

Víu,F,e) = f» € M1(M); fo dv — fe du|<e para todo, E F).
A topologia fraca” é definida estipulando que os conjuntos V(u, F,e), com F
e E variáveis, constituem uma base de vizinhanças da medida 4.

O lema seguinte ajudará a compreender melhor o significado da topologia
fraca”.

Lema 1.14. Uma seqiiência (tn),ey em M1(M) converge para uma medida
uu E M1(M) na topologia fraca” se, e somente se,

fem fa
para toda função contínua é : M — R.

Demonstração: Para provar a afirmação somente se, considere qualquer
função contínua « e forme o conjunto F = (p). Como pm — 1 em M1(M),
então dado qualquer e > O, existe um Índice 711 a partir do qual 4, está na
vizinhança (V,u,F,e). Mas isto significa, precisamente, que,

|[2am= [0a <eE
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para todo n > n. Em outras palavras, a sequência / p dl — /e du.
A recíproca afirma que se / din — / & du, para toda função contínua

4, então dados quaisquer F e e > O, existe um índice fi a partir do qual
nun E V(u,F, e).
De fato: Seja F = (4,,...,/rx). Por hipótese, para cada 1 < j < K, existem
nn; tais que

fo dim= fo, dul<
para todo n > fi. Tomando fh = máx ff,,...,fiK), temos nu, E V(u,F,e)
para n > Rh. E

As principais propriedades da topologia fraca”, necessárias para analisar o
conjunto M,(M), são dadas no teorema seguinte.

Teorema 1.15. M,(M) munido da topologia fraca* é metrizável e compacto.

Vamos começar por demonstrar que M1(M) é metrizável, isto é, existe uma
distância d que gera a topologia fraca* em M,(M). Para isso, usamos o seguinte
resultado:

Proposição 1.16. Se M é um espaço métrico compacto, então Cº(M) tem
subconjuntos enumeráveis densos.
Demonstração: Ver referência [19].

Denotemos por Cº(M) o espaço das funções contínuas 1 : M — R munido

da norma da convergência uniforme:

| a — all = sup(| é,(2) = é.(2)l; z EM).
Pela Proposição 1.16, podemos escolher um subconjunto enumerável
F = (fp. nEN) denso na bola unitária do espaço Cº(M). Feito isso,
definimos

2
n=l

= 1d(m,n2) =X" fo du — fe. duo (1.3.10)

para qualquer par de medidas 11 e to.
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Proposição 1.17. Seja d a expressão em 1.3.10. Então,

1. d está bem definida;

2. dé uma distância;

3. d gera a topologia fraca* em M,i(M).

Demonstração: Seja B1 = ( é Cº(M); sup |p| < 1) a bola unitária de Cº(M).
1. Devemos mostrar que a série em (1.3.10) converge. Note que

1 12/0. dm 10, dial < (f1eldm+ fl do)

2
Como o termo geral da série em (1.3.10) é limitada por —, então ela converge.

2º
2. Sejam 11, 12 e 113 medidas em M;(M).
Afirmação 1: d(p, 12) > O e d(fm, 112) = O se, e somente se, 117 = to.
prova: Usando (1.3.11) e supondo 11) É 42, então existe n > 1 tal que

| [e dm fo du2] > 0. Logo,
— 1dp, 112) =X fe. am fo, du > O.

n=1

Isto prova que d(tm, 112) > O. Supondo 11 = 112, obtemos

& 1dm, n2)=>2"27 fe am fo du,
n=t

fes

DE fedm=/0 du =372­0=0.
n=1l

A hipótese d (ju, 12) = O significa que |f 4, dum — f 1, duz| = 0. Logo,

feam­[0dm=0=[/cam=/00 — 031)
para todo À, E Ff. Agora, dada qualquer E Bi, podemos encontrar
uma sequência de funções de F convergindo uniformemente para 4.
Conseqiientemente, a igualdade (1.3.12) continua valendo para «:

fe du, = fe duz —paratodaçyeB,. (1.3.13)

De fato: Suponha que y,(x) — (x) uniformemente em M. Então, dado
qualquer e > 0, podemos encontrar no E N tal que

jrmA | v,(x) — (x) | < 2 para todo xr E M.
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Usando a igualdade (1.3.12), como 11 e 112 são probabilidades, obtemos

| [0 amo dm = foam­/2dm+ fo, dm, du
f[oam­[0dm+ fo, dm fo, du
foam­fo, dy +|fe, diz o dm
­ 660 dm] +] /(66 =) dual
f1&­a dum + Í|6&,­0 duz
E E E E<S/am+5 [am=3[2+3=2e

Portanto, a igualdade (1.3.13) é verdadeira para toda função contínua +. Isto
quer dizer que /17 = (12. O que completa a prova da Afirmação 1.
Afirmação 2: d(tu, 112) = d(t2, mm).
Prova: Por definição, temos

d(nm, 112) = fo dm= fm duna
(fm dm fm dm)
fer di fm du = d(u,m).

Afirmação 3: d(u, 13) < d(m, 12) + d(12, 113).
Prova: Por definição, temos

3 4 5 6
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X& 1dm, 13) = Da fe dim = fm dus
n=1

1a7 On du — f en dit [04 dm n dos

e(|/2 am ­um eae leia,Da"Pn dy— far duz| +> On duz — /n dusa”
= d(m,u2)+ dn, 13).

As Afirmações 1, 2 e 3 provam que d é uma métrica
3. Devemos mostrar que toda bola B(u, 6) = fv € M1(M); d(u,v) < ó) contém
alguma vizinhança V(u, F,e) e reciprocamente. Dado ó > 0 e fixando K > 1
suficientemente grande para que

& 1
> am < (1.3.14)
ne=K

1

e considere F = f4,,...,4/,) formado pelos primeiros K elementos de F. Além
disso, tomemos e = $
Afirmação 4: V(nu, F,e) C B(u, 5).
Prova: Usando (1.3.14), note que

1 6DESPIDE . (1.3.15)
n=K+1 n=K

K
1 1.1 1º 1/20­1/29) 1Como 2, = g+I+oEIROS opção SPlcark < O

n=1

e usando (1.3.15), obtemos

vEVIÁP) =| 0a du­ f om do < e para todo 1 <n < K.
Logo,

1

K oo1 122 fm du [0n del + > E [EXfondo
n=K+1

<Dret > F<Tt =.
n=K+1
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O que prova a Afirmação 4.
Reciprocamente, dados F = f4,,...,/.) e € > O, como F é denso, existe

para cada j = 1,...,K algum vn, emJ tal que
Eleon; = 5 <>: (1.3.16)

Fixemos ó == 2e > O suficientemente pequeno para que

Vis < ã para cada j=1,...,K. (1.3.17)

Afirmação 5: B(11,0) C V(u, F,e).
Prova: Por definição, v E B(14, 6) implica d(ju,v) <ó. Paracada j=1,...,K,
obtemos

== Sion du= so, do <ó => | [0 du fon do < 20
o que implica, combinando as desigualdades (1.3.16) e (1.3.17), que

fan [vid] <|[vidu= [0m dul+|[0m du= [ndo
+ 1/0 dv fo; dv <|­ [om =+) dul+ 276
+ Gen =) dv < sup fon, | / du+5
+sup lion, = il / de = fon, tl + 5 + lion 005
DESTES

3 3'3 É
Isto prova a Afirmação 5.

Resta provar que (M,, fraca”) é um espaço compacto.
Um operador linear $ : Cº(M) — R é dito positivo se $(1) > O para

toda função 1 E Cº(M) positiva em todo ponto.
O teorema seguinte afirma que as integrais são os únicos operadores lineares

positivos no espaço das funções contínuas. Uma demonstração deste resultado
poder encontrada na referência [19].
Teorema 1.18 (Riesz ­ Markov). Seja D : Cº(M) — R qualquer operador
linear positivo. Então, existe uma única medida boreliana 1 em M tal que

$b(p) = fe du —paratodaçeC(M.
Observação 1.19. 1 é uma probabilidade se, e somente se, $(1) = 1.
De fato: Usando o teorema de Riesz­Markov, obtemos

u(M) =/) du =$(1) =1.
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Vamos provar que o espaço M1(M) é compacto para a topologia fraca”.
Como M1(M) é metrizável, basta provar:

Proposição 1.20. Toda sequência (lm)rew EM MI(M) admite alguma
subsegilência que é convergente na topologia fraca*.
Demonstração: Seja F = fon; n E N) um subconjunto enumerável denso
na bola unitária de Cº(M).
Afirmação 1: Para cada n E N, a seqiiência de números reais fon di,
k E N, é limitada por 1.
Prova: Como sup| on] < 1 e 44 são probabilidades, obtemos

|dus < fel dux = sup| nl / dus <l
Isto prova a Afirmação 1.

Como a sequência / vn dux, con k E N é limitada, pelo Teorema de
Bolzano­ Weierstrass, para cada n € N, existe uma sequência de índices (Kk?)
tal que

jEN

"(7 duxo converge para algum número $D, E R quando j — co.
Além disso, cada sequência de índices (EP),eN pode ser escolhida como
subseqiência da seqiiência anterior (7);cn: Definimos 4; = ki para cada
j E N. Por construção, a menos de um número finito de termos, (8;),;.N É uma
subseqiiência de índices de cada uma das (k3),en: Logo,

fe du, > %$D, paratodojeN.
Afirmação 2: $(p) = lim " Pp dju, existe para toda função p € Cº(M).jr+oo

Prova: Suponha primeiro que p está na bola unitária de Cº(M). Dado
qualquer e > O, podemos encontrar 14, E F tal que || p­ nl <e. Então,
como /, é uma probabilidade, obtemos

[0d for du |= f 6­) dus, < /10­ dus,
= sup | pon | du, =sup| pn
= || p— nl| < E para todo j.

Como | rn due, — Dr, para todo j E N, seque­se que

lim sup" pdy,, — lim inf/ Ppdusé| < lim sup/pd, — lim sup/ Pndue,JJ 00 J*+0o 100 oo
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+ [lim inf" On dus, iminf/pdugi = jm sup /pd; — / onde;JJ 0O

+ lim inf fo die; fa dus < lim supe+ lim infe = e +e=2e.
Como e é arbitrário, então lim sup/ p due, = lim inf / p dus,. Portanto, oJ0O Joo

lim /P due, existe. Isto prova a Afirmação 2 quando a função está na bolajroo

unitária. O caso geral reduz­se imediatamente a esse, substituindo p por To
Assim, completamos a prova da Afirmação 2.

Afirmação 3: O operador & : Cº(M) — R definido por $(p) = lim / p dus,joo

é linear e positivo: bP(p) > min p > O para toda função é E Cº(M) positiva em
todo ponto. Além disso, $(1) = 1.
Prova: Suponha p1, p2 E Cº(M) positivas em todo ponto. Então, dado c € R
e usando o Teorema da Convergência Monótona, obtemos

P(co1 + pa) = lim/ (cp:+ pa) dus; = "lim (cp1 + po) dj,
= "jmcp; dus, + /faPa dit,
=c/ lim 1 du, + f Jim 92 dus,1700 +00

=clm/1 due, + lim/ Pa dus, = cD(p1) + P(p2).
Isto mostra que & é linear. Além disso, por definição e como /1, é uma
probabilidades, obtemos

00 1­+0o JJ oo
Assim, completamos a prova da Afirmação 3.

Como & é linear e positivo, pelo Teorema de Riesz­Markov, existe alguma
probabilidade boreliana 1 em M tal que &(p) = fp du para toda função
contínua p € Cº(M). Agora a Afirmação 2 pode ser reescrita como

fo du = jm fo dy, paratodap€E Cº(M).
De acordo com o Lema 1.14, isto quer dizer que a subsequência (Me;) em
converge para /s na topologia fraca". Logo, M1i(M) é compacto. Isto
completa a demonstração do teorema 1.15. =

Dadas f : M — M uma transformação mensurável e 1,» uma medida
qualquer de M. Denota­se por f.u, e chama­se imagem de /» por /, a medida

faut: A — [0, +oo]
definida por f.u(A) = u(f*(A)) para cada conjunto mensurável A C M.
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Observação 1.21. 4 é invariante por f se, e somente se, f,11=y.
De fato: Por definição e supondo 4 invariante, obtemos

F«n(A) = pn (Ff (A)) = (A).
Consideremos a transformação f, : M1(M) — M1(M) que associa a cada

1 E M1(M) à medida f.u € M1(M).
O lema seguinte afirma que se f é contínua em M então /, é contínua na

topologia fraca* de M,1(M).

Lema 1.22. A transformação f. : M1(M) ­— M1(M) é contínua relativamente
à topologia fraca*.
Demonstração: Devemos mostrar que se mm — 41. em Mi(M) então
felm — ff... Suponha que um — u1 em Mi(M) e seja é E Cº(M) uma
função qualquer. Então, combinando a observação 1.21 com o lema 1.14,
obtemos

fedtum=/2dm—> [0du= [0a
Isto prova que f.tin — f.11 na topologia fraca”. =

O teorema seguinte garante a existência de medidas invariantes em
grande generalidade.

Teorema 1.23. Seja f : M — M uma transformação contínua num espaço
métrico compacto. Então, existe pelo menos uma probabilidade invariante por
f.
Demonstração: Considere qualquer probabilidade v em M: por exemplo, a
medida de Dirac num ponto qualquer. Forme a sequência de probabilidades

n—l
1 :m==YX" fi 1.3.1n 2,1” (1.3.18)

onde fiv é a imagem de v pelo iterado fi. Pelo Teorema de Riesz­Markov,
esta sequência tem algum ponto de acumulação: existe alguma subsequência
de Índices (nx).en € alguma probabilidade u € M1(M) tais que

n'.­l1

== == — jp= limpm, =dn, d­ fiv (1.3.19)

Agora é suficiente provar o lema seguinte.

Lema 1.24. Todo ponto de acumulação da sequência (Vn)3erN É uma
probabilidade invariante por ff.
Demonstração: Seja 14 um ponto de acumulação de (117), isto é, 1u = dm Uns

—oo
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nxº>­l

para alguma subseqiiência (y1m,). Note que Y”» fiv=v+fw+­ ++ fi,
j=0

Portanto,

n.­l

NI fiv=v=fw+­­ +fi, (1.3.20)
j=0

Seja A C M um conjunto mensurável qualquer. Note que
nº>1 nº­1 ianx:> fi­) (A) = (x 2. fi|) (FI(A))=> fiv (f(A))

mo me== (MFA)= 2 (O)
k j=0 j=0

1 EL 1 nxº—1
— Í+1,, = j+1 A).

Portanto,

1 EL=> fit!y. (1.3.21)
k jo

A partir de (1.3.19), combinando o Lema 1.22 com as igualdades (1.3.21) e
(1.3.20), obtemos

nxº>1 nxº­1 nº­1

= — j = | j = — j+l,,fn=/o (din, 7nx 2 ff ­) im,sf. (à:> É W)­ im, nk> fi
­ k­+0on

nel= lim = (fw+"22+ fo 4 fo)= an L (Saco"):
: 2 as

1 1
Como v é limitada por 1, então lim — v < lim — = 0. Note que, para

k—+0o TU, k—+ooA
todo conjunto mensurável A C Mecomov(f­"*(A))é limitada por 1, obtemosSP (A) = Ly (Ff"(A))< = Portanto, Jim.fi< lim Ld= 0.Tk k—+00 TtkDeste modo, usando (1.3.19), obtemos

1 EL222 fr =—
Logo, 11 é invariante por f. Isto completa a demonstração do teorema 1.23. =

Os exemplos a seguir mostram que nenhuma das hipóteses do Teorema
1.23, continuidade e compacidade, podem ser omitidas.
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Exemplo 1.25. A transformação f : (0,1) — (0,1) definida por f(x) = 7
não admite probabilidade invariante.
De fato: Suponha que / admite alguma probabilidade invariante e seja 4
essa probabilidade. Então, pelo Teorema de Recorrência 1.4, 11 ­ quase todo
ponto z € (0, 1) é recorrente para f. Absurdo!, pois a órbita de qualquer ponto
x € (0,1) converge para zero. Em particular, não acumula no ponto inicial x.
Portanto, não existe nenhum ponto recorrente para f. s

Exemplo 1.26. A transformação f : [0,1] — [0, 1) definida por
E
—, se x£Oref? á, se r=0

não admite probabilidade invariante.
De fato: Suponha que f admite alguma probabilidade invariante e seja 11 essa
probabilidade. Então, pelo Teorema de Recorrência 1.4, u­quase todo ponto
xr E [0,1] é recorrente para f. Absurdol!, pois pelo exemplo 1.25, nenhum
ponto x € (0, 1] é recorrente para f. Portanto, se existir alguma probabilidade
invariante 1 ela tem de dar peso total ao único ponto recorrente que é r = O.

Em outras palavras, /» precisa ser a medida de Dirac do suportada em zero, a
qual é definida por

— 1 se 0õeEeAdo(A) = Í 0, se OZA (1.3.22)

Mas a medida ó, não é invariante por f, pois tomando À = (0), temos
(A) = 1 e fO(A) = O=>G(f'(A)) = O.

Portanto, f não admite nenhuma probabilidade invariante. =

O exemplo seguinte enfatiza as limitações do teorema 1.23 (que são
inerentes à sua grande generalidade): as medidas que ele garante existirem
podem ser bastante triviais, por exemplo, neste caso quando falamos de quase
todo ponto estamos nos referindo apenas o ponto x == 0. Por isso, um
objetivo importante é obter resultados mais sofisticados de existência de
medidas com propriedades adicionais que tornem mais interessante, por
exemplo serem equivalentes à medida de Lebesgue. Veremos um exemplo
importante de um tal resultado no Capítulo 2.

Exemplo 1.27. A transformação f : [0,1] — [0, 1) definida por f(x) = >
para todo x E [0, 1), admite alguma probabilidade invariante por f.
De fato: Como o intervalo [0,1] é compacto e f é contínua em [0,1], pelo
Teorema 1.23, f/ admite alguma probabilidade invariante. Seja 1» essa
probabilidade, então 14 tem de dar peso total ao único ponto recorrente que é
x =0. Em outras palavras, 44 precisa ser a medida de Dirac do suportada em
zero. Usando a definição (1.3.22) e tomando A = f0), obtemos

6(A) = 6 (Ff(A)) = 1.
Portanto, do é invariante por f.
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1.4 Teorema ergódico de Birkhoff
O teorema fundamental da Teoria Ergódica afirma que: para qualquer

subconjunto mensurável e para quase todo ponto, existe um tempo médio de
permanência da órbita do ponto nesse conjunto. Este resultado é devido a
Von Neumann que provou um enunciado mais fraco, e sobretudo a Birkhofff,
que provou na forma definitiva que iremos estudar.

Em muitos casos, esse tempo médio de permanência é precisamente igual à
medida do subconjunto, ou seja, órbitas típicas passam em cada
subconjunto um tempo que é exatamente igual à importância que a
probabilidade invariante atribui ao conjunto. Isto é o que se chama de
ergodicidade, uma propriedade que remonta a Boltzmann, e que
estudaremos na Seção 1.5.

1.4.1 Comentários

Comecemos por explicar o que entendemos por tempo médio de
permanência de uma órbita num conjunto. Dados x E M e um conjunto
mensurável A C M, vamos tomar um certo número (grande) de iterados
iniciais da órbita de r e consideremos a fração desses iterados que estão em A:

Ta(A,x) = lie (0,1­,n=1); P(n)EA).
Observe que isto é o mesmo que

n—l

n(A,2) ==X>x, (FP)
j=0

onde x, designa a função característica do conjunto A. Isto é,

(1) = 1, se TEAXANA 0, se xZA
Em seguida, fazemos n ir para infinito e chamamos tempo médio de
permanência da órbita de x em A, o limite das frações:

nl

T(A,x) = lim1.(A,x) = lim — 2 x, (F))
Em geral, este limite pode não existir. No entanto, o teorema ergódico
afirma que, relativamente a qualquer probabilidade invariante, o limite
realmente existe para quase todo ponto.

Exemplo 1.28. Considerando À = [0,3, 0,4) e

x = 0, 335533335555555533333333333IISI3ITO «+++
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Ou seja: a expansão decimal de x consiste de blocos de 3s e 58 alternados,
cada bloco (exceto o segundo) com duas vezes mais dígitos que o anterior.
Então, o tempo médio de permanência da órbita de r em A, da transformação
f : M— M definida por f(x) = 10x — [10x], não existe.
De fato: Note que se nn =f(0<j<k; filx)E A), então

ny=l
na =n3z=2
Na = 2, Nn5=3, Nng=4, n7=5
ng =n9g =: =ms=56
ni =, NT =7,...,nag=21
N32 = Nag =" =nç3g=22

Em geral, temos

k

Na2k­1 = Na = 1 + 3120) para k > 1.
j=1

k

14+ NT F2G)
j=1 1 —2(k—j)—1

92k­1 = a2E­= ++32 E
j=1

11
eo A Amojo? 2 721º

4

enquanto que

k

2­1)1+ 2. 2 1
Taz (A, x) ——=2+t+22?9­2(k—3)­21

1 521 sol 12F +32? PELE3
Portanto, o tempo médio de permanência da órbita de x em À não existe. mB

1.4.2 Enunciados

À seguir enunciaremos duas versões do Teorema Ergódico de Birkhoff, a
primeira é o caso particular quando 4 = função característica x, do conjunto
A, e a segundaé o caso geral. Provaremos diretamente o caso geral.
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Teorema 1.29. Sejam f : M — M uma transformação mensurável e 4» uma
probabilidade invariante por f. Dado qualquer conjunto mensurável A C M, o
tempo médio de permanência T(A, x) existe para /i­quase todo ponto r E M.
Além disso,

fr(a,2) du(a) = (A).
Teorema 1.30. Sejam f/ : M — M uma transformação mensurável e 1; uma
probabilidade invariante por f. Dada qualquer função integrável y : M — R,
o limite

n—l

(a) = lim LD (FO) (14.23)
j=0

existe para u­quase todo ponto x E M. Além disso,é é uma função integrável
com fg du=fo du eçpof=çq. Finalmente, para qualquer 1 <p < oco,

se é € Lº(u) então é E Lº(u) e têm­se || Bll,< || ll.Demonstração: Começamos por provar a“existência do limite (1.4.23) para
u­quase todo ponto x E M, que é o ingrediente fundamental do teorema. Como
toda função pode ser escrita como diferença de duas funções não negativas

(x) = máx (6(r), 0) — máx (—ç(x), 0) paratodor EM.
Então, sem restrição, podemos supor 4 > 0. Para cada x E M, consideremos
as funções

nNn*+00

nlP (x)= lim sup 132 (FO) e p(a)=liminf 2X p(f(0)).
Agora, basta mostrar que

fedu < fe du < fe du, (1.4.24)

pois

[eus eus fan [ous/en=/0­vv) du <O.
Como & — > O, seguese que pp — & = O implica p = À parau­quase todo?ponto x € M, que é precisamente o queremos concluir.

Para provar a desigualdade fe7 du< /4 du introduzimos
onde K € N é um inteiro fixado suficientemente grande. Também fixamos
€ > O suficientemente pequeno e, para cada x E M, definimos

12t(x)= min fn>>1 2(Ff) > p.(1) — e| : (1.4.25)
io
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Note que, por definição de lim sup e porque 9 > &,, t(r7) sempre existe. Note
ainda que (1.4.25) implica

t(x)—1

> v(F)) = tz) (7.(2) e). (1.4.26)
j=0

Finalmente, escolhemos T > 1 suficientemente grande tal que o conjunto

A=(f(rxrEeM t(r)>T) tenha p(A)< .
Note que isto é sempre possível, pois a família de conjuntos

An =Íx EM; t(x)=n)

forma uma partição do espaço M. Logo, tem­se
oo

DORA) = p(M) =1.
n=1

Portanto, tomando T> 1 suficientemente grande, obtemos

MH(A)=> n(An)<—­ (1.4.27)
n>T

Agora, para cada x E Men > 1. definimos uma sequência xo, Y1,...,Xs
de pontos em M e uma seqiiência to,t1,...,t, de números inteiros positivos,
do seguinte modo:

1. Tomamos xº = x.

2. Suponhamos que x; já foi definido. Para as definições de t; e de x;41
temos duas possibilidades:
(a) se t(x;) < T então tomamos t; = t(x;) e x41=/"(x;).
(b) se t(r;) > T então tomamos t; =1 e x41 =/f(x).

3. Terminamos quando encontramos rx; tal que

to + + +ta+t>m. (1.4.28)

Usando t; = t(r;) < T, a desigualdade (1.4.28) pode ser escrita como

tb ++ oe +tha >nN­t>nNT. (1.4.29)

Note que, no caso (2a), escreve­se a estimativa (1.4.26) como

DD” (F(x;)) > ti (p,(t) e).
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É claro que esta desigualdade implica a seguinte:
tilSo (PG)) > ti (p.(x1:) —e)— 2X x, (f(x1))

j=0

Portanto,

SD (e+Kx,) (Ps)) > t (Ps) =) =t(BxO­) (1430)
j=0

onde a última igualdade segue de que &, o f(y) = FP, (y) para todo y (ver
abaixo prova de afirmação análoga para q).

Observe que, uma vez que a medida /: é invariante por f, tem­se

ferKx)of du=[(o+Kx,) du para todo 3.
No caso (2b), temos
til

Do (e+Kx,) (FP)) = (o+K x) (1) = (x) +K x, ($:)
j=0

=y(r)+K>K>t(g,(7)­e). (1431)
Então, usando (1.4.30), (1.4.31), (1.4.29) e escrevendo 7 =t +h +­ + ta
para simplificar a notação , obtemos

S (erKx) (fl) =3S" C(orKx) (e)
j=0 i=0 Nj=0

E (erkx) (Fo) > (Es) (7,0)­9
+ o > (n— T) (p,(r)—s). (1.4.32)

Integrando o primeiro e último membros, como 41 é invariante por f, obtemos
n—l

[Lex O) du > [n=7)(9,­) du
=X [(o+kx) (PA diz (n­ 1)(/Pdu­e)

j=0

= /(etx) dez(fe,due)
—=n /(o+Kx) diz(n­ (fo, du — e).
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Dividindo ambos os termos por n, obtemos

f ek x.) du > (1­2) (fans).
Fazendo n — co e usando (1.4.27), temos

fe+xx )du> [pdi­e= /0du+Kuai>= (pau­e
o que implica /v du > /Pxdu — 2e para todo e > O. Portanto, como e é
arbitrário, segue­se que

IEXTENEOA
A igualdade [ p du < [| p du é provada de modo semelhante, apenas

indicamos as diferenças com relação a desigualdade anterior. Consideremos

t(x) = min fo >1 1X (F(x)) < e(x) e) : (1.4.33)
j=0

Note que, por definição de lim inf, t(r) sempre existe. Note ainda que (1.4.33)
implica

t(x)—1

> v(F(z)) <t(z) (o(z) +) ­ (1.4.34)
j=0

Finalmente, escolhemos T > 1 fixado suficientemente grande de tal modo que
o conjunto

A=freM t(r)>T) tenha fe du<e. (1.4.35)
A

Agora, para cada x E Men > 1, definimos rx; e t; do mesmo modo que antes.
Note que, no caso (2a), a estimativa (1.4.34) continua válida:

t;1

2(F)) <ti (pla) +e).
É claro que esta desigualdade implica a seguinte:

t;­1 til

SD e(Fle)) < & (ex) +e) + ox, (Fl).
j=0j=0

Portanto,

(on ox,) (Mlz)) <tleis) +) =tlgle)+e) — (1436)
j=0
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onde a última igualdade segue de que 1 o f(y) = (y) para todo y (ver abaixo
prova de afirmação análoga para &).

No caso (25), temos
ti1

DO (e­ex,) (Fe) = (9 ox,) (x) = pt) ­ ex (1)
j=0

=(r) ­p<o <tle(1)+e). (1.4.37)

Então, usando (1.4.36), (1.4.37) e (1.4.29), obtemos

> (É ex,) (FO) = > (E (p= ex,) (fSD)
4=0

DO (o +ox,) (FP) < (À (ex) +e)
j=0

+ o(P6) s|n—T)(p0) +9 +Le(PO).
Integrando o primeiro e último membros, como a medida 4 é invariante por f
e recorde por (1.4.29) que n— 7 < T , obtemos

fE(ox,(Paus f1n­ TJ)(+19 d+ [LAP du
=X /­m) (Pusn­n (feto) + [om a
=:v—­ex,) (FP)du<s(n­ D(fedmure)+X [oa

j=0

=n/2di­n/ padnsn­n(f[2an+e)+Tt/0a
Dividindo ambos os termos por n, obtemos

fom­[omsa­D([emre)+z foda
Fazendo n — oo e usando (1.4.35), temos

fom­es /2ar+e=s [9ans [2anr+2 para todo e > O.
Portanto, como £€ é arbitrário, segue­se que

[eds [2d
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Isto termina a prova da existência do limite (1.4.23).

Note que 9“ (fi(x)) = (x) + Á(f(x)) +­­­ + (Ff (z)). Portanto,
j=0

e(FP()) — (x) = Á(f)) ++ ­ + (FT). (1.4.38)

Usando o limite (1423) ea igualdade (1.4.38), obtemos
Poflx) = lm=2(FP)n—oo 11

+16(fa) + + (FIO) + o(FOG)pm >lim—si (Erroe retro)
lima (2)> (FO) ­ Do)

Note que lim 2— (x)= O, pois y é limitada. Portanto,
Sofa) = lim ­DDfa) = jm PEofo)
Imf'(z))= PE(z).

Isto prova que do f = & para ju­quase todo ponto x E M.
Note que, usando o limite (1.4.23), o Teorema da Convergência Monótona

e o Teorema ÀA.15, obtemos

[6u=[ mio) = tm, / EAF) ae
= lim —(2 fera))du= lim —ndo fedn—oo 1

= lim SP lim f[oqu=[ 9an—oco 1 n+0o

Isto prova que / & du = /4 du para j­quase todo ponto x E M.
122Note que | B(x)|< lim—n 2  (F(x))|. Então,

|e)rs se (13lef(z)) |)
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122Como cada Xefi(x)) é uma função mensurável e todas elas são
j=0limitadas inferiormente pela função identicamente nula, que é integrável pelo

nl

Teorema A.12, então a sequencia de funções 7 >v (F(z)) satisfaz as hipóteses
j=0

do Lema de Fatou. Sendo | &(r)|” uma função positiva, para provar que é
integrável, basta mostrar que o limite em (1.4.39) define uma função integrável,
o que, pelo Lema de Fatou, se reduz a mostrar que

1 n—l
i

Pp

j=0

Usando Do f = g, observe que

/ (IEP) a SNI) Hôsle(FG) L)
­(3>! eb) =| ele.

Portanto, o limite em (1.4.39) define uma função integrável e usando o Teorema
da Convergência Monótona, obtemos

f um (x! v (F(z)) |) du< || el.
j=0

Isto mostra que | |? é integrável o que implica é E Lº(1u). Finalmente, dado
qualquer 1 < p < co, obtemos

1 nl PpI6p=/I16rans [vm (XE e(Fo))) du < | 6.
Isto prova que || &]l, < || ll, ­ À prova do teorema está completa.

1.5 Ergodicidade
Uma transformação f : M — M diz­se ergódica para uma probabilidade

invariante /1 (dizemos, também, que a medida 4 é ergódica para f, ou que o
sistema (f, 1) é ergódico) se as médias temporais dadas pelo Teorema de
Birkhoff 1.30 coincidem para 1­quase todo ponto xr E M com as respectivas
médias espaciais:

Fm sdfo) = [2d
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para toda função yr­integrável é : M — R e j­quase todo ponto x E M.
Um conjunto mensurável A C M diz­se invariante por f/ se f(A) = A.

Dizemos que uma função mensurável y : M — R é invariante por f se
vof=y.

Proposição 1.31. Sejam f/ : M — M uma transformação mensurável e 1
uma probabilidade invariante por f. As seguintes condições são equivalentes:

1. O sistema (f, 1) é ergódico.

2. Para todo conjunto A invariante por f, tem­se u(A) = 0 ou u(A) = 1.

3. Toda função 4 invariante por f/ é constante num conjunto de medida
total.

Demonstração: (1) implica (2): Considere y = x. Como o sistema (ff, 1)
é ergódico, então

|

1 nl
i

"dan 2,9 (PO) = o du
para toda função yrintegrável  y : M — R e jrquase todo ponto x E M.
Aplicando o Teorema de Birkhoff 1.30, obtemos

s)= 0 du=Íx, du=/| du=n(A) (1.5.40)

para ji­quase todo ponto x E M.
Como A C M é invariante por f/, então

1 EA &>f(1)EA=—>v(f(x)) = (x) (1.5.41)

para todo j > O e para todo x E M. Usando (1.5.41), note que

n­—oo TL
(x) = lim =X p(f() = lim LD o)=) =x, (9). (154)

j=0 j=0

Logo, u(A) = & (x) = (rx) = x, (x). Portanto, como x, (x) só toma valores O
e 1, temos que u(A) = O ou n(A) =).
(2) implica (3): Seja q : M — R uma função invariante por f qualquer.
Então, y o f(1) = v(I) implica f (4 !(1)) = 4(1) para qualquer intervalo
IC R. Isto mostra que a pré­imagem 4%!(I) é um conjunto invariante por f.
Portanto, pela hipótese (2), u(y*(1)) = O ou u(y '(1)) = 1. Como Il é um
intervalo qualquer, temos que u(y7*(1)) = 1 e p((4)7*(1))º) = O, isto prova
que 4 é constante num conjunto com medida 4 total.
(3) implica (1): Seja p : M — R uma função integrável qualquer. Pelo
Teorema de Birkhoff 1.30, a média temporal & é uma função invariante por ff.
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Logo, pela hipótese (3), à é constante em yi­quase todo ponto x E M. Então,
usando o Teorema de Birkhoff 1.30,

de) = /Fdu= [0a
para ji­quase todo ponto x E M. Portanto, o sistema é ergódico. "

Proposição 1.32. Sejam / : M — M uma transformação mensurável e 4
uma probabilidade invariante por f. As seguintes condições são equivalentes:

1. O sistema (/f, 1) é ergódico.
nl

2. Se A, BC M então lim—ISA(F(A))NB)= u(A)u(B).
io

Demonstração: (1) implica (2): Suponha que o sistema (f, 11) é ergódico.
Aplicando o Teorema de Birkhoff 1.30, obtemos

n—l
2 ;lim =3"x, of = /x,do = (A),

j=0

onde o limite é tomado no sentido da convergência em Lº(u). Então, usando
o Teorema da Convergência Monótona, obtemos

n(A)u(B) =on(A)xdu = / (15 331 or x dun—l

x, º Ff) xdu= lim=522) Xniaoduncoo Tl

= lim —5(F(A)NB).n­r0oTI

Para a terceira igualdade na sequência acima, note que x, é uma função real
e o produto interno em Lº(4)é contínuo.
(1) implica (2): Suponha que vale a segunda propriedade e seja A C M tal
que f(A) = A. Então,

nl nl

M(A)U(A) = lim = Dn (S(A)OA) = lim + DO n(A) =
j=0 j=0

Logo, u(A)º = u(A), o que implica u(A) =0 ou u(A)=1. =

O exemplo a seguir mostra uma interpretação do limite na segunda condição
da proposição 1.32
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Exemplo 1.33. Suponhamos que temos em um recipiente M com água uma
mancha de tinta vermelha numa certa região À e uma mancha de tinta branca
numa outra região B. Consideremos em M uma transformação f que consiste
em agitar o líquido no recipiente. Se 1(B) > O, dizer que

nl

Jim2Dn ((A) OB) = W(A)U(B)
j=0

equivale a dizer que

. 1ERuA(fI(AOB)É 72 n(B) — =/A(A)
O quociente

|

u(f7(A)OB)
n(B)

representa a proporção de tinta vermelha existente na região B depois de agitar
j vezes. A igualdade (1.5.43) significa que, em média, a proporção de tinta
vermelha na região B se aproxima da proporção que a região À ocupa no
recipiente M.

1.6 Exemplos e aplicações
Nesta seção, descreveremos diversos exemplos de sistemas ergódicos.

Consideremos M = Rº com d > 1 e m = medida de Lebesgue (volume usual).

1.6.1. Expansão decimal
Considere a transformação f : [0,1] — [0, 1] definida por

f(x) = 10x — [10x], para todo x E [0,1].

Afirmaçao: f é ergódica para a medida de Lebesgue m.
De fato: Mostramos na Subseção 1.2.1 que a medida de Lebesgue m restrita
ao intervalo [0, 1) é invariante por f. Tendo em vista a Proposição 1.31, só
resta provar que se À C [0,1] é um conjunto invariante por f com medida
positiva então À tem medida total.

Suponha que A é invariante por f e m(A) > O. Então, pelo Teorema A.24,
m­quase todo ponto p E A é ponto de densidade de A. Como estamos tratando
com subconjuntos de R, a condição (A.8.2) torna­se

lim inf frita IC (p—e,p+e) intervalo contendo p) =1. (1.644)
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Fixemos um ponto de densidade p € A qualquer e considere a sequência de
intervalos

12 [7 T+
e TOR 108

que contém o ponto p, onde k E Ne nx E Z. A propriedade (1.6.44) implica
que

mí(Ix n A)
my)

Note que cada f* é uma bijeção afim de Lx sobre o intervalo [0, 1). Isso tem
a seguinte consequência, que é fundamental para o nosso argumento.

m (S(A))) m(A))
(1.6.45)m(f*(A2))  m(Az)

para quaisquer subconjuntos mensuráveis A, e Az de Ix. Aplicando este fato
a A; = IL NA e À2 = Iz, obtemos

m(S*(k NA) m(f(kNA) m(kNA)
m(f()) —  m(01) — m(h)

—1 quando k— co.

É claro que m(0, 1) = 1. Além disso, como estamos supondo que A é invariante
por f então f*(I, NA) está contido em A. Deste modo, obtemos

m (Ix NA)m(A) > mL)
Como ZE E(lx DA)

m(Ix)
.Em seguida vamos dar uma aplicação deste fato no contexto da Teoria

dos Números. Dizemos que um número x E R é balanceado se todo dígito

converge para 1, segue que m(A) = 1. =

mA os
1

­ :aparece com a mesma, frequência de o na sua expansão decimal.
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Observação 1.34.

e Em geral, é muito difícil decidir se um dado número irracional é
balanceado ou não.

e Não é sabido até hoje se o número 7 é balanceado.

e Quase todo número é balanceado.

Proposição 1.35. O conjunto dos números x E R não balanceados tem
medida de Lebesgue nula.
Demonstração: Como o fato de ser balanceado ou não é independente da
parte inteira do número, então só precisamos mostrar que quase todo ponto
x € [0,1] é balanceado. Considere a transformação f : [0,1] — [0, 1] definida
por f(x) = 10x — [10x]. Para cada dígito j E (0,1,...,9) considere o
; jI+1l

|

intervalo A; = TTUNSTTES
f(x)= O,arxakga.... Portanto, f(x) E A; se, e somente se, o k­ésimodígito da expansão decimal de r é igual a j. Conseqientemente, o tempo
médio de permanência T(A;,r) é exatamente a frequência do dígito j na
expansão decimal de x. Usando o Teorema de Birkhoff 1.29 e o fato de que a
transformação f é ergódica para a medida de Lebesgue m, concluímos que
para cada j E (0, 1,...,9) existe um subconjunto B; de M com m(B;) = 1 tal
que

Recorde que se r = 0,090) ...axax4,1 então

T(Aj,x)= m(A;) = ­ para todo x E B;.
Então B = By NB; N­ ­ ­ N Ba também tem m(B) = 1.
De fato:

pois Sm (Bº) = 0. Portanto,m”B;JoTn(B)= 1. Logo, todo número
j=0

x E B é balanceado. =

1.6.2 Deslocamentos (shifts) de Bernoulli
Estes sistemas modelam sequências de experimentos aleatórios em

que o resultado de cada experimento é independente dos demais. Supõe­se que
em cada experimento há um número finito de resultados possíveis, designados
por 1,2,...,d, com probabilidade p(1), p(2), .. ., p(d) de ocorrerem, sendo

p(1) +p(2) +­­­+p(d) =1.
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O conjunto M das sequências a = (an)jez com cada a, E (0, 1,...,d) contém
os possíveis resultados da sequência de experimentos. Chamam­se cilindros
os subconjuntos da forma

[k,6; ax, ..., a = (a EM; ax = ax,..., =),

onde k,£ E Z com k < f e cada a; € (1,2,...,d). Definimos
u([k, 8; ax,...,0e)) = p(ax)...p(a). (1.6.46)

Heuristicamente, isto significa que à probabilidade do evento composto

Ak = Ak, AkF1 = Akpl, +.) MT

é o produto das probabilidades de cada um deles. Isto traduz, precisamente,
que os resultados sucessivos são independentes entre si.

Consideremos em M a 0­álgebra B gerada pelos cilindros. A família Bo das
uniões disjuntas finitas dos cilindros é uma álgebra (por convenção, M é um
cilindro e u(M) = 1). Estendemos 17 de modo que seja finitamente aditiva: se
A E By é a união disjunta de cilindros Ca, Ca, ..., Cn, definimos

u(A) = n(C1) + p(Co) +­­­ + n(Cw).

Verifica­se que esta função 1 é, de fato, o­aditiva em Bo. Por exemplo,
isso pode ser feito usando a Proposição A.5. Portanto, existe uma única
probabilidade na o­álgebra B gerada por Bo que é uma extensão de 4, isto é,
que coincide com ela restrita a Bo. Chamamos essa probabilidade
medida de Bernoulli definida por p(1), p(2), . .., p(d). Para não complicar
desnecessariamente a notação, representamos também por 1.

No espaço M consideremos a transformação deslocamento (shift) à
esquerda f : M —> M definida por

S ((Qn)nez) = (QAn+1)nez

que corresponde a fazer uma translação no tempo.

Observação 1.36. À medida de Bernoulli é invariante por f.
De fato: Se A = [k,&; ax,..., ad, então Ff(A) = [k4+1,8+1; ax,...,0].
Usando (1.6.46), obtemos, neste caso

(A) =n(f (A).
Como a família dos cilindros gera a o­álgebra B, isto juntamente com o Lema
1.7, prova que a medida / é invariante por f. =

Lema 1.37. Se À e B são elementos da álgebra Bo, isto é, uniões finitas de
cilindros disjuntos, então para n suficientemente grande tem­se

nu (AN f"(B)) = p(A)u(f"(B)) = p(A)u(B).
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Demonstração: Expliquemos porque esta propriedade é verdadeira quando
A e B são cilindros. Sejam A = [k,8; ax,...,0d e B=[u,v; bu,..., bol
Para cada n, tem­se f”"(B) = [utn,yvt+mn; bu,...,b.. Escolhendo nº
suficientemente grande garantimos que u + n > 4, então

ANF”(B)=(a ax =0k,...,0080, Aun = bus... An = by)

=| Jlkv+n; Ak, ­.., 0, Ca) ­, Cu+n—o, bus. bel,
onde a união é sobre todos os valores possíveis de cs41)­­­,Cu+n­—e. Usando
(1.6.46) e como YX PíCcer1)... P(Curne)=1, note que

n(ANf”"(B)= n(U [ku +; Ay... 06 CL Carnotbus: 2)= S n(lk, UTN; Ok...00, Cer1) + + CurnosDu, ++, bel)
=)Plax)... (ae).p(Cens).­­P(Curne)­P(bu)..­P(bo)
=)“ u(A).p(cen).­­ PlCurn­e).n(B)
= M(A)U(B) DS" pícens)­­­Pí(Curne)= M(A)U(B).

Isto prova o lema quando os conjuntos envolvidos são cilindros. O caso geral
segue do fato de 1 ser finitamente aditiva. "=

Proposição 1.38. Sejam f/ : M — M um deslocamento e 11: uma medida de
Bernoulli em M, como antes. Então, o sistema (f, 11) é ergódico.
Demonstração: Seja À um conjunto mensurável qualquer invariante por f
qualquer. Devemos mostrar que u(A) = O ou u(A) = 1. Para tornar a idéia
da prova mais clara, comecemos por um caso particular: suponha que A está
na álgebra Bo das uniões finitas de cilindros disjuntos dois­a­dois. Nesse caso,
podemos aplicar o Lema 1.37 com B = A. Concluímos que

(AN f"(A)) = (A)? (1.6.7)

sempre que tomemos n suficientemente grande. Como À é invariante por f,
SF"(A) = A para todo n. Então, a igualdade (1.6.47) pode ser escrita como
u(A) = u(A)º, o que só pode acontecer se u(A) = 0 ou u(A) = 1.

Agora, vamos fazer a prova quando À € B é um conjunto invariante por
f qualquer. À idéia é aproximar À por elementos da álgebra Bo, usando a
Proposição A.6: dado qualquer e > O, existe Ap E Bo tal que H(AMA,) < e.
Escolha n suficientemente grande, de modo que

hn (Ao Nf (Ao)) = n(Ao)u(f"(Ao)) = n(AoX?. (1.6.48)

Note que:

(A N FA) NAO FP(Ao)) C (AVA)U(FP(A)NFU(A)). ­ (1.649)
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De fato: Dado x E (AN f”(A))Y(A9Nf"(Ao)), então

e

TEA => x É f"”(Ao)—=>xE f"”(A)NS”(Ao).
Portanto, x E (A | Ao) U(f(A) f"(Ao)).
Analogamente,

(Ao N FP”(Ao))V(ANFPU(A)) C (A VAJU(F(Ao) VFT(A)). — (1.6.50)
De (1.6.49) e (1.6.50), temos

(ANFP”(A))N(ANF"(Ao)) U (ANFU(Ao))V(ANFA(A)

C (AVAo) U(fFP"(A)NFPU(Ao)) U (AQ VA)U (F"(Ao) NS "(A)).

Portanto,

(A N FP(A)JA(AÇ ON FP”(Ao)) C AAAQU (fFP”(Ao) | FP(A)).

[u(A N FP(A)) = n(Ao NF (Ao))|] < B((A N F"(A))JA(Ao N F”(Ao)))
< M((AAA) U(Aç N f"(Ao))) (1.6.51)
= n(AAA,) + u(fF”(ADA,)).
< 2/(ADA,) < 2e. (1.6.52)

Além disso,

[u(A)? — u(Ao)?] < 2/4(A) — p(Ao)| < 2e. (1.6.53)

Juntando as relações (1.6.48), (1.6.51) e (1.6.53), concluímos que

[u(A) — n(AYº| < de.
Como e é arbitrário, deduzimos que 4(A) = (A)? e então, do mesmo modo
que antes, concluímos que u(A) = 0 ou u(A) = 1. "=

1.6.3 Rotação irracional no círculo

O círculo pode ser visto de duas maneiras: como um subconjunto do
plano complexo S!* = (z E T; | z| = 1), que é um grupo sob a operação de

multiplicação complexa, ou como o grupo quociente 7 onde a operação de
grupo é a adição módulo 1. Consideremos o primeiro caso: dado a ER, a
rotação de ângulo a é a multiplicação pelo número complexo eº*

Ra: SS
ze ez
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É claro que R, preserva o comprimento dos intervalos (segmento) de Sº.
Usando o Lema 1.7 deduz­se que a medida de Lebesgue (comprimento de arco)
é invariante por qualquer Ra.

O comportamento dinâmico e ergódico de R, depende muito da natureza
. ­ o LA o a ”

de a, como veremos. Dizemos que a rotação é irracional se o número az ÉT

irracional, e racional no caso contrário.

Exemplo 1.39. Se R, é rotação racional então R, não é ergódico para a
medida de Lebesgue, pois todo ponto z E S* é periódico com período &k para
algum & inteiro positivo. Se I for um intervalo suficientemente pequeno, então
os intervalos 1, f(1), (ID), ..., fF(1) serão dois­a­dois disjuntos e sua união
será um conjunto invariante por /, de medida maior do que zero e menor do
que 1.

Seja m a medida de Lebesgue no círculo. Chama­se Lº(m) o espaço das
funções ! mensuráveis 4) : S! —»> C cujo quadrado é integrável:

f1vr am < co.
É claro que este espaço contém todas as funções mensuráveis limitadas. Em
particular, todas as funções características de conjuntos mensuráveis.
De fato: Suponha que + é uma função limitada qualquer. Então, existe K > O
tal que | À] < K. Seja 1 E Lº(m), então

lela=/16Pam< [12 am=K2 [dm < 00.
Outro fato de que necessitamos é que a família de funções ([dx(2) =2"; zEZ)
seja uma base de Hilbert desse espaço: dada qualquer 1 E Lº(m) existe uma
única sequência (cx).cz de números complexos tais que

(2) = Soz' para quase todo 2 E S'.
kEZ

A proposição a seguir será demonstrada usando fatos simples de análise de
Fourier.

Proposição 1.40. Se R, é rotação irracional então R, é ergódica para a
medida de Lebesgue.
Demonstração: Pela Proposição 1.31, basta mostrar que toda função
4 E Lº(m) que é invariante por f é constante em m­quase todo ponto x E M.
Usando a expansão em série de Fourier p(z) = See, a condição de ser

keZ

invariante p o RJ = se escreve

> cretizia=N crx2t.
kEZ kEZ

t'Quando lidamos com Lº(m) sempre identificamos funções que diferem apenas num
conjunto de medida nula
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Por unicidade dos coeficientes da expansão em série de Fourier, obtemos

cr(e" —1)=0 paratodo ke Z.
A hipótese de que a rotação é irracional significa que c.(e"** — 1) £ O para todo
k £ O. Portanto, c, = O para todo k £ 0. Ou seja, (2) = co para m­quase
todo z E Sº. "=

Observação 1.41. À noção de rotação irracional se estende para dimensões
maiores. Dado qualquer d > 1, chamamos d­toro o produto Tº = S! x ...xS!'
do círculo por si mesmo d vezes. À rotação de ângulo a = (m,­­­,a1)éa
aplicação

Ra: Tº—Tº
2(e 2,..., 2 z)

PESTE : , YVj 2
2A rotação é irracional se os números — são incomensuráveis:

27

2 q.ei+nçÃo = 0 => n=n =­—=n1=0,27 27

quaisquer que sejam os inteiros no,N1,...,Tta. Usando uma versão
multidimensional das idéias anteriores, prova­se que uma rotação é ergódica
se, e somente se, ela é irracional.

no +N1

1.6.4. Transformação de Gauss

Vimos na subseção 1.2.3 que a transformação G(x) = : — [| admite
uma probabilidade invariante por G que é equivalente à medida de Lebesgue,
nomeadamente,

1

m(A) = log2 Ja +
Temos também que o sistema (G,m) é ergódico. «Este fato pode ser
demonstrado pelo mesmo tipo de argumento que usamos na Subseçã 1.6.1.
Vamos esboçar o argumento neste caso, explicando qual é a principal
dificuldade adicional.

Seja À um conjunto invariante com medida positiva. Em primeiro lugar,
continua sendo verdade que para m­quase todo ponto a € [0,1] existe uma
sequência de intervalos 1, contendo a e tais que ft envia Iz bijetivamente e
diferencialmente sobre (0, 1). O diâmetro desses intervalos converge para zero.
Logo, tomando para a um ponto de densidade qualquer de A, temos

mM(IkNA)

Por outro lado, embora f* seja uma bijeção restrita a cada Iz, ela não é
afim. Por essa razão não temos o análogo da relação (1.6.45) neste caso. Esta
dificuldade é contornada através do seguinte resultado, que é um exemplo
de controle de distorção: é muito importante notar que a constante K é
independente de k,Ixz, A; e À».

—1 quando k—+oo. (1.6.54)
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Lema 1.42. Existe uma constante K > 1 tal que para todo k > 1, todo
intervalo I, tal que GG restrita a Ix é uma bijeção diferenciável, tem­se

m(F(A1)) <K m(A,)
mM(S(A2)) ” — m(Az)

para quaisquer subconjuntos mensuráveis A; e A, de x.
Não demonstramos este lema, porque um resultado mais geral será

apresentado na Proposição 2.8 no Capítulo 2. Explicamos apenas como a
ergodicidade de (G, m) pode ser obtida a partir dele. Note que fF(I.MAº) = A“,
pois o conjunto A é invariante. Recorde também que fr(Ix) = (0,1) tem
medida total. Tomando A; = I, 1 Aº e Az = Ik, no Lema 1.42, concluímos que

m(fF(Ix nn Aº)) <K mílx n Aº)
m(f()) — mx)

De acordo com (1.6.54), a expressão do lado direito converge para zero quando
k — +oo. Portanto, m(Aº) = O. =

m(Aº) <

1.7 Propriedades de medidas ergódicas
Nesta seção vamos fixar uma transformação f/ : M — M qualquer.
O lema seguinte afirma que probabilidades ergódicas são minimais

para a relação v < 1.

Lema 1.43. Se v e 4 são probabilidades invariantes tais que 11 é ergódica e
v é absolutamente contínua com relação a 11 então 11 =v.
Demonstração: Sejam p : M — R uma função mensurável limitada
qualquer e

(e) = lim LX fo)
j=0

a sua média temporal. Como 4 é invariante e ergódica por /, pela Proposição
1.31, é é constante e

de)= ed
para ji­quase todo ponto x E M. Tendo em vista que v < 11 e invariante por
ff, pela Proposição 1.31, é é constante e

de)=|
para v­quase todo ponto x E M. Em particular,

f6a= oa
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Por outro lado, pelo Teorema de Birkhoff 1.30, temos

f6a=/2a.
Portanto, as integrais de 1 com relação a 1 e em relação a v coincidem,
qualquer que seja a função mensurável limitada &.

Agora, consideremos 4 == x.. Note que

« fodi=/x. du=[ du=nA),
º fod= [x do= [do =n0)

Como | du = [dv implica que u(A) = v(A) para todo conjunto
mensurável A. Isto prova que 1 = vn. "

Seja C um conjunto convexo num espaço vetorial W. Um ponto p E O
diz­se ponto extremal se não é possível escrevê­lo na forma p = Ar — (1—X)y
com r ey em C, r £ye0<Ai<l.

O próximo lema afirma que uma probabilidade invariante é ergódica se, e
somente se, é ponto extremal no conjunto das probabilidades invariantes.

Lema 1.44. Uma probabilidade invariante 41 é ergódica se, e somente se, não
é possível escrevê­la na forma

u=cem + causa

com cy,C2 maiores que zero e 111, (12 probabilidade invariantes distintas.
Demonstração: Para provar a parte “se”, suponha que 14 não é ergódica.
Então, existe algum conjunto mensurável A invariante por f com
0 < u(A) <1. Definimos 11) e /12 como sendo as restrições normalizadas
de 1 a À e ào seu complementar, respectivamente:

O RBOA) BN AS)
MB)=) n(ÃO)

Como À e Aº são conjuntos mensuráveis invariantes por f e 1 é probabilidade
invariante por f, 11) e /17 são também probabilidades invariantes por f.
De fato: Suponha que B é um conjunto invariante por f, então

«moi = ACTA = ACID = mB).

e n(B)=
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Além disso,
u = u(A)j + p(A)jo.

Portanto, 1» não é ponto extremal.
Para provar a recíproca, suponha que 14 é ergódica e temos 11 = c117 +Coti2

com c1,c2 > O. Note que u(B) = O implica que p1(B) = p2(B) = O, ou seja,
à Ee 12 são absolutamente contínuas com relação a 1. Logo, pelo Lema 1.43,
1 = 1 = to. Isto prova que 1 é ponto extremal. s

Lema 1.45. Sejam y1,..., un probabilidades invariantes e ergódicas, todas
distintas. Então, existem subconjuntos mensuráveis P,1,...,Pn invariantes
distintos tais que

l, se j=knj(Px) = | O, se j£k
Demonstração: Fixe qualquer par j, k de números distintos em (1,..., NJ).
Pelo Lema 1.43, a medida 11; não pode ser absolutamente contínua com relação
a ur. Em outras palavras, existe algum conjunto mensurável A tal que
Mj(A) > O mas 1u1x(A) = O. Então, como 11; e x são invariantes por ff,
temos

Hj (O Fºa) > 1j(A)>O. (1.7.55)
j=0

Ha (Oo) <> ms (A))=2304(A)=0  — (1756)j=0 j=0 j=0

OO CO

Defina Pjx = n U Ff I(A). Como a seqiúência de conjuntos na interseção é
n=0 j=n

decrescente com n, então

MG(Pjx) = lim4; (O fo) (1.7.57)

ooe analogamente, ux(P;x) = lim px (O ff4). Como as medidas 1; e 4xnNn*+0O0
j=n

são invariantes por /, e

UMA) = 7(0ao)
j=n

a sequência no lado direito de (1.7.57) é constante. Usando (1.7.55) e (1.7.56),
concluímos que

N3(Pjx) = (0 áso) >O0 e vu(Pjx) =x (O foe) =0.j=0 j=o
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Além disso, P;. é um conjunto invariante por ff.
De fato:

FE) = SS (6 Uo)=) (O ro) =( | UA)
n=0 j=n n=0 jon n=1 j=n

=Pjr.

Portanto, como 4 é ergódica, pela Proposição 1.32, u;(P;x) = 1. Agora defina

P;j=[(|Pjx e Pj=P;NUJPr
kz) ki

Primeiro, pj(P;)=1 e nx (Px) = O para todo k £ j. Segue­se que nj(P;)=1
e ux(Pr)=0O. Além disso, os P; são disjuntos dois­a­dois. "
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Capítulo 2

Transformações expansoras

Neste capítulo provamos que para qualquer transformação expansora cujo
determinante jacobiano detDf é Holder, existe uma única probabilidade
invariante absolutamente contínua com relação à medida de Lebesgue. Essa
probabilidade é positiva em todos os subconjuntos abertos de M, é ergódica, e
a sua bacia de atração tem medida de Lebesgue total em M.

Definição 2.1. Dado v > O, dizemos que é : M — R é v­Hóolder se existe
alguma constante K > 0 tal que

le(r1) — p(x2)| < K] 11 — ral” para todo 7; e 1; em M.
Definição 2.2. Sejam M um espaço métrico separável, f : M — M uma

transformação contínua e 1» uma probabilidade invariante por f.

1. Chamamos o suporte de 14 o conjunto supp(u) dos pontos x E M tais
que toda vizinhança de x tem medida positiva para 4.

2. Chamamos bacia de 44 o conjunto B(u) dos pontos x E M tais que

lim 1
nooonN &€

nl

AFP(x)) = / q du para toda função contínua à: M— R.
j=0

Definição 2.3. Sejam M uma variedade compacta e f : M — M uma

transformação de classe C!. Dizemos que que f é expansora se existem a > 1
e alguma métrica riemanniana || ­ || em M tais que

|| Df(x)ul| > ol| vil paratodox EM eve TM. (2.0.1)

Exemplo 2.4. Seja F : Rº — R$, d > 1, um isomorfismo linear
satisfazendo F(Zº) C Zº. Então, existe uma única transformação
f : Tº — Tº no toro d­dimensional M = Tº tal que fon =noF, onde

x: Ré —Tº definida por m(x1,...,tTa) = (eM,... eita)
é a projeção canônica. Se todos os autovalores À1,..., An de F têm norma
maior que 1, então a transformação f é expansora: podemos tomar qualquer
1 <a <inf;|N;] em (2.0.1).

51
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CAPÍTULO 2. TRANSFORMAÇÕES EXPANSORAS

Exemplo 2.5. Consideremos o conjunto obtido do seguinte modo:

Ao = (O, 1

Ap ="

onde À, é obtido dividindo cada um dos intervalos que constituem A,.;, em 3
subintervalos com o mesmo diâmetro e retirando o subintervalo intermediário.
Deste modo, Ar, C An­1 para todo n € N. Denominamos

oo

C= n An o conjunto de Cantor.
n=0

Consideremos a transformação f : [0, 1] — [O0, 1] definida por f(x) = 3r(mod1).
Afirmação: O conjunto C é invariante por f e f : O — C é uma transformação
EXPansora.
De fato: Para concluir que C é invariante por /f, basta verificar que os pontos
de C são os pontos do intervalo [0, 1] que tem representação na base 3 apenas

x x+1x+2 :3! TB 1 k Assim, basta
ver que se r tem uma representação na base 3 apenas com 0's e 2'8, o mesmo
acontece com qualquer elemento de f!(x). O fato de f ser expansora resulta
simplesmente do reconhecimento de que || Df"(x)ul] = 3"|| ul] sempre que a
derivada está definida.

com 0's e 2'8 como dígitos e que f(x) = Í

Teorema 2.6. Seja f : M —> M uma transformação expansora numa
variedade compacta conexa M. Assuma que o logarítmo

M 3 x —— log] detD f(x)|
do determinante jacobiano de f é v­Holder para algum v > 0. Então, f/ admite
uma única probabilidade invariante 114 absolutamente contínua com relação à
medida de Lebesgue m. Além disso,

1. u é ergódica.

2. O suporte de 11 coincide com M.

3. À bacia de u tem medida de Lebesgue total na variedade M.

A estratégia da demonstração é a seguinte. Note que a pré­imagem por
f de um conjunto com medida Lebesgue m nula também tem medida de
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CAPÍTULO 2. TRANSFORMAÇÕES EXPANSORAS 53

Lebesgue nula. Isto significa que a imagem f,u por f de qualquer medida v
absolutamente contínua com relação a m também é absolutamente contínua
com relação a m. Em particular, a n­ésima imagem fm é absolutamente
contínua com relação à medida de Lebesgue m para todo n > 1.

Provaremos na Proposição 2.9 que a derivada de Radon­Nikodym de cada
fim com relação a m (também chamada densidade) é limitada por alguma
constante independente de n > 1. Deduziremos que todo ponto de acumulação,
na topologia fraca", de sequência

1 nl i
n 2fm

é uma probabilidade invariante absolutamente contínua com relação à medida
de Lebesgue, com densidade limitada pela mesma constante.

Um argumento adicional provará que tal ponto de acumulação é único e
satisfaz todas as propriedades no enunciado do teorema.

2.1 Lema de distorção
Lema 2.7. Existe k > 1 tal que todo ponto y E M tem exatamente k
pré­imagens por f. Além disso, existe po > O tal que, para qualquer
pré­imagem x de um ponto y E M, existe uma aplicação h : B(y, po) — M de
classe C* tal que

foh=id, h(y) =x e d(h(y1), h(Y2)) < 0 dy, y2)
para todo y1,y2 E B(y, po).
Demonstração: A condição ||Df(z)ul| > o|| vj] implica que a derivada Df é
um isomorfismo em todo ponto. Logo, dado qualquer x E M, existe po > O tal
que f envia alguma vizinhança V, de r difeomorficamente sobre a bola de raio
Po em torno de y = f(x). Por compacidade, podemos tomar pºo independente
de x. Então, o número de pré­imagens de qualquer y € M deve ser limitado.
Além disso, o conjunto dos pontos que têm exatamente n pré­imagens é aberto,
para todo n > O. Portanto, por conexidade, o número de pré­imagens deve ser
o mesmo para todo y € M. Finalmente, seja h = (fly,)”!. Note que

1 1 le 1IDfe É Pfe É
= IDf(x)|<o". (2.1.2)

IDf&)Ul > oilull=

Derivando ambos os membros da igualdade f o h = id, temos

D/S(h(2)).DAh(2) = 1 => DAh(2z) = Df(h(2))*.

Combinando h(y) = x com (2.1.2), obtemos

| DA(2)1| =| DS(h(2))|=| DS(8)P| < o?
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CAPÍTULO 2. TRANSFORMAÇÕES EXPANSORAS 54

para todo 2 no domínio de h. Portanto, à contrai distâncias à taxa 07* como
enunciamos. "

As transformações h enunciadas no Lema 2.7 são chamadas ramos
inversos de f. Mais geralmente, podemos definir ramo inverso h"” de ff”,
para todo n > 1, da seguinte maneira. Dados y E Mex E f”(y), sejam
ha, ..., hr, ramos inversos de f com

hi; (FP ()) = f(x) para todo 1<j<n.

Como cada h; é uma contração, a sua imagem está contida numa bola de
raio menor que po em torno de f*(x). Então, hº = hi 0­­­ o hq, está bem
definida na bola de raio po em torno de y. Note que fºoh" =id e WP(y) =x.

O próximo resultado fornece um bom controle da distorção de iterados de f
e seus ramos inversos, que é fundamental para a demonstração do Teorema 2.6.
Este é o único lugar onde se usa a hipótese de que o determinante jacobiano é
Holder.

A hipótese de que a transformação f : M —> M é expansora serve para
obter a seguinte proposição.

Proposição 2.8 (Lema de Distorção). Seja f : M —> M expansora com
detDf v­Holder. Então, existe uma constante C, > O tal que, dados qualquer
n > 1, qualquer y E M e qualquer ramo inverso hà" : B(y, po) — M de Ff”,
tem­se

IdetDh”(y))|—
IdetDh"(y2)| =

para todo 31, y2 E B(y, po).
Demonstração: Escrevemos h" como composição h" = h7, 0­­­oh, de ramos
inversos de f. Também escrevemos hº = h; o ­­­ o h, para 1 < j < n, bem
como hº — id. Então,

Idet Dh”(y1)|
IdetDh"(y2)|

< exp(Cid((ys,y2)”) < exp(C1(2po)”)

log = logldetDh"(y1)| — logidet Dh”(y2)|

= 3 logldet DA, (RP) = 3 logldet DA, (h*(2).
j=1 j=1

Note que logldetDh;j = —logidetDf| o h; e, por hipótese, logldetDf]
é (Co, v)­Holder para algum Co > 0. Além disso, pelo Lema 2.7, cada h;
é uma ot­contração. Logo,

logE TDRr(A ! ­<> d(hóCon), ta)"< D> Coo*"dl4n, v2)”.
j=0

n

Portanto, para prova o lema basta tomar C; = > Coa”,
j=0

AAA
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CAPÍTULO 2. TRANSFORMAÇÕES EXPANSORAS

2.2 Medidas absolutamente contínuas

O próximo resultado , que é uma consequência do Lema de Distorção,
mostra que as imagens f?m têm densidades uniformemente limitadas.

Proposição 2.9. Existe uma constante C, tal que ffm(B) < Cam(B) para
todo conjunto mensurável B C M e todo n > 1.
Demonstração: Podemos, sem restrição, supor que B está contido em alguma
bola Bo = B(z, po) de raio po centrada em algum ponto z €EM. A Proposição
2.8 implica que

m(h"(B)  f3|detDh"]dm
m(h”(Bo)) 7 | detDh"| dm < exp(Cil2n) IE

para todo ramo inverso h” e f” no ponto z. Além disso, ffm(B) = m(f"(B))
é a soma de m(h”(B)) sobre todos os ramos inversos, e analogamente para Bo.
Deste modo, obtemos

FITN(B) mM(B)
STm(Bo) m(Bo)

Claro que fºm(Bo) < ffm(M) = 1. Além disso, a medida de Lebesgue das
bolas com um raio fixado p;o está limitada de zero por alguma constante ao > O
que só depende de po. Então, para obter à conclusão da proposição basta tomar
c, — &P(C1(2po)”) "2a

< exp(C1(2p09)”)

Lema 2.10. Sejam v uma probabilidade num espaço métrico compacto N e
4 : N — [0, +0o) uma função integrável com relação a v. Seja 1h, 1 > 1, uma
sequência de probabilidades em N convergindo para uma probabilidade 41 na
topologia fraca*. Se 11; < uv para todo à > 1 então 1 < vv.
Demonstração: Seja B um conjunto mensurável qualquer. Para cada
€ > O, seja K, um conjunto compacto de B tal que u(B NX K.) e (oyU)(B VN K.)
são ambos menores que e. Então, seja A: uma vizinhança aberta de K, da
forma A, = (2; d(2, K.) <r) com r > O suficientemente pequeno para que
a medida de Ar | Ke seja menor que e, tanto para 14 como para uv. Mudando r
ligeiramente, caso necessário, podemos supor que o bordo de A, tem u­medida
zero: há no máximo uma quantidade enumerável de valores de r para os quais
isso não acontece. Então,

1 = lim ==> p(A£) = lim u;(Ag) < (pv)(Ac).
Fazendo e — O, obtemos J(B) < (vv)(B).

Aplicando este lema na nossa situação, obtemos

1 n—l
Corolário 2.11. Todo ponto de acumulação /» da sequência ­ > fim é uma

j=0
probabilidade invariante por f absolutamente contínua com relação à medida
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CAPÍTULO 2. TRANSFORMAÇÕES EXPANSORAS

de Lebesgue.
Demonstração: Tomemos no Lema 2.10, é constante igual a Ca ev ='m,

ni;ol

bem como 14; = = Y» fim, para qualquer subseqiiência (n;); tal que (4):
i jm

converge para uma medida 11. A Proposição 2.9 garante que uv; < 1ov. Então,
também temos 11 < uv = Cam, pelo Lema 2.10. Isto implica que 1u < m, com
densidade limitada por Ca. "

2.3 Existência de medidas ergódicas
Agora vamos mostrar que a medida 14 que acabamos de construir é a

única probabilidade invariante absolutamente contínua com relação à medida
de Lebesgue e, além disso, é ergódica por f.

Começamos por fixar uma partição Po = (Us1,..., Us) de M em regiões
com interior não vazio e diâmetro menor que po. Então, para cada n > 1,
definimos Pr, como sendo a partição de M que consiste das imagens de cada
um dos U;, 1 <i < s, pelos respectivos ramos inversos de f”. O diâmetro
da partição P,, ou seja, o supremo dos diâmetros dos seus elementos, é menor
que poo””.

Lema 2.12. Seja Pr, n > 1, uma sequência de partições num espaço métrico
compacto com diâmetro convergindo para zero quando n — +oo. Sejam v uma
probabilidade nesse espaço e B qualquer conjunto mensurável com v(B) > O.
Então existem V, E Pn, v(Vr.)>0O paran > 1, tais que

v(BN Vx)
(Vo) —1 quandon­ +oo.

Demonstração: Dado qualquer O < e < v(B), seja K: um subconjunto
compacto de B com v(B VW K.) <e. Como o diâmetro das partições converge
para zero, a medida da união Ac n de todos os elementos de P, que intersectam
K. satisfaz v(Asgn| Ke) < E para todo n suficientemente grande. Se tivéssemos

v(B)—eCm aov(KNVn)< WV.)Te v(Vr)

para todo V, € P, que intersecta K,, deduziríamos que

v(B)—e v(Asa) < v(B)—ev(Ke) v(Vn)+e — v(Vn)+e (Ke) +e) <v(B)—e,

o que é uma contradição. Portanto, deve existir algum V, € 2, tal que

v(B)—e
> LAv(BNV,) > VIKcN Vs) > WV.)Te v(Vn)

e isto implica v(V,) > O. Fazendo e — O obtemos a conclusão do lema.
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Recorde que À C M é um conjunto invariante por f/ : M — M se
SF(A) = A. Mas geralmente, dizemos que À é positivamente invariante
por f se f(A) = A. Note que conjuntos invariantes são sempre positivamente
invariantes, pois f é sobrejetora.

Lema 2.13. Se A C M é um conjunto positivamente invariante por f com
medida de Lebesgue m(A) > O, então A tem medida de Lebesgue total em
algum U; € Po, ou seja, existe 1 <i < s tal que m(U; VA) =O0.
Demonstração: Pelo Lema 2.12, existe V, E Pr tal que

M(VANA)
m(Vn)

converge para zero quando n — oo. Seja Uim = S"(Vn). Aplicando a
Proposição 2.8 ao ramo inverso de f” que envia U;mny em V,, concluímos que

M(Uim VA) — m(F(VANA)) mM(VAVA)

também converge para zero. Como 9, é finita, deve existir 1 <i < s tal que
t(n) = i para infinitos valores de n. Logo, m(Uim VA) = O. =

< exp(C1(2p0)”)

Corolário 2.14. A transformação f : M — M admite alguma
probabilidade invariante ergódica e absolutamente contínua com relação à
medida de Lebesgue.
Demonstração: Como conseqiiência do Lema 2.13, existem no máximo 7%,
conjuntos invariantes com medida de Lebesgue positiva disjuntos dois­a­dois.
Portanto, M pode ser particionado num número finito de conjuntos
invariantes A1,...,A., 8 < 7fPo com medida de Lebesgue positiva e que são
minimais no sentido de que não existam subconjuntos invariantes B; C A; com
0 < m(B;) < m(A;). Dada qualquer medida invariante absolutamente contínua
1, existe algum à tal que u(A;) > O. Então, a restrição normalizada 11; de u à
As,

n(Ai;)
é invariante e absolutamente contínua. Além disso, /1; é ergódica, pois A; é
minimal. "=

2.4 Unicidade e conclusão da prova
O argumento anterior também mostra que existe apenas um número finito

de probabilidades ergódicas e absolutamente contínuas. O último passo da
demonstração é mostrar que, de fato, tal probabilidade é única. Para isso
usamos o fato de que f/ é topologicamente misturadora, isto é, para
quaisquer dois abertos não­vazios UV C M, existe k E N tal que
ÍF”"(U)N V £ À para todon > k.
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Lema 2.15. Dado qualquer aberto não vazio U C M, existe N > 1 tal que
FU) = M.
Demonstração: Seja x E U er > O tais que a bola de raio r centrada em
x está contida em U. Dado qualquer n > 1, suponha que f”(U) não cobre
toda a variedade. Então existe alguma curva 7 ligando f"(x) a um ponto
y E (MV F"(U)) e essa curva pode ser tomada com comprimento menor que
diamM + 1. Levantando 7 pelo difeomorfismo local f", obtemos uma curva yn
ligando rx a um ponto y, € (MV U). Então, r < comp(Tyn) < a(diamM +1).
Isto dá uma cota superior para o valor possível de n. Portanto, fº"(U) = M
para todo n suficientemente grande, como afirmamos. "=

Corolário 2.16. Se A C Mé um conjunto positivamente invariante com
medida de Lebesgue positiva, então A tem medida de Lebesgue total na
variedade M.

Demonstração: Sejam U o interior de um conjunto U; como no Lema 2.13 e
N > 1 tal que fN(U) = M. Então, m(U V A) = O, e portanto

MVA = (FU) F(A)) E FUNA)

também tem medida de Lebesgue zero.

O próximo enunciado completa a demonstração do Teorema 2.6.

Corolário 2.17. Seja 1u qualquer probabilidade invariante absolutamente
contínua. Então, 1 é ergódica e a sua bacia B(4u) tem medida de Lebesgue
total em M. Além disso, o suporte de 41 é toda a variedade M.
Demonstração: Se À é um subconjunto invariante qualquer, então pelo
Corolário 2.16, A tem medida de Lebesgue zero ou Aº tem medida de Lebesgue
zero. Uma vez que 11 é absolutamente contínua, segue­se que /t(A) = O ou
un(Aº) = O. Isto prova que 41 é ergódica. Então, B(u) é um conjunto invariante
com medida de Lebesgue positiva e, consequentemente, deve ter medida de
Lebesgue total. Ánalogamente, como o suporte de 1 é um conjunto compacto
positivamente invariante, ele tem que coincidir com M. DL

Observação 2.18. À conclusão do Teorema 2.6 é falsa, em geral, se omitirmos
a hipótese de que o jacobiano é Holder.
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Capítulo 3

Transformações expansoras por
partes

A noção de variação de uma função, ferramenta essencial no estudo da
existência de medidas invariantes absolutamente contínuas, é muito sensível
à geometria do seu domínio. Este fato é causador de grandes dificuldades
quando se pretendem estudar tais medidas em dimensão superior a um, e
para as ultrapassar, é necessário ter em conta os domínios e diferenciabilidade
das transformações. O nosso objetivo é expor resultados da existência de
medidas invariantes ergódicas absolutamente contínuas com relação à medida
de Lebesgue total para transformações expansoras por partes em dimensão
um. Neste capítulo vamos considerar M = S! ou M = [0, 1).

Definição 3.1. Dizemos que P = fn;; i E N) é uma partição por intervalos
abertos para M se:

+ 17; é um intervalo aberto.

e 1; Nn;=Oparai£j.

em É N U n) = 0, onde m é a medida de Lebesgue.
iEN

Segue destas propriedades que P é uma partição finita se P = fm,...,m7.)
ou enumerável se P = fm,...,17h,...). Os elementos de P são denominados
átomos.

SeP e Q são partições, dizemos Q é mais fina que P, e denotamos P < Q,
se todo átomo de Q está contido mod (0) em algum átomo de 2. Isto implica
que todo átomo de P pode­se escrever como união de átomos de Q mod (0).

Chamamos P! uma partição por intervalos de regularidade de ff.
Dizemos que f tem um número finito de intervalos de regularidades se a
partição P! a ser escolhida for finita. Os pontos fronteiras dos intervalos de
regularidades n E P! que não estão na fronteira de M são chamados pontos
singulares de /f.
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3.1 Funções de variação limitada
Nesta seção, apresentamos resultados simples sobre funções de variação

limitada em dimensão um, às quais estão intimamente relacionadas com
as funções monótonas.

Definição 3.2. Sejam é : M — R uma função e 7 = [a,b] um intervalo
compacto em M. A variação de pvem n é

gre = sap (951060 ­ fc) nEeN e ast<n<. <=)
i=1

A variação var de 1 num subconjunto conexo 7 de M arbitrário (incluindo

n = M=S'!) é o supremo destas variações sobre todos intervalos compactos
contidos em n. . Representamos a variação sobre toda variedade M
simplesmente como:

var 9 = sup ( varas nem).
Definição 3.3. Uma função é : M — R tem variação limitada se vary é
finita. Dado qualquer subconjunto conexo 7 de M, é tem variação limitada

em n se vary < co.
Exemplo 3.4. A função é : [a,b] — R definida por v(r) = sen(r) é de
variação limilitada em [a, bl.
De fato: Sejam r,y E [a,b] com 0 < b—­a < mn, como a função seno é
contínua em [a,b], pelo Teorema do Valor Médio, existe z E (a,b) tal que
sen(xr) — sen(y) = cos(z)(x — y). Como | cos(z)| < 1, obtemos

| sen(x) — sen(y)| =| cos(z2)(x —y)| =| cos(z)|| z —y| < | x—y|.
Dada fxo, r1,­** , Tn) uma partição de [a, bl, temos

n n

Di sen(x;) — sen(t;­1)| < > | tix] = DD” — Til)
i=1 i=1 i=1

= (11 — xo) + (ta = T)+Cct+(fnotn)
=t,­n=b—­a.

Pela Definição 3.2, esta desigualdade implica que e ç<b—­a. "

a,

Proposição 3.5. Seja » : [a,b) — R uma função de variação limitada.
Então, y é limitada em [a, bl.
Demonstração: Seja (ro, T11,..., Tn) uma partição de [a, b]. Note que

DI 1 (e) — elzic| = [| ele) — elo) ++ + | eln) = plena)!
E

> | lx) =| lzo)| + ­­­+] lza)| = | lana)
= | pla) = | p(xo)| =| (| | e(a)|.
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Isto mostra que | 2(b)) — | p(a)| < Yo! (x) — Á(xi­1)]. Tendo em vista que
i=1

n

Sl ez) — p(tis)| < var. 4, temos que | p(b)| — | v(a)| < var 4. Note
i=l a, b la, b]
que, dado x € [a, b] com a < x < b, obtemos

| e(b)| — | e(a)] < | £(b) — É(a)| = | vÁ(b) — (x) + (x) — e(a)|
< | 2(b) — Á(x)| + | Á(x) — e(a)| > | Á(x) — v(a)|
2 | eÉ(s)| = | (o).

Portanto, | Á(x)) — | Á(a)l < | el = | e(a| < var oque implica
| Á(t)| < | e(o)| + var 4, para todo x E [a,bl. Isto mostra que 4 éa,
limitada em [a, bl. —

Observação 3.6. Uma função contínua e/ou limitada num intervalo não tem
necessariamente variação limitada nesse intervalo.

Exemplo 3.7. A função

1sent, se O<xs<2n7

0, se x=0

é limitada em [0, 27x] mas não tem variação limitada.
2

fato: dência 1º = = (—1)*De fato: Tome a sequência r,=o. Então, p(r.) = (—1) dkxTAº
2

plze­1)=(1; ­ Note que

> (re)— e(te­1)|= »ELE + EE
2(aT tias)

k=1

&se)? (9 t 56)" (seta2 + 2E— 3x" 2nT­mT 2nT —mT

ALA
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n
1

­ ­ . dnsComo var p> = >»E +oo, então a função 4 não tem variação limitada27 k=1

em [0, 27]. =

Lema 3.8. Sejam 41, o : M — R funções de variação limitada e n um
subconjunto conexo de M. Então,

l. var + <var + varç..7 (1 E 2) ? 1 É P2
2. var(41 42) <var visuplo2| + supleilvarç:.

U) 7 n n 7

1
3. supyi <var (1 + ; <wnur 411 + —— f/ x dm..P1 É Pi inf P1 7 | mín) f, 1
4. supív1r oh) =sup 171 se h:n— h(n) é um homeomorfismo.

7 h(n)

Demonstração: Seja (ro, T1,­..Tn) uma partição de n.
1. Note que

> (61 + pa)(x:) — (1 + pa)(xi­D| = > l1(&i — ia) + palgi = ti)|
i=1 i=1

< XY! vaír) — ei(ti­a)|
i=l

+31 pola) — pala)!
i=1

< var 4) +var 4.
7 )

Pela Definição 3.2, esta desigualdade implica que

var + <var y1+ var.É (1 a) É 1 É P2
De modo análogo, mostra­se que var(or — a) <var 1 var2.
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2. Considere l61(1;)| = suplil e loa(r;)| = sup leal. Note que

>! (açad(t:) — (paa)(ti­)| < Di a(xi)Êa(T:) — paígi­a)o2(T)|
i=1 i=1

+ > | Va(ti1 )pa(r;) — Áalti: Jwealxi­a|
i=1

< Sil) — eles lee)!
i=1

+ >| aíti­a)l| paíti) — palxi­|
i=]

<X | 1) = ele)| sup lçp2|
i=1

+sup la| 2 | paíti) — palti­1)|
i=1l

<var visuplo2| + suplei|varçs.
7 U) nm 7

Pela Definição 3.2, esta desigualdade implica que

var (1 2) <var visuplo2| + supli| var:
Z U) n7 7 7

Observação 3.9. Tendo em vista que a função identicamente nula e a
função constante têm variação limitada, pelos ítens 1 e 2 do Lema 3.8, resulta
que o conjunto das funções de variação limitada tem uma estrutura de
espaço vetorial sobre o corpo R.

Proposição 3.10. Seja & : [a,h) — R uma função monótona. Então, é tem
variação limitada em [a, bl.
Demonstração: Suponha que 4» é não­decrescente. Então, a < b implica
(a) < v(b). Note que | p(a)| < | £(b)| => O < | p(b)| — | Á(a)|. Como

PET 2 | (b|| e(a)| e | É(b)| — | e(a)| < | (6) — e(a)|, temos que
E 4 < | p(b) — v(a)|. Isto prova que y tem variação limitada em [a,b]. mma,

De modo análogo, prova­se os demais casos.

Proposição 3.11. Seja é : [a,bd] — R uma função lipschitziana. Então, é
tem variação limitada em [a, bl.
Demonstração: Como 4 é lipschitziana em [a, b], então existe K > O tal que

| 2(b) — v(a)] S K| b—al.
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Usando a Proposição 3.10, obtemos

var v <K|b­al.
a, b)

Isto prova que + tem variação limitada em [a, bl. "

Observação 3.12. À inversa de uma função de variação limitada não é
necessariamente de variação limitada, consequentemente o quociente de funções
de variação limitada pode não ser de variação limitada.

Exemplo 3.13. Seja é : [a,h] — R uma função de variação limitada. Se
xo E [a, bd] e p(x) — O quando x — O, então a função HM não é limitada em
[a, bl, consequentemente não tem variação limitada em [a, bl.

Excluindo quocientes em que a função do denominador tome valores muito
próximos de zero, o Lema 3.8 pode ser estendido a quocientes de funções de
variação limitada.

Proposição 3.14. Sejam & : [0,6] — R uma função de variação limitada e
uma constante C > 0 tal que | p(r)| > C, para todo x E [a, bl. Então, a função
— tem variação limitada em [a,b] e

1 1
var — < —s varla,616 “ O fab]

Demonstração: Seja fx.,T1,­.. Tn) uma partição de [a, bl. Note que

> 1 1 — > (ri) — pi) .” | p(xi­1)— elzs)|E (ri) TEA AA E& | e(x:) na | há(xa) píein)|
i=l i=]

> Il Élal­| et).
Como var= > Dx] > sUdol­leb) e

i=]1 (tr) (til)
>

1

| ela)| — | Á(b)| < | p(a) — (b)|, então BZ < | (a)— v(b)| < var e.
O teorema seguinte dá uma importante caracterização das funções de

variação limitada na reta.

la, 6] €

Teorema 3.15. Se 1 E C'([a, b]) então é tem variação limitada em [a, b] e

va=f | p'(x)| do.fa,b]
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Demonstração: Como 1 E Cl([a,b]) implica que 4! é contínua em [a, bl.
Pelo Teorema do Valor Médio, para a <x <y<b, existe r <z <y tal que
(y) — p(x) = p'(2)(y — x). Seja | p(2))| < K com K > 0. Note que

| py) = e(n)| = | ()(y — |) = | (|| ly =| <K|y—o|
para todo r,y € fa, bl. Portanto, « é lipschitziana em [a, bj] e pela Proposição
3.11 tem variação limitada em [a, bl. Dado e > O qualquer, existe uma partição
(to,71, ­.., Tn) em [a, b] tal que

panos < > li)— plziz1)| < var &.
Usando o Teorema Fundamental do Cálculo, note que

n

3 | (a)= eli) =D fei
i=1 i=1Fen

panenes >| lx) = lei) < f 19) de
Portanto, como e é arbitrário, obtemos

Deste modo,

b

mos f | 49'(x)| de.
Por outro lado, como &' é contínua em [a, bl, &' é uniformemente contínua

em [a, bl. Dado e > O arbitrário, como 4 é uniformemente contínua em [a, bl,
existe é > O tal que

| '(y) — v'(0)| < e sempre que | y —x| <ó, para todo r,y E [a,bl.

Seja (xo,T1,*** , Tn) uma partição em [a, bj] cuja amplitude máxima é menor
do que é. Se 1;1 <r < r;, temos | p'(r)| < | p(r;)| + e. Integrando membro
a membro, obtemos

Sei le de ­ eax; < [2 lo(z)| de=flo)+ ez) — p'(2)| de

Sã, Ga)= pa) da
< "| p'(x)| de +| px) = '(0)| Sã, de
<| p(t;) — p(ti1)| +€ Ar;
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Aplicando o somatório no primeiro e no último membros da desigualdade, com
1 E (1,­++ ,n), obtemos

ff [69 de < 371 (e) ­ elmis)|+ 28000) < vaz 9 +26 = a)
Como «e é arbitrário, segue­se que fi v(x)| dr < var 1. O que completa a

a,
demonstração do teorema. "

Observação 3.16. Existem funções descontínuas que são de variação limitada.
Por exemplo, a função

— S 1 se l<rx<2p(z) = se 0<xr<1

é de variação limitada.

Lema 3.17. Suponha que pv : M — R tem variação limitada em algum
intervalo n = [a, b] C M. Então,

1. Para todo x,y E 7 com x > y implica que

| p(x)— p(y)|< var p— var &.
lax] lay

2. Para todo p E n, os limites laterais lim yV(xr) existem (para pontos na
xp

fronteira considere apenas o limite no interior de n).

3. O conjunto dos pontos de descontinuidade é no máximo enumerável.

4. À restrição o em 7 pode ser escrita como diferença de duas funções
não­decrescentes (também de variação limitada).

Demonstração:
1. Seja fyo,y1,:** ,yn) uma partição de [a, y], então

Ten >3>1 66) ­ (yiza)| +| elx)— pl) = var ”
> var & +| p(x) — p(y)|==> var. q var é 2 | (x)— p(y)|.

la, y] lax] fay

2. Como var < co, então vary é uma função não­decrescente assumindo
valores finitos. Em particular, dado p € n, existem os limites laterais

m

tzPP tio)
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Tomemos o caso em que xr — pt. Assim, pela propriedade 1, tomando
pt <y<rx, temos

| (x)— p(y)| < var q var p—O.
la] lay

Se 1,y — np, então como afirmamos, existem os limites laterais para vary.
Portanto, existem também os limites laterais para &.

De modo análogo, prova­se o caso 1 — p”.
3. Pela propriedade 1 e por raciocínio análogo ao da propriedade 2, vale
que vary é contínua num ponto p € 17 o que implica é contínua em p. Mas
vary é monótona não­decrescente, e sabemos de análise na reta que as funções
monótonas têm seu conjunto de descontinuidades enumerável.

1
4. Considere as funções 4 e / tais que py= d—. Tomemos é = 3 (vary — &)
ev= à (var — 1). Pela propriedade 1, se x > y, temos

e p(x)— e(y) < | (x)— p(y)| < var. p= var à => var q ç(r)
la, x] la, y) la, x]

> var (— :2 var e­e(y)
* (y) — p(z) < | p(x) — e(y)| < var q — var 9 =>

laxl ay
> var, p+(y).

la, y)
Portanto, é e 4 são não­decrescentes. Como é e varyo são de variação
limitada, seque­se que é e 4 também são de variação limitada. =

Agora vamos provar o Teorema de Helly: conjuntos de funções
uniformemente limitada que tem uniformemente variação limitada são
relativamente compactos em L' (4).

Lema 3.18. Sejam K1, K2 e va: M— R,n > 1, uma sequência de funções
em M tal que supy, < K, e var Vn < K2 para todo n > 1. Então, existem
uma subseqiuência (Vn,), e uma função yo : M— R com sup|V/o| <K, e
var vo < K,2 tais que /n, converge para vo quando k — oo, u­quase toda
parte em L' (4).
Demonstração: Consideremos M = [0, 1). Escreva

+ =— —— at :

Então, (vv), e (Vx), são sequências de funções não­decrescentes
uniformemente limitadas. Escolha uma sequência de Índices (nx), tal que,
para todo racional p E [0, 1), quando k — oo,

e 7%;| (p) converge para algum número real dg (p); e
€ %,,(D) converge para algum número real 57 (p).
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Note que dt(p1) < di (12) e do(m) < do(p2a) sempre que mm < po. Então,
estendemos &F e à para funções não­decrescentes em todo [0, 1), tomando

d (x) = inf (9i(p); pel, 11NQ) e da(x) = inf [ó5(pD); pElL,11N QL.
Afirmação: +(x) converge para d3(r) e 7(x) converge para do (x)
quando k — oo, para todo ponto x de continuidade de df e dy (um
conjunto co­enumerável).
Prova: Dados algum tal r e qualquer ó > 0, devemos fixar números racionais
m <rT<p tais que

* do(x) 5 <dd(m) <do(x) < do(a) < do (x) +.

* do(1) ­5 <do(m) < do(x) < do (pa) < do (x) +.
Então, para todo k suficientemente grande, obtemos

* do(x) ­ 25 < dd (m) 0 <vi(m) <vi (x).
* do(a) — 20 < do (mm) — < va, (Dl) € Va, (2).

Analogamente, obtemos

* Vi (x) < vi (Da < dd (pa) +5 < da (x) + 26.
* Vn(t) < Va,(Da < do (Da) +50 < po (x) + 20.

Isto prova a afirmação.
Sejam vd e 7 funções contínuas à direita coincidindo, respectivamente,

com &Í e d7 em todo ponto de continuidade de &f e à. Definindo
Vo = Vi — Vo, segue­se que Vn, converge para o, exceto, possivelmente,
num conjunto enumerável de pontos A. Em particular vn, — "o u­quase

toda parte em L'(u). Finalmente, | yo(x)| = im | Vni(D)| <sup sup Yn, E
i=1i=1 t=

todo r e xo <n <­­<rxem[0,1) VA. Como vo é contínua à direita,
implica que sup| %ol <K: e var| Vol < Ka. "=

Observação 3.19. A demonstração do Lema 3.18 no caso M = S' é análoga
ao caso M = [0, 1).

O Teorema de Helly é de grande utilidade para estender a noção de variação
limitada para elementos do espaço L'(u), conforme a seguir.
Definição 3.20. Sejam y : M — R uma função, 7 um intervalo em M e [&]
um elemento de L'(yu). A variação de lo) em n é

var|] = inf vara [e] aro
tomado sobre todas representantes de [4]. Dizemos que [4] tem variação
limitada em n7 se var [49] < co.
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Observação 3.21. Uma representante & torna o inf na Definição 3.20 se, e
somente se, «o é contínua nos pontos fronteira de n e (2) está entre lim (x)— 7

e dmy(r) para todo ponto z no interior de n. Além disso, a variação de uma
—z

tal função & sobre qualquer fa, bj C 7 coincide com o
nsup [921 665) — ale) nENea=n<TtT<<Tna <a).

i=1

Definição 3.22. Dizemos que f : M —> M é uma transformação
expansora por partes se existe uma partição P! cobrindo a medida de
Lebesgue total de subconjuntos de M tal que

1. regularidade: a restrição de f para cada n; = (aj1,0;) E P* é uma
transformação monótona de classe C!, com | Df(r)| > O para todo x E n;
e i=1,­­­,k. Além disso, a função

o =
7 [Px

tem variação limitada para é = 1,­­­,k.

. expansividade: existem constantes C > 0 e 0 > 1 tais que

IDF()I> Co"

para todo n > 1 e todo x E M, para os quais a derivada é definida.

Observação 3.23. Ím € In; admitem extensões contínuas em Ti, = [a;­1, 0],
para cadaà = 1,­­­ ,k. Assim, modificando os valores de uma transformação
sobre um conjunto finito de pontos não mudam as propriedades estatísticas
(ergódicas). Devemos assumir que f é contínua à direita, ou contínua à
esquerda, ou ambas, em a;, para cada à = 1,­­­ ,k. Então, seja D* qualquer
partição de M por intervalos n tal que 4; C n C 7, para
qualquer 1 e Ím; é contínua. Além disso, para n > 1, seja DP" uma partição
por intervalos de regularidade de f”, definida por

P"(x1) = P"(yY) <=> P' (f(x)) =2' (Ff)

para todo O < j < n, onde P"(x) denota o átomo de P" que contém z.

Par cada € E P!, definimos a função Ge : M— R por
se rEé—l.

| Df(x)|'9,0)=
o, se ngé
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Observação 3.24. Usando as condições 1 e 2 da Definição 3.22 na definição

acima implica que cada 9. tem variação limitada.
Para cada n > 1 e n E DP", definimos a função mn : M— R por

1

my) = [DF
0, se y 2 f"(n)

Por simplicidade, escrevemos g,, = 9! para n € PL.7 n

o(Fh)&, se yesro)

3.2 Medidas invariantes absolutamente
contínuas

Sejam f/ : M — M uma transformação expansora por partes e P! uma
partição por intervalos de regularidade. Nesta seção vamos assumir que P! é
finita. Porém, enumerável na Proposição 3.29.

Observação 3.25. Para cada n E DP!, temos

1. sup97 = sup Gy ­
2. varg,, < varg,.

De fato: Note que fly : n — f(n) => (fl) : fm) — n. Tomemos
= — o

­! . Como var = 2, usando as propriedades 2 e

4 do Lema 3.8, obtemos
t 1

1 —= = = — = Gr.UP = SUR TDT Mm supX A = SIPTDA PAR S Pô,
1

"

1
"|oraÉ rem Toi Um see x A Fama SER Tn o Umfa

Ear IDA +2su = varg,. su| DA n |Df|PA 7
Na verdade, as duas variações coincidem, exceto quando f(n) = M.
Em geral, dada qualquer função 1 : M — R, consideramos + o (fln)"*'

como um função em M, identicamente nula, no complemento de f”(n).

Lema 3.26. Para toda função integrável » : M — R e todo n > 1, o iterado
Í” com a medida de Lebesgue pode ser escrito como f"(wu) = nus, com

on =>297"(po(Fn)”)
7
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onde o somatório é tomado sobre todo n E P" tal que u(n) > O.
Demonstração: Seja A C M um conjunto mensurável qualquer. Por definição,
temos

Frouly (A) = ouly (f"(A)) = ou(f"(A) On).
Pelo Teorema de Radon­Nikodyn,

eu(f"(A)Nn) = / (x) du(x).
fF”(A)ONn

Portanto,

Feu) = (x) du(a).
F”(A)ONn

Fazendo a mudança de variável, y = (Fl), obtemos

=(PP)
FM(A)Nn=ANf"(n)

du(y) (nem — du(y)[| ano)PF = dus)= 5a]
Substituindo (3.2.4) em (3.2.3), obtemos

n = — (o (fln)A!(pel (A) "Sung DA (4 o (Fln)*(y)) du(y)
= / 97 “(Goo Sn)*) du

Como 4 o(fln)'!)=0 no complemento de f"(n), então

" Mm (go (Fin)? du=0 no complemento de f”(n).
A

Isto prova que a densidade para cada FF (onh) é dada por Mm (po(fln)”),
para todo n E DP". Por outro lado,

frlen)= >" fi(eoulh)
nePr

para todos os intervalos com u(n) > O, pois os intervalos com u(n) = O têm
os correspondentes termos Fe(snlh) = O. À conclusão do lema segue pelo
somatório de todos os n E P" com u(n) > O. —

FEV
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



CAPÍTULO 3. TRANSFORMAÇÕES EXPANSORAS POR PARTES 72

Observação 3.27. Por definição, para todo n > 1, temos

"en du=/ 1 d(fº (op) = / 1 d(ou) = / du.
Seja | pjn uma seqiiência como a obtida no Lema 3.26, onde + é substituída

por | |. Então,

—| plh< on < | pl, visto que —|p|<o<|
Em particular, para todo n > 1, temos

/ [oa du < / | ela du = / | «ol du. (3.2.5)

Lema 3.28. Para todo n > 1 e todo n E FP”, existem constantes C; e
0 <A<|1tais que

1. Sup 97 < Ci?
2. vargr, < CA?

Demonstração: Combinando a propriedade 4 do Lema 3.8 com a condição

de expansividade da Definição 3.22, temos
(fl)? = 1 > supPon so DF nº “ PiDF TO

1 1

Tomando C,; > Ç e 1 > ­ obtemos sup Mm >sup CA?< C1A?. Isto prova
1

a propriedade 1.
Dados7 E P" e 0<j<n, sejam6 EP, níEP e (epi

definidos por
nCc& finen e FPM)CG

Afirmação: Pela definição acima, existe alguma constante C, > 0 tal que,
para todo £ E Pl, varg. < Ca.

Prova: Pelo ítem 2 da eeração3.25, temos 1varg. Sver T5f7 +SPTDADJ (3.2.6)

Como o termo sup limita a variação de varg. nos pontos fronteira de f(£),
então varg. < C,. Sendo 9º = gº 9, 9777"! paratodo 0<j<neusandoa

É n “EM: %;
propriedade 2 do Lema 3.8, temos

nl nl

vargn < 22%,Vargn, SupgiDIOC2.CXPTÍA!Cj j=o2­1
” > C2CaXtT! = C2CnAtL.

j=0
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:
1 CºC, AY”

Fixando À, > x e escolhendo C;7 > sup ... n xi ; n>1>, obtemos
que vargr < A1C2. Isto prova a propriedade 2. LL

A proposição seguinte é de fundamental importância na parte dos
resultados desta seção, a qual afirma que a variação da densidade de yr, tende
a decrescer quando n cresce.

Proposição 3.29. Seja p : M — R qualquer função de variação limitada.
Então, existem constantes Cq e 0 <A <1 tais que

var, < Coxivario + Co | | 9l du
para todo n > 1, onde tomamos vn = 229% (6 o (fln)"!) sobre todo n E P"

n
tal que u(n) > O.

Demonstração: Tome pr = 22 . (om) ”) Xe: Como YATX e 7) =2
e usando as propriedades 2 e 4 do Lema 3.8, temos

varn < 2 vargn (oo (fl) )suPXA
7

24Xp) Fo | 57­60 0 hm)»
22,99 ­. | o (Sn) + 2 Fen, o Um) sup an!

2sup| 9º| sup | wo (Fln) |2 7 fo) '

>» fvargr sup! (ol + varsup gn + 2sup9 sup | el)
n n 7 n

= x» fvargr sup| é| + sup gn (var + 2sup| ed) : (3.2.7)
n7 7 n 7

Agora, usando o Lema 3.28, obtemos

var, < 2 (Ccotsap| | + CiaT(var + 2sup| ed)
7

YX Ísc1xrsup! | + C1A7 var e) ' (3.2.8)
7 7 Ú

Note que, levando em conta a distância na fronteira de f"(n), a expressão
var + 2sup]| |) é um limite superior para a variação de 6 o (fln)*. Usando7
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a propriedade 3 do lema 3.8, temos

n
1

nvaron < XY facu (gue6), | au) + Cia? are
U

1
4C NX? + 3C Ns d| 1 1 VAIO 1 1 (7) 7 e)

n
140X 3” vario+ 3CIX? E d

= 4CMNvaro +K(n) f | 4] du, (3.2.9)
7

onde K(n) = 3C1A? o) ne |. Recorde que o somatário é tomado
apenas sobre os intervalos n E DP" com medida de Lebesgue positiva. Para

completar a demonstração, devemos eliminar a dependência de K em n. Paraisso, fixemosN > 1 tal que 4C01A8< 2À « denotemos Ko= [K(n); 1<n < NJ.
Então, dado qualquer n > 1, escrevemos n=qN +r comg>O0el<r<N.
Desta forma,

1var, < Ko / | el du + 2 Var.
Substituindo 6 por gn­n,:.. nan E 4, respectivamente, e recordando
(3.2.5), obtemos

1
on <Kof| on­nl du+ aVATOn—N

1 1 1 1 1 1ptntagt"ogg )Ko Sel da + 3 Prasbóuia
1 1< Ira) Ko Sl el datação, 1VarO

1

< 2Kof |À) du+ 37 1CNIvVarÇ.
1Escolhendo Co > máx( 2K1.,4C1) e ho > máx |ad) concluímos que

var, < Coatvary + Co f | é) du. =

Observação 3.30. Sejam v e /mm, n > 1, medidas finitas num espaço métrico
compacto tais que 11, é absolutamente contínua com relação a v para todo

n > 1l. Se as derivadas de Radon­Nikodyn e convergem em L!(v) para
alguma função v, então /1h converge para 11 = Vu na topologia fraca*.
De fato: Note que du = vdv e du, — du = du — /dv. Portanto,

dim — du = (& — v) dv. Dada qualquer função contínua pv : M—  R,
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obtemos

Wedm­Sedul =|f e (dum dp) = fo(Ee­u) a
dim dim<Stal| Senar <sola1||Xe ­

1

onde o último termo converge para zero quando n — oo.
Em particular, as densidades dn das imagens fu da medida de Lebesgue

são uniformemente limitadas.

De fato: Pela Proposição 3.29, existe uma constante Cq > 0 tal que
vardn < Co f | é] du para todo n > 1. Usando a propriedade 3 do Lema
3.8 e a Observação 3.27, como 11 é uma probabilidade, obtemos

supén < varóat [dn du<Co |6.|du+ fo da
­ Cof! 1 + f/1du=(C+1) /1du=(0+) (3.210)

para todo n > 1.

Corolário 3.31. A transformação f/ : M — M admite alguma probabilidade
invariante v absolutamente contínua com relação à medida de Lebesgue cuja

:
dv

densidade da
Demonstração: Sejam d, as densidades das imagens fu da medida de

n—l nl
;

1
­

1
nLebesgue e definimos vm, = ­ 2, À; para cada n > 1. Então, vz = ­2. finIJ= ==.

pode ser escrita como 4, = vn. Pela Proposição 3.29 implica que (V,), tem
uniformemente variação limitada:

nl nl
1 1

<— << ==vary, ­ > vard; ­ > Co / 1du=C,
j=o

tem variação limitada.

para todo n > 1. Note que, usando a Observação 3.27, obtemos
nl n—l

1 1fan=2>" [ddi=2> [1di=1
j=0 j=0

para todo n > 1. Logo, por (3.2.10), (Vn), também tem uniformemente
variação limitada:

supn < vara + / vm du <Co+1
para todo n > 1. Portanto, pelo Teorema de Helly, existe uma subsequência
(Un), convergindo em L'(4u) para alguma 4, com variação limitada
(varão < Co). Em particular, conforme Observação 3.30, (Vn,), converge
para v = vv, na topologia fraca”. Isto garante que v é invariante por f. "à
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Apêndice À

Elementos de teoria da medida

e integração

Neste apêndice recordamos algumas noções e resultados básicos que serão
necessários no desenvolvimento deste trabalho. Em particular, faremos uma
breve introdução sobre elementos de teoria da medida e integração.
Tratando­se, na maioria, de resultados conhecidos, tais demonstrações foram
omitidas, uma vez que estas poder ser facilmente encontradas nas referências
bibliográficas.

A.1 Espaços mensuráveis
Sejam M um conjunto e À um subconjunto das partes de M. Dizemos que

A é uma álgebra se:

IL MEA;

2. AE€A implica Aº=MVYAÃEA,;

3. A,BEA implica AUBEA.
Então A NB =(Aº“UBº)º e AVB=AnNB"º também estão A, quaisquer que
sejam A, B € A. Além disso, a união e a interseção de qualquer número finito
de elementos de A também estão em A.

Uma álgebra é dita uma o­álgebra de subconjuntos de M se, além disso,
for fechada para uniões enumeráveis:

oo

e Á; EA, para j=1,2,...,n,... implica UA; EA.
j=l

oo oo e

Então, A; E À para j=1,2,...,n,... implica FA; = Us) EA.
e =

Chama­se o­álgebra gerada por uma família D de subconjuntos de M, a
menor 0­álgebra que contém D, ou equivalentemente, a interseção de todas

76
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APÊNDICE A. ELEMENTOS DE TEORIA DA MEDIDA E INTEGRAÇÃO?7

as o­álgebras que contém D. Se M é um espaço topológico e B a 0­álgebra
gerada pela família de todos os subconjuntos abertos de M, dizemos que B é
uma o­álgebra de Borel e aos seus elementos borelianos de M.

Um espaço mensurável é uma dupla (M, A), onde M é um conjunto e
A é uma o­álgebra de subconjuntos de M. Os elementos de A são chamados
conjuntos mensuráveis.

A.2 Espaços de medida
Uma medida num espaço mensurável (MA) é uma função

1: À — [0, +0o] tal que

1. n(d) =0O;
oo oo2.u U a) = >»N(Aj) para quaisquer A; E A disjuntos dois­a­dois.
j==1 j=l

Um espaço de medida é uma terna (M, A, 4), onde (M, A) é um espaço
mensurável e 1 é uma medida definida em A. O espaço de medida diz­se finito
quando u(M) < co. Dizemos que 4» é uma probabilidade se u(M) = 1 e, nesse
caso, o espaço de medida diz­se normalizado ou espaço de probabilidade.

Seja (M,A,1) um espaço de medida. Dizemos que a medida 1 é o­finita
se existe uma sequência crescente (An ),eN de elementos de A tais que

M = U An e u(An)<oo para todo n.
n=l

Neste caso, diremos que um ponto x vai para infinito se, para qualquer n,
existe apenas um número finito de iterados de x que estão em An.

A propriedade 2 na definição de medida é chamada o­aditiva. Dizemos
que uma função 1 : A — [0, +oo] é finitamente aditiva se

eu U a) = SD n(A;) para qualquer família finita A1,..., An E A de
subconjuntos disjuntos dois­a­dois.

Observação A.1. Toda função 0­aditiva é finitamente aditiva.

Sejam (M, A, 11) um espaço de medida e À um subconjunto de M. Dizemos
que A tem medida nula se existe B E A tal que BC A e u(B) = 0. Uma
propriedade sobre os elementos de M vale em quase todo ponto se, o conjunto
dos pontos onde ele não vale tem medida nula.

Proposição A.2. Sejam A uma álgebra e 11 : A — [0, +00] uma função
o­aditiva.

1. Se A, BE A tais que À CB, então (A) < u(B).
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oo

2. Se (An), é uma sequência de elementos de A tais que U An E A, então
n=1

n (O a < S un(An).
n=)l

Demonstração: Ver referência [3], p.23.

Proposição A.3. Sejam (M, A, 1) um espaço de medidae (An)numa sequência
de elementos de A.

1. Se A CAZ C... entãou (O a = lim u(Ax).
n=t

2. Se AL DA2ZOD... e u(A1) < co então 1 (À a = dim n(Az).
n=1l

Demonstração: Ver referência [1], p.21.

A.3 Extensão

O resultado a seguir é muito útil para construir medidas.

Proposição A.4 (Teorema de Extensão). Se A," é uma álgebra de
subconjuntos e uo : Aq — [0, +oo] é finitamente aditiva, então existe uma
única função finitamente aditiva u : A — [0, +00] que é uma extensão de /1o
(isto é: 1 restrita a A, coincide com 109) à o­álgebra A gerada por Ao“. Se 11o
é a­aditiva então 1u também será. Se, além disso, uo(M) = 1 então 11 é uma
probabilidade.
Demonstração: Ver referência [3], p.29.

Em geral, ao aplicar este resultado, o mais difícil é verificar a propriedade
g­aditiva. O critério mais usado para esse efeito é a proposição seguinte.

Proposição A.5 (Teorema de o­aditividade). Sejam AQ uma álgebra e
io : Aq — [0, +co] uma função finitamente aditiva com /19(M) = 1. Suponha

oo

que 1 n A; | = O para toda sequência A; OD A2 D...A;D... de conjuntos
o

oo

mensuráveis tal que n Aj =. Então, yo é o­aditiva.
j=1

Demonstração: Ver referência [3].

Também temos que todo elemento de À da a­álgebra gerada por uma
álgebra é aproximado por algum elemento A,“ da álgebra, no sentido de que
a medida da diferença simétrica ANA, = (AV Ao) U(Ao VA) tem medida
pequena.
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APÊNDICE A. ELEMENTOS DE TEORIA DA MEDIDA E INTEGRAÇÃO?9

Proposição A.6 (Teorema de Aproximação). Sejam (M,A,1) um espaço
de probabilidade e Aq uma álgebra que gera a o­álgebra de A. Então, para
todo e > 0e A EA, existe Ag E A tal que u(AMA,) < e.
Demonstração: Ver referência [3], p.34.

A.4 Medida de Lebesgue
Consideremos M = [0,1] e seja A, a família de todos os subconjuntos da

forma A =], U­­­U Ir, onde l1,..., Ip são intervalos disjuntos dois­a­dois.
Note que A, é uma álgebra de subconjuntos de M. Além disso, temos uma
função /4 : Aq — [O, 1] definida nesta álgebra por

no(l1 U­­­U LTL) =| h|+­ ++] L,
onde | I,| representa o comprimento de L,.

Note que 1o(M) = 1. Além disso, a o­álgebra gerada por A, coincide com
a o­álgebra de Borel de M, já que todo aberto pode ser escrito como união
enumerável de intervalos disjuntos dois­a­dois. Pela proposição A.4, existe
uma única probabilidade y» definida na o­álgebra de [0, 1] que é uma extensão
de 110 à 0­álgebra A gerada por Ao. Chamamos 11 de medida de Lebesgue
em [0, 1).

Mais geralmente, definimos medida de Lebesgue /4 no cubo M = [0, 1)º de
qualquer dimensão d > 1 da seguinte maneira: chamamos retângulo em M
qualquer subconjunto da forma R = 1], x ­«­­ x Ia, onde I7 são intervalos, e
definimos

Mo(R) =| | x­­­x| al.
Em seguida, consideremos a álgebra Aq dos subconjuntos da forma
B = RR, U­­­ UR,, onde R1,...,R, são retângulos disjuntos dois­a­dois, e
definimos

HOo(B) = uo(R1) +­­­ + uo(Rn)
para todo B nessa álgebra. A medida de Lebesgue em M = [0, 1)º é a extensão
de 1 à o­álgebra gerada por Ao, que coincide com a o­álgebra boreliana de
M. Finalmente, definimos a medida de Lebesgue num espaço euclidiano Rº
decompondo o espaço em cubos de lado unitário

Rº = U ... U [Mm +1)Xx­­­ x[mama+1)
mi EL ma€zZ

e definindo, para cada subconjunto mensurável E,

n(E) =X"... X pEnfm,m+1)x­ x mamat+1)).
mM, EZ ma€L
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A.5 Funções integráveis
Sejam (M,A) um espaço mensurável e R = RU f(—­0o,+0ol. Dizemos

que uma função f : M — R é mensurável, se para todo boreliano A de
R tivermos f*(A) E A. São exemplos imediatos de funções mensuráveis, as
funções constantes e as funções características dos elementos de A. Se M for
um espaço topológico e A for a 0­álgebra de Borel, então as funções contínuas
são mensuráveis.

Observação A.7. Para as operações com os símbolos +00 e —oo, além das
convenções usuais, faremos as seguintes convenções: (oo). 0 = O e
0 « (&oo) = O. Não atribuiremos significado a co ­— oo.

Proposição A.8. Se ce Re fg: M — R são funções mensuráveis, então
são mensuráveis: f + c, cf, f + q (sempre que façam sentido) e fg.
Demonstração: Ver referência [1], p.33.

Proposição A.9. Se (fn), é uma sequência de funções mensuráveis, então são
mensuráveis:

1. supfn e inf fa;n>1

2. lim sup/f, e lim inf fr.
nº++0oo n—+oo

Demonstração: Ver referência [3], p.55.

Seja (M,A,11) um espaço de medida. Dizemos que uma sequência de
funções mensuráveis (fn),, converge em medida para a função mensurável
f se:

lim p(lz EM; | f(x) — f(2)| >6)) =O para todos > O.
As convergências em medida e em quase todo ponto relacionam­se pelo
resultado a seguir.

Teorema A.10. Toda seqilência que converge em medida possui uma
subseqilência que converge em quase todo ponto. Se o espaço de medida for
finito, a convergência em quase todo ponto implica a convergência em medida.
Demonstração: Ver referência [1].

Sejam (M, A,4) um espaço de medida e A C M. Denotamos por x,
a função característica de A. Dizemos que uma função mensurável não
negativa v é uma função simples, se pudermos escrever

=X axa,
i=1
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onde a; E R* e A; E A são disjuntos dois­a­dois. Definimos a integral de uma
n

função simples é = >a;X,, COMO
i=1

fe du = Sa: u(A;).
i=1

Este valor não depende da representação de é como combinação linear das
funções características. Se f é uma função mensurável não negativa, definimos
a integral de f como

fsan=son [o dos 9 é uma função simples ev < f).
Segue­se imediatamente da definição apresentada que se f e q são funções
mensuráveis não negativas, então

f<g implica que fs du< fg du.
Lema A.11 (Fatou). Seja (fn.), uma seqiiência de funções reais mensuráveis,

limitadas inferiormente por uma função integrável. Se lim inf/ fn du < oonNn=20o0

então lim inf /n é integrável e
nNn+oo

nNnA+oolim inf f, du < lim inf / fr du.
Demonstração: Ver referência [1], p.33.

Corolário A.12. Seja / uma função mensurável não negativa. Então,
S f du =0 se, e somente se, f = O quase todo ponto.
Demonstração: Ver referência [1], p.34.

O resultado a seguir dá uma maneira alternativa de definir a integral de
uma função mensurável.

Corolário A.13. Se f é uma função mensurável não negativa, então existe
uma seqiiência crescente (4ºn),, de funções simples convergindo pontualmente
para f com

lim | &r du=|s du.nN+0o0

Demonstração: Ver referência [1], p.35.

O resultado a seguir dá uma condição suficiente para que a integral do
limite de uma sequência de funções coincide com o limite das integrais dessas
funções.
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Teorema A.14 (Convergência Monótona). Se (f.), é uma sequência de
funções mensuráveis não negativas tais que f1 < fa <..., então

fm fa du = lim Í/s du.
Demonstração: Ver referência [3], p.70.

Teorema A.15. Sejam fa, fa,­+*: M — [0, +00] funções mensuráveis. Então

[Xna=> [nda
Demonstração: Ver referência [19], p.22.

Agora, vamos generalizar a noção de integral para funções mensuráveis que
podem tomar valores negativos e introduzir o conceito de função integrável.
Dada uma função mensurável f, consideremos respectivamente, as suas parte
positiva e parte negativa,

f'(z) = máx (f(x),0) e f(1) =máx(­f(x),0).
Desta forma, f pode ser escrita como diferença de duas funções não negativas,
mais precisamente, f = ft — f­. Dizemos que uma função mensurável f é
integrável se

fs*an<oo e ff du<oo.
No caso de alguma destas duas integrais ser finita, definimos a integral de f
como

f[sau=[1an­ [san
Note que ||f| = f* + f­. Portanto, f é integrável se, se somente se, ||f||
é integrável. Dados um conjunto mensurável À e uma função mensurável /,
dizemos que f é integrável em A se fx, for integrável. Nesse caso, definimos
o integral de f em A por

fsau=[/ sx, du.
Proposição A.16. Sejam c E R e f,g funções integráveis.

1. cf é integrávele [ef du=cf[ff dp.
2. f+9gé integrávele[((f+9) du=/ffadu+fag du.
3. f<g implica [fdu< fadn.
4. Se A e B são conjuntos mensuráveis disjuntos, então

St = sdn+ f 9da
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Demonstração: Ver referência [3].

Proposição A.17. Se f é uma função integrável, então | f f dul < f |f| du,
e temos a igualdade se, e somente se, f/ > O quase todo ponto ou f < O quase
todo ponto.
Demonstração: Ver referência [1], p.43.

Teorema A.18 (Convergência Dominada). Seja (fn), uma seqiiência de
funções integráveis convergindo quase todo ponto para f tais que |fa| < 9,
onde gq é integrável. Então, f é integrável e

lim | fr du=/|s du.
Demonstração: Ver referência [3], p.75.

O teorema seguinte caracteriza a relação entre a noção de integral de
uma função real de variável real segundo Lebesgue (em relação à medida
de Lebesgue nos borelianos de R) com a noção de função integrável segundo
Riemann.

Teorema A.19. Se f é integrável segundo Riemann, então f é integrável
segundo Lebesgue e as integrais coincidem.
Demonstração: Ver referência [3].

A.6 Teorema de Radon­Nikodym
Sejam v e 14 duas medidas num espaço mensurável (M,A).Dizemos que v

é absolutamente contínua com relação a 1 se, qualquer que seja o conjunto
mensurável A, u(A) = O implica v(A) = O. Nesse caso, escrevemos v << /1. Às
medidas dizem­se equivalente se 1, <vev<pun Se (M,A,u) é um espaço
de medida e f é uma função não negativa integrável, então

vias f fd
A

define uma medida finita em (M, A) que é absolutamente contínua com relação
au.

Teorema A.20. Sejam v e 14 medidas finitas num espaço mensurável (M, A)
tais que v < 4, então existe uma função mensurável p : M — [0,+oo] tal
que v = pu, ou seja, tal que

v(A) = " pdu para todo conjunto mensurável A C M.
A

Além disso, tal função é essencialmente única: duas funções quaisquer coinci­
dem num conjunto com medida total para 4.
Demonstração: Ver referência [3], p.133.
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Observação A.21. A função p dada no teorema acima chama­se derivada de

Radon­Nikodym ou densidade da medida v com relação a 11 e denotada­se
por de
A.T Teorema de decomposição ergódico

Na sequência dos resultados da subseção 1.7, é natural perguntar se toda
medida invariante é uma combinação linear de medidas ergódicas. O teo­
rema que enunciaremos nesta seção afirma que a resposta é afirmativa, exceto
quando o número de parcelas nesta combinação não é necessariamente finito,
nem mesmo enumerável em geral.

Teorema ÀA.22. Seja / : M — M uma transformação contínua num espaço
compacto. Então existem um conjunto mensurável Mg C M, uma partição PD
de M, e uma família de probabilidade fu,; P e P) satisfazendo

1. v,(P) = 1 para todo elemento P de DP;

2. À aplicação P ­— vu, é mensurável;

3. toda uv, é invariante e ergódica para f;

tais que, dada qualquer probabilidade 1 invariante por f, o conjunto M, tem
u(Mo) = 1. Além disso,

u(A) = / v, (A) df(P) para todo conjunto mensurável ACM, (A.7T.1)
onde 71 é a medida projeção de 1u em DP.

A relação (A.7.1) significa que 14 é uma combinação convexa das várias
probabilidades ergódicas v,, em que cada v, entra com "coeficiente" igual a
7(P). De momento, só faremos alguns comentários explicativos do enunciado.
Dada qualquer partição P de M fica definida a projeção natural 7 : M — 9

que associa a cada ponto x E M o elemento P(x) da partição que o contém.
Isto permite definir o que é um subconjunto mensurável da partição: 2 C 9 é
mensurável, se e somente se,

T1(Q) = união dos P € Q

é um subconjunto mensurável de M. É fácil ver que esta definição está correta:
a família dos subconjuntos mensuráveis é uma o­álgebra em P. À medida
projeção de 4 está definida nesta 0­álgebra por

(2) = u(1(2)).
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A.8 Teorema de derivação de Lebesgue
Consideremos M = Rº com d > 1 e m = medida de Lebesgue (volume

usual). Seja À um subconjunto mensurável de um espaço euclidiano M. Um
ponto pé M diz­se ponto de densidade de À se,

m(BNA)mins [POD B bola contida em B(p, e) e contendo P) =1. (A82)
Note que B(p, e) representa a bola de centro p e raio e. É usual escrever

1 M(B(p,e)NA)
e mBho) 2

no lugar da condição (A.8.2).

Observação A.23.

e Um ponto p não precisa pertencer a À para ser ponto de densidade de
A.

e Se p E M é ponto de densidade de A, então o conjunto À preenche a
maior parte do volume de bolas na vizinhança de p que tenha um raio
suficientemente pequeno.

Teorema A.24. Seja À um subconjunto de um espaço euclidiano M com
medida de Lebesgue m(A) > O. Então, m­quase todo ponto p E À é ponto de
densidade de A.

Demonstração: Dado qualquer subconjunto B de M, defina u(B) = m(BNA).
Daí, 11 é uma medida de Lebesgue positiva absolutamente contínua com relação
à m, o que implica que em m­quase todo ponto p E M, existem os limites

m BP) 1, TBEBPINA)
eo mM(B(p,e)) «Oo m(B(p,e)) = D,(9)= EO),

essa última igualdade (válida em m­quase todo ponto p E M), devido ao fato
de que 11 < m. Note que para todo f E L'(m), vale

f sam=[sam=[ fx, àm
Logo, pela unicidade da derivada de Radon­Nikodym, vale Sp) = x, (p). =
A.9 Espaços L?

Seja (M,A,11) uma espaço de medida. Dado 1 < p < oo, define­se o
espaço de funções L”(u) como a classe das funções mensuráveis f/ tais que
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| FI? é integrável, com a identificação de duas funções que coincidem em u­quase
todo ponto. Definimos para f € LP(u)

1

lp= (15 au)?
Definimos o espaço de funções Lº (1) como a classe das funções mensuráveis
f tais que existe algum K > O tal que |f(x)| < K u­quase todo ponto, mais
uma vez com a identificação de duas funções que coincidem em yi­quase todo
ponto. Denotamos por ||fll.o o ínfimo dos valores K com esta propriedade.
Mais precisamente, definimos

If lleo = inf (K > 0; [f(x)| S K).

Resulta do modo como definimos estes espaços que, para 1 < p < co, qualquer
f E LI? está identificada como uma função mensurável que nunca toma os
valores +oo.
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