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Resumo

Neste trabalho estudamos transformagoes que preservam medida e fungées
de variagao limitada como ferramentas essenciais para o estudo de existéncia de
medidas invariantes absolutamente continuas para transformagoes expansoras
em variedades compactas e conexas, bem como transformacoes expansoras por
partes.

Palavras Chave: Teoria ergédica, Teorema de recorréncia de Poincaré,
Teorema ergddico de Birkhoff, medidas invariantes absolutamente continuas,
transformacoes expansoras e transformacoes expansoras por partes.




Abstract

In this work we study transformations preserving measure and bounded
variation functions and serve as essential tools for the study of the existence of
absolutely continuous invariant measures for expanding maps in compact and
connected manifold as well as for piecewise expanding.

Key-words: FErgodic theory, Poincare’s recurrence theorem, Birkhoff
ergodic theorem, absolutely continuous invariant measures, erpanding maps
and piecewise expanding maps. :
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Introducao

A Teoria de Sistemas Dinamicos teve grande impulso nas iltimas décadas
e constitui-se em uma das principais dreas da matematica. Em termos gerais,
esta teoria esta interessada em descrever, para a maioria dos sistemas, como
a maioria das drbitas se comportam, especialmente quando o tempo vai para
o infinito (a descrigao de todas as drbitas ou sistemas nao é, em geral, um
objetivo realistico, pois existem muitas formas de comportamentos
excepcionais). Mais ainda, quando e em que sentido este comportamento é
robusto sob pequenas pertubagoes do sistema (a formulagao matematica da
lei de evolugdo é quase sempre uma simplificagdo do processo real. Por isso, é
muito importante que as conclusoes obtidas dela nao sejam muito especificas:
elas devem permanecer validas para leis préximas). Um panorama atual da
teoria pode ser encontrado em [16], [17] e [18] e em suas referéncias.

A formulagio matematica de um sistema dindmico inclui dois
ingredientes principais: um conjunto M (geralmente uma variedade
diferencidvel de dimensio d > 1), o espaco de estados, cujos pontos
representam os possiveis estados do sistema; e uma lei de evolugao,
descrevendo como o sistema evolui de um estado a outro. Esta lei de evolugao
pode ser tempo discreto: uma transformacao f : M — M mapeando cada
estado o € M a outro estado z; = f(xo) que o sistema estard uma unidade de
tempo depois. A seqiiéncia xg, zy, ... definida por x4, = f(z;) é a trajetéria
de um estado inicial zy. Se a transformacao f for inversivel entdao temos
também a trajetéria passada ...,z_3,2_1,2¢ definida por z_j11 = f(z-;).
Outro modelo de evolugao é o tempo continuo, expresso por uma equagao

diferencial p
T
sl

A trajetéria de um estado inicial zo é @ solugao z(t), t € R da equagéo
diferencial com z(0) = .

Dado um sistema fisico f : M — M, por vezes nos utilizamos de uma
funcao observavel ¢ : M — R para obter informagoes deste sistema.
Em geral, a fungio ¢(f7(z)) comporta-se ao longo do tempo de um modo
complicado e errante, mesmo para leis de evolugao simples: escolhidos dois
estados iniciais préximos z e z' os valores de (f7(z)) e ¢(fi(2')), por
continuidade, estdo préximos para valores pequenos de j, mas depois de
alguns iterados estas seqiiéncias aparentemente nao tem mais correlagéo.

Este comportamento cadtico significa que a dinamica pode ser dificil de
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ser entendida do ponto de vista deterministico, e que a andlise probabilistica
pode ser mais frutifera. Esta abordagem é feita dentro de uma nova éarea, a
Teoria Ergddica.

Em termos simples, a Teoria Ergddica é a disciplina matematica que estuda
sistemas dinamicos munidos de medidas invariantes. O bjetivo da teoria é
estudar as propriedades estatisticas de sistemas deterministicos, isto é,
sistemas com lei de evolugdo. A idéia basica é abandonar o estudo
deterministico de um estado em favor de estudo estatistico de um conjunto
de estados. Em vez de procurarmos respostas para a pergunta qual serd o
estado do sistema no tempo t?, procuramos resposta de qual € a probabilidade
que no tempo t o sistema pertenga a um subconjunto do espaco de estados?
Associada a ultima questdo estd a nogéo de probabilidade.

Neste contexto procuramos respostas para:

1) Dado um subconjunto A C M e z € A, a trajetéria de z passa por A?
Com que freqiiéncia?

2) Dada um fungio o : M — Rez€ M

H—l

L3 e(F() o

converge quando n ou 7' — oco?

Nesta direcao estudaremos os Teorema de Recorréncia de Poincaré e o
Teorema Ergodico de Birkhoff que dao respostas positivas para pontos z tipicos
e para transformacdes que preservam probabilidade (veja Capitulo 1).
Estas transformacoes sdo os objetos de estudo da teoria ergédica. Os
enunciados precisos destes teoremas serao dados no Capitulo 1.

O objetivo central deste trabalho €é estudar a teoria ergddica de
transformacoes expansoras. No Capitulo 2, estudaremos as transformacoes
expansoras diferenciaveis e no Capitulo 3, faremos o estudo de transformacoes
expansoras diferencidaveis por partes.
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Capitulo 1

Transformacoes que preservam
medida

As medidas invariantes por uma transformagao assumem um papel de
primordial importancia na Teoria Ergddica. Estaremos particularmente
interessados no caso em que f : M — M é uma transformacio mensuravel do
espago (M, A, 1) de medida em si mesmo, isto é, f~!(A) € A paratodo A € A.
Dizemos que f é invertivel se é uma bije¢ao e a sua inversa é também uma
transformacgao mensuravel. Sempre consideraremos p definida na o-algebra de
Borel do espago M. Na maior parte dos casos trataremos com medidas finitas.
Nesse caso, sempre podemos transformar g numa probabilidade v: para isso
basta definir

para cada conjunto mensuravel A C M.

Em geral, uma medida p diz-se invariante pela transformacao mensuravel

f:M— M se
w(A) = pu(f~Y(A)) para cada conjunto mensuravel A C M.

Heuristicamente, isto significa que a probabilidade de um ponto estar num dado
conjunto e a probabilidade de que a sua pré-imagem esteja nesse conjunto sao
iguais. Note que a defini¢ao faz sentido, uma vez que a pré-imagem de um
conjunto mensuravel por uma transformagao mensuravel ainda é um conjunto
mensuravel. Dizemos que um conjunto A C M mensuravel qualquer tem
medida total se p(A°) = 0 para toda medida p invariante.

1.1 Teorema de recorréncia de Poincaré

A existéncia de uma probabilidade invariante p para um dado sistema
dinamico fornece muita informagao acerca do comportamento desse sistema.
Um dos aspectos mais simples é a recorréncia dos iterados do sistema.
Poincaré mostrou que escolhendo um estado inicial ao acaso, com

5




CAPITULO 1. TRANSFORMAGOES QUE PRESERVAM MEDIDA

probabilidade 1, isto é, quase certamente os iterados obtidos pela iteragao da
transformagao partindo desse estado inicial devem passar uma infinidade de
vezes tao perto quanto quisermos do mesmo estado inicial, se esperarmos tempo
suficiente. Porém tal resultado nada afirma sobre a forma do conjunto de
iterados ou a sua posi¢do, apenas informa sobre a passagem dos iterados
perto de um certo ponto em periodos de tempo muito grandes para um
conjunto muito grande de estados iniciais. Claro que podemos escolher um
estado inicial que nao verifique esta propriedade, mas Poincaré mostrou que
a probabilidade de tal acontecer é zero. Hoje este resultado é conhecido como
Teorema de Recorréncia de Poincaré, publicado em 1899. Enunciaremos
duas versoes, a primeira numa linguagem mensuravel e a segunda de natureza
mais topoldgica.

O teorema seguinte, em versao mensurdvel, afirma que quase todo
ponto do conjunto A regressa a A no futuro.

Teorema 1.1. Sejam f : M — M uma transformagio mensuravel e p uma
medida invariante finita. Seja A C M qualquer conjunto mensurdvel com
1(A) > 0. Entao, p-quase todo ponto z € A tem algum iterado f*(z), n > 1,
que também estd em A.

Demonstragao: Consideremos o conjunto

B={z€A; f'(z) #ZA para todo n > 1}

dos pontos z € A que nunca regressam a A. Note que B é mensurdvel, pois
T

B=A\ U f77(A). Devemos provar que B tem medida nula.
j=1

Afirmacgao: As pré-imagens de B sdo disjuntas duas-a-duas.

Prova: Suponhamos que existem m > n > 1 tais que f~™(B) intersecta
f~™(B). Seja z um ponto na interse¢io e denotemos y = f"(z). Entao,
z€ f"B)Nf™B) <= fYz)e ™B)NB <= frx)e fF™B)e
ff(z) e B<= y € f""™(B) ey € B. Como B C A, entdo y regressa pelo
menos uma vez ao conjunto A, o que contradiz a definigao de B. Portanto, esta
contradi¢do prova que as pré-imagens de B sao disjuntas duas-a-duas. Sendo
B mensuravel, entao

o0

7 ( f‘"(B)) =Y u(f™B)) =) _u®),
1

n= n=1 n=1
onde a tltima igualdade é devido ao fato de p ser invariante por f. Como
o0

supomos que a medida é finita, a expressao p U f7"(B) ]| é finita. Por

n=1

oo
outro lado, temos que E 1(B) é uma soma infinita de termos todos iguais,
n=1

entdo a unica maneira desta soma ser finita é que seus termos sejam nulos.
Portanto, devemos ter p(B) = 0. [ ]
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA

Observagao 1.2. O Teorema 1.1 implica outro teorema aparentemente mais
forte, o qual afirma que quase todo ponto do cojunto A regressa a A infinitas
vezes.

Corolario 1.3. Nas condi¢oes do Teorema 1.1, para u - quase todo ponto
x € A, existem infinitos valores de n > 1 tais que f"(z) estd em A.
Demonstragao: Para cada k > 0, definimos o conjunto

Ay = {z € A; existe exatamente k valores de n > 1 tais que f"(z) € A}

o0
dos pontos z € A que regressam a A exatamente k vezes. Entao, U AL éo
k=0
conjunto dos pontos x € A que regressam a A apenas um numero finito de

vezes. Portanto, para provar o coroldrio, basta mostrar que p(Ax) = 0 para
todo k > 0. A demonstragao sera por contradigao.

Suponhamos que p(Ay) > 0 para algum k > 0. Entéo, aplicando o Teorema
1.1 com A no lugar de B, obtemos que quase todo ponto z € A; tem algum
iterado f*(z) € A,n > 1, que estd em A;. Fixemos um tal z em A; e
denotemos y = f"(z). Por definicio de Aj, y tem exatamente k iterados
futuros que estao em A. Como y ¢ um iterado de x implica que z tem k + 1
iterados futuros que estdao em A. Mas isso contradiz o fato de que =z € A;.
Logo, esta contradigao prova que A, tem medida nula, relativamente a . =

Dizemos que um ponto x € M é recorrente para uma transformagao
f : M — M se, para toda vizinhanga V de z, existe algum iterado f"(z)
que estd em V. Uma base enumeravel de abertos de T é uma familia
enumeravel B = {By; k € N} de abertos tais que todo aberto de T pode ser
escrito como uniao de elementos By dessa familia.

O teorema a seguir, em versao topoldgica, afirma que quase todo ponto
de M é recorrente, relativamente a qualquer medida invariante finita do
sistema dinamico.

Teorema 1.4. Suponhamos que M admite uma base enumeravel de abertos.
Sejam f : M — M uma transformagao mensurével e ¢ uma medida invariante
finita. Entao, p - quase todo ponto x € M é recorrente para f.
Demonstragao: Seja B = {Vi; k € N} uma base enumeravel de abertos.
Para cada n € N, definimos o conjunto

Cr = {z € Vi; f"(z) & Vi para todo n > 1}

dos pontos z € V; que nunca regressam a V. Entao, pelo Teorema 1.1, todo

Ci tem medida nula. Conseqiientemente, a unido enumeravel C = U Cyi tem

keN
medida nula. Portanto, para demonstrar o teorema sera suficiente mostrar que

todo ponto x Z C é recorrente.
Sejam z € M \ C e V uma vizinhanca qualquer de z. A definicdo de B
implica que existe algum k£ € N tal que z € Vi e Vi, € V. Como z Z C,

AV
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CAPITULO 1. TRANSFORMAGCOES QUE PRESERVAM MEDIDA

também z Z C, isso implica que z tem algum iterado f"(z) € Vi, para algum
n > 1. Em particular, f*(z) € V, para algum n > 1, pois V, C V. Como V é
arbitrario, temos que x é recorrente. [

Observacao 1.5. As conclusoes dos Teoremas 1.1 e 1.4 nao sao verdadeiras,
em geral, se omitirmos a hipdtese de que u é finita.

Exemplo 1.6. A fungao translagio de 1 unidade f : R — R, isto é,
f(z) = x + 1 para todo = € R, deixa invariante a medida de Lebesgue em
R (que é infinita) e por outro lado, nenhum ponto é recorrente para f.

1.2 Exemplos de medidas invariantes

Nesta secdao apresentamos alguns exemplos simples de medidas invariantes
por transformacoes.

1.2.1 Expansao decimal
A transformagao f : [0,1] — [0,1] definida por
f(z) = 10z — [10z]

onde [10z] representa o maior inteiro menor ou igual a 10z. Isto é, f associa
a cada = € [0,1] a parte fraciondria de 10z. Veja o grafico de f descrito na
Figura 1.1.

T
e
|

|
|
|

REEN

{4
O a9 s e s 1

Figura 1.1: Transformagao parte fracionaria de 10z

O gréfico de f foi esbogado conforme a seguir:

e Sezxc€ 0,% entdao 10z € [0,1) e portanto a sua parte inteira [10z] é

igual a 0. Isto quer dizer que neste intervalo a transformagao f é dada
por f(z) = 10z — 0.
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA

1L 2
e Sexe€ o’ E) entao 10z € [1,2) e portanto a sua parte inteira [10z]

é igual a 1 e tem-se f(z) = 10z — 1.
k+1

10" 10

e portanto a sua parte inteira [10z] é igual a k. Assim, f(z) = 10z — k.

e Em geral, sez € paraalgum 0 < k < 9 entdo 10z € [k, k+1)

Afirmacao: A restricao da medida de Lebesgue ao intervalo [0, 1] é invariante

por f.
Prova: Seja o intervalo (0,a) C [0,1] com 0 < a < 1. Como f restrita a cada

kot 1), 0 < k <9, é bijetora, entao f~1(0) e f~1(a)

10’ 10
s o X .k k+4a
sa0 os tunicos pontos em cada um dos intervalos e esses pontos sao 10 e T

um dos intervalos [

respectivamente, pois

: f(%):k—[k]:k—k:[)::»f'l( )=O{-1‘%}

k=0

k DL
. f( ;B“):k+a—[k+a]:k+a—k=a=>f—l( )=g]{ K)“}

Entao,

(5557) =#(05)
(%)

k=0

10 vezes
Agora, se (a,b) C [0,1] entdo f preserva a medida u desse intervalo, pois

p(f7 (@) = 1 (f71((0,6) = (0,0))) = 1 (£7((0,0))) = 1 (£ ((0,)))
= 1((0,0)) = p((0,0)) = b — a = p((a,b)).

Portanto, pelo lema a seguir, conclui-se a Afirmagao.

Lema 1.7. Sejam (M, A, 1) um espaco de medida finita e f : M — M uma
transformacao mensurdvel. Suponha que existe uma algebra € que gera a
o-dlgebra A tal que p(A) = p(f~'(A)) para todo A € €. Entdo, o mesmo vale
para todo conjunto mensuravel A, isto €, a medida p é invariante por f.

AVA
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CAPITULO 1. TRANSFORMAGOES QUE PRESERVAM MEDIDA 10

Demonstracao: Considere
B={AcA; f(A)eAeud)=pnf(A)}.

Devemos mostrar que B = A. Em primeiro lugar, por hipétese, a édlgebra C
estd contida em B. Como A é a menor o-dlgebra que contém €, entdao basta
mostrar que B é uma o-édlgebra. Para isto, basta mostrar que B é fechada por
uniées enumeraveis e complemento.

Dado B € B e como f~!(M) = M, temos
p(f71(B%) = p(f~ (M\ B)) = u(f~ (M) \ f71(B))
= p(f'(M)) — p(f71(B)) = (M) — u(B) = (M \ B) = u(B°).

Portanto, B¢ € B.
Dados A, B € B, provemos que A \ B € B. Temos por definicio de B
que A, B € A. Como A é gerado por €, basta mostrarmos para A = Z A;e
i=1

B= Z B;, onde A;,B; € €. Logo,

=1

A\B= A,)\B ZA\B Z(A\ZB)

A\B)

Assim,

w(f

Seja C; = f~1
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CAPITULO 1. TRANSFORMAGOES QUE PRESERVAM MEDIDA

Jri(As X Bj)‘) = u(f7" (Ai\ By)")

+3 (f‘A\Bk \Uf A\B))

‘:U(f '(Ai\ B))

,u(f-l(A\Bk)\U(A\B ))

k-1
(A \B) \ U(A:-\Bj)))

Jj=1

k-1 e
(A,\B)C+Zu(A \Bk)\UA \ B;) )

11

= (A \ B))* + (Z ((Ai \ Bi) \ U(A,- \ BJ-)) )

=p (U(A,- \ Bj)c) .

Portanto, usando (1.2.1), obtemos

i=1

W(f(ANB) =Y (1 - u _U(Ai\Bj)ﬂ)) =35 _U(A;-\Bj)c)

i=1

:ijj;u fj(A;—\BJ-)) =;:(Z ﬂA \B))

i=1
= u(A\B).

Mostremos que B é fechado por unido enumeravel. Sejam A;, Ay, -+ € B.

Definimos os conjuntos disjuntos

k-1
D, =A;,D; =A;\ A;,D3 = A3\ (AjUAy),...,Dp = Ax\ (UA.f)'

j=1

Assim, A = G A= iD"‘ Logo,

i=1 i=1
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CAPITULO 1. TRANSFORMAGOES QUE PRESERVAM MEDIDA 12

1.2.2 Difeomorfismos

Seja U um aberto em algum espago euclidiano R? com d > 1. Dizemos que
uma aplicagio f : U — U é de classe C! em U se f ¢ diferencidvel e Df é
uma aplicagao continua.

Um difeomorfismo f : U — U é uma bijecao diferencidvel cuja inversa
também ¢é diferencidvel. Dizemos que f é um difeomorfismo de classe C!
se f e f~! sdo aplicacdes de classe C' em U.

Uma aplicagdo diferenciavel f : U — U é um difeomorfismo local se,
para cada x € U, existe uma vizinhanga V, C U aberta tal que a restricao de
f a V; é um difeomorfismo sobre um aberto W, C U. Dizemos que f é um
difeomorfismo local de classe C' se f é um difeomorfismo local e f|y, e
Yy, sao aplicagdes de classe C.

Observagiao 1.8. Se f : U — R? ¢ um difeomorfismo local de U sobre
V = f(U), entdo para todo z € U, Df(z) € L(R?) é um isomorfismo.

Em termos do determinante jacobiano, dizemos que f : U — U é um
difeomorfismo local se o seu determinante jacobiano é nao nulo em todo
ponto z € U.

Representaremos por vol a medida de Lebesgue, ou volume, em R¢. Em
outras palavras,

vol(A) =/d:1:1...d:rd e /a,p(l\rol:/np(xl,...,xd)dxl...dxd
A A A

para qualquer conjunto mensuravel A e qualquer fungao ¢ integravel.

Observagao 1.9. A férmula de mudanca de varidveis afirma que, para
qualquer conjunto mensuravel A C U, temos

vol(f(A)) = /A |detD | dvol. (1.2.2)

Lema 1.10. Um difeomorfismo f : M — M de classe C! deixa invariante o
volume se, e somente se, o valor absoluto |detDf| do seu determinante
jacobiano é constante igual a 1.

Demonstragao: Como f é de classe C' entdo o seu jacobiano é continuo.
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 13

Suponha que |detDf| > 1 em algum ponto z € M. Entao, como o jacobiano é
continuo, existem uma vizinhanga V de z e algum nimero ¢ > 1 tais que

|[detDf(y)| > ¢  paratodo y € V. (1.2.3)

Substituindo A = V na equagao (1.2.2) e usando (1.2.3), obtemos

vol(f(V)) = /v |[detD f| dvol > /;a dvol = avol(V) > vol(V).

Denotando B = f(V), temos que f~!(B) = V. Como vol(f(V)) > vol(V)
entdo vol(B) > vol(f~!(B)). Portanto, f nio deixa invariante o volume.

De modo anélogo, mostra-se que para |detDf| < 1 em algum ponto =z € M,
f nao deixa invariante o volume.

Para mostrar a reciproca, suponha que |detDf| = 1 em todo ponto z € M
e considere B um conjunto mensuravel. Seja A = f~!(B), entdo f(A) = B.
Assim, usando (1.2.2), obtemos

vol(B) = vol(f(A / |detD f| dvol = / 1.dvol = vol(A) = vol(f~(B)).
Portanto, f deixa invariante o volume. [

Dada uma fungao p : U — [0,+00), denota-se por i = pvol a medida
definida por

p(A) = /Ap dvol. (1.2.4)

Lema 1.11. Suponha que f: U — U é um difeomorfismo local de classe C!
e p é uma fungao continua. Entao, f deixa invariante a medida p = pvol se, e
somente se,

Z |L = p(y) para todo y € U.

detDf(z)|

z€f~1(y)

u hAF >
Demonstracao: Suponha primeiro que 2 p(z) = p(y) para todo

& TaetD/ ()]

y € U e considere A um conjunto mensuravel. Sejam B,,...,B, as
componentes conexas de f~!'(A). Podemos supor B; disjuntos dois-a-dois
(caso contrério, decompomos A para que isso aconteca). Desta forma, usando
(1.2.4), obtemos

nA) = /.0 y) dvol = / Z |deth dvol i/ p(z) dvol

zef~Y(y)
= u(B;) = u(f(A)).
J=1

Portanto, f deixa invariante a medida g = pdvol.
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 14

Como f é um difeomorfismo local o seu determinante jacobiano é nao nulo
e sendo f de classe C! o seu jacobiano é continuo. Tendo em vista que p e o

plz)
[detD (@)]

Y T p(x)
Para rovar a 1proca, su onha que —
P recip p q xef_l(g) 1deth(:€)] p(y) para

algum y € U. Entao, existe uma vizinhanga V de y tal que

jacobiano de f sdo continuas, segue-se que E é continuo.

zef-1(y)

p(2)
_ t : 2
zefg_l(w) 3etD/ (2)] > p(w) paratodo w €V (1.2.5)

Sejam Uj,...,U, as componentes conexas de f~'(V). Podemos supor,

diminuindo V se necessdrio, que U; N U; = 0 se ¢ # j. Seja z = f~}(w),
entdao f(z) = w. Assim,

w(f~1(V)) = /_l{v p(z) dvol = Z/ : p(z) dvol
i Z / [detD f L / Y Idet.D f{z =i

z€f~1(w)
>/p(w) dvol = (V).
v

Portanto, f nao deixa invariante a medida pu = pdvol.

: p(z)
De modo andlogo, mostra-se que pa _
analogo, 1 que para E;(y) ]deth(:c)|

x € U, f ndo deixa invariante a medida p = pdvol. [

< p(y) em algum

1.2.3 Transformacgao de Gauss
A transformagio de Gauss G : (0,1] — [0, 1] é definida por G(z) = parte
1 1 1
fracionéria de —, ou seja, G(z) = = — [Eji Veja o grafico de G descrito na
xr T

Figura 1.2.
O grafico de G foi esbogado conforme a seguir:

2
a 1. Isto quer dizer que neste intervalo a transformagao G ¢ dada por

G(I)=%—1.

1 1 o 5
e Sex €| -, 1] entao = € [1,2) e portanto a sua parte inteira [E] é igual

1 1 1
e Sex € (% 5] entao - E [2,3) e portanto a sua parte inteira L:] é igual

1
a 2. Logo, G(z) = = 2.

A"A Y

4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16

17

18



CAPITULO 1. TRANSFORMAGOES QUE PRESERVAM MEDIDA 15

1 1
e Em geral, se x € (m, I] para algum k € N entao a sua parte inteira

1
[—] é igual a k. Portanto, G(z) = L k.
T %

T Tl et

{j 1/4 Ii_n :és
Figura 1.2: Transformagoes de Gauss

L
k

1
todo k € N. Portanto, o segundo iterado Gz(—;) nao estd definido nestes

Note que G nao estd definida para £ = 0. Além disso, G(=) = 0 para

pontos e os iterados G", n > 3, nao estao definidos nas suas pré-imagens.
Isto quer dizer, a rigor, que G nao é um sistema dinamico segundo a definigao
dada anteriormente. No entanto, isto nao coloca nenhum problema para o que
pretendemos fazer. Pois, todos os iterados estao bem definidos no conjunto dos
numeros irracionais: basta observar que a imagem de um irracional também é
irracional. Isto é suficiente para os nossos objetivos porque sempre tratamos
de propriedades que valem para quase todo ponto, e o conjunto dos niimeros
irracionais tem medida de Lebesgue total no intervalo.

O que torna a transformacdo de Gauss interessante do ponto de vista
ergédico é que ela admite uma probabilidade invariante que é equivalente a
medida de Lebesgue no intervalo.

De fato: Considere a medida definida por

c
“(A)_[\I-I-l e

para cada mensuravel A C [0, 1], onde ¢ é uma constante positiva. Note que
a integral estd bem definida, pois a fungao integranda é continua no intervalo

[0,1]. Tomando % < 'r:-(:- -

/Ed:rS/ 2 d:rﬁ/cdx=>£fdx§f 2 dxgcfdz.
A? A$+]‘ A 2:\ Ax‘i‘]. A

< ¢, temos
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 16

Portanto, % m(A) < u(A) < cm(A) para todo mensuravel A C [0,1]. Em

particular, i é equivalente & medida de Lebesgue m: as duas medidas tém os
mesmos conjuntos com medida nula.

Proposigao 1.12. A medida p é invariante por G. Além disso, se escolhermos
1

¢ = —— entao p é uma probabilidade.
log2

Demonstragao: Considere a fun¢ao p : R — R definida por p(z) = -

z+1’
onde ¢ é uma constante positiva. Pelo Lema 1.11, p é invariante por G se

tivermos

p(z)
E ' ———— = p(y) para todo y- (1.2.6)
zeG~y) |Gz

Observe que cada y tem exatamente uma pré-imagem z; em cada intervalo

Ll dada por
L e
1

1
G(C!’}k)=;k—k=y"‘=>$k=y_+-—k.

Usando (1.2.7), temos

1 2
caf _C(y+k) st sl U, s c :
s+l 1 +kPy+E+1) T (k) +E+1)
y+k

(1.2.8)

1

' 1
Note que G'(z) = (;) et Portanto, usando (1.2.8) para reescrever

(1.2.6), obtemos

[=.+]

cvch C
- 1.2.9
LZ: kz (y+k) y+k+1) y+1 (L20)

Para verificar que esta igualdade é realmente satisfeita, observe que

1 1 1
W+k)y+k+1) y+k y+k+1

i:( c e A L i i i YR,
y+k y+k+1 y+1 y+2 y+2 y+3

k=1

LB C [ &
+ - = - -
(y+n—1 y+ﬂ) y+1 y+n

A"A Ay
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 17

Desta forma,

o0

s )
W+hy+k+1) Lo — \y+k Cy+k+1

=1

; c é c
= lim — = .
n—*m(y—kl y+n) g1
Que é precisamente o que se afirma em (1.2.9). Isto prova a invariancia.
Finalmente,

1
c
;L([l],l])—/n T dz = c log2.

Logo, escolhendo ¢ = obtemos x ([0,1]) =1

1
log2’
1.3 Existéncia de medidas invariantes

Nesta secio consideremos M um espago métrico compacto e
introduziremos uma topologia no conjunto M,;(M) das probabilidades sobre
os borelianos de M, chamada topologia fraca®, que ser4 titil para provar o
Teorema da existéncia de medidas invariantes.

A definicdo a seguir diz que duas medidas estao préximas se suas integrais
estdo préximas para muitas fungoes continuas.

Definicao 1.13. Dados um nimero ¢ > 0, uma medida ¢ € M;(M) e um
conjunto finito F = {¢,, ..., ¢, } de fungdes continuas ¢, : M — R. Seja

V(u, F,e) = {VEMI(M); ‘/go}. du—/.np_,. du| < € para todo ¢, EF}.

A topologia fraca® é definida estipulando que os conjuntos V(y, F,€), com F
e € variaveis, constituem uma base de vizinhancas da medida pu.

O lema seguinte ajudard a compreender melhor o significado da topologia
fraca®.

Lema 1.14. Uma seqiiéncia (), cy em M;(M) converge para uma medida
1 € M;(M) na topologia fraca® se, e somente se,

/sodun—rfsodu

para toda fungao continua ¢ : M — R.

Demonstragao: Para provar a afirmacao somente se, considere qualquer
funcdo continua ¢ e forme o conjunto F = {¢}. Como p, — p em M;(M),
entdo dado qualquer € > 0, existe um indice 7 a partir do qual p, estd na
vizinhanga (V, i, F, €). Mas isto significa, precisamente, que,

deun—/wd#‘<€

A"A Y
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CAPITULO 1. TRANSFORMAGOES QUE PRESERVAM MEDIDA 18

para todo n > . Em outras palavras, a seqiiéncia / @ dy, — / @ du.

A reciproca afirma que se [ ¢ du, — [ ¢ du, para toda fun¢éo continua

@, entao dados quaisquer F e € > 0, existe um indice #i a partir do qual

Hn € V(,’..t, F,E).
De fato: Seja F = {¢,,...,¢, }. Por hipétese, para cada 1 < j < K, existem

n; tais que
U%—d;tn—/cp, du’<e

para todo n > 7,. Tomando 7 = méx{n,,...,7A,}, temos u, € V(,F,¢)
paran > fi. ]

As principais propriedades da topologia fraca*, necessarias para analisar o
conjunto M, (M), sdo dadas no teorema seguinte.

Teorema 1.15. M;(M) munido da topologia fraca* é metrizavel e compacto.

Vamos comegar por demonstrar que M; (M) é metrizavel, isto é, existe uma
distancia d que gera a topologia fraca* em M;(M). Para isso, usamos o seguinte
resultado:

Proposicao 1.16. Se M é um espago métrico compacto, entao C°(M) tem
subconjuntos enumeraveis densos.
Demonstragao: Ver referéncia [19).

Denotemos por C°(M) o espago das fungdes continuas ¢ : M — R munido
da norma da convergéncia uniforme:

les = @,ll = sup{| ¢,(z) — ¢, (z)]; z € M}.

Pela Proposi¢io 1.16, podemos escolher um subconjunto enumeravel
F = {¢,; n € N} denso na bola unitéria do espago C°(M). Feito isso,
definimos

o0
1
d(py, pp) = Z o /(pn dpy — /fpn dpp (1.3.10)

n=1

para qualquer par de medidas p; e .

A
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 19

Proposigao 1.17. Seja d a expressao em 1.3.10. Entao,
1. d esta bem definida,;
2. d é uma distancia,

3. d gera a topologia fraca* em M;(M).

Demonstragao: Seja B; = {p € C°(M);sup |¢| < 1} a bola unitaria de C°(M).
1. Devemos mostrar que a série em (1.3.10) converge. Note que

1 1
z—nfsondm—-/so,.dm S*Q;(ffw.,lduwflwnldm)
1 2
ot . ‘ = —. 3
<3 ([1dm+/1 dm) (3

w ; i 2 =
Como o termo geral da série em (1.3.10) é limitada por —, entao ela converge.

2. Sejam py, pe2 e uz medidas em M, (M).
Afirmagao 1: d(u,p2) > 0 e d(u, p2) = 0 se, e somente se, 3 = po.
prova: Usando (1.3.11) e supondo u; # pug, entdo existe n > 1 tal que

Uso,, dpn —/w,. dpz| > 0. Logo,

= 1
d(m,m)=25’/so,,dm—/%dm > 0.
n=1

Isto prova que d(y1, u2) > 0. Supondo p; = ps, obtemos

=1
d (1, p12) :Zg /so,. dul—/so,. dpy

n=1

e | — 1
:§2—n [@ndﬂi—fﬂpudﬂlr=25'0=0-

n=1
A hipétese d (p1, p12) = 0 significa que |f ¢, du1 — [, dua| = 0. Logo,
/90,- d “/.90,- dpz =0 = /%‘ duy = [ @; dus (1.3.12)

para todo ¢, € F. Agora, dada qualquer ¢ € B;, podemos encontrar
uma sequéncia de fungoes de F convergindo uniformemente para .
Conseqiientemente, a igualdade (1.3.12) continua valendo para ¢:

/f,o duy =/§0 dy, para toda ¢ € B;. (1.3.13)

De fato: Suponha que ¢,(z) — ¢(z) uniformemente em M. Entao, dado
qualquer € > 0, podemos encontrar ng € N tal que

j>ng = | p,(x) -zp(:c)| < % para todo z € M.
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 20

Usando a igualdade (1.3.12), como p; € py sao probabilidades, obtemos

Usvdm—fsoduz fsadm~/sodm+/w,dm—/«p,-dmi
[ean-[odm+ [o,du- [0, dm'
[odin— [ o, du| +| [ o, dua— [ i o
‘ —f(w,~w)du1’+’f(w,—w)duz’
flf,o,-—f.o! du1+/|so,-—sol dpa

£ & E £
<-2-/dp1'+-§/dm-§+§ £.

Portanto, a igualdade (1.3.13) é verdadeira para toda fungao continua . Isto
quer dizer que p; = pp. O que completa a prova da Afirmacao 1.

Afirmagao 2: d(uy, p2) = d(po, p11)-

Prova: Por definigao, temos

il [ = / i

(fort for)

/‘Pn dﬂ2_f‘t9n dﬂl‘ = d (2, 1) -

Afirmagao 3: d(p1, p3) < d(p1, p2) + d(pz, p13)-
Prova: Por definicao, temos
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 21

d(p, pu3) = '/ n dpuy — ‘Pn dps

1
2— sondm—fsonduz+/wndnz—/sondm

(V%dm sondm‘+f/<pndm—/sondm)

— 1
SZ;V%dm- ©n +Z§;V%dmﬁf%dm
n=1 n=1

= d(p1, p2) + d(p2, p3).

As Afirmacoes 1, 2 e 3 provam que d ¢ uma métrica

3. Devemos mostrar que toda bola B(u, d) = {v € M;(M); d(u,v) < 4} contém
alguma vizinhanga V(u, F,€) e reciprocamente. Dado § > 0 e fixando K > 1
suficientemente grande para que

fj -21;; < (1.3.14)

n=K
e considere F = {¢,, ..., ¢, } formado pelos primeiros K elementos de F. Além
disso, tomemos £ = é
Afirmacao 4: V(u,F,¢) C B(g,9).
Prova: Usando (1.3.14), note que

=1 ¢
—<z.
g;{?* 2

o 1/2(1-1/2%)
4 1-1/2

e usando (1.3.15), obtemos
uEV(p,F,s)ﬁl/@ndp—/wﬂdv <eparatodol <n< K.

Logo,
=1
E: /%dn fsondv
27;
1
=§_:§‘/%dﬁ—/%du+ 2:2_,‘ (Pndﬂ_/(iondy

n=K+1

- J
<Z§; e+ Z 2l +-=6.

=1 n“-K-l—l
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 22

O que prova a Afirmagao 4.
Reciprocamente, dados F = {¢,,...,9, } e £ > 0, como ¥ é denso, existe
para cada j = 1,..., K algum ¢, em J tal que

€
lon; = 5]l < 3- (1.3.16)

Fixemos § = 2¢ > 0 suficientemente pequeno para que
2M§ < % paracada j=1,..., K. (1.3.17)

Afirmagao 5: B(u,d) C V(u,F,¢).
Prova: Por definigao, v € B(u, d) implica d(u, v) < §. Paracadaj =1,..., K,
obtemos

%fgo,,jd,u—/gonjdv <y = ‘/gonjdp—/cpnjdv < 2§

o que implica, combinando as desigualdades (1.3.16) e (1.3.17), que

/wjdu—/wjdv S‘/wjdu—/son, dﬁl“l“/son,-dﬂ—/ﬂf’n,dl’

+‘/tpnj du—/wj dv| < —/({pnj—l,bj) dp,‘ 4 om§
E
+ /(son,-—zb,-) dv Ssuplson,-—%lfdwrg

€
tsup in, =] [ = lgm, =l + 5 + o, =]
<-+4-+4= =g.
3383 "
Isto prova a Afirmagao 5.
Resta provar que (M;, fraca®) é um espago compacto.
Um operador linear ® : C°(M) — R ¢ dito positivo se ®(p) > 0 para
toda funcao ¢ € C°(M) positiva em todo ponto.
O teorema seguinte afirma que as integrais sao os tinicos operadores lineares
positivos no espago das fungoes continuas. Uma demonstragao deste resultado
poder encontrada na referéncia [19].

Teorema 1.18 (Riesz - Markov). Seja ® : C°(M) — R qualquer operador
linear positivo. Entao, existe uma tinica medida boreliana p em M tal que

() = /cp du  para toda @ € CO(M).

Observacao 1.19. u é uma probabilidade se, e somente se, ®(1) = 1.
De fato: Usando o teorema de Riesz-Markov, obtemos

u(M)z/l i 1) = 1.
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CAPITULO 1. TRANSFORMAQOES QUE PRESERVAM MEDIDA 23

Vamos provar que o espago M;(M) é compacto para a topologia fraca*.
Como M, (M) é metrizdvel, basta provar:

Proposicao 1.20. Toda seqiiéncia (in)icy em M;(M) admite alguma
subseqiiéncia que é convergente na topologia fraca®.

Demonstracao: Seja F = {¢,; n € N} um subconjunto enumerivel denso
na bola unitéria de C°(M).

Afirmagao 1: Para cada n € N, a seqiiéncia de nimeros reais [ ¢, dux,
k € N, é limitada por 1.

Prova: Como sup| ¢,| < 1 e . sdo probabilidades, obtemos

U% dpx S[I(.onl dpx = sup | %I/duk <.

Isto prova a Afirmagao 1.
Como a seqiiéncia / @n A com k € N é limitada, pelo Teorema de

Bolzano-Weierstrass, para cada n € N, existe uma seqiiéncia de indices (k?)jehl
tal que

/ ©n d;.sk;- converge para algum nimero ®,, € R quando j — oo.

Além disso, cada seqiiéncia de indices (Jrc;""l)jeN pode ser escolhida como
subsegiiéncia da seqiiéncia anterior (k7). y. Definimos ¢ = k] para cada
J € N. Por construgao, a menos de um nimero finito de termos, (¢;) jen € UMa
subseqiiéncia de fndices de cada uma das (k7), . Logo,

/ ¢n dpeg;, — ®,  para todo j € N.

Afirmagao 2: ®(p) = lim / p dpe, existe para toda fungao p € C°(M).
j—oo

Prova: Suponha primeiro que p estd na bola unitdria de C°(M). Dado
qualquer € > 0, podemos encontrar ¢, € F tal que | p — .|| < . Entao,
como p; é uma probabilidade, obtemos

Vpdm,-—/aon dpg;| = _/(p—son) dyse, S/Ip—wnl dpe;

:supl P“Pn!/ dﬂzj =sup| p—gonl
= || p— ¢nll £ € para todo j.

Como / ©n dpe; — P, para todo j € N, seque-se que

lim sup / pdpie; — lim inf / pdug;| < ’_lim sup / pdpe; — lim sup / Pndpie
J—00 J—o0 J—o0 J—o0
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 24

lim inf/(pﬂ dpe; — lim inf/p dpe;| = hm sup fpd,ueJ /(,o,,d,u,gJ
j—oo

o0

+ lim inf ./pdmj —/rp,, dpe;| < llm sup € + hm infe=e+e=2¢

j—oo

Como € é arbitrario, entao lim sup / p dpe; = lim inf / p dye;. Portanto, o
j—oo

j—oo

lim / p duy; existe. Isto prova a Afirmacao 2 quando a fungéo estd na bola
j—o0

unitéria. O caso geral reduz-se imediatamente a esse, substituindo p por

..
, ) Il ll
Assim, completamos a prova da Afirmacao 2.
Afirmagao 3: O operador ® : C°(M) — R definido por ®(p) = lim / p dyse;
j—oo

¢ linear e positivo: ®(p) > min p > 0 para toda fungao ¢ € C°(M) positiva em
todo ponto. Além disso, (1) = 1.

Prova: Suponha p;, p; € C°(M) positivas em todo ponto. Entdo, dado ¢ € R
e usando o Teorema da Convergéncia Monétona, obtemos

® (cp1 + p2) =3,l§g / (cp1+ p2) dpe; = / Jim (cpr + p2) dp,
= /J_]im cpy dpe; + /J_lirgopg s,
o[ s f

=cfim, | o e+ Jim, | 2 du = 00 + 265

Isto mostra que ® é linear. Além disso, por definicao e como e; € uma
probabilidades, obtemos

®(1) = Lim [ 1 dpy, =jlil&/dmj =lhn | =1

j—oo j—oo

Assim, completamos a prova da Afirmagao 3.

Como @ ¢ linear e positivo, pelo Teorema de Riesz-Markov, existe alguma
probabilidade boreliana g em M tal que ®(p) = [p du para toda fungao
continua p € C°(M). Agora a Afirmagao 2 pode ser reescrita como

/p dp = lim /p dpe; para toda p € C'(M).
j—o0

De acordo com o Lema 1.14, isto quer dizer que a subseqiiéncia (mj)jeN

converge para g na topologia fraca*. Logo, M;(M) é compacto. Isto
completa a demonstragao do teorema 1.15. B

Dadas f : M — M uma transformagdo mensurivel e x4 uma medida
qualquer de M. Denota-se por f,u, e chama-se imagem de p por f, a medida

fip: A— [0! +00]
definida por f,u(A) = u(f~'(A)) para cada conjunto mensuravel A C M.
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Observagao 1.21. p é invariante por f se, e somente se, f,j1 = p.
De fato: Por definigao e supondo p invariante, obtemos

fo(A) = p (F71(A)) = p(A).

Consideremos a transformagio f, : M;(M) — M;(M) que associa a cada
1 € Mi(M) a medida f,u € M;(M).

O lema seguinte afirma que se f é continua em M entao f, é continua na
topologia fraca* de M;(M).

Lema 1.22. A transformagao f, : M;(M) — M;(M) é continua relativamente
a topologia fraca*.

Demonstragao: Devemos mostrar que se g, — p em M;(M) entdo
fettn — fip. Suponha que p, — p em M;(M) e seja ¢ € C°(M) uma
fungao qualquer. Entéo, combinando a observagao 1.21 com o lema 1.14,

obtemos
/wdf‘;m:/wdﬂnﬁfwdu:fwdf:u-

Isto prova que fiu, — fopu na topologia fraca*. ]

O teorema seguinte garante a existéncia de medidas invariantes em
grande generalidade.

Teorema 1.23. Seja f : M — M uma transformagao continua num espago
métrico compacto. Entao, existe pelo menos uma probabilidade invariante por
p 2t

Demonstragao: Considere qualquer probabilidade ¥ em M: por exemplo, a
medida de Dirac num ponto qualquer. Forme a seqiiéncia de probabilidades

n—1
1 ’
=0

onde f/v é a imagem de v pelo iterado f7. Pelo Teorema de Riesz-Markov,
esta seqiiéncia tem algum ponto de acumulacio: existe alguma subseqiiéncia
de fndices (nk).cn € alguma probabilidade 1 € M;(M) tais que

Y , 1 ;
n= kll.rllooﬂ"" = 4 : (1.3.19)

Agora é suficiente provar o lema seguinte.

Lema 1.24. Todo ponto de acumulagdo da seqiiéncia (fn),cy ¢ uma

probabilidade invariante por f.

Demonstracao: Seja p um ponto de acumulacao de (u,,), isto é, u = klim 7
—00

A
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 26

ﬂk—-l

para alguma subseqiiéncia (p,, ). Note que Z fv=v+fw+ -+
j=0

Portanto,

ﬂk-—l

Y flv—v=fw+--+ (1.3.20)

j=0
Seja A C M um conjunto mensuravel qualquer. Note que
n—1 ng—1 1 n—1 .
( > 1! )(A) - ( >R ) () = 250 2 v (17 A)
=0

ﬂkl ﬂk’

=— Z (F7(f71(A))) = Z (F71(A))
m‘—l ng—1
= Z fHu(A) = ( lk > f:‘+1u) (A).

j=0

Portanto,

( Zf’ ) - Zf’“ (1.3.21)

A partir de (1.3.19), combinando o Lema 1.22 com as igualdades (1.3.21) e
(1.3.20), obtemos

ng—1 ng—1 np—1
ot 35 ) < i (L3 0) = i 3

ng—1

= lim —(f.u+ o foel g fPey) = Ilm — (Z flv—v+f ) .

k—+o00 711

o e A 1 1
Como v é limitada por 1, entao lim — v < lim — = 0. Note que, para
k—+o00 My k—+o0 T

todo conjunto mensuravel A C M e como v(f~™(A)) é limitada por 1, obtemos

1 1 1
—fMu(A) = —v(f™(A)) < i Portanto, lim -1-f"*u < lim — =0.
Ny g Ny

k—+o00 Ny, k—+o00 T
Deste modo, usando (1.3.19), obtemos

nkl

fon = lim _ij =

k—+o00 Tk

Logo, p é invariante por f. Isto completa a demonstragao do teorema 1.23. m

Os exemplos a seguir mostram que nenhuma das hip6teses do Teorema
1.23, continuidade e compacidade, podem ser omitidas.
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CAPITULO 1. TRANSFORMAGOES QUE PRESERVAM MEDIDA 27

Exemplo 1.25. A transformagao f : (0,1] — (0, 1] definida por f(z) = %
nao admite probabilidade invariante.

De fato: Suponha que f admite alguma probabilidade invariante e seja p
essa probabilidade. Entao, pelo Teorema de Recorréncia 1.4, p - quase todo
ponto = € (0, 1] é recorrente para f. Absurdo!, pois a érbita de qualquer ponto
z € (0, 1] converge para zero. Em particular, ndo acumula no ponto inicial z.
Portanto, nao existe nenhum ponto recorrente para f. [

Exemplo 1.26. A transformagéo f : [0, 1] — [0, 1] definida por
T
—, se T#0
@) ={ gt S ”

, se =0

nao admite probabilidade invariante.

De fato: Suponha que f admite alguma probabilidade invariante e seja u essa
probabilidade. Entao, pelo Teorema de Recorréncia 1.4, pu-quase todo ponto
z € [0,1] é recorrente para f. Absurdo!, pois pelo exemplo 1.25, nenhum
ponto z € (0, 1] é recorrente para f. Portanto, se existir alguma probabilidade
invariante u ela tem de dar peso total ao tinico ponto recorrente que é x = 0.
Em outras palavras, u precisa ser a medida de Dirac dy suportada em zero, a
qual é definida por

1, se 0€A
do(A) = { 0 se 0ZA (1.3.22)

Mas a medida dy nao é invariante por f, pois tomando A = {0}, temos
o(A) =1e fIA) = =8 (f'(A) = 0.
Portanto, f nao admite nenhuma probabilidade invariante. 3

O exemplo seguinte enfatiza as limitagoes do teorema 1.23 (que sdo
inerentes & sua grande generalidade): as medidas que ele garante existirem
podem ser bastante triviais, por exemplo, neste caso quando falamos de quase
todo ponto estamos nos referindo apenas o ponto r = 0. Por isso, um
objetivo importante é obter resultados mais sofisticados de existéncia de
medidas com propriedades adicionais que tornem mais interessante, por
exemplo serem equivalentes & medida de Lebesgue. Veremos um exemplo
importante de um tal resultado no Capitulo 2.

Exemplo 1.27. A transformagao f : [0,1] — [0, 1] definida por f(z) = %,

para todo z € [0, 1|, admite alguma probabilidade invariante por f.

De fato: Como o intervalo [0, 1] é compacto e f é continua em [0, 1], pelo
Teorema 1.23, f admite alguma probabilidade invariante. Seja p essa
probabilidade, entao p tem de dar peso total ao \inico ponto recorrente que é
z = 0. Em outras palavras, p precisa ser a medida de Dirac dp suportada em
zero. Usando a definicao (1.3.22) e tomando A = {0}, obtemos

Bo(A) = & (f'(A) = 1

Portanto, dp é invariante por f.
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1.4 Teorema ergddico de Birkhoff

O teorema fundamental da Teoria Ergddica afirma que: para qualquer
subconjunto mensuravel e para quase todo ponto, existe um tempo médio de
permanéncia da 6rbita do ponto nesse conjunto. Este resultado é devido a
Von Neumann que provou um enunciado mais fraco, e sobretudo a Birkhoff,
que provou na forma definitiva que iremos estudar.

Em muitos casos, esse tempo médio de permaneéncia é precisamente igual a
medida do subconjunto, ou seja, orbitas tipicas passam em cada
subconjunto um tempo que é exatamente igual & importancia que a
probabilidade invariante atribui ao conjunto. Isto é o que se chama de
ergodicidade, uma propriedade que remonta a Boltzmann, e que
estudaremos na Segao 1.5.

1.4.1 Comentarios

Comecemos por explicar o que entendemos por tempo médio de
permanéncia de uma o6rbita num conjunto. Dados z € M e um conjunto
mensurdvel A C M, vamos tomar um certo nimero (grande) de iterados
iniciais da 6rbita de z e consideremos a fragao desses iterados que estao em A:

(A 2) = T4 {G €01, ,n—1}; fi(@) € A}.

Observe que isto é o mesmo que

Ta(A, ) = %2)(,. (f(x))

onde x, designa a fungao caracteristica do conjunto A. Isto é,

() 1, se z€A
Xa\E) = 0, se TZA

Em seguida, fazemos n ir para infinito e chamamos tempo médio de
permanéncia da érbita de z em A, o limite das fragoes:

n-—1
r(A,) = lim 7a(A,2) = lim = 3" x, (£(2))
=0

Em geral, este limite pode nao existir. No entanto, o teorema ergddico
afirma que, relativamente a qualquer probabilidade invariante, o limite
realmente existe para quase todo ponto.

Exemplo 1.28. Considerando A = [0,3, 0,4) e

z = 0,335533335555555533333333333333335.... ...
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 29

Ou seja: a expansao decimal de z consiste de blocos de 3s e 5s alternados,
cada bloco (exceto o segundo) com duas vezes mais digitos que o anterior.
Entao, o tempo médio de permanéncia da érbita de z em A, da transformacao
f: M — M definida por f(z) = 10z — [10z], néo existe.

De fato: Note que se np, = # {0 < j <k; fI(x) € A}, entdo

n1:1

n2:n322

ﬂ4=2, n5:3, 716:4, n7=5
ng=ng=---=n5="6
ﬂ1ﬁ=6, 1117:7,...,1131:21
N3z = Ngg = +++ = Ngg = 22

Em geral, temos

k
Ngpk-1 =g =1+ Y 22070 para k> 1.
j=1

k

j=1 1 —2(k—g)—
Toan-1(A,2) = 322,:*] = S +22 2(k—35)—-1
ij=1

cap . Lo
222’ 2 ~3

1
biog

enquanto que

- k
To2¢ (A, T) —_— = ?’;}:" i Z 9-2k-j)-2

=1

Portanto, o tempo médio de permanéncia da érbita de z em A nao existe. =

1.4.2 Enunciados

A seguir enunciaremos duas versoes do Teorema Ergédico de Birkhoff, a
primeira é o caso particular quando ¢ = fungao caracteristica X, do conjunto
A, e a segunda é o caso geral. Provaremos diretamente o caso geral
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 30

Teorema 1.29. Sejam f : M — M uma transformagao mensurdvel e p uma
probabilidade invariante por f. Dado qualquer conjunto mensurdvel A C M, o
tempo médio de permanéncia 7(A, z) existe para u-quase todo ponto z € M.
Além disso,

[782) dutz) = ).

Teorema 1.30. Sejam f : M — M uma transformagao mensurdvel e ;1 uma
probabilidade invariante por f. Dada qualquer funcio integrdvel ¢ : M — R,
o limite

n-1
B(@) = Jim 3" o (F(=)) (1.4.23)
j=0

existe para u-quase todo ponto z € M. Além disso, ¢ é uma funcao integravel
com [$dp= [pdu e $of=p. Finalmente, para qualquer 1 < p < oo,
se @ € LP(p) entdo ¢ € LP(k) e tém-se || @I, < || -

Demonstragao: Comegamos por provar a exlstencw, do limite (1.4.23) para
p-quase todo ponto z € M, que é o ingrediente fundamental do teorema. Como
toda fungao pode ser escrita como diferenga de duas fungoes nao negativas

@(z) = méx {¢(z),0} — méx {—p(z),0} para todo z € M.

Entao, sem restri¢ao, podemos supor ¢ > 0. Para cada z € M, consideremos
as funcgoes

n-1 n-1
7 @)= limsw 2 0 (F2) ¢ ¢ @)= limint 13 (F@)
=0 =0

Agora, basta mostrar que

[oaus [oaus [gan (1.4.24)
pois

f?ﬁdnsfsod#S/gd,u=>f¢dpS/gduﬁf(ﬁ—g)dnﬁﬂ-

Como @ — ¢ 2 0, segue-se que P — ¢ = 0 implica p = ¥ para
p-quase todo ponto z € M , que é precisamente o queremos concluir.

Para provar a desigualdade / pdu< f @ dp introduzimos
@, =min{p, K},

onde K € N é um inteiro fixado suficientemente grande. Também fixamos
€ > 0 suficientemente pequeno e, para cada z € M, definimos

n-1
t(z) = min {n2 i %Zw(fj(a:)) 2(,_9!{(1:)—6}. (1.4.25)
=0
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CAPITULO 1. TRANSFORMAGOES QUE PRESERVAM MEDIDA 31

Note que, por definigao de limsup e porque 3 > @, , t(z) sempre existe. Note
ainda que (1.4.25) implica

t(x)—-1

> 0(fi(@) 2 tz) (B, (=) —2) (1.4.26)

=0
Finalmente, escolhemos T > 1 suficientemente grande tal que o conjunto
A={zeM; t(z) >T} tenha u(A) < -—E-
Note que isto é sempre possivel, pois a familia de conjuntos
A, ={z eM; t(z) =n}

forma uma particao do espago M. Logo, tem-se

D u(Aq) = p(M) = 1.
n=1

Portanto, tomando T> 1 suficientemente grande, obtemos

u(A) =Y u(An) < = - (1.4.27)

n>T

Agora, para cada x € M e n > 1. definimos uma seqiiéncia zg, z1, . .., Zs
de pontos em M e uma seqiiéncia to, 1, ...,t, de nimeros inteiros positivos,
do seguinte modo:

1. Tomamos zy = z.

2. Suponhamos que z; ja foi definido. Para as defini¢oes de t; e de z;4;
temos duas possibilidades:
(a) se t(x;) < T entdo tomamos &; = t(x;) e iy = f4(z;).
(b) se t(z;) > T entao tomamos £; =1 e ;4 = f(x:).

3. Terminamos quando encontramos z, tal que

o+ttt +t, >n. (1.4.28)
Usando ¢; = t(z;) < T, a desigualdade (1.4.28) pode ser escrita como
Lidedisbanedid s nall Smaip, (1.4.29)
Note que, no caso (2a), escreve-se a estimativa (1.4.26) como

i @ (f(z:) > t: (B, (z:) —¢) -

i=0
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 32

E claro que esta desigualdade implica a seguinte:
31 ti—1 ‘
Y e (F@)) 2B, (z:) — ) = Y_Kx, (fi(z))
=0 =0

Portanto,

ti—1
Y (p+Kx,) (fi() 2t (P, () — &) =t: (B, (x) —€)  (1.4.30)
j=0

onde a tltima igualdade segue de que B, © f(y) = ¥, (y) para todo y (ver
abaixo prova de afirmagao andloga para @).
Observe que, uma vez que a medida u é invariante por f, tem-se

/(90+K XA)Of"duzf(goJerA)du para todo j.

No caso (2b), temos

S (k0] () = loc ) ) = e L1ew ()
=0
=p(@)+K>K>t (7, (z)—¢). (1.4.31)

Entéao, usando (1.4.30), (1.4.31), (1.4.29) e escrevendo 7 =g+ t; + -+ + 41
para simplificar a notagéo , obtemos

n—

Zl (v +Kx,) (f(z) = § (tf (¢+Kx,) (fj(:ns-)))

3=0 i=0 \j=0

n—1 s-1

+2 (e +Kx,) (F(2) 2 (Z t‘-) (P (z) —¢)
=T i=0

F02 (n=T)(Blz) —¢). (1.4.32)

Integrando o primeiro e tltimo membros, como u é invariante por f, obtemos

/f(w+KxA)(fj) dp Z/(R—T)(ﬁxmg)dﬁ
=0
:‘*g/(w-irkxa)(fj) dpu > (n—T) (/@Kd,u+5)

ﬁzgj'/(w+!(xa) dp>(n—T) (/g’o‘xdp—e)
z:»n/(t,p%-K Xx,) du>(n—-T) (/ax d,u—a).
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CAPITULO 1. TRANSFORMAGOES QUE PRESERVAM MEDIDA 33

Dividindo ambos os termos por n, obtemos

f(‘#+KX,)dﬂ2(1—g) (fs‘oxdn—e)-

Fazendo n — oo e usando (1.4.27), temos
/(so+K Xa)d#Z/"ﬁxdﬂ—E:/‘ﬂ dn+K#(A)2f¢Kdﬂ—e
o que implica / @ dp > / ®, i — 2¢ para todo £ > 0. Portanto, como € é

jsoduzfﬁdu-

A igualdade [ ¢ du < [ ¢ du é provada de modo semelhante, apenas

arbitrério, segue-se que

indicamos as diferengas com relagao a desigualdade anterior. Consideremos

t(z) = min {n >1; %:z;;go(fj(x)) < ¢(z) +E} : (1.4.33)

Note que, por definigao de lim inf, t(z) sempre existe. Note ainda que (1.4.33)
implica
t{x)—1

Y @ (Fi@) < t(z) (e(x) +¢) - (1.4.34)

3=0

Finalmente, escolhemos T > 1 fixado suficientemente grande de tal modo que
o conjunto

A={z€eM; t(z) >T} tenha / pdu<e. (1.4.35)
A

Agora, para cada z € M e n > 1, definimos z; e ; do mesmo modo que antes.
Note que, no caso (2a), a estimativa (1.4.34) continua valida:

i @ (F(x:) <t (lz:) +¢).
=0

E claro que esta desigualdade implica a seguinte:

t;—1

§-i
> o (Fi(m) < ti(olz:) +e) + Zcpr (fi(z)) .

=0
Portanto,

t;—1

> (e—wx,) (Fi(z) <t (@lz:) +€) = t: (o(z) +¢) (1.4.36)

j=0
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onde a tltima igualdade segue de que o f(y) = p(y) para todo y (ver abaixo
prova de afirmacao analoga para @).
No caso (2b), temos

ti—1
> (e —ex,) (F@ad) = (¢ - ox,) (@) = o(z:) ~ ¢x, (=)

= (z;) —p < p <t (p(x) +¢) - (1.4.37)
Entao, usando (1.4.36), (1.4.37) e (1.4.29), obtemos

n—1

D (p—wx,) (flx) = Z_i (ti:l (v —ox,) (f*"(:vs)))

Jj=0 =0 \j=0

+ nif (v +ex,) (F@) < (Zl t.-) (¢(z) +¢)

j=r

+ 30 (P@) < (n-T) (plx) +2) + L0 (F(@).
j=r

Integrando o primeiro e tltimo membros, como a medida p é invariante por f
e recorde por (1.4.29) que n — 7 < T, obtemos

fg(w—%) (Ptus [n-T(e+e) dp+/§w<ff) ”
::gf(so—wx*)(fj)dpS(n—T) (fzdwre) +§/w(ﬁ‘)dﬂ
:g/(wmvxﬁ)(f")d#S(n—T)(/gdn+6) +§f§odn

:ﬁnfwdp—nfapdﬂgn—’r)(/gdp+e) +Tf<,od,u
A

Dividindo ambos os termos por n, obtemos

/sodu—/)\sodus(l—g)(/fdwre)+%/wdﬂ-

Fazendo n — oo e usando (1.4.35), temos

/'(pdp~£§/gdu+ez>fgodp§fgdp+2e para todo € > 0.

Portanto, como € é arbitrario, segue-se que

/‘Pdﬂﬁffdﬂ-
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Isto termina a prova da existéncia do limite (1.4.23).

n-1
Note que Z o (f(z)) = () +(f(z)) +--- + ¢ (f**(z)). Portanto,

n—1
Yo (F@) - @) = @)+ +o (). (1438)
Usando o limite (1.4.23) e a igualdade (1.4.38), obtemos

Fofz) = lim 3 (/)
3=0

n—oo T}

lim (o () + -+ (=) + 0 (@)

: ( (=) —w(x)+so(f“(x)))

Note que lim % @(z) = 0, pois ¢ é limitada. Portanto,
Fo flz) = lim 130 (F@) = im "L LS ()
n-éoonjzo n—oo M n+lj=0

= >0 (@) =),

= lim
n—0o0

Isto prova que @ o f = @ para p-quase todo ponto z € M.
Note que, usando o limite (1.4.23), o Teorema da Convergéncia Monétona
e o Teorema A.15, obtemos

- ; 1 n—1 ) - 1 n—1 '
fso dp = /r}ggo;;w(f’(x)) dp = n{l&f;;w(f’(x)) dp

. 1 -1 3 ' lﬂ—l
=,}Lng°;Zfso(f’(x))dn=,}Lngogz:/sodu
0 =0

1
= lim ;-nfcpduz lim /godp:fgod,u.

Isto prova que f @ du = / o dyu para p-quase todo ponto x € M.
n—1

Note que | §(z)| < lim %Z| ¢ (f7(z))|. Entao,
=0

| G < lim (;lzin sa(ff(x))l) - (1.4.39)
=0
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n—1
1 : .
Como cada = E @ (f’(z)) é uma fungdo mensurdvel e todas elas sdo
i=0
limitadas inferiormente pela funcao identicamente nula, que é integravel pelo
n—1

L ; : s
Teorema A.12, entao a seqiiencia de fungoes = Z ¢ (f7(z)) satisfaz as hipéteses
=0
do Lema de Fatou. Sendo | @(z)|” uma funcdo positiva, para provar que é
integravel, basta mostrar que o limite em (1.4.39) define uma funcao integravel,
o que, pelo Lema de Fatou, se reduz a mostrar que

n—-1 p
lim inf (12| (p(fj(:r:))l) dp < oo.
n e

Usando @ o f = ¢, observe que

ln—l 2
={=Y Il ) = ¢llp-
(n o P P

Portanto, o limite em (1.4.39) define uma fungao integravel e usando o Teorema
da Convergéncia Monétona, obtemos

n—1 P
/ o (é >l (fi(z))|) du < | ol

j=0

Isto mostra que | @|P é integrdvel o que implica @ € LP(u). Finalmente, dado
qualquer 1 < p < oo, obtemos

n—1

I 2lI7 =[l<.”5l‘° dnS/,}Ltgo (%ZI w(f’(w))l) du < | olly-

J=0

Isto prova que || @||, < || ¢l - A prova do teorema estd completa.

1.5 Ergodicidade

Uma transformagao f : M — M diz-se ergédica para uma probabilidade
invariante p (dizemos, também, que a medida u é ergddica para f, ou que o
sistema (f, p) é ergédico) se as médias temporais dadas pelo Teorema de
Birkhoff 1.30 coincidem para p-quase todo ponto x € M com as respectivas
médias espaciais:

L SR e ©
nlir{:o;;w(f’(x)) —/so dp
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CAPITULO 1. TRANSFORMAQOES QUE PRESERVAM MEDIDA 37

para toda funcao p-integravel ¢ : M — R e p-quase todo ponto z € M.
Um conjunto mensurével A C M diz-se invariante por f se f~'(A) = A.
Dizemos que uma funcao mensurdvel ¢y : M — R ¢ invariante por f se

Yof=1.

Proposi¢ao 1.31. Sejam f : M — M uma transformacao mensuravel e p
uma probabilidade invariante por f. As seguintes condigoes sao equivalentes:

1. O sistema (f, u) é ergddico.
2. Para todo conjunto A invariante por f, tem-se u(A) = 0 ou pu(A) = 1.

3. Toda fungao % invariante por f é constante num conjunto de medida
total.

Demonstragao: (1) implica (2): Considere ¢ = x,. Como o sistema (f, 1)
¢ ergodico, entao

n-1
JLI{_!O%Zw(f"(I)) =/<.0 du
=0

para toda fungdo p-integrdvel ¢ : M — R e p-quase todo ponto z € M.
Aplicando o Teorema de Birkhoff 1.30, obtemos

5@ = [odu=[x, du= [ au=nt) (1.5.40)

para u-quase todo ponto z € M.
Como A C M é invariante por f, entao

z €A f(z) € A= 0 (f(z)) =) (1.5.41)

para todo 7 > 0 e para todo z € M. Usando (1.5.41), note que

#w) = lim =30 (@) = lim 1Y () =0le) =x, (). (1542)
i=0 =0

Logo, u(A) = @ (z) = ¢(z) = x, (). Portanto, como x, (=) s6 toma valores 0
e 1, temos que p(A) =0 ou u(A) = 1.

(2) implica (3): Seja ¥ : M — R uma funcao invariante por f qualquer.
Entdo, ¢ o f(I) = ¥(I) implica f~(3»~*(I)) = ¢ ~(I) para qualquer intervalo
I C R. Isto mostra que a pré-imagem % ~!(I) é um conjunto invariante por f.
Portanto, pela hipétese (2), u(¥~1(I)) = 0 ou p(¢~'(I)) = 1. Como I é um
intervalo qualquer, temos que p(y~1(1)) = 1 e u((xp~1(I))°) = 0, isto prova
que ¥ é constante num conjunto com medida g total.

(3) implica (1): Seja ¢ : M — R uma fungao integravel qualquer. Pelo
Teorema de Birkhoff 1.30, a média temporal ¢ é uma funcao invariante por f.
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 38

Logo, pela hipétese (3), @ é constante em u-quase todo ponto z € M. Entao,
usando o Teorema de Birkhoff 1.30,

#e) = [Gdu= [ du

para p-quase todo ponto z € M. Portanto, o sistema é ergédico. =

Proposigao 1.32. Sejam f : M — M uma transformacao mensurédvel e p
uma probabilidade invariante por f. As seguintes condigoes sao equivalentes:

1. O sistema (f, u) é ergédico.

n—1

2. Se A, B C M entéo lim — Zﬂ f77(A)NB) = u(A)u(B).
J—O

Demonstragao: (1) implica (2): Suponha que o sistema (f, u) é ergédico.
Aplicando o Teorema de Birkhoff 1.30, obtemos

n—1

ufd.] .
lim =) " x, o f =/x,\dn=#(A),

n—oo 1
=0

onde o limite é tomado no sentido da convergéncia em L2(x). Entao, usando
o Teorema da Convergéncia Moné6tona, obtemos

p(A)u(B) =fu(A)x,,du=f (hm Zx Of’)x dp
Z/(x o f) xydp = lim ~ Z/ X, Xo Al

lim — Zu(f"’(A) NB).

n—oo 7}

Para a terceira igualdade na seqiiéncia acima, note que x, ¢ uma fungao real
e o produto interno em L?(u1) é continuo.

(1) implica (2): Suponha que vale a segunda propriedade e seja A C M tal
que f~}(A) = A. Entao,

HA(A) = lim L3 u(FHA) N A) = Jim L3 ua) = ua)
=0 =0

Logo, (A)? = u(A), o que implica u(A) =0 ou pu(A) = 1. .

O exemplo a seguir mostra uma interpretagao do limite na segunda condigao
da proposicao 1.32
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 39

Exemplo 1.33. Suponhamos que temos em um recipiente M com agua uma
mancha de tinta vermelha numa certa regido A e uma mancha de tinta branca
numa outra regiao B. Consideremos em M uma transformacao f que consiste
em agitar o liquido no recipiente. Se u(B) > 0, dizer que

n—oo 7 <

lim £ 3™ 4 (F(A) NB) = w(A)u(B)
3=0

equivale a dizer que

i L3 £07A0B)

O quociente _
p(f7(A)NB)
1(B)
representa a proporgao de tinta vermelha existente na regiao B depois de agitar
j vezes. A igualdade (1.5.43) significa que, em média, a proporcao de tinta
vermelha na regiao B se aproxima da proporgao que a regiao A ocupa no
recipiente M.

1.6 Exemplos e aplicagoes

Nesta segdo, descreveremos diversos exemplos de sistemas ergédicos.
Consideremos M = R? com d > 1 e m = medida de Lebesgue (volume usual).

1.6.1 Expansao decimal

Considere a transformagao f : [0,1] — [0, 1] definida por
f(z) = 10z — [10z|, para todo z € [0, 1].

Afirmacao: f é ergdédica para a medida de Lebesgue m.
De fato: Mostramos na Subsecao 1.2.1 que a medida de Lebesgue m restrita
ao intervalo [0, 1] é invariante por f. Tendo em vista a Proposicao 1.31, s6
resta provar que se A C [0,1] é um conjunto invariante por f com medida
positiva entao A tem medida total.

Suponha que A é invariante por f e m(A) > 0. Entao, pelo Teorema A.24,
m-quase todo ponto p € A é ponto de densidade de A. Como estamos tratando
com subconjuntos de R, a condigdo (A.8.2) torna-se

lim inf {m([ i I C (p —¢,p+ ¢€) intervalo contendo p} =1. (1.6.44)

e\ Tm(D)
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 40

Fixemos um ponto de densidade p € A qualquer e considere a seqiiéncia de
intervalos

e | T +1

#7102 T10%

que contém o ponto p, onde k € N e nx € Z. A propriedade (1.6.44) implica

que
m(IxNA)

m(Ik)

Note que cada f* ¢ uma bijecao afim de I, sobre o intervalo [0, 1). Isso tem
a seguinte conseqiiéncia, que é fundamental para o nosso argumento.

m(7H(A) _ m(Ay)
m(f¥(Az))  m(As)

para quaisquer subconjuntos mensurdveis A; e Ay de Ix. Aplicando este fato
aA; =I;:NA e Ay = I}, obtemos

m(f"(lk ﬂA)) . m(f"‘([k ﬂA)) . m(Ix nA)-
m(ffL) — m(0,1) mL)

E claro que m(0, 1) = 1. Além disso, como estamos supondo que A é invariante
por f entdo f* (I N A) estd contido em A. Deste modo, obtemos

— 1 quando k — o0.

(1.6.45)

m(I;, nA)'

m(A) 2 m(Ix)

converge para 1, segue que m(A) = 1. ]

Em seguida vamos dar uma aplicacdo deste fato no contexto da Teoria
dos Nimeros. Dizemos que um niimero z € R é balanceado se todo digito

w3 1 i ;
aparece com a mesma freqiiéncia de 7o D@ Sua expansio decimal.
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 41

Observagao 1.34.

e Em geral, é muito dificil decidir se um dado nimero irracional é
balanceado ou nao.

e Nao é sabido até hoje se o niimero 7 é balanceado.
e Quase todo nimero é balanceado.

Proposicao 1.35. O conjunto dos nimeros z € R nao balanceados tem
medida de Lebesgue nula.

Demonstragao: Como o fato de ser balanceado ou nao é independente da
parte inteira do nimero, entao sé precisamos mostrar que quase todo ponto
z € (0, 1] é balanceado. Considere a transformagao f : [0, 1] — [0, 1] definida
por f(z) = 10z — [10z]. Para cada digito j € {0,1,...,9} considere o
g Joja 1
intervalo A; = 10’ 10
f¥(x) = 0,akax41.... Portanto, f5(z) € A, se, e somente se, o k-ésimo
digito da expansao decimal de z é igual a j. Conseqiientemente, o tempo
médio de permanéncia 7(A;,z) é exatamente a freqiéncia do digito j na
expansao decimal de z. Usando o Teorema de Birkhoff 1.29 e o fato de que a
transformacao f é ergédica para a medida de Lebesgue m, concluimos que
para cada j € {0, 1,...,9} existe um subconjunto B; de M com m(B;) = 1 tal
que

Recorde que se z = 0,a0q; ...arars; entao

7(Aj,z) =m(A;) = para todo z € B;.

Entdao B=BoNB;N---NBy ta.mbem tem m(B) = 1.
De fato:

() () ) -

pois Zm (B§) = 0. Portanto, m ('n ) =m(B) = 1. Logo, todo niimero

j=0
z € B é balanceado. 2]

1.6.2 Deslocamentos (shifts) de Bernoulli

Estes sistemas modelam seqiiéncias de experimentos aleatérios em
que o resultado de cada experimento é independente dos demais. Supoe-se que
em cada experimento hd um nimero finito de resultados possiveis, designados
por 1,2,...,d, com probabilidade p(1),p(2),...,p(d) de ocorrerem, sendo

p(1) +p(2) + -+ +p(d) = 1.
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 42

O conjunto M das seqiiéncias a = () ez com cada a, € {0, 1,...,d} contém
os possiveis resultados da seqiiéncia de experimentos. Chamam-se cilindros
os subconjuntos da forma

[k, 6 ak,...,ad ={a €M; ar =ax,...,ar = as},
onde k,£ € Z com k < ¢ e cada a; € {1,2,...,d}. Definimos
(k& a,...,aq) =plax) . ..p(as). (1.6.46)
Heuristicamente, isto significa que a probabilidade do evento composto
Qk = Qky Qkt1 = Gk, ---, Q¢ = Qg

¢ o produto das probabilidades de cada um deles. Isto traduz, precisamente,
que os resultados sucessivos sdo independentes entre si.

Consideremos em M a o-4lgebra B gerada pelos cilindros. A familia By das
unides disjuntas finitas dos cilindros é uma 4lgebra (por convencao, M é um
cilindro e u(M) = 1). Estendemos g de modo que seja finitamente aditiva: se
A € By é a uniao disjunta de cilindros C;, Cy, ..., Cy, definimos

u(A) = p(Cy) + u(C2) + - - - + u(Cn).

Verifica-se que esta funcao u é, de fato, o-aditiva em B,. Por exemplo,
isso pode ser feito usando a Proposicao A.5. Portanto, existe uma tnica
probabilidade na o-algebra B gerada por By que é uma extensao de p, isto é,
que coincide com ela restrita a Bpy.  Chamamos essa probabilidade
medida de Bernoulli definida por p(1),p(2),...,p(d). Para nao complicar
desnecessariamente a notagao, representamos também por p.

No espagco M consideremos a transformagao deslocamento (shift) a
esquerda f : M — M definida por

f ((an)nez) = (an+1)nez
que corresponde a fazer uma translagao no tempo.

Observacao 1.36. A medida de Bernoulli é invariante por f.
De fato: Se A = [k,¢; ax,...,as, entdao f~1(A) = [k+ 1,€+ 1; a,...,ad.
Usando (1.6.46), obtemos, neste caso

w(A) =p(f1(A)).

Como a familia dos cilindros gera a o-algebra B, isto juntamente com o Lema
1.7, prova que a medida p ¢ invariante por f. [ ]

Lema 1.37. Se A e B sao elementos da algebra B, isto é, unioes finitas de
cilindros disjuntos, entao para n suficientemente grande tem-se

p(ANf(B)) = p(A)u(f™(B)) = u(A)u(B).
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CAPITULO 1. TRANSFORMAGOES QUE PRESERVAM MEDIDA 43

Demonstragao: Expliquemos porque esta propriedade é verdadeira quando
A e B sao cilindros. Sejam A = [k,{; ak,...,a] e B = [u,v; by,...,b,).
Para cada n, tem-se f™(B) = [u+n,v+n; by,...,b,). Escolhendo n
suficientemente grande garantimos que u + n > ¢, entao

AN B)Y={d oy =05 0= 80~ Bisos =1}

IU[k)U—}_n; aka"'vafjcf+i}"'1C'u+'n——!1bu)"'1bv]:

onde a uniao é sobre todos os valores possiveis de ce41, ..., Cu4n_e. Usando
(1.6.46) e como Zp(qﬂ) ... P(Cu4n-t) = 1, note que

p(AN f™(B)) = (U W 01 @k s G CEG < o0 Catns Duss v])
=Y p(lk,v+n; ar, ..., 80,001, - Cotntsbus - -, b))
=Y p(ax) .. (@) p(ces1) - - PCutne) P(bu) . .. p(by)
=" u(A).p(ce41) - - - P(Cutn-e)-1(B)

B) Y pce41) - - - P(Cutnt) = p(A)u(B).

Isto prova o lema quando os conjuntos envolvidos sao cilindros. O caso geral
segue do fato de u ser finitamente aditiva. =

Proposicao 1.38. Sejam f: M — M um deslocamento e 2 uma medida de
Bernoulli em M, como antes. Entao, o sistema (f, 1) é ergédico.
Demonstragao: Seja A um conjunto mensurdvel qualquer invariante por f
qualquer. Devemos mostrar que u(A) = 0 ou u(A) = 1. Para tornar a idéia
da prova mais clara, comecemos por um caso particular: suponha que A esté
na algebra By das unioes finitas de cilindros disjuntos dois-a-dois. Nesse caso,
podemos aplicar o Lema 1.37 com B = A. Concluimos que

u(ANF(A)) = p(A)? (1.6.47)

sempre que tomemos n suficientemente grande. Como A é invariante por f,
f™(A) = A para todo n. Entao, a igualdade (1.6.47) pode ser escrita como
1(A) = p(A)?, o que s6 pode acontecer se u(A) = 0 ou p(A) = 1.

Agora, vamos fazer a prova quando A € B é um conjunto invariante por
f qualquer. A idéia é aproximar A por elementos da algebra By, usando a
Proposigao A.6: dado qualquer € > 0, existe Ag € By tal que u(AAAy) < .
Escolha n suficientemente grande, de modo que

1 (Ao N f7(Ao)) = p(Ao)u(f (Ao)) = p(Ao)®. (1.6.48)

Note que:
(ANf(A) \ (AoN f(Ao)) C (A\ Ao) U(f"(A)\ f(Ag)). (1.6.49)
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 44

De fato: Dado z € (AN f~"(A)) \ (AgN f™(Ap)), entéo

zZAy = z€A\Ap
z€A) = z & f™Ao) =>z € f™(A)\ f™(Ao)

Portanto, z € (A \ Ag) U(f™(A)\ f™(Ao)).
Analogamente,

(AN f7"(A0)) \ (AN fT"(A)) C (Ao \ A)U(f7"(A0) \ fT"(A)).  (1.6.50)
De (1.6.49) e (1.6.50), temos
(ANS(A)\ (AN f™(A0)) U (AN f(A0))\ (AN S(A))
C(A\ A U(f™A)\ f™(A0)) U (Ao \A)U(f™(Ao)\ f™(A)).

Portanto,

(ANFT(A)A(A0N f7(A0)) € ADA U (f7(Ao) \ fT(A)).

[1(A 0 F(A)) = p(Ao N F(Ao))| < u((AN F(A))A(AoN F7"(A0)))
< u((AAA)U (Ao N f7"(Ao))) (1.6.51)
= p(AAAg) + u(f " (AAAY)).
< Y(ADA) < 2. (1.6.52)

Além disso,
[I(AY? — u(A0)"| < 2|u(A) - u(Ao)] < 2¢. (16:53)
Juntando as relagoes (1.6.48), (1.6.51) e (1.6.53), concluimos que
[1(A) — w(AY?] < de.
Como ¢ ¢ arbitrdrio, deduzimos que p(A) = u(A)? e entdo, do mesmo modo

que antes, concluimos que p(A) = 0 ou p(A) = 1. ®

1.6.3 Rotagao irracional no circulo

O circulo pode ser visto de duas maneiras: como um subconjunto do
plano complexo S* = {2z € C; | 2| = 1}, que é um grupo sob a operagao de

multiplicagao complexa, ou como o grupo quociente 7 onde a operagao de

grupo € a adicao modulo 1. Consideremos o primeiro caso: dado a € R, a
rotacao de angulo a é a multiplicagao pelo nimero complexo e**

R,: St -— 8t

Zr— e*z
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E claro que R, preserva o comprimento dos intervalos (segmento) de S'.
Usando o Lema 1.7 deduz-se que a medida de Lebesgue (comprimento de arco)
¢é invariante por qualquer R,.

O comportamento dinamico e ergédico de R, depende muito da natureza

. e 5 ; a
de «, como veremos. Dizemos que a rotagao é irracional se o niimero P é
m

irracional, e racional no caso contrério.

Exemplo 1.39. Se K, é rotagao racional entao R, nao é ergdédico para a
medida de Lebesgue, pois todo ponto 2z € S? é periédico com periodo k para
algum k inteiro positivo. Se I for um intervalo suficientemente pequeno, entao
os intervalos I, f(I), f~Y(I),..., f¥1(I) serao dois-a-dois disjuntos e sua uniao
serda um conjunto invariante por f, de medida maior do que zero € menor do
que 1.

Seja m a medida de Lebesgue no circulo. Chama-se L%(m) o espaco das
fungdes ! mensuraveis 9 : S — C cujo quadrado é integravel:

[19f dm <o

E claro que este espago contém todas as fungoes mensuraveis limitadas. Em
particular, todas as fungoes caracteristicas de conjuntos mensuraveis.

De fato: Suponha que ¢ é uma funcao limitada qualquer. Entao, existe K > 0
tal que | ¢| < K. Seja ¢ € L(m), entdo

||‘P||2=/|¢|2de/K2dm=K2/dm<oo.

Outro fato de que necessitamos é que a familia de fungoes {¢x(2) = 2*; 2 € Z}
seja uma base de Hilbert desse espago: dada qualquer ¢ € L(m) existe uma
tinica seqiiéncia (cx),cz de niimeros complexos tais que

o(2) = chz" para quase todo z € S*.
keZ

A proposigao a seguir sera demonstrada usando fatos simples de anélise de
Fourier.
Proposigao 1.40. Se R, é rotagao irracional entdo R, é ergédica para a
medida de Lebesgue.
Demonstragao: Pela Proposigao 1.31, basta mostrar que toda funcao
@ € L*(m) que é invariante por f é constante em m-quase todo ponto z € M.

Usando a expansao em série de Fourier ¢(z) = E cx2*, a condigao de ser
T kez
invariante @ o R, = @ se escreve

E creFdizk = E cx2k.

keZ keZ

1Quando lidamos com L?(m) sempre identificamos fungdes que diferem apenas num
conjunto de medida nula
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 46

Por unicidade dos coeficientes da expansao em série de Fourier, obtemos
cx(e¥* —1) =0 paratodo k€ Z.

A hipétese de que a rotagao é irracional significa que cx(e*** — 1) # 0 para todo
k # 0. Portanto, cx = 0 para todo k # 0. Ou seja, ¢(z) = ¢y para m-quase
todo z € S1. .

Observagao 1.41. A nogao de rotagao irracional se estende para dimensoes
maiores. Dado qualquer d > 1, chamamos d-toro o produto T¢ = S x ... x S?
do circulo por si mesmo d vezes. A rotagao de angulo a = (ay,---,ay) é a

aplicacao
R,: T4 —T¢
Z — (e“"zl, cosy€®24)

. . " x; . . P
A rotacao ¢ irracional se os niimeros 2—’ sao incomensuraveis:
s

(231 Qg
No+nis—+ - +na—=0=>ng=m=---=ng=0,
2T 27
quaisquer que sejam os inteiros mng,ny,...,n4. Usando uma versao
multidimensional das idéias anteriores, prova-se que uma rotagao é ergédica
se, e somente se, ela é irracional.

1.6.4 Transformacgao de Gauss

1
Vimos na subsecao 1.2.3 que a transformagao G(z) = = ;1] admite

uma probabilidade invariante por G que é equivalente & medida de Lebesgue,

nomeadamente,
1

mA)= log2 Jol+z
Temos também que o sistema (G,m) é ergédico. Este fato pode ser
demonstrado pelo mesmo tipo de argumento que usamos na Subseca 1.6.1.
Vamos esbogar o argumento neste caso, explicando qual é a principal
dificuldade adicional.

Seja A um conjunto invariante com medida positiva. Em primeiro lugar,
continua sendo verdade que para m-quase todo ponto a € [0, 1] existe uma
sequiéncia de intervalos I; contendo a e tais que f* envia I, bijetivamente e
diferencialmente sobre (0, 1). O didmetro desses intervalos converge para zero.
Logo, tomando para a um ponto de densidade qualquer de A, temos

m(lk n AJ
m(Ik)

Por outro lado, embora f* seja uma bijecao restrita a cada I, ela nao é
afim. Por essa razao nao temos o andlogo da relagao (1.6.45) neste caso. Esta
dificuldade é contornada através do seguinte resultado, que é um exemplo
de controle de distorgao: é muito importante notar que a constante K é
independente de k,Ix, A; e A,.

— 1 quando k — +o0. (1.6.54)
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Lema 1.42. Existe uma constante K > 1 tal que para todo k > 1, todo
intervalo Ix tal que G restrita a Ix é uma bijecao diferencidvel, tem-se

m(fHA) _ . m(Ar)
m(fF(Ag) = m(Ay)

para quaisquer subconjuntos mensuraveis A; e A; de Ij.

Nao demonstramos este lema, porque um resultado mais geral sera
apresentado na Proposicao 2.8 no Capitulo 2. Explicamos apenas como a
ergodicidade de (G, m) pode ser obtida a partir dele. Note que f*(I,NA°) = A¢,
pois o conjunto A ¢ invariante. Recorde também que f*(Iz) = (0,1) tem
medida total. Tomando A; = I NA°e Ay = I; no Lema 1.42, concluimos que

m(fk(lkﬂA‘)) m(IkﬂA‘)_
mA ) SN mi)

De acordo com (1.6.54), a expressao do lado direito converge para zero quando
k — +oo. Portanto, m(A€) = 0. n

m(A€) <

1.7 Propriedades de medidas ergddicas

Nesta se¢ao vamos fixar uma transformagao f : M — M qualquer.
O lema seguinte afirma que probabilidades ergédicas sio minimais
para a relagao v < p.

Lema 1.43. Se v e p sao probabilidades invariantes tais que p é ergddica e
v é absolutamente continua com relagao a p entao p = v.

Demonstragao: Sejam ¢ : M — R uma func¢do mensurdvel limitada
qualquer e

it : 1 n-1 ’
@(x) = lim — ;‘p(f (2))

a sua média temporal. Como u ¢ invariante e ergédica por f, pela Proposigao
1.31, ¢ é constante e

7o) = [ du

para p-quase todo ponto z € M. Tendo em vista que ¥ < p e invariante por
f, pela Proposicao 1.31, @ é constante e

7o) = [ av

para v-quase todo ponto £ € M. Em particular,

/dezfcpdp.

AVA
AVAVAY

3 4 5 6 7 unespm.l 12 13 14 15 1o

17

18



CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 48

Por outro lado, pelo Teorema de Birkhoff 1.30, temos

/g’o’dv:/cpdv.

Portanto, as integrais de ¢ com relacdo a p e em relacao a v coincidem,
qualquer que seja a fungao mensurével limitada .
Agora, consideremos ¢ = x,. Note que

. /sodn=/x,\ dﬂ=Adﬁ=#(A)-
o/godv=/xAdu:fAdv:v(A).

Como / @ du = [ ¢ dv implica que p(A) = v(A) para todo conjunto

mensuravel A. Isto prova que g = v. L]

Seja C um conjunto convexo num espago vetorial W. Um ponto p € C
diz-se ponto extremal se nao é possivel escrevé-lo na forma p = Az —(1-\)y
comzeyemC z#yel<A<l

O préximo lema afirma que uma probabilidade invariante é ergédica se, e
somente se, ¢ ponto extremal no conjunto das probabilidades invariantes.

Lema 1.44. Uma probabilidade invariante p é ergédica se, e somente se, nao
é possivel escrevé-la na forma

M= City + Copip

com c;, Co maiores que zero € fi1, 4z probabilidade invariantes distintas.
Demonstragao: Para provar a parte ”se”, suponha que p nao é ergédica.
Entao, existe algum conjunto mensurdvel A invariante por f com
0 < u(A) < 1. Definimos y; e ps como sendo as restrigoes normalizadas
de p a A e ao seu complementar, respectivamente:

pBNA) _ u(BNA)
T

Como A e A° sao conjuntos mensuréveis invariantes por f e u € probabilidade
invariante por f, 4, e pup sao também probabilidades invariantes por f.
De fato: Suponha que B é um conjunto invariante por f, entao

o () = WRNE_HERS @)

o () = AR MERED )

m(B) =
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 49

Além disso,
p= p(A)pr + p(A)pe.
Portanto, p nao é ponto extremal.

Para provar a reciproca, suponha que pu € ergédica e temos p = ¢y 41 + otz
com c;,ce > 0. Note que u(B) = 0 implica que p;(B) = u2(B) = 0, ou seja,
i1 € pg sao absolutamente continuas com relagao a . Logo, pelo Lema 1.43,
f1 = p = pa. Isto prova que p é ponto extremal. [

Lema 1.45. Sejam p,,...,un probabilidades invariantes e ergbdicas, todas
distintas. Entao, existem subconjuntos mensuréveis Py, ...,Py invariantes

distintos tais que
1, se j=k
“f‘(P*)z{o, se j#k

Demonstragao: Fixe qualquer par j, k de niimeros distintos em {1,...,N}.
Pelo Lema 1.43, a medida p; nao pode ser absolutamente continua com relagao
a . Em outras palavras, existe algum conjunto mensurdvel A tal que
ui(A) > 0 mas ux(A) = 0. Entao, como pu; e pi sdo invariantes por f,
temos

i (U f-f(A)) > pu;(A) > 0. (1.7.55)
=0

e (U f"f(A)) <Y m(FIA) =D mA)=0.  (17.56)
=0 i=0

=0

o0 o0

Defina Pjx = ﬂ U f77(A). Como a seqiiéncia de conjuntos na intersecao é
n=0j=n

decrescente com n, entao

13 (Pjx) = lim pu; U i (A)) (1.7.57)

oo
e analogamente, ux(P;x) = ﬂljm jin ('U f“j(A)). Como as medidas p; e

sao invariantes por f, e

Usr@ =r (U f‘*‘(A)) ,

a seqiiéncia no lado direito de (1.7.57) é constante. Usando (1.7.55) e (1.7.56),
concluimos que

1i(Pjk) = p; (JU f_j(A)) >0 e p(Pjx) = px (U f'j(A)) =0.
=0 =0
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CAPITULO 1. TRANSFORMACOES QUE PRESERVAM MEDIDA 50

Além disso, P;; é um conjunto invariante por f.
De fato:

[ Pip) =1 (ﬂ Uf”'(A)) =N s (U f*"(A)) =AU
n=0 i=n

n=0j=n n=1j=n

= j‘k.

Portanto, como p é ergédica, pela Proposicao 1.32, uj(P;x) = 1. Agora defina

P;=[)Pix e P;=P;\|JPs
ki k#i

Primeiro, ,U«J‘(ﬁj) =1ce ak(ﬁk) =0 para todo k # j. Segue-se que p;(P;) =1
e pk(Px) =0. Além disso, os P; sao disjuntos dois-a-dois. (]




Capitulo 2

Transformacoes expansoras

Neste capitulo provamos que para qualquer transformacao expansora cujo
determinante jacobiano detDf é Holder, existe uma tnica probabilidade
invariante absolutamente continua com relagao & medida de Lebesgue. Essa
probabilidade é positiva em todos os subconjuntos abertos de M, é ergddica, e
a sua bacia de atracao tem medida de Lebesgue total em M.

Definigao 2.1. Dado v > 0, dizemos que ¢ : M — R é v-Holder se existe
alguma constante K > 0 tal que

le(z1) — p(z2)] < K| 1 — z2]” para todoz; e z, em M.

Definigao 2.2. Sejam M um espago métrico separavel, f : M — M uma
transformacao continua e p uma probabilidade invariante por f.

1. Chamamos o suporte de p o conjunto supp(x) dos pontos z € M tais
que toda vizinhanca de z tem medida positiva para p.

2. Chamamos bacia de px o conjunto B(u) dos pontos z € M tais que

.. 1
lim —
n—oo 7

n-1
Z‘P(fj(x)) = /(,o dp para toda fungao continua ¢ : M — R.
=0

Definicao 2.3. Sejam M uma variedade compacta ¢ f : M — M uma
transformacao de classe C!. Dizemos que que f é expansora se existem o > 1
e alguma métrica riemanniana || - || em M tais que

|| Df(z)v|| > of| v|| para todo z € M e v € T:M. (2.0.1)

Exemplo 2.4. Seja F : R — R9% d > 1, um isomorfismo linear
satisfazendo F(Z?) C Z°  Entdo, existe uma tnica transformagao
f : ™ — T¢ no toro d-dimensional M = T¢ tal que f o = m o F, onde

m: R* — T¢ definida por w(xy,...,zq) = (2™*,..., e?"%d)

é a projecao candnica. Se todos os autovalores Ay, ..., A, de F' tém norma
maior que 1, entao a transformagao f é expansora: podemos tomar qualquer
1 < o < inf; |\ em (2.0.1).
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CAPITULO 2. TRANSFORMACOES EXPANSORAS

Exemplo 2.5. Consideremos o conjunto obtido do seguinte modo:

Ay = [0! 1]

A, =---

onde A,, é obtido dividindo cada um dos intervalos que constituem A,,_; em 3
subintervalos com o mesmo diametro e retirando o subintervalo intermediério.
Deste modo, A, C A,,_; para todo n € N. Denominamos

o0
B n A, o conjunto de Cantor.
n=0

Consideremos a transformagao f : [0, 1] — [0, 1] definida por f(z) = 3z(mod1).
Afirmagao: O conjunto C é invariante por f e f : C — C é uma transformagao
expansora.

De fato: Para concluir que C ¢ invariante por f, basta verificar que os pontos
de C sao os pontos do intervalo [0, 1] que tem representacao na base 3 apenas
g, :BT—H, %2—} Assim, basta
ver que se  tem uma representagao na base 3 apenas com 0's e 2's, 0 mesmo
acontece com qualquer elemento de f~1(z). O fato de f ser expansora resulta
simplesmente do reconhecimento de que || Df*(z)v|| = 3"|| v|| sempre que a
derivada est4 definida.

com 0's e 2's como digitos e que f~(z) = {

Teorema 2.6. Seja f : M — M uma transformacao expansora numa
variedade compacta conexa M. Assuma que o logaritmo

M 3 z +— log| detD f(z)|

do determinante jacobiano de f é v-Holder para algum v > 0. Entao, f admite
uma, Unica probabilidade invariante g absolutamente continua com relagao a
medida de Lebesgue m. Além disso,

1. p é ergbdica.
2. O suporte de p coincide com M.
3. A bacia de p tem medida de Lebesgue total na variedade M.

A estratégia da demonstragao é a seguinte. Note que a pré-imagem por
f de um conjunto com medida Lebesgue m nula também tem medida de
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CAPITULO 2. TRANSFORMAGOES EXPANSORAS 53

Lebesgue nula. Isto significa que a imagem f,v por f de qualquer medida v
absolutamente continua com relagao a m também é absolutamente continua
com relagao a m. Em particular, a n-ésima imagem fI'm é absolutamente
continua com relagao & medida de Lebesgue m para todo n > 1.

Provaremos na Proposicao 2.9 que a derivada de Radon-Nikodym de cada
fm com relagdo a m (também chamada densidade) é limitada por alguma
constante independente de n > 1. Deduziremos que todo ponto de acumulagao,
na topologia fraca*, de seqiiéncia

1!1—1 ’
;gfsm

é uma probabilidade invariante absolutamente continua com relagao a medida
de Lebesgue, com densidade limitada pela mesma constante.

Um argumento adicional provard que tal ponto de acumulacao é tnico e
satisfaz todas as propriedades no enunciado do teorema.

2.1 Lema de distorgao

Lema 2.7. Existe k > 1 tal que todo ponto ¥y € M tem exatamente k
pré-imagens por f. Além disso, existe pp > 0 tal que, para qualquer
pré-imagem z de um ponto y € M, existe uma aplicagao h : B(y, po) — M de
classe C! tal que

foh=id, h(y) =z e d(h(y1),h(y2)) < o7 d(y1,92)

para todo yi,y2 € B(y, po).
Demonstragao: A condigao ||Df(z)v|| > o|| v|| implica que a derivada Df é
um isomorfismo em todo ponto. Logo, dado qualquer x € M, existe po > 0 tal
que f envia alguma vizinhanga V, de x difeomorficamente sobre a bola de raio
po em torno de y = f(z). Por compacidade, podemos tomar py independente
de z. Entao, o mimero de pré-imagens de qualquer y € M deve ser limitado.
Além disso, o conjunto dos pontos que tém exatamente n pré-imagens é aberto,
para todo n > 0. Portanto, por conexidade, o nimero de pré-imagens deve ser
o mesmo para todo y € M. Finalmente, seja h = (f|y.)~!. Note que
1 1 Il v|| 1
< ks S
D7)l = alloll — IDf@yll ~ o
— [IDf@) [ <o (2.12)

IDf()l 2 ol vl =

Derivando ambos os membros da igualdade f o h = id, temos
Df(h(z)).Dh(z) = 1 == Dh(z) = Df(h(2))"".
Combinando h(y) = x com (2.1.2), obtemos
I DA(2)I| = Il DF(h(2))7!|| = Il Df(z) || <o~
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CAPITULO 2. TRANSFORMACOES EXPANSORAS 54

para todo z no dominio de h. Portanto, h contrai distancias & taxa ¢~ como
enunciamos. -]

As transformacoes h enunciadas no Lema 2.7 sao chamadas ramos
inversos de f. Mais geralmente, podemos definir ramo inverso h™ de f7,
para todo n > 1, da seguinte maneira. Dados y € M e z € f™(y), sejam
hy,..., h, ramos inversos de f com

hi (f*7*(z)) = f*(z) paratodo1<j<n.

Como cada h; é uma contragao, a sua imagem estd contida numa bola de
raio menor que pg em torno de f*7(z). Entao, h® = h, o --- 0 hy, est4 bem
definida na bola de raio py em torno de y. Note que f"oh™ =id e h*(y) = =.

O proéximo resultado fornece um bom controle da distorgao de iterados de f
e seus ramos inversos, que é fundamental para a demonstragao do Teorema 2.6.
Este € o dnico lugar onde se usa a hipdtese de que o determinante jacobiano é
Holder.

A hipétese de que a transformagao f : M — M é expansora serve para
obter a seguinte proposicgao.

Proposicao 2.8 (Lema de Distorgao). Seja f : M — M expansora com
detDf v-Holder. Entao, existe uma constante C; > 0 tal que, dados qualquer
n > 1, qualquer y € M e qualquer ramo inverso A" : B(y, po) — M de f™,

tem-se
|detDh™(y1)|
|detDh™(y2)| —

para todo y1, y2 € B(y, po)-

Demonstragao: Escrevemos h™ como composigao h® = hpo---oh; de ramos
inversos de f. Também escrevemos h? = hjo---oh; para 1 < j < n, bem
como h° = id. Entao,

< exp(C1d((y1,%2)") < exp(C1(2p0)")

|detDh™(y1)|

108 | fetDR™(3s)

= log|detDA"(y; )| — log|detDA™(y2)|

= Dogldemh (B~ ()| - Zlogwetnh (A7 (32))|-

Jj=1 j=1

Note que log|ldetDh;| = —log|ldetDf| o h; e, por hipétese, log|detDf|
é (Co,v)-Holder para algum Cy > 0. Além disso, pelo Lema 2.7, cada h;
é uma o~ !-contragéo. Logo,

|(‘lPT Dh. (yl

lo8 | 3ot DA (g =

Z Co d( (y1), B (y2))" < ZOOU Pd(yr, ya)”

j=0

Portanto, para prova o lema basta tomar C; = Z Coo 7",
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CAPITULO 2. TRANSFORMACOES EXPANSORAS

2.2 Medidas absolutamente continuas

O préximo resultado , que é uma conseqiiéncia do Lema de Distorgao,
mostra que as imagens fI'm tém densidades uniformemente limitadas.

Proposigao 2.9. Existe uma constante C; tal que f'm(B) < Com(B) para
todo conjunto mensurdvel B C M e todon > 1.

Demonstragao: Podemos, sem restrigao, supor que B esta contido em alguma
bola By = B(z, pg) de raio py centrada em algum ponto z € M. A Proposi¢ao
2.8 implica que

m(h"(B)) _ Jg| detDh"| dm
m(h*(Bo)) [y | detDh”| dm

m(B)
m(Bo)
para todo ramo inverso h™ e f™ no ponto z. Além disso, fm(B) = m(f"(B))

¢ a soma de m(h™(B)) sobre todos os ramos inversos, e analogamente para By.
Deste modo, obtemos

< exp(Ci1(2p0)")

fim(B) m(B)
fam(Bo) m(Bo)

Claro que fm(By) < f?m(M) = 1. Além disso, a medida de Lebesgue das
bolas com um raio fixado pg est4 limitada de zero por alguma constante ag > 0

que s6 depende de py. Entao, para obter a conclusao da proposigao basta tomar
C, — exp(C1(2p0)”)
g = ———— 7 L
Qo

< exp(Ci1(2p0)”

Lema 2.10. Sejam v uma probabilidade num espago métrico compacto N e
¢ : N — [0, +00) uma fungao integravel com relagao a v. Seja j;, © > 1, uma
seqiiéncia de probabilidades em N convergindo para uma probabilidade p na
topologia fraca*. Se y; < v para todo ¢ > 1 entao u < pv.

Demonstragao: Seja B um conjunto mensurdvel qualquer. Para cada
€ > 0, seja K, um conjunto compacto de B tal que u(B \ K,) e (pv)(B\ K)
sao ambos menores que £. Entao, seja A; uma vizinhanga aberta de K, da
forma A, = {2; d(z,K.) <7} com r > 0 suficientemente pequeno para que
a medida de A, \ K. seja menor que ¢, tanto para p como para ¢v. Mudando r
ligeiramente, caso necessério, podemos supor que o bordo de A, tem p-medida
zero: ha no maximo uma quantidade enumeravel de valores de r para os quais
isso nao acontece. Entao,

p = limp; == p(A;) = lim pi(A.) < (ov)(Ac).
Fazendo £ — 0, obtemos u(B) < (¢v)(B).

Aplicando este lema na nossa situagao, obtemos
1 n-1
Corolério 2.11. Todo ponto de acumulacao p da seqiiéncia " Z fim é uma
=0
probabilidade invariante por f absolutamente continua com relagao a medida
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CAPITULO 2. TRANSFORMACOES EXPANSORAS

de Lebesgue.
Demonstragao: Tomemos no Lema, 2.10, ¢ constante igual a C; e v = m,
ﬂ"'—l
bem como p; = = Z fIm, para qualquer subseqiiéncia (n;); tal que (i)
1 J=0
converge para uma medida p. A Proposigiao 2.9 garante que v; < v. Entao,
também temos p < pv = Cym, pelo Lema 2.10. Isto implica que p <€ m, com
densidade limitada por C,. 8

2.3 Existéncia de medidas ergddicas

Agora vamos mostrar que a medida g que acabamos de construir é a
unica probabilidade invariante absolutamente continua com relagao 4 medida
de Lebesgue e, além disso, é ergddica por f.

Comegamos por fixar uma partigdo Py = {Uy,...,U,} de M em regides
com interior nao vazio e diametro menor que po. Entao, para cada n > 1,
definimos P,, como sendo a particao de M que consiste das imagens de cada
um dos U;, 1 < ¢ < s, pelos respectivos ramos inversos de f*. O diametro

da partigao Py, ou seja, o supremo dos diametros dos seus elementos, é menor

que pgo ™.

Lema 2.12. Seja P,, n > 1, uma seqiiéncia de partigoes num espago métrico
compacto com diametro convergindo para zero quando n — +00. Sejam v uma
probabilidade nesse espago e B qualquer conjunto mensurdvel com v(B) > 0.
Entéo existem V,, € P,, v(V,) > 0 para n > 1, tais que

v(BNVy,)
v(Vy)

— 1 quando n — +o00.

Demonstragao: Dado qualquer 0 < & < p(B), seja K, um subconjunto
compacto de B com v(B \ K,) < . Como o didmetro das partigdes converge
para zero, a medida da uniao A, , de todos os elementos de P, que intersectam
K, satisfaz v(A.,\K¢) < € para todo n suficientemente grande. Se tivéssemos

v(B) —¢

K.NV,) <
Y )< v(Vp)+e

v(Vy)

para todo V,, € P, que intersecta K., deduzirfamos que

v(B) —¢ v(B) —e

v(Ke) < (Vo) + € v(V,)+¢

U(Aen) < (V(Ke) +€) < v(B) -,

o que é uma contradi¢ao. Portanto, deve existir algum V,, € P, tal que

v(B) —¢

> P e =
viBNV,) > v(K.NV,) > V.52

v(Va)

e isto implica ¥(V,) > 0. Fazendo € — 0 obtemos a conclusao do lema.
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CAPITULO 2. TRANSFORMACOES EXPANSORAS 57

Recorde que A C M é um conjunto invariante por f : M — M se
fY(A) = A. Mas geralmente, dizemos que A é positivamente invariante
por f se f(A) = A. Note que conjuntos invariantes sdo sempre positivamente
invariantes, pois f é sobrejetora.

Lema 2.13. Se A C M é um conjunto positivamente invariante por f com
medida de Lebesgue m(A) > 0, entdao A tem medida de Lebesgue total em
algum U; € Py, ou seja, existe 1 <17 < g tal que m(U; \ A) = 0.
Demonstragao: Pelo Lema 2.12, existe V, € P, tal que

m(Va\ A)
m(Vy)

converge para zero quando n — 0o. Seja Ujn) = f*(V,). Aplicando a

Proposigao 2.8 ao ramo inverso de f™ que envia Uj,) em V,, concluimos que

m(Uig \ A) _ m(f"(Va \ A))
m(Ui(n)) & m(fn(vn))

também converge para zero. Como P, é finita, deve existir 1 < ¢ < s tal que
i(n) = i para infinitos valores de n. Logo, m(U;x) \ A) = 0. "

< oxp(C:(2p)") o\

Corolério 2.14. A transformacao f : M — M admite alguma
probabilidade invariante ergédica e absolutamente continua com relagao a
medida de Lebesgue.
Demonstragao: Como conseqiiéncia do Lema 2.13, existem no méaximo #Pg
conjuntos invariantes com medida de Lebesgue positiva disjuntos dois-a-dois.
Portanto, M pode ser particionado num nimero finito de conjuntos
invariantes A;,...,A;, s < #Py com medida de Lebesgue positiva e que sao
minimais no sentido de que nao existam subconjuntos invariantes B; C A; com
0 < m(B;) < m(A;). Dada qualquer medida invariante absolutamente continua
1, existe algum 7 tal que u(A;) > 0. Entao, a restricao normalizada y; de p a
Ai!
1(B) = MBN Ay

u(A;)

¢é invariante e absolutamente continua. Além disso, u; é ergddica, pois A; é
minimal. ®

2.4 Unicidade e conclusao da prova

O argumento anterior também mostra que existe apenas um nimero finito
de probabilidades ergédicas e absolutamente continuas. O iltimo passo da
demonstracao ¢ mostrar que, de fato, tal probabilidade é unica. Para isso
usamos o fato de que f é topologicamente misturadora, isto é, para
quaisquer dois abertos nao-vazios U,V C M, existe k¥ € N tal que
F™U)N V # 0 para todon > k.
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CAPITULO 2. TRANSFORMACOES EXPANSORAS 58

Lema 2.15. Dado qualquer aberto nao vazio U C M, existe N > 1 tal que
MN(U) = M.

Demonstragao: Seja z € U e r > 0 tais que a bola de raio r centrada em
z estd contida em U. Dado qualquer n > 1, suponha que f™(U) nao cobre
toda a variedade. Entao existe alguma curva v ligando f"(z) a um ponto
y € (M\ f*(U)) e essa curva pode ser tomada com comprimento menor que
diamM + 1. Levantando 7 pelo difeomorfismo local f", obtemos uma curva 7y,
ligando z a um ponto y, € (M \ U). Entao, r < comp(7,) < o~} (diamM + 1).
Isto d4 uma cota superior para o valor possivel de n. Portanto, f*(U) = M
para todo n suficientemente grande, como afirmamos. [

Coroldrio 2.16. Se A C M é um conjunto positivamente invariante com
medida de Lebesgue positiva, entao A tem medida de Lebesgue total na
variedade M.

Demonstragao: Sejam U o interior de um conjunto U; como no Lema 2.13 e
N > 1 tal que fN(U) = M. Entao, m(U \ A) = 0, e portanto

M\ A = (fN(U)\ fN(A)) Cc fA(U\A)
também tem medida de Lebesgue zero.
O préximo enunciado completa a demonstragao do Teorema 2.6.

Coroldrio 2.17. Seja u qualquer probabilidade invariante absolutamente
continua. Entdo, p é ergédica e a sua bacia B(u) tem medida de Lebesgue
total em M. Além disso, o suporte de u é toda a variedade M.

Demonstragao: Se A é um subconjunto invariante qualquer, entao pelo
Corol4rio 2.16, A tem medida de Lebesgue zero ou A° tem medida de Lebesgue
zero. Uma vez que pu é absolutamente continua, segue-se que p(A) = 0 ou
1(A°) = 0. Isto prova que p é ergédica. Entdo, B(x) é um conjunto invariante
com medida de Lebesgue positiva e, conseqiientemente, deve ter medida de
Lebesgue total. Analogamente, como o suporte de x é um conjunto compacto
positivamente invariante, ele tem que coincidir com M. ]

Observagao 2.18. A conclusao do Teorema 2.6 é falsa, em geral, se omitirmos
a hipétese de que o jacobiano é Holder.
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Capitulo 3

Transformacoes expansoras por
partes

A nogao de variagao de uma fungao, ferramenta essencial no estudo da
existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas, é muito sensivel
a geometria do seu dominio. Este fato é causador de grandes dificuldades
quando se pretendem estudar tais medidas em dimensao superior a um, e
para as ultrapassar, é necessério ter em conta os dominios e diferenciabilidade
das transformacoes. O nosso objetivo é expor resultados da existéncia de
medidas invariantes ergddicas absolutamente continuas com relagao a4 medida
de Lebesgue total para transformacoes expansoras por partes em dimensao
um. Neste capitulo vamos considerar M = S! ou M = [0, 1].

Definicao 3.1. Dizemos que P = {;; ¢ € N} é uma particao por intervalos
abertos para M se:

e 7; é um intervalo aberto.

e 7;Nn; =D para i # j.

em (M \ Un,-) =0, onde m é a medida de Lebesgue.

ieN

Segue destas propriedades que P é uma partigio finita se P = {n,...,m}
ou enumeravel se P = {n;,...,m,... }. Os elementos de P sao denominados
atomos.

Se P e Q sdo particoes, dizemos Q é mais fina que P, e denotamos P < Q,
se todo 4tomo de Q estd contido mod (0) em algum &tomo de P. Isto implica
que todo dtomo de P pode-se escrever como unido de dtomos de 2 mod (0).

Chamamos P! uma particao por intervalos de regularidade de f.
Dizemos que f tem um ndmero finito de intervalos de regularidades se a
particio P! a ser escolhida for finita. Os pontos fronteiras dos intervalos de
regularidades € P! que ndo estdo na fronteira de M sdo chamados pontos
singulares de f.
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CAPITULO 3. TRANSFORMAGOES EXPANSORAS POR PARTES 60

3.1 Funcgoes de variagao limitada

Nesta se¢ao, apresentamos resultados simples sobre fungoes de variagao
limitada em dimensao um, as quais estao intimamente relacionadas com
as fungoes mondtonas.

Definigao 3.2. Sejam ¢ : M — R uma fungdo e n = [a, b um intervalo
compacto em M. A variagao de p em 7 é

V%r(,o:sup{Z]f(t.»)—f(t.-“l)l; neEN e a=to<t1<...<t,.=b}.

=1
A variagao vary de ¢ num subconjunto conexo n de M arbitrario (incluindo
n = M = S!) é o supremo destas variagoes sobre todos intervalos compactos

contidos em 7.  Representamos a variagao sobre toda variedade M
simplesmente como:

varcpzsup{v%rfp; nCM}.

Definigao 3.3. Uma fungao ¢ : M — R tem variacao limitada se vary é
finita. Dado qualquer subconjunto conexo 7 de M, ¢ tem variagao limitada
em 7 se v%rgo < 0.

Exemplo 3.4. A funcdo ¢ : [a,b] — R definida por ¢(z) = sen(z) é de
variacao limilitada em [a, b).

De fato: Sejam z,y € [a,b] com 0 < b—a < 7, como a fungao seno ¢
continua em [a,b], pelo Teorema do Valor Médio, existe z € (a,b) tal que
sen(z) — sen(y) = cos(z)(z — y). Como | cos(z)| < 1, obtemos

| sen(z) — sen(y)| = | cos(2)(z — y)| =| cos(2)|| z —y| < | z —y].

Dada {z,, z1,- - ,Z,} uma partigdo de |[a, b], temos

n n

E| sen(z;) — sen(zi—1)| < Z| T = Ticq] = Z(m,- ~ Ti-1)

i=1 i=1 t=]1

= (21— 2o) + (T2 — 1) + -+ + (Tn — Tn-1)

=Zp—Tg=b—a.

Pela Definicao 3.2, esta desigualdade implica que [var p<b-a. ]
a,

Proposicao 3.5. Seja ¢ : [a,b] — R uma fungao de variagao limitada.

Entao, ¢ é limitada em [a, b].

Demonstragao: Seja {z,,1,...,Z,} uma particao de [a, b]. Note que

D o) — e(@ia)l = | @(z1) — (@) + -+ + | @(Tn) = P(Tn-1)|

i=1
> | @(z1)] = | @(zo)| + - +| @(2a)| = | p(zn)|
= | @(2a)| — | (zo)| = | (b)| — | ¥(a)l.
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CAPITULO 3. TRANSFORMAGOES EXPANSORAS POR PARTES 61

Isto mostra que | p(b)| — | ¢(a)| < Z| o(z;) — p(xi-1)|- Tendo em vista que
i=1

ZI @(z:) — p(xi1)| < var @, temos que | @(b)| — | ¢(a)| < var . Note
a,b [a, ]

Qlle dado z € [a,b] com a < x < b, obtemos

| o(0)| — | w(a)] < | w(b) — ¢(a)| = | @(b) — p(z) + @(z) — ¢(a)]
< | @(b) — ()| + | p(z) — p(a)] > | p(z) — p(a)|
2 | o(@)| - | pla)]-
Portanto, | ¢(z)| — | ¢(a)l < | @) — | ¥(a)l <[;ar ¢ o que implica
| e(z)| < | ¢(a)l +[va.r ¢, para todo z € [a,b)]. ,Isto mostra que ¢ é
limitada em [a, b]. ik @

Observagao 3.6. Uma fungao continua e/ou limitada num intervalo nao tem
necessariamente variacao limitada nesse intervalo.

Exemplo 3.7. A fungao

zseni, se 0 <z <2rm
0, se x=20

é limitada em [0, 2] mas nao tem variagéo limitada.

De fato: Tome a seqiiéncia zj = = Entdo, o(zx) = (=1 )k2kw s

2

2
T — Note que

@(Tk-1) = (—1)F1

Zl '*P(Tk) QO(TI: l)l Z 2k7r2+ T 2kﬂ2— T

" 2 2
*g(Qkﬂ—w'szw—m)
2. 2 2 2 2 2
( +"-'-)+(§;+*5‘;)+(5—7;+‘—;
2 2 2
(2mr 31{' 2nm — 11') i (Zmr —x 2nm + ﬂ)
2 L 2
+*2***+~“'+ +m+a=§§

2 1
=;§;;
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CAPITULO 3. TRANSFORMACOES EXPANSORAS POR PARTES 62

2~ 1
Como var ¢ > — Z — — 400, entao a fungao ¢ nao tem variagao limitada
[01 2“[ T k=1 k

em |0, 27]. "

Lema 3.8. Sejam ¢, w2 : M — R fungdes de variagao limitada e 7 um
subconjunto conexo de M. Entéo,

. var (1 £ <va + varys.
3 (¢1 £ @2) Tr;\‘1' ©1 nwz

. var(y1 @2) <var @isup|p2| + sup|ei|var e
n n n n n
1
. supw1 <var Y1 + jpf¥1 S<var o1 + —— | @1 dm.
oSy e tgrasgra ek

. sup(p1oh) =sup ¢1 se h:7m — h(n) é um homeomorfismo.
n h(n)

Demonstragao: Seja {z,,Z1, ... Z,} uma particao de 7.
1. Note que

Z (01 + @2)(z:) — (01 + @2)(Ti-1)| = Z lor(z: — @im1) + pa(@i — zi-1))|
i=1 i=1

= Z | o1(:) — or(2i-1)l

i=1

ot Zl p2(z:) — pa(xi-1)|

i=1

<var (; +var ;.
n n
Pela Definigao 3.2, esta desigualdade implica que
vg:(son +¢2) Sv%_: w1t vargr

De modo andlogo, mostra-se que V%I‘(‘Pl - 2) Sv%r w1 - v%rtpz-
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CAPITULO 3. TRANSFORMAGOES EXPANSORAS POR PARTES 63

2. Considere |p;(z;)| = S%pl‘ﬁﬂ e |pa(z:)| = s%p|g02|. Note que

Y1 (@12)(@) — (@re2)(min)| < D | er(@i)pa(@:) = pa(@ioa)pa(@s)]
i=1 i=1

+ Z| ©1(Zi-1)p2(x:) — P1(2i1) (i)
i=1

< Z| 01(:) — p1(zi-1)||w2(z:)|

i=1

+ Z| @1(zia)l] pa(z:) — pa(ziz1)|
i=1

<l ei(@) = (i)l S%p|902|

‘.=1

n
+s%p keal Y | pa(@:) — pa(zioy)|

i=1

<var @1sup|p2| + sup|e1|varpe.
n i n n

Pela Definicao 3.2, esta desigualdade implica que

var (¢1 w2) <var @1suple2| + sup|e1]varpe.
U] U] 7 n n

Observagao 3.9. Tendo em vista que a fungao identicamente nula e a
funcao constante tém variacao limitada, pelos itens 1 e 2 do Lema 3.8, resulta
que o conjunto das fungoes de variacao limitada tem uma estrutura de
espago vetorial sobre o corpo R.

Proposicao 3.10. Seja ¢ : [a,b] — R uma fungao monétona. Entao, ¢ tem
variagao limitada em [a, b].

Demonstragao: Suponha que ¢ é nao-decrescente. Entao, a < b implica
¢(a) < @(b). Note que | p(a)] < | @(b)] = 0 < | 9(b)] — | ¢(a)|. Como

[;aglw > | o) = | pla)l e | p(b)] — | w(a)|l < | ¢(b) — ¢(a)l|, temos que
[V:llr)] @ < | p(b) — p(a)|. Isto prova que ¢ tem variagao limitada em [a,b]. =
a}

De modo andlogo, prova-se os demais casos.

Proposicao 3.11. Seja ¢ : [a,b] — R uma fungao lipschitziana. Entao, ¢
tem variagao limitada em [a, b].
Demonstragao: Como ¢ é lipschitziana em [a, b], entdo existe K > 0 tal que

| o(b) — w(a)l < K[ b—al.
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CAPITULO 3. TRANSFORMACOES EXPANSORAS POR PARTES 64

Usando a Proposigao 3.10, obtemos

varga<K(b—a|
[a, b]

Isto prova que ¢ tem variagéo limitada em [a, b]. [

Observagdo 3.12. A inversa de uma fungao de variagdo limitada nao é

necessariamente de variacao limitada, conseqiientemente o quociente de fungoes

de variacao limitada pode nao ser de variacao limitada.

Exemplo 3.13. Seja ¢ : [a,b] — R uma funcdo de variacao limitada. Se
Y o s

To € |a,b] e p(x) — 0 quando £ — 0, entdo a fungdo — nao ¢é limitada em

[a, b], conseqiientemente nao tem variacao limitada em |[a, b].

Excluindo quocientes em que a fungao do denominador tome valores muito
proximos de zero, o Lema 3.8 pode ser estendido a quocientes de fungoes de
variacao limitada.

Proposicao 3.14. Sejam ¢ : [a,b] — R uma fungao de variacao limitada e
uma constante C > 0 tal que | ¢(z)| > C, para todo z € [a,b]. Entéo, a fungao

— tem variacao limitada em |[a, b] €

1
var — < —5 var ¢
la,6]# = ©* [a,8)
Demonstragao: Seja {Z,, ), ...%,} uma particao de [a, b]. Note que

= 1 - 1 - = (p(I;‘__l) e (P(Ii | ‘;0(371 1) e t1"-7’(-'5a)|
; o(x:)  oxi1)| =1 @(z:) o(zi-1) Z "P (@] (zi-1)|

5 Z | (,o(:r:.-—1())2— ()] = ,0_2 Z| o(zi—1) — ()]

> (1 9@] -1 e®).-

S e@l-1e®) e

Como var — > ) >
[a,b]?’ i=1 (,0(:'6,') "so(zi-l)

. 1
| pa)] = [ #(®)] < | p(a) = @(b)], entdo T < | pla) = ¢(b)] <[ml o m

O teorema seguinte d4 uma importante caracterizagao das fungoes de
variagao limitada na reta.

1 "‘1 1

Teorema 3.15. Se ¢ € C!([a, b]) entdo ¢ tem variagao limitada em [a, b] €

o= ]w(xndz
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CAPITULO 3. TRANSFORMACOES EXPANSORAS POR PARTES 65

Demonstragao: Como ¢ € C!([a,b]) implica que ¢' é continua em |[a, b].
Pelo Teorema do Valor Médio, para a < z < y < b, existe x < z < y tal que
e(¥) — o(z) = ¢'(2)(y — z). Seja | ¢'(z)| < K com K > 0. Note que

| o(y) — ()| = ¢'(2)y —z)| = | K (D) y —z| < K| y — 2]

para todo z,y € [a,b]. Portanto, ¢ ¢ lipschitziana em [a, b] e pela Proposigao
3.11 tem variagao limitada em [a, b]. Dado € > 0 qualquer, existe uma partigao
{zo,z1,...,2,} em [a, ] tal que

e es Zl (@) = pla)| <

Usando o Teorema Fundamental do Célculo, note que
31 ple) - elal =3 e E [ v
i=1 Ti-1

f | ()] da.

Deste modo,

—e<§jlm)— (i 1)|<f | ¢(2)] da.

’as b]

Portanto, como ¢ é arbitrario, obtemos

b
s ] | 9'(z)] da.

Por outro lado, como ¢' é continua em [a, b], ¢' é uniformemente continua
em [a,b]. Dado € > 0 arbitrario, como ¢' é uniformemente continua em |a, bj,
existe § > 0 tal que

| ¢'(y) — ¢'(z)| < & sempre que | y —z| < 4, para todo z,y € [a, b].

Seja {zo,z1,--+ ,%n} uma particdo em [a, b] cuja amplitude méxima é menor
do que 4. Se z;_1 < z < x;, temos | ¢'(z)| < | ¢'(2:)| +&. Integrando membro
a membro, obtemos

[, 10 @) do - eBa; < [2 1p(@)] da = [, [p(@) + ¢'(@) - (@) do
[2, (@) - #(z) dxl

< L 1 e@) dz+] o'(z:) — o'(@)| [

< | ¢'(z:) — @'(zi-1)| + € Az;.
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CAPITULO 3. TRANSFORMACOES EXPANSORAS POR PARTES 66

Aplicando o somatério no primeiro e no ltimo membros da desigualdade, com
i € {1,--- ,n}, obtemos

f [P o < 3 ole) ~plavnl + 260=0) < a4 2:0=0),

Como ¢ ¢ arbitrdrio, segue-se que f:[ ¢'(z)| dz < var @. O que completa a
a,

demonstragao do teorema. "

Observagao 3.16. Existem fungoes descontinuas que sao de variagio limitada.
Por exemplo, a fungao

¢é de variagao limitada.

Lema 3.17. Suponha que ¢ : M — R tem variagao limitada em algum
intervalo 7 = [a,b] C M. Entéo,

1. Para todo z,y € n com x > y implica que

| o(z) — (y)| < var ¢ — var .
a,z la,y]

2. Para todo p € 7, os limites laterais lim&: (z) existem (para pontos na
T—p
fronteira considere apenas o limite no interior de 7).
3. O conjunto dos pontos de descontinuidade é no médximo enumerével.

4. A restrigdo ¢ em 7 pode ser escrita como diferenca de duas fungoes
nao-decrescentes (também de variagao limitada).

Demonstragao:
1. Seja {yO: Y, - !yﬂ} uma pa.rtlgéo de [G, y]! entao

e e > _Zl o(y:) — ewi)| + | o(z) — oly)] = e ¢
T 2 o] (o) — 0] = var o= var 9 2 | 0(@) - ().
[ar y] [a, :17] [G, Yy

2. Como varg < oo, entao vary é uma fungdo nao-decrescente assumindo
valores finitos. Em particular, dado p € 7, existem os limites laterais

lim var .
z—p + [a, IL']
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CAPITULO 3. TRANSFORMACOES EXPANSORAS POR PARTES 67

Tomemos o caso em que £ — p'. Assim, pela propriedade 1, tomando
pt <y < z, temos

| o(z) — o(y)| < var @ — var p — 0.
la,2] (a9

Se z,y — p, entao como afirmamos, existem os limites laterais para varyp.
Portanto, existem também os limites laterais para .

De modo andlogo, prova-se o caso z — p~.
3. Pela propriedade 1 e por raciocinio andlogo ao da propriedade 2, vale
que vary é continua num ponto p € 1 o que implica ¢ continua em p. Mas
vary é mon6tona nao-decrescente, e sabemos de andlise na reta que as fungoes
mondtonas tém seu conjunto de descontinuidades enumeravel.

4. Considere as fungoes ¢ e 9 tais que ¢ = ¢ — 1. Tomemos ¢ = % (varp — )

1
e = 3 (varg — ). Pela propriedade 1, se z > y, temos

* o(z) —o(y) < | p(x) — oY) < var ¢ — var ¢ => var ¢ — p(z)
[a, z] [a, 9] la, z]
> var, ¢ —(y).
[a, 9]
e o(y) —¢(z) < | @(z) — ¢(y)| < var. ¢ — var ¢ => var_ ¢ + ¢()
[a, z] la,9] [a, 2]
> var. ¢+ (y).
[a, 9]
Portanto, ¢ e % sao nao-decrescentes. Como ¢ € varp sao de variagao
limitada, seque-se que ¢ e 9 também sao de variagao limitada. [ ]

Agora vamos provar o Teorema de Helly: conjuntos de fungoes
uniformemente limitada que tem uniformemente variagdo limitada sao
relativamente compactos em L(u).

Lema 3.18. Sejam K;, K2 ¢ ¥, : M — R, n > 1, uma seqiiéncia de fungoes
em M tal que sup¥, < K; e var 9, < K, para todo n > 1. Entao, existem
uma subseqiiéncia (¢n,), € uma fungéo ¥ : M — R com sup [th| < K; e
var 99 < K, tais que 1, converge para %y quando k — 0o, p-quase toda
parte em L!(p).

Demonstragao: Consideremos M = [0, 1]. Escreva

i) — - — ot — .
¥n (z) [5?;] Yn € Y, =Y7 —Yn

Entdao, (¢;), e (¢¥,), sdo seqiiéncias de fungoes nao-decrescentes
uniformemente limitadas. Escolha uma seqiiéncia de indices (nx), tal que,
para todo racional p € [0, 1], quando k — o0,

e 3} (p) converge para algum nimero real ¢ (p); e

e 9, (p) converge para algum nimero real ¢, (p).
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CAPITULO 3. TRANSFORMACOES EXPANSORAS POR PARTES 68

Note que ¢f (p1) < &5 (p2) e ¢o(p1) < @5 (p2) sempre que p; < p;. Entéo,
estendemos ¢f e ¢; para fungdes nao-decrescentes em todo [0, 1], tomando

¢t (z) = inf {$¢(p); P € [2,1]NQ} e ¢;(z) =inf {¢5(p); P € [2,1]NQ}.

Afirmagao: 1} () converge para ¢j(z) e 1, (z) converge para ¢;(z)
quando k — o0, para todo ponto z de contmuldade de ¢f e ¢ (um
conjunto co-enumeravel).

Prova: Dados algum tal = e qualquer § > 0, devemos fixar niimeros racionais
p1 <z < py tais que

o ¢5(x) — & < o3 () < &5 (2) < dg(p2) < B () +9.

® & (z) =0 < do(m) < 9o (x) < g (p2) < ¢ (2) + 0.
Entao, para todo k suficientemente grande, obtemos

o ¢5(z) =26 < o5 (1) — 0 < Y (m) < Y7 (2).

® ¢y (x) =20 < Pg(p1) — 6 < Yn, (p1) < 9P ()
Analogamente, obtemos

Y (2) < ¥, (P2 < #§(p2) +0 < ¢ () + 2.
o Yo (z) < ¥y, (P2 < ¢ (p2) + 0 < ¢ (2) + 26.

Isto prova a afirmacao.

Sejam g e 15 fungdes continuas a direita coincidindo, respectivamente,
com ¢F e ¢; em todo ponto de continuidade de ¢f e ¢5. Definindo
o = 106* — 1y, segue-se que ¥, converge para )y, exceto, possivelmente,
num conjunto enumeravel de pontos A. Em particular ¢,, — % p-quase
toda parte em L'(u). Finalmente, | ¥o(z)| = lim | Yn, ()] Ssip Sup ¥n, €

Zl Yo(#:) = Po(zi1)| = Jim Zl Vi (Ti) — Y, (7i-1)] <51’;p var ¥n,, para

todo zexy <z <0 < 7 em [0,1] \ A. Como % é continua a direita,
implica que sup | %ol S K e var| 9| < K. &

Observacao 3.19. A demonstracao do Lema 3.18 no caso M = S! ¢ andloga
ao caso M = [0, 1].

O Teorema de Helly é de grande utilidade para estender a nogao de variagao
limitada para elementos do espago L!(u), conforme a seguir.

Definigao 3.20. Sejam ¢ : M — R uma fungéo,  um intervalo em M e [¢]
um elemento de L'(u). A variagao de [p] em n é

2 = inf var
vnr [gol V‘Q w

tomado sobre todas representantes de [¢]. Dizemos que [¢] tem variagao
limitada em 7 se var [¢] < o0.
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CAPITULO 3. TRANSFORMACOES EXPANSORAS POR PARTES 69

Observacao 3.21. Uma representante ¢ torna o inf na Definigao 3.20 se, e
somente se, ¢ é continua nos pontos fronteira de 7 e ¢(z) esté entre klim o(z)
—

e klim+ () para todo ponto z no interior de 7. Além disso, a variagao de uma
—z

tal fungao ¢ sobre qualquer [a, b] C 1 coincide com o

n
SUP{ZI ox:i)— (i) n€EN e a=29g <21 <+ < Tpy <xn:b}'

i=1

Definigao 3.22. Dizemos que f : M — M é uma transformagao
expansora por partes se existe uma particio P' cobrindo a medida de
Lebesgue total de subconjuntos de M tal que

1. regularidade: a restrigio de f para cada n; = (@i_1,a;) € P! é uma
transformagéo monétona de classe C!, com | Df(z)| > 0 para todo = € 7
e t=1,---,k. Além disso, a funcao

1
[ D'f]ﬂi

tem variacao limitada para:z=1,--- ,k.

9 i

. expansividade: existem constantes C > 0 e ¢ > 1 tais que
| Df*(z)| 2 C 0"
para todo n > 1 e todo € M, para os quais a derivada é definida.

Observacao 3.23. fh?‘, e gp, admitem extensoes continuas em 7; = [a;_1, a;],
para cada ¢ = 1,--- , k. Assim, modificando os valores de uma transformagao
sobre um conjunto finito de pontos nao mudam as propriedades estatisticas
(ergddicas). Devemos assumir que f é continua & direita, ou continua a
esquerda, ou ambas, em a;, para cada i = 1,--- , k. Entao, seja P' qualquer
particaio de M por intervalos 7 tal que 5 C n C 7; para
qualquer i e f,, é continua. Além disso, para n > 1, seja P* uma partigao
por intervalos de regularidade de f", definida por

P(z) = PM(y) <= P' (F(z)) =P (f ()
para todo 0 < j < n, onde P*(z) denota o d4tomo de P* que contém z.

Par cada £ € P!, definimos a fungao §§ :M — R por

se x €

1
§£(x) — | Df(z)|’
0, se TZE
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CAPITULO 3. TRANSFORMACOES EXPANSORAS POR PARTES 170

Observacgao 3.24. Usando as condigoes 1 e 2 da Definicao 3.22 na definigao
acima implica que cada §§ tem variagao limitada.

Para cada n > 1 e n € P", definimos a fungéo g;; : M — R por
n e n
oo () @, s ve s

se y#f*(n)

Por simplicidade, escrevemos g,, = g;? paran € PL.

3.2 Medidas invariantes absolutamente
continuas

Sejam f : M — M uma transformacao expansora por partes e P! uma
partigdo por intervalos de regularidade. Nesta segdo vamos assumir que P! é
finita. Porém, enumerdvel na Proposicao 3.29.

Observagao 3.25. Para cada n € P!, temos
1. sup g, = sup?n.
2. varg, < varfq‘n.

De fato Note que flp : 7 — f(n) = (flp)™" : f(n) — n. Tomemos

f(n)

Como vary = 2, usando as propriedades 2 e

-1
o0 = 77 U0 "Xy
4 do Lema 3.8, obtemos

b 1 R
1 o (fln) SUPX £y = SUPTz] SUPXn = SUPUp-

2 PR
sy < g [ U™ s ek e e Ul

1 1
<var —— + 2sup =5 = Varg,,. .
Y] ek S 157

Na verdade, as duas variagoes coincidem, exceto quando f(n) = M.
Em geral, dada qualquer fungao ¢ : M — R, consideramos ¢ o (f|5)™
como um fun¢ao em M, identicamente nula, no complemento de f™(n).

Lema 3.26. Para toda fungao integravel ¢ : M — R e todo n > 1, o iterado
f™ com a medida de Lebesgue pode ser escrito como f*(pu) = @nu, com

= gy (eo(fln)™)
1
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CAPITULO 3. TRANSFORMACOES EXPANSORAS POR PARTES 71

onde o somatério é tomado sobre todo n € P™ tal que u(n) > 0.
Demonstragao: Seja A C M um conjunto mensuravel qualquer. Por definigao,
temos

L (enly)(A) = ouly(f7(A)) = ou(f(A) Nn).
Pelo Teorema de Radon-Nikodyn,

ou(f(A) N7) = ] (@) du(z).
f(A) N

£l = [ o(a) du(z).
f™A)Nnn

Fazendo a mudanca de varidvel, y = ( f”‘|n)(:c), obtemos
(2= (/"))

f(A)Nn = AN f*(n)

dp(¥) _ | e _ du(y)
| du(z) | Df?| = dulz) = | Df"|

Substituindo (3.2.4) em (3.2.3), obtemos

fouly)(A) f (¢ o (fln)7'(v)) duly)

(A) N f(n) | D] Dfl
=Jagy - (0o (fln)™) dp.

Como o (fln)~') = 0 no complemento de f*(n), entao

/ g;;. (o (fln)™") du=0 no complemento de f"(n).
A

Isto prova que a densidade para cada f:‘(go,uln) é dada por g;; (po(fln)™),
para todo n € P". Por outro lado,

lew) = D fienly)
nep

para todos os intervalos com pu(n) > 0, pois os intervalos com u(n) = 0 tém
os correspondentes termos f:‘(zp,u|n) = 0. A conclusao do lema segue pelo
somatério de todos os 7 € P* com p(n) > 0. s

A‘A Y
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Observagao 3.27. Por definigao, para todo n > 1, temos

[ondu= [1azon) = [1dew = [oau

Seja | |, uma seqiiéncia como a obtida no Lema 3.26, onde ¢ é substituida
por | ¢|. Entao,

—| @ln S n < | @ln, vistoque —|p| <<l

Em particular, para todo n > 1, temos

[renus [1olndu= f | ol du (3.25)

Lema 3.28. Para todo n > 1 e todo n € P", existem constantes C; e
0 < A\ < 1 tais que

1. supg;; < GiAT.
2. va.rg; < C1AT.

Demonstragao: Combinando a propriedade 4 do Lema 3.8 com a condigao
de expansividade da Definigao 3.22 , temos

supgf) = sup === 0 (fly)™ = sup 1
"Poy = 80 o ° VI SPTD 2 %P Gom

Tomando C; > é e A\ > l, obtemos supg;; >sup C1AT < C1AL. Isto prova
o ]

a propriedade 1.
Dadosn € P* ¢ 0<j <mn,sejamé; € P, n; € P! e ( € P!
definidos por
ncé& Flmany e FPr)ag.
Afirmacao: Pela definigao acima, existe alguma constante C; > 0 tal que,
para todo & € P!, vargg 2 Cla.

Prova: Pelo item 2 da Observacgao 3.25, temos
< o
vargg _var IDf|+28up|Df| (3.2.6)

Como o termo sup limita a variagao de varg, nos pontos fronteira de f(§),

entao vargg < C;. Sendo g;; = gé 9n; C‘-’ ! para todo 0 < j <n e usando a
3 J
propriedade 2 do Lema 3.8, temos

n-1 n—1
varg,',I < Zsupg’ varg . sup gn il < ZC/\’ Cz.CA™—I1

G o
nl

=) C*CA™! = C*Cyna™ L,

=0
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’ 1 (o ¢ T I
Fixando A\ > X e escolhendo C; > sup 5 n 3 ; mn>13, obtemos
1

que varg;; < \1C,. Isto prova a propriedade 2. [

A proposicao seguinte é de fundamental importdncia na parte dos
resultados desta segao, a qual afirma que a variagao da densidade de ¢, tende
a decrescer quando n cresce.

Proposicao 3.29. Seja ¢ : M — R qualquer fungao de variagao limitada.
Entao, existem constantes Cyp e 0 < A\g < 1 tais que

varsonSCoAB'Vﬁrso+Co/le dp

para todo n > 1, onde tomamos ¢, = Zg;; (¢ o (fln)~') sobre todo n € Pn

n
tal que p(n) > 0.

Demonstragao: Tome @, = Zg;; - (‘\9°(f|7?)~1)'xf(n)’ Como varxf(n) o

e usando as propriedades 2 e 4 do Lema 3.8, temos

varg, < gvarg;‘, (oo ()™ supx

vary ar(eo(flp™)
2w sup | 9 (oo (o))

varg” - sup | wo (fln)™!|+ D var wo(fly)'sup| g7|
‘? ) 2q:f(n) n

§2sup| g;l;rfl};) | 0o (flp)7?|

T mn T
Zn: {varg,}.s%pl o+ varpsup g, + 2supgns%pl sol}

p {varg;’; sup| ¢| + sup g7 (var¢ + 2sup| (,ol)} . (3.2.7)
n n n n

Agora, usando o Lema 3.28, obtemos

varp, < Z {le\?sup| @]+ C1AT(vare + 2sup| ‘P”}
7 n L n

¥ {301,\’;311;)1 ol + Cl)k'fvargo} . (3.2.8)
n ’? !

Note que, levando em conta a distancia na fronteira de f™(n), a expressao
v%.rtp+ 2sup | ¢|) € um limite superior para a variagao de w o (f|p)~'. Usando
n
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a propriedade 3 do lema 3.8, temos

1
vary, < 3C1AT +—/ dp | + C1AT
@ Z{ 1] (v;;w ) 7?It.ol ﬂ) 1 1v%rw}

n

1
4C; N var o + 3C ,\"——f d
;{ Sl SRR nlsol p}

1
10X Y e+ 308 1 = [ [ ol s
7 7 k() Jn

10X varip + K(n) / b (3.2.9)
n

onde K(n) = 3Ci A} {ﬁ, 7€ fP"} Recorde que o somatério é tomado

apenas sobre os intervalos n € P" com medida de Lebesgue positiva. Para
completar a demonstragao, devemos eliminar a dependéncia de K em n. Para

1
isso, fixemos N > 1 tal que 4C; A\ < -Q-edenotemos Ko ={K(n); 1<n< N}

Entao, dado qualquer n > 1, escrevemos n =gqgN +rcomg>0e 1 <r < N.
Desta forma,

2

Substituindo ¢ por @n_n,...,¥n_gqN € ¢, respectivamente, e recordando
(3.2.5), obtemos

1
vary, < Kofl | du + —varep.

1
on <Kof|@n-n|du+ 5 VATn-N

1 1 1

1 1
< +—+—+---+—_1)K0f|¢fdﬂ+§'ﬁm@

20 "ot T 92 24

1 1
< 1+—--+2—) Ko [ 1 ¢l du+ 574CiA{varyp

1
<2Ko [| | du+ 5401/\‘1’%1"@.

1

Escolhendo Cyp > méx { 2K,4C1} e Ao > mé.x{Q—N,/\l}, concluimos que
varg, < CoAlvarp + Co [ | ¢| du. "
Observagao 3.30. Sejam v e pu,, n > 1, medidas finitas num espago métrico
compacto tais que u, ¢ absolutamente contin:‘la com relagao a v para todo
n > 1. Se as derivadas de Radon-Nikodyn d—t" convergem em L!(v) para
alguma funcao v, entao p, converge para p = v na topologia fraca*.

De fato: Note que du = dv e du, — dup = dp, — Pdv. Portanto,

d
dpn — dp = (d_’j — 1,!)) dv. Dada qualquer funcao continua ¢ : M — R,
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obtemos

|fodun—fodu| =|[o (dun— dﬂl~f¢(—y~¢)dv
< [1ol| % gl av <

onde o tltimo termo converge para zero quando n — 0.

Em particular, as densidades ¢, das imagens fu da medida de Lebesgue
sao uniformemente limitadas.
De fato: Pela Proposicao 3.29, existe uma constante Co > 0 tal que
varg, < Cq f | ¢| du para todo n > 1. Usando a propriedade 3 do Lema
3.8 e a Observagao 3.27, como pu ¢ uma probabilidade, obtemos

sup¢p, < Var¢n+/¢’ndﬂSCO/|¢’n!dﬁ+/¢ndﬂ
" cof|1| +j1du:(Co+1)/ldu=(Cg+1) (3.2.10)

para todo n > 1.

Corolério 3.31. A transformagao f : M — M admite alguma probabilidade
invariante v absolutamente continua com relagao a medida de Lebesgue cuja

d
densidade i tem variagao limitada.
Demonstragao: Sejam an as densidades das imagens fl'u da medjda de
-1 -1

Lebesgue e definimos ¢, = Z ¢; para cada n > 1. Entao, v, = — Z u
=0 =0
pode ser escrita como v, = qb,,,u Pela Proposicao 3.29 implica que (1,0,;) tem

uniformemente variagao limitada:
1 n—1 1 n-1
g ; — —
<D varg; < anofldp Co
=0 j=0
para todo n > 1. Note que, usando a Observacao 3.27, obtemos

n—1
/ﬂ)nd.u— /¢,dp— Z/ld,u-—l
=0

para todo n > 1. Logo, por (3.2.10), (¢,), também tem uniformemente
variagao limitada:

sup¢n5mwn+f¢ndusco+1

para todo n > 1. Portanto, pelo Teorema de Helly, existe uma subseqiiéncia
(¥n, ) convergindo em L'(p) para alguma ¢, com variagdo limitada
(vargy < Cp). Em particular, conforme Observagao 3.30, (¢n,), converge
para v = @, na topologia fraca*. Isto garante que v € invariante por f. =

A"A Ay
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Apéndice A

Elementos de teoria da medida
e integracao

Neste apéndice recordamos algumas nogoes e resultados bésicos que serao
necessarios no desenvolvimento deste trabalho. Em particular, faremos uma
breve introdugao sobre elementos de teoria da medida e integragao.
Tratando-se, na maioria, de resultados conhecidos, tais demonstragoes foram
omitidas, uma vez que estas poder ser facilmente encontradas nas referéncias
bibliograficas.

A.1 Espagos mensuraveis

Sejam M um conjunto e A um subconjunto das partes de M. Dizemos que
A é uma &lgebra se:

1. MeA;
2. A€ A implica A°=M\A € 4;
3. AAB€A implica AUB € A.

Entdo ANB = (A°UB°)® e A\B = ANB°também estéo A, quaisquer que
sejam A,B € A. Além disso, a uniao e a intersegao de qualquer nimero finito
de elementos de A também estao em A.

Uma élgebra é dita uma o-algebra de subconjuntos de M se, além disso,
for fechada para unioes enumeraveis:

o0
e A;€EA, para j=1,2,...,n,... implica UAjEA.
j=1

00 oo £
Entéo, A; € A para j=1,2,...,n,... implica ﬂAj = UA;) €A.
j=1 j=1
Chama-se o-dlgebra gerada por uma familia D de subconjuntos de M, a
menor o-algebra que contém D, ou equivalentemente, a intersegao de todas

76
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APENDICE A. ELEMENTOS DE TEORIA DA MEDIDA E INTEGRAGAOTT

as o-algebras que contém D. Se M é um espago topolégico e B a o-dlgebra
gerada pela familia de todos os subconjuntos abertos de M, dizemos que B é
uma o-4lgebra de Borel e aos seus elementos borelianos de M.

Um espago mensurdvel é uma dupla (M,A), onde M é um conjunto e
A é uma o-dlgebra de subconjuntos de M. Os elementos de A sao chamados
conjuntos mensuraveis.

A.2 Espacos de medida

Uma medida num espago mensurdvel (M, A) é uma funcao
p: A — [0, 400] tal que

L u(@) =0;

00 o0
2. p U Aj) == Z p(A;) para quaisquer A; € A disjuntos dois-a-dois.
j==1

j=1

Um espaco de medida é uma terna (M, A, 1), onde (M, .A) é um espago
mensuravel e y é uma medida definida em A. O espago de medida diz-se finito
quando p(M) < co. Dizemos que y é uma probabilidade se (M) = 1 e, nesse
caso, o espago de medida diz-se normalizado ou espago de probabilidade.

Seja (M, A, 1) um espago de medida. Dizemos que a medida p é o-finita
se existe uma seqiiéncia crescente (A,), .y de elementos de A tais que

M= U A, e u(A,;) < oo para todo n.

n=1

Neste caso, diremos que um ponto z vai para infinito se, para qualquer n,
existe apenas um ndimero finito de iterados de = que estao em A,.

A propriedade 2 na definicio de medida é chamada o-aditiva. Dizemos
que uma fungéo u : A — [0, +oo| é finitamente aditiva se

° L U Aj) e Zp(A,-) para qualquer familia finita Ay,...,A, € A de
j=1

j=1
subconjuntos disjuntos dois-a-dois.

Observacao A.1. Toda funcao o-aditiva é finitamente aditiva.

Sejam (M, A, ) um espaco de medida e A um subconjunto de M. Dizemos
que A tem medida nula se existe B € A tal que B C A e u(B) = 0. Uma
propriedade sobre os elementos de M vale em quase todo ponto se, o conjunto
dos pontos onde ele nao vale tem medida nula.

Proposicao A.2. Sejam A uma élgebra e pp : A — [0, +00] uma fungéo
o-aditiva.

1. Se A,B € A tais que A C B, entao u(A) < u(B).

A
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2. Se (An),, é uma seqiiéncia de elementos de A tais que U A, € A, entao
n=1
o0 o0
17 (U An) <) u(An).
n=1 n=1
Demonstragao: Ver referéncia (3], p.23.

Proposigao A.3. Sejam (M, A, 1) um espago de medida e (A, ), uma seqiiéncia
de elementos de A.

o0
1. Se AjCA;C... entao p (U An) == n1inr§0,u(A,,).

n=1

n—o0

2. Se A; DA D ... e p(A1) < 0o entdo p (m A,,) = lim u(A,).
n=1

Demonstragao: Ver referéncia [1], p.21.

A.3 Extensao

O resultado a seguir ¢ muito 1til para construir medidas.

Proposicao A.4 (Teorema de Extensao). Se Ay é uma 4lgebra de
subconjuntos e po : Ag — [0,400| é finitamente aditiva, entdo existe uma
tinica fungéo finitamente aditiva p : A — [0, +00| que é uma extenséao de pg
(isto é: p restrita a Ag coincide com ) & o-dlgebra A gerada por Ay. Se pp
é o-aditiva entdao p também serd. Se, além disso, po(M) = 1 entdo p é uma
probabilidade.

Demonstragao: Ver referéncia [3], p.29.

Em geral, ao aplicar este resultado, o mais dificil é verificar a propriedade
o-aditiva. O critério mais usado para esse efeito é a proposicao seguinte.

Proposicao A.5 (Teorema de c-aditividade). Sejam A, uma 4lgebra e
Lo : Ag — [0, +00] uma fungao finitamente aditiva com po(M) = 1. Suponha

que [ m A; | =0 para toda seqiiéncia A; D A3 D ...A; D ... de conjuntos
=1

oo
mensuraveis tal que ﬂ A; = 0. Entao, yo é o-aditiva.
£

Demonstragao: Ver referéncia, [3].

Também temos que todo elemento de A da o-dlgebra gerada por uma
4lgebra é aproximado por algum elemento A da algebra, no sentido de que
a medida da diferenga simétrica AAAy = (A \ Ag) U (Ag \ A) tem medida
pequena.
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APENDICE A. ELEMENTOS DE TEORIA DA MEDIDA E INTEGRAGAO79

Proposicao A.6 (Teorema de Aproximagéo). Sejam (M, A, 1) um espago
de probabilidade e Ay uma &lgebra que gera a o-édlgebra de A. Entéo, para
todo e >0 e A € A, existe Ag € A tal que u(AAAg) < e.

Demonstragao: Ver referéncia [3], p.34.

A.4 Medida de Lebesgue

Consideremos M = [0, 1] e seja Ag a familia de todos os subconjuntos da
foorma A =1; U---U I,, onde I;,..., I, sdo intervalos disjuntos dois-a-dois.
Note que Ag é uma &algebra de subconjuntos de M. Além disso, temos uma
fungao p : A9 — [0, 1] definida nesta édlgebra por

po(ly U---U L) =[ L]+ +| I,

onde | I,,| representa o comprimento de I,,.

Note que po(M) = 1. Além disso, a o-dlgebra gerada por Ay coincide com
a o-4lgebra de Borel de M, ji que todo aberto pode ser escrito como uniao
enumerdvel de intervalos disjuntos dois-a-dois. Pela proposicao A.4, existe
uma Wnica probabilidade p definida na o-dlgebra de [0, 1] que é uma extensao
de pp & o-dlgebra A gerada por Ag. Chamamos 1 de medida de Lebesgue
em [0, 1].

Mais geralmente, definimos medida de Lebesgue y no cubo M = [0, 1]¢ de
qualquer dimensao d > 1 da seguinte maneira: chamamos retangulo em M
qualquer subconjunto da forma R = I; x --- x I, onde I; sao intervalos, e
definimos

po(R) = | I x -+ x | L.

Em seguida, consideremos a 4lgebra Ay dos subconjuntos da forma
B = R,U-.-UR,, onde Ry,...,R, sao retangulos disjuntos dois-a-dois, e
definimos

Ho(B) = po(R1) + - - - + po(Rn)

para todo B nessa dlgebra. A medida de Lebesgue em M = [0, 1]¢ é a extensdo
de o a o-élgebra gerada por Ay, que coincide com a o-4lgebra boreliana de
M. Finalmente, definimos a medida de Lebesgue num espago euclidiano R¢
decompondo o espago em cubos de lado unitério

R? = U U [ml,m1+l)x---x|md,md+1)

myEZL mg€EZ

e definindo, para cada subconjunto mensurével E,

w(E) = Z Z p(EN[my,my +1) X+« X [mg,mq + 1)).

m1€EL myEZL
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A.5 Funcoes integraveis

Sejam (M,.A) um espago mensurével e R = R U {—00,+00}. Dizemos
que uma fungao f : M — R é mensuravel, se para todo boreliano A de
R tivermos f~!(A) € A. Sao exemplos imediatos de fungbes mensuréveis, as
funcgoes constantes e as fungoes caracteristicas dos elementos de A. Se M for
um espago topolégico e A for a o-dlgebra de Borel, entdo as fungoes continuas
sao mensuraveis.

Observagao A.7. Para as operagoes com os simbolos 400 € —00, além das
convengoes usuais, faremos as seguintes convengoes: (+oo) -0 = 0 e
0 - (00) = 0. Nao atribuiremos significado a co — co.

Proposicdo A.8. Sec € Re f,g: M — R sio fungdes mensuraveis, entao
sao mensuraveis: f + ¢, cf, f + g (sempre que fagam sentido) e fg.
Demonstragao: Ver referéncia [1}, p.33.

Proposigao A.9. Se (f,), € uma seqiiéncia de fungoes mensuraveis, entao sao
mensuraveis:

I' n i ﬂ.
B g

2 nEI-PooSUp g nl_{rllw inf fp.
Demonstragao: Ver referéncia (3], p.55.

Seja (M, A, u) um espago de medida. Dizemos que uma sequéncia de
fungoes mensuraveis (f,), converge em medida para a fungao mensurével

f se:

t}an}o,u({:c EM; | fu(z) — f(z)| 2 €}) =0 para todo € > 0.

As convergéncias em medida e em quase todo ponto relacionam-se pelo
resultado a seguir.

Teorema A.10. Toda seqiiéncia que converge em medida possui uma
subseqliéncia que converge em quase todo ponto. Se o espaco de medida for
finito, a convergéncia em quase todo ponto implica a convergéncia em medida.
Demonstragao: Ver referéncia [1].

Sejam (M, A, ) um espago de medida e A C M. Denotamos por x,
a funcao caracteristica de A. Dizemos que uma funcao mensurdvel nao
negativa ¢ é uma funcao simples, se pudermos escrever

n
0= Xy,
i=1
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APENDICE A. ELEMENTOS DE TEORIA DA MEDIDA E INTEGRAGAQ81

onde a; € R e A; € A sao disjuntos dois-a-dois. Definimos a integral de uma

funcao simples ¢ = Za,-x A; COMO

i=1
/so du=_a; p(As).
=1

Este valor nao depende da representacao de ¢ como combinagao linear das
fungoes caracteristicas. Se f é uma fungao mensuravel nao negativa, definimos
a integral de f como

/fdpzsup{/godu; goéuma.fungé.osimplesegogf}.

Segue-se imediatamente da definicao apresentada que se f e g sao fungoes
mensuriveis nao negativas, entao

f < g implica que ff d,ugfg dp.

Lema A.11 (Fatou). Seja (f,), uma seqiiéncia de fungdes reais mensurdveis,
limitadas inferiormente por uma fungao integravel. Se lim inf / Jo dp < 00
n—00

entao lim inf f, é integrdvel e
n—00

n—oo

lim inf f, dp < lim inf f fn dp.
n—00
Demonstragao: Ver referéncia [1], p.33.

Corolédrio A.12. Seja f uma fungdo mensurdvel nao negativa. Entao,
[ f du = 0 se, e somente se, f = 0 quase todo ponto.
Demonstragao: Ver referéncia (1], p.34.

O resultado a seguir d4 uma maneira alternativa de definir a integral de
uma fungao mensurdvel.

Corolério A.13. Se f é uma fungao mensurdvel nao negativa, entao existe
uma seqiiéncia crescente (), de funcoes simples convergindo pontualmente
para f com

lim [ ¢, d,uz/f du.

n—00

Demonstragao: Ver referéncia [1], p.35.

O resultado a seguir d4 uma condicao suficiente para que a integral do
limite de uma seqiiéncia de fungoes coincide com o limite das integrais dessas
fungoes.
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Teorema A.14 (Convergéncia Monétona). Se (f,), é uma seqiiéncia de
fungoes mensuraveis nao negativas tais que f; < fo < ..., entao

f lim f, dp = lim /f,, du.
n—oo n—00

Demonstragao: Ver referéncia (3], p.70.

Teorema A.15. Sejam fy, fz,-- - : M — |0, 4-00] fungdes mensuraveis. Entao

/gfndu=g/fndﬂ-

Demonstragao: Ver referéncia [19], p.22.

Agora, vamos generalizar a nocao de integral para fungoes mensuréveis que
podem tomar valores negativos e introduzir o conceito de fungao integravel.
Dada uma fungao mensurével f, consideremos respectivamente, as suas parte
positiva e parte negativa,

f*(z) =méx{f(z),0} e f(z)=méx{-f(z),0}.

Desta forma, f pode ser escrita como diferenca de duas fungoes nao negativas,
mais precisamente, f = f* — f~. Dizemos que uma fun¢do mensurdvel f é
integravel se

ff+dp<oo e /f‘d,u<oo.

No caso de alguma destas duas integrais ser finita, definimos a integral de f

como
[rau=[rrdu- [ an

Note que ||f| = f* + f~. Portanto, f é integrével se, se somente se, | f]|
¢ integravel. Dados um conjunto mensuravel A e uma fungao mensuravel f,
dizemos que f é integravel em A se fx, for integravel. Nesse caso, definimos

o integral de f em A por
/‘;fduszx,\d#-

Proposigao A.16. Sejam ¢ € R e f, g fungoes integréaveis.
1. cf é integrdvel e [cf du=c [ f dp.
2. f+géintegravele [(f+g)du= [fdu+ [gdu.
3. f<g implica [fdu< [gdp.

4. Se A ¢ B sao conjuntos mensuraveis disjuntos, entao

AUdeu=[\fdﬂ+/E!9du-
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Demonstragao: Ver referéncia [3].

Proposigdo A.17. Se f é uma fungdo integrével, entdo | [ f du| < [|f| du,
e temos a igualdade se, e somente se, f > 0 quase todo ponto ou f < 0 quase
todo ponto.

Demonstragao: Ver referéncia [1], p.43.

Teorema A.18 (Convergéncia Dominada). Seja (f,), uma seqiiéncia de
fungoes integraveis convergindo quase todo ponto para f tais que |f.| < g,
onde g é integrdavel. Entao, f é integrivel e

tim [ fodu= [ d

Demonstragao: Ver referéncia (3], p.75.

O teorema seguinte caracteriza a relagdo entre a nocao de integral de
uma fungao real de varidvel real segundo Lebesgue (em relagao & medida
de Lebesgue nos borelianos de R) com a nogao de funcao integravel segundo
Riemann.

Teorema A.19. Se f é integravel segundo Riemann, entdao f é integrivel
segundo Lebesgue e as integrais coincidem.
Demonstragao: Ver referéncia [3].

A.6 Teorema de Radon-Nikodym

Sejam v e p duas medidas num espago mensurédvel (M,.A). Dizemos que v
¢ absolutamente continua com relagao a u se, qualquer que seja o conjunto
mensuravel A, p(A) = 0 implica ¥(A) = 0. Nesse caso, escrevemos v < fi. As
medidas dizem-se equivalente se p < v e v < p. Se (M, A, 1) é um espago
de medida e f é uma fungao nao negativa integravel, entao

v:Ar—»ffd,u.
A

define uma medida finita em (M, .A) que é absolutamente continua com relagao
a [
Teorema A.20. Sejam v e u medidas finitas num espago mensuravel (M, .A)

tais que v < p, entdo existe uma fungéo mensuravel p : M — [0, +o0| tal
que v = pu, ou seja, tal que

v(A) = f p dp  para todo conjunto mensurdvel A C M.
A

Além disso, tal fungao é essencialmente tnica: duas fungoes quaisquer coinci-
dem num conjunto com medida total para pu.
Demonstragao: Ver referéncia [3], p.133.
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Observagao A.21. A fung¢ao p dada no teorema acima chama-se derivada de

Radon-Nikodym ou densidade da medida v com relagao a p e denotada-se

or Q

A.7 Teorema de decomposicao ergddico

Na seqiiéncia dos resultados da subsecao 1.7, é natural perguntar se toda
medida invariante é uma combinagao linear de medidas ergédicas. O teo-
rema que enunciaremos nesta secao afirma que a resposta é afirmativa, exceto
quando o nimero de parcelas nesta combinacao nao é necessariamente finito,
nem mesmo enumeravel em geral.

Teorema A.22. Seja f: M — M uma transformacgao continua num espago
compacto. Entao existem um conjunto mensuravel Mg C M, uma particao P
de My e uma familia de probabilidade {v,; P € P} satisfazendo

1. v,(P) = 1 para todo elemento P de P;
2. A aplicagao P — v, é mensurével;
3. toda v, ¢ invariante e ergddica para f;

tais que, dada qualquer probabilidade p invariante por f, o conjunto My tem
1(Mp) = 1. Além disso,

u(A) = /UP(A) dpi(P) para todo conjunto mensuravel A C M, (A.7.1)

onde [z é a medida projecao de p em P.

A relagao (A.7.1) significa que p € uma combinacdo convexa das vérias
probabilidades ergédicas v,, em que cada v, entra com ”coeficiente”igual a
1(P). De momento, sé faremos alguns comentérios explicativos do enunciado.
Dada qualquer particao P de M fica definida a projegao natural 7 : M — P
que associa a cada ponto £ € M o elemento P(z) da parti¢do que o contém.
Isto permite definir 0 que é um subconjunto mensuravel da parti¢ao: Q C P é
mensuravel, se e somente se,

771(Q) = unido dos P € Q

é um subconjunto mensurével de M. E f4cil ver que esta definigao est4 correta:
a familia dos subconjuntos mensurdveis é uma o-dlgebra em P. A medida
projecéo de p estd definida nesta o-dlgebra por

Q) = u(r™(Q)).
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A.8 Teorema de derivagao de Lebesgue

Consideremos M = R? com d > 1 e m = medida de Lebesgue (volume
usual). Seja A um subconjunto mensurdvel de um espago euclidiano M. Um
ponto p€ M diz-se ponto de densidade de A se,

iyt {7y

B bola contida em B(p, ¢) e contendo p} =1, (A82)

Note que B(p, &) representa a bola de centro p e raio . E usual escrever

L mBBNA)
B TmBe) v

no lugar da condigao (A.8.2).
Observagao A.23.

e Um ponto p nao precisa pertencer a A para ser ponto de densidade de
A.

e Se p € M é ponto de densidade de A, entdao o conjunto A preenche a
maior parte do volume de bolas na vizinhanga de p que tenha um raio
suficientemente pequeno.

Teorema A.24. Seja A um subconjunto de um espago euclidiano M com
medida de Lebesgue m(A) > 0. Entdo, m-quase todo ponto p € A é ponto de
densidade de A.

Demonstragao: Dado qualquer subconjunto B de M, defina u(B) = m(BNA).
Dai, 1 é uma medida de Lebesgue positiva absolutamente continua com relagao
a m, o que implica que em m-quase todo ponto p € M, existem os limites

. pwB(pe) . m(B(p,e)NA) _ du
% mBp,e) o mBma) P T P

essa Ultima igualdade (vélida em m-quase todo ponto p € M), devido ao fato
de que p < m. Note que para todo f € L'(m), vale

Lfdm:/)\fdm=[fodm.

Logo, pela unicidade da derivada de Radon-Nikodym, vale :—Ti(p) =x,(p). =

A.9 Espacgos LP

Seja (M, A, 1) uma espaco de medida. Dado 1 < p < o0, define-se o
espago de fungoes [”(u) como a classe das fungoes mensurdveis f tais que
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APENDICE A. ELEMENTOS DE TEORIA DA MEDIDA E INTEGRAGAOS6

| £|? é integravel, com a identificagao de duas fungoes que coincidem em p-quase
todo ponto. Definimos para f € LP(u)

1

151 = ([ 11 ).

Definimos o espaco de fungdes L™() como a classe das fungdoes mensuréveis
f tais que existe algum K > 0 tal que |f(z)| < K p-quase todo ponto, mais
uma vez com a identificagdo de duas fungées que coincidem em p-quase todo
ponto. Denotamos por ||f|le 0 infimo dos valores K com esta propriedade.
Mais precisamente, definimos

|fllo = inf {K > 0; |f(=)| < K}.

Resulta do modo como definimos estes espagos que, para 1 < p < 0o, qualquer
f € L? est4 identificada como uma fungdo mensurdvel que nunca toma os
valores +o0.
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