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RESUMO

Modelos matemáticos são estratégias cada vez mais comuns no estudo

de processos biológicos, e aqueles envolvendo equações diferenciais, sejam do tipo

ordinárias, parciais ou fracionárias, estão entre os mais usados. O câncer é um

nome usado para designar um conjunto com mais de 200 doenças, tendo em comum

o crescimento desordenado de células, com a capacidade de invadir e proliferar

em diferentes tecidos e órgãos. À medida que tais células se aglomeram e se

multiplicam há a formação de tumores malignos. Tais agrupamentos, devido a

diversos fatores, também podem permanecer indetectáveis, e apresentarem um lento

crescimento durante certos períodos de tempo, a dormência tumoral. O câncer de

tireoide é a malignidade mais prevalente do sistema endócrino, sendo que o tipo

diferenciado, em que as células malignas preservam algumas características das
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células normais, é o observado em 9 a cada 10 pessoas com esse tipo de câncer.

Neste trabalho, desenvolvemos diversos estudos com o uso de modelos matemáticos

aplicados ao câncer, sendo: um estudo com dois modelos matemáticos voltados à

dormência tumoral, com o uso de derivadas fracionárias de Caputo; uma revisão

sistemática de modelos matemáticos aplicados ao câncer de tireoide; e dois estudos

com o desenvolvimento de três modelos matemáticos usando equações diferenciais

ordinárias, o primeiro para estudo do carcinoma papilífero da tireoide, submetido a

tratamento com tireoidectomia e radiofármaco 131I, e os demais sobre tratamentos

ao carcinoma diferenciado da tireoide refratário a iodo, usando terapia-alvo, apenas,

e considerando a combinação com imunoterápico. Os estudos realizados permitem:

observar que o uso de derivada de ordem não inteira pode alterar a estabilidade

de pontos de equilíbrio, e no caso da dormência tumoral, representar uma maior

eficácia do sistema imune em controlar o tumor; notar a ausência de estudos que

consideram o sistema imune como variável em modelos sobre o câncer de tireoide,

até 2018; compreender a eficácia do RAI em eliminar células tumorais da tireoide

sob influência positiva da interleucina-6, com dinâmica populacional segundo o efeito

Allee; e analisar resultados via modelos matemáticos que sugerem a combinação de

terapia-alvo com imunoterápico como melhor opção de tratamento a pacientes com

câncer diferenciado da tireoide refratário a RAI, quando comparado apenas ao uso

de terapia-alvo.

Palavras-chave: Câncer de Tireoide, Dormência Tumoral, Crescimento Tumoral,

Efeito Allee, Estabilidade, Radiofármaco 131I.
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SUMMARY

Mathematical models are increasingly common strategies in the study

of biological processes, and those that involve differential equations, whether the

ordinary, partial or fractional type, are among the most used. Cancer is a common

name for a group with more than 200 diseases, having in common the disorderly

growth of cells, with the ability to invade and proliferate in different tissues and

organs. As these cells clump and multiply, the formation of malignant tumors

is observed. Some colonies of tumor cells, due to multiple factors, can remain

undetectable and show a slow growth during certain periods of time, this phase

is known as tumor dormancy. Thyroid cancer is the most prevalent malignancy

in the endocrine system, and differentiated carcinoma is seen in nine out of ten

people with this type of cancer. In this work we present some studies with the
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use of mathematical models applied to cancer: two investigations related to tumor

dormancy, in which we consider fractional derivatives of Caputo; a systematic review

of mathematical models applied to thyroid cancer; and the development of three

models of ordinary differential equations on different treatments for thyroid cancer.

In the latter case, with the first model we addressed the treatment of papillary

thyroid cancer performed with radioiodine 131I, while in the others we evaluated two

types of treatments for differentiated carcinoma of the thyroid refractory to iodine,

which are considered target therapy and its combination with immunotherapy. The

studies carried out allow us to observe that the use of the non-integer derivative

can change the stability of the equilibrium points, and in the case of tumor

dormancy, represent a greater effectiveness of the immune system in controlling

the tumor; observe the absence of studies that consider the immune system as a

variable in models on thyroid cancer, until 2018; understand the effectiveness of

RAI in eliminating thyroid tumor cells under the positive influence of interleukin

6 and population dynamics according to the Allee effect; and to analyze results

through mathematical models that suggest the combination of target therapies with

immunotherapy as the best treatment option for patients with differentiated thyroid

cancer refractory to RAI, when compared only to the use of target therapy.

Keywords: Thyroid Cancer, Tumor Dormancy, Tumor Growth, Allee Effect, Stabi-

lity, Radioiodine 131I.
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1 INTRODUÇÃO

O que é um modelo matemático? Segundo Altrock et al. (2015), são

objetos com a capacidade de descrever um sistema a partir da abstração e do forma-

lismo matemático. Tais objetos permitem análises de modo a extrapolar situações

originalmente analisadas, predições quantitativas, atuação de mecanismos, manipu-

lação de hipóteses subjacentes, além da descrição quantitativa de associações entre

diferentes componentes de um sistema.

Por meio de modelos matemáticos, a complexidade do câncer tem sido

cada vez mais compreendida. Estudos com modelos matemáticos têm aumentado

nosso entendimento sobre mecanismos como a iniciação tumoral, progressão e metás-

tase, heterogeneidade intra-tumoral e resposta e resistência a tratamentos (Altrock

et al., 2015; Barbolosi et al., 2016). Além disso, à medida que modelos matemáti-

cos são usados como complemento de estudos clínicos e experimentais, paradigmas

podem ser revistos, gerando a possibilidade de novas estratégias para o estudo de

tumores malignos (Eftimie et al., 2011; Beerenwinkel et al., 2015).

Frente à diversidade de elementos que compõem o câncer, seja pela

compreensão da doença como cromossômica1, ou genética; seja pelos tipos conhe-

cidos, em geral definidos de acordo com a localização primária do tumor, ou pelas

escalas biológicas envolvidas; o uso de modelos matemáticos no estudo da proliferação

tumoral tem gerado importantes resultados. Muitos desses modelos envolvem equa-

ções diferenciais ordinárias (EDO) ou parciais (EDP), compreendendo desse modo o

1O termo cromossômico diz respeito à origem do câncer devido à instabilidade nos cromossomos
das células, enquanto que doença genética significa o câncer como resultado de mutações em certos
genes do genoma celular, especialmente naqueles envolvidos no reparo do DNA. Ver Duesberg (2007)
e Hanahan & Weinberg (2000).
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estudo de variáveis dependentes do tempo e do espaço de forma contínua. Modelos

matemáticos discretos cujas variáveis dependem do tempo, o consideram de forma

espaçada, ou seja, não contínua. A modelagem discreta também é usada em modelos

multiescala, no qual duas ou mais dinâmicas são assumidas na proliferação celular,

como a sinalização inter e intracelular, por exemplo. Com o objetivo de usar modelos

discretos dotados de uma estrutura espacial, os autômatos celulares e modelos base-

ados em agentes são metodologias bastante indicadas (Cristini et al., 2017; Jarrett

et al., 2018).

Não obstante a grande quantidade de artigos publicados com mode-

los matemáticos aplicados ao câncer/crescimento tumoral, optamos por apresentar

alguns livros que, além de detalharem diversas técnicas de modelagem, trazem im-

portantes referências. Preziosi (2003) apresenta algumas formas de modelagem e

métodos matemáticos usados no estudo do desenvolvimento e crescimento tumoral.

O livro aborda processos biológicos inerentes a tumores, como a angiogênese, meca-

nismos que dirigem o comportamento neoplásico e aqueles de difusão em um tumor

avascular ou vascular. Em Murray (2003), Capítulo 11, modelos matemáticos de con-

trole e crescimento de tumores cerebrais, particularmente, gliomas e glioblastomas,

são apresentados. Equações diferenciais parciais são usadas no estudo de invasão

tumoral, além disso, se estuda aspectos como ressecção e recorrência de tumores, e

efeito da quimioterapia no crescimento tumoral. Wodarz & Komarova (2005), após

discutir alguns eventos relacionados ao câncer e evolução somática, define e exem-

plifica os principais métodos matemáticos aplicados na modelagem da tumorigênese,

como EDOs, EDPs, modelos discretos de autômato celular, modelagem estocástica

e estimação de parâmetros.

O livro de Percus (2010) é uma resposta sobre como a matemática pode

contribuir para o estudo do sistema imune adaptativo, como o papel dos linfócitos

B e T. Equações diferenciais e probabilidade são as abordagens usadas nos modelos.

Deisboeck & Stamatakos (2011) discorre sobre modelos multiescala em câncer. Ini-

cialmente, o livro apresenta conceitos biológicos envolvidos na carcinogênese, como
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a sinalização oncogênica e estrutura molecular. Modelos multiescala estocásticos,

modelagem multiescala de movimento celular e simulação de crescimento tumoral

com modelos baseados em agentes são alguns dos assuntos abordados. Enderling

et al. (2013) é uma obra voltada ao fenômeno da dormência tumoral com o uso de

modelos matemáticos. Nos Capítulos 10 e 11, modelos com EDOs e EDPs são con-

siderados no estudo da interação câncer-sistema imune, e regulação da dormência e

microambiente tumoral, respectivamente.

Considerando o papel do sistema imune na dinâmica tumoral, Elad-

dadi et al. (2014) apresenta modelos de EDP e autômatos celulares acerca desse

tema e sobre quimiotaxia2. Além disso, uma abordagem de controle ótimo é usada

para investigar a quimioterapia com interações tumor-sistema imune. Kuang et al.

(2016) apresenta modelos com EDOs no estudo de crescimento tumoral avascular

e tratamento. Ao incorporar a estrutura espacial e características fisiológicas como

o tamanho celular, o uso de EDPs é considerado. Modelos multiescala também

são abordados, sendo aplicados ao crescimento tumoral na próstata e dinâmica de

tratamento. Cristini et al. (2017) discute a importância de resultados obtidos via

modelagem matemática como forma de melhorar resultados terapêuticos em câncer.

Várias abordagens são apresentadas, como, EDOs, EDPs, modelos multiescala e mo-

delos baseados em agentes. As aplicações vão desde o estudo de neoplasias e estágios

da doença, a tratamentos, como imunoterapias.

Os modelos matemáticos apresentados ou propostos nesta tese contem-

plam diversas metodologias, como o uso de EDOs de ordem inteira e fracionária; e

tipos de neoplasias, sendo investigados tumores de leucemia mieloide aguda e tumores

da tireoide. Além disso, distintas dinâmicas tumorais são consideradas, como tumo-

res em estágio de dormência e crescimento tumoral segundo o efeito Allee. No estudo

de tumores da tireoide, dois tipos de células são usadas, sendo: células remanescentes

pós tireoidectomia, que captam iodo e crescem segundo o efeito Allee tipo forte, e

células tumorais refratárias a iodo. Por isso, com o objetivo de contextualizar os

2Movimento celular em resposta a um estímulo químico.



4

estudos abrangidos, apresentamos no próximo capítulo, algumas informações acerca

dos principais aspectos biológicos e matemáticos utilizados em cada investigação.

Finalmente, na conclusão dessa Introdução, resumimos a seguir os qua-

tro estudos desenvolvidos, em que além de cada assunto proposto, destacamos os

objetivos e métodos considerados.

• No Capítulo 3 realizamos um estudo da dormência tumoral via modelos de

EDOs com derivadas do tipo fracionárias. A modelagem da dormência con-

sidera interações entre linfócitos e células malignas. O estudo visa comparar

modelos e soluções obtidas com o uso do cálculo usual e do cálculo fracionário;

• No Capítulo 4 propomos uma revisão sistemática desenvolvida sob a metodolo-

gia PRISMA. Essa revisão visa avaliar o uso de modelos matemáticos no estudo

do desenvolvimento, progressão, detecção e tratamento ao câncer de tireoide.

E com isso, identificar elementos estreitamente ligados ao câncer sob análise

ainda não investigados via modelos;

• No Capítulo 5 desenvolvemos um modelo de EDO com efeito Allee para estudo

do tratamento com radioiodo a pacientes com o câncer papilífero da tireoide.

Além do iodo, o número de células tumorais e as concentrações séricas de IL-6

e Tg são tidas como variáveis. O estudo visa avaliar a eficácia do radioiodo

no tratamento e a influência da IL-6 sobre o tumor, considerado com dinâmica

populacional segundo o efeito Allee;

• No Capítulo 6 propomos dois modelos de EDOs para investigar a eficácia dos

fármacos Lenvatinib e Pembrolizumab no tratamento de pacientes com cân-

cer de tireoide refratário ao RAI. Além disso, a ação anti-tumoral de células

imunes é considerada em ambos os casos de tratamento. O estudo visa avaliar

e comparar a eficácia de terapia-alvo, e terapia-alvo com imunoterápico, no

tratamento do câncer proposto.
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Os modelos desenvolvidos nesta tese vislumbram, ao menos, considerar

orientações em torno da arte da boa modelagem, como propostas em Murray (2002):

The mathematics is dictated by the biology and not vice versa. Sometimes the mathe-

matics can be very simple. Useful mathematical biology research is not judged by

mathematical standards but by different and no less demanding ones.



2 CONCEITOS PRELIMINARES

2.1 A glândula tireoide

A glândula tireoide é uma estrutura bilobar localizada na parte anterior

do pescoço e abaixo da laringe. Como parte do sistema endócrino, esta glândula

secreta os dois hormônios tireoidianos: a tiroxina (T4) e a tri-iodotironina (T3), bem

como a calcitonina, que auxilia no metabolismo do cálcio (Widmaier et al., 2011).

Os hormônios T4 e T3 são produzidos a partir de folículos na tireoide, cada folículo

sendo composto de uma camada externa formada de inúmeras células foliculares,

que se situam ao redor de um coloide rico em proteínas (ver Figura 1). A principal

proteína encontrada nesta região é a tireoglobulina (Tg), sendo a mais importante

molécula precursora na formação dos hormônios da tireoide (Stanfield, 2013).

Figura 1: Detalhes ilustrativos da tireoide mostrando coloide, folículos, células pa-
rafoliculares, cápsula do tecido conjuntivo e capilares sanguíneos. Fonte: Adaptado
de Edilson Jacob.
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O iodo obtido na alimentação, na forma de iodeto, é um elemento

fundamental para a síntese dos hormônios tireoidianos. Esses hormônios são os

únicos compostos biologicamente ativos que possuem a molécula de iodo em sua

estrutura. Por isso, a ingestão diária e adequada de iodo deve ser respeitada (Jacob

& Brito, 2015). O iodeto, composto químico do iodo captado na rede sanguínea,

é dirigido para as células e folículos da tireoide, e a partir de sua ligação com a

tireoglobulina há a formação dos hormônios tireoidianos (Guyton & Hall, 2006).

Da produção total de hormônios secretados pela tireoide, 90% corres-

ponde ao T4, contudo, o T3 é o mais utilizado no metabolismo celular. Além disso,

após sua entrada na rede sanguínea, a maior parte do T4 converte-se em T3 ao perder

um iodeto, sendo que cerca de 80% do T3 em circulação deriva desta transformação

(Berne et al., 2008; Sherwood, 2008). Esses hormônios são essenciais para o cresci-

mento normal do corpo e sua manutenção, contribuindo inclusive para a defesa do

hospedeiro, em que atuam junto a células do sistema imune inato, especialmente, os

fagócitos, contra infecções (Marques et al., 2018).

Os níveis de captação de iodeto e de secreção hormonal pela tireoide são

controlados, principalmente, pelo hormônio estimulante da tireoide (TSH) (sigla em

inglês de Thyroid-Stimulating Hormone), produzido pela glândula endócrina hipófise.

Este controle se baseia num sistema de retroalimentação negativa, ou seja, à medida

que os níveis de hormônios tireoidianos se encontram abaixo de um patamar definido,

a hipófise secreta mais TSH para aumento da produção hormonal. Assim que os

níveis adequados são atingidos, os hormônios inibem a secreção de TSH pela hipófise

(Sherwood, 2008).

2.1.1 O câncer na tireoide

Os tecidos do corpo humano, na forma saudável, são formados de cé-

lulas capazes de se multiplicar por meio de um processo contínuo e natural. Estas

células, chamadas normais, em geral, crescem, multiplicam-se e morrem de maneira

ordenada (Kumar et al., 2018). As células cancerosas, por sua vez, em virtude de
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diversas mutações sofridas, continuam se multiplicando de modo quase incontrolável,

dando origem a outras células anormais. Ao repetir continuamente este processo há

a formação de tumores malignos (INCA, 2020).

Segundo Parameswaran et al. (2010), os tumores da tireoide se desen-

volvem a partir de múltiplas etapas, como resultado do acúmulo sequencial de alte-

rações nos genes responsáveis pelo controle da proliferação, diferenciação ou morte

celular. Tumores malignos são aqueles com a capacidade de se espalhar para ou-

tros sítios (metástase), ou invadir tecidos próximos. Os carcinomas são o tipo mais

comum de câncer. Estes são formados por células epiteliais, que são as células que

cobrem as superfícies interna e externa do corpo (NIH, 2019).

O câncer de tireoide, descrito como tumor maligno da glândula tire-

oide, recebe classificação conforme o tipo celular de origem: o carcinoma medular

é originário de células parafoliculares, enquanto os carcinomas diferenciados, indi-

ferenciados ou anaplásicos, surgem das células epiteliais foliculares (Matsuo et al.,

2004), ver Figura 2. Segundo Kumar et al. (2018), os carcinomas do tipo papilífero

se apresentam como lesões solitárias ou multifocais no interior da tireoide, podendo

ser circunscritas ou até mesmo encapsuladas. Contudo, também há casos em que

adentram o parênquima adjacente com margens mal definidas.

Figura 2: Classificação de tumores malignos conforme o tipo celular de origem.
Fonte: Adaptado de medicinanet.com.br

As formas de tratamento contra o câncer de tireoide variam de acordo
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com o tipo e o estágio do câncer. A sobrevida a longo prazo dos pacientes também

depende de alguns fatores, como por exemplo, a idade, em que pacientes com mais

de 40 anos apresentam prognóstico menos favorável, com maior chance de extensão

extratireoidiana e de metástases (Kumar et al., 2018).

De acordo com Nguyen et al. (2015), as opções de tratamento do cân-

cer de tireoide mais comuns são: cirurgia de retirada total (tireoidectomia) ou parcial

(lobectomia) da glândula tireoide, terapia com iodo radioativo (RAI) (sigla em inglês

de Radioactive Iodine), e terapia alvo-molecular com inibidores de tirosina quinase

(TKIs) (sigla em inglês de Tirosine Kinase Inhibitors), ver Figura 3 para mais deta-

lhes. Contudo, imunoterápicos como tratamento a tumores avançados também têm

sido avaliados, como é o caso por exemplo, do Pembrolizumab (Tirrò et al., 2019).

Figura 3: Tratamentos administrados aos principais tipos de câncer de tireoide.
Fonte: Adaptado de Vilar (2006).

Em carcinomas papilíferos da tireoide (PTC) (sigla em inglês de Papil-

lary Thyroid Carcinoma), alterações genéticas, geralmente, levam à ativação da via

de sinalização da proteína quinase ativada por mitógeno (MAPK) (sigla em inglês

de Mitogen-Activated Protein Kinases). Essas alterações incluem rearranjo no gene

RET, geralmente denominado RET/PTC, e mutações pontuais dos genes BRAF e

RAS. Mutações envolvendo algum destes genes estão presentes em mais de 70% dos

carcinomas papilíferos, porém, não é observado ocorrerem em concomitância (Ki-

mura et al., 2003; Nikiforov, 2008).

A ativação de proto-oncogenes3, oncogenes e fatores de crescimento são

3Ver Glossário.
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os primeiros passos na formação do câncer de tireoide. Os carcinomas tireoidianos

foliculares, por exemplo, com muita frequência portam mutações no gene RAS ou

em componentes da via sinalizadora PI-3K/AKT, as quais se mostram associadas à

carcinogênese desse câncer. Além disso, com mutações adicionais envolvendo genes

supressores de tumores, os canceres diferenciados progridem para o estado indiferen-

ciado (Parameswaran et al., 2010; Kumar et al., 2018).

A maior parte dos tumores se caracteriza pela produção de substâncias

no sangue ou em outros líquidos biológicos, cuja dosagem pode ser usada como meio

diagnóstico, parâmetro de estadiamento, controle da terapêutica e fator prognóstico

(Almeida et al., 2007). Essas substâncias são conhecidas como marcadores tumorais.

A tireoglobulina, por exemplo, é um marcador tumoral de valor clínico reconhecido

no caso de carcinoma papilar de tireoide, sendo bastante usado no acompanhamento

de pacientes (Filetti et al., 2019).

Um marcador ideal deve ser específico e sensível para identificar o tipo

tumoral e/ou caracterizar o estágio da progressão neoplásica. Atualmente, diver-

sos marcadores são considerados específicos da diferenciação tireoidiana, como NIS,

PAX8, tireoglobulina, TSHR e TTF-1, e há alguns associados, como o galectina-3,

também expresso em adenomas foliculares, e a telomerase, avaliados contudo como

pouco sensíveis (Matsuo et al., 2004). A interleucina 6 (IL-6), sendo uma citocina

pró-inflamatória, tem sido alvo em diversos estudos quanto à sua influência em vá-

rios tipos de malignidade tumoral, inclusive, no câncer de tireoide, como visto em

Yoshida et al. (1994); Lumachi et al. (2010); Fisher et al. (2014); Kobawala et al.

(2016) e Martins et al. (2018).

2.1.2 Epidemiologia do câncer de tireoide

A incidência do câncer de tireoide tem aumentado de modo contínuo

e acentuado ao longo das últimas décadas. Entretanto, graças a um maior desco-

brimento de tumores pequenos e período de sobrevida inalterado, acredita-se que a

detecção ampliada de doença subclínica seja a principal responsável por esse fenô-
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meno (Wiltshire et al., 2016). Quanto às mutações que dão origem a essa neoplasia,

os erros de replicação de DNA são apontados como principal causa em Tomasetti

et al. (2017), os quais atribuem pouco valor a fatores ambientais ou hereditários.

Segundo Vianna et al. (2012), a prevalência aproximada dos quatro

principais tipos histológicos desse câncer no Brasil são, 78% papilífero, 17% folicular,

3% medular e 2% anaplásico. Embora seja comum em crianças e adolescentes, a

incidência do câncer de tireoide aumenta com a idade em adultos. Segundo dados

do Surveillance, Epidemiology, and End Results Program, SEER (2019), o número

de novos casos de câncer de tireoide estimados para 2018 nos Estados Unidos era de

aproximadamente 54000 casos, correspondendo a 3,1% do total de casos de câncer

nesse país. Todavia, com um percentual de sobrevida de 5 anos ao redor de 98%, o

percentual de mortes foi estimado em apenas 0,3% comparado ao total dos casos.

No Brasil, à exceção do câncer de pele não melanoma, o câncer de

tireoide é o quinto mais comum nas mulheres, com 5,4% dos casos. Estimativas do

INCA para cada ano do triênio 2020-2022, preveem 1830 novos casos de câncer de

tireoide para o sexo masculino, e 11950 para o sexo feminino (ver Tabela 1). Desse

modo, considera-se um risco estimado de 11,15 casos a cada 100 mil mulheres no

Brasil. Em termos de incidência a cada 100 mil habitantes, o câncer de tireoide em

homens ocupa o 12o lugar na região Nordeste, 13o nas regiões Sul e Centro-Oeste, e

a 14a posição nas regiões Norte e Sudeste.

Quanto à incidência em mulheres, esse carcinoma é o terceiro mais

frequente na região Sudeste e o quinto nas regiões Centro-Oeste, Norte e Nordeste. A

região Sul possui o menor índice de ocorrência, estando na décima segunda posição.

Em termos de mundo, países com alto IDH tais como Canadá, Austrália, Nova

Zelândia e Coreia do Sul se destacam com as maiores taxas de incidência. Além

disso, o número de novos casos em 2018 no mundo foi de 567 mil, tornando esse

câncer o nono mais frequente (INCA, 2020).

No estudo de aspectos como a dormência tumoral ou tratamentos, as-

sim como do câncer de forma geral, a relação do sistema imune com a doença é
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Tabela 1: Estimativa do número de casos em 2020 para os dez tipos de cânceres mais
incidentes no Brasil, exceto pele não melanoma, para mulheres (INCA, 2020).

Localização Casos % Localização Casos %

Mama feminina 66280 29,7% Estômago 7870 3,5%

Cólon e reto 20470 9,2% Ovário 6650 3,0%

Colo do útero 16590 7,4% Corpo do útero 6540 2,9%

Traqueia, brônquio 12440 5,6% Linfoma não Hodgkin 5450 2,4%
e pulmão

Glândula tireoide 11950 5,4% Sistema nervoso central 5220 2,3%

considerada muito importante. Por isso, tendo em vista o uso de células ou compo-

nentes do sistema imune em estudos propostos nos capítulos seguintes, apresentamos

a seguir alguns conceitos relacionados a esse assunto.

2.2 O sistema imune

No início do século 20, o cientista Paul Erlich sugeriu que a incidência

do câncer seria muito maior se não fosse pela ação do sistema imune em reconhecer

e eliminar células tumorais. Na década de 1950 apareceu a ideia de imunovigilância,

segundo a qual células do sistema imune patrulham o corpo à procura de células can-

cerosas e as eliminam conforme seu surgimento. Esta ideia tornou-se o fundamento

para o campo da imunologia em câncer (O’Donnell-Tormey & Tontonoz, 2016).

O sistema imune é composto de duas componentes principais: o sistema

imune inato e o sistema adaptativo. O sistema imune inato consiste de componentes

físicos, bioquímicos e celulares de defesa, como nossa a pele, cílios, enzimas digestivas

na boca, resposta inflamatória e células fagocíticas, como os macrófagos, neutrófilos e

células NK (sigla em inglês de Natural Killer). O sistema imune adaptativo se difere

pela especificidade, em que ao ser estimulado pela presença de agentes infecciosos,

desenvolve resposta específica a cada ameaça. A imunidade adaptativa é capaz de
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distinguir diferentes substâncias, sendo composta de células denominadas linfócitos e

algumas de suas secreções, como os anticorpos (Abbas et al., 2015; O’Donnell-Tormey

& Tontonoz, 2016).

Atualmente, não há dúvida de que o sistema imune é um importante

agente na regulação do desenvolvimento do câncer. Contudo, também se acorda que

o termo imunoedição mostra-se cada vez mais adequado que imunovigilância para

se referir à esta ação. De fato, é cada vez mais claro que o sistema imune também

pode facilitar a progressão tumoral, desempenhando deste modo um papel dual. A

imunoedição compreende três fases: eliminação, equilíbrio e escape do tumor (Dunn

et al., 2004).

A eliminação é a fase que representa o conceito original de imunovi-

gilância e corresponde à ação do sistema imune em reconhecer e eliminar as células

tumorais. As duas componentes do sistema imune, inata e adaptativa, agem nesta

etapa regulatória. O início da ação imune contra o tumor ocorre a partir da per-

cepção da sua presença, geralmente, marcada por alterações no tecido local devido

à remodelagem estromal associada à presença de dois hallmarks4, conhecidos como

angiogênese e crescimento de tecido invasivo.

O equilíbrio é o período no qual as células cancerosas sobreviventes à

fase de eliminação, a partir da heterogeneidade e instabilidade genética adquiridas,

coexistem com o sistema imune. Esse período é provavelmente o mais longo dentre

essas fases, podendo se estender por muitos anos, sendo marcado pela aquisição de

diferentes mutações pelas células malignas tornando-as resistentes à resposta imune.

A fase de escape configura-se como o estágio em que as variantes das

células tumorais crescem na ausência de ações consistentes por parte do sistema

imune. Essa evasão da resposta imunológica, ocorre, provavelmente, devido às alte-

rações genéticas e epigenéticas, que propiciam alta resistência às células tumorais.

Tal fase é marcada pela expansão do tumor e maior facilidade para a sua detecção

clínica (Dunn et al., 2004; Hanahan & Weinberg, 2011).
4Termo apresentado em Hanahan & Weinberg (2000) para descrever alterações essenciais ad-

quiridas pelas células no desenvolvimento de tumores malignos.
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Segundo Ward (2014), no desenvolvimento e progressão do câncer de

tireoide, o reconhecimento da ação do sistema imune subjacente à doença, deve ser

visto como uma ferramenta útil na identificação de tumores mais agressivos. Esta

medida, além de possibilitar uma abordagem mais personalizada a cada paciente,

pode reduzir o uso de procedimentos altamente invasivos, de alto custo ou desneces-

sários.

Gogali et al. (2012) num estudo com 90 pacientes, dos quais 65 esta-

vam com PTC, constatou que células NK e células T regulatórias (Tregs) podem ser

importantes reguladoras da progressão do câncer de tireoide. Esse estudo apontou

para uma fraqueza do sistema imune em casos de espalhamento do câncer em está-

gios avançados, destacando, assim, a importância do sistema para a prevenção de

recorrência e metástase. Ainda nesse sentido, Ugolini et al. (2007), ao considerarem

527 casos de carcinomas de tireoide tratados com tireoidectomia, constataram que

tumores de carcinomas pouco diferenciados e indiferenciados, foram caracterizados

por forte redução de linfócitos e células dendríticas imaturas, sugerindo um papel

protetivo dessas células contra tumores da tireoide.

Dois grandes estudos sobre a influência de linfócitos infiltrantes de

tumores (TIL) (sigla em inglês de Tumor-Infiltrating Lymphocytes), no prognóstico

de pacientes com PTC, publicados por Matsubayashi et al. (1995) e Villagelin et al.

(2011), destacam que a presença de TIL em pacientes com câncer está associado a

um prognóstico altamente favorável, em que a recorrência de tumores neste grupo

mostra-se muito menor do que em pacientes sem TIL. Como ilustração, o primeiro

estudo citado se refere a dois grupos usados para análise, A e B, contendo 36 e 59

pacientes, com e sem TIL, respectivamente. Pacientes de ambos os grupos foram

tratados com ressecção da tireoide, sendo acompanhados por um período de 9 anos

(1983 a 1992). Nesse intervalo um paciente do grupo A (2,8%) e 11 pacientes do

grupo B (18,6%) apresentaram recorrência.

Estudos de Ward (2014) e Weber (2014) alertam, contudo, que o termo

linfócitos representa uma variedade de células em que vários fenótipos podem ser en-
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contrados, fazendo-se necessário avaliar diferentes subconjuntos de TIL antes de se

supor alguma previsão prognóstica. Nesse contexto, Grivennikov & Karin (2010)

destacam que células citotóxicas T CD8+ (CTL) (sigla em inglês de Cytotoxic T

cells), e células NK, são consideradas importantes supressoras de crescimento tu-

moral, uma vez que apresentam função citotóxica e habilidade para destruição de

células cancerosas.

2.2.1 A interleucina 6 (IL-6)

A IL-6 é uma citocina que desempenha um papel central na regulação

de processos inflamatórios, imunes e hematopoiéticos. Nas situações em que a sín-

tese desta interleucina mostra-se continuamente desregulada, sua ação passa a ter

um efeito patológico na inflamação crônica e autoimunidade. Medicamentos anti-

receptores desta interleucina, como o tocilizumab, um anticorpo humanizado5, têm

sido aplicados com grande eficácia no tratamento de artrite reumatoide, por exem-

plo, além de noutras doenças inflamatórias crônicas (Nagasaki et al., 2014; Tanaka

et al., 2014).

Segundo Guarino et al. (2010), o mecanismo molecular que relaciona

inflamação e câncer segue longe de ser compreendido, e assim como outros tipos de

neoplasia, o câncer de tireoide é influenciado e também modula processos inflama-

tórios. O papel da citocina IL-6 em várias doenças, incluindo o câncer, é bastante

investigado, sendo que muitos resultados dão indícios da associação entre neopla-

sias e IL-6. Sato et al. (2000), por exemplo, reportam dois casos de carcinoma de

tireoide anaplásico associados com neutrofilia e elevados níveis de IL-6, sendo essa

interleucina também produzida pelas células tumorais.

A forma pela qual células tumorais escapam da vigilância do sistema

imune, envolve, dentre outras, algumas disfunções de células imunossupressivas, tais

como Tregs e citocinas imunomodulatórias (Dunn et al., 2004; Yu et al., 2017).

5Anticorpos obtidos a partir de espécies não humanas pela modificação de sequências de pro-
teínas a fim de aumentar sua similaridade com anticorpos naturalmente produzidos em humanos
(Queen et al., 1989).



16

No estudo de Kobawala et al. (2016), sobre a significância da IL-6 em carcinomas

papilíferos da tireoide, interleucinas como IL-6, IL-7, IL-10 e IL-13 apresentaram

níveis elevados em pacientes com câncer de tireoide. Além disso, a IL-6 circulante

mostrou-se, em geral, bastante associada com baixa sobrevida em pacientes porta-

dores de PTC, tendo um importante papel na progressão da doença. Por fim, os

autores sugerem o direcionamento da sinalização da IL-6 em casos de tratamento

clínico a tumores muito agressivos.

Com o propósito de investigar o papel da inflamação em doenças da

tireoide através dos níveis séricos6 de 10 interleucinas, Provatopoulou et al. (2014)

observaram que os níveis das interleucinas 6, 7, 10 e 13, mostraram-se significativa-

mente maiores que os níveis normais. De acordo com o estudo, a associação entre

inflamação e câncer de tireoide mostrou-se bastante clara, e sugere inclusive, o uso

das interleucinas em estudo para compreensão de mecanismos subjacentes aos casos

observados.

Além desses trabalhos, vários estudos apresentam bastante interesse

sobre a influência da IL-6 em doenças na tireoide, incluindo o câncer: Fujita et al.

(2018) sugerem a IL-6 como potencial biomarcador durante tratamento do câncer

anaplásico da tireoide com Paclitaxel; Notarangelo et al. (2018) avaliam o bloqueio

da sinalização IL-6 para modular a resposta de carcinomas da tireoide ao fármaco

Vemurafenib; Li et al. (2019) estudam a associação entre polimorfismos da IL-6 e

a patogênese e desenvolvimento de PTCs, e Zheng et al. (2019) investigam a IL-6

como promotora de proliferação de células-tronco em carcinomas anaplásicos da

tireoide, bem como sua associação com o desenvolvimento do câncer de tireoide e

metástase. Desse modo, acreditamos que a IL-6 apresenta-se como uma importante

variável na formulação de modelos matemáticos para estudo do desenvolvimento,

progressão e tratamento de PTCs.

6Ver Glossário.
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2.3 Dormência tumoral

A dormência tumoral consiste num período de latência tumoral pro-

longado, em que as células neoplásicas apresentam taxa de proliferação bastante

reduzida, e a evolução do tumor ocorre de forma assintomática, com volume aproxi-

madamente constante. Múltiplos fatores podem estar relacionados à esta fase, como

a ausência de angiogênese, células tumorais em estado quiescente e a ação do sistema

imune - imunovigilância. Findado este período, as células tumorais voltam a crescer

rapidamente, sendo comum a recorrência do câncer de modo local ou em metásta-

ses distantes (Aguirre-Ghiso, 2007; Almog, 2010; Enderling et al., 2013; Chen et al.,

2014a). Ver Figura 4 para mais detalhes.

Figura 4: Dinâmica da evolução tumoral para a metástase. Fonte: Adaptado de
Popolin (2016).

Uma vez que a dormência tumoral também é considerada um fenômeno

clínico que ocorre em vários tipos de cânceres, e está associada ao surgimento de

metástases (Almog, 2013), uma melhor compreensão deste evento deve facilitar a

realização dos seguintes processos: indução ou manutenção da doença num estado

sem progressão, indução de morte de células tumorais provenientes de remanescentes
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pós-cirúrgicos ou de resíduos que agrupam células resistentes à terapias, identificação

de mecanismos ativos num tumor em dormência, além da sua existência no paciente

e identificação de biomarcadores em tumores dormentes (Aguirre-Ghiso, 2007).

A proliferação celular na dormência do câncer ocorre de diversos mo-

dos, e por isso, vários mecanismos biológicos são considerados para sua classificação.

O primeiro conceito usado é o de dormência clínica, compreendido como o período

gasto pelas células remanescentes para reaparecerem na forma de uma recorrência

local ou doença metastática. Nesse período, a dormência ocorre a partir de duas for-

mas: celular e da massa tumoral. Na dormência celular, observa-se uma capacidade

das células malignas em suspenderem temporariamente o seu ciclo proliferativo. A

dormência da massa tumoral é marcada pelo equilíbrio entre a proliferação e a apop-

tose celular, sendo dividida em dois subtipos: dormência angiogênica e dormência

imunológica. A dormência angiogênica caracteriza-se pela ausência de vasos sanguí-

neos necessários ao crescimento do tumor, enquanto o tipo imunológico retrata a au-

sência de crescimento maligno devido a ação do sistema imune (Yeh & Ramaswamy,

2015). Para mais detalhes, ver Figura 5.

2.3.1 Modelos matemáticos sobre dormência tumoral

Dentre os meios empregados para estudo da dormência, estudos com

uso de modelos matemáticos são considerados. Sotolongo-Costa et al. (2003), por

exemplo, ao investigar a interação dinâmica entre células tumorais e linfócitos, con-

siderando em certos casos o uso de imunoterapia, apresentam várias soluções nu-

méricas associadas ao quadro de dormência tumoral. Wilkie (2013) e Wilkie &

Hahnfeldt (2013b,a), estudam, respectivamente, modelos matemáticos da interação

câncer-sistema imune, e a reação de células tumorais a sinais ambientais mediados

pelo sistema imune, que podem alterar a dinâmica do tumor levando-o à dormência.

Esses trabalhos também examinam possíveis mecanismos causativos do escape do

câncer, em que consideram a dormência como induzida pelo sistema imune.
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Figura 5: Mecanismos biológicos de dormência do câncer. Fonte: Adaptado de Yeh
& Ramaswamy (2015).

Modelos matemáticos sobre a interação tumor-anticorpos associado ao

linfoma BCL1 murino e a relação desta associação com dormência de tumores são

abordados em Page & Uhr (2005). No estudo de Page (2009), é feita uma revisão

de artigos sobre a modelagem de dormência tumoral, abordando aspectos como:

mecanismos responsáveis pela dormência, modo pelo qual tais mecanismos podem

ser manipulados, e implicações para terapias em câncer.

Chen et al. (2014a) usam um modelo de autômato celular para estudo

da dormência, em que a sua predição é o principal objetivo do estudo. Para tanto, os

autores modelam o crescimento proliferativo de um tumor sólido, incorporando uma

variedade de interações tumor-hospedeiro e diferentes mecanismos para a dormência

tumoral, como o papel do sistema imunológico. Em Enderling et al. (2013), uma série

de modelos biológicos, matemáticos e computacionais são considerados para análise

da dormência tumoral, em que perspectivas clínicas e experimentais são usadas para

estudo.
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2.4 Efeito Allee e crescimento tumoral

Em 1931, a partir de estudos experimentais, Warder Clyde Allee de-

monstrou que um certo tipo de peixe, goldfish, crescia mais rápido em águas que

contavam com outros da mesma espécie, do que o contrário. Considerando outras

espécies, Allee observou posteriormente que grupos de maior tamanho populacio-

nal apresentavam melhores condições de reprodutividade e sobrevivência (Stephens

et al., 1999). Assim teve-se origem o termo conhecido como efeito Allee, que trata-

se de uma lei da ecologia populacional relacionada a experimentos com a seguinte

associação: grupos com maior tamanho ou grau de aglomeração e benefícios como

o estímulo à reprodução, defesa de recursos ou predação cooperativa, e aumento da

proteção contra agentes invasivos (Stephens & Sutherland, 1999).

O efeito Allee, compreendido como a associação positiva entre número

(ou densidade) populacional e elementos de aptidão individual, se aplica àquelas

espécies cuja sobrevivência depende da cooperação. E por isso, pressupõe uma

taxa de crescimento populacional crítica a grupos com baixa densidade populacional

(Stephens & Sutherland, 1999; Iannelli & Pugliesi, 2014). Esse efeito é classificado

como fraco ou forte. No efeito Allee tipo fraco, a taxa de crescimento em condições

de baixa densidade populacional é muito pequena, porém positiva.

Considerando uma dada espécie com dinâmica populacional segundo o

efeito Allee, tipo forte, e a situação de escassez populacional, a taxa de crescimento

nesse caso é negativa. Modelos que consideram o efeito Allee tipo forte possuem um

equilíbrio instável ou crítico no número de indivíduos, em que abaixo dele a taxa de

crescimento populacional é negativa (Kramer et al., 2009). Ou seja, dado um grupo

de indivíduos, é necessário um número mínimo desses, dependente dos fatores que

os ameaçam, para a preservação do grupo. Um modelo matemático com efeito Allee

tipo forte pode ser escrito de diversas formas, uma clássica é dada por

dN

dt
= rN

(

1−
N

K

)(

N

Q
− 1

)

, (1)
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em que N é o número de indivíduos, r é a taxa de crescimento populacional e K é a

capacidade de suporte do meio. O efeito Allee está considerado no termo (N/Q−1),

em que o parâmetro Q representa o valor populacional crítico responsável pela taxa

de crescimento negativa quando N < Q. Assim, se N é menor que o limiar Q, a

população é extinta.

Essa concepção de dinâmica populacional possui diversas aplicações,

inclusive no estudo de neoplasias malignas. Korolev et al. (2014), por exemplo, co-

mentam possíveis aplicações do efeito Allee tipo forte no desenvolvimento do câncer,

como a existência de um limiar de crescimento tumoral a ser explorado em trata-

mentos. Os autores observam que a superação desse limiar pode configurar um etapa

essencial na realização de processos, como uma produção suficiente de fatores de cres-

cimento necessários à proliferação tumoral, a defesa contra agentes anti-tumorais, e

o deslocamentos de células malignas para novos sítios, em vista de metástases. Fi-

nalmente, supondo um limiar de crescimento do tipo Allee, o estudo ressalta que

terapias poderiam apenas garantir a redução da densidade de células cancerosas, ao

invés de eliminá-las por completo.

Neufeld et al. (2017) observam via experimentos in vitro, que o com-

portamento cooperativo e a proliferação de células tumorais de glioblastoma pós-

ressecção foi melhor descrito a partir do efeito Allee tipo fraco. Johnson et al. (2019)

avaliam por meio de resultados experimentais in vitro com células de câncer de mama,

que modelos com efeito Allee melhor descrevem a cinética de crescimento popula-

cional. Segundo os autores, essa conclusão indica um comportamento cooperativo

entre células tumorais quando em baixas densidades, e em tumores sob recidiva ou

emergentes. Feng et al. (2019) consideram o efeito Allee tipo fraco num modelo

matemático de crescimento tumoral avascular, os quais observam que conforme a

densidade das células em proliferação diminui, o efeito Allee reduz ainda mais a taxa

de crescimento tumoral.



22

2.5 Modelos matemáticos com cálculo fracionário

O cálculo de ordem não inteira, mais conhecido como cálculo fracioná-

rio (CF), é a área da matemática que lida com derivadas e integrais de ordem não

inteira. Dentre as diversas aplicações desenvolvidas a partir dessa teoria, a modela-

gem de fenômenos biológicos é um domínio bastante conhecido. Modelos de equações

diferenciais em cálculo fracionário consideram derivadas de ordem não inteira para

simularem fenômenos. Nesse processo, em geral, usam derivadas com ordem menor

que a tida na ordem inteira, entre 0 e 1 por exemplo, se a ordem inteira for igual a

1 (Camargo & de Oliveira, 2015).

Embora o desenvolvimento do cálculo fracionário remonte ao final do

século XVII com a troca de correspondências entre Leibniz e L’Hopital, sobre a

possibilidade de se calcular a derivada de ordem meio de uma função, nesse século

numerosas e importantes pesquisas vêm sendo desenvolvidas e publicadas, como

Scalas et al. (2000); Magin (2010); West (2010); Machado et al. (2010); Diethelm

(2012); Weinberg (2015); Yu et al. (2016); Yildiz et al. (2018a); Kuroda et al. (2017),

Silva et al. (2019) e muitas outras.

Ainda que o CF seja uma área consolidada e em ritmo de expansão,

uma compreensão clara e trivial, acerca dos significados físicos, biológicos ou geomé-

tricos dos operadores de derivada e integral ainda não se encontra bem estabelecida

(Podlubny, 2001; Tavassoli et al., 2013). Esse campo da análise matemática está

relacionado a processos com efeito de memória, como é o caso por exemplo, de siste-

mas de equações diferenciais fracionárias (EDFs) com operador derivada não local,

já que nesse contexto, o cálculo da derivada fracionária em algum instante de tempo

t, exige o conhecimento de tempos previamente considerados (Podlubny, 1998).

Nos estudos de Zhuravkov & Romanova (2014) e Tarasov (2018), vá-

rios processos biológicos com efeito de memória são considerados com o uso do CF.

Além disso, o uso de EDF na modelagem de fenômenos reais pode atenuar o sur-

gimento de erros causados pela não consideração de alguns parâmetros (Mainardi,

2009; Gutierrez et al., 2010). O uso do CF também tem sido bastante útil para
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aplicações na área de engenharia (Sabatier et al., 2007). Os estudos de Matignon

(1996); Matouk (2010) e Matouk (2015) por exemplo, apresentam o uso de CF em

análises de controle e sistemas dinâmicos. Importantes aplicações de CF igualmente

existem no campo da física, como em generalizações de equações, como do telégrafo

e em difusão anômala, além de em mecânica quântica (Hilfer, 2000; Camargo et al.,

2008, 2009a,b,c).

Em temas sobre saúde, Arafa et al. (2012) e Arafa et al. (2016) usam

equações diferenciais fracionárias na modelagem da infecção de células T CD4+ por

HIV. Ainda sobre HIV, mas com o uso de dados experimentais, Martinez (2020)

apresenta um modelo de ordem não inteira para simular a dinâmica e estimar pa-

râmetros biológicos relacionados a dados reais de pacientes sob tratamento antir-

retroviral. Modelos fracionários sobre hepatite com e sem a aplicação de terapia

medicamentosa são desenvolvidos em Cardoso et al. (2018). No estudo de processos

ligados ao câncer, Dokuyucu et al. (2018) utilizam do operador derivada de Caputo-

Fabrizio para a modelar o uso da radioterapia no tratamento da doença. Ahmed

et al. (2012) apresentam um modelo de ordem fracionária para estudo da interação

sistema imune-câncer via dois mecanismos efetores imunes; e Yildiz et al. (2018b)

usam a derivada fracionária do tipo Caputo em um modelo matemático, o qual con-

sidera processos como quimioterapia e imunoterapia para estudo de esquemas de

tratamento ótimo.

Um modelo de ordem fracionária é usado em Arshad et al. (2015) para

estudo do crescimento de células tumorais e suas interações com células efetoras

imunes. Arshad et al. (2016) e Karaman et al. (2016) examinam, via modelos fra-

cionários, a resposta do sistema imune representada por linfócitos T citotóxicos ao

crescimento de uma população tumoral e o processo de difusão de movimento com

vista à distinção entre tumores cerebrais pediátricos, respectivamente. Considerando

a relação entre terapia gênica e efeito de memória, Tavoni (2019) usa modelos fracio-

nários para investigar esse tipo de tratamento contra o câncer. No estudo, verifica-se

a relação entre cenários da dinâmica tumoral e a ordem da derivada fracionária, além
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de uma associação entre menores ordens à derivada e cenários com maior eficiência

do tratamento.



3 MODELOS MATEMÁTICOS DE DORMÊNCIA

TUMORAL VIA CÁLCULO FRACIONÁRIO

Neste capítulo, estudamos dois modelos matemáticos de dormência

tumoral com o objetivo de investigar e comparar soluções numéricas obtidas via

CF com aquelas oriundas do cálculo de ordem inteira, por sua vez já examinadas

em Sotolongo-Costa et al. (2003) e Wilkie & Hahnfeldt (2013a). Nesse sentido, em

vista da obtenção de novos resultados com a abordagem fracionária, estudamos a

estabilidade de cada sistema em que a derivada de Caputo é o operador considerado

para ambos os modelos. O operador derivada de Grünwald-Letnikov é o meio usado

na realização de simulações numéricas. O uso desses operadores decorre, também,

da relação de igualdade entre um e outro quando satisfeitas certas condições. Como

será visto adiante.

Os modelos considerados sobre dormência tumoral, do tipo imunoló-

gica, visam representar a interação entre população tumoral e o sistema imune. O

primeiro modelo corresponde a uma adaptação realizada em um dos sistemas apre-

sentados por Sotolongo-Costa et al. (2003), o qual se baseia no clássico modelo

presa-predador. Na modelagem usada é suposta a existência de competição entre

populações de células tumorais e linfócitos. O segundo modelo proposto considera

equações do tipo logístico, havendo uma capacidade suporte para a população tu-

moral e expansão controlada e limitada do sistema imune.

Os modelos apresentados neste capítulo foram objetos de estudo com

o uso do cálculo fracionário em Ribeiro (2017). Por isso, a abordagem usada nesta

tese consiste em ampliar a análise do estudo mencionado, com investigação sobre a
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estabilidade fracionária de cada modelo e a observação dos resultados via simula-

ções numéricas. O método de diferenças finitas não clássico (NSFD) (sigla em inglês

de Non-Standard Finite Difference) (Mickens & Smith, 1990; Ongun et al., 2013),

é usado na computação de simulações em ambos os modelos. A seguir, apresenta-

mos algumas definições e resultados do cálculo fracionário necessários para o estudo

proposto.

3.1 Operadores e Estabilidade em Modelos Fracionários

Segundo Caputo (1969) e Yildiz et al. (2018b), a derivada fracionária

conhecida como de Caputo de ordem α, e denotada por CD
α, é definida da seguinte

forma:

Definição 3.1. A derivada de Caputo de ordem α > 0 de uma função f = f(t),

t > 0, é dada por

CD
α
t0
f(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

t0

(t− s)m−α−1 dm

dsm
f(s)ds, (2)

em que Γ(·) é a função gama de Euler e m é um número natural, tal que m − 1 <

Re(α) ≤ m.

O operador de Grünwald-Letnikov geralmente é usado para a obtenção

de soluções numéricas de modelos com equações diferenciais fracionárias. De Ongun

et al. (2013), temos a seguinte definição:

Definição 3.2. A derivada de Grünwald-Letnikov de ordem α > 0 de uma função

f = f(t) é dada na seguinte forma

GLD
α
t0
f(t) = lim

N→∞

h−α
N

N
∑

j=0

w
(α)
j f(t− jhN ), (3)

em que hN =
t− t0
N

e os pesos wα
j são os coeficientes na expansão da série de
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potências de (1− ξ)α, ou seja,

(1− ξ)α =
∞
∑

j=0

w
(α)
j ξj, w

(α)
j =

Γ(j − α)

Γ(−α)Γ(j + 1)
.

Segundo Cardoso et al. (2018), os pesos acima podem ser avaliados

recursivamente, por meio da seguinte relação de recorrência:

w
(α)
0 = 1, w

(α)
j =

(

1−
1 + α

j

)

w
(α)
j−1, j = 1, 2, ... ,

w
(α−1)
0 = 1, w

(α−1)
j =

(

1−
α

j

)

w
(α−1)
j−1 , j = 1, 2, ... .

Uma vez que a derivada de Caputo é considerada na etapa de análise

da estabilidade dos modelos, enquanto que a de Grünwald-Letnikov é empregada

na sequência para a obtenção de simulações numéricas, apresentamos a seguir uma

importante relação entre tais operadores.

Considerando que a função f
.
= f(t) é suficientemente suave em t0

e que 0 < α < 1, então, sob condições adequadas de regularidade propostas por

Podlubny (1998) e Ongun et al. (2013), há a seguinte igualdade

CD
α
t0
f(t) = GLD

α
t0
(f(t)− f(t0)). (4)

Tendo em vista que o uso de derivadas fracionárias pode alterar a

estabilidade observada nos modelos com derivadas de ordem inteira, apresentamos

a seguir alguns teoremas úteis para a referida análise de estabilidade em modelos

fracionários. De modo geral, tais resultados visam estabelecer condições para o

reconhecimento dos seguintes aspectos: comportamento assintótico de soluções em

modelos fracionários, a influência da ordem α na estabilidade do modelo, manutenção

da estabilidade emmodelos com ordem inteira quando considerada ordem não-inteira,

e também a generalização dos critérios de Routh-Hurwitz para o caso fracionário.

Teorema 3.1. (Matignon, 1996; Ahmed et al., 2006a) Considere o seguinte sistema
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de ordem fracionária



































CD
αx(t) = f(x, y),

CD
αy(t) = g(x, y),

x(0) = x0, y(0) = y0, α ∈ [0, 1).

(5)

Um ponto de equilíbrio deste sistema, definido por f(xeq, yeq) = 0, g(xeq, yeq) = 0, é

localmente assintoticamente estável se, todos os autovalores λ da matriz Jacobiana

avaliada no ponto de equilíbrio, satisfazem

| arg(λ)| >
απ

2
. (6)

Desse modo, a partir de um dado valor para α, um ponto de equilíbrio

pode passar a ser assintoticamente estável no caso fracionário, ainda que não o seja

quando considerada a ordem inteira.

De acordo com Ahmed et al. (2006a), considerando o sistema (5), as

condições de Routh-Hurwitz são suficientes para que um ponto de equilíbrio seja

localmente assintoticamente estável, porém, não são necessárias. A partir do referido

estudo, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. (Ahmed et al., 2006a) Considere o seguinte sistema



































CD
αx(t) = f(x, y),

CD
αy(t) = g(x, y),

x(0) = x0, y(0) = y0, α ∈ [0, 1),

(7)

os pontos de equilíbrio deste sistema, com ordem α ∈ [0, 1), e definidos por

f(xeq, yeq) = 0, g(xeq, yeq) = 0, são, ao menos tão estáveis, quando considerados

com o uso de ordem inteira.
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A fim de estabelecer condições para a estabilidade do sistema (7)

quando 0 < α < 1, em termos dos coeficientes do polinômio característico e seu

discriminante, em Ahmed et al. (2006b) temos a seguinte generalização das condi-

ções de Routh-Hurwitz para sistemas fracionários.

Considerando a equação polinomial p(λ) = 0, em que p(λ) = λn +

a1λ
n−1+a2λ

n−2+ · · ·+an, e todos os coeficientes são reais, vale o seguinte resultado:

Teorema 3.3. (Ahmed et al., 2006b) Considere o seguinte sistema de ordem fraci-

onária



































CD
αx(t) = f(x, y),

CD
αy(t) = g(x, y),

x(0) = x0, y(0) = y0, α ∈ [0, 1),

(8)

em que o número de equações pode ser n = 1 ou 2. Então, as seguintes condições

garantem a desigualdade (6):

1. Para n = 1, é suficiente que a1 > 0;

2. Para n = 2, bastam as condições de Routh–Hurwitz, ou

a1 < 0, 4a2 > (a1)
2, e

∣

∣

∣

∣

∣

tan−1

(

√

4a2 − (a1)2

a1

)∣

∣

∣

∣

∣

>
απ

2
;

3. Para qualquer n, an > 0 é uma condição necessária.

A partir das definições e teoremas definidos anteriormente, apresen-

tamos nas próximas subseções dois modelos matemáticos com equações diferenciais

ordinárias fracionárias. Em cada caso, a abordagem ocorre na seguinte ordem: com-

preensão dos processos biológicos modelados, análise da estabilidade fracionária dos

modelos e simulações numéricas com o uso de parâmetros considerados quando usada

a ordem inteira.
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3.2 Modelo de dormência tumoral com dinâmica de compe-

tição

A interação dinâmica entre células tumorais e de defesa no processo de

dormência do câncer é investigada, a partir de modelos matemáticos, em Sotolongo-

Costa et al. (2003). Os modelos usados nesse estudo têm como variáveis as populações

de células tumorais e linfócitos, as equações são do tipo diferenciais ordinárias e as

derivadas possuem ordem inteira.

O modelo fracionário proposto nesta seção, com exceção da derivada de

Caputo como taxa de variação, é igual ao modelo adimensional de Sotolongo-Costa

et al. (2003), considerado sem tratamento. Neste caso, ainda que os linfócitos sejam

tidos como predadores e as células tumorais malignas sejam consideradas presas, o

modelo não se refere a um presa-predador pelas seguintes modificações: cada popu-

lação envolvida sofre com o aumento populacional do outro grupo, e há um fluxo de

linfócitos que independe do tamanho do tumor, em direção ao sítio tumoral.

Seja o número de células tumorais denotado por N = N(t) e o número

de linfócitos por I = I(t), em que t se refere à variável tempo, Sotolongo-Costa et al.

(2003) apresentam o seguinte modelo



































dN

dt
= rN −NI,

dI

dt
= σ −

1

r
I − dN +NI,

(9)

em que r representa a taxa de proliferação das células malignas, σ é o fluxo de linfó-

citos em direção à região tumoral, e d se refere à taxa de mortalidade da população

de linfócitos devido o aumento de células malignas. A interação entre ambas as po-

pulações é representada pelo termo NI, sendo vista como positiva para o caso dos

linfócitos e negativa para a população de células tumorais.

Considerando desta vez a derivada de Caputo com ordem α, tal que
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0 < α < 1, o seguinte modelo fracionário é proposto























CD
αN = rN −NI,

CD
αI = σ −

1

r
I − dN +NI,

(10)

em que parâmetros e termos do modelo mantêm os mesmos significados como des-

critos quando considerada a derivada de ordem inteira. A derivada de Caputo é o

operador utilizado devido ao fato que, embora sua interpretação física e geométrica

seja bastante complexa, este operador permite o uso de condições iniciais fisicamente

interpretáveis (Podlubny, 2001; Benchohra et al., 2009).

A partir do modelo fracionário (10) e devido ao intervalo de valores

aplicáveis ao parâmetro α, vamos obter um amplo espectro de soluções. Tal ação

nos possibilitará uma melhor compreensão quanto ao uso do CF neste modelo de

dormência tumoral. A seguir, apresentamos uma análise de estabilidade do sistema

dado.

3.2.1 Análise de estabilidade fracionária

Ao igualar cada taxa de variação a zero nos modelos (9) e (10), obtemos

os mesmos e seguintes pontos de equilíbrio:

P1 = (0, rσ) e P2 =

(

1− σ

r − d
, r

)

.

Associado ao ponto de equilíbrio P1, temos o polinômio característico

p(λ) = λ2 + λa1 + a2, em que a2 = (σ− 1). Os autovalores associados são dados por

λ1 = −
1

r
e λ2 = r(1− σ). Assim, se σ > 1, então | arg(λ)| = π >

απ

2
, e portanto P1

é assintoticamente estável de acordo com o Teorema 3.1. Caso contrário, λ2 torna-se

um número real e positivo, de modo que | arg(λ2)| = 0.
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A equação característica associada a P2 tem a seguinte forma

λ2 − λ

(

d− rσ

r(r − d)

)

+ (1− σ) = 0,

em que, a2 = −(σ − 1). Os autovalores correspondentes a P2 são dados por

λ1,2 =
d− rσ

2r(r − d)
±

√

(

d− rσ

2r(r − d)

)2

− (1− σ). (11)

Na análise que segue, consideramos a2 > 0 (σ < 1), pois esta é uma

premissa necessária para que P2 seja assintoticamente estável segundo o Teorema

3.3. Se o discriminante em (11) for negativo, então os autovalores preditos serão

complexos, e se além disso possuírem parte real positiva, então, no caso de α = 1

o ponto P2 é um foco instável. Contudo, uma vez que supomos 0 < α < 1, pelos

Teoremas 3.2 e 3.3, há a possibilidade da região em que P2 é instável possuir pontos

em que ele seja assintoticamente estável. Ou seja, a região em que P2 é um foco ou

nó estável também possui pontos no semiplano complexo de parte real positiva.

A região do espaço de parâmetros em que se encontra este semiplano

complexo é caracterizada pela seguinte condição: σ < d/r < 1. Neste cenário,

o ponto P2 está numa região em que possui sentido físico e pode ser estável, pois

0 < σ < 1 e r > d > 0. Contudo, a referida exigência não é suficiente para a

existência de autovalores complexos com parte real positiva. Logo, a fim de verificar

que isto é realmente possível conforme os parâmetros usados, observe que

(

d− rσ

2r(r − d)

)2

≤
1

4

(

d

r(r − d)

)2

e
1

4

(

d

r

)2

<
1

4
.

Portanto, se (1 − σ) ≈ 1, então, para o discriminante em (11) ser

negativo, basta garantir que (r − d) ≥ 1/2. Dessa maneira, conforme destacado na

Figura 6, a depender dos valores usados para os parâmetros na área de estudo, o item

2 do Teorema 3.3 é satisfeito. Com isso, a região de estabilidade para o ponto de

equilíbrio P2 torna-se mais ampla que a encontrada apenas considerando a derivada
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de ordem inteira, conforme descrita em Sotolongo-Costa et al. (2003).

Figura 6: A faixa de cor cinza ilustra novos pontos no espaço de parâmetros em
que P2 pode ser estável, caso esteja associado a autovalores complexos de parte real
positiva.

A seguir, apresentamos alguns resultados de simulações numéricas

usando os mesmos valores atribuídos aos parâmetros em Sotolongo-Costa et al.

(2003). Com isso, verificaremos a situação na qual o ponto P2 é assintoticamente

estável no caso fracionário, mas instável quando considerada uma derivada de ordem

inteira.

3.2.2 Simulações numéricas

Com os cenários oriundos das simulações, além dos possíveis casos

quanto à estabilidade de P2, devemos obter uma melhor compreensão das variações

causadas na modelagem do sistema com as mudanças aplicadas ao parâmetro α.

Nas simulações no modelo (10), usamos o método numérico NFSD, sobre o qual

apresentamos a seguir as principais características como descritas em Mickens &

Smith (1990), Ongun et al. (2013) e Zibaei & Nanjoo (2015).
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Em vista da construção do método numérico, vamos usar a relação

entre os operadores de Caputo e Grünwald-Letnikov (GL), descrita em (4). Na dis-

cretização temporal, as seguintes propriedades são consideradas: t0 e T correspondem

aos tempos inicial e final do domínio usado nas simulações, dado por [t0, T ]; R é o

número de pontos da discretização do domínio; tR = t0+hR é o tipo de malha usada

pelo método NFSD; e h > 0, se refere ao tamanho do passo de tempo.

Além disso, considerando o operador GL em (3), vale a seguinte apro-

ximação

Dαf(t) ∼=
1

φ(h, δ)

R
∑

j=0

w
(α)
j f(t− jh), (12)

em que φ(h, δ) é a função denominador dependendo de h, para um dado vetor de

parâmetros δ. Segundo Ongun et al. (2013), a fim de garantir a convergência desta

representação discreta para a derivada contínua correspondente, conforme h → 0, a

seguinte condição de consistência deve ser satisfeita

φ(h, δ) = hα +O(hp), p > α, h → 0, (13)

em que O(hp) é o erro de truncamento.

Ainda neste sentido, Mickens & Smith (1990) e Ongun et al. (2013)

estabeleceram várias expressões possíveis para a função φ, dentre as quais conside-

ramos a seguinte:

φ(h, µ+ 1) =
1− e−hα(µ+1)

µ+ 1
, (14)

com o parâmetro µ = 3, como usado em Cardoso et al. (2018). A escolha de (14) se

deve ao fato que, esta função tanto satisfaz a condição de consistência (13), quanto

possui comportamento estável para quaisquer valores de h e δ, ainda que sua taxa de

convergência diminua conforme se utilize valores cada vez menores para α, 0 < α < 1.

Desse modo, o esquema NSFD usado na resolução no modelo fracio-
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nário (10), é dado por:































Ni = w
(α−1)
i N0 −

n
∑

j=1

wα(Nn−j) + φ(h, δ)[rNi−1 −Ni−1Ii−1],

Ii = w
(α−1)
i I0 −

n
∑

j=1

wα(In−j) + φ(h, δ)[Ni−1Ii−1 − 1/rIi−1 − dNi−1 + σ].

(15)

A seguir, cenários obtidos via simulações numéricas quanto às possíveis

dinâmicas populacionais do modelo (10) são apresentados e discutidos.

Cenário 1: Estabilidade de P2 em função de α

A partir do Teorema 3.3, item 2, calculamos o valor de α de modo

que a desigualdade | arg(λ)| > απ/2 do Teorema 3.1 fosse satisfeita, sendo obtido

um valor de, aproximadamente, 0,99092, o qual denotamos por α∗. A partir deste

limiar realizamos várias simulações numéricas, as quais de fato corroboram a teoria

apresentada, como será visto adiante.

Por meio das simulações, observamos que nos casos em que α < α∗, o

ponto P2 é assintoticamente estável. Ressaltamos que, quanto menor o valor de α,

mais rápida é a aproximação das soluções ao ponto de equilíbrio. Quando α > α∗, o

ponto P2 é instável, ver Figura 7.

Com os valores atribuídos aos parâmetros, o ponto P2 é dado, de forma

aproximada, por (N, I) = (0,53, 2). Finalmente, a partir das Figuras 7(a) e 7(b),

notamos como a amplitude das soluções associadas a I e N mudam ao longo do

tempo. Assim, notamos que o uso de derivadas com ordem não inteira pode causar

alterações substanciais na dinâmica de sistemas com equações diferenciais, sendo este

um assunto alvo de numerosos trabalhos (Petrás, 2009; Tavazoei & Haeri, 2009; Li

et al., 2010; Li & Zhang, 2011; Rivero et al., 2013).
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Figura 7: Evolução populacional de linfócitos (a) e células malignas (b) ao longo do
tempo t ≥ 0. Parâmetros: r = 2, d = 0,2, e σ = 0,05; condição inicial: N(0) =
2,1, I(0) = 2,7; tamanho do passo: h = 0,01. Autovalores: λ1,2 ≈ 0,0138± 0,9745i;
ordens fracionárias usadas: α = 0,999, 0,990, 0,970 e 0,950. Adaptado de Silva et al.
(2019).
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Com o objetivo de ampliar a descrição desse cenário, apresentamos o

retrato de fase para N×I, em que notamos o quanto as soluções se aproximam ou se

distanciam do ponto de equilíbrio P2 conforme o valor considerado para α, ao longo

do tempo t, ver Figura 8.
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Figura 8: Retrato de fase (populações de linfócitos e células malignas) com o nó
estável ou instável próximo ao ponto de equilíbrio P2 = (0,53, 2). Parâmetros:
r = 2, d = 0,2 e σ = 0,05; condição inicial: N(0) = 2,1 e I(0) = 2,7; ordens
fracionárias consideradas: α = 0,999, 0,990, 0,970, 0,950 e solução inteira (SI).
Adaptado de Silva et al. (2019).

Cenário 2: Dormência tumoral e a ordem α

Neste caso, realizamos uma alteração no valor do parâmetro σ, de modo

que sua medida é cinco vezes maior que a usada nas simulações anteriores. Com

isso, está sendo considerado que o sistema imune é bastante eficaz em reconhecer

a anomalia tumoral e garante um maior fluxo de linfócitos para a região afetada.

Em termos da análise matemática, com o novo valor para σ os parâmetros passam
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a ocupar a região definida como área de estabilidade, conforme exibido na Figura 6,

satisfazendo a relação d/r < σ < 1.

Devido ao Teorema 3.2, como os parâmetros são escolhidos de modo

a se verificar estabilidade no caso da ordem inteira, é esperado que com o uso da

ordem α esse equilíbrio também ocorra. Observando a Figura 9, notamos que além da

estabilidade assintótica se manter, cada pequeno decréscimo no valor de α acarreta

uma grande diminuição no comportamento oscilatório das soluções.

0 50 100 150
t

0

1

2

3

4

5

N
  e

  I

N, α = 0,999
N, α = 0,990
N, α = 0,970
N, α = 0,950
 I, α = 0,999
 I, α = 0,990
 I, α = 0,970
 I, α = 0,950

Figura 9: Número de células malignas e linfócitos ao longo do tempo t ≥ 0. Parâme-
tros: r = 2, d = 0,2, e σ = 0, 25; condição inicial: N(0) = 5,3, e I(0) = 6,7; tamanho
do passo: h = 0,1; tempo total de simulação: T = 180 dias; ordens fracionárias
consideradas: α = 0,999, 0,990, 0,970 e 0,950. Adaptado de Silva et al. (2019).

Destarte, a partir das simulações realizadas, verificamos que assim

como o parâmetro σ, ao receber certos valores passa a satisfazer condições para

que um ponto de equilíbrio deixe de ser instável para se tornar estável; a ordem

da derivada fracionária, no caso específico em que se tem autovalores complexos de

parte real positiva, pode desencadear a mesma alteração na estabilidade do modelo.
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Contudo, enfatizamos que embora isso ocorra com σ e α, não se nota uma relação

de equivalência entre as duas condições. Para entender isso, basta observar que a

ordem da derivada α não altera o ponto de equilíbrio, mas apenas o comportamento

das soluções, enquanto que σ causa alterações em ambos os aspectos.

Finalmente, esclarecemos que os valores usados para α foram escolhidos

maiores que 0, 9 devido a dois fatores, de modo geral: primeiro, pelo fato do valor

obtido para α∗ ser bem próximo a 1, e segundo que, particularmente no Cenário 2,

valores menores para α apenas aumentariam a redução no comportamento oscilatório

das soluções.

A seguir, apresentamos um segundo modelo matemático relacionado à

dormência tumoral, desta vez com possibilidade de escape do câncer.

3.3 Modelo de dormência do câncer induzida pelo sistema

imune

O modelo fracionário apresentado nesta seção difere do modelo (9),

principalmente, pelo tipo de estrutura considerada, na qual se usa parâmetros como

a capacidade de suporte e dimensionalidade ao modelo. Neste caso, as equações

usadas para modelar o crescimento populacional tanto das células tumorais, quanto

imunes, possuem termos com capacidade de suporte do meio. Contudo, a capacidade

de suporte para a população de células imunes é fixa apenas na ausência de células

malignas, pois à medida que as células tumorais aparecem, essa capacidade aumenta

seguindo o crescimento da população tumoral. Nas simulações computacionais, en-

tretanto, adota-se um limite máximo para a capacidade suporte do sistema imune,

em torno de 109 células. Mais adiante, apresentaremos uma explicação biológica

acerca dessa imposição.

Denotando o número de células cancerosas por N e o de células imunes

por I, um modelo de ordem inteira proposto em Wilkie & Hahnfeldt (2013a) é dado
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por



























dN

dt
= r̂N

(

1−
N

K

)

− âIN,

dI

dt
= γ̂I

(

1−
I

Ie + µNI

)

,

(16)

em que r̂ e K representam a taxa de proliferação e a capacidade de suporte para

a população de células malignas, respectivamente; â é o coeficiente de eliminação

das células cancerosas pelo sistema imune, γ̂ é a taxa de proliferação do sistema

imune, Ie é o número inicial de células imunes no hospedeiro, e µ é o coeficiente de

recrutamento de células de defesa pelo sistema imune.

Além das diferenças observadas acerca dos modelos (9) e (16), na re-

alização de simulações com a versão fracionária do último modelo, os parâmetros

referentes a ação anti-tumoral e o recrutamento de células imunes podem ser con-

siderados fixos ou apresentarem decaimento exponencial ao longo do tempo, como

será visto adiante. Além disso, como o modelo (16) é dimensional, não basta ape-

nas trocar o tipo de derivada para a obtenção de uma versão fracionária, antes, é

necessário balancear as unidades do sistema.

Vários estudos consideram este balanceamento de unidades, como é o

caso por exemplo de Dokoumetzidis et al. (2010), em que a partir de um sistema de

EDO e a introdução de integrais fracionárias de Riemann-Liouville (Podlubny, 1998),

os autores obtêm um sistema de equações diferenciais fracionárias com dimensões

adequadas usando derivadas de Riemann-Liouville. Seguindo ideias de Podlubny

(1998) e Cardoso et al. (2018), como o operador
d

dt
tem unidade tempo−1, então

dα

dtα
possui unidade tempo−α. Logo, considerando 0 < α ≤ 1 e Ψ um parâmetro

dimensional com dimensão temporal, segue que
1

Ψ1−α

dα

dtα
apresenta como unidade:

tempo−1 (Aguilar et al., 2012).

Desse modo, com a transformação s = Ψ1−αŝ aplicada aos parâmetros
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r̂, â e γ̂, a versão fracionária do modelo (16) é dada por



























CD
αN(t) = rN

(

1−
N

K

)

− aIN,

CD
αI(t) = γI

(

1−
I

Ie + µNI

)

,

(17)

em que CD
α é a derivada de Caputo de ordem α, com 0 < α ≤ 1. Os significados dos

parâmetros r, a e γ são similares quando no sistema (16). A partir do balanceamento

realizado, notamos que as unidades dos parâmetros r̂ e γ̂ são t−1, enquanto r e γ

têm dimensão t−α e dependem de Ψ.

3.3.1 Análise de estabilidade fracionária

As equações (16) e (17) possuem os mesmos pontos de equilíbrio, dados

por P1 = (0, 0), P2 = (0, Ie), P3 = (K, 0) e P4 = (N∗, I∗), em que

N∗ =
1

2µ

(

µK + 1−

√

(µK + 1)2 + 4µK

(

aIe
r

− 1

)

)

,

I∗ =
r

2µaK

(

µK − 1 +

√

(µK − 1)2 + 4µK
aIe
r

)

.

Os pontos de equilíbrios P1 e P3 possuem ao menos um autovalor posi-

tivo associado, sendo portanto, instáveis. Relacionado ao ponto de equilíbrio P2, há

os seguintes autovalores: λ1 = r− aIe e λ2 = −γ, sendo portanto estável, se r < aIe.

De outro modo, a expressão do autovalor λ1 também interfere no sentido físico do

ponto P4, uma vez que N∗ é não negativo apenas se r ≥ aIe. Além disso, a equação

caraterística associada a P2 é tal que a2 = γ(aIe − r), fazendo com que a análise da

estabilidade deste ponto esteja alinhada com o Teorema 3.3, item 3. Por fim, como

P1, P2 e P3 não possuem autovalores complexos, a estabilidade destes pontos fixos

não dependem da ordem da derivada, pois ou se tem | arg(λ)| = π ou | arg(λ)| = 0.

Voltando ao estudo sobre P4, e supondo que este possui sentido físico,
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então este ponto é o único possível de ser estável. Mantendo esta condição, a partir

do Teorema 3.2, uma vez que P4 é um atrator estável se α = 1, então ele também o

é para 0 < α < 1.

Um outro modo de estudar a estabilidade do ponto P4 é por meio dos

seus autovalores associados. Nesse sentido, seja

z = 2γaµKIe, β = M + (µK − 1), θ = M − (µK + 1),

em que

M =

(

(uK − 1)2 +
4

r
aµKIe

)1/2

,

e então, a equação característica relacionada a P4 é dada por

λ2 + λ

(

2zµK − θβr2

2µKβr

)

− θ
2z + γrβ2

4βµK
= 0,

resultando nos seguintes autovalores:

λ1,2 =
1

2





θβr2 − 2zµK

2µKβr
±

√

(

θβr2 − 2zµK

2µKβr

)2

+ θ
2z + γrβ2

βµK



 . (18)

Supondo r = aIe, o ponto de equilíbrio P4 é reduzido ao ponto P2, por

isso, as análises que seguem são realizadas apenas considerando r > aIe. Contudo,

a partir desta condição temos que θ < 0 e β > 0, e com isso, a parte real dos

autovalores é sempre negativa, ou seja,

2zµK − θβr2

2βrµK
> 0.

Desse modo, os autovalores dados em (18) são complexos de parte

real negativa ou apenas reais negativos. E portanto, P4 é um ponto de equilíbrio

assintoticamente estável para qualquer ordem α considerada, 0 < α ≤ 1.

A análise realizada, além de ser útil para a compreensão da estabilidade
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fracionária do modelo, visa garantir uma maior clareza quanto aos seus parâmetros.

A seguir, apresentamos algumas simulações numéricas do sistema (17). Nessas si-

mulações, contudo, ao menos um dos parâmetros, a ou µ, varia ao longo do tempo,

seguindo um decaimento exponencial. Esse fato é melhor esclarecido na próxima

seção.

3.3.2 Simulações numéricas

Com o propósito de analisar as soluções do modelo (17) via simulações

numéricas, considerando novamente o método NFSD e a construção apresentada em

(3.2), o seguinte esquema é dado































Ni = w
(α−1)
i N0 −

n
∑

j=1

wα(Nn−j) + Ψ1−αφ(h, δ)L1,

Ii = w
(α−1)
i I0 −

n
∑

j=1

wα(In−j) + Ψ1−αφ(h, δ)L2,

(19)

em que

L1 = [(rNi−1(1−Ni−1/K)− aNi−1Ii−1)],

L2 = [γIi−1(1− Ii−1/(Ie + µNi−1Ii−1))].

Como um dos objetivos deste estudo é verificar as mudanças ocorridas

com o uso da derivada fracionária nos resultados do modelo (16), aos parâmetros

em (17) serão atribuídos os mesmos valores usados em Wilkie & Hahnfeldt (2013a).

Ressaltamos contudo, que os valores atribuídos aos parâmetros fixos devem apenas

ser considerados como biologicamente relevantes, no sentido de que aproximam o

evento da dormência do câncer como descrito por Saudemont & Quesnel (2004). No

estudo supracitado, os autores apresentam resultados provenientes de um modelo

murino com leucemia mieloide aguda, usado para investigar a dormência do câncer

induzida pelo sistema imune.
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Quanto aos parâmetros que podem ser expressos como funções de de-

caimento exponencial, a e µ, para estimação das grandezas envolvidas em cada fór-

mula matemática, Wilkie & Hahnfeldt (2013a) desenvolveram um algoritmo a partir

do método de Monte Carlo via Cadeia de Markov. E a partir de então, os autores

aplicaram os dados experimentais publicados por Saudemont & Quesnel (2004) no

processo de estimação. Dentre as três formas funcionais obtidas no artigo, preferimos

a função dada por a(t) = a0 exp(−t/τ), com a qual o estudo apresentou melhores

caracterizações do escape da dormência.

As condições e fenômenos descritos a seguir, são conforme aos apre-

sentados em Wilkie & Hahnfeldt (2013a). Os parâmetros a0 e τ sofreram ajustes

a partir do método dos mínimos quadrados com base nos valores estimados para

a. O parâmetro τ remete à escala de tempo determinada pelo procedimento citado,

sendo-lhe atribuído um valor de τ = 227, 9. Tanto a quanto µ, têm o mesmo tipo de

decaimento exponencial nas simulações computacionais. Do ponto de vista biológico,

ambos os decaimentos são compreendidos como consequência do aumento na habi-

lidade das células tumorais em resistir à sinais apoptóticos, mediados por linfócitos

T citotóxicos; e à diminuição de citocinas anti-tumorais, tais como IFN-γ e TNF-α

(Saudemont & Quesnel, 2004; DeNardo et al., 2010).

Sobre os parâmetros acrescidos no modelo (17), α e Ψ, o valor de Ψ =

0,02 é usado na maior parte dos cenários, conforme também considerado em Cardoso

et al. (2018). Contudo, ao considerar a e µ como funções que decaem no tempo, o

valor de Ψ = 0,002 é usado para que o método numérico apresente convergência. Ao

parâmetro α são atribuídos três valores, 0,99, 0,95 e 0,90, sendo suficientes para que

a influência da nova derivada seja esclarecida no comportamento geral das soluções

numéricas. A seguir, discutimos quatro cenários obtidos em condições similares às

apresentadas em Wilkie & Hahnfeldt (2013a).
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Decaimento no coeficiente de eliminação tumoral pelo sistema imune

Este cenário é muito representativo quanto ao uso da derivada fracio-

nária no modelo proposto. Inicialmente, ressaltamos que o parâmetro associado ao

recrutamento, µ, é considerado constante, enquanto que o coeficiente de eliminação

pelo sistema imune, a, cai ao longo do tempo de modo exponencial. O principal

resultado é que, assim como em Wilkie & Hahnfeldt (2013a), a manutenção na ca-

pacidade de recrutamento de novas células imunes é suficiente para garantir o estado

de dormência na população tumoral, como apresentado na Figura 10.

Por meio da Figura 10(a), notamos que ao realizar uma leve diminui-

ção na ordem da derivada α — uma vez que no intervalo (0, 1) o menor valor usado

foi de 0,90 — já obtemos uma redução no comportamento oscilatório das soluções,

observado em ambas as populações. Um segundo resultado importante diz respeito

à forma das curvas de N e I quando se usa α = 0,90, pois, nesse caso, a presença de

oscilações é quase inexistente após menos da metade do tempo considerado. Con-

tudo, a população de células imunes conserva uma taxa de crescimento acelerado

independente da dinâmica assumida ou valor de α usado.

Para cada valor atribuído a α há uma dinâmica de crescimento po-

pulacional própria, o que também exige diferentes interpretações para o fenômeno.

Com o uso da ordem fracionária, a diferença nos resultados obtidos com o observado

em respostas clássicas de modelos presa-predador, deve-se tanto pelo crescimento

contínuo de I em alguns casos, quanto pelo feedback do sistema imune, que assume

formas cada vez menos oscilatórias conforme a diminuição em α.
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Figura 10: (a) Evolução das populações de células malignas e imunes ao longo do
tempo t, com µ = 10−3, a = 7, 25× 10−5e−

t
227,9 , Ψ = 0, 02, h = 0, 1, T = 1000 dias,

I(0) = 100 e N(0) = 1. (b) A dinâmica de I e N mostra que enquanto o número
de células tumorais convergem, aproximadamente, para 103 células, a população
de células imunes tende a crescer de modo ilimitado. Ordens consideradas: α =
0,99, 0,95 e 0,90, com parâmetros, r = 0,2, K = 1010, γ = 0,2 e Ie = 100. Adaptado
de Silva et al. (2019).
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Valor limite estabelecido ao número de células imunes

Neste cenário, os parâmetros a e µ são considerados como anterior-

mente. Contudo, é suposto um limite de 109 células para a população de células

imunes, o qual denota uma capacidade final de resposta imunológica frente ao tumor.

Além disso, esse mesmo número também é suposto ao número de células malignas

para que se considere o escape do câncer. Por meio das simulações verificamos que

na medida em que se reduz o valor de α, maior se torna o tempo para ocorrer o

escape da doença, como observado na Figura 11.
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Figura 11: Evolução das populações em número de células ao longo do tempo com
µ = 10−3, a = 7,25 × 10−5e−

t
227,9 , Ψ = 0,02, h = 0,1, I(0) = 100, N(0) = 1 e

T = 1000 dias, com um limite para a capacidade suporte das células do sistema
imune de I = 109 células. Ordens fracionárias consideradas: α = 0,99, 0,95 e 0,90,
com parâmetros, r = 0,2, K = 1010, γ = 0,2 e Ie = 100. Adaptado de Silva et al.
(2019).

Dados resumidos dos valores obtidos nas soluções da Figura 11, tempo

para escape do tumor e intervalo de tempo entre a saturação do sistema imune até o
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escape, são apresentados na Tabela 2. As situações observadas nesse cenário parecem

correlacionar positivamente à diminuição na ordem da derivada α com tumores menos

agressivos, porém resistentes. Observa-se que o tempo gasto para a população de

células imunes atingir o limiar 109 independe da ordem α, ao contrário do tempo de

escape, que se mostra sensível a essa variação.

Tabela 2: Tempo observado até o escape do câncer e de saturação do sistema imune
até a ocorrência do fenômeno. Os valores citados sobre α = 1 são de Wilkie &
Hahnfeldt (2013a).

Valor de α 1 0, 99 0, 95 0, 90

Tempo para escape (em anos) 8,50 8,64 8,76 8,97

Tempo entre a saturação do sistema 200 245 283 357
imune e a ocorrência do escape (em dias)

Coeficiente de recrutamento sob decaimento exponencial

Ao alterarmos o comportamento de a e µ, em que apenas µ decai

exponencialmente ao longo do tempo, as simulações reproduzem cenários em que

as curvas das soluções também alternam de comportamento, como visto na Figura

12. Além disso, notamos que nessa configuração o número de células cancerosas

é cada vez maior ao longo do tempo, enquanto que a população de células imunes,

mantendo-se estável, não consegue impedir a saída do câncer do estado de dormência,

ainda que mantenha o coeficiente de eliminação inalterado.

O tempo decorrido até escape do estado de dormência é basicamente o

mesmo em qualquer caso, inclusive com α = 1, sendo de t = 8,6 anos. Desse modo,

a ordem α, associada à obtenção de maiores períodos para o escape do câncer, e

o coeficiente de recrutamento de células imunes, µ, mostram-se como parâmetros

muito importantes para o tamanho final de ambas as populações, assim como para

a saída do câncer do estado de dormência.
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Figura 12: (a) Evolução das populações em número de células ao longo do tempo
t. Parâmetros: µ = 0,001e−

t
227,9 , a = 7,25 × 10−5, Ψ = 0,02, h = 0,1, T =

1000 dias, I(0) = 100 e N(0) = 1. Ordens usadas: α = 0,99, 0,95 e 0,90; parâmetros:
r = 0,2, K = 1010, γ = 0, 2 e Ie = 100. Adaptado de Silva et al. (2019).

Duplo decaimento do sistema imune: recrutamento e capacidade de eliminação

Ambos os parâmetros, a e µ, coeficientes de eliminação tumoral e re-

crutamento de células imunes, decaem exponencialmente ao longo do tempo, e a

capacidade do sistema imune em impedir o avanço da população tumoral mostra-se

pouco relevante, como visto na Figura 13(a). Na Figura 13(b) notamos que quanto

menor o valor de α menos oscilações existem nas soluções, e assim como no caso

anterior, o tempo de escape é sempre de, aproximadamente, 8,6 anos. Portanto, em-

bora α interfira bastante no modo como as populações evoluem, nenhum parâmetro

mostra-se mais influente à quantidade final de cada população que µ.
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Figura 13: (a) Evolução das populações de células malignas e imunes. Parâmetros:
µ = 0,001e−

t
227,9 , a = 7,25×10−5e−

t
227,9 , Ψ = 0,002, h = 0,1, T = 1000 dias, I(0) =

100 e N(0) = 1. (b) Dinâmica câncer-imune. À medida que o valor de α diminui,
as soluções passam a oscilar cada vez menos ao longo do tempo. Ordens fracionárias
consideradas: α = 0,99, 0,95 e 0,90; parâmetros: r = 0,2, K = 1010, γ = 0,2 e
Ie = 100. Adaptado de Silva et al. (2019).
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Desse modo, embora o uso do cálculo fracionário no modelo (16) não

tenha ocasionado uma estabilidade bastante distinta da estabilidade linear obtida

por Wilkie & Hahnfeldt (2013a), valores menores que 1 para α promoveram alte-

rações no comportamento oscilatório de ambas as populações ao longo do tempo.

Além disso, cenários com maiores períodos de dormência tumoral foram obtidos,

quando considerados o coeficiente de eliminação sob decaimento e a capacidade de

recrutamento constante.

3.4 Conclusões do capítulo

A partir de dois modelos matemáticos sobre dormência tumoral, anali-

samos neste estudo algumas abordagens do cálculo fracionário, em termos do uso de

derivadas com diferentes ordens, para a área da modelagem matemática na oncolo-

gia. No estudo, o processo de dormência tumoral foi assumido como sendo mediado

pelo sistema imune.

No primeiro modelo, o uso do CF apenas resultou no acréscimo do pa-

râmetro relacionado à ordem da derivada α que, por sua vez, desencadeou relevantes

alterações no comportamento geral do sistema, como a mudança de estabilidade pro-

vocada pela diminuição na ordem da derivada e o amortecimento geral nas soluções

obtidas. Contudo, como a condição de estabilidade alcançada a partir da ordem α

também pode ser verificada com um aumento no fluxo de linfócitos para a região

afetada, compreendemos que a diminuição em α refere-se a cenários em que há uma

maior eficiência do sistema imune em controlar o tumor.

No segundo modelo, o uso do CF fez com que tivéssemos de introduzir

o parâmetro Ψ além da ordem α, necessário para o balanceamento das unidades do

sistema. Neste caso, a ordem da derivada não resultou em alteração na estabilidade

de algum ponto de equilíbrio. Contudo, além do amortecimento nas oscilações à

medida em que se usava menores valores para a ordem da derivada, verificou-se tam-

bém que essa redução provocou maiores períodos do câncer em estado de dormência.

Desse modo, também nesse caso se concluiu que a diminuição no parâmetro α esteve
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associada a cenários em que o sistema imune mostrou-se bastante eficiente.

Por fim, constatada a ampla variedade de cenários produzidos a partir

da aplicação do cálculo de ordem não inteira na modelagem de dormência tumoral,

acreditamos que dois passos importantes a serem realizados são: verificar que aspec-

tos relacionadas à doença poderiam ser usados para explicar cada cenário obtido a

partir da variação em α, e o uso de diferentes ordens fracionárias, uma para cada

equação, α e β, nos modelos fracionários propostos.



4 MODELOS MATEMÁTICOS DE CÂNCER DE

TIREOIDE: UMA REVISÃO

Modelos matemáticos, em geral, são representações simplificadas de

objetos do mundo real, tendo como finalidade gerar compreensão e predição dos

fenômenos retratados. Um exemplo bastante conhecido é o modelo presa-predador,

o qual é habitualmente usado para estudo de interações populacionais. Além disso,

modelos podem ser úteis em processos com tomadas de decisão ou divulgação de

conhecimento (Schichl, 2004).

O uso de modelos matemáticos para estudos de processos biológicos

é um acontecimento longevo (Schank & Twardy, 2009). A aplicação de modelos

quanto ao funcionamento da glândula tireoide também possui longa data. Danziger

& Elmergreen (1956), por exemplo, apresentam um modelo sobre este assunto com o

uso de equações diferenciais não lineares. No estudo, os autores fazem uso de variáveis

associadas aos níveis de TSH, enzimas, e concentração de hormônios tireoidianos

ao longo do tempo. No modelo vários processos são abordados, como: produção

hormonal, captação de iodo, hipotireoidismo, entre outros.

Segundo Barbolosi et al. (2016), o desenvolvimento de ferramentas

para o tratamento de câncer a partir da modelagem matemática é uma tendência

crescente, sendo a modelagem uma abordagem possibilitadora de refinar modalidades

de tratamento, impulsionar pesquisas, além de contribuir para o desenvolvimento de

cuidados aos pacientes. Na área do câncer de tireoide, vários trabalhos têm sido

publicados, possibilitando a avaliação da eficácia de procedimentos, assim como,

o reconhecimento de fatores prognósticos para carcinomas diferenciados (Yildirim,
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2005; Barbolosi et al., 2017).

A partir de um artigo de revisão, Park (2016) investiga o uso de mode-

los matemáticos aplicados à oncologia, inclusive com a administração de tratamentos.

O autor apresenta uma variedade de modelos, dos quais grande parte compõe-se de

equações diferenciais. Dentre vários aspectos modelados, destacam-se: crescimento e

tamanho tumoral, marcadores tumorais, efeitos adversos após tratamentos e sobre-

vida livre de progressão da doença.

Este capítulo apresenta uma revisão sistemática realizada com o pro-

pósito de avaliar o uso de modelos matemáticos no estudo de tumores, desenvolvi-

mento e tratamento do câncer de tireoide. Como resultados, além de reconhecer os

principais aspectos simulados e variáveis usadas, veremos que sistemas com equações

diferenciais ordinárias ou parciais compõem a maioria dos estudos encontrados. Esta

revisão, ao anteceder o desenvolvimento de novos modelos no próximo capítulo, ser-

virá para o conhecimento de processos já modelados, bem como o de novas variáveis

a serem usadas.

4.1 Materiais e Métodos

Considerando que este estudo refere-se a uma revisão sistemática, sua

elaboração ocorre a partir dos critérios estabelecidos pela metodologia PRISMA

(sigla em inglês de Preferred Reporting Items for Systematic Reviews and Meta-

Analyses), apresentada em Moher et al. (2009).

4.1.1 Metodologia de busca

A busca de textos científicos foi realizada a partir de várias bases de

dados, como a Web of Science, PubMed, Scopus, Cochrane Library, Embase e LI-

LACS, além da plataforma de busca de conteúdo científico Google Scholar. Fontes

com diferentes escopos de conteúdo científico foram usadas devido o fato de artigos

na área de modelagem matemática, particularmente, sobre processos biológicos, se-

rem aceitos para publicação tanto em meios voltados à área da saúde, quanto à de
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ciências exatas ou do tipo interdisciplinar.

Nas ferramentas de busca Web of Science, PubMed, Scopus, Coch-

rane Library e LILACS, foram usados os seguintes termos: “mathematical modeling”

“thyroid”, “mathematical model” “thyroid”, “mathematical model” “iodine”, “mathe-

matical model” “thyroidectomy”, “mathematical model” “therapeutic nuclear thyroid”

e “differential equations” “thyroidectomy”. Os termos de busca “applied mathema-

tical modeling” e “thyroid cancer” foram os termos chaves usadas na base de dados

Embase.

No Google Scholar, uma vez que os itens encontrados foram muito

numerosos, mas pouco correlacionados aos termos da pesquisa, fizemos uso de apenas

duas expressões modificadas para o refinamento das buscas, a saber: “mathematical

modeling of thyroid” e “mathematical model of thyroid”. Assim, com base nas listas

de resultados encontrados, a coleção de artigos foi realizada a partir dos primeiros

40 itens listados em cada busca, totalizando um número final de 80 artigos para a

análise inicial.

4.1.2 Critérios de seleção

Na primeira fase do processo de filtragem, artigos provenientes de to-

das as bases que apresentavam modelos matemáticos voltados à glândula tireoide,

relacionados ao seu funcionamento ou doenças, por exemplo, foram aceitos. Um

outro filtro aplicado aos artigos selecionados foi a adoção de estudos apenas escritos

em inglês, espanhol ou português.

A seleção final dos trabalhos consistiu de critérios de inclusão ou ex-

clusão na seguinte forma: para ser aceito para revisão, o estudo selecionado deveria:

• abordar algum aspecto subjacente ao desenvolvimento do câncer de tireoide,

• apresentar um modelo matemático voltado à identificação, evolução, trata-

mento, ou acompanhamento de tumores na tireoide,

• não apresentar apenas modelos ligados à outras doenças da tireoide, como hi-
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pertireoidismo, hipotireoidismo, doença de Graves e outras, sem ligação direta

com o câncer de tireoide.

4.1.3 Seleção final e coleta de dados

De modo geral, o processo de seleção dos artigos consistiu, primeira-

mente, na leitura do título e resumo de cada estudo. Nos casos em que se permaneceu

em dúvida quanto ao encaixe nos critérios acima elencados, foi realizada a leitura

completa do texto. De cada estudo selecionado, as seguintes informações foram

extraídas: autores, título do estudo, ano de publicação, se houve uso de amostra

biológica no processo de modelagem, tipo do modelo matemático usado, principal

tópico abordado e variáveis usadas nos modelos.

4.2 Resultados

Dado que a busca de literatura ocorreu em março de 2018, artigos

disponíveis e publicados até esta data foram coletados. Contudo, devido aos critérios

expostos, apenas textos entre 2006 e 2017 foram selecionados. Dos 310 artigos assim

reunidos, após avaliação quanto aos filtros e critérios supracitados, apenas um total

de 7 textos mostraram-se de acordo com as exigências, sendo esses os que compõem

esta revisão (ver Figura 14).

À medida que os textos obtidos eram classificados, observamos que

algumas doenças, assim como outros tipos de câncer, possuem um número muito

maior de estudos publicados com modelos envolvendo EDOs ou EDPs. Contudo,

como veremos adiante, ainda que artigos com modelos de câncer de tireoide sejam

escassos, aqueles que compõem esta revisão abordam a maioria dos estágios ligados ao

desenvolvimento dessa neoplasia, abordando tanto aspectos relativos à sua progressão

quanto a tratamentos.

Ainda neste sentido, o uso de modelos matemáticos para estudo de ou-

tros processos relacionados à glândula tireoide é bastante frequente. Durante a revi-

são, foram encontrados vários textos relacionados a processos como o funcionamento
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Google Scholar - 31 artigos
Total de 424 artigos

com 114 duplicatas

Seleção final de 07

entre 310 artigos

Web of Science - 92 artigos

Scopus - 122 artigos

PubMed - 146 artigos

LILACS - 20 artigos

Embase - 10 artigos

Cochrane - 03 articles

Figura 14: Diagrama com as bases de dados, total de artigos selecionados, duplicatas
e seleção final.

da glândula tireoide, eixo hipotálamo-hipófise-tireoide, hiper e hipotireoidismo, bó-

cios, doença de Graves, além de outros (Danziger & Elmergreen, 1956; Hoermann

et al., 2013; Goede et al., 2014; Abduvaliev et al., 2015; Langenstein et al., 2016;

Leow, 2016).

Em vista do conhecimento sobre os principais pontos abordados nos

estudos, segue uma rápida descrição de cada texto selecionado. No estudo de Lu-

bitz et al. (2016), os autores desenvolvem um modelo matemático para descrever a

história natural do carcinoma papilífero da tireoide na população dos EUA. Neste

sentido, o estudo aborda aspectos como surgimento, desenvolvimento, progressão e

detecção do câncer na população ao longo do tempo. Um modelo matemático de

EDO com crescimento logístico é usado para aproximar o crescimento de tumores,
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tanto benignos quanto malignos.

Os seguintes dados do programa SEER (sigla em inglês de Surveillance,

Epidemiology, and End Results) são usados em Lubitz et al. (2016) para a calibração

de parâmetros: dados transversais de incidência em câncer de tireoide de 2010 a

2012; e dados sobre tamanhos de nódulos malignos da tireoide, e idade em que

ocorreu o diagnóstico de tumores primários, de 1975 a 2012. A partir desses dados,

são calibrados os seguintes parâmetros: taxa de desenvolvimento de nódulos; taxa de

crescimento inicial de nódulos, tanto benignos quanto malignos; e taxa de detectção

de nódulos. Com isso, o estudo, dentre outras, fornece estimativas de crescimento

para tumores ao longo do tempo, estratificadas por grupos benignos versus malignos

e grupos etários.

Ruggieri et al. (2008) apresentam um modelo matemático para a apro-

ximação do volume da glândula tireoide (TV), sendo esta estimação um pré-requisito

para a realização de cirurgias minimamente invasivas. Segundo o estudo, a técnica

mais aceita e usada para avaliação do volume da tireoide até aquele momento se re-

feria à análise bidimensional via ultrassonografia (US-TV). Em vista de refinar esta

técnica, os autores propõem um modelo estatístico consistindo de uma equação li-

near: predicted TV= 1, 24101· US TV+3, 66287, que ao invés de substituir a US-TV,

faz uso do seu valor para a obtenção de uma medida mais precisa. Para comparação

dos resultados, são usados dados de volumes pós-cirúrgicos (PS-TV) de 53 pacien-

tes. Por fim, os autores mostram que com o modelo linear foi possível predizer o

PS-TV com melhor acurácia que o método US-TV, em que o percentual de acertos,

em termos das aproximações médias, aumentaram de 23% para 43% com o modelo

proposto.

Em Kolpak et al. (2016), os autores usam de dois modelos matemáti-

cos para simular o funcionamento da glândula tireoide e desenvolvimento tumoral,

considerando tempo e espaço no caso da neoplasia. Para estudo da glândula tireoide

é usado um modelo de equações diferenciais ordinárias, em que são considerados os

seguintes aspectos: captação de iodo, sua ligação à tireoglobulina e por último, a
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formação do hormônio tireoidiano tiroxina (T4). A partir da análise de estabilidade

linear dos pontos de equilíbrio, os autores avaliam que o modelo é capaz de simular

o funcionamento da glândula no estado saudável. Um segundo modelo com equa-

ções diferenciais parciais, mais especificamente, um problema de valor de contorno é

proposto para estudo do desenvolvimento temporal e espacial das células tumorais.

Este modelo refere-se a uma adaptação do primeiro, acrescido de uma equação vol-

tada à proliferação e difusão das células tumorais. A taxa de crescimento tumoral é

obtida a partir de estudos com dados experimentais e a resolução do último sistema

de equações ocorre via métodos numéricos.

Para a detecção de nódulos tireoidianos, Gavriloaia & Gavriloaia

(2010) usam um modelo com equações diferenciais parciais a fim de criar um modelo

geométrico da glândula tireoide. A partir do modelo, simulações quanto à propaga-

ção do som detectaram a existência de nódulos pela medida da menor frequência de

ressonância, quando a amplitude do sinal refletido é mínima. Desta forma, o estudo

analisa a tireoide sob o ponto de vista dinâmico da acústica. O método apresentado

no trabalho mostra-se não invasivo, aponta para a possibilidade de tratamento pre-

coce da doença, e destaca a possibilidade de incluir tratamentos térmicos aos nódulos.

Por último, o estudo ressalta que a técnica desenvolvida é capaz de detectar nódu-

los pequenos, uma vez que alterações significantes na frequência das ressonâncias

também são verificadas neste caso.

De modo geral, a eficiência de um tratamento ao câncer, além do grau

de desenvolvimento da doença, terapias e medicamentos usados, requer bastante

atenção quanto aos efeitos colaterais produzidos. Estes efeitos por sua vez, costu-

mam estar relacionados à toxidade das drogas empregadas, o que exige bastante

cuidado na escolha de parâmetros como dose, rotina e período de administração dos

medicamentos (Carneiro et al., 2015). No estudo de Traino & Di Martino (2006), os

autores usam modelos linear-quadráticos para, de modo teórico, discutir as quanti-

dades de 131I administradas nos casos de ablação de células remanescentes na tireoide

pós-cirurgia ou metástase. O interesse pelo assunto surge pelo fato de que nenhuma
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das opções de tratamento utilizadas nos casos supracitados (a saber, quantidade fixa

pré-determinada conforme se ablação de remanescentes ou metástase, e cálculo da

atividade terapêutica de modo individual) é baseada em algummodelo teórico. Desse

modo, o modelo matemático proposto baseia-se na obtenção individual da atividade

terapêutica ótima ao paciente, conforme a redução pretendida do volume de células.

Chen et al. (2014b) avaliam a meia vida efetiva do iodo radioativo 131I

em pacientes submetidos à tideoidectomia parcial ou total, a partir do uso de uma

câmera gama in vivo. No estudo, os autores fazem uso de um modelo de EDO para

verificar a variação do iodo em cinco compartimentos do corpo humano: estômago,

fluidos corporais, tireoide, corpo inteiro e excreção. À cada variação de 131I nos quatro

primeiros compartimentos foi atribuída uma variável no modelo. Os pacientes em

estudo foram tratados com o radioterápico para ablação de remanescentes na tireoide

e acompanhados pelo período de uma a quatro semanas. Segundo os autores, a

avaliação da meia-vida efetiva em pacientes conforme o estudo é essencial devido à

previsão de dose e avaliação do risco de câncer. Por fim, o estudo destaca que se

numa pessoa saudável a tireoide é o compartimento dominante, para os pacientes

sob acompanhamento esta dominância desloca-se tanto para a tireoide quanto para

fluidos corporais.

No último artigo selecionado, Barbolosi et al. (2017) utilizam um mo-

delo de EDO com as seguintes variáveis ao longo do tempo: atividade de radioiodo
131I, número de células tumorais e concentração de tireoglobulina. A partir do mo-

delo, os autores avaliam a eficácia do tratamento com o radioterápico em pacientes

que foram submetidos à tireoidectomia, mas que desenvolveram metástase posteri-

ormente. Para análise da variabilidade populacional e interindividual, e estimação

dos parâmetros do modelo, os autores usam o pacote Nonlinear Mixed Effect Models,

software Monolix, sendo considerados dados de 50 pacientes envolvidos no estudo.

O destaque do modelo diz respeito à sua capacidade de predição quanto

ao efeito do tratamento em cada paciente. De modo que, a partir de níveis parciais de

tireoglobulina dosados após o início do tratamento, verificou-se ser possível realizar
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previsões quanto à evolução da doença e, consequentemente, propor alterações, como

o aumento ou diminuição no nível e número das doses administradas de 131I. Desse

modo, o estudo sugere critérios para que pacientes possam ser classificados como

responsivos ou não ao tratamento enquanto este ainda se encontra em andamento.

Por fim, apresentamos a Tabela 3, pela qual é possível observar rapi-

damente as principais informações usadas para comparação e análise dos trabalhos

selecionados nessa revisão.

4.3 Discussão

A capacidade preditiva de modelos matemáticos na aproximação de

processos biológicos geralmente depende dos valores atribuídos aos parâmetros do

modelo. Esta atribuição de valores por sua vez, ocorre geralmente nas seguintes

formas: via estimação a partir de banco de dados, como observado nos artigos (Chen

et al., 2014b; Lubitz et al., 2016; Barbolosi et al., 2017), escolhidos de modo que

sejam biologicamente relevantes, ou obtidos de outros trabalhos publicados, como

realizado em Traino & Di Martino (2006). No estudo de Kolpak et al. (2016), alguns

parâmetros recebem valores como citados na literatura, enquanto outros são tomados

de modo que estejam em conformidade com o evento em estudo.

Segundo Park (2016), as variáveis de um modelo, contribuem para a

compreensão tanto de um dado fenômeno quanto dos principais processos envolvidos

e o grau de complexidade ou realismo subjacente ao evento considerado. Via de

regra, a maioria das variáveis empregadas nos modelos que compõem os artigos desta

revisão está de alguma forma ligada ao funcionamento do eixo hipotálamo-hipófise da

tireoide (HHT), ver Figura 15, além de características inerentes ao desenvolvimento,

progressão e tratamento ao câncer de tireoide.
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Tabela 3: Comparação dos estudos analisados nesta revisão com modelos matemáticos sobre câncer de tireoide ou eventos

diretamente relacionados.

Publicação/ano Modelo Assunto Variáveis consideradas

Lubitz et al. (2016) EDO Crescimento tumoral Volume tumoral

Ruggieri et al. (2008) Estatístico linear Tireoidectomia Volume da tireoide

Kolpak et al. (2016) EDO & EDP Crescimento tumoral Iodo, Tg, T4 e células tumorais

Gavriloaia & Gavriloaia (2010) EDP Detecção de nódulos Pressão, densidade e deslocamento

de moléculas na tireoide

Traino & Di Martino (2006) Linear-quadrático Dosimetria de 131I Massa da tireoide e dose absorvida

Chen et al. (2014b) EDO Meia vida efetiva do 131I Quantidade de 131I em partes

após tireoidectomia distintas do corpo humano

Barbolosi et al. (2017) EDO Metástase e tratamento Radioiodo, Tg e células tumorais
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Figura 15: Funcionamento da tireoide a partir do eixo Hipotálamo-Hipófise-Tireoide
(HHT). Adaptado de Degon et al. (2008).

Uma vez que dentre as informações citadas em relação às variáveis,

características do eixo HHT ainda não foram mencionadas neste trabalho, resumimos

a seguir seus principais aspectos. O hipotálamo é essencial para o funcionamento

do sistema endócrino, estando estritamente relacionado à glândula hipófise, também

denominada pituitária. Esta região está diretamente envolvida no feedback negativo

acionado na baixa presença dos hormônios T3 e T4 na rede sanguínea. A partir desse

feedback, o hipotálamo secreta o hormônio liberador de tireotrofina (TRH) (sigla

em inglês de Thyrotropin-Releasing Hormone), que por sua vez estimula a glândula

hipófise a sintetizar e liberar o hormônio estimulante da tireoide TSH (Degon et al.,

2008).

O TSH é um hormônio que induz uma maior ou menor atividade da

tireoide na produção dos hormônios T4 e T3. Estes são os principais hormônios secre-

tados pela tireoide, e em geral, numa razão quantitativa T4:T3 de, aproximadamente,

15:1. A cascata de processos iniciada pelo TSH, quando os níveis de hormônios ti-

reoidianos estão muito baixos, evolui na seguinte ordem: uma vez lançado o TSH

na corrente sanguínea, ocorre sua entrada na glândula tireoide, o que desencadeia

processos como captação de iodo, síntese de tireoglobulina, produção hormonal, e

por fim, o lançamento de T4 e T3 para equilíbrio do sistema endócrino (Degon et al.,

2008; Hoermann et al., 2013; Leow, 2016).

Assim como em outras neoplasias malignas, existem várias modalida-

des de tratamentos para o câncer de tireoide. Também ocorre de uma mesma terapia

ser aplicada sob diferentes níveis de intensidade, em que esta variação depende do
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estágio de progressão da doença. Barbolosi et al. (2017), ao comentarem sobre a efi-

cácia da terapia com radioiodo, por exemplo, ressaltam que há uma forte associação

entre efetividade da terapia em metástase e avidez das células tumorais pelo ele-

mento químico. Por isso, é comum que antes de se iniciarem processos terapêuticos,

sejam administradas drogas para a alteração de níveis hormonais e outros fatores

nos pacientes, visando a otimização das respostas às terapias (Bonnema & Hegedüs,

2012; Oh et al., 2017).

Considerando que variáveis em modelos matemáticos representam os

principais aspectos em estudo sobre o evento observado, as principais características

associadas ao câncer de tireoide e verificadas nos trabalhos dessa revisão são: vo-

lume tumoral, volume e massa da glândula tiroide, atividade de radioiodo 131I usada

no tratamento, decaimento do radioiodo, níveis de tireoglobulina e hormônio T4,

número de células tumorais, e características físicas como pressão, densidade, e des-

locamento de moléculas na tireoide. Modelos matemáticos envolvendo diretamente

variáveis como interleucinas, enquanto componentes do sistema imune, ou tratamen-

tos alternativos, como terapias-alvo e imunoterapias, não foram encontrados, sendo

esses assuntos tratados via modelos nessa tese.

Quanto aos tipos de modelos matemáticos encontrados, modelos de

EDO foram usados nos estudos de Chen et al. (2014b); Kolpak et al. (2016); Lubitz

et al. (2016) e Barbolosi et al. (2017), por meio dos quais foram investigados pro-

cessos como o funcionamento da tireoide, crescimento tumoral, meia-vida efetiva do

radioiodo aplicado após tireoidectomia, e eficiência deste composto no tratamento

de cânceres de tireoide em estado metastático. Modelos de EDP foram tidos como

ferramenta de investigação em Kolpak et al. (2016), o qual estudou processos como

crescimento de tumores na tireoide considerando espaço e tempo; e Gavriloaia & Ga-

vriloaia (2010), no qual meios de detecção e tratamentos termais em nódulos nesta

glândula foram propostos.

Nos estudos de Ruggieri et al. (2008) e Traino & Di Martino (2006),

funções derivadas não foram consideradas nos modelos. No primeiro estudo, os
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autores apenas usaram uma regressão linear para ajustar a estimativa do volume

da glândula tireoide antes de cirurgias como a tireoidectomia. Um modelo linear-

quadrático radiobiológico foi utilizado no segundo estudo, por meio do qual os autores

estimaram a dose ótima do radioterápico 131I, a fim de maximizar a eliminação de

focos microscópicos ocultos de células tumorais dentro do tecido remanescente da

tireoide, ou em outras partes do corpo.

Quanto aos subtipos do câncer de tireoide tomados para estudo, obser-

vamos que nos modelos desenvolvidos por Chen et al. (2014b); Lubitz et al. (2016) e

Barbolosi et al. (2017), o carcinoma papilífero da tireoide foi a neoplasia investigada.

Ruggieri et al. (2008) e Gavriloaia & Gavriloaia (2010) lidam com processos relacio-

nados ao câncer de tireoide de modo geral, como crescimento e detecção de tumores.

O estudo de Traino & Di Martino (2006) aborda aspectos ligados ao carcinoma dife-

renciado da tireoide, enquanto que Kolpak et al. (2016), por assumir aspectos como

cessação na captação de iodo, e consequente não produção de hormônios tireoidianos,

consideramos que sua abordagem deve ser relacionada a um câncer indiferenciado da

tireoide.

Desse modo, os trabalhos que compõem este estudo apresentam distin-

tas formas de modelagem matemática, assim como uma ampla variedade de aspectos

e variáveis usadas para estudo do câncer de tireoide. Com isto, tal revisão sistemá-

tica presta-se tanto para o conhecimento da área, por meio da compreensão dos

atuais modelos usados, quanto para o desenvolvimento de novos processos; contri-

buindo para o avanço e consolidação da matemática como meio de pesquisa na área

oncológica.

4.4 Conclusões do capítulo

A partir dos estudos que integram esta revisão sistemática, pode-se no-

tar quão vasto é o campo das aplicações matemáticas em oncologia, especificamente,

no desenvolvimento, progressão, tratamento e recorrência do câncer de tireoide. As-

pectos como crescimento e detecção de tumores, funcionamento e produção hormonal
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da glândula tireoide, administração de processos terapêuticos, estudo da meia-vida

efetiva do radioterápico 131I, e meios de triagem quanto à eficácia de tratamentos,

foram alvos de estudos a partir dos modelos matemáticos revisados.

Portanto, embora sendo poucos, os artigos selecionados abordaram os

principais processos ligados ao câncer de tireoide. Assim, considerando a incidên-

cia crescente dessa neoplasia, que modelos matemáticos são ferramentas promissoras

para o estudo do câncer e cada vez mais resultados sobre o sistema imune são apresen-

tados, a revisão sistemática realizada contribui para o delineamento e propulsão de

novos estudos. Afinal, os trabalhos elencados sintetizam um conjunto de abordagens

possíveis de serem adotadas ou melhoradas em trabalhos futuros.



5 MODELAGEM DO CÂNCER PAPILÍFERO DA

TIREOIDE USANDO EFEITO ALLEE

Este capítulo descreve o desenvolvimento de um modelo matemático

direcionado ao carcinoma papilífero da tireoide, sob tratamento com radioiodo e tire-

oidectomia. As seguintes variáveis são consideradas: atividade do radioterápico 131I,

quantidade de células tumorais, e concentrações séricas de interleucina 6 e da tireo-

globulina, todas com variação ao longo do tempo. Em vista da taxa de crescimento

efetivo das células ser negativa sob certas condições, um efeito Allee do tipo forte é

assumido na dinâmica tumoral.

Em vista dos aspectos biológicos a serem modelados, vários conceitos

e estudos foram apresentados nos Capítulos 1 e 4 relativos ao câncer de tireoide;

particularmente, sobre processos como desenvolvimento, progressão e tratamentos.

A modelagem matemática proposta tem como referência a abordagem apresentada

em Barbolosi et al. (2017). Assim, apresentamos os principais aspectos matemáticos

nela adotados, como equações, parâmetros e condições iniciais supostas.

5.1 Modelo de referência

O modelo matemático apresentado simula o estadiamento do carci-

noma papilífero de tireoide em pacientes com metástase, submetidos a aplicações do

radiofármaco iodeto de sódio 131I (RAI). No desenvolvimento do modelo, tem-se o

uso de hipóteses sobre processos biológicos dando origem às variáveis e equações, e

a obtenção de parâmetros a partir dos dados experimentais obtidos, pelos quais se

estima, por exemplo, o tempo de duplicação tumoral.
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Considerando a dinâmica entre a atividade do radioiodo 131I, A, o

número de células do câncer de tireoide metastático, N , e a concentração sérica de

tireoglobulina, Tg, todas dependendo do tempo t, Barbolosi et al. (2017) propõem o

seguinte modelo


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dA

dt
= −a ln(2)A,

dN

dt
=

ln(2)

Td
N − ρAN, N(0) = N0,

dTg

dt
= −keTg + λN, Tg(0) = Tg,0.

(20)

A atividade de RAI administrada no início de cada aplicação é deno-

tada como A0, e pode assumir valores distintos conforme o número e as condições

de cada etapa do tratamento. O parâmetro a se refere ao efeito com atraso do iodo
131I nas células malignas, enquanto a expressão −a ln(2)A(t) representa a redução

no efeito do radioterápico, em que a meia-vida da duração desse efeito é superior

ao dobro da meia-vida do iodo 131I. Deste modo, a primeira equação do modelo não

prioriza a descrição da meia-vida física do radioterápico, mas o seu efeito sobre as

células cancerosas exercido através de um fluxo contínuo de irradiação de baixa dose,

promovendo um lento processo de morte celular ao longo do tempo.

O parâmetro Td se refere ao tempo de duplicação tumoral em pacien-

tes sob tratamento, sendo o principal critério usado para a classificação de pacientes

submetidos à terapia com RAI. No estudo, os autores classificaram os pacientes em

dois grupos, responsivos e não responsivos ao tratamento. Esse agrupamento foi

realizado a partir dos valores obtidos para o parâmetro Td, sendo estes de 66,6 e

9,8 meses, respectivamente. O termo
ln(2)

Td
N(t) modela o crescimento da população

tumoral durante o tratamento; ρA(t)N(t) representa a eliminação das células can-

cerosas pelo composto químico 131I; −keTg é a eliminação da tireoglobulina (Tg) via

rede sanguínea, e λN(t) representa a produção de Tg pelas células cancerosas.
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Medições quanto ao nível da Tg estimulada, feitas após cada etapa do

tratamento, foram as responsáveis pela descrição do estágio evolutivo da doença ao

longo da terapia a partir da estimação do parâmetro Td. As condições iniciais usadas

nas simulações do modelo (20) em Barbolosi et al. (2017), se apoiaram em valores

estimados ou observados a partir do grupo de pacientes em estudo, como descrito no

artigo.

Quanto aos resultados obtidos, o principal se refere ao modelo de EDO

apresentado, por meio do qual, com o parâmetro Td estimado paciente a paciente,

teve-se um meio bastante promissor para a avaliação do tratamento durante a sua

aplicação. Desse modo, o modelo é proposto como um instrumento com a capaci-

dade de auxiliar nos casos em que é necessária uma readequação do planejamento

terapêutico, de forma individual e em tempo real. No estudo são relatados alguns

casos em que por meio das predições, propostas de alteração nas doses do RAI e

mudança nos intervalos de aplicação ou substituição da terapia foram realizadas.

5.2 Modelo proposto

Como visto nas Subseções 2.2 e 2.2.1, células tumorais podem provocar

respostas inflamatórias para a evasão do sistema imune ou proliferação, sendo conhe-

cido que tais atividades podem ser desencadeadas a partir de citocinas, como a IL-6

(Dunn et al., 2004; Yu et al., 2017; Zheng et al., 2019). Desse modo, o sistema imune

mostra-se um importante elemento durante o tratamento, podendo tanto dificultar

quanto facilitar o processo de eliminação tumoral.

Nesse sentido, pressupondo que o aumento nos níveis séricos da IL-6

está associado à progressão tumoral, e que a dinâmica populacional tumoral sob tra-

tamento segue o efeito Allee, apresentamos a seguir um modelo matemático visando

simular a eficácia de diferentes atividades de radioiodo no tratamento do PTC com o

radiofármaco 131I. Além disso, o modelo é usado para estudar as condições satisfeitas

nos casos de eliminação tumoral.

Considerando a dinâmica das variáveis apresentadas no modelo inicial,
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A, N e Tg, propomos um modelo com o acréscimo da variável concentração sérica de

IL-6, denotada por I, e também dependente do tempo t. Assim, assumindo a IL-6

como um agente pró-tumoral, o modelo é dado por
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dA

dt
= −a ln(2)A,

dN

dt
= α(I)N

(

1−
N

K

)(

N

Q
− 1

)

− ρAN,

dI

dt
= σ +

cN

γ +N
+ bA−mI,

dTg

dt
= pN − dTg.

(21)

A função α : R+ −→ R
+ é definida da seguinte forma

α(I) = α0 (1− k exp(−βI)) , com 0 < k < 1 e α0, β > 0.

A função α representa a taxa de proliferação das células tumorais sob

influência da IL-6, em que α0 é o seu máximo valor e o parâmetro k define o seu limiar

mínimo, dado por α0(1 − k). O coeficiente β é um termo associado à variação da

taxa α conforme a concentração de IL-6. A expressão matemática da função α enseja

que o efeito da IL-6 na taxa de proliferação tumoral seja limitado, porém positivo,

conforme observado em estudos como Provatopoulou et al. (2014); Kobawala et al.

(2016) e Zheng et al. (2019).

O parâmetro Q é tal que 0 < Q < K, e corresponde ao limiar do

efeito Allee tipo forte utilizado no modelo. Nesse caso, quando N < Q o termo

(N/Q− 1) é menor que zero e o crescimento populacional torna-se negativo. Como

a dinâmica populacional é considerada segundo o efeito Allee, uma das soluções de

equilíbrio estáveis do sistema corresponde a um ponto que representa a eliminação

tumoral. Supondo uma quantidade inicial de células tumorais maior que Q, o modelo

pressupõe que a única forma de eliminar o câncer remanescente seja por meio de tra-
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tamento. Assim, conforme a eficácia do radioiodo, a taxa de variação do número de

células tumorais torna-se sempre negativa após algum tempo decorrido, e a elimina-

ção tumoral é observada. Caso o câncer persista, novas aplicações de RAI ou algum

tratamento distinto devem ser considerados (Tirrò et al., 2019). Os parâmetros do

modelo (21) seguem descritos na Tabela 4.

Tabela 4. Parâmetros e significados.

Parâmetro Descrição

a Taxa com atraso da eficácia do iodo 131I

α0 Taxa máxima de proliferação das células tumorais

k Coeficiente sobre a ação da IL-6 na proliferação tumoral

β Taxa de influência da IL-6 na proliferação tumoral

Q Limiar populacional do efeito Allee tipo forte

K Capacidade de suporte do tumor

ρ Taxa de eficácia do RAI em eliminar células tumorais

σ Taxa de produção natural da IL-6

c Taxa de produção da IL-6 pela massa tumoral

γ Coeficiente da relação entre a produção de IL-6 e tamanho tumoral

b Taxa de produção da Il-6 devido o tratamento com RAI

m Taxa de eliminação da IL-6

p Taxa de produção de Tg via células tumorais

d Taxa de eliminação de Tg na rede sanguínea
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A equação do modelo sobre a IL-6 apresenta três termos ligados à pro-

dução dessa interleucina. O primeiro termo, σ, representa a produção normal da

IL-6. A expressão
cN

γ +N
considera a sua formação a partir da massa tumoral, em

que o parâmetro γ visa desvincular a taxa de aumento da IL-6 com o crescimento

observado na população de células tumorais. O termo bA corresponde ao aumento

da IL-6 com a administração do RAI, essa ampliação é suposta devido à inflama-

ção esperada na eliminação tumoral pela interação medicamentosa (Fisher et al.,

2014). No termo bA, subentende-se que o aumento da IL-6 também está associado

à quantidade de RAI no organismo.

Além da variável concentração sérica de IL-6, o modelo (21) difere

do anterior pela forma como os tratamentos são considerados. Em Barbolosi et al.

(2017), os pacientes possuem metástase e são tratados via RAI com uma quantidade

total média de, aproximadamente, 22,2 GBq, distribuída a partir de várias aplicações

a cada 6 ou 8 meses, em doses7 variando de 3,7 a 5,5 GBq. O estudo usa concentrações

de Tg estimulada nos pacientes para estimar o valor do parâmetro Td, e assim obter

prognósticos de cada indivíduo durante o tratamento.

O desenvolvimento do modelo (21) não se baseia, necessariamente, em

pacientes com metástase. Por isso, além da tireoidectomia, o tratamento é composto

de uma única dose de RAI. Caso, em momento posterior, ainda se verifique a pre-

sença do tumor, outras medidas devem ser aplicadas; contudo, tais ações não são

consideradas na modelagem. Além disso, a dose única de RAI aplicada varia entre

3,7 e 7,4 GBq, sendo considerado um período de evolução tumoral menor ou igual a

60 meses. Na Figura 16 é apresentado um diagrama da dinâmica do modelo.

7De acordo com o Sistema Internacional de Unidades, o símbolo Bq (Becquerel) é a atividade
referida a um radionuclídeo e 1 GBq = 10

3 Bq (Taylor & Thompson, 2008).
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Figura 16: Diagrama com a dinâmica proposta entre as variáveis A, N , I e Tg. Li-
nhas sólidas com p e b representam atividades sem interação entre compartimentos, e
com os termos a ln(2), σ,m ou d as ações são de entrada ou saída nos compartimen-
tos conforme a posição da seta. Linhas pontilhadas com c, k e β denotam interações
positivas entre compartimentos, ou negativa com o termo ρ. A curva circular termi-
nada em flecha representa o crescimento de N , a finalizada com um traço denota a
redução na taxa de produção da IL-6.

5.3 Análise local de estabilidade linear

Sobre a positividade do sistema (21), assumindo condições iniciais não

negativas, as soluções também são não-negativas. Como a variável Tg não altera

a dinâmica do sistema, essa é desconsiderada na análise da estabilidade do modelo

(21). Os pontos de equilíbrio do modelo (21), P = (A∗, N∗, I∗), são dados por:

• P1 =
(

0, 0,
σ

m

)

: não há tumor,

• P2 =

(

0, Q,
σ

m
+

Qc

(Q + γ)m

)

: número crítico de células tumorais,

• P3 =

(

0, K,
σ

m
+

Kc

(K + γ)m

)

: evolução para metástase.

As matrizes jacobianas associadas aos pontos de equilíbrio P1, P2 e P3,
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e os respectivos autovalores, são dados por

J(P1) =
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em que

H1 = α0

(

1− k exp

(

−
σ β

m

))

, (22)

H2 = (K −Q)α0

(

1− k exp

(

−β

(

σ

m
+

Qc

(Q + γ)m

)))

K−1, (23)

H3 = (K −Q)α0

(

1− k exp

(

−β

(

σ

m
+

Kc

(K + γ)m

)))

Q−1. (24)

Como pelo efeito Allee temos que 0 < Q < K, e além disso, 0 < k < 1,

entãoHi > 0, i = 1, 2, 3. Com isso, os pontos P1 e P3 são localmente assintoticamente

estáveis. Contudo, P2 é um ponto de sela. Esses estados de equilíbrio podem ser

vistos na Figura 17, em que se nota a importância da condição inicial atribuída a

N , N0, e ao parâmetro Q. Como não há tratamento, então podemos ver a relação
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natural entre o parâmetro Q e N0, em que o tumor é levado à extinção quando o

número inicial de células tumorais é menor que o limiar populacional proposto no

efeito Allee.

N

0 2×109 4×109 6×109 8×109 1010

I

0

5

10

15

20

25

30

35

40

P1

P2

P3

Figura 17: Retrato de fase N × I a partir dos parâmetros indicados na Tabela 5,
exceto o parâmetro Q, com valor de 4×109 células. Soluções obtidas com (N0, I0) =
(3, 9 × 109, 2,1) e (3, 9 × 109, 38) estão indicadas com cor vermelha e são atraídas
para P1 = (0, 2,1). As soluções de cor preta têm condições iniciais (4, 1× 109, 2,1)
e (4, 1× 109, 38), sendo atraídas a P3 = (1010, 21,2). O ponto de equilíbrio P2 tem
coordenadas (4× 109, 18,9). A curva pontilhada conectando os pontos de equilíbrio

é dada pela equação I =
σ

m
+

Nc

(N + γ)m
.

A curva com traços ligando os pontos de equilíbrio P1, P2 e P3 na Figura

17 é obtida a partir das expressões para a variável N nos pontos de equilíbrio. Em

N = Q há uma linha vertical contendo P2, essa reta separa o plano em duas regiões de

atração, uma contendo P1 e a outra P3. O valor críticoQ tem forte respaldo biológico,
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pois nem todos os pacientes com PTC precisam realizar tratamento com RAI após

a tireoidectomia, mas apenas aqueles classificados como de risco intermediário ou

alto (Haugen et al., 2016). Nesse contexto, as soluções da Figura 18 que mostram a

eliminação tumoral para um dado Q, destacadas na cor vermelha, representam casos

em que além de restarem poucas células tumorais após a cirurgia, essas não sofreram

alterações genéticas e epigenéticas de modo a permitir-lhes crescer continuamente

sem serem impedidas pelo sistema imune (Dunn et al., 2004).

Na Figura 18 temos uma ilustração de como o valor atribuído aQ altera

a dinâmina celular tumoral. Por meio desta figura, observamos alguns casos em que

apenas a tireoidectomia foi suficiente para que o paciente ficasse livre da malignidade.

Nesse sentido, associamos a valores maiores de Q os casos em que o sistema imune

ou outros fatores internos ao indivíduo atuaram de modo a complementar e concluir

a eliminação tumoral.

5.4 Inclusão do tratamento com RAI

A necessidade de RAI no tratamento do câncer papilífero da tireoide

é compreendido, matematicamente, a partir da condição N0 > Q. Nesse caso, faz-se

necessário o uso da terapia com RAI para reduzir a população de células tumorais

a um certo limiar N−. Esse valor, N−, é maior que o parâmetro Q e está associado

à eficácia e dose de RAI usada no tratamento. Caso se tenha N < N− para algum

instante de tempo, a ação do RAI terá contribuído para que a expressão do lado

direito de dN/dt assuma valores sempre negativos. Assim, a taxa de crescimento

tumoral deixa de ser positiva, e a população tumoral decresce até a sua extinção. A

quantidade de RAI aplicada em tratamentos a pacientes com PTC depende de uma

série de fatores, como a presença de metástases locais ou distantes, invasão tumoral

locoregional, histologia de caráter agressivo, dentre outros, sendo comum a existência

de estudos estabelecendo valores mais adequados para cada caso, como por exemplo,

Haugen et al. (2016).
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Figura 18: Influência do parâmetro Q em soluções considerando o número de células
malignas e concentração de IL-6. Parâmetros usados estão indicados na Tabela 5.
O parâmetro Q varia de 4, 0 × 109 a 5, 5 × 109 células. Condições iniciais: N0 =
4, 5× 109, 4, 75× 109, 5× 109, 5, 25× 109 e 5, 5× 109 células, e I(0) = 8 pg/mL. As
soluções na cor vermelha se referem a casos em que o tumor é eliminado a partir da
condição inicial N0 menor que o parâmetro Q.

Pesquisas recentes têm investigado algumas dessas recomendações com

o objetivo de reavaliar e propor tratamentos igualmente eficazes com um menor

número de efeitos colaterais (Blumhardt et al., 2014). Nesse sentido, o modelo (21)

apresenta-se como uma ferramenta conexa a esse tipo de análise, uma vez que sugere

o quanto de RAI deve ser suficiente para o sucesso de cada tratamento, ver Figura

19.
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Figura 19: Número de células e concentração de IL-6 ao longo do tempo com o uso
de diferentes atividades de RAI. Os parâmetros usados estão indicados na Tabela 5,
com exceção do parâmetro Q, o qual tem valor de 2×109 células. Condições iniciais:
N0 = 5× 109 células, I0 = 8 pg/mL e A0,1 = 3, 7, A0,2 = 4, 3, A0,3 = 4,4132407, A0,4

= 4,4132409, A0,5=4,5, e A0,6 = 5,55 GBq. As curvas sólidas representam os casos
em que a atividade de RAI foi suficiente para a eliminação tumoral.

Essa figura apresenta distintos comportamentos para o total de células

tumorais e a concentração de IL-6 conforme as atividades de RAI usadas. Outro

detalhe observado na Figura 19 é quanto ao valor de N− no caso da bifurcação,

sendo de, aproximadamente, 3× 109 células, um valor superior a Q = 2× 109.

5.4.1 Resultados e discussão

Nas simulações numéricas apresentados a seguir, os seguintes dados são

considerados. Concentrações séricas da IL-6 de 2,10 pg/mL em indivíduos saudáveis,
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7, 98 pg/mL para pacientes com PTC, sendo esse valor considerado na etapa pós

tireoidectomia e antes do tratamento com RAI, e 22, 99 pg/mL em pacientes após

tratamento com RAI (Morais, 2018). Desse modo, a condição inicial para a IL-6 é

de I0 = 7, 98 pg/mL.

A presença de tecido maligno remanescente é comum após a ressecção

de tumores avançados na glândula tireoide (Haugen et al., 2016). Sobre o número

de células tumorais, Wilkie & Hahnfeldt (2013a) consideram um valor de K = 1010

células para a capacidade de suporte do tumor, em que a leucemia mieloide aguda

é a malignidade considerada no estudo. Barbolosi et al. (2017) consideram uma

quantidade inicial de células tumorais em pacientes com PTC metastático de N0 =

1, 12 × 109 células. Nas simulações, três valores iniciais de células malignas são

consideradas: N0,1 = 6× 108, N0,2 = 9× 108 e N0,3 = 1, 12× 109 células, de modo a

simular distintos graus de evolução da doença.

Sobre as atividades de RAI usadas, seguindo Morais (2018) e Barbolosi

et al. (2017) os seguintes valores são considerados: A0,1 = 3, 7, A0,2 = 5, 55 e A0,3 =

7, 4 GBq. O uso de três quantidades faz referência, também, às três condições iniciais

para a população tumoral. Quanto à tireoglobulina, um dos critérios usados para a

classificação de pacientes como livre da doença é o de se ter Tg < 1 µg/L na ausência

de anticorpos interferentes (Haugen et al., 2016; Filetti et al., 2019). Nas simulações,

o valor de 10 µg/L é considerado para Tg,0.

Os parâmetros do modelo (21) são apresentados na Tabela 5. Alguns

estão baseados em estudos conforme indicado, enquanto outros foram escolhidos de

modo a corresponder aos processos biológicos e tratamentos envolvidos. O valor

atribuído ao parâmetro Q está baseado em Wilkie & Hahnfeldt (2013a), no sentido

desse atribuir um total de 109 células como limiar para o escape do câncer, e no valor

considerado para N0,1. Assim, Q = 5× 108 é o valor usado nesse estudo. O sistema

de EDO é resolvido usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, com passo

de tempo h = 0, 01.



80

Tabela 5. Parâmetros e valores usados nas simulações do modelo (21). A unidade
considerada à variável tempo t é mês.

Parâmetro Valor1 Unidade Referência/comentário2

a 1,69× 10−2 t−1 Barbolosi et al. (2017)

α0 7,5× 10−1 t−1 –

k 7,2× 10−1 – –

β 2× 10−3 (pg/mL)−1 –

Q 5× 108 células Wilkie & Hahnfeldt (2013a)

K 1× 1010 células Wilkie & Hahnfeldt (2013a)

ρ 4,07× 10−2 (GBq×t)−1 Barbolosi et al. (2017)

σ 5× 10−2 pg×(mL×t)−1 –

c 5× 10−1 pg×(mL×t)−1 –

γ 1× 109 células –

b 2× 10−2 pg×(mL×t×GBq)−1 –

m 2,38× 10−2 t−1 –

p 3,86× 10−9 µg×(L×t)−1 Barbolosi et al. (2017)

d 3,19× 10−1 t−1 Barbolosi et al. (2017)

A Figura 20 apresenta alguns cenários de evolução tumoral em que é

suposta a ausência do tratamento com RAI.

1Segundo o Sistema Internacional (SI) de Unidades valem as seguintes conversões: 1 pg = 10
−15

kg, 1 µg = 10
−9 kg e 1 mL = 10

−3 L.
2O uso do traço significa que estudos não foram encontrados com o respectivo parâmetro.
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Figura 20: Evolução das células tumorais remanescentes após tireoidectomia na au-
sência de tratamento com RAI. Os parâmetros usados estão apresentados na Tabela
5. Condições iniciais: N0,1 = 6 × 108, N0,2 = 9× 108, N0,3 = 1, 12× 109 e N0 = 106

células, I0 = 7, 98 pg/mL e A0 = 0 GBq.

Neste caso, além das três condições iniciais dadas anteriormente, usa-

mos também o valor de N0 = 106 células, isso com o objetivo de apresentar uma

situação na qual a eliminação das células remanescentes é obtida sem o uso de tra-

tamento complementar à tireoidectomia. A evolução do tumor para a capacidade de

suporte ou a extinção apenas depende da relação entre os valores considerados aos

parâmetros Q e N0. Nesse caso, a curva obtida a partir de N0 = 106 é compreen-

dida como um caso em que a massa tumoral se encontra bem localizada na glândula

tireoide, sendo extraída com eficácia via ressecção cirúrgica. Assim, as células rema-

nescentes são eliminadas por meio da resposta imune ou não apresentam condições

malignas. Observando os cenários em que há evolução tumoral para a capacidade

de suporte, a diferença de tempo que as populações N0,1 e N0,3 levam para atingir a

capacidade de suporte é de, aproximadamente, 6 meses.
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Na Figura 21(a) é considerada a introdução do radioterápico 131I. Com

o uso da atividade A0,1, apenas a solução correspondente à condição inicialN0,1 tem o

ponto P1 como atrator estável. Contudo, quando considerados tratamentos com A0,2

e A0,3, as soluções correspondentes a N0,2 e N0,3 também são atraídas a P1, respec-

tivamente. À primeira vista, essas observações destacam a eficácia do tratamento a

pacientes com PTC a partir da combinação de cirurgia com radioiodoterapia, sendo

essa uma conclusão válida para a maioria dos casos (Filetti et al., 2019; Haugen

et al., 2016). No entanto, com o modelo (21) cenários distantes da realidade também

podem ser obtidos, como exemplo, cenários em que a eliminação do tumor ocorre

com o uso de atividades nímias e inviáveis de iodo radioativo. Assim, embora os re-

sultados apresentados corroborem recomendações de tratamento atuais, no sentido

de definir uma atividade de RAI conforme o desenvolvimento tumoral, cada cenário

é um resultado obtido sem levar em conta outras condições específicas e individuais

necessárias para um correto tratamento.

A Figura 21(b) ressalta a velocidade de eliminação das células tumorais

em razão da atividade de RAI aplicada. Contudo, a interpretação dos cenários

obtidos deve se orientar pela busca da segurança quanto ao uso do medicamento.

Alguns estudos discutem a importância de provocar a eliminação tumoral com o uso

da menor atividade possível de RAI, algo indicado, sobretudo, pela redução de efeitos

colaterais (Blumhardt et al., 2014; Mallick et al., 2012).

O estudo sobre a variação da tireoglobulina neste trabalho deve-se ao

fato dessa ser um importante marcador tumoral. A concentração sérica de Tg em

meio ao tratamento é apresentada na Figura 22. Por meio dos cenários obtidos temos

que a variação de Tg mostra-se associada ao grau de eficácia do RAI na eliminação

tumoral, esse resultado corrobora o uso de níveis séricos de Tg enquanto marcador

tumoral pós-tratamento com RAI (Filetti et al., 2019).
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Figura 21: Evolução do número de células malignas conforme a atividade de RAI
usada. Parâmetros usados conforme a Tabela 5. Condições iniciais: N0,1 = 6 × 108,
N0,2 = 9× 108, N0,3 = 1, 12× 109 células, I0 = 7, 98 pg/mL, A0,1 = 3, 7, A0,2 = 5, 55
e A0,3 = 7, 4 GBq.
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Quando considerado A0,3 e N0,2, a concentração de Tg torna-se menor

que 2 µg/L após 9 meses do início do tratamento, mantendo um decrescimento

ininterrupto. O valor máximo alcançado pela Tg em caso de insucesso no tratamento

depende dos parâmetros p, d, and K.
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Figura 22: Concentração de Tg ao longo do tempo em pacientes com PTC submetidos
a tratamento com RAI. Os parâmetros usados estão indicados na Tabela 5. Condições
iniciais: N0,2 = 9 × 108 células, I0 = 7, 98 pg/mL, A0,1 = 3, 7, A0,2 = 5, 55, e
A0,3 = 7, 4 GBq, e Tg,0 = 10 µg/L.

Na Figura 23 há a apresentação de distintos cenários sobre a concen-

tração de IL-6 ao longo do tempo. Apesar da forte associação entre o tamanho da

massa tumoral, representado pelo número de células tumorais, e a concentração de

IL-6, o aumento da interleucina no cenário com A0,3 e N0,2 se aproxima daquele ob-

tido usando N0,3. Assim, dois fatos podem ser observados: o longo tempo em que os

níveis de IL-6 podem permanecer alterados em pacientes com PTC submetidos ao

RAI, e segundo, processos inflamatórios causados pelo iodo radioativo contribuem

longamente para maiores níveis da IL-6. Com os parâmetros usados no modelo, o
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valor máximo possível de ser alcançado pela IL-6 é de
σ + c

m
≈ 23, 1 pg/mL, sendo

que nas simulações realizadas a concentração máxima dessa interleucina é de, apro-

ximadamente, 20 pg/mL.
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Figura 23: Concentração de IL-6 ao longo do tempo em pacients com PTC subme-
tidos a tratamento com RAI. Os parâmetros usados estão indicados na Tabela 5.
Condições iniciais: N0,2 = 9×108 e N0,3 = 1, 12×109 células, I0 = 7, 98 pg/mL, and
A0,1 = 3, 7, A0,2 = 5, 55, e A0,3 = 7, 4 GBq.

Desse modo, os resultados obtidos por meio das simulações numéricas

apresentam muitos cenários em que a associação entre a atividade usada de RAI e

a eficácia do tratamento é bastante importante. Ao refletir o fenômeno em estudo,

vemos que outros fatores podem ser usados na explicação dos cenários em que há

falha no tratamento. Um exemplo é a concentração natural de importador de sódio

(NIS) (sigla em inglês de Sodium Iodide Symporter), que é essencial para a captação

de iodo pelas células da tireoide (Morais et al., 2018).

Alguns estudos sugerem o conhecimento da expressão do NIS pelas
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células tumorais como um primeiro passo para decidir sobre o uso de RAI no trata-

mento, a possibilidade de verificar essa glicoproteína usando imagemmolecular é uma

das sugestões para o aumento na eficácia do tratamento dadas em Barbolosi et al.

(2017). Assim, considerar fatores como esse é uma forma de ampliar a compreensão

sobre os cenários propostos.

Os resultados mostrados nas Figuras 22 e 23 apresentam o compor-

tamento esperado das concentrações séricas de IL-6 e Tg conforme o decaimento

populacional tumoral. Nos casos em que ocorre a eliminação do tumor, o tempo

total para que esse processo seja concluído varia de 12 a 40 meses, a depender dos

parâmetros considerados e condições iniciais adotadas. Situações de recaída com o

termo usado para o efeito Allee podem ser compreendidas a partir dos cenários veri-

ficados nas Figuras 21 e 23 quando considerados A0,1 e N0,2. Nesses casos, somente

após sete meses de tratamento o número de células e a concentração da IL-6 evoluem

para uma taxa de rápido crescimento.

5.5 Conclusões do capítulo

Considerando um modelo matemático formado de quatro equações di-

ferenciais ordinárias, e a evolução de células tumorais remanescentes em pacientes

com PTC tratados com RAI, avaliamos nesse trabalho processos como a eficiência

do iodo 131I em eliminar células tumorais e a influência da interleucina 6 no processo

de proliferação tumoral. A partir das simulações, atividades suficientes de RAI fo-

ram verificadas para a erradicação do tumor, sendo também discutidos os tempos

decorridos.

Os resultados obtidos corroboram a discussão de tratamentos com me-

nores doses de modo a diminuir efeitos colaterais causados pela radiação empregada.

Ao considerar a dinâmica populacional segundo o efeito Allee, defesas naturais e

anti-tumorais como o sistema imune foram avaliadas. Os cenários apresentados mos-

traram uma combinação eficaz do tratamento com a resposta imune representada

no termo Q. A partir dos parâmetros k e β, a influência da IL-6 no crescimento
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tumoral foi considerada, em que menores níveis séricos dessa interleucina estiveram

associados a melhores prognósticos, assim como os níveis de Tg.

Assim, o modelo proposto contribui para o estudo sobre a redução

do RAI em tratamentos a pacientes com PTC, a importância do fortalecimento de

defesas naturais no indivíduo para a eliminação tumoral e avalia cenários tendo a

IL-6 como promotora do crescimento celular maligno.



6 TRATAMENTO AO CARCINOMA DIFEREN-

CIADO DA TIREOIDE REFRATÁRIO AO RAI

De acordo com Nikiforov (2004), evidências clínicas e patológicas suge-

rem que a progressão de carcinomas diferenciados da tireoide (DTC) (sigla em inglês

de Differentiated Thyroid Carcinoma), de subtipos papilares bem diferenciados ou fo-

liculares, para um estágio pouco diferenciado, e em seguida, câncer anaplásico, é um

processo natural no desenvolvimento da malignidade. Além disso, PTCs portando

mutações nos genes BRAF e RAS, e rearranjos RET/PTC são mais propensos a

progredirem para os estágios pouco diferenciados. Essas alterações genéticas podem

ativar a via de sinalização de MAPKs, responsáveis por regularem várias atividades

celulares, e por isso, têm sido exploradas como alvos terapêuticos no tratamento ao

câncer (Nikiforov, 2008).

Além do tradicional tratamento com radioiodo 131I, outras opções te-

rapêuticas ao PTC são necessárias quando as células perdem a capacidade de captar

e concentrar iodo devido a pouca expressão de NIS, codificado pelo gene SLC5A5.

Contudo, a sobrevida de pacientes, em geral, se correlaciona de modo inversamente

proporcional à queda na captação do RAI (Lakshmanan et al., 2014). Segundo

Tavares et al. (2018), tumores com maior expressão de agressividade, em estágio

metastático ou com mutações BRAFV600E e RAS, apresentam baixa expressão de

SLC5A5.

Dois exemplos de medicamentos usados devido a evolução do DTC para

um estado progressivo na perda de sensibilidade ao RAI são o Sorafenib8 e Lenvati-

8Medicamento desenvolvido e comercializado pela Bayer HealthCare e Onyx Pharmaceuticals
(uma subsidiária da Amgen), sob o título de Nexavar.
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nib9. Segundo Tirrò et al. (2019), esses medicamentos correspondem a terapias-alvo

que atuam como inibidores de múltiplas tirosinas quinases, e visam principalmente,

reduzir a proliferação celular tumoral com o bloqueio dos fatores de crescimento en-

dotelial vascular (VEGF) (sigla em inglês de Vascular Endothelial Growth Factor).

Ambos os medicamentos estão aprovados em vários países para o tratamento de

pacientes com DTC refratários ao radioiodo 131I (RAIR-DTC), como EUA e Brasil.

Em estudos randomizados, duplo-cego, de fase três10, um e outro me-

dicamento foram avaliados. O estudo sobre o Lenvatinib teve um total de 392 par-

ticipantes, em que desses, 131 receberam placebo. A triagem apresentou vários

resultados importantes, tais como: taxa de resposta ao tratamento de 64,8% e 1,5%

usando Lenvatinib e placebo, respectivamente; progressão do câncer em 35,6% dos

pacientes recebendo Lenvatinib contra 83,2% naqueles recebendo placebo durante o

período de acompanhamento, sendo de aproximadamente 17 meses em ambos os ca-

sos; e finalmente, média de sobrevida livre de progressão do tumor de 18,3 meses no

grupo com uso de Lenvatinib e de 3,6 meses no grupo de indivíduos usando placebo

(Schlumberger et al., 2015).

Os resultados obtidos durante estudo sobre o Sorafenib, realizado com

417 pacientes (210 recebendo placebo), são similares aos obtidos com uso do Lenva-

tinib. Nesse caso, a duração média do tratamento foi de 10,6 meses para pacientes

com uso do Sorafenib, e de 6,5 meses para aqueles recebendo placebo. A média de

sobrevida livre de progressão tumoral em pacientes que usaram Sorafenib foi de 10,8

meses, e de 5,8 meses para o grupo com uso de placebo (Brose et al., 2014). Con-

tudo, os dois medicamentos apresentaram diversos tipos de efeitos colaterais, sendo

comum a ambos: hipertensão, fadiga e diarreia. A forma de uso dessas terapias-alvo

é por via oral, com ingestão diária de uma a duas cápsulas.

Considerando que o sistema imune desempenha um papel central no

9Medicamento desenvolvido e comercializado pela Eisai, sob o título de Lenvima.
10Fase em que os estudos de triagem visam a coleta de informações sobre segurança e eficácia

de um medicamento com o uso de diferentes grupos populacionais e dosagens, além da combinação
do medicamento com outras drogas (ClinicalTrials, 2020).
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desenvolvimento de metástases e recorrências em câncer, Gogali et al. (2012) exami-

naram o papel de linfócitos Tregs e células NK na disfunção do sistema imune em

pacientes com PTC. Segundo o estudo, algumas células T efetoras são fortemente

controladas por células Tregs que inibem a sua proliferação, bem como ataques do

sistema imune ao tumor. Em pacientes com PTC, os autores verificaram que a in-

filtração de Tregs foi positivamente associada a estágios avançados na progressão

tumoral, enquanto que células NK foram negativamente correlacionadas. A presença

de macrófagos, mastócitos, células dendríticas, dentre outras, também tem sido alvo

de estudos em DTCs (Tirrò et al., 2019).

A molécula regulatória imune conhecida como ligante de morte ce-

lular programada 1 (PD-L1) (sigla em inglês de Programmed Death-Ligand 1 ),

correlaciona-se ao PTC com um maior risco de metástase ou menor sobrevida li-

vre da doença, e por isso é indicada tanto como marcador prognóstico do câncer,

quanto da eficácia de imunoterapias contra tumores tireoidianos (Chowdhury et al.,

2016; Kirtane & Roth, 2020). A PD-L1 bloqueia a resposta imune das células T

ativadas ao ligar-se ao receptor PD-1, um immune checkpoint (ponto de verificação

imune) expresso em células T e em outras, para modular sua ativação ou inibição

(du Rusquec et al., 2019; Tirrò et al., 2019). O Pembrolizumab11 é um anticorpo

monoclonal de imunoglobulina humana G4 que visa impedir a ligação do PD-1 ao

PD-L1, e assim, restaurar a resposta imune antitumoral das células.

A resposta antitumoral observada com o uso de terapias-alvo como So-

rafenib ou Lenvatinib é limitada, no sentido de que o tumor sempre volta a progredir

após algum tempo de tratamento (Mehnert et al., 2019). Vários estudos discutem

a combinação entre terapias-alvo e imunoterapia como tratamento de RAIR-DTCs.

Um exemplo são os ensaios clínicos em andamento para avaliação da combinação Len-

vatinib e Pembrolizumab em pacientes com DTCs (NCT02973997, NCT02628067)

(Naoum et al., 2018; Iyer et al., 2018; Tirrò et al., 2019; Filetti et al., 2019; Mehnert

et al., 2019), e em outros cânceres (Kato et al., 2019; Makker et al., 2019). No caso

11Medicamento desenvolvido pela Merck e comercializado sob o título de Keytruda.
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do Lenvatinib, Zhang et al. (2019) observaram que além desse medicamento ser eficaz

em seu papel como antiangiogênico e supressor da proliferação tumoral, em casos de

melanoma murino e câncer renal notou-se um aumento na infiltração de células NK

no tumor associado à atividade terapêutica. Desse modo, o medicamento também

exerceu uma modulação imune tumoral, tornando-o um agente complementar e efi-

caz com imunoterapias, no sentido de ampliar a infiltração tumoral e a ativação de

células NK.

Desse modo, propomos nesse capítulo dois modelos matemáticos. O

primeiro visa o estudo da eficácia do Lenvatinib no tratamento do DTC refratário

ao RAI 131I, no qual a ação do medicamento ocorre via redução da capacidade de

suporte do tumor, inibição do crescimento tumoral, alteração da capacidade anti-

imune e ativação de células NK. O segundo modelo acrescenta o efeito imunoterápico

do Pembrolizumab na dinâmica pré-mencionada, o qual ao impedir a ligação do PD-

L1 ao receptor PD-1, favorece a ativação de células T anti-tumorais.

6.1 Modelo com terapia-alvo

Considerando um tratamento com Lenvatinib administrado a pacien-

tes com DTC refratário ao RAI 131I, e denotando por E o efeito antineoplásico do

medicamento, por A a sua concentração, por N o número de células malignas e por

L o número de células NK, o seguinte modelo é proposto
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dt
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1−
N
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)

− ρAN − ρ1(A)LN,

dL

dt
= σ0 + σ(A)− nL,

(25)
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em que as funções ρ1, σ : R+ −→ R
+ e K : R+ × R

+ −→ R
+ são definidas, respecti-

vamente, por

ρ1(A) = ν(1− ke−αA), σ(A) = σ1(1− e−βA) e K(E,A) = K0e
−E(t)A(t), (26)

e o parâmetro k é tal que 0 < k < 1. A função ρ1 simula o aumento da capacidade

imune anti-tumoral a partir do tratamento com Lenvatinib, como proposto em Zhang

et al. (2019). Na ausência do tratamento, a expressão matemática usada pressupõe

uma redução na resposta de defesa, com a função assumindo um valor mínimo de

ρ1(0) = ν(1 − k). A função σ descreve um aumento no número de células NK, mas

somente na presença de tratamento. Ou seja, σ(0) = 0. Finalmente, a função K mo-

dela a redução da capacidade de suporte do tumor devido à ação antiangiogênica do

Lenvatinib. Contudo, uma diminuição brusca nessa capacidade é observada apenas

no início do tratamento, pois o efeito antineoplásico da droga apresenta decaimento

exponencial ao longo do tempo devido a aquisição de diferentes mutações pelas cé-

lulas neoplásicas. Essa postulação será melhor explicada adiante. Os parâmetros do

modelo são considerados não negativos e seguem descritos na Tabela 6. O conjunto

de equações (25) apresenta os seguintes pontos de equilíbrio:

P1 =



0,
A0

δ
, 0,

σ1

(

1− e−β
A0

δ

)

+ σ0

n



 , (27)

P2 =



0,
A0

δ
, N̂ ,

σ1

(

1− e−β
A0

δ

)

+ σ0

n



 , (28)

em que

N̂ =
K0

nrδ

(

n (rδ − A0ρ)− νδ
(

1− ke−α
A0

δ

)(

σ1

(

1− e−β
A0

δ

)

+ σ0

))

.
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Tabela 6. Parâmetros e significados.

Parâmetro Descrição

c Taxa de decaimento do efeito antineoplásico do Lenvatinib

A0 Dose diária recomendada e considerada de Lenvatinib

δ Taxa de eliminação do fármaco Lenvatinib

r Taxa de proliferação celular tumoral

K0 Capacidade de suporte inicial do tumor

ρ Taxa de eficácia da droga em eliminar células tumorais

ν Taxa de eliminação de células tumorais devido ação anti-imune

k Coeficiente de redução do efeito anti-tumoral imune em DTCs

α Coeficiente do aumento de reação imune devido o Lenvatinib

σ0 Coeficiente de influxo natural de células imunes ao sítio tumoral

σ1 Taxa limite de ativação de células imunes devido ação terapêutica

β Taxa de ativação de células NK pelo Lenvatinib

n Taxa de mortalidade natural de células imunes

6.1.1 Análise de estabilidade local e parâmetros

A partir da matriz Jacobiana associada ao sistema de equações e ava-

liada nos pontos de equilíbrio, obtemos, respectivamente, os seguintes conjuntos de

autovalores associados aos pontos P1 e P2:

1. λP1 =

(

−n,−δ,−c ln(2),
r

K0
N̂

)

e

2. λP2 =

(

−n,−δ,−c ln(2),−
r

K0
N̂

)

.

Ao considerar a relação ρ > r (A0/δ)
−1, notamos que esta é uma con-

dição relacionada à eficácia da droga e suficiente para que P1 seja localmente assin-

toticamente estável. Contudo, para que P2 tenha sentido físico e seja o único atrator
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estável, é necessário que se tenha N̂ > 0. Nesse caso, a estabilidade do ponto de

equilíbrio P2 não depende unicamente do parâmetro ρ, mas também daqueles as-

sociados à capacidade de reação do sistema imune, em termos de células tumorais

infiltrantes e ao número de células NK ativadas, L.

O Lenvatinib é um medicamento com capacidade verificada de provo-

car maior tempo de sobrevida livre da progressão de tumores em RAIR-DTCs. Sua

ação consiste em reduzir e controlar a população células malignas, bem como de

potencializar o sistema imune contra a neoplasia, contudo, tem efeito limitado (Sch-

lumberger et al., 2015; Zhang et al., 2019). Apresentamos a seguir, dados sobre os

parâmetros em vista de simulações computacionais com o modelo (25). O conjunto

de valores atribuídos e as unidades de cada parâmetro estão descritos na Tabela 7,

a qual também apresenta as referências usadas, quando encontradas.

Sobre os valores supostos a alguns parâmetros, para c foi considerado

uma meia vida efetiva do efeito terapêutico antiangiogênico de 100 dias. Esse valor

foi assumido com base nos dados temporais sobre respostas parciais ou períodos de

doença estável publicados em estudos sobre a eficácia do Lenvatinib (Schlumberger

et al., 2015). Além disso, levando-se em conta a concentração do medicamento

durante o tratamento, na Figura 24 é apresentado um gráfico para a função K, em

que podemos observar o evento de recuperação da capacidade suporte ao longo do

tempo, em dias. Com o valor escolhido para E(0) = 0, 1, a capacidade de suporte

tumoral sofre uma redução inicial em seu tamanho de, aproximadamente, 10%, sendo

portanto considerada uma ação antiangiogênica limitada do medicamento.
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Figura 24: Evolução da capacidade suporte do tumor em pacientes RAIR-DTC em
tratamento com Lenvatinib. Parâmetros extraídos da Tabela 7 e condição inicial
E(0) = 0,1.

Na Tabela 7, ao parâmetro r é atribuído um tempo de duplicação

tumoral estimado em Barbolosi et al. (2017), observado em pacientes com PTC

metastático quando não responsivos ao tratamento com RAI 131I. Para o parâmetro

ρ é considerado o valor de 10−3, sendo que, nas simulações um outro valor também

fora usado: 0,0012. Tais escolhas se devem a dois fatores: os parâmetros ρ e ν são

os principais usados nas simulações para a obtenção de cenários com distintos graus

de eficácia no tratamento, e além disso, com os valores atribuídos aos parâmetros,

ρ sempre ficou abaixo de certo limiar para que P2 fosse localmente assintoticamente

estável. Ao parâmetro ν também foi atribuído outro valor nas simulações: 6×10−10,

com o objetivo de se obter cenários com distintos graus de atividade anti-tumoral

devido ao sistema imune.
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Tabela 7. Parâmetros com valores, unidades e referências. A unidade de tempo conside-
rada é dia.

Parâmetro Valor Unidade Referência

c 10−2 t−1 valor suposto

A0 24 mg×t−1 Schlumberger et al. (2015)

δ 0,5939 t−1 Eisai (2020)

r 0,0707 t−1 Barbolosi et al. (2017)

K0 1010 células Wilkie & Hahnfeldt (2013a)

ρ 10−3 (mg× t)−1 valor suposto

ν 4× 10−10 (células× t)−1 valor suposto

k 0,8 — valor suposto

α 10−2 mg−1 valor suposto

σ0 3× 105 células× t−1 Rodrigues et al. (2019)

σ1 6× 105 células× t−1 valor suposto

β 3× 10−3 — valor suposto

n 10−2 t−1 valor suposto

O parâmetro k corrobora para garantir a existência de alguma resposta

imune contra o tumor na ausência de tratamento. O parâmetro α está associado ao

aumento de células NK infiltrantes no tumor, e com isso, um fortalecimento da res-

posta imune anti-tumoral. Na ausência de tratamento, supomos que ρ1(0) = 0, 2ν,

caso contrário, e usando α = 0, 01, temos que a função ρ(A) tem o valor limite de

0, 464ν, o que é um valor aceitável, haja vista que a ação anti-imune deve apresen-

tar resultados mais eficientes com a combinação do Lenvatinib com imunoterápicos

(Kirtane & Roth, 2020).

O parâmetro σ1 representa a taxa de ativação constante de novas cé-

lulas NK devido uma ação indireta do Lenvatinib, como reportado em Zhang et al.

(2019). O total de células ativadas desse modo representa o acréscimo de, aproxi-

madamente, 7 × 104 células no número esperado apenas com a resposta natural do
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paciente frente ao tumor, σ0. Notando que a taxa constante σ1 é afetada positiva-

mente pelo tratamento com a terapia-alvo, e que a concentração do Lenvatinib deve

se estabilizar em 40 mg ao longo do tempo, o valor de 3× 10−3 foi escolhido para β

de modo que o valor limite da soma dos termos σ0+σ(A) fosse 3, 7×105 células. Um

valor bem superior a esse será obtido quando ocorrer a introdução de imunoterapia

combinada ao Lenvatinib, como será visto adiante.

Na próxima seção, propomos a inclusão de uma nova variável, P , no

modelo (25), referente à concentração do imunoterápico Pembrolizumab. O uso desse

medicamento visa contribuir para a ativação de linfócitos T anti-tumorais ao impedir

a ligação da proteína PD-L1 ao seu receptor PD-1.

6.2 Modelo com terapia alvo e imunoterapia

Considerando um tratamento combinado de Lenvatinib com Pembro-

lizumab em pacientes com DTC refratário ao RAI, e denotando por E o efeito anti-

neoplásico do primeiro medicamento, por A a sua concentração, por N o número de

células malignas, por L o número de células NK somado aos linfócitos T, e por P a

concentração do imunoterápico, o seguinte modelo é proposto
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= −c ln(2)E,
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= A0 − δA,
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(

1−
N
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− ρAN − ρ1(A)LN,
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dt
= σ0 + σ2(A, P )− nL,

dP

dt
= P0 − εP,

(29)
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em que a função σ2 : R
+ × R

+ −→ R
+ é definida por

σ2(A, P ) = σ1(1− e−βA−γP ). (30)

Os parâmetros acrescidos nesse modelo, ε e γ, são considerados não negativos e estão

descritos na Tabela 8.

Tabela 8. Parâmetros e significados.

Parâmetro Descrição

P0 Dose terapêutica indicada e considerada de Pembrolizumab

ε Taxa de eliminação do fármaco Pembrolizumab

γ Taxa de ativação de linfócitos T pelo Pembrolizumab

Antes de discutirmos a estabilidade do modelo (29), é importante no-

tar que diferentemente da variável A, que representa a concentração do medicamento

Lenvatinib recebido diariamente, o Pembrolizumab, representado como P , é um me-

dicamento cuja administração nos pacientes ocorre a cada duas ou três semanas, e

tem meia vida de eliminação de, aproximadamente, 27,3 dias (du Rusquec et al.,

2019; Mehnert et al., 2019; Ahamadi et al., 2017). Os dados reportados em Mehnert

et al. (2019) aludem a um estudo realizado com 22 pacientes com câncer avançado

na tireoide, tratados com Pembrolizumab (10 mg/kg), a cada 2 semanas, por um

período menor ou igual a 24 meses, ou até que se confirmasse progressão tumoral

ou toxidade intolerável. Além disso, o estado estacionário da concentração desse

medicamento ocorre a partir de 126 dias (Centanni et al., 2019).

6.2.1 Análise de estabilidade local e parâmetros

Para análise da estabilidade do modelo (29), consideraremos que P (t) é

uma função contínua, e que P0 representa uma quantidade constante do medicamento
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administrada ao paciente durante o período em estudo. Os pontos de equilíbrio são:

P1 =



0,
A0

δ
, 0,

σ1

(

1− e−β
A0

δ
−γ

P0

ε

)

+ σ0

n
,
P0

ε



 , (31)

P2 =



0,
A0

δ
, Ñ ,

σ1

(

1− e−β
A0

δ
−γ

P0

ε

)

+ σ0

n
,
P0

ε



 , (32)

em que

Ñ =
K0

nrδ

(

n (rδ − A0ρ)− νδ
(

1− ke−α
A0

δ

)(

σ1

(

1− e−β
A0

δ
−

γP0

ε

)

+ σ0

))

.

Os autovalores associados a cada ponto de equilíbrio são dados por

1. λP1 =

(

−n,−ε,−δ,−c ln(2),
r

K0
Ñ

)

,

2. λP2 =

(

−n,−ε,−δ,−c ln(2),−
r

K0

Ñ

)

.

O ponto de equilíbrio P2 é localmente assintoticamente estável se

Ñ > 0, o que implica termos uma combinação de parâmetros favorável à popu-

lação celular tumoral. Em termos da modelagem do fenômeno, apenas a situação

com P2 sendo um ponto atrator estável tem conotação com resultados biológicos

relevantes, pois a combinação dos medicamentos considerados, bem como seu uso

individual, apenas aumenta o tempo de sobrevida livre da progressão da doença em

pacientes (Schlumberger et al., 2015).

Para as simulações computacionais, os valores considerados dos parâ-

metros acrescidos no modelo (29) são apresentados na Tabela 9. O parâmetro ε é

calculado a partir da meia vida estimada em Ahamadi et al. (2017), por meio da

equação ε =
ln(2)

t1/2
. Os parâmetros β e γ orientam um incremento constante de cé-

lulas NK e linfócitos T num valor total de, aproximadamente, 6 × 105 células. Esse

valor significa que o número total de células ativadas diariamente a partir da combi-

nação de medicamentos é, aproximadamente, o triplo do que é obtido na ausência de
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tratamento. Os sistemas de EDO são resolvidos usando o método de Runge-Kutta

de quarta ordem, com passo de tempo h = 0, 01.

Tabela 9. Parâmetros com valores, unidades e referências. A unidade considerada à va-
riável t é dia.

Parâmetro Valor Unidade Referência

P0 200 mg Ahamadi et al. (2017)

ε 0,0254 t−1 Mehnert et al. (2019)

γ 1 — valor suposto

6.3 Resultados e discussão

Nesta seção, discutimos os principais cenários obtidos via modelagem

com simulações numéricas considerando as seguintes situações: pacientes com DTC

refratário a radioiodo 131I em estágio metastático, tratados apenas com Lenvatinib,

ou considerando a combinação Lenvatinib e Pembrolizumab, simultaneamente. Os

efeitos dessas abordagens terapêuticas consistem em bloquear o desenvolvimento

de angiogênese, representado na função K, reduzir a taxa de crescimento tumoral,

expresso em ρAN , e fortalecer atividades anti-tumorais pelo sistema imune com a

ativação de linfócitos T ou células NK, e sua maior infiltração em tumores, denotadas

nas funções σ1 ou σ2, e ρ1, respectivamente. A combinação do Lenvatinib com o

Pembrolizumab visa propor uma maior atividade de linfócitos T frente ao tumor,

promovendo a eliminação de células tumorais.

Antes de simular a evolução das células tumorais ou imunes, apresen-

tamos na Figura 25 a concentração sérica do Lenvatinib ao longo do tempo. Nessa

figura temos a curva com o acúmulo esperado do Lenvatinib ao longo do tratamento,

com concentração sérica limite de, aproximadamente, A0/δ = 40, 4 mg. O Pem-

brolizumab é administrado a cada 3 semanas com dose de 2mg/kg, como indicado

em Ahamadi et al. (2017). A evolução da concentração sérica do fármaco ocorre de

forma oscilatória, ver Figura 26.
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Figura 25: Concentração sérica do Lenvatinib ao longo do tempo seguindo uma ad-
ministração constante de 24 mg ao dia. Parâmetros extraídos da Tabela 7. Condição
inicial: E(0) = 0,1, A(0) = 24 mg, N(0) = 1,12× 109 células, L(0) = 106 células.
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Figura 26: Evolução da concentração sérica de Pembrolizumab ao longo do trata-
mento. Parâmetros extraídos da Tabela 7. Condição inicial: E(0) = 0,1, A(0) = 24
mg, N(0) = 1,12× 109 células, L(0) = 106 células e P (0) = 200 mg.
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O desenvolvimento e o tempo para estabilização desse medicamento

estão de acordo com o apresentado em Centanni et al. (2019).

O influxo natural de células imunes NK ou linfócitos T ao local de

interação com o tumor é considerado nas simulações com o valor de 3 × 105 células

(Rodrigues et al., 2019). O uso do Lenvatinib faz com que células NK sejam ativadas,

e o aumento celular correspondente ao uso desse medicamento é visto na Figura 27,

curva L(A). Combinando o tratamento com o Pembrolizumab temos a ocorrência

do bloqueio PD-L1 e PD-1 e, consequentemente, a redução da inibição do sistema

imune pelo tumor. Com isso, ao reconhecerem os antígenos expressos nas células

tumorais, as células T são novamente capazes de eliminá-las.

As curvas de aumento no número de células imunes, L(A) e L(A, P ),

devem ser entendidas da seguinte forma. O número inicial de células imunes é suposto

em L(0) = 106 células. Sem o tratamento com Lenvatinib o crescimento nessa

população alcança um pico de 3 × 107 células, com a introdução do medicamento

esse pico passa a ser de, aproximadamente, 3,7 × 107 células. Esse aumento pouco

significativo reflete a visão de que o fortalecimento do sistema imune observado em

experimentos se trata de um efeito positivo, porém, do tipo colateral, ou seja, esse

fenômeno não faz parte das ações esperadas diretamente pelo medicamento.

A curva L(A, P ) representa o crescimento no número de células imunes

anti-tumorais em termos de células NK e linfócitos T. Com o acréscimo do Pembro-

lizumab, há um valor máximo de 9 × 107 células, o que significa, portanto, o triplo

das células imunes comparado à situação do paciente sem nenhum tratamento. Esse

imunoterápico leva à diminuição da capacidade de evasão da resposta imune pelo

tumor, o qual passa a sofrer ataques com o aumento de linfócitos T. Contudo, na

prática clínica, essa abordagem tem sugerido um efeito terapêutico limitado. Em

Mehnert et al. (2019), por exemplo, em pacientes que apresentaram resposta parcial

ao tratamento, a duração da resposta variou de 8 a 20 meses.
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Figura 27: Evolução da população de células imunes NK mais linfócitos T durante os
seguintes tratamentos: Lenvatinib, curva L(A); e Lenvatinib mais Pembrolizumab,
curva L(A, P ). Parâmetros extraídos das Tabelas 7 e 9. Condições iniciais: E(0) =
0, 1, A(0) = 24 mg, N(0) = 1, 12× 109 células, L(0) = 106 células e P (0) = 200 mg.

Na Figura 28, apresentamos a evolução da população tumoral com dife-

rentes tipos de tratamentos: apenas usando Lenvatinib, e considerando a combinação

deste medicamento com o Pembrolizumab. Além disso, cenários com distintos graus

de eliminação tumoral são considerados a partir do parâmetro ρ, o qual representa o

efeito negativo do Lenvatinib sobre a população tumoral. Nas simulações, embora a

queda inicial no número de células malignas seja semelhante em todas as situações,

a revitalização do tumor, em termos de crescimento populacional, difere tanto pela

introdução do Pembrolizumab, quanto pela maior capacidade de eliminação tumoral,

que na modelagem é associada ao termo ρ. Numa comparação, o efeito causado pela

entrada do Pembrolizumab no tratamento tem alto valor terapêutico, e equivale ao

caso em que a resposta ao Lenvatinib é do tipo parcial.
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Figura 28: Evolução da população de células malignas durante os seguintes trata-
mentos: Lenvatinib, curva N [A]; e Lenvatinib mais Pembrolizumab, curva N [A, P ].
Parâmetros extraídos das Tabelas 7 e 9, com exceção do parâmetro ρ, que recebeu
um segundo valor, igual a 0, 0012. Condições iniciais: E(0) = 0, 1, A(0) = 24 mg,
N(0) = 1, 12× 109 células, L(0) = 106 células e P (0) = 200 mg.

Considerando uma variação também aplicada à capacidade imune anti-

tumoral, ν, temos na Figura 29 distintos resultados no número de células malignas

devido a interação dessas com as células de defesa. Neste caso, a queda inicial na

população tumoral é similar a resultados anteriores, contudo, os efeitos negativos são

bem maiores ao longo do tempo. No cenário obtido com a introdução do Pembro-

lizumab e parâmetros ρ = 0,0012 e ν = 6 × 10−10, é observado um decrescimento

em N ao longo de todo o período considerado. Nesse caso, após um longo período o

paciente estará livre do tumor, embora essa situação não tenha sido observada nos

resultados em pacintes, como em Schlumberger et al. (2015).
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Figura 29: Evolução da população de células malignas durante os seguintes trata-
mentos: Lenvatinib, curva N [A]; e Lenvatinib mais Pembrolizumab, curva N [A, P ].
Parâmetros extraídos das Tabelas 7 e 9, com exceção dos parâmetros ρ e ν, que
também receberam os valores de 0,0010 e 6× 10−10, respectivamente. Condição ini-
cial: E(0) = 0, 1, A(0) = 24 mg, N(0) = 1, 12 × 109 células, L(0) = 106 células e
P (0) = 200 mg.

O Lenvatinib e o Sorafenib, conhecidos como múltiplos inibidores de

quinase (MKI) (sigla em inglês de Multiple Kinase Inhibitors), são medicamentos

aprovados para diferentes tipos de malignidades (Roskoski, 2019). Isso ocorre, prin-

cipalmente, pela atuação desses medicamentos como antiangiogênicos. O estudo

observacional de Pitoia (2014) investigou a eficácia do Sorafenib no carcinoma de

tireoide metastático progressivo e refratário à radioiodoterapia. Nesse estudo, oito

pacientes receberam 400 mg do medicamento diariamente até que se verificasse a pro-

gressão da doença ou ocorresse toxidade inaceitável. Desses, um paciente apresentou

resposta parcial, com regressão tumoral de 35% após seis meses de tratamento; e

cinco pacientes mantiveram a doença estável. No artigo de revisão de Pitoia & Jer-



106

kovich (2016), os autores ressaltam que o desenvolvimento de resistência após um

ou dois anos de tratamento é algo esperado em pacientes que apresentaram resposta

parcial ou doença estável, e sugerem o uso de MKIs de modo subsequente, propondo

inclusive, o uso do Lenvatinib após tratamento com Sorafenib.

Várias opções de tratamentos a RAIR-DTCs são discutidas em Filetti

et al. (2019), o qual também destaca o fraco desempenho de alguns tratamentos

convencionais nesses casos, como por exemplo, a administração de quimioterapia

via Doxorubicina, sendo um tratamento recomendado apenas quando MKIs não são

indicados. Khan et al. (2020) ao abordarem o uso do Lenvatinib em câncer de tireoide

anaplásico, investigaram que mecanismos de resistência seriam ativados pelo tumor

para sobrevivência e escape frente à terapia. Segundo o estudo, análises de RNA-

seq mostraram que o tratamento prolongado com Lenvatinib provocou alterações

em várias vias celulares e oncogenes. Num estudo envolvendo 94 pacientes sobre a

eficácia e segurança do Lenvatinib como tratamento para RAIR-DTCs, Locati et al.

(2019) observaram resultados como resposta parcial ou doença estável em apenas

36% e 41% dos indivíduos, respectivamente.

Os resultados apresentados nesta tese concordam com os trabalhos

citados, e mostram que ambos os modelos (25) e (29) são eficazes em simular a

dinâmica de várias ações desencadeadas pelas terapias em estudo. O efeito antian-

giogênico causado pelo Lenvatinib é modelado pela função capacidade de suporte

do tumor, K, a qual apresenta um decaimento de início mas depois volta a cres-

cer. Esse comportamento inicial busca reproduzir a ação do medicamento, que ao

bloquear fatores como VEGF ou VEGF receptor provoca a apoptose de células endo-

teliais e a diminuição dos diâmetros vasculares (Rodia et al., 2019). Contudo, como

o tratamento tem efeito limitado, é suposto que o tumor desenvolve novas altera-

ções moleculares, re-expandindo sua capacidade suporte e reativando seu processo

de crescimento tumoral (Khan et al., 2020). A atuação do Lenvatinib enquanto ini-

bidor dos fatores de crescimento de fibroblasto (FGF) (sigla em inglês de Fibroblast

Growth Factor) e de crescimento derivado de plaquetas (PDGF) (sigla em inglês de
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Platelet-Derived Growth Factor), envolvidos nos processo de crescimento e divisão

celular, é representada por meio do termo ρAN .

As atividades do Lenvatinib e do Pembrolizumab em ativar células

imunes são representadas a partir das funções ρ1, σ1 e σ2. De modo geral, as simula-

ções sobre a evolução tumoral apresentam cenários de resposta parcial, com pequena

redução observada na massa tumoral, ou de doença estável, no qual o crescimento tu-

moral ocorre muito lentamente. Por meio de cada parâmetro, diversas interações ou

atividades podem ser compreendidas em termos de influência no fenômeno. O termo

que representa a eficácia do Lenvatinib contra o crescimento tumoral, ρ, e a taxa de

eliminação de células malignas mediante a ação imune, potencializada por ambos os

medicamentos, sofreram variações durante as simulações. A ideia de não fixar pa-

râmetros apenas nesses casos deve-se ao fato desses representarem mais diretamente

a ação dos medicamentos nos indivíduos. Portanto, considerando períodos de trata-

mento similar aos observados em estudos, e repetindo dosagens e modos terapêuticos

conforme terapias reais, os resultados desta modelagem buscam ampliar a capacidade

de debates sobre terapias-alvo e imnunoterápicos aplicados a RAIR-DTCs.

6.4 Conclusões do capítulo

Propomos neste estudo dois modelos de equações diferenciais ordiná-

rias com o objetivo de modelar terapias aplicadas a pacientes com RAIR-DTC, trata-

dos com Lenvatinib, apenas, ou terapia combinada e simultânea com Pembrolizumab.

A partir dos modelos, os seguintes fenômenos foram observados: eficácia dos medi-

camentos em provocar resposta parcial ou doença estável, e aumento da resposta

ao tratamento devido a combinação de terapias. Os parâmetros relacionados à ação

dos medicamentos foram analisados, sendo que alguns ao sofrerem variações deram

origem a cenários com diferentes respostas ao tratamento. Das possíveis estabilida-

des locais, P1 ou P2, um cenário no qual há a eliminação do tumor foi obtido via

simulações, o que ressalta o cuidado com o uso de parâmetros adequados à biologia

tumoral, mas também indica os fatores mais relevantes para a redução do tumor.
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Desse modo, o estudo amplia e agrega novos resultados para discussões acerca de

MKIs no tratamento a RAIR-DTCs e ressalta a importância de terapias combinadas,

como terapias-alvo e imunoterápicos para a obtenção de melhores prognósticos.



7 CONCLUSÃO GERAL

Alguns modelos matemáticos foram considerados nesta tese para o es-

tudo da dinâmica tumoral. A primeira abordagem considerou a dormência do câncer,

mais especificamente, dormência da massa tumoral do tipo imunológica. A teoria

do cálculo fracionário foi a estrutura usada nessa investigação, sendo consideradas

as derivadas fracionárias segundo a definição de Caputo e de Grünwald-Letnikov.

Dois modelos matemáticos foram propostos, sendo versões adaptadas de modelos

de ordem inteira. O estudo consistiu na abordagem de duas questões: estabilidade

dos modelos considerados fracionários, e comparação dos resultados obtidos com as

diferentes metodologias. O uso de valores para a ordem da derivada menores que

1 implicou no desafio de se encontrar interpretações biológicas compatíveis às solu-

ções obtidas. A associação de menores valores à ordem da derivada com a eficácia

do sistema imune foi a principal relação observada, em que crescimento tumoral e

leucemia mieloide aguda foram os temas de estudo.

A continuidade desse estudo, no sentido de ampliar ou esclarecer os

resultados encontrados, pode ser realizada de diversos modos. Como o uso de deri-

vadas fracionárias de diferentes ordens para cada equação do modelo e a inclusão de

processos terapêuticos, tais como terapia-alvo ou imunoterapia, dentre outros.

Uma revisão sistemática foi o segundo assunto abordado, a qual reuniu

estudos com modelos matemáticos sobre tumores e câncer de tireoide. Sete artigos fo-

ram avaliados criticamente nos seguintes aspectos: metodologia empregada, assunto

tratado, variáveis usadas e contribuição à área da saúde. Os modelos encontrados

abordaram temas como o desenvolvimento e detecção de tumores, tratamentos e

recorrência do câncer de tireoide. Ao discutir as principais metodologias usadas e
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resultados obtidos, essa revisão contribui para o desenvolvimento de modelos mate-

máticos, como os apresentados a seguir.

Para estudo do tratamento com RAI a pacientes com PTC, um modelo

de EDO com efeito Allee foi proposto. Além do RAI, o número de células tumorais

e as concentrações séricas de IL-6 e Tg foram consideradas. A dinâmica populacio-

nal com efeito Allee foi usada com o objetivo de representar uma eficácia suficiente

do RAI que aliada ao sistema imune fosse capaz de promover a eliminação tumoral.

Também se verificou a capacidade do modelo em simular casos de pacientes tireoidec-

tomizados e agrupados como de baixo risco de recidiva, em que a eliminação tumoral

ocorreu sem o uso de algum tratamento complementar. O parâmetro da atividade

de RAI usada no tratamento recebeu valores com base em diferentes condições clí-

nicas, e cenários com doses mínimas de radioiodo porém resultantes em sucesso no

tratamento foram obtidos. A citocina IL-6 foi avaliada enquanto promotora do cres-

cimento tumoral, sendo verificada a associação de menores níveis desta interleucina

a melhores prognósgticos de pacientes. Mutações genéticas também foram incluídas

como elementos para a compreensão dos resultados obtidos, como a associação do

gene NIS à captação do iodo pelas células tumorais foliculares da tireoide durante o

tratamento.

A continuidade deste trabalho poderia ocorrer a partir de parcerias

com centros médicos, a fim de se obter um banco de dados de pacientes sob condi-

ções similares às consideradas no estudo. Com isso, os parâmetros aos quais foram

atribuídos valores supostos poderiam ser calibrados por meio de informações espe-

cíficas de grupos populacionais e atividades de RAI aplicadas. Essa ação tornaria

o modelo sempre vez mais aplicável a situações reais, permitindo-o compor estudos

clínicos acerca de novas formas e métodos de tratamento.

Dois modelos de EDOs sobre DTCs refratários a RAI são apresentados

no último estudo. O primeiro modelo considera uma terapia-alvo com Lenvatinib,

enquanto no segundo há a ampliação do tratamento via combinação do Lenvatinib

com o imunoterápico Pembrolizumab. Além dos tratamentos, o número de células
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tumorais e o de células imunes, como os linfócitos T e células NK, são as principais

variáveis consideradas. As soluções em ambos os casos apresentam cenários do tipo

doença estável ou resposta parcial, em que maiores períodos de não progressão tu-

moral foram observados nos casos de terapia combinada. Nas simulações, diferentes

valores foram considerados aos parâmetros relacionados à eficácia dos medicamentos

e eficiência do sistema imune em eliminar células tumorais. Com isso, diversos cená-

rios de respostas aos tratamentos foram obtidos, possibilitando-nos inferir condições

para maiores períodos de sobrevida livre de progressão tumoral. Contudo, devido o

escopo restrito adotado à modelagem, aspectos relacionados a efeitos colaterais não

foram considerados.

Um meio de continuar esse estudo é realizar uma análise de sensibili-

dade dos parâmetros em relação à uma quantidade de interesse, como carga tumoral e

outras. Pois deste modo, a calibração e a validação do modelo tornaria os resultados

ainda mais precisos e relacionáveis a dados clínicos sobre o tema de estudo.

Assim, os modelos matemáticos elencados abordaram fenômenos de

grande interesse pela medicina, com a apresentação de resultados sobre a influência

do sistema imune e distintos tratamentos ao câncer.
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GLOSSÁRIO

Nesta seção são apresentados os significados dos principais termos
relacionados à matemática ou biologia tumoral considerada nos estudos realizados.

Angiogênese
É o crescimento de vasos sanguíneos a partir da vasculatura existente. O processo
de angiogênese ocorre desde a fase embrionária até a fase adulta. Judah Folkman
(1933 - 2008) é considerado pioneiro no estudo da angiogênese e o primeiro a propor
uma relação de dependência entre crescimento tumoral e a formação de novos vasos
sanguíneos.

Anticorpo
Glicoproteína que tem como função promover a defesa do organismo. Para mais
detalhes, ver Imunoglobulina.

Antígeno
Qualquer substância que desencadeia uma resposta imune no corpo, especialmente
anticorpos. Antígenos podem ser bactérias, toxinas, vírus, produtos químicos ou
outra substância externa ao corpo.

Apoptose
Morte celular programada. Trata-se de um processo fisiológico de morte celular
conforme um programa genético cujo objetivo é o de evitar que células com
problemas comprometam o funcionamento do organismo. Esse processo difere da
necrose, em que a célula morre devido a uma lesão.

Autovalores
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Conjunto de valores associados a um sistema linear de equações, e portanto, a uma
equação matricial. Tais grandezas podem ser usadas com o objetivo de identificar a
estabilidade de pontos de equilíbrio, quando possível.

Câncer
Coleção de doenças distintas caracterizadas pelo crescimento anormal e não regulado
de células a partir de células de um órgão específico. Do ponto de vista histoló-
gico, existem mais de 100 tipos de câncer. As cinco grandes categorias usadas para
classificá-los, são:

• Carcinoma: câncer com origem no tecido epitelial, como a pele ou o revesti-
mento de órgãos internos;

• Sarcoma: câncer com origem em tecidos conectivos ou de apoio, tais como
ossos, tendões, cartilagem, músculo, e gordura;

• Mieloma: câncer com origem nas células plasmáticas da medula óssea;

• Leucemia: câncer da medula óssea, também chamado de câncer no sangue,
a medula fica incapaz de produzir glóbulos vermelhos, brancos e plaquetas
normais;

• Linfoma: câncer com origem no sistema linfático. Existem dois tipos de lin-
fomas, linfoma de Hodgkin e o não-Hodgkin, conforme as características das
células malignas.

Carcinogênese
Processo de formação do câncer. Também chamado de oncogênese.

Carcinoma
Ver câncer.

Células dendríticas
Células que compõem um grupo heterogêneo de células apresentadoras de antígenos,
e que iniciam e regulam a resposta imune adaptativa.

Células endoteliais
Células que revestem internamente os vasos sanguíneos, vasos linfáticos e o coração
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(aurículas e ventrículos).

Células NK
Células do sistema imune portadoras de enzimas capazes de destruir células tumorais
ou infectadas por um vírus.

Células T regulatórias (Tregs)
Células que formam uma subpopulação de linfócitos T, sendo caracterizadas pela
expressão da molécula CD25+.

Células tronco
Células com capacidade de autorrenovação e diferenciação em várias categorias
funcionais de células. Há três tipos de células tronco: embrionárias, adultas e as
induzidas, essas últimas feitas em laboratório.

Citocina
Um tipo de proteína produzida por determinadas células imunes e não imunes, que
afeta o sistema imune, podendo estimulá-lo ou retardá-lo. Exemplos de citocinas são
as interleucinas (IL), os interferons (IFN) e os fatores de necrose tumoral (TNF).

Concentração sérica
A quantidade de uma determinada substância na circulação sanguínea. Trata-se de
uma medida obtida em laboratório.

Cromossomo
Estrutura composta de DNA localizada no núcleo de cada célula. Os seres humanos
possuem 46 cromossomos, divididos em 23 pares, os quais carregam os genes
responsáveis pelas características físicas particulares de cada indivíduo.

Derivada
Dada uma função y = f(x), a derivada de f em um dado valor de x, digamos x = a,
é a taxa de variação instantânea de f nesse ponto, sendo geralmente denotada por
df

dx
(a) ou f ′(a). De um modo menos formal, dizemos que a derivada é a taxa de

mudança de uma função em relação a uma variável. Um exemplo de derivada é a
(função) velocidade, vista como a taxa de variação da (função) posição em relação
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à variável tempo.

Doença subclínica
Período inicial de uma doença, quando sintomas ou sinais clínicos ainda não se
manisfestaram.

Epigenética
Modificações do genoma que mesmo não alterando a sequência do DNA podem
afetar a atividade dos genes. Ou seja, alterações externas ao DNA que ativam ou
desativam genes.

Equação diferencial fracionária (EDF)
Uma equação que considera derivadas com ordens não necessariamente inteiras, e
que portanto, constituem um modo de generalizar as equações diferenciais ordiná-
rias. Tais equações são importantes devido sua capacidade de modelar fenômenos
complexos de diversas áreas da ciência e por sua função efetiva de memória.

Equação diferencial ordinária (EDO)
Uma equação que relaciona uma função de uma variável independente a algumas
de suas derivadas. Em modelos com EDOs no estudo de tumores, derivadas
que representam taxas de variação do número de células tumorais ou imunes,
ou de medicamentos usados na quimioterapia, radioterapia e imunoterapia, são
normalmente consideradas.

Equação diferencial parcial (EDP)
Uma equação que relaciona uma função de duas ou mais variáveis às suas derivadas
parciais. A derivada parcial de uma função de várias variáveis mede o quanto essa
função varia quando apenas uma de suas variáveis é alterada. EDPs na biologia
tumoral são usadas em modelos relacionados a distintos tipos e estágios evolutivos
de tumores, angiogênese, invasões tumorais, e outros. Variáveis independentes como
tempo e espaço são geralmente consideradas.

Equação logística
Equação proposta por Pierre Verhulst em 1845, trata-se de um modelo de cresci-
mento populacional que considera competição entre indivíduos da mesma espécie,
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com restrições impeditivas a um crescimento indefinido. Tem como principal carac-
terística a adoção de uma capacidade de suporte para o meio ambiente considerado,
resultando numa redução contínua da taxa de crescimento populacional conforme o
número de indivíduos se aproxima dessa capacidade. Também é chamada de modelo
de Verhulst.

Equilíbrio
Um estado no qual o sistema não varia. Esse estado pode ser estável ou instável,
ver Ponto de equilíbrio para mais detalhes.

Estado homeostático
Refere-se a um estado de equilíbrio funcional, no qual a integridade física e fisiológica
do corpo são mantidas frente a alterações ambientais. Nesta tese, uma população de
células em estado homeostático significa um número de células considerado normal,
sendo o valor esperado para um indivíduo saudável.

Fenótipo
O conjunto de características observáveis ou caracteres de um organismo, resultado
da interação do seu genótipo com o meio ambiente.

FGF - Fibroblast Growth Factor
Proteínas de sinalização celular que na fase embrionária são reguladoras da prolifera-
ção, migração e diferenciação celular, e na fase adulta controlam processos de reparo
a tecidos e respostas a lesões. Quando expressos inadequadamente contribuem para
o surgimento do câncer.

Galectina-3
Uma proteína com participação em diferentes fenômenos biológicos, sendo associada
com progressão tumoral e metástases em diferentes linhagens celulares tumorais.
Na carcinogênese das células foliculares é estudada como potencial marcador de
malignidade.

Gene
Unidade fundamental, física e funcional da hereditariedade, composto por uma
sequência específica de DNA. Determinados genes medeiam a formação de molé-
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culas chamadas proteínas. Alguns genes envolvidos em processos de malignidade
quando mutados (chamados de oncogenes), são:

• RET: fornece instruções para a produção de proteínas envolvidas na sinalização
dentro das células. Rearranjos nesse gene são observados em vários tipos de
cânceres, como o câncer de tireoide papilar, por meio do rearranjo RET-PTC1;

• BRAF: produz uma proteína que ajuda transmitir sinais químicos do exterior
para o núcleo das células, a qual está associada a importantes funções celulares,
como proliferação, diferenciação, migração e apoptose;

• RAS: produz proteínas envolvidas em vias de sinalização celular que controlam
o crescimento e a morte celular. Quando mutado é observado em diferentes
tipos de câncer, promovendo ações como o espalhamento e o crescimento de
células em outras parte do corpo;

• SLC5A5: fornece instruções para a produção da proteína NIS, a qual é respon-
sável pelo transporte de iodeto para dentro de células tireoidianas. Mutações
nesse gene estão associadas com disfunções na tireoide.

Genética
Área da biologia que estuda os organismos em termo da hereditariedade em geral e
dos genes em particular.

Genótipo
Constituição genética de um organismo. Conjunto dos genes de um indivíduo não
modificados naturalmente.

Hematopoiese
Processo de formação de novas células do sangue por meio de processos mitóticos.

Histologia
Estudo da estrutura microscópica de materiais biológicos e das formas nas quais
componentes individuais estão estruturalmente e funcionalmente relacionadas.

Imunoglobulina
Proteínas (também chamadas de anticorpos) produzidas por células B e células
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plasmáticas com objetivo de ajudar no combate a infecções.

Imunomodulador
Agente capaz de reduzir ou aumentar a capacidade de resposta do sistema imune
na luta contra infecções e outras doenças, como o câncer.

Imunossupressor
Agente capaz de reduzir as habilidades do sistema imune em enfrentar infecções e
outras doenças.

Imunoterapia
Terapia com o uso de substâncias que estimulam ou suprimem o sistema imune com
o objetivo de provocar respostas contra infecções e doenças, como o câncer. Alguns
tipos de imunoterapias contra o câncer são os anticorpos monoclonais, inibidores de
check-points imunes, vacinas, entre outros.

INCA - Instituto Nacional de Câncer José Alencar Gomes da Silva
Órgão auxiliar do Ministério da Saúde no Brasil com o objetivo de desenvolver e
coordenar ações integradas para o controle e a prevenção do câncer no país.

Interleucinas (ILs)
Tipos de proteínas (existem mais de 36 tipos) produzidas por leucócitos (glóbulos
brancos) e outras células. Interleucinas regulam a resposta imune, sendo algumas
usadas como medicamentos na terapia ao câncer.

Iodo
É um elemento químico, representado pelo símbolo I. Também é um mineral
encontrado em alguns alimentos, cuja ingestão é útil para a produção de hormônios
na tireoide.

Iodo radioativo (RAI)
É a forma radioativa do iodo, geralmente usado em pacientes com doenças na
tireoide. Possui duas formas: I-123 (ou 123I), usado para captação de imagens
e conhecimento da atividade da glândula tireoide; e I-131 (ou 131I), indicado
para o tratamento de doenças na tireoide, como câncer e hipertireoidismo. No
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tratamento ao câncer, com exceção dos tipos anaplásico e medular em que não há
captação de iodo, o RAI é usado para eliminar o tecido da tireoide não removido por
cirurgia ou tratar tumores espalhados em gânglios linfáticos e outras partes do corpo.

Leucemia mieloide aguda
Neoplasia maligna caracterizada pela substituição do tecido medular normal
por células imaturas (blásticas) que não preservam suas funções originais, dei-
xando de atuarem como protetoras do organismo. Os sintomas da doença estão
relacionados à redução da função medular normal: anemia, infecções e sangramentos.

Linfócitos
Células do sistema imunológico, e um tipo de leucócito ou glóbulo branco, presente
no sangue. Compreende o grupo de células NK, linfócitos T e linfócitos B.

MAPK - Mitogen-Activated Protein Kinases
Proteínas quinases (enzimas) específicas de serina/treonina que respondem a
estímulos extracelulares (mitógenos). MAPKs desempenham um papel crucial na
proliferação, diferenciação e morte celular, sendo uma via bastante usada para
transmissão de sinal por diversos agentes, incluindo fatores de crescimento.

Marcador tumoral
Substâncias produzidas por células normais e cancerosas, encontradas no sangue,
medula óssea, tecido e fluídos corporais que podem indicar a presença do cân-
cer. Mutações genéticas também podem ser usadas como marcadores tumorais.
Exemplos de marcadores tumorais são o PSA no câncer de próstata, CA-125 no cân-
cer de ovário e mutação do gene EGFR no câncer de pulmão de não pequenas células.

Matemática
Ciência formal acerca da estrutura, ordem, e relação, que tem evoluído a partir de
práticas elementares de contagem, medição e descrição das formas dos objetos.

Meia-vida
Em radioatividade, é o intervalo de tempo requerido para que os núcleos atômicos
de uma amostra decaiam à sua metade, ou ainda, o tempo necessário para que o nú-
mero de desintegrações por segundo de um material radioativo diminua pela metade.
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Metástase
Implantação de um foco tumoral em uma nova parte do corpo, sem ligação com o
tumor original. As células malignas viajam pelo sangue ou pelo sistema linfático e
formam novos tumores em outros órgãos ou tecidos do corpo.

MKI - Multiple Kinase Inhibitors
Medicamentos que atuam como inibidores de várias cinases intracelulares e da
superfície celular, geralmente associadas ao crescimento e progressão metastática do
câncer.

Modelo
Do ponto de vista científico, é a representação física, conceitual ou matemática de
um fenômeno real, objeto ou sistema, com o objetivo de explicar e predizer o seu
comportamento.

Modelo matemático
Objeto com a capacidade de descrever um sistema a partir da abstração e do
formalismo matemático. Tais objetos permitem análises de modo a extrapolar
situações originalmente analisadas, predições quantitativas, atuação de mecanismos,
manipulação de hipóteses subjacentes, além da descrição quantitativa de associações
entre diferentes componentes de um sistema.

Mutação
Uma alteração qualquer na sequência do DNA de uma célula. Mutações podem ser
causadas por erros durante a divisão celular ou por fatores externos.

Neutrofilia
Número elevado no sangue de glóbulos brancos chamados neutrófilos.

NIS
Glicoproteína intrínseca da membrana plasmática que medeia a captação de iodo,
na forma de iodeto, pelas células foliculares da glândula tireoide, sendo esse um
primeiro passo para a formação dos hormônios tireoidianos.
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Oncogene
Um gene envolvido no crescimento celular após sofrer alguma mutação, alteração
genética, fazendo-o responsável por transformar células normais em células cancero-
sas.

Parâmetro
Em matemática, trata-se de um termo para o qual um único valor ou um intervalo
determinado de valores podem ser atribuídos, com o objetivo de identificar uma
coleção de distintos casos em um problema.

PAX8
Um fator de transcrição essencial para o desenvolvimento da glândula tireoide.
Mutações nesse gene tem sido associados a doenças na tireoide, inclusive o câncer.
O termo PAX8 é a abreviação de Paired-box 8.

PD-1
Uma proteína expressa sobre as células T que regula a resposta imune. Quando
a PD-1 é ligada à proteína PD-L1, as células T perdem a capacidade de eliminar
outras células, como as células malignas. Embora a PD-L1 seja encontrada em
algumas células normais, sua quantidade apresenta-se elevada em células cancerosas.

PDGF - Platelet-Derived Growth Factor
Molélulas liberadas via plaquetas, que contribuem na cicatrização de feridas e reparo
e crescimento de vasos sanguíneos.

PI-3K/AKT
É uma via de sinalização chave que regula processos normais das células, como
o crescimento, proliferação, metabolismo, motilidade, sobrevivência e apoptose.
Quando em estado excessivo, promove a sobrevivência e proliferação de células ma-
lignas em muitos tipos de câncer. O termo PI-3K é a abreviação de phosphoinositide
3-kinase, enquanto AKT também é chamado de protein kinase B (PKB).

Ponto de equilíbrio
No contexto de modelo matemático com equações diferenciais autônomas, trata-se
de uma solução constante desse modelo. Ou seja, uma solução na qual o sistema
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permanece caso essa solução seja o seu ponto de partida.

Ponto de equilíbrio estável
Uma solução constante para a qual o sistema sempre retorna após sofrer pequenas
perturbações/alterações. Esta definição também se aplica a pontos no texto
classificados como localmente assintoticamente estáveis.

Ponto de equilíbrio instável
Uma solução constante da qual o sistema se afasta após sofrer pequenas perturba-
ções/alterações.

Ponto de sela
Um ponto de equilíbrio do qual as soluções se aproximam durante algum tempo mas
depois se afastam. Um ponto de sela exibe as propriedades de atração e repulsão,
dependendo da direção de aproximação da solução.

Proto-oncogene
Um gene que normalmente contribui para o crescimento das células e que pode se
transformar em oncogene devido a mecanismos genéticos, como as mutações.

Quimioterapia
Tratamento com medicamentos compostos de substâncias químicas capazes de
destruir células em nosso corpo por afetar o funcionamento celular.

RNA-seq
Técnica de sequenciamento capaz de examinar a quantidade e as sequências de
RNA em uma amostra biológica. A RNA-seq analisa quais genes são expressos
em diferentes tipos de células, além do quando e como esses genes são expressos.
Esta atividade contribui para a compreensão das causas de certas doenças, como o
câncer. RNA-seq é a abreviação de sequenciamento de RNA.

Runge-Kutta (método)
Método de resolução numérica para a obtenção de soluções aproximadas de equações
diferenciais ordinárias.
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SEER
Programa do Nacional Cancer Institute (NCI), nos Estados Unidos, com objetivo de
fornecer informações estatísticas sobre a incidência do câncer e sobrevida no país.

Sistema dinâmico
Um sistema cujas principais propriedades e características não são invariantes
no tempo. Em termos de teoria, diz respeito à matemática relacionada com o
comportamento espaço-temporal de equações que descrevem processos evolutivos.
Sistemas dinâmicos podem ser modelos discretos, contínuos, de campos, autômatos
celulares ou redes complexas.

Sistema endócrino
Conjunto de glândulas e órgãos que produzem e lançam hormônios diretamente na
rede sanguínea para que o corpo realize funções como crescimento, desenvolvimento,
metabolismo e reprodução. O sistema endócrino inclui o hipotálamo, glândula
pineal, hipófise, tireoide, paratireoide, timo, glândulas supra-renais e pâncreas.

Sistema imune
Uma rede complexa de células, tecidos, órgãos, e substâncias por eles produzidos,
com o objetivo de proteger o corpo contra infecções e outras doenças, como o câncer.
O sistema imune inclui glóbulos brancos, órgãos e tecidos do sistema linfático, como
a medula óssea. Alguns substâncias modulam (estimulam ou suprimem) o sistema
imune, como anticorpos monoclonais, citocinas e vacinas.

Sistema imune adaptativo
Parte do sistema imune responsável por gerar respostas específicas na presença de
substâncias estranhas. A imunidade adaptativa é definida pela ativação de glóbulos
brancos (linfócitos B e T), e inclui as células T citotóxicas CD8+, chamadas de
células efetoras, que atuam na eliminação de células tumorais.

Sistema imune inato
É a primeira linha de defesa do sistema imune no hospedeiro, também chamada de
imunidade natural, e representa uma resposta rápida, não específica e limitada a
um determinado número de estímulos. É constituído de barreiras físicas, químicas
e biológicas, como células e moléculas, cujo número ou existência independe do
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contato prévio com agentes agressores.

Solução numérica
Uma solução obtida via algoritmos para um problema, normalmente, advindo da
matemática ou ciência da computação.

Telomerase
Uma enzima nas células responsável por acrescentar DNA aos telômeros, as
extremidades dos cromossomos. Esse processo ajuda as células a continuarem vivas
ao longo do tempo. Células cancerosas possuem mais telomerase que a maioria das
células normais.

Terapia alvo
Tratamento ao câncer que usa medicamentos compostos de substâncias desenvolvidas
para identificar e atacar características específicas das células malignas, impedindo
assim o crescimento e a disseminação da doença. Alguns exemplos são os anticorpos
monoclonais, os inibidores de angiogênese e inibidores de tirosino-quinase. O foco
terapêutico nesse caso é o de se combater moléculas específicas, e consequentemente
direcionar o tratamento às células tumorais, reduzindo os efeitos colaterais.

Tireoglobulina (Tg)
Proteína produzida pelas células foliculares da glândula tireoide, sendo um subs-
trato essencial para a formação dos hormônios tireoidianos T3 e T4. Níveis de
tireoglobulina no sangue são usados para detectar células da tireoide malignas no
corpo após tratamento ao câncer.

TKI - Tyrosine Kinase Inhibitor
Medicamento com o objetivo de inibir as proteínas tirosina quinases, envolvidas na
transmissão de sinal entre fatores de crescimento e seus receptores, o que desencadeia
uma seŕie de reações químicas no interior das células, ocasionando a expressão de
genes responsáveis por ativar funções como a proliferação celular e a angiogênese.

TRH - Thyrotropin-Releasing Hormone
Hormônio produzido pelo hipotálamo, com a função de estimular a glándula hipófise
ou pituitária a liberar a tireotrofina (TSH).
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TSH - Thyroid-Stimulating Hormone
Hormônio produzido pela hipófise, também chamado de tireotrofina, cujo papel é o
de regular a produção hormonal da glândula tireoide.

TSHR
O gene que promove a produção da proteína conhecida como receptora do hormônio
estimulante da tireoide (TSH).

TTF-1
Uma proteína expressa por órgãos como tireoide e pulmão. Na glândula tireoide
esse fator regula a atividade transcricional de genes específicos da glândula. O
TTF-1 está associado a atividades funcionais e diferenciação de tumores da tireoide.
O nome TTF-1 é a sigla de Thyroid Transcription Factor 1 (TTF-1).

Tumor
Massa anormal de tecido que resulta da divisão celular excessiva ou quando células
não morrem quando deveriam. Um tumor também é chamado de nódulo ou
neoplasia e pode ser não canceroso (benigno) ou canceroso (maligno).

Variável
Termo usado em modelos para expressar quantidades desconhecidas a serem
analisadas. Na modelagem matemática, variáveis são representadas por letras,
sendo classificadas como dependentes ou independentes. Variáveis dependentes
representam, por exemplo, quantidades de células ou concentrações de substâncias,
as quais dependem, ou variam, conforme o tempo evolui, em que tempo é a variável
independente.

VEGF - Vascular Endothelial Growth Factor
Um fator angiogênico que regula a angiogênese (formação de novos vasos sanguí-
neos) ao induzir a proliferação, migração e permeabilidade das células endoteliais.
O VEGF pode estimular o surgimento de novos vasos sanguíneos próximos a tumores.


