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Resumo

Ao reconhecer o aprendizado de maquina como uma ferramenta central para a com-
putacao cientifica moderna, surge o aprendizado de méquina cientifico, com o principal
objetivo de maximizar a contribui¢ao destes modelos para o avango do estado da arte em
diversos dominios da ciéncia. Dentre as diretrizes de pesquisa propostas pelo conceito de
aprendizado de méquina cientifico, estd a producao de modelos interpretaveis, robustos
e capazes de lidar com cenérios de alta dimensionalidade, uma realidade decorrente da
crescente abundancia de dados, gracas a revolucao digital, e a necessidade de produzir
conhecimento a partir deles. Este trabalho visa explorar a regressao simbodlica como meio
de producao de modelos interpretaveis, identificando seu estado da arte, suas limitacoes
na producao de modelos escalaveis e resistentes a ruidos, formas de avaliacao de métodos
e perspectivas de evolucao da drea. Além do levantamento e estudo da literatura, também
compoe o texto uma analise critica do SRBench, principal benchmark para avaliacao de
métodos de regressao simbolica, acompanhada de uma proposta de evolugao do mesmo
por meio de novos conjuntos de dados voltados a predi¢ao da concentracao de MPsy 5 a
partir de varidveis meteoroldgicas e temporais, um problema real, complexo e compre-
endido dentro de um cenério ruidoso e de alta dimensao, dada a potencial influéncia de
fatores imprevisiveis e a elevada quantidade de amostras e variaveis envolvidas.

Palavras-Chave: Ciéncia da computacao Matemdtica, Andlise de regressao, Progra-
magao genética (Computagao), Redes neurais (Computagao).






Abstract

By recognizing machine learning as a central tool for modern scientific computing,
scientific machine learning emerges, with the main goal of maximizing the contribution of
these models to advancing the state of the art across various domains of science. Among
the research guidelines proposed by the concept of scientific machine learning is the pro-
duction of interpretable, robust models capable of handling high-dimensional scenarios, a
reality stemming from the growing abundance of data, thanks to the digital revolution,
and the need to produce knowledge from it. This work aims to explore symbolic regres-
sion as a means of producing interpretable models, identifying its state of the art, its
limitations in producing scalable and noise-resistant models, methods of evaluation, and
prospects for the field’s evolution. In addition to the survey and study of the literature,
the text also includes a critical analysis of SRBench, the main benchmark for evaluating
symbolic regression methods, accompanied by a proposal for its evolution through new
datasets aimed at predicting PMy 5 concentration from meteorological and temporal va-
riables, a real, complex problem understood within a noisy, high-dimensional scenario,
given the potential influence of unpredictable factors and the large number of samples
and variables involved.

Keywords: Computer science Mathematics, Regression analysis, Evolutionary progra-
ming (Computer science), Neural networks (Computer science).
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CAPITULO

1

Introducao

O uso de técnicas de aprendizado de méaquina para resolucao de problemas sofreu
uma expansao sem precedentes com o surgimento, em 2006, do framework CUDA, desen-
volvido pela NVIDIA para os seus dispositivos de processamento grafico. O framework,
juntamente com as bibliotecas de programacao auxiliares também publicadas pela em-
presa, permitiam com um alto grau de controle o uso das GPUs para propoésito geral, nao
relacionado com renderizacao grafica [13].

Foi viabilizada, assim, a implementacao otimizada de redes neurais e de seus com-
ponentes, como o algoritmo backpropagation, simbolizada pela criacao da AlexNet em
2012 [14]. A alta capacidade de generalizagao [6] dos modelos desta categoria, aliada
a uma crescente abundancia de dados gragas a revolugao digital [15], desencadeou sua
aplicacao em uma série de areas, inclusive na ciéncia, com a produgao de modelos muito
acurados.

Todavia, fatores limitantes no uso do aprendizado de maquina para avanco de linhas
cientificas podem ser identificados, especialmente: (1) sua capacidade de generalizagao
permite que, com um volume moderado de dados suficientemente limpos, modelos acura-
dos sejam produzidos mesmo com pouco ou nenhum conhecimento a respeito do fenémeno
modelado, desta forma limitando muito o avang¢o na compreensao do mesmo, pois ha pre-
cis@o, mas nao ha clareza; e (2) a altissima complexidade interna destes modelos os torna
praticamente incompreensiveis sob um olhar humano, sendo assim, a confiabilidade de
varios resultados é questionada a medida que a avaliacao do modelo por um especialista
do dominio de conhecimento de origem dos dados limita-se a observagao da performance
dos modelos e recolhimento de métricas.

De mesmo modo, resultados deste teor pouco contribuem para o avango cientifico,
pois pouco auxiliam com conhecimento adicional sobre o fenémeno estudado. Este l-
timo ponto leva ao uso do termo black box (caixa preta) para referir-se aos modelos de
aprendizado de méaquina cujo funcionamento interno é obscuro, e pode ser aplicado até
mesmo a alguns modelos fora da categoria das redes neurais, tais como o support vector
machine (SVM) nao-linear, random forest, e processo gaussiano baseado em uma aborda-
gem Bayesiana. Este cenario encontra-se ilustrado na Figura 1.1, baseada no trabalho de
Brunton & Kutz [1], que compara uma rede neural feedforward a um modelo simbolico
transparente obtido via SINDy [16], na tarefa de descobrir o sistema de Lorenz por meio
de uma abordagem puramente orientada a dados.

Deve-se ressaltar, contudo, que o algoritmo SINDy foi criado especificamente para
aprender sistemas dindmicos como o do caso, enquanto a arquitetura de rede neural
utilizada é completamente agnostica e, inclusive, poderia ser aplicada em um conjunto de
dados totalmente diferente e ainda produzir resultados satisfatorios.

17
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Rede neural
feedforward
Black-box

(551 parametros)

MSE = 86.47

SINDy

Interpretavel,
modelo aprendido:
dz
=2 10(y —
7 =~ W-=)
dy

5:1(287@73/

dz
i 2.6667z

MSE = 4.77 - 10™

Figura 1.1: Tlustracdo de um experimento proposto em [1], onde compara-se uma rede
neural feedforward ao método SINDy no mesmo objetivo de aprender o sistema de Lorenz.

Adaptada de [1].

O termo “aprendizado de maquina cientifico” (SciML, de scientific machine learning)
tem origem em um relatorio técnico [15] do Programa de Computagao Cientifica Avancada
(ASCR, de Advanced Scientific Computing Research) do Departamento de Energia dos
Estados Unidos.

O relatorio, publicado em 2019, é resultado de um workshop realizado em 2018, unindo
diversos pesquisadores com o objetivo de identificar necessidades basicas de pesquisa para
melhoria do uso do aprendizado de maquina para computacao cientifica avancada.

A iniciativa vem do reconhecimento da enorme capacidade dos modelos de inteligéncia
artificial em avancar o estado da arte em diversos dominios do conhecimento, e visa assim
maximizar este impacto.

Em suma, pode-se compreender o aprendizado de méquina cientifico como um mo-
vimento para melhoria do uso de aprendizado de méaquina para contribuigoes cientificas
tangiveis ou, ainda, como uma combinacao do aprendizado de maquina com a computagao
cientifica, em especial visando resultados mais transparentes e precisos.

Foram definidas assim 6 diretrizes prioritarias de pesquisa (PRDs, de Priority Research
Directions), distintas entre fundamentos, desafios a serem enfrentados na elaboragao de
modelos para SciML, e oportunidades, linhas de aplicacao nas quais o SciML tem grande
possibilidade de impacto, ambas dadas a seguir na Tabela 1.1.
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Tabela 1.1: Sumarizacao dos fundamentos e oportunidades do aprendizado de maquina

cientifico.

Fundamentos do aprendizado de maquina cientifico

Nro.Nome da diretriz

1

Consciéncia do do-
minio

Interpretabilidade
e explicabilidade?

Robustez

Sumarizagao da diretriz

Utilizar informagoes prévias sobre o fenémeno es-
tudado, ou do dominio de conhecimento ao qual o
mesmo pertence, para aprimorar o modelo de ML
em termos de acuracia, transparéncia e confiabili-

dade.

Adotar métodos que produzam modelos facilmente
compreensiveis por um especialista no dominio dos
dados, de forma que o mesmo possa atestar a qua-
lidade e coeréncia do resultado com base no seu
conhecimento. Quantificar com métricas objetivas
a diferenca entre modelos distintos.

Os métodos produzidos devem ser estaveis e bem
postos, passiveis de verificagao, validacao e repro-
ducao, e resilientes a perturbacoes nos dados de
entrada e erros computacionais.

Oportunidades para o uso do aprendizado de maquina cientifico

4 Aplicacoes intensi- Aproveitar a flexibilidade dos métodos de aprendi-
vas em dados zado de maquina para atacar problemas com dados
ruidosos, de alta dimensionalidade ou cuja saida
esperada é mal-supervisionada. Também envolve
abordagens estatisticas para melhoria da compre-

ensao cientifica de dados.

5  Modelagem e simu- Combinar abordagens numéricas tradicionais com
lacao aprimoradas aprendizado de méaquina para simular e prever ce-
por ML narios complexos, especialmente aqueles com mu-

dancas drésticas de regime, em escala e comporta-
mento.

6  Automagao inteli- Tornar a avaliagao de cenarios complexos e de alta

gente e apoio a to-
mada de decisao

dimensionalidade factivel; produzir resultados va-
lidaveis e quantificar confianca e incertezas; per-
mitir um balanco entre decisoes automaticas e hu-
manas.

Na literatura recente de SciML, foram feitos grandes avangos nas PRDs 1-5 com o
uso de physics-informed neural networks (PINNs), como nos trabalhos [17] e [18], onde
conhecimentos fisicos prévios a respeito dos fenémenos (PRD 1) analisados foram utiliza-
dos para melhorar a acuracia de redes neurais através, em principal, da incorporacao de
equacoes diferenciais na funcao loss utilizada em treinamento.

Em particular, o trabalho [18] trata de uma aplicagao em cardiologia e hemodinamica,
cenarios complexos devido a diversos fatores como a dificuldade de sensoriamento (por
tratar-se de um fenémeno interno do corpo humano) e mudangas severas de regime (PRDs

INo relatério técnico original, a explicabilidade é dada como um subtépico da interpretabilidade, em
decorréncia de alguns autores tratarem os termos como sinénimos ou correlatos. Como neste texto estas
nogoes sao distintas, optou-se por descrever esta diretriz com os topicos separados.
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3, 4 e 5). A abrangéncia ao PRD 2 vem pela explicabilidade proporcionada ao supervi-
sionar a por¢ao physics-informed do modelo, pois um especialista é capaz de verificar se
a porcao da loss referente as equacgoes diferenciais conhecidas esta sendo respeitada, au-
mentando a confiabilidade do modelo. Adicionalmente, o trabalho [17] também abrange
o PRD 2 ao utilizar redes Kolmogorov-Arnold, capazes de destilar o modelo treinado em
uma expressao interpretavel.

Dados estes desenvolvimentos, o SciML tornou-se sinonimo do PINN, sendo apresen-
tado deste modo inclusive em [18]. Contudo, a literatura, especialmente em [15], mostra
que os objetivos da iniciativa vao muito além desta aplicagdo. Assim sendo, o projeto
neste texto relatado encaixa-se ao aprendizado de maquina cientifico através de uma uni-
ficacao dos PRDs 2, 3 e 4, como ilustra a Figura 1.2 ao propor o uso do aprendizado de
méquina interpretavel, através da regressao simboélica, aplicado em problemas reais, por
vezes com dados ruidosos, e com um grande volume de amostras e variaveis.

4 3

¢ -

Figura 1.2: Diagrama ilustrativo do contexto deste projeto no aprendizado de méquina
cientifico, visando unir resisténcia a dados ruidosos (robustez), capacidade de lidar com
elevados volumes e bandas de dados (aplicagoes intensivas em dados), ao passo em que o
modelo produzido é facilmente compreensivel por um humano (interpretabilidade). Ela-
boragao propria.

Este posicionamento esta justificado pelo fato da regressao simbolica compor o estado
da arte do aprendizado de maquina interpretavel [19,20].

Em contraste com outros modelos, por exemplo, métodos geradores de arvores de
decisao, a SR é uma das, senao a principal alternativa para producgao de expressoes ma-
teméticas que modelem um determinado fenémeno. Por este motivo, é possivel encontrar
aplicacoes bem sucedidas da regressao simbolica em diferentes &reas da ciéncia, citadas
detalhadamente no capitulo 2.

Como também definido no capitulo 2, todavia, a regressao simbdlica é uma tarefa, e
nao um modelo predefinido, e portanto admite uma mirfade de solugoes. A abordagem
tradicional é a programacao genética |5, 19-21|, porém diversas propostas alternativas
foram feitas ao decorrer da evolucao da area, com variados graus de sucesso, a depender
da aplicagao [11,22].

Por este fator, também foi julgada essencial para composicao deste trabalho uma
analise detalhada dos principais benchmarks para regressao simbolica. Em uma area onde
as abordagens sao potencialmente muito distintas, e o sucesso varia muito conforme o
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conjunto de dados analisados, é importante uma forma de avaliar métodos a partir de
uma perspectiva diversa e justa, a fim de fornecer & comunidade cientifica uma sintese do
estado da arte da regressao simbolica [5,11,22].

Compuseram entao os objetivos do projeto:

1. A compreensao bésica do aprendizado de maquina interpretavel e seu papel no
aprendizado de méquina cientifico, com enfoque em explorar o diferencial da regres-
sao simbolica em meio a este cenério.

2. O estudo da regressao simbolica como conceito, e das principais abordagens para
resolucao do problema por ela proposto.

3. Explorar as principais limitacoes apresentadas pelos métodos conhecidos de regres-
sao simbolica quando aplicados em cenarios desafiadores, onde hé dados ruidosos,
faltantes e/ou de alta dimensionalidade.

4. Compreender detalhadamente o funcionamento dos principais benchmarks da area
de regressao simboélica, suas formas de avaliagao para os métodos e tipos de dados
utilizados.

5. Produzir alguma contribuicao cientifica com base na regressao simbdlica, seja na
forma de uma aplicacao de um método em um problema real, seja uma contribuicao
para evolucao da area.

Quanto ao objetivo 5, a principal contribuigao trazida por este trabalho se da na forma
de uma anélise critica do SRBench [11,22], identificado consistentemente como principal
benchmark para regressao simbolica. A analise traz diversos apontamentos de possiveis
anomalias identificadas nos dados black box do benchmark, indicando pontos que requerem
atencao, preferencialmente através de uma analise especialista acerca dos dados.

Trata-se de um ponto onde a evolucao do SRBench é necesséria, como indicado pelos
proprios autores da bateria de testes em sua tltima publicagao [11]|. Neste sentido, também
compoe este trabalho uma sugestao de possivel melhoria dos dados black box do SRBench
por meio de uma substituicao e uma corregao em dados de modelagem de poluentes
presentes na bateria de testes. O objetivo é aproximar o SRBench da realidade cientifica
atual, que vai ao encontro tanto dos objetivos deste trabalho, quanto dos objetivos do
proprio SRBench.

Este texto esta organizado da seguinte forma: a se¢ao 1.1, sequéncia desta introducgao,
discute a distin¢cao na literatura de aprendizado de maquina entre interpretabilidade e
explicabilidade. O Capitulo 2 define a tarefa da regressao simbolica e detalha os principais
métodos agnosticos para sua implementacao: a secao 2.1 traz uma visao geral acerca de
diferentes implementagoes para solugoes do problema da regressao simbodlica, a se¢ao 2.2
discute limitagoes apresentadas por essas abordagens, e a se¢ao 2.3 apresenta um exemplo
minimo, ilustrativo, para o processo de regressao simbolica. O Capitulo 3 aprofunda a
discussao sobre algoritmos evolutivos para regressao simboélica por meio de uma breve
descrigao da literatura cléassica de programacao genética, em especial [21], e de uma revisao
detalhada do algoritmo PySR com base em [5] e [23]. O Capitulo 4 explora a regressao
simbolica via transformers a luz do modelo E2E [10]. O Capitulo 5 trata da avalia¢ao de
métodos para regressao simbolica, com foco no SRBench [22], seu principal benchmark,
apresentando seus resultados e competicoes, uma analise critica de seus conjuntos de
dados, e uma proposta de evolucao do mesmo por meio de novos conjuntos voltados
a predicao da concentracao de MPy 5 a partir de varidveis meteorologicas e temporais.
Por fim, o Capitulo 6 apresenta consideragoes finais sobre o trabalho realizado, e as
possibilidades para trabalhos futuros.
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1.1 Aprendizado de maquina explicavel e interpretavel

Na literatura de aprendizado de maquina, os termos “interpretabilidade” e “explica-
bilidade” sao frequentemente tidos como sinénimos [24, 25|, com o tltimo dando nome
a linha de pesquisa de inteligéncia artificial explicavel (xAl, explainable artificial intelli-
gence), também catapultada pelo governo dos Estados Unidos [26,27].

Contudo, para clareza na definicao dos objetivos deste projeto, é mais adequado tomar
a perspectiva estabelecida por Rudin em [28] que distingue explicitamente os termos.

Essa abordagem ¢é justificada pois a regressao simbolica, principal objeto de estudo do
projeto, € uma tarefa que se encaixa perfeitamente na producao de modelos interpretaveis,
mas nao plenamente na explicagao de modelos black box, mesmo que aplicagoes conjuntas
existam [29]. A distingao ¢ concisa [25]:

e O objetivo do aprendizado de méquina interpretavel é produzir modelos imediata-
mente compreensiveis ao olhar humano;

e O aprendizado de maquina explicavel visa criar métodos para tornar os resultados
produzidos por modelos black box, cujo funcionamento interno é complexo demais
para o entendimento humano, mais transparentes, por meio de explicagoes adicionais
posteriores a definicao do modelo.

Lipton [30] especifica ainda mais a defini¢do de interpretabilidade, estabelecendo que
um modelo interpretavel deve ser entendido em uma quantidade razoavel de tempo, e que
seus dados de entrada e parametros sejam intuitivos.

Trata-se de uma visdo admitidamente subjetiva, a qual Cranmer [5] adiciona que a
interpretabilidade de um modelo varia conforme o usuério, exemplificando que um modelo
dilogaritmico pode ser muito intuitivo para um especialista em fisica de particulas, porém
muito obscuro sob o olhar de outros destinatarios. Nota-se que defini¢oes de explicabi-
lidade e interpretabilidade para SciML dadas em [15] tém este cuidado, ao relacionar a
interpretabilidade com a familiaridade do usuario a um determinado dominio do conhe-
cimento. Sao exemplos de modelos interpretaveis [25]:

e Os modelos baseados em regras, onde condi¢oes do tipo “se, entao” a respeito do
problema analisado sao utilizadas para tomada de decisoes de forma transparente
e enxuta. Um representante desta categoria sao as arvores de decisao, passiveis de
geragao automética via ML através de um algoritmo tal qual RuleFit [31];

e Modelos baseados em pontuagao, como o SLIM [32], baseado em programagao inteira
e otimizacao esparsa via penalizagao com norma-ly, um modelo orientado a dados
que aprende um sistema de pontuagao que define o risco de apendicite em pacientes
pediatricos;

e Modelos aditivos generalizados (GAMs), uma extensao da regressao linear cléssica
via minimos quadrados ordinarios baseada na soma de fungoes suaves, tornando
possivel a nao-linearidade;

e A regressao simbolica, uma generalizacao do processo classico de regressao, mas
ainda objetivando produzir uma saida analitica, isto é, uma expressao matematica.

O conceito de explicabilidade, por sua vez, contrasta com o de interpretabilidade ao
admitir uma gama maior de abordagens. A definigao em [25] entende que qualquer método
que provenha uma explicagao post hoc 1til sobre um modelo black boxr pode ser entendido
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como uma direcao para explicabilidade, mesmo se for baseada em apenas um tnico ponto
de dados.

A principal variagao entre as abordagens é, neste sentido, decorrente de uma mudanca
de escopo: ela pode ser global, abrangendo todos os dados analisados, ou local, focada
em apenas algumas features ou resultados; pode ser especifica a uma classe de modelos,
ou agnostica ao modelo. Das categorias estabelecidas na revisao [25], sdo mais aderentes
aos objetivos deste projeto os métodos de atribuicao, tipo mais frequentemente aplicado
de método para explicagao, e os metamodelos simbolicos.

Seguindo a definigao do trabalho [33], os métodos de atribui¢ao objetivam quantificar
a relevancia das variaveis independentes de um problema para os resultados fornecidos
pelo modelo.

Definigao 1 (Modelo de atribuigao) Sejam i,s € N* e f: R" — R* um modelo black
boz jd treinado. Dado o vetor de varidveis independentes u € R® utilizado pelo modelo,
um modelo de atribuicao € uma aplicacio que, a partir de n amostras xi, ..., T, € R,
associa a cada varidvel independente j € {1,...,1} e a cada amostra k € {1,...,n} uma
importancia aj, € R para a saida produzida, de modo que

Ap(u, zp) = (ark, - - -, aix), kE=1,...,n.

Um dos principais [25]| representantes desta categoria é o ja citado SHAP (SHapley
Additive exPlanations) [34], um método baseado em teoria dos jogos com o objetivo de
unificar as abordagens propostas dos métodos [35-41].

Os metamodelos simbélicos, representados por [42] e [43], objetivam a gera¢ao de uma
aproximacao analitica interpretével, com algum grau de imprecisao aceitavel, de um mo-
delo black boz. Estes trabalhos propoem uma abordagem de regressao simbolica passivel
de otimizacao via gradiente descendente, também abrangendo a producao de modelos
interpretaveis e os comparando diretamente a expressoes produzidas pelo algoritmo gple-
arn [44] em mesmas aplicacoes.

Nota-se contudo, nos resultados apresentados, uma aproximacao destes modelos com a
ideia de destilagao simbdlica [45] por meio da demonstracao de casos onde o erro numérico
dos metamodelos é desprezivel e, portanto, tornam-se alternativas viaveis ao modelo black
box original.

Pode-se, com algum rigor, distinguir os metamodelos simboélicos de trabalhos como o
de Cranmer [29] através de seu objetivo original: enquanto os metamodelos ambicionam
explicacoes, Cranmer ja parte da finalidade de obter um modelo simbdlico.

Todavia, trata-se de conceitos notavelmente analogos, e particularmente tteis para
aplicacoes com dados da vida real, passiveis de ruido, onde a robustez das redes neurais
pode aliar-se com a regressao simbélica para producao de um modelo acurado e interpre-
tavel.

Explicagoes para aumentar a transparéncia de modelos black bozx tém se provado muito
uteis para demonstrar confiabilidade e explicitar vieses adquiridos no treinamento, a exem-
plo de [46], que explicitou a existéncia de um viés racial em um modelo para predi¢ao de
reincidéncia criminal.

Em alguns casos, todavia, explicagoes nao sao suficientes, sendo necesséaria uma inter-
pretagao completa do caminho para as conclusoes do modelo, especialmente em cenarios
de alto risco para tomada de decisoes, como aplicacoes de IA na medicina, justica, in-
fraestrutura publica e risco financeiro, casos onde modelos interpretaveis sao preferiveis,
como argumenta Lipton em [30].

Mesmo Lipton, contudo, admite a utilidade de modelos altamente complexos em casos
especificos dado, por exemplo, sua capacidade de encontrar padroes ocultos. Justifica-se
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assim uma abordagem unificadora, como a de [29], onde o resultado produzido é interpre-
tavel, porém apoiado em uma base de aprendizado profundo dada a alta complexidade
do problema.



CAPITULO

2

A regressao simbodlica

Semanticamente, observa-se na literatura algumas defini¢oes para a regressao simbolica
(SR, de symbolic regression), a variar conforme o quao generalizada é a descri¢ao. Pode
ser entendida como um problema [47], uma sub-area do aprendizado de maquina [48], uma
familia de métodos [19], ou até mesmo como um método especifico pertencente a classe
dos algoritmos evolutivos [20], dado que este é o método mais popular de implementagao
da SR, e portanto se confunde com a mesma.

Neste texto, entende-se a regressao simbolica como uma tarefa de aprendizado de ma-
quina [10, 48] cujo objetivo pode ser compreendido de forma composta: efetuar regressao
(i) sobre um conjunto de dados, cujo resultado deve ser uma fun¢ao analitica f : R" — R
(ii), ou seja, expresso simbolicamente.

Esta descrigdo é bastante ampla, e é usada por [19], que entende até mesmo a regres-
sao linear classica via minimos quadrados ordinarios e redes neurais feedforward como
caminhos para regressao simbolica, pois os modelos obtidos podem ser expressos analiti-
camente.

Contudo, uma definicao tao aberta fere uma das principais vantagens que pode ser
trazida pela regressao simbolica: a interpretabilidade. Afinal, um modelo obtido via
minimos quadrados com centenas de coeficientes e uma rede neural com milhares de
parametros nao sao razoaveis ao olhar humano [25].

Neste ambito, alguns autores adicionam [5,10,25,47,48] entdo a regra de que o resultado
produzido pela regressdo simbolica deve ser interpretével (iii), mesmo que essa nogao
carregue alguma subjetividade, como j& discutido anteriormente neste texto. Essas trés
sub-defini¢oes, todavia, ainda nao compreendem o objetivo central dos principais métodos
para regressao simbolica, por ignorar um complicador: f nao tem forma predefinida (iv).

Ao considerar apenas os trés primeiros principios, pode-se considerar regressao linear
classica sobre um niimero suficientemente pequeno de elementos, ou uma rede neural
suficientemente pequena como métodos para regressao simbolica, reduzindo a tarefa a um
problema de otimizacao, meramente. Levando em conta, por outro lado, que nao se pode
definir uma forma prévia para f, expande-se a tarefa para um problema de busca por
uma expressao cujo espago funcional é potencialmente infinito. Para os fins deste projeto,
portanto, assume-se a regressao simbolica como uma tarefa definida pelos principios

(i) efetuar regressdo de forma a obter um modelo f : R” — R, ou seja, definir um
método para obtencao de um modelo f via aprendizado de maquina supervisionado
[11] sobre d amostras das variaveis independentes e dependentes de um problema,
de forma que

(ii) o modelo obtido f seja simbdlico, dado por uma expressao matematica analitica;

25
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(iii) o modelo obtido f seja interpretavel, passivel de compreensdo humana imediata;

(iv) f nao possui forma funcional predefinida.

E razoavel, porém, admitir duas ressalvas ao ponto (iv). A primeira ¢ limitar o espaco
funcional F' a qual pertence f ao defini-lo com um subconjunto de um conjunto primitivo
P, predefinido pelo usuério da regressao simbolica.

Sao pertencentes usualmente a P operagoes e fungoes matemaéticas basicas como adi-
¢ao, subtragao, multiplicacao, divisao, seno, cosseno, logaritmo, fungoes de poténcia e
exponenciais, além de escalares e fungdes constantes (ex.: ¢(z) = 7). Usando um exemplo
de [48], tem-se P = {+(-,), = (-, "), X(+, ), 1,22, R}, com F' C P, ou seja, I’ contém todos
os polindmios de um grau qualquer envolvendo as variaveis independentes z; e 5.

Nota-se que, mesmo desconsiderando o carater continuo dos escalares pertencentes a P,
o espaco de busca F' continua infinito, ao compreender qualquer composicao possivel entre
os elementos de P. Portanto, é comum [5,48,49]| aos algoritmos de regressao simbolica a
inclusao de um “tamanho maximo” para a expressao.

Este limitante superior para F' pode ser dado de diversas formas, podendo estar associ-
ado a um fator chamado de complexidade, explorado mais a frente, como no PySR [5], ou
ainda ser referente a profundidade méaxima da arvore binaria que representa a expressao
descoberta, como no Operon [49]. Dadas essas consideragoes, apresenta-se a defini¢ao de
regressao simbolica utilizada neste projeto a seguir, baseada na de [48].

Definigao 2 (Regressao simbdlica) Dado um conjunto P de fun¢des e varidveis, uma

métrica L : R" x R" — R, vetores x; = (x14,...,%q) € R? e escalares y; € R, para
i=1,...,n, a tarefa da regressao simbdlica € encontrar uma funcao f* tal que
fr=argmin L(y, f(z)) (2.1)
feF

onde F' € um espago de busca definido por P, (x;,y;) € uma amostra vinda de um conjunto
de dados de treinamento, x; € a j-ésima varidvel independente da amostra i, y; € a
varidvel dependente da amostra i, e L € uma métrica que define o quao bem ajustada a f
descoberta pelo processo de busca estd ao conjunto de treinamento.

Para £ héa, na maioria das implementagoes [48], uma particularidade da regressao
simboélica: é usual que o erro de um modelo definido via aprendizado de maquina seja
avaliado por uma funcao loss tal como o erro médio absoluto ou o erro quadréatico mé-
dio [6] porém, para aderir ao principio (iii) aqui definido da regressao simbolica, muitos
métodos também incorporam uma regularizacao que penaliza expressoes por sua comple-
xidade. Esta penalizacao geralmente esta associada a um fator A de controle, conhecido
como parcimonia [5]. Seja C'(f) a complexidade de uma expressao avaliada, a métrica de
avaliacao £ é dada entao por

L(y, f(x)) = Uy, f(x)) + AC(f), (2.2)

onde [ é uma fungao loss tradicional do aprendizado de méquina, tais quais as citadas
anteriormente, e a definigdo de C' varia conforme o método. Para o PySR [5], por exemplo,
C' é dada pelo nimero de nés da arvore unaria-binaria equivalente a expressao avaliada.

A nogao de complexidade leva a um outro conceito muito importante, utilizado dentro
da regressao simbolica, e no machine learning de modo geral: a melhoria de Pareto [50].
Trata-se de uma ideia originada na socioeconomia, pelo cientista Vilfredo Pareto: uma
melhoria socioeconémica ¢é considerada como “de Pareto” quando a sua aplicagao nao gera
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Figura 2.1: Tlustracao de uma fronteira de Pareto ideal, na qual cada ponto representa
um modelo. Elaboracao prépria.

detrimento para nenhum componente da sociedade. Um cenario socioecondémico pode ser
considerado como “6timo de Pareto” quando nao h& mudancas possiveis a serem feitas
para melhorar um determinado indicador sem piorar outro.

Na regressao simbolica, a aplicacao da eficiéncia de Pareto é direta: para cada comple-
xidade de expressao C' trabalhada por um algoritmo, uma solugao é considerada 6tima de
Pareto se nao existe outra solugao com complexidade menor ou igual que apresente melhor
desempenho. Assim, a busca por uma solucao mais precisa tipicamente esta associada a
um incremento na complexidade. Contudo, uma solugao s6 é considerada como “6tima de
Pareto” se for mais precisa que todas as outras de complexidade inferior.

E comum que algoritmos de SR, como PySR [5] e Operon [49], fornecam seus resulta-
dos na forma de uma “fronteira de Pareto”, uma cole¢ao de solugoes composta pela melhor
solugao para cada complexidade, desde que esta seja melhor que todas as outras de com-
plexidade inferior, ou seja, todas as solugoes 6timas de Pareto. Na literatura, essa colegao
usualmente vem ilustrada em um grafico como o da Figura 2.1, mostrando em seus eixos
a complexidade contra alguma métrica de acuracia utilizada, e comumente recebe o nome
de “hall da fama” [5].

Nota-se entao, salvo em casos onde ha um bom pré-condicionamento do problema, que
a tarefa proposta pela regressao simbolica nao é trivial, com o trabalho [48] fornecendo
uma prova de que se trata de um problema NP-hard. Compreende-se entao a predominan-
cia de métodos heuristicos [19] no estado da arte das implementagdes, dado que mesmo
casos pequenos (formulas simples, com poucos aninhamentos e variaveis independentes)
podem ser desafiadores [5,11,22].

A definigao de regressao simbolica apresentada pode ser ampliada para outros conjun-
tos além dos reais R (ex.: complexos C), porém poucos métodos assumem essa generali-
zagao, e tém seu foco somente no ambito dos valores reais [48], e portanto a formulagao
apresentada é suficiente para o escopo deste projeto.

A seguir, sao apresentadas e discutidas algumas das principais abordagens para solucao
do problema posto pela regressao simbodlica. Neste sentido, ¢ apresentada também a
metodologia utilizada neste projeto para descoberta dos métodos.
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2.1 Meétodos para regressao simbélica

Dada a ja exposta nao trivialidade do problema proposto pela regressao simbolica,
foi natural a proposta de diversas solugoes ao decorrer do desenvolvimento da area [11].
Para tomar conhecimento das solucoes empregadas ao longo do tempo e, especialmente,
das que atualmente constituem o estado da arte da regressao simbdélica, foi efetuado no
decorrer deste projeto um extenso e continuo processo de pesquisa. Em particular, as
principais fontes consultadas foram:

e Reviews e surveys, em especial [19,20,51].

e Aplicacoes recentes de SR, isto é, foram analisadas publicacoes cujo objetivo era
resolver um problema especifico utilizando SR, e coletado o método aplicado, a
exemplo de [29,52-59|.

e Benchmarks (comparativos entre solugoes), particularmente o SRBench em suas
diversas edigoes [11,22,60], e o EmpiricalBench [5], cujos dados foram posteriormente
incorporados ao SRBench em [11]. Em todas as edigdes do SRBench, é associada
uma nota a cada método baseado na simplicidade e acuracia do modelo obtido, para
os desafios com dados sintéticos, e adicionalmente a confiabilidade dos modelos para
os desafios com dados reais, enquanto o EmpiricalBench avalia binariamente se o
modelo acertou ou nao a expressao esperada, dado que todas tém uma ground truth.

e As edigoes de 2022 [61] e 2023 [62] da competi¢ao do SRBench. Estas sdo especial-
mente relevantes ao projeto por incluirem tracks (“desafios”) utilizando dados reais
e ruidosos [63].

E evidente, ao analisar os métodos provenientes destas fontes, que algoritmos evo-
lutivos, popularizados pela programacao genética [21] (GP, de genetic programming),
representam a principal via de implementacao para SR, afirmacao verificavel na lite-
ratura |11, 19, 20, 62|, onde é possivel até mesmo encontrar definigoes de SR como um
subconjunto da GP, tamanha a dominancia da categoria de algoritmos na area ao longo
de décadas [5].

Por muito tempo, o principal algoritmo [5] desta categoria foi o Eureqa, uma solugao
privada baseada no conceito de Age-Fitness Pareto Optimization [64].

Essa prevaléncia nao é apenas quantitativa, um senso comum, porém também quali-
tativa, pois em muitos casos a GP ainda é superior as suas alternativas como evidenciado
em [11] e [12]. Como ressalta a discussdo do SRBench em 2025 [11], contudo, nao ha
via Unica na regressao simbolica, e existem contextos onde outras categorias de métodos
se destacam, como na competicao de 2022 [61]|, onde um método baseado em aprendi-
zado profundo venceu o desafio com dados reais. Em suma, tornou-se claro que um dos
objetivos secundarios deste projeto compreenderia um estudo aprofundado dos algorit-
mos evolutivos no contexto da regressao simbodlica, tomando ao menos um exemplo como
objeto de estudo.

Destacam-se também os métodos baseados em redes neurais. Mesmo podendo ser
categorizados em um mesmo grupo, sao evidentemente bastante distintos em abordagem,
com modelos baseados em aprendizado por reforgo (RL, de reinforcement learning) [47,65],
transformers [10,66] e shallow neural networks |67).

Esforgos neste sentido surgiram de modo a tentar aproveitar a ampla capacidade de ge-
neralizagao, robustez e aptidao para lidar com alta dimensionalidade trazidas pelo aprendi-
zado profundo [5,10,12], em contraste com a dominante GP, uma abordagem sabidamente
lenta, portanto escalando mal conforme a dimensao dos dados aumenta, e muito suscetivel
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a ruidos [19]. Contudo, ndo ha prova concreta [11] de que as redes neurais realmente sao
uma alternativa preferivel nestes casos.

Em [12], os autores evidenciam diversas aplicagoes cientificas onde os algoritmos Ope-
ron [49], HeuristicLab [68] e ScSR [69] superam o modelo baseado em arquitetura trans-
former E2E [10]. No SRBench de 2025 [11], observa-se que as redes neurais, como NeSym-
Res [66], a propria E2E [10] e até mesmo modelos agregados como uDSR [70] ¢ TPSR [71]
estao no grupo das piores performances obtidas na bateria de testes.

Todavia, o mesmo trabalho reforca que, no estado da arte da regressao simbolica,
ainda nao hé ganho facil, isto é, um modelo, algoritmo ou abordagem especifica que
consistentemente supere todas as outras. A exemplo, na competigao de 2022 [61], o modelo
uDSR, composto em sua maior parte por modelos de aprendizado profundo foi campeao
no desafio com dados reais, superando diversos algoritmos genéticos, como Operon, PS-
Tree [72| e PySR, enquanto em [11], estes métodos obtiveram algumas das melhores
métricas, mas o uDSR teve algumas das piores.

Mesmo que a programagao genética e redes neurais cubram boa parte dos métodos
utilizados para solu¢ao da SR [11,19], a dificuldade do problema é convidativa para uma
mirfade de abordagens, algumas de dificil categorizacao dada a singularidade de sua pro-
posta, como os métodos Rils-rols [73], um método iterativo que combina ideias de algorit-
mos de busca e otimizagao via minimos quadrados ordinarios; QLattice |74], baseado em
amostragem de distribuigoes; BSR [75], com uma abordagem Bayesiana; e SINDy [16], que
aplica otimizagao esparsa sobre a combinacao linear de fungoes candidatas a fazer parte do
modelo final, uma ideia similar a de FFX [76], ainda que menos automatizada, visto que
este ultimo traz por padrao uma quantidade massiva de candidatos para poda posterior.
Existem propostas de categoriza¢ao dos métodos para SR, como o review [19], que traz
categorias dispostas em um fluxograma, e a apresentagao [51|, que resume os métodos em
“baseados em programagao genética” (ex: PySR [5]), “baseados em sequéncia” (ex.: ODE-
Former [77]), “baseados em dicionario” (ex.: SINDy [16]) e “baseados em gramatica” (ex.:
ProGED [78]). Contudo, a diversidade do cenério de SR prejudica uma categorizagao tao
absoluta, e nao é claro onde pertencem casos como o BSR, cuja abordagem estatistica
nao se encaixa bem em nenhuma das categorias.

Nota-se também a presenga de métodos hibridos, que combinam abordagens de di-
ferentes categorias (ex.: GP e redes neurais), ou até mesmo diferentes métodos de uma
mesma categoria. Este ultimo é o caso do citado TPSR [71], campeao da competigao
de 2023 [62] no desafio de dados sintéticos, cuja proposta é pré-condicionar a solugao do
problema da SR utilizando cadeias de Markov, e posteriormente resolvé-lo por meio de
uma combinagao dos modelos E2E [10] e NeSymRes [66].

O modelo uDSR [70] também entra nesta categoria, sendo uma combinagdo dos mode-
los Al Feynman [79], um modelo também hibrido para pré-condicionamento de SR, mesmo
que possa ser usado independentemente [70], DSR [47], NeSymRes, E2E, SymFormer [80|
e regressao linear.

Mais recentemente, com o advento dos modelos de linguagem de larga escala (LLMs),
também surgiram esforgos em sua utilizacao na SR, em especial para pré-condicionamento
de problemas, com o LaSR [81], que utiliza um modelo LLM! como condicionador de
buscas utilizando o algoritmo PySR.

Ressalta-se, neste sentido, que mesmo métodos categorizados como GP ou deep le-
arning ainda podem possuir algum grau de hibridismo, como é o caso do PySR, que
incorpora a témpera simulada, um algoritmo de otimizagao inspirado em fisica, e o PS-
Tree, que associa arvores de decisao a GP.

10 modelo de LLM em especifico ¢ mutavel. Foram testados pelos autores o GPT 3.5 [82] e LLama 3
8b [83].
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A Tabela 2.1 traz uma visao geral dos principais métodos descobertos no desenvol-
vimento deste projeto. A categorizacao provida é baseada na predominancia da técnica
utilizada pelo método, a exemplo do PS-Tree que, mesmo incorporando ideias de arvores
de decisao, ainda é majoritariamente um algoritmo evolutivo. Dados os objetivos do pro-
jeto, essa tabela leva em consideracao apenas métodos cuja ambigao é agnostica, ou seja,
aplicaveis em diferentes contextos, ignorando portanto solucoes desenvolvidas para sanar
um problema especifico.

As categorias criadas foram baseadas, em principal, na forma na qual o SRBench de
2025 [11] apresenta os métodos, estabelecendo entdo as categorias de “métodos baseados
em programacao genética’, “métodos baseados em redes neurais”, “métodos hibridos”, e
“outros métodos”. No SRBench 2025, todavia, ha uma especificidade ligeiramente maior,
apresentando o BSR como um “método bayesiano” e os modelos [84,85] como “métodos
exaustivos”.

Tabela 2.1: Sumarizagao categorizada de métodos para regressao simbolica.
Categoria Métodos descobertos
Métodos baseados em | PySR [5], Operon [49], PS-Tree 72|, gplearn [44],
programagao genética | HeuristicLab [68|, AFP/Eureqa [64], Brush [86],
EPLEX [87], FEAT [88], GPGormea [89],
SR-Forest [90], StackGP [91].
Métodos baseados em | E2E [10], NeSymRes [66], EQL [67], DSR [47],

redes neurais Sym-Q [65], SymbolicGPT [92], SymFormer [80].

Métodos hibridos TPSR [71], uDSR [70], LaSR [81], LLM-SR [93], AI
Feynman [79).

Outros métodos FFX [76], QLattice [74], BSR [75], ESR [84, 85],
SINDy [16].

Dado este ecossistema tao amplo e diverso de abordagens, aliado ao carater orientado a
método deste projeto, onde objetiva-se explorar a regressao simbolica como instrumento
para o SciML, e nao necessariamente uma aplicagao especifica, foi tragada uma linha
incremental, onde foi realizado um estudo inicial de um método de programacao genética,
dada sua dominancia no cenario, seguindo para um método baseado em redes neurais com
pouco ou nenhum hibridismo.

O aprofundamento teérico foi, entao, iniciado com a anéalise do PySR [5], apresentado
a seguir juntamente de sua descricao em detalhes, incluindo um panorama geral de al-
goritmos evolutivos, e de uma justificativa de sua escolha como objeto de estudo desta
dissertacao.

Posteriormente, o aprofundamento seguiu a partir do estudo detalhado do modelo
E2E [10], incluindo sua base como rede neural pertencente & arquitetura transformer [9].

Esta escolha esta justificada na crescente adogao de LLMs para formagao de modelos
hibridos de regressao simbolica. Como investigar LLMs diretamente extrapolaria o escopo
deste projeto, optou-se por abordar os modelos transformers, base dos LLMs, mas ainda
dentro do contexto da regressao simbolica.

Finalmente, métodos de benchmark para regressao simbolica também foram detalha-
damente investigados, em especial o SRBench [11,22,60] em todas as suas edigoes, dada
sua relevancia para a éarea.



31

2.2 Limitacoes da regressao simbolica

A partir deste detalhamento do estado da arte da regressao simbélica, é possivel com-
preender algumas limitagoes ainda observadas na area. Em [19], sdo citadas uma série de
limitagoes em diferentes contextos, podendo ser entendidas como: limitacoes de conceito,
inerentes a proposta da regressao simboélica; limitacoes de método, especificas as diferen-
tes abordagens para resolucao da tarefa proposta pela regressao simbodlica; e limitagoes
de avaliacao, relativas a forma na qual os métodos sao qualitativamente avaliados, em
especial via benchmarks.

Conceitualmente, a regressao simbolica esta limitada a producao de expressoes ma-
tematicas. Entende-se entao que, em alguns contextos, a solucao aproximada produzida
pela SR nao se adequara bem aos dados de entrada se os mesmos nao forem compativeis
com a expressividade simbolica.

Por exemplo, no caso de predi¢ao de poluentes trabalhado posteriormente neste texto,
a variavel de dia juliano, estabelecida em um intervalo j € [1,366], tem sua influéncia
na concentracao de um determinado poluente atmosférico de maneira condicional: nos
dias representantes do inverno no hemisfério sul (j € [172,264]) espera-se aumento nas
concentracoes, e diminui¢ao caso contrario. Tal condicional especifica é dificilmente mo-
delada com sucesso por um modelo de SR sem um condicionamento prévio, enquanto é
possivel que um modelo naturalmente condicional (ex.: arvores de decisao) fosse capaz de
modelar esse fenomeno. Pode-se, todavia, contornar esta limitagao com transformacao de
variaveis, como também exemplificado na secao 5.3.

As distintas abordagens descritas na secao 2.1 tém suas limitagbes particulares, por
sua vez. A programacgao genética, abordagem tradicional para SR, é um processo co-
nhecidamente lento [5,11,19|. Essencialmente, essa lentidao advém de uma necessidade
deste tipo de método de gerar uma quantidade massiva de expressoes, explorando formas
funcionais diferentes através de multiplas populagoes. Alguns métodos, como o PySR [5]
e o Operon [49], buscam superar parte desta lentidao fazendo uso pesado de computagao
paralela, porém a condi¢cao de busca se mantém.

Este fato faz com que métodos baseados em GP nao escalem bem com a dimensao
do conjunto de dados. Aumentar o niimero de amostras tem impacto direto no tempo de
execucao. Ademais, dada uma quantidade fixa de iteracoes evolutivas, aumentar a quan-
tidade de variaveis do problema, bem como aumentar a variabilidade numérica, prejudica
muito a convergéncia dos métodos, com a chance de que o mesmo encontre familias de
formas funcionais bem ajustadas ao problema diminuindo conforme a complexidade do
problema aumenta.

Em suma, mesmo que a quantidade de iteragoes seja alta, a capacidade de modelagem
de métodos baseados em GP diminui conforme a dimensionalidade do conjunto [19], seja
em namero de amostras, seja em nimero de variaveis. O PySR, por exemplo, exibe por
padrao um aviso ao usuario quando um conjunto com mais de 10 mil amostras é inserido
[5], indicando que a partir desta volumetria nao se espera melhoria de convergéncia e,
portanto, é recomendando trabalhar com uma quantidade menor de dados.

Os métodos baseados em redes neurais também tém suas limitacoes particulares, po-
rém essas variam muito conforme a arquitetura escolhida. Uma anélise da review [19] cita
que o método EQL [67]| apresenta instabilidades numéricas dada a combinacao do algo-
ritmo backpropagation com a presenga de operagoes de divisao e logaritmo nos modelos. O
E2E [10], por sua vez, tem um processo de inferéncia muito custoso computacionalmente,
dada a sua extrapolacao do processo de regressao em uma representacao linguistica, e
portanto é limitado & apenas 10 variaveis independentes e 200 amostras, fazendo uso de
bagging para lidar com volumes maiores de dados.
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E um empecilho comum & performance dos métodos baseados em redes neurais, con-
tudo, a necessidade de treinamento, especialmente se comparados a GP, que nao apresenta
a mesma limitacao. Quando alimentados diretamente com os dados que sao o alvo da
regressao, os modelos podem apresentar resultados imprecisos para conjuntos pouco com-
portados. Em outros casos, como o do E2E, onde o modelo é pré-treinado, a inferéncia é
extremamente limitada as expressoes vistas em treinamento e, portanto, a capacidade de
extrapolacao do modelo é drasticamente reduzida.

Uma outra limitagao, sendo esta simultaneamente computacional e conceitual, é a
necessidade de definir as operacoes possiveis dentro das expressoes, isto é, restringir o
espago funcional. Essa limitagao usualmente é manual [5,49|, onde o usuéario seleciona
operadores unérios e binarios passiveis de presenca na expressao. Porém, é possivel, como
no E2E [10], que a limitagao seja advinda de um conjunto de treinamento. Operadores
ausentes do conjunto de treinamento jamais serao inferidos pelo modelo. Esta limitagao é
especialmente problematica em métodos como o SINDy [16], muito dependentes de uma
selecao prévia adequada de operandos por parte do usuario.

Por fim, é notada também em [19] uma “limitacado de benchmarks”. Comenta-se que
a maioria dos métodos analisados no review, na época de sua elaboracao (2023), fa-
zia uso apenas de conjuntos de dados sintéticos ao apresentar métricas de performance.
Atualmente, é comum que novos métodos propostos sejam avaliados por meio do SR-
Bench [11,22], que tornou-se padrdo da area com o decorrer de sua existéncia. Toda-
via, o proprio SRBench também carrega limitagoes, apontadas na sua propria revisao de
2025 [11], e detalhadas no capitulo 5. Mesmo que tente avaliar os métodos utilizando pro-
blemas reais, alguns dos dados propostos pelo SRBench apresentam indicios de anomalia,
e sao de dificil rastreabilidade.

2.3 Exemplo de regressao simboélica

O experimento de Johannes Kepler [94| que culminou em sua descoberta das leis do
movimento planetéario é considerado um claro exemplo de regressao simbolica [5,11,79,95|
implementada manualmente, devido ao processo empregado pelo astronomo. Utilizando
dados produzidos observacionalmente e sem qualquer tipo de assisténcia [5] por Tycho
Brahe, Kepler obteve sua féormula apés um processo de tentativa e erro baseado em sua
intuicao geométrica. A ambicao de automatizar a descoberta cientifica é uma das prin-
cipais forcas motrizes por tras da busca por métodos cada vez melhores, ao passo que,
na apresentacao do SRBench 2025 [11], o processo de aplicar regressao simbolica para
modelagem de fenémenos fisicos é descrito como “automatizar Kepler”.

Portanto, é tratado nesta secao um exemplo minimo deste processo, implementado por
Cranmer como parte de seu benchmark EmpiricalBench, para reproducao do experimento
de Kepler, visando obter como resultado uma expressao equivalente a sua terceira lei
postulada, dada por

T2

P k, (2.3)
onde T' é o periodo de translacao de um planeta, em dias, r é o raio da orbita de um
planeta, e k é um escalar constante para um mesmo sistema estelar. Os dados utilizados
foram os exatos mesmos produzidos por Brahe e usados por Kepler em 1618: valores
de seis planetas do sistema solar, dispostos na Tabela 2.2, sendo bastante imprecisos,
onde nota-se que k, mesmo que pouco variante, nao é constante. O alvo escolhido para
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regressao foi o periodo de translagao T'. Portanto, foi necessaria a reescrita

T2
T_S_k
= T? =1’k

onde r é, deste modo, o tinico preditor do problema.
T = f(r)=vVrik, (2.4)

sendo este o resultado esperado para o experimento.

Planeta | r T k!

Mercurio | 0.389 | 87.77 7.64-107°
Vénus 0.724 | 224.70 7.52-107°
Terra 1 365.25 7.50-107°
Marte 1.524 | 686.95 7.50-107°
Japiter | 5.20 | 4332.62 | 7.49-10°°
Saturno | 9.510 | 10759.20 | 7.43-107°

Tabela 2.2: Dados para o experimento visando redescobrir a terceira lei de Kepler via
regressao simbolica.

Mesmo sendo extremamente simples, encontrar a terceira lei de Kepler automati-
camente nao é um problema trivial, dadas as dificuldades ja apresentadas neste texto
inerentes ao processo de SR. O EmpiricalBench indica que os algoritmos Operon [49],
EQL [67] e QLattice |74] falharam em aprender a formula a partir das poucas amostras,
enquanto o PySR [5] e o DSR [47] tiveram sucesso. Cada algoritmo foi executado 5 vezes,
com sementes aleatorias distintas. Para maior clareza, dado que o objetivo desta secao é
apenas fornecer um exemplo ilustrativo, sera tratada apenas uma das execugoes do PySR,
dado que este ¢ um dos objetos de estudo deste projeto e teve sucesso em todas as cinco
tentativas. A configuragao utilizada para o PySR é dada na Tabela 2.3. O hall da fama
obtido é dado na Tabela 2.4, onde a expressao correta estd em destaque.

Funcgao loss customizada | l(y, f(z)) = |y — f(2)|

Numero de iteragoes 1.000.000

Operadores binarios +,—,%,/

Operadores unarios 2.3 elog,\/

Complexidade maxima da expressao 30
Profundidade maxima da arvore binaria 20

Tabela 2.3: Parametros fornecidos ao PySR para reproducao do experimento de Kepler.

Compreende-se assim um exemplo minimo onde, mesmo com dados ruidosos e pou-
quissimas amostras, um algoritmo de regressao simboélica foi capaz de expressar uma
relacao fisica importante. Trata-se de um exemplo cléssico, bastante simples, e onde o
resultado esperado (ground truth) é conhecido, mas que apresenta o procedimento usual
da regressao simbolica para descoberta cientifica.
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CE) 1(E)) Expressao (E)
1] 1.99-10° 531.383073971584
2| 4.23.10% e
3] 7.57-10% 1131.3564r
4] 2.51-10% 118.964972
5| 5.46 - 10°! 366.8675,/(r3)
6| 5.46- 10" 366.8675r1°
71 2.73-10% 368.0311 (y/r — 0.0033)°
8| 1.11-10% (v/r + 363.7836) 1/ (r3)
91993107 15 (0.3451r + 363.5857)

10 | 1.87- 107 (0.0233r2 + 364.7563) 1/ (13)
11| 1.30-107% 0.00687* + 364.9577+/(r3)
12 | 8.65- 10792 364.6557+/(r3) + 41087 — 1.2082
13 | 8.65- 1072 364.6556r"° + /(e088167) — 1.3
14 | 3.53- 1072 7+ 364.2348r10 4 046 — 1,787
15 | 1.27-107%2 364.4604r'° + %4456 4+ log (1) — 0.8809
19 | 1.27-107% 364.4604715 + %4957 1 Jog (1) — 0.8809
20 | 1.96 - 107" 364.4603r'5 4 D557 4 log (1) — 0.8667 — 21500
22 [ 245107 | 364.4603r"° + 04456 4 log (r — 0.0279) — 0.8668 — 220
25| 2.45-107% | 364.4603r"° + 04455 4 log (r — 0.0279) — 0.8668 — LT
29 | 870 10-05 | ~20BI8(PH08L) | a5y 4608015 | 041560 | 1og (1) — 0.8667

/T (r—1.2857)

Tabela 2.4: Hall da fama para o experimento de Kepler com PySR.



CAPITULO

3

Algoritmos evolutivos para regressao
simbodlica

PySR (abreviagao baseada em “Python Symbolic Regression”) é uma biblioteca escrita
por Miles Cranmer para a linguagem de programacao Python a fim de prover uma interface
para a biblioteca SymbolicRegression.jl, do mesmo autor, para a linguagem Julia. A
tecnologia e o algoritmo que ela implementa sao apresentados na publicagao [5], onde o
nome “PySR” ¢é utilizado concomitantemente para se referir tanto a biblioteca, quanto ao
algoritmo de regressao simbolica. Neste texto, exceto em casos explicitamente relatados,
o nome PySR refere-se ao algoritmo, nao a biblioteca.

No ambito dos algoritmos de regressao simbolica baseados em programacao genética, o
estado da arte foi dominado, por um periodo consideravel [5,19], pela solugao proprietaria
Eureqga (2011), tendo sua implementagao fechada, e nao permitindo [22] controle de di-
versos parametros do processo de otimizagao. Apenas um dos componentes do algoritmo
¢ abertamente conhecido, por ser baseado no trabalho publicado em [64].

A mudanca desta realidade é recente, em especial com o surgimento dos algoritmos
gplearn [44] (2015) e Operon [49] (2019) que demonstraram resultados competitivos a
Eureqa [22], fazendo-a cair em desuso para aplicagoes cientificas [5].

A proposta do PySR decorre deste movimento: em um nivel algoritmico, o trabalho
traz algumas propostas originais, como a aplicagao de uma nova técnica denominada
“parcimonia adaptativa”.

Tecnologicamente, como ferramenta, a biblioteca traz um conjunto de funcionalidades
para aplicagoes cientificas, como a possibilidade de customizar a fungao de aptidao e ope-
radores utilizados na busca, e do estabelecimento de restrigoes as expressoes encontradas.

Este aspecto vem fomentando a adog¢ao do PySR para novos projetos e experimentos
[96], dado que o Operon, seu principal “competidor” da mesma categoria de solugdes, nao
possui tais facilitadores [5], como pode ser visto na Tabela 3.1.

A flexibilidade do PySR se da em grande parte gracas ao seu backend em Julia, uma
linguagem compilada just-in-time, o que permite eficiéncia computacional, essencial a
processos de programagao genética, naturalmente lentos [19,97], ao passo em que ajustes
podem ser facilmente concretizados sem necessidade de recompilagao completa.

Ademais, o PySR também faz uso pesado de paralelismo real e pseudoparalelismo
para uma otimizacao da eficiéncia ainda maior, por exemplo, com o uso de instrugoes
SIMD para calculo de operagoes binarias e unéarias, e paralelizacao da evolucao (real via
nicleos ou falsa via threads, a depender da disponibilidade do sistema de execucao) de
populacgoes.

35
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Este cenario, e considerando que o PySR e Operon apresentam-se consistentemente
como estado da arte para regressao simbolica puramente baseada em programagao gené-
tica [12,22,61,62,98,99] levou a ado¢ao do PySR como objeto de estudo deste projeto,
como representante da programacao genética para regressao simbolica.

Tabela 3.1: Comparacao entre os algoritmos PySR e Operon, adaptada de [5].

Funcionalidade PySR Operon
Escrito em linguagem compilada Sim (Julia) | Sim (C++)
Aproveita multiplos niicleos de processamento Sim Sim
Executa em GPU Nao Nao
Suporte a alta dimensionalidade Nao Nao
Apresenta a fronteira de Pareto completa Sim Sim
API em Python Sim Sim
Codigo aberto Sim Sim
Suporte a execugao em clusters Sim Nao
Tratamento de ruido incluso (requer acionamento) | Sim Nao
Operadores customizados Sim Nao
Operadores descontinuos Sim Nao
Funcgao loss customizada Sim Nao
Definicao de restri¢oes Sim Nao
Escolha da complexidade méaxima Sim Nao

Neste capitulo, discute-se o algoritmo PySR sob a luz de seu pertencimento a ca-
tegoria dos algoritmos evolutivos, bem como sua inspira¢ao na popular abordagem de
programagao genética de Koza [21], por sua vez inspirada no algoritmo genético canénico
de Holland [2]. Para fins de aderéncia ao foco do projeto, especificidades de implemen-
tacao serao detalhadas apenas no ambito do algoritmo PySR. Isto é, dadas alternativas
possiveis para cada componente de um algoritmo evolutivo, discussoes aprofundadas sao
tecidas apenas no contexto das abordagens propostas por Cranmer [5].

Sempre que possivel, a publicagao [5], relativa ao algoritmo, foi utilizada como refe-
réncia. Contudo, a mesma oculta diversas complexidades internas do algoritmo, seja por
assumir conhecimento prévio do leitor a respeito de programagao genética para regressao
simbolica, seja por motivos de brevidade textual. Para compreensao plena do algoritmo
foi necessario, desta forma, estender a revisao literdria para abranger textos a respeito
dos fundamentos dos algoritmos evolutivos, bem como analisar o codigo [23] da biblioteca,
incluindo a tecnologia correlata DynamicExpressions.jl [100], desenvolvida por Cranmer
para geracao e modificacao de expressoes matemaéticas.

3.1 Introducgao aos algoritmos evolutivos

Em seus estudos a respeito da origem das espécies biologicas encontradas na natu-
reza [101], Darwin atribui as caracteristicas dos individuos como consequéncia de um
processo de selecao natural ao qual sobrevivem os individuos mais aptos ao ambiente,
processo que denominou de evolugao. Assim como ocorrido em diversos outros sistemas
inspirados por principios biologicos ou da natureza, como radares e redes neurais, o darwi-
nismo provocou a origem dos algoritmos evolutivos (AEs), visando efetuar processos de
otimizacao e aprendizado a partir de uma heuristica baseada na evolucao de individuos
mais aptos de diversas populagoes [21].
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Especialmente a partir dos anos 1960, diversas abordagens inspiradas nesses principios
foram propostas [102,103], em principal: a programagao evolutiva [104]; as estratégias
evolutivas [105,106]; e os algoritmos genéticos (AGs) inicialmente criados por Holland [2].

Os algoritmos genéticos viriam a ser a principal base para a programacao gené-
tica [107], que aplica seus principios para geragdo automéatica de programas de com-
putador, e se tornaria o principal catalisador da popularizacao dos algoritmos evolutivos
ao decorrer do tempo [108]. No ambito deste texto, destacam-se os algoritmos genéticos
e a programacao genética, estando estes diretamente relacionados ao algoritmo PySR [5],
objeto de estudo desta dissertacao.

Mesmo com diferentes abordagens, os algoritmos evolutivos possuem fundamentos
comuns [103,108,109]:

e A existéncia de ao menos uma populacao, composta de individuos. Cada individuo
representa uma solucao para o problema que objetiva-se resolver.

e Alguma técnica de avaliagao da aptidao (fitness) dos individuos ao ambiente. Neste
contexto algoritmico, a aptidao frequentemente representa a proximidade do indi-
viduo avaliado com a resposta esperada. Por exemplo, a avaliacao do erro de uma
aproximagao pode ser uma forma de avaliacao de aptidao em casos supervisionados
onde isso é possivel.

e Alguma técnica para selecionar individuos de uma populacido. E comum a simples
escolha dos individuos mais aptos, porém ¢é possivel seguir por outra abordagem, que
incentive maior variabilidade genética, como feito no PySR [5]. Também ¢ possivel
que a selecao para recombinacao e a sele¢ao de sobrevivéncia para a proxima geragao,
mecanismos descritos posteriormente, assumam logicas diferentes [110].

e Um operador de recombinagao (também chamado de cruzamento ou crossover) para
gerar novos individuos a partir dos selecionados. Em algoritmos onde a genética
dos individuos é bem definida, este operador visa emular a reproducao sexuada
observada na natureza [21], sendo aplicado em um par de individuos.

e Na maioria dos casos, um operador de mutacao, aplicado em um tnico individuo
para geracao de um novo individuo, modificado de alguma forma.

e Um critério de parada (comumente relacionado com a aptidao) para encerrar o
algoritmo.

Para implementacao completa de um algoritmo evolutivo, especialmente em um con-
texto computacional, é necessario ainda considerar outras caracteristicas importantes [21]:
o tipo de estrutura usada para representar os individuos (nimeros, strings, arvores, etc.); e
quaisquer parametros de controle relevantes para o processo, como tamanho da populacao
e valores probabilisticos [21], por exemplo, a probabilidade de recombina¢do para um par
de individuos. Nota-se que, no processo evolutivo, é praticamente imperativa [21,103] a
presenca de alguma aleatoriedade por meio de operacoes probabilisticas, pois um compor-
tamento elitista, onde apenas os “melhores” individuos sao selecionados limita o processo
de busca pelo individuo mais apto e incentiva o algoritmo a encontrar minimos locais.

Também muito relevante ao processo de busca é a quantidade de individuos distintos
que podem ser formados a partir das estruturas, pois definem o tamanho do espaco de
busca. No algoritmo genético de Holland [2], os individuos s@o definidos por uma cadeia de
caracteres de tamanho fixo. O tamanho da cadeia, bem como a quantidade de caracteres
validos, afeta diretamente o tamanho do espago de busca.
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Figura 3.1: Tlustracao de algoritmo genético, baseada no AG Canoénico de Holland [2].
Extraida de [3].

Combinam-se entao estes conceitos na elaboragao do algoritmo evolutivo. Um AE
usual comega pela geragao de uma populacao inicial aleatoria de tamanho m, isto é,
preenchida por m individuos gerados aleatoriamente, seguindo alguma regra determinada
pela estrutura.

Os individuos sao entao avaliados e, com base em sua aptidao, sao selecionados pares
de pais para sofrer a recombinagao, gerando n filhos.

Este novo amalgama de m + n individuos é novamente avaliado, e dentre eles, sao
selecionados os m individuos mais aptos para comporem uma nova geragao. O processo
se repete até que surja um individuo apto o suficiente, de acordo com o critério de parada
(ex.: aptidao desejada atingida ou nimero méaximo de geragdes atingido). Essa logica
esté disposta no Pseudocodigo 1, adaptado de [103] e [110]. Analogamente, a Figura 3.1
ilustra o funcionamento de um algoritmo baseado no AG de Holland |2], também chamado
de “AG canonico” [103].

Pseudocédigo 1: Forma geral de um algoritmo evolutivo.

Entrada: parametros de controle, como tamanho m da populac¢ao, tamanho n
de filhos gerados e fatores probabilisticos.

Saida: solugao do problema.

1 inicialize a populagao com m individuos gerados aleatoriamente;

2 avalie cada individuo;

3 enquanto critério de parada nao atingido faga

4 selecione pais;

5 recombine pares de pais para gerar n filhos;

6

7

8

9

mute os filhos;

avalie os m + n individuos;

selecione m individuos para compor a proxima geragao;
fim

Algoritmos mais avancados introduzem a ideia de diferentes populagoes evoluindo
paralelamente [21] e eventualmente interagindo entre si. E o caso do algoritmo PySR, que
também exemplifica diversos outros conceitos apresentados superficialmente nesta secao.

Por isso, a descricao do processo evolutivo seguird concomitantemente a descrigao
do PySR, suas técnicas escolhidas para implementacao dos fundamentos dos algoritmos
evolutivos e novas propostas para melhoria da abordagem, incluindo métodos auxiliares,
como a témpera simulada.
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Figura 3.2: Arvore binéria correspondente & expressao a — (b(5 + %)) Extraida de [4].

3.2 O algoritmo PySR

A popularizagao da programacao genética e, consequentemente, de seu uso como meio
para execucao da regressao simbolica, se deve em boa parte aos trabalhos de Koza, como
seu livro [21] que, além de trazer um panorama geral do estado da arte na época, e
descrigoes detalhadas a respeito da programacao genética, seus antecessores e formas de
implementagao, ainda examina uma série de aplicagoes, dentre elas a regressao simboélica.

Em teoria, a tarefa da regressao simbolica via algoritmos evolutivos nao converge ne-
cessariamente com a ideia de gerar um programa de computador, porém, na prética, as
ideias avangaram em conjunto. Aplicacoes praticas da regressao simbolica comegam por
representar as expressoes como estruturas computacionais, tornando o processo, essenci-
almente, em programagao genética, mesmo que em um dominio diferente do inicialmente
apresentado por Koza, que pretendia escrever programas em LISP.

Dada a ja citada popularidade do trabalho, algumas ideias propostas por Koza em [21],
mesmo que nao originais do texto, viriam a se tornar padroes em suas respectivas areas.
Dentre as principais para o entendimento do PySR esta a representacao de expressoes
matemaéticas em arvores binarias (chamadas em alguns textos de arvores unarias-binarias
[19]), isto é, arvores com no méximo dois filhos por né. Neste contexto, arvores sao
estruturas de dados, porém também podem ser vistas como grafos [111].

A relagao entre operadores, variaveis e escalares se da através das conexoes da arvore.
A precedéncia das operacoes esta diretamente relacionada com o nivel da arvore: nos em
niveis maiores tém precedéncia sobre nés em niveis menores, sendo assim desnecessario
o uso de parénteses na arvore. Um exemplo dessa questao, bem como da representacao
de expressoes em arvores binarias, pode ser visto na Figura 3.2, que mostra uma arvore
representando a expressao a — (b(3 + 7)).

A implementacgao da geracao de populagoes na biblioteca SymbolicRegression.jl, bac-
kend do PySR, é bastante direta. Inicialmente, gera-se um n6é com um valor escalar
aleatorio que, no contexto do algoritmo, representa uma expressao minima valida. De-
pois, a depender da complexidade desejada para a populacao, gera-se operacoes unarias
ou binarias até que ela seja atingida.

Para evitar a geracao de uma expressao invalida, as operagoes sao geradas de forma
completa: é gerada tanto a operacao, quanto os elementos dela, que podem ser tanto
valores escalares, quanto varidveis do problema em resolucao.

A anexacao das operacoes & arvore se da por meio da substituicao de um né folha.
Todas as decisoes sao feitas aleatoriamente: qual né folha sofrera anexacao; se a operacao
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anexada sera unaria ou binaria; e se os elementos da operagao serao escalares ou variaveis
do problema.

A nao ser que alteradas pelo usuério, todas essas decisoes sao uniformemente distri-
buidas, ou seja, tém chance igual de ocorrer. Os escalares, por outro lado, sao gerados
aleatoriamente a partir de amostras de uma distribui¢do normal N (0, 1). Este procedi-
mento ¢é repetido até que a populagao seja preenchida, como dado nos Pseudocodigos 2,
3, 4 e 5, adaptados de [23].

Pseudocodigo 2: Geragao de uma populagao.

Entrada: tamanho da populagao m; complexidade das expressoes c.
Saida: populacao P de individuos.
1 repetir m vezes

2 1 < gerar individuo de complexidade c;
3 adicionar ¢ em P;
4 fim

Pseudocodigo 3: Geracao de uma expressao aleatoéria.
Entrada: complexidade do individuo c.
Saida: expressao em forma de arvore binaria a.
a <+ no(N(0,1));
se ¢ = 1 entao
‘ retorna a;
senao
enquanto (C(a) < c¢) OU (C(a) < ¢ —1 E nao hd mais operagoes undrias
disponiveis) faga
‘ adicionar uma operacao em a;
7 fim

[ B U VN

[=2]

s fim

Pseudocédigo 4: Geragao de um terminal.

Entrada: variaveis independentes x4, ..., x; do problema.
Saida: n6 com valor terminal v.

1 decidir aleatoriamente se v é escalar ou variavel;
2 se v € escalar entao

s | retorna no(N(0,1))

4 fim

5 se v € varidvel entao

6 ‘ retorna né(z; € xy,...,1;)

7

fim
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Pseudocodigo 5: Adicao de uma operacao a uma arvore de expressao.

Entrada: arvore a que sofrera alteracao; complexidade ¢ da expressao final.
Saida: arvore a, modificada.

1 escolher n6 folha aleatorio k de a para ser substituido;
2 escolher aleatoriamente se a operacao op é unaria ou binaria;
3 se op € undria ou C'(a) = ¢ — 1 entao

4 v < gerar terminal;

5 op < operagao unaria aleatoria;

6 k < op(v) em a;

7 fim

8 se op € bindria entao

9 v < gerar terminal;

10 vy <— gerar terminal;

11 op <— operacao binaria aleatoria;

12 k < op(vy,vy) em a;
13 fim

2 2

Com apenas essa conceituagao inicial, ja é possivel compreender o chamado “lago
externo” do PySR (Pseudocodigo 6). Inicialmente, sao criadas n, populacoes P, i =
1...,n, de complexidade minima ¢, preenchidas por z expressoes aleatorias, definida
pelo usuario, e conjuntos M; associados, para armazenar as expressoes mais acuradas
vistas em Pi, em cada complexidade.

E criado também um conjunto H, o ja mencionado hall da fama, ou fronteira de
Pareto, onde sao armazenadas as expressoes mais acuradas encontradas em toda a exe-
cugao do algoritmo. Inicia-se entao o lago, executado por ny. iteracoes onde, a cada
iteracao, uma populagao é evoluida a partir do lago interno do PySR, caracterizado por
“evoluir-simplificar-otimizar” [5]. A evolugao das n, populacoes ocorre paralelamente, se
aproveitando de multiplos ntucleos de processamento da maquina onde o algoritmo esta
sendo executado, porém ainda com uma contingéncia para pseudoparalelismo caso nao
seja possivel acomodar todas as populagoes nos ntucleos do processador.

Ao final das iteracoes, o algoritmo conclui sua execucao retornando ao usuério o con-
junto H de melhores expressoes encontradas.

Pseudocodigo 6: Loop externo do PySR.

Entrada: matriz de features X e vetor de targets y para regressao.
Saida: expressao em forma de arvore binaria a.

1 para cada i € [1,n,] faca

2 P; < gerar populagao com z expressoes aleatorias de complexidade ¢,,n;
3 criar conjunto vazio M;;

4 fim

5 criar conjunto vazio H;

6 repetir n;,., vezes

7 | paracada € [1,n,) faca

8 ‘ evoluir P;;

9 fim
10 fim

retorna H apenas com expressoes dominantes;

=
=

Uma das mudangas propostas pelo PySR em relagao a uma abordagem evolucionaria
classica é dada pelo controle dinamico das mutagoes. Em um algoritmo mais tradicional,
a etapa de mutagao é sempre aplicada, mesmo que este processo piore a aptidao dos
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individuos que o sofrem. Uma abordagem mais sofisticada e comum [103] é utilizar uma
taxa de mutacao, isto é, uma probabilidade fixa de aplicacao da mutacao.

Contudo, encontrar uma taxa que produza bons resultados nao é uma tarefa trivial:
se muito baixa, ha um incentivo para convergéncia precoce, onde o algoritmo foca sua
busca em um tipo muito especifico de expressao, dada a pouca variabilidade decorrente
de pouca mutagao.

Uma taxa muito alta, todavia, deixaria o processo demasiadamente aleatorizado, pre-
judicando sua eficiéncia devido & potencial avaliagdo de muitas expressoes pouco ap-
tas [112,113]. O PySR propoe uma solu¢ao para este dilema através da aplicagdo da
témpera simulada [97] para definigao da taxa de mutagao.

O processo de témpera simulada é um algoritmo de busca local. Trata-se de uma
categoria de algoritmos de busca onde o caminho até o objetivo (melhor solugdo para
um determinado problema) é irrelevante [97|, em contraste de outros processos, como o
algoritmo de Dijkstra ou o A* [97,114], onde busca-se, além da melhor solugao possivel
para um determinado problema, o melhor caminho até essa solugao, como na busca de
caminhos minimos em grafos.

Contudo, em casos onde o espaco de busca é muito grande ou continuo, nao é possivel
operar com algoritmos que requerem conhecimento prévio dos caminhos possiveis a serem
explorados. Os algoritmos de busca local sao guiados, desta forma, por um tnico estado:
a solucao atual do problema.

O algoritmo de témpera simulada apresenta uma melhoria em relagao a outro algoritmo
classico de busca local: a subida de encosta. A subida de encosta também é conhecida
como busca local gulosa, pois simplesmente vai em dire¢ao a melhor solugao vizinha. Para
demonstracao do conceito, considera-se um exemplo ilustrativo onde deseja-se encontrar
o minimo global de uma funcao f : R — R.

O algoritmo de subida de encosta, sem quaisquer modificagoes, inicia seu processa-
mento iterativo com um valor inicial x = xy. Em sequéncia, sao explorados valores
vizinhos  + f e z — 8, com € R fixo [97]. O algoritmo entao avalia a fungdo nos
pontos vizinhos. Caso um dos vizinhos apresente melhor ajuste ao objetivo, o valor x é
substituido por este vizinho. Caso contrario, o algoritmo encerra, com o x atual sendo o
resultado, isto é, o minimo global heuristicamente definido.

Pode-se observar através do ponto destacado na Figura 3.3, no entanto, que o algoritmo
de subida de encosta, devido a seu comportamento guloso, falha em encontrar o minimo
global, caindo ao invés disso em um dos minimos locais da fungao f(z) = #*—10cos(%E)+
20. Observa-se, também, que a mudanca proposta pela témpera simulada, com as mesmas
condicoes iniciais, foi suficiente para sanar este problema.

A témpera simulada propoe uma abordagem gradual e estocéastica: ao invés de se
explorar o melhor vizinho, explora-se um vizinho aleatério e, mais importante, mesmo que
este novo vizinho seja pior para a solugao, objetivamente, ainda ha uma probabilidade
dele ser aceito. Essa probabilidade, guiada por um fator chamado temperatura 7', comeca
alta, e vai decaindo a cada iteracao do algoritmo.

Assim, cria-se um algoritmo mais arrojado inicialmente, prevenindo o aprisionamento
dos valores em minimos locais, porém que se estabiliza em valores seguros nas iteracoes
finais. O quao mais adequada for a gradatividade do escalonamento de T', mais préxima
sera de 1 probabilidade do algoritmo convergir em uma solugao 6tima global [97]. Esta
concepcao ¢ inspirada no processo fisico de témpera, na qual um metal é aquecido e, em
seguida, resfriado, portanto dando origem ao nome “témpera simulada”. A logica esta
disposta nos Pseudocddigos 7 e 8, que trazem o algoritmo de subida de encosta (versao
encosta menos ingreme, dado o exemplo fornecido que objetiva minimos globais) e o
algoritmo de témpera simulada, respectivamente.
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Figura 3.3: Comparagao demonstrativa dos algoritmos de subida de encosta e témpera
simulada para busca do minimo global de uma funcao f(z) = x* — 10cos(%) + 20.
Elaboragao propria.

Pseudocddigo 7: Algoritmo de subida de encosta.
Entrada: o problema a ser resolvido, com um estado inicial definido.
Saida: o estado que melhor se ajusta, localmente, ao objetivo do problema.
1 atual < estado inicial do problema;
2 repetir co vezes

3 vizinho < vizinho de atual melhor ajustado ao objetivo;
4 se vizinho melhor que atual, entao atual < vizinho;

5 senao, retorna atual;

6 fim

Pseudocodigo 8: Algoritmo de témpera simulada.

Entrada: o problema a ser resolvido, com um estado inicial definido; estratégia
de escalonamento; funcao p, de probabilidade de aceitacao

Saida: o estado que melhor se ajusta, localmente, ao objetivo do problema.

atual < estado inicial do problema;

repetir co vezes

T <+ escalonamento(7T);

se T'= 0 entao retorna atual;

candidato < vizinho aleatério de atual;

se candidato melhor que atual, entao atual <— candidato;

senao atual < candidato apenas com probabilidade p,;

fim

® N O ok W N =

Como ja descrito, a témpera simulada é utilizada como instrumento de controle da
probabilidade de uma expressao sofrer uma mutagao no PySR. Dada uma temperatura T,
controlada pelo processo geral de evolucao de uma populagao P, descrito posteriormente,
aplica-se uma mutacao em uma expressao F, gerando uma expressao E*, inicialmente
uma copia de E. A modificagao via témpera simulada se da entao por um fator

_UEN-UE)

Gtempera = € ol 5 (3 1)
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onde [ é a funcao loss usada para medir a acuracia das expressoes descobertas, e o é
um fator ajustavel pelo usuério para balanceamento da influéncia de 7. No experimento
mostrado na Figura 3.3, foi utilizada uma taxa de resfriamento fixa o = 0.95 como
estratégia de escalonamento, ou seja, uma reducao de 5% em T' a cada iteracao.
Seguindo a discussao, deste modo, com a forma na qual o PySR avalia as solugoes, ja
foi estabelecido pela Equacao 2.2 que os métodos de SR usualmente levam em consideracao
tanto a acuracia em si, utilizando alguma funcao loss cléssica do aprendizado de maquina,
quanto a complexidade da expressao, a fim de incentivar solugbes mais simples. Para o
PySR, a complexidade é o nimero de noés na arvore binaria que representa a expressao,

C(F) = ntmero de nos em E, (3.2)

e a parte “tradicional” da func¢ao loss é o erro quadréatico médio, dado entao por

n
1B) =+ 3" — )" (33)
(e
sendo n o nimero de amostras na regressao, y; o valor verdadeiro da amostra ¢, e ¢ o valor
predito pelo modelo avaliado.

Todavia, para avaliar as expressoes utilizando tanto sua acuracia, quanto sua com-
plexidade, o PySR propoe uma nova abordagem, diferente da tradicional apresentada na
Equacao 2.2, chamada “parcimonia adaptativa”, também aplicada no processo de mutacao
juntamente & témpera simulada.

A parcimonia adaptativa leva em conta a frequéncia e a recéncia das expressoes de uma
determinada complexidade. O PySR mantém em memoria as expressoes mais recentes
observadas dentre todas as populagoes, com este buffer sendo atualizado ao final de cada
iteracao de evolugao de uma populacao.

Caso o acumulo de expressoes ultrapasse 100.000, as mais antigas sao apagadas até
que a quantidade volte a estabelecida, porém com o cuidado de manter ao menos 1
representante para cada complexidade observada (remove-se alternativamente uma outra
expressao, mais recente, de uma complexidade que tenha mais que uma tnica expressao
representante). A parcimonia adaptativa é aplicada nos processos de mutagao e selegao.
Na mutacao, ela surge através de um fator

(parciménia — M, (34)
Vatual(C(E*))
onde Vagual(c(E)) € a frequéncia! da complexidade da expressao pré-mutacao, e Vatual(C(E*))
¢ a frequéncia da expressao E*, isto é, F mutada. E dada assim a probabilidade de
aceitagdo de uma mutacdo através do fator 7. Caso v € [0,1) < Giempera * @parcimonias &
mutacao é aceita. Caso contrério, é rejeitada, e £* descartada. Neste sentido, é obtida
também a versao final da funcao loss padrao? do PySR, dada por

E(E) — Z(E) . e“atual(C(E)). (35)

Ha 9 possiveis mutagoes, com chances de ocorréncia balanceadas por pesos wy, . . . , wig,
sendo a 10? possibilidade a de nenhuma mutacao ocorrer. Os pesos padrao estao listados,
juntamente com o significado de cada mutagao, na Tabela 3.2, baseada em [5,23]. A
probabilidade de escolha para cada uma das mutagoes é calculada ponderadamente via

W;
Pi = o (3.6)
Zj:l wj

!Chamada por Cranmer [5] de “frecéncia” (frecency) por se tratar da frequéncia regularizada pela
recéncia, como explicado.
2Pois o PySR. permite customizacio da funcio.
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permitindo assim o ajuste por parte do usuario de um dos pesos sem a necessidade de
rebalancear o restante dos valores. Os valores em si foram definidos empiricamente por
Cranmer de forma a provocar variabilidade, porém sem que altera¢oes muito drasticas na
forma funcional da expressao sejam excessivamente frequentes [5].

Tabela 3.2: Mutagoes possiveis no algoritmo PySR.

1 | Operagao w; Descrigao

1 | Mutar constante 0.0353 | Um valor escalar aleatério em E* ¢ multiplicado
por um fator a, com a = (14+sT+¢€)", onde s € R,
s = 1 (padrao) é uma constante de perturbagao,
T é a temperatura atual da témpera simulada, € €
R, € = 0.1 (padrao) uma perturba¢ao minima, e
r € R, —1 <r <1 éum fator aleatério. Ainda
h4 uma chance de 50% de inversao de a, isto &, de
a <+ —a.

2 | Mutar operador 3.63 Substitui aleatoriamente um operador de E* por
outro operador de mesmo grau.

3 | Permutar operandos | 0.00608 | Troca operandos de lugar em uma operagao bina-

ria aleatoria de E* sensivel a essa mudanga (ex.:
potenciacido a® — b® ou divisao 7= by,
a

4 | Rotacionar arvore 1.42 Rotaciona a arvore binaria que representa E*. E
escolhido um filho pivo aleatoério do noé raiz, e um
filho aleatorio deste filho (ou seja, um neto da raiz),
e uma troca é feita entre o no raiz e o né neto. A
depender dos nos escolhidos, isto pode representar
uma rotacgao a direita ou a esquerda [115]. Aqui,
h& uma série de verificagoes para que a rotacao nao
resulte em uma expressao invalida [23].

5 | Adicionar operagao 0.0771 | Adiciona uma nova operagao aleatoria (Pseudoco-
digo 5) a E*. A nova operagao pode ser prefixada
(adicionada antes da raiz da arvore, com o opera-
dor tornando-se a nova raiz), ou sufixada (né fo-
lha aleatorio escolhido para sofrer a sufixagdo). A
chance de prefixagao ou sufixacao é aleatoéria, po-
rém igual (50%). Em caso de prefixacdo, a raiz se
torna operando da nova operagao, com um novo
operando sendo gerado apenas em caso de uma
operacao binaria.

6 | Inserir operagao 2.44 Um tnico né interno (ndo raiz e ndo folha) alea-
torio de E* é envolto em uma nova operacao, na
qual ele é um dos operandos. Em caso de operagao

binaria, um novo operando é criado (Pseudocodigo
5).

Continua na préoxima pagina
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Continuacao da Tabela 3.2 — Mutagoes possiveis no algoritmo PySR
Operacgao w; Descrigao
7 | Apagar sub-arvore 0.369 Um no aleatoério qualquer de E* é escolhido. Se o

no é folha, ele é apagado e substituido por um novo
n6 folha (Pseudocodigo 5). Se o nd é operador
unario, ele é substituido por seu filho. Se o né
é operador binario, ele é substituido por um de
seus filhos (escolha aleatéria com chance igual para
ambos).

8 | Simplificar expressao | 0.00148 | Simplifica £* através de equivaléncias matemati-
cas, de acordo com um algoritmo de [100]. Exem-
plo: 22 — 2?2 — 0. Essa mutacao independe da
simplificacao proposta pelo lago de evolucao, des-
crito na sequéncia deste texto.

9 | Nova arvore aleatoria | 0.00695 | Gera uma expressao completamente nova, porém
de complexidade igual a de E*.

10 | Nenhuma mutagao 0.431

Uma tultima caracteristica do PySR que afeta a mutagao é a possibilidade de definigao
de restrigoes as expressoes descobertas. A primeira delas, imposta naturalmente em alguns
sublagos do algoritmo, mas que pode ser definida a forca pelo usuério, é a complexidade
méxima (quantidade de nos na arvore) de uma expressao. Pode-se também restringir:

e a profundidade maxima de uma expressao dada pela altura/profundidade da ar-
vore que a representa, muito til quando deseja-se evitar aninhamento excessivo de
eXpressoes.

e a complexidade maxima de sub-expressoes por operador. Por exemplo [5], definir
as complexidades méaximas do operador de poténcia “~” como (—1, 3) significa que,
em uma expressao ou sub-expressio S = AP, onde A e B sdo sub-expressoes de
S, A pode ter qualquer complexidade (“qualquer” denotado por —1), porém B tem
complexidade méaxima de 3. Este é um mecanismo importante para casos onde é
imprescindivel o controle sobre a complexidade das expressoes.

e o nimero de aninhamentos utilizando operadores especificos. Trata-se de uma estru-
tura de microgerenciamento bastante especifica onde, por exemplo, a instru¢ao sin:
{ sin: 0, cos: 1} proibe aninhamentos do tipo sin(sin(z)), porém permite um
tnico aninhamento do tipo sin(cos(z)). Neste mesmo caso, sin(cos(cos(z))) ja nao
seria permitido, dado o limitante 1 para este tipo de aninhamento.

Caso qualquer restri¢ao estabelecida seja desrespeitada, o algoritmo faz outra muta-
¢ao, seguindo as possibilidades da Tabela 3.2. Estas restricoes também sao aplicadas no
processo de recombinacao, explorado posteriormente neste texto, com o mesmo sendo re-
feito caso a verificagao falhe. Estabelece-se, assim, a lo6gica de mutacao do PySR, disposta
no Pseudocodigo 9.

Resultados empiricos apresentados por Cranmer [5] mostram que a parcimonia adap-
tativa aumentou a diversidade das expressoes exploradas pelo algoritmo, afinal, ha um
incentivo para que diversas complexidades sejam analisadas, encontrando assim expressoes
menos complexas, porém que apresentam uma acuricia reduzida, e expressoes mais acu-
radas, porém mais complexas, prevenindo um hiperfoco precoce do algoritmo em algumas
poucas formas funcionais que apresentem uma acuricia minimamente satisfatoria.
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Ao mesmo tempo, a aplicagao em conjunto da témpera simulada aparenta ter redu-
zido consideravelmente o tempo de convergéncia do algoritmo, dado que o comportamento
mais explorador é desencorajado ao longo do tempo, sendo mais presente nas primeiras
iteragoes, onde h& maior risco de convergéncia precoce. Em suma, no processo evolutivo,
h& um incentivo inicial de variabilidade populacional, mas previne-se exploracoes desne-
cessarias nos estagios mais avancados do algoritmo, visto que provavelmente as melhores
formas funcionais ja foram encontradas por meio do processo evolutivo.

Pseudocddigo 9: Mutagao de uma expressao no PySR.
Entrada: expressao E.
Saida: expressao mutada E*.
1 ¢ < indice de mutagao aleatéria g; com chance ponderada w; de escolha;
2 B* + gi(E);
_UBH-UE)

3 {tempera —e€ ol )

. Uatual(C(E)) .
(parcimonia Vatual(C(E*))?

se mutagao com chance Giempera * Qparcimeonia €NtA0
‘ retorna E*;

fim

retorna F;

'

® N o o«

Outro mecanismo central do processo evolutivo é o critério para selecao de individuos,
aplicado tanto para escolha de quais membros da populacao sofrerao mutacao, quanto
para decidir quais pares de expressoes sofrerao recombinagao. O PySR utiliza um método
comum [21] para sele¢ao: o torneio.

No torneio, uma amostra de ny, = 12 expressoes participantes ¢ selecionada aleatoria-
mente, uma das principais caracteristicas desta abordagem, pois a torna menos tendenci-
osa em relacao aos individuos mais aptos globalmente [103]. A partir dessa sele¢ao, inicia-
se a competicao, até que reste apenas uma expressao: a cada iteracao i = 0,...,ng — 1,
seleciona-se a melhor expressao dentre ng—1 disponiveis, tendo ela porneio = 0.9 de chance
de vencer.

Caso venga, o torneio se encerra, mas caso perca, essa expressao ¢ removida do con-
junto () de expressoes disponiveis, havendo assim uma chance, mesmo que muito pequena,
de que as piores expressoes selecionadas sobrevivam. Esta logica esta disposta nos Pseu-
docodigos 11, acerca do torneio, e 10, detalhando a logica de avaliacao de aptidao das
expressoes apresentada.

Pseudocodigo 10: Selecao de individuo mais apto no PySR.
Entrada: populagao P de expressoes.
Saida: uma expressao vencedora F.
1 'Cmelhor < 00,
2 Flelmor ¢ primeira expressao de P;
3 para cada F € P faga
4 se L(E) < Lyemor €ntao
5 £melhor A E'(E)v
6
7
8
9

Emelhor — Ea
fim
fim
retorna FEnor;
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Pseudocédigo 11: Torneio de expressoes no PySR.

Entrada: populacao P de expressoes.
Saida: uma expressao vencedora F.

1 () + conjunto de n, expressoes aleatoriamente selecionadas de P;
2 se n, = 1 entao

3 ‘ retorna tnica expressao de (Q;

4 fim

5 enquanto tamanho(Q)) > 1 faga

6 FE < expressao mais apta de Q;

7 se I ¢ vencedora com chance Diprneio €Ntao
8 ‘ quebrar laco;

9 fim

10 remover F de Q;
11 fim
12 retorna F;

A logica de recombinacao do PySR, baseada no cruzamento de subarvores, é bastante
simples e esta disposta no Pseudoalgoritmo 12, bem como na Figura 3.4. Duas expressoes
pais selecionadas e distintas 4 e Ey sao clonadas, criando expressoes FJ e E3. Entao,
nos aleatorios sao escolhidos em E} e Ej, e tornam-se a raiz de subéarvores A; e As, bem
como pontos de corte para o cruzamento entre os individuos. A; é substituida por A, em
Ef, e As é substituida por A; em Ej, finalizando assim o cruzamento, com o surgimento
de duas novas expressoes.

Pseudocddigo 12: Recombinagao entre individuos no PySR.
Entrada: expressoes pais F e Es.
Saida: expressoes filhas E} e EJ.
1, By < copias de Ey, Ey, respectivamente;
01,09 <— n6s aleatorios de EY, E;, respectivamente;
Ay, Ay < subarvores a partir de o1, 0y, respectivamente;
trocar A; por As;
retorna Ej, Ej;

[SLE R VN

Este amélgama de técnicas culmina no chamado “lago interno” do PySR, no qual o
processo evolutivo é construido. Para cada populagao em ¢ = 1,...,n,, padrao n, = 40,
sao executadas k = 1,...,n., padrao n. = 300000, iteracoes de evolugao, em cada qual
ha uma chance p,.. = 0.01 de recombinacao, caso contrario havera mutacao.

No caso de recombinacao, sao selecionadas duas expressoes via torneio, e a reprodugao
entre elas da origem a novas expressoes £} e £, como visto anteriormente. 7 e E entao
substituem as duas expressoes mais antigas em F;.

No caso de mutagao, uma expressao candidata E ¢é escolhida via torneio, e sua versao
mutada Ex*, com temperatura de témpera simulada 7" =1 — nﬁc (nota-se que a tempera-
tura decai ao longo do processo iterativo, como dita o processo de témpera) substitui a
expressao mais antiga em F;.

Ressalta-se que, inerente ao processo de mutacao é a possibilidade de rejeicao, neste
caso E* = E. Entao, para cada expressao em P;, é aplicado um processo de “simplificacao
e otimizagao”. A simplificacao se d4 no mesmo sentido da mutacao de simplificacao
mostrada na Tabela 3.2: a expressao £ em questao é simplificada por meio de equivaléncias
matematicas.

Isto so é feito apos as iteragoes de mutacao pois objetiva-se utilizar algumas expressoes
nao simplificadas como intermédio para descoberta de outras a exemplo de [5], x12; —
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1.15z,+ 0.86 &

Figura 3.4: Exemplo de recombinac¢ao no PySR via cruzamento de duas expressoes £ =
1.152; 4+ 0.86 ¢ E2 = z3*. Baseada em [5].

121, que claramente pode ser simplificada para zero, mas pode ser usada para descobrir
11 — T1T2 Via mutacao.

Aplica-se entd@o uma otimizacdo de constantes via minimizagao de [(F) através de al-
gumas iteragoes do algoritmo BFGS [116], ou alternativamente por algum outro algoritmo
classico de otimizagao disponivel na biblioteca Optim.jl [117].

A cada iteragao evolutiva k € [1,n.] de P;, é atualizada a lista M; de expressoes mais
acuradas vistas na populagao em questao (vide Pseudocodigo 6) para cada complexidade,
isto é, apenas um representante de cada complexidade é mantido em M;. Ao final do
processo de otimizacao de escalares, atualiza-se também o hall da fama H, que mantém
a expressao geral mais acurada, dentre todas as populacoes para cada complexidade, ou
seja, as expressoes mais acuradas em M; U H.

Por fim, o PySR aplica estocasticamente um fenémeno de migracao, ideia que advém
de alguns trabalhos anteriores [118,119], e que consiste basicamente em, com alguma
frequéncia, transportar algumas expressoes de uma “ilha” (populagdo P;) para outra, pro-
vocando maior variabilidade genética entre as populagoes, de forma similar a fenémenos
de migracao de espécies no mundo real.

No PySR, para cada expressao E de uma populagao, ha chances concorrentes ay =
0.05 e ap; = 0.05 de que FE seja substituida por uma expressao aleatéria vinda do hall
da fama global H ou do ranking de melhores expressoes de uma outra populagao M;;,
respectivamente. A substitui¢ao por H toma precedéncia sobre a por M, pois ocorre pos-
teriormente, como pode ser visto no Pseudocodigo 13, que dispoe o lago interno evolutivo
do PySR.
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Pseudocédigo 13: Lago interno do PySR.

Entrada: populacao P;.
Saida: populagao P;, evoluida.
para cada k € [1,n,.| faca
se recombinacao com chance p,.. entao
FE, < resultado de um torneio em F;;
FE5 < resultado de um torneio em FP;;
E}, B < resultado do cruzamento entre E; e Ey;
substituir as duas expressoes mais velhas de P; por LY, EJ;
fim
senao
FE + resultado de um torneio em F;;
T+ 1- nﬁc;
E* + mutacao de E com temperatura 7T
substituir a expressao mais velha de P; por E*;
fim
fim
para cada FE € P, faca
simplificar F;
otimizar constantes de E;
atualizar F em P;
fim
M; < melhor expressao de P; para cada complexidade;
H < melhor expressao de M; U H para cada complexidade;
para cada F € P, faga
se substituicao com chance ay entao
‘ substituir £/ em Pi por uma expressao aleatéria de H;
fim
se substituicao com chance oy, entao
‘ substituir £/ em P7 por uma expressao aleatoria de M;4;;
fim
fim




CAPITULO

4

Regressao simbdlica via transformers

Os transformers compoem atualmente o estado da arte para tarefas de processamento
de linguagem natural (NLP, de natural language processing), tais como traducao [120] e
geragao de texto [121]. Desde sua proposta original por Vaswani et al. [9], a arquitetura
e seus varios desdobramentos [121-124] vém consistentemente estabelecendo resultados
excelentes em tarefas linguisticas, ao passo em que seu tempo de inferéncia é muito baixo,
dada a alta capacidade de paralelizagdo das operagoes matriciais que a compoem [125].

Com sua eficicia nesses casos, surgiram tentativas de aplicar a arquitetura para cum-
prir a tarefa da regressao simbolica. Tais esforgos sdo motivados principalmente [10,66,71]
por uma busca por maior eficiéncia computacional: enquanto os métodos tradicionais de
programacao genética iniciam do zero seu processo de inferéncia a cada novo problema
analisado, tornando lenta a experimentacao, um modelo transformer pré-treinado pode
inferir expressoes em um tempo significativamente menor.

Este capitulo dedica-se a investigar uma dessas tentativas, o modelo E2E [10]. A
escolha justifica-se pela boa performance do TPSR, que utiliza o E2E e o NeSymRes [66]
como base, em uma das competigoes do SRBench [62], ao passo em que é mais recente
que o NeSymRes.

Antes de tratar sobre o E2E, especificamente, disserta-se a respeito de como o meca-
nismo de atencao, base dos transformers, surge no contexto das redes neurais recorrentes,
originalmente como uma extensao da arquitetura encoder-decoder proposta por Bahdanau
et al. [126] para a tradugao de maquina.

Posteriormente, também é explorado o transformer original [9], cuja arquitetura é
muito similar & do E2E e, portanto, esclarecedora na compreensao do mesmo.

4.1 Modelos linguisticos e o problema do contexto

Redes neurais recorrentes (RNNs, de recurrent neural networks) [127] podem ser en-
tendidas como uma arquitetura especializada na modelagem de sequéncias [6]. Em com-
paragao com uma rede feedforward tradicional, cuja camada de entrada é disposta em um
tinico vetor z, a entrada de uma RNN é dada por uma sequéncia de vetores z(V, ..., z(T).

Um dos principais diferenciais das RNNs é o compartilhamento de parametros: en-
quanto em uma FNN cada neurénio da camada inicial possui um peso associado a si, em
uma RNN os pesos sao compartilhados entre varios passos da sequéncia. A ideia central
é que, ao invés de construir a rede como uma composicao de combinacoes lineares, onde a
tarefa da mesma ¢é aprender os escalares destas combinagoes, uma RNN parte do principio
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) —

Expandido

Figura 4.1: Exemplo simplificado (& esquerda) e expandido (a direita) de uma rede neural
recorrente e suas principais matrizes de pesos otimizadas durante o processo de treina-
mento. Adaptada de [6].

que cada passo da sequéncia pode ser representado por um sistema dindmico onde cada
estado s no passo t depende do estado anterior s~ e pode ser calculado por meio de

uma func¢ao de transicao f:
S0 = f(s0;0),

onde # sao os pesos da rede, escalares arbitrarios a serem aprendidos por meio de um
processo de otimizagao. Percebe-se entao diretamente a aplicagao na modelagem de feno-
menos sequenciais, tais quais geragao e traducao de textos, sequéncias de palavras, e séries
temporais, estas que induzem o uso da notagao ¢ para um passo da sequéncia. Decorre
também o nome dado a redes deste tipo, onde “recorrente” indica justamente o uso de um
mesmo estado na representacao de estados subsequentes: s*) é dado em funcio de s,
que é dado em funcio de s e assim por diante.

A partir deste conceito, é possivel definir as unidades ocultas, nome dado especifica-
mente aos neurénios da camada oculta de uma RNN, mais especificamente, o chamado
“estado oculto” carregado por estas unidades

AW = f(RD 20 9). (4.1)

A arquitetura RNN esté ilustrada na Figura 4.1. Nela, é possivel observar o resultado
do processo de treinamento, isto é, os pesos aprendidos pela rede, bem como as conexoes
diretas e recorrentes, detalhadas anteriormente.

A tarefa de uma RNN se da portanto em aprender os pesos genericamente represen-
tados por 6 na Equacao 4.1, estabelecendo assim

) =a (b+ W'Y + Uz®)
o = c+Vh®

onde a é uma funcao de ativacao nao linear, como tanh ou ReLU; b e ¢ sao vieses; U é
a matriz de pesos entre a camada de entrada e a camada oculta; W é a matriz de pesos
da camada oculta com si mesma (recorréncias); e V' é a matriz de pesos entre a camada
oculta e a camada de saida. Em uma RNN comum |[6,127], os pesos sao otimizados por
meio de uma modificacao do algoritmo backpropagation, o backpropagation through time
(BPTT).

Decorrente destas nocoes, pesquisadores do campo de processamento de linguagem
natural (NLP, de natural language processing) desenvolveram a familia de redes neu-
rais sequence-to-sequence (seq2seq) com o objetivo de efetuar tradugoes entre diferentes
idiomas [128,129].
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Neste tipo de modelagem, a rede aprende a receber uma sequéncia de palavras como
entrada e devolver outra como saida, neste exemplo, representando a traducao da frase.
Para representar as sentencas numericamente, é criado um vocabulario onde palavras e
simbolos (ou pequenos agrupamentos destes) sdo mapeados em nameros inteiros, com-
pondo um vetor x = (x1,...,x7),x € ZT.

Estas unidades de uma sequéncia sio conhecidas como “tokens”. E usual [130] a
existéncia de um token representando o fim de uma sequéncia, bem como um token
indicando um espaco vazio, pelo simples fato de que a rede deve permitir tradugao de frases
de tamanhos distintos, porém representados em uma mesma dimensionalidade vetorial,
como mostra a Figura 4.2, adaptada de [130], onde (EOS) = 3 (fim de frase) e (PAD) =
4 (espago em branco), e o tamanho maximo do vetor é T' = 5.

Essa nao é a tnica forma de representar uma frase numericamente, havendo multiplas
alternativas, tais como representar cada letra como um inteiro e, portanto, cada palavra
como um vetor e cada frase como uma matriz [131]; ou, ainda, treinar uma outra rede
neural com o tnico objetivo de transformar palavras ou trechos de frases em um vetor de
nimeros inteiros ou reais [122].

"go ." — [1, 2, 3, 4, 4] — preenchido com <PAD>
"i lost ." — [5, 6, 2, 3, 4] « preenchido com <PAD>
"he's calm ." — [9, 2, 18, 2, 3] < sem preenchimento

Figura 4.2: Processo de tokenizagao para representacao de um texto em um vetor de
ntmeros inteiros. Elaboragao propria.

A abordagem tradicional para cumprir esta tarefa é utilizar duas redes neurais recor-
rentes, usualmente do tipo LSTM [132] ou GRU [128], uma agindo como encoder e a outra
como decoder.

A tarefa do encoder é aprender a representar a sequéncia recebida na camada de
entrada como um vetor ¢ € R¥, comumente chamado de “varidvel de contexto”, onde H &
a dimensionalidade da camada oculta da rede (quantidade de unidades ocultas em cada
estado),

c=q(hW, ... hD),

e onde ¢, em casos mais simples, meramente retorna o tultimo estado oculto A" ou,
ainda, é um outro tipo de fungao, como média entre estados ocultos, média ponderada,
maz pooling [130] e até mesmo uma outra rede neural.

Mesmo que, na camada de entrada, ja houvesse uma representacao numeérica via tokens
para o texto inserido, o processo de encoding é essencial ao funcionamento do seq2seq.

O contexto nao apenas considera o valor de cada token isoladamente, mas a sequéncia e
contexto como um todo, dado o funcionamento natural de uma RNN, isto é, a dependéncia
recorrente dos estados.

Neste sentido, a rede encoder ¢ treinada juntamente com a decoder para melhor otimi-
zar a representacao da frase original na tarefa de traducao para o idioma de saida. Esta
representacao aprendida pelas redes em seus espacos latentes, tanto encoder para a frase
original, quanto no decoder para a frase de saida, é chamada de “embedding”.

Em outros contextos, pode haver um método exclusivamente dedicado a geracao do
embedding, como ocorre nos transformers [9]. Caberia entdo ao encoder criar a melhor
representacao possivel do encadeamento de embeddings para a rede decoder.

A tarefa da rede decoder decorre deste processo: ler a representagao ¢ produzida pelo
encoder e produzir a frase traduzida no idioma alvo desejado, neste exemplo, também
representada através de um vetor de nimeros inteiros. Dada a varidvel de contexto c, e
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wir wollen heute mal richtig spass haben

today
now .
have a really fun time

want to ume really fun time
dapos;re going be really fun today
<s> now we want

and we
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really fun

we

Figura 4.3: Visualizagao do fluxo preditivo realizado por um modelo seq2seq na traducao
de uma frase do Aleméao para o Inglés. Em azul, vé-se a frase codificada pelo encoder.
No fluxo abaixo, vé-se os tokens preditos a cada passo, ordenados verticalmente do mais
provavel ao menos provavel. Adaptado de [7].

seja v, ..., yr a sequéncia traduzida esperada, o decoder calcula, a cada passo t’, as pro-
babilidades de ocorréncia de cada token do vocabulério de saida, isto é, P(yy41|y1, .-, Yr),
como visto na Figura 4.3, que ilustra o fluxo de um modelo seq2seq. O célculo é feito
a partir da aplicagdo de uma fungdo softmax [130] na camada de saida. O token mais
provavel é entao escolhido como y 1 para predizer a sequéncia, e é alimentado de volta
na rede, que prossegue com o calculo de .o, € assim sucessivamente até o token de fim
de sequéncia ser predito.

Uma fragilidade conhecida [128] de modelos seq2seq esta na representagao da frase de
entrada em um tnico vetor ¢ de tamanho fixo H. A compressao de toda a seméantica do
texto nesta tinica variavel nem sempre é plenamente possivel, como na traducao de textos
muito longos e, especialmente, na traducao de textos maiores do que os vistos pela rede
em seu treinamento [126].

Visando solucionar esse problema, Bahdanau et al. [126] propuseram uma extensao da
arquitetura encoder-decoder padrao por meio de um mecanismo de alinhamento suave.

4.2 Redes neurais recorrentes com mecanismo de aten-
cao

A ideia de alinhamento para traducao é mapear quais os tokens mais importantes
da sequéncia de origem para traducao da sequéncia final. Se feito de forma rigida, o
mecanismo apontaria diretamente para um tnico token de origem. Contudo, a proposta
de Bahdanau et al. é de um alinhamento suave, onde o modelo aprende a conferir um
grau de importancia, quantificado em um ntmero real, a cada um dos tokens da frase
original, para cada um dos tokens traduzidos.

Em seu texto, Bahdanau et al. comparam este alinhamento com o conceito de atengao:
“...implementa um mecanismo de atencao. O decoder decide em quais partes da sentenca
original ele deve prestar atencao”. Por esta razao, o nome atenc¢ao tornou-se comum para
se referir ao mecanismo de alinhamento suave [9].

Para implementar este mecanismo, a primeira mudanca substancial estd na variavel
de contexto ¢, a maior fragilidade do modelo seq2seq tradicional. Ao invés dela, o mo-
delo com alinhamento suave propoe uma sequéncia de vetores ¢;, ¢ = 1,...,T, cada qual
associado a um token de origem (z1,...,zr,). Analogamente, o encoder agora carrega T,
estados ocultos, que recebem nesta circunstancia o nome de “anotagées”, (hy,...,hz,). A
arquitetura proposta para o encoder, detalhada a seguir, induz que o i-ésimo estado oculto
carregue, principalmente, informacao dos tokens vizinhos do i-ésimo token de entrada.

Define-se entao o vetor de contexto ¢; por meio de uma média ponderada das anotagoes,
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Ty
C; = E Oél'jhj, (42)
j=1
onde a;; € o peso da j-ésima anotacao no i-ésimo token de entrada,

Ty
k=1

Na Equacao 4.3, 8 representa o célculo resultante da aplicagao do modelo a de atencao,

aij =

. 4.

ﬁij = (I(Si_l, hj), (44)

onde s; é um estado oculto da rede decoder. A rede decoder prossegue entao da

mesma forma que no seq2seq tradicional, produzindo predigoes vy, ...,y por meio de

uma abordagem probabilistica. A principal diferenca nesta parte jaz, deste modo, na
entrada da rede, que agora recebe uma sequéncia de vetores de contexto (cy, ..., cr).

Na parte encoder do modelo, contudo, had uma maior diferenga, pois o mesmo conta
nao s6 com uma, mas duas redes neurais recorrentes. Trata-se de uma BiRNN [130], cujo
uso ¢ motivado pelo objetivo de que os estados ocultos da rede carreguem nao somente as
informagoes atuais e passadas, como também as futuras. A BiRNN é composta por uma
rede progressiva, que lé a sequéncia entrada na sua forma original (z1,...,27,) e produz

. - — . N N
os estados ocultos progressivos (hy, ..., hr,); e uma rede regressiva, que 1é a sequéncia de

forma reversa (xr,, ..., 1), e portanto produz estados ocultos regressivos (7”71, s 7;)

Os estados oculto definitivos, isto ¢, as anotacoes h; utilizadas para célculo dos veto-
res de contexto ¢; sao simplesmente uma concatenacao vetorial dos equivalentes estados
progressivo e regressivo, respectivamente,

%
hy = [y ). (4.5)
A Figura 4.4 ilustra o treinamento do modelo, com os estados progressivos e regressi-
vos, mecanismos de aten¢ao, estados do decoder e saidas esperadas (yi, ..., y7).

X X X X

Figura 4.4: Modelo encoder-decoder (seq2seq) com encoder bidirecional e mecanismo de
atencdo. Adaptado de [6].
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O modelo de alinhamento, isto é, o mecanismo de atencao, é uma simples rede neural
feedforward com uma tnica camada oculta:

CL(Si_l, h]) = UI tanh(Wasi_l + Uahj)7 (46)

sendo W, € R™" ¢ U, € R™?" as matrizes de peso associadas as entradas vindas do
decoder (s;_1) e do encoder (h;), respectivamente; e v, € R" é o vetor de pesos associado
a camada de saida.

Esta escolha ¢ justificada pelo fato de que cada par (x;,y;), z; € R, y; € RT' de frases
de entrada e saida precisa realizar T x 1" calculos de alinhamento, entao é ideal manter
a rede a o mais simples possivel. No trabalho original [126] as redes foram treinadas
utilizando os algoritmos SGD e Adadelta em conjunto [133].

4.3 A arquitetura transformer

A partir da proposta de Bahdanau et al., e de trabalhos subsequentes explorando
mecanismos de atencao, de diferentes formas, em redes neurais recorrentes, surge a ideia
central & arquitetura de redes neurais transformer [9]: se o mecanismo de atencdo for
capaz de representar suficientemente bem o contexto carregado por cada parte de uma
sequéncia (ex.: palavra em uma frase), entao a rede neural recorrente nao é necessaria.
Este conceito d4 nome ao trabalho que o propoe [9]: “Attention Is All You Need”, “vocé
sO precisa de atencao”, em traducao livre. Novamente, essas ideias surgem na area de
processamento de linguagem natural, objetivando o avango do estado da arte da tradugao
de maquina.

Este esforgo vem de dois fortes motivadores numérico-computacionais |9, 134:

e A distancia linear entre estados: dada a natureza composta dos estados ocultos
de uma RNN, estados distantes h?, b+ interagem somente apoés n passos. De-
pendéncias distantes entre palavras podem ser, deste modo, dificeis de representar
devido ao problema do desaparecimento de gradientes, mesmo em redes LSTM e
GRU. Ademais, no contexto isto induz uma representacgao linear de frases, o que nao
é ideal para NLP, onde diferentes idiomas possuem estruturas de ordem distintas;

e A falta de paralelismo: s6 é possivel computar estados futuros K+ uma vez que
todos os estados passados h), RG=D . hM foram computados, o que restringe
muito o tempo de treinamento e inferéncia dos modelos recorrentes.

Vaswani et al. [9] propdem uma substituigdo do mecanismo de recorréncia por um de
auto-atencio. Ao invés de modelar cada estado uma relacéo de dependéncia h) o ht=1) o
... o hM agora cada vetor dos espacos latentes produzidos pela rede tem uma relacdo
quantificada com todos os vetores do espago, dentro de uma mesma camada, incluindo a
si proprio.

Essa nocao esta ilustrada na Figura 4.5 onde é mostrado que cada palavra de uma frase
tem uma relacao mais ou menos forte com palavras distintas da mesma frase, sendo esta
a auto-atencao. Apesar dessa ser precisamente a intuicao desejada pelos pesquisadores
de NLP ao propor este mecanismo, ressalta-se que a auto-atengao ¢ aplicada no espaco
latente da rede neural, onde nao necessariamente cada membro de um vetor representa
uma palavra, dado que os embeddings sao aprendidos durante o treinamento, como ja
estabelecido anteriormente.
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The FBI is chasing a criminal on the run .

The FBI is chasing a criminal on the run .

The BBI is chasing a criminal on the run .
The EFBI 8 chasing a criminal on the run .
The FBI is chasing a criminal on the run.

The FBI is chasing a criminal on the run.

The FBI is chasing a criminal on the run.
The FBI 8 chasing a criminal @m therun.
The BFBI is chasing @ criminal em the run.

The FBI is chasing a criminal on the mn .

Figura 4.5: Exemplo de atengao (gradiente azul) para cada token (em vermelho) de uma
frase. Extraida de [8].

Mesmo que muitissimo similar conceitualmente a atencao de Bahdanau et al. [126], a
auto-atencao difere-se pelo fato de ser aplicada em um mesmo espaco, e nao apenas entre
o encoder e o decoder.

A implementagao proposta por [9] também ¢é significativamente distinta, em principal
devido a nao precisar mais ater-se a uma logica recorrente. Considere vetores exemplo
r1 € R¥ e 25 € R% e que desejamos calcular a atencao que x; deve prestar em s, e d,,
¢ a dimensionalidade do modelo transformer, isto é, a dimensionalidade do espaco latente
do mesmo'. Projetamos linearmente o vetor z; em um query ¢; € R%*, d;, < d,,,

@ = 1W, (4.7)

onde Wg € R%*% ¢ a matriz de pesos de query, aprendida pelo modelo. Conceitual-
mente, o objetivo do query é representar o tipo de contetiddo mais relevante para x;, em
outras palavras, “o que x; busca” [130].

Calculamos entao o vetor “chave” (key) ky = xoWy, onde, novamente, Wy € Rém>xdk &
uma matriz de pesos, e o vetor chave objetiva quantificar o contexto oferecido pelo vetor
projetado (no caso, x2). Quantificamos entao a intensidade da atencao de z1 em xo, ¢1 2,
pelo simples produto escalar entre os vetores query e chave, normalizado pela raiz da
dimensao vetorial de ambos, /d,

qlT ko

Cl1—s2 = — =,

vy

processo denominado de atengao por produto escalar escalonado. Existem ainda outras

formas de quantificar atencao [9], porém opta-se pelo produto escalar por motivos de
performance computacional.

Considerando ainda este exemplo, se x; e x5 forem suficientemente compativeis, entao
xo deve contribuir significativamente na representacao contextual de x;. A informagao
carregada pelo vetor x5 é quantificada por um vetor valor, vy, também resultante de uma
projecdo linear em uma matriz Wy € R%*% aprendida pelo modelo,

(4.8)

Vg = .TQWV. (49)

Expandindo a partir deste exemplo, como visto anteriormente, a atencao de um vetor
x aos vetores de uma determinada camada, incluindo a si préprio, é computada de forma

'Em [9], todos os diferentes espacos de embedding usam uma mesma dimensionalidade d,,, = 512.
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completa. Isto é feito através da compactagao dos vetores chave em uma matriz K,
onde cada chave é uma linha, e de seus respectivos valores em uma matriz V' onde,
analogamente, cada valor ¢ uma linha. Trata-se de uma versao suavizada do conceito
de chave-valor visto classicamente na computacgao, aplicado em hashmaps e bancos de
dados [135].

Para maior eficiéncia, os queries também sao compactados em linhas em uma matriz
@, e todo “bloco” de atencao é calculado de uma s6 vez. Desta forma, é possivel entender
a razao dos transformers conhecidamente serem muito performaticos quando processados
em GPUs [125], dada a alta capacidade de paralelizagao destas operagoes matriciais.

No céalculo matricial da atencao, é aplicada uma ativacao softmax, de forma a controlar
a estabilidade numérica da rede. Temos entao o calculo de ateng¢ao como proposto por
Vaswani et al.:

a(Q, K, V) = softmax (Cf/]fl_:) V. (4.10)

Adicionalmente, considerando que a arquitetura transformer ainda carrega uma es-
trutura de encoder-decoder, ¢ aplicado um mascaramento na auto-atengao da camada
decoder. O mascaramento visa impedir que exista atengao entre um vetor anterior e um
seguinte no decoder pois, no treinamento, isso significaria “espiar” o futuro. A ideia é
traduzir token a token, sequencialmente, portanto uma posicao do decoder deve traba-
lhar apenas com informacoes passadas. O mascaramento é feito simplesmente definindo
a intensidade da atencao ¢;; como —oo, pois softmax(—oo) = 0.

Ao invés de aplicar a auto-atengdo uma tnica vez por componente ou, ainda, uma
Unica vez a cada camada do componente, Vaswani et al. ainda propoem uma estrutura
com miltiplas cabecas de atencao. A ideia é capturar, paralelamente, diferentes aspectos
da sentenga [134]: uma cabega pode capturar fortemente relagdes entre substantivos,
enquanto outra mapeia um encadeamento de agdes (verbos). Isto, contudo, é apenas
um efeito desejado, e o comportamento real de uma cabeca de atencao é fortemente
dependente do treinamento da rede, e dificil de ser previsto, dada a natureza black box
das redes neurais.

Para cada bloco de atencao, usa-se paralelamente h cabecas de atencao independentes,
e seu resultado é concatenado e linearmente projetado via uma matriz Wy, representando
assim a saida final da camada, de dimensao d,,,

Multi(Q, K, V) = [cabegay, ..., cabega,| W, (4.11)

onde cabega; = a(X] W}, XFWi., XPWY,), e WO € R'v>m  pois para manter o custo
computacional das multi-cabecas controlado, usa-se d, = d, = dT’". No caso do trabalho
original [9], usa-se d,, = 512 e h = 8, portanto, dy = d, = % = 64. Aqui, X € R"*dn,
onde n é o tamanho das sequéncias tratadas pelo modelo.

O contetido de X varia conforme onde esté o bloco de atencao: pode ser o resultado
dos embeddings de entrada ou saida da rede ou, ainda, a saida de uma camada anterior,
conforme detalhado a seguir. A estrutura final de um bloco de atencao multi-cabecas esté
ilustrada na Figura 4.6.

Os resultados do bloco de atencao, em seguida, passam por um processo de conexao
residual e normalizacao. A conexao residual é uma ideia emprestada das redes neurais
convolucionais, mais precisamente a ResNet [136]: adicionar a entrada da camada em
sua saida. Esta técnica traz alguns beneficios conhecidos, como auxiliar na prevencao do
desaparecimento de gradientes e permitir redes muito mais profundas (grande nimero de
camadas), mas ainda estéveis [136]. Beneficios similares sdo observados para a normali-
zagao [137|, justificando também sua aplicagao.
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Atengéo por Atengéo multi-cabecas
produto escalar escalonado

|
V

Figura 4.6: Componentes de atencao de um modelo transformer tradicional. Adaptada
de [9].

A normalizagao aplicada é a proposta por Ba, Kiros & Hinton [137], dado um vetor
x € R representando a saida de um bloco,

r— W
Vo + €

onde 1 = - S0 2y 0 0% = 1 Y (2 — )2,

e v e 3 sao, respectivamente, parametros de ganho e viés aprendidos pela rede.

No caso do transformer, a adi¢ao e normalizagao (abreviada como “Add & Norm” no
artigo) é feita a cada transigdo de bloco (subcomponentes da rede), como ilustrado na
Figura 4.7. Ou seja, a saida de um bloco nunca é puramente Bloco(z), mas sim

Normaliza(x) = ©v+ 86, (4.12)

BlocoResidual(z) = Normaliza(z + Bloco(z)). (4.13)

Além disso, introduz-se nao-linearidade no transformer através de pequenas redes fe-
edforward adicionadas ao final do encoder e decoder da rede, como também ilustra a
Figura 4.7. A arquitetura feedforward utilizada conta apenas com duas transformagoes
lineares com ativagao ReL.U:

FNN({I?) = maX(O, Z'Wl + bl)Wz + bg, (414)

com Wy € RIm>drr W, € Rirrxdm by € RUs by € R sendo dy; a dimensionalidade
da camada oculta de FNN. Vaswani et al. utilizaram d¢; = 2048.
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Embedding Embedding
das entradas das saidas
Entradas Saidas

Figura 4.7: A arquitetura transformer. Adaptada de [9].

Descritos na Figura 4.7 estao todos os sub-componentes, ou blocos, da rede transfor-
mer. Estes blocos estao compostos como partes de dois componentes maiores: o encoder
e o decoder, ambos alimentados por embeddings das entradas e saidas da rede, respecti-
vamente.

Essas entradas e saidas sao pré-processadas, onde é aplicada a tokenizagao através da
técnica byte-pair encoding [138], que unifica as palavras dos idiomas fonte e destino em
um tnico vocabulério compartilhado, representado por indices inteiros. Este vocabulario
inclui tokens de termos auxiliares como (EOS), marcando o fim de uma sentenca, e (PAD),
marcando um espaco em branco.

O processo de embedding no transformer é governado por uma matriz Wy € RvocatXdm
onde dyoeqp ¢ 0 tamanho do vocabulario e d,,, notagao ja utilizada, é a dimensao geral
do modelo transformer?. A matriz Wy, aprendida pelo modelo, age essencialmente como
uma tabela de consulta. A frase a sofrer embedding passa antes pela tokenizacao, que a
transforma em um vetor de indices. O vetor de indices é transformado em uma matriz via
one-hot encoding, onde cada linha da mesma é um vetor unitario, cujo elemento 1 estéa
posicionado exatamente no indice equivalente da sequéncia original. Essa matriz é entao
multiplicada por Wg, gerando a matriz final £ € R sendo a conversdo da frase em
embeddings. A seguir estd um exemplo deste processo:

1 1000
3l =10 01 0| Wy=E. (4.15)
4 000 1

Dado que o vocabulario é compartilhado entre os diferentes componente do transfor-
mer, a mesma matriz Wg é utilizada na entrada do encoder, para transformar os dados

2Para facilitar a transferéncia de informacdes entre blocos, o transformer padroniza a mesma dimenséao
para todas as ocorréncias.
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de entrada; na entrada do decoder, para transformar os dados de saida; e na saida do
decoder, para transformar as predi¢coes geradas. Nas entradas do encoder e decoder, a
matriz utilizada é multiplicada por \/d,,.

Mesmo que uma das grandes vantagens da arquitetura transformer para traducao de
textos seja sua formulacao nao-linear, visto que diferentes linguas produzem ordens de
palavras diferentes, isto nao significa que o conhecimento sobre a ordem da sequéncia nao
é valioso. Portanto, Vaswani et al. incluem esta informagao posicional como um par de
senoides alternantes,

sen (710" %am se j é impar
posEncode(i, j) = W
cos |2 - 10 "dm se j € par

onde 7 € 1,...,n é o indice do embedding e 57 € 1, ..., d,, é o indice do j-ésimo elemento
do embedding. Os ntmeros gerados por essa féormula sao simplesmente somados ao seu
embedding equivalente, menos na saida do decoder, onde nao sao utilizados.

O encoder do transformers recebe os embeddings em sua entrada, os encaminha para
o bloco de auto-atengao multi-cabecas, que entao encaminha seus resultados ao bloco da
rede neural feedforward, que produz as saidas do encoder. O encoder é composto por
N = 6 camadas empilhadas desta estrutura.

O decoder, por sua vez, é alimentado pelos embeddings das saidas ja produzidas
pelo transformer, que na primeira iteragao contém apenas um token de inicio de sen-
tenga (BOS), além da saida do encoder. As saidas ja geradas passam por um bloco de
auto-atengao multi-cabegas com mascara, de forma a nao olhar para o futuro durante o
treinamento, e sao encaminhadas para um outro bloco de atencao. Este bloco, por sua
vez, trata os embeddings do decoder como queries, mas as chaves e valores vém da saida
do encoder, de forma a imitar a atencao encoder-decoder visto nos modelos recorrentes.

O resultado deste tltimo bloco passa também por um bloco de FNN, como jé estabe-
lecido, gerando as saidas finais do decoder. O processo é empilhado sequencialmente para
todas as camadas do decoder, também em quantidade N = 6.

A saida produzida finalmente pelo decoder é uma matriz S € RMewa*dm  onde ngua
é o namero de predigoes geradas até o momento, incluindo o token inicial. A matriz S
¢ projetada nos pesos do embeddings, gerando uma matriz de logits L = SWJ, L €
R7atuar*dvocab - Cada linha é uma posicao predita pelo decoder, e cada coluna representa a
chance daquela posicao ser ocupada pelo token de indice equivalente ao niimero da coluna.
Ou seja, L;; guarda a chance, em um valor bruto, da i-ésima posicao ser ocupada pelo
J-ésimo token.

A matriz L é entao normalizada por uma fung¢ao softmax aplicada ao eixo do vocabu-
lario (linha a linha), gerando probabilidades no intervalo [0,1]. Essencialmente, essa ¢ a
saida final produzida pelo modelo transformer, como indica a Figura 4.7.

Resta entao a escolha de um token para ser o proximo da sequéncia. A sequéncia
com o novo token é retroalimentada no decoder, que gerara o préoximo token, igualmente
retroalimentado, e assim por diante até a geragdo de um token de fim de sentenga (EOS).

Seria natural a escolha simplesmente do elemento com maior probabilidade de ocor-
réncia (argmax), porém Vaswani et al. optam pelo uso da operagao beam search [139] para
selegao do token. Isto é justificado pois um melhor token localmente (mais provéavel dada
a sequéncia ja gerada até o momento) nao necessariamente é o token que dara origem a
melhor sequéncia.

O beam search é uma técnica heuristica de exploracao de grafos. No transformer,
ele é utilizado para tentar encontrar a sequéncia mais promissora de tokens. A ideia é
explorar, iterativamente, os k tokens mais provaveis (chamados usualmente de top k) até
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que uma sentenca inteira seja gerada, como ilustra a Figura 4.8. A selecao dos top k é
feita iterativamente via poda. Isto é, a cada iteracao, poda-se o grafo para manter apenas
as top k sequéncias mais provaveis. A saida do transformer é, simplesmente, a sequéncia
concluida mais provavel.

Para calcular a sequéncia mais provavel na iteracao atual, soma-se os logaritmos das
probabilidades para cada token da sequéncia. A mais provavel é, simplesmente, a sequén-
cia com maior somatorio. Contudo, aplica-se uma penalizacao diretamente ao tamanho
da sentenga, ideia extraida de [139], de forma a nao favorecer injustamente frases que sao
simplesmente maiores e, portanto, tém maior somatoério naturalmente.

Frase original: "The cat is fo)
orange" (Inglés). )
&

laranja
0.108

alaranjado
0.198

laranja
0.042

melhor caminho

Figura 4.8: Exemplo meramente ilustrativo de aplicagao de beam search com k = 2. To-
kens especiais e penalizagao de tamanho omitidos para simplificagao. Elaboragao prépria.

O modelo demonstrado em [9] foi treinado com o otimizador Adam. A fungao loss
utilizada no transformer é a entropia cruzada. Seja i = 1, ..., dyuq as posicoes geradas
continuamente pelo transformer, e Pf"° a probabilidade estimada pelo decoder para o
token correto na posicao ¢, a loss é dada por

datual

L=—"> log(PF). (4.16)
=1

Se a probabilidade estimada para o token correto é baixa, — log(P®"") torna-se
grande, e a loss aumenta. Caso contrario, o valor aproxima-se de 0, e a loss é baixa.

4.4 O modelo E2E: regressao simboélica end-to-end com
transformers

O trabalho original dos transformers [9] e seus vérios desdobramentos [121-124] e
aplicagoes da arquitetura hoje dominam o estado da arte do processamento de linguagem
natural, em tarefas como traducao [120] e geracgao [121] de texto.

Para a tarefa de regressao simbolica, existem atualmente duas abordagens dominantes
[11,140):

1. Adaptar o problema de SR para que se torne proximo a um problema de NLP, como
feito pelo E2E [10], NeSymRes [66] e SymbolicGPT [92].
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2. Unir uma outra abordagem de SR, usualmente GP, a um modelo de linguagem de
larga escala (LLM, de large language model), como no LLM-SR [93] e LaSR [81].

Como ja estabelecido, para evitar que o escopo desta dissertagao estenda-se até os
LLMs, que por si s6 possuem uma série de particularidades nao relacionadas a regressao
simbolica, a abordagem (1) foi escolhida como objeto de estudo. O método escolhido para
investigagao foi o E2E, dada a boa performance do TPSR (que utiliza o E2E, juntamente
do NeSymRes, como base) em uma das competi¢goes do SRBench, ao passo que é mais
recente que o NeSymRes.

O uso da arquitetura transformer para regressao simbolica é motivado principal-
mente [10,66, 71| por uma busca por maior eficiéncia computacional. Dada a natureza
exploradora dos métodos de programacao genética, e o fato de que estes iniciam do zero
seu processo de inferéncia a cada novo problema analisado, naturalmente torna-se lenta
a experimentacao. Em contrapartida, modelos transformer pré-treinados vém consisten-
temente estabelecendo resultados excelentes em tarefas linguisticas, ao passo em que o
tempo de inferéncia é muito baixo [9].

O E2E, sigla derivada do nome do artigo [10|, End-to-end symbolic regression with
transformers, representa uma dessas tentativas de criar um modelo qualitativamente com-
petitivo, porém com um tempo de inferéncia significativamente menor do que as alterna-
tivas via GP.

Com este foco, o E2E adota uma estratégia diferente da utilizada por métodos conhe-
cidos de SR via redes neurais até entao: a predicao da expressao completa, e nao apenas
de seu esqueleto.

Neste contexto, o “esqueleto” de uma fungao seria sua expressao completa, porém sem
escalares definidos. Por exemplo, f(x) = cos(az) é o esqueleto de f(x) = cos(3x). No
DSR [47] e no NeSymRes [66], citados por Kamienny et al., o modelo usa uma combinagao
de predicao do esqueleto via redes neurais, e predicao de escalares via BFGS.

Segundo Kamienny et al. [10], o problema de predigao de esqueletos é mal-posto e de
dificil supervisao, e é um dos motivos para os métodos baseados em redes neurais nao
se aproximarem da precisao dos métodos baseados em GP. Por isso, propoem a predicao
numérica e estrutural das expressoes em uma tnica passagem, justificando o nome do
método, “end-to-end”.

Ao invés de propor uma adaptagao da arquitetura transformer original, cujo objetivo é
linguistico, ao contexto da regressao simbolica, Kamienny et al. optam por transformar o
problema de regressao de expressoes em um problema linguistico. A arquitetura proposta,
detalhada a seguir, ¢, neste sentido, extremamente proxima a original de Vaswani et al. [9].

A primeira mudanca de paradigma em relacao & GP é que as variaveis independen-
tes y; € R, i« = 1,...,N nao sao mais o alvo da otimizacao. Trazendo um ponto de
vista linguistico, a entrada do E2E é um conjunto de varidveis completo, dependentes e
independentes, e a saida alvo é a expressao matematica que as governa. O aprendizado
profundo depende de treinamento e, dado o objetivo dos transformers e o objetivo de gerar
uma expressao matematica, muda-se a perspectiva para receber os dados e transforma-los
diretamente em expressoes.

E necessério, portanto, uma forma de transformar valores continuos e operadores em
tokens. O método proposto apoia-se em uma abordagem classica [141| da computagao: a
decomposi¢ao do niimero em sinal, mantissa e expoente.

Por padrao, o E2E limita o intervalo da mantissa em [0, ...,9999] € Z*, e do expoente
em [E-100, ..., E100] (representagao em caracteres do intervalo {10¥ | k € Z, —100 <
k <100} C R). De forma similar ao expoente, a mantissa é prefixada por um caractere
“N”. Por exemplo, nesse sistema, o niamero 10.25 seria [“+”, “N1025”, “E-2”|, onde todos
estes sao cadeias de caracteres, e cada cadeia é um token. No tempo de inferéncia, os
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tokens sao gerados um a um, mesmo que um nimero precise dos trés componentes para
ser representado.

Nota-se, portanto, uma limitagao na quantidade de niimeros que podem ser represen-
tados. Para contornar essa limitagao, os dados de entrada sao normalizados. Toma-se v;,
j=1,....,D+ 1 representando uma das variaveis do conjunto (isto é, uma das colunas), e
faz-se

J

e o modelo encaminha ?; para tokenizacao ao invés de v;. Para gerar a expressao final
inferida, a normalizacao é revertida para cada uma das variaveis presentes na expressao
final.

A abordagem descrita é suficiente para representar as entradas, puramente numéricas,
sendo utilizada pelo encoder do transformer. Contudo, para representar as expressoes
geradas no decoder, é necessario tratar a representacao dos operadores, variaveis (de
forma analitica) e da sequéncia e ordem de precedéncia da expressdo em si.

Os operadores sao manualmente mapeados no coédigo do modelo. Por padrao, ha
suporte para os unarios abs (valor absoluto), inv (1), sqrt (raiz quadrada), logn, exp,
sin, arcsin, cos, arccos, tan, arctan, pow2 (2?), pow3 (z*®); e para os binarios add
(adicdo), sub (subtragao), mul (multiplicagao), div (divisao®) e pow (potenciacdo). Nota-
se a representacao das operacoes classicas de adicao e subtragao como palavras para
diferencia-las dos sinais dos tokens numéricos.

As variaveis também sao adicionadas manualmente ao vocabulario. Por padrao, o
E2E trabalha com apenas D = 10 variaveis independentes, e uma variavel dependente,
mapeadas sintaticamente para ["x0", ..., "x9", "y"]|. O vocabulario também conta com
tokens especiais (EOS), agindo para marcar tanto o fim quanto o inicio de uma expressao;
e (PAD), para preencher espagos em branco.

O token (PAD) é particularmente usado quando D < 10, pois como a rede tem um
tamanho de entrada fixo, é preciso preencher os espacos de variaveis independentes vazios
com alguma informacao.

Faz-se entao a conversao do vocabulario para niimeros inteiros, assim como visto em 9],
na seguinte ordem: token especial (EOS), operadores e variaveis em ordem alfabética,
tokens numéricos em ordem alfabética. Como estabelecido, o encoder tem visibilidade
apenas dos membros numéricos.

Neste sentido, nota-se que a presencga destes mapeamentos manuais implica que o
modelo E2E como originalmente dado por Kamienny et al. é limitado a estes operadores
e a 10 variaveis independentes, e qualquer modificacao decorreria no re-treinamento do
modelo.

Por fim, resta uma abordagem para dar um tratamento frasal as expressoes, transformando-
as em sentencas para o modelo linguistico. Para tanto, o E2E faz uso da notagao polonesa
direta [141] , assim como feito em [93]. Trata-se de uma forma nao ambigua de represen-
tagao de expressoes, e que permite sua resolu¢ao com uma Unica leitura da esquerda para
direita, sendo uma abordagem usual em calculadoras, juntamente da notacao polonesa
reversa. Dé-se entao um exemplo de uma expressao tokenizada pelo sistema do E2E:

f(z) = cos(5.273z) = [(EOS), cos, mul, +, N5273, E-3, x].

3Em [10], ¢ mencionado que o modelo nao foi treinado com o operador de divisdo, sendo este “substi-
tuido” pela multiplicagao e pelo operador unario inv. Ao inspecionar o cdédigo do modelo, contudo, vé-se
que div ainda faz parte do vocabulario da rede, mesmo que sua apari¢gao seja praticamente impossivel
dado o treinamento.
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A partir deste alicerce, a arquitetura do E2E [10] segue quase identicamente a proposta
no transformer original [9]. Um encoder composto por um bloco de auto-atencao, seguido
de uma rede FNN pequena; e um decoder com bloco de auto-atencao mascarado, seguido
de um bloco de inter-atencgao, seguido de uma pequena FNN de mesma arquitetura que no
encoder. Novamente, assim como em [9], a saida de cada bloco é pos-processada por um
componente de adi¢ao residual e normalizacao. A arquitetura de FNN utilizada também
¢ a mesma de Vaswani et al. [9].

Ha diferencas notaveis em termos de hiperparametros dimensionais das camadas e
blocos, todavia. Sao utilizadas h = 16 cabecas de atencao, e a quantidade de camadas
é assimétrica: 4 camadas no encoder, e 16 camadas no decoder. A assimetria é uma
caracteristica emprestada de [142], mas também observada empiricamente como a melhor
opgao para o E2E [10]. Demais dimensoes sao as mesmas de [9], tais como d,, = 512, a
dimensao dos espacos latentes, e dyy = 2048, a dimensao das redes feedforward internas
do encoder e decoder.

Outra diferenca principal estd no processo de embedding. Ao invés de uma simples
matriz de pesos Wg, o E2E emprega uma rede feedforward para fazer o embedding dos
tokens. Isto se mostrou necessario [10] dada a nota¢do decomposta em sinal, mantissa e
expoente, empregada pelo modelo, que faz com que cada amostra de um conjunto custe
3(D + 1) tokens para representar.

Também no processo de embedding, outra distincao é o nao uso da codificagao posi-
cional na entrada do encoder. Por se tratarem de valores puramente numéricos, a ordem
nao importa e, portanto, utilizar uma codificagao posicional apenas adicionaria ruido. A
variavel dependente, contudo, é sempre posicionada a direita.

O custo 3(D + 1) de representa¢ao numeérica torna o modelo muito custoso computa-
cionalmente: mesmo que por padrao ele esteja limitado para N = 200 entradas e D = 10
variaveis independentes, isto ja representaria um custo de 6600 tokens. Sem um hardware
extremamente poderoso, o tempo de processamento seria alto, e o modelo perderia seu
principal apelo.

Portanto, ao invés de criar um embedding para cada token, o E2E emprega uma
FNN, de mesma arquitetura e dimensionalidade da interna do modelo, e a aplica para
criar um tnico embedding para toda uma amostra, mapeando simultaneamente variaveis
dependentes e independentes de uma amostra em um tnico vetor de dimensao d,,.

No mesmo sentido de otimizagao de eficiéncia computacional, o modelo por padrao
é limitado para N < 200 amostras para inferéncia de uma expressao, fato ja citado
anteriormente. Aumentar esse limite acarretaria em impactos computacionais notaveis,
especialmente em uso de memoria primaria [10].

Alternativamente, para conjuntos com N > 200, o E2E emprega bagging [143| para di-
vidir os dados em B bags (B = 100 méaximo por padrao) de 200 amostras, aleatoriamente.
Cada bag é individualmente inserida no modelo, e a geragao de expressoes prossegue.

O E2E, contudo, nao aplica o beam search para geragao de expressoes, por padrao. Ao
invés disso, ele utiliza as probabilidades geradas pelo transformer como uma distribuicao,
e escolhe aleatoriamente um token seguinte de acordo com a mesma. Isto é feito para-
lelamente C' = 10 vezes (execugdes paralelas do decoder), gerando C' fungoes candidatas
para cada bag.

Este processo cria um arcabougo de BC' fungoes candidatas. Das BC' fungoes, eliminam-
se fungoes invalidas e com esqueleto repetido. Destas, selecionam-se as K = 10 melhores
via comparacao do erro quadratico médio. As K fungoes passam entao por um refi-
namento, onde seus escalares sao otimizados via BFGS. Por fim, os escalares sao de-
normalizados, produzindo assim a saida final do E2E, como ilustra a Figura 4.9.
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Figura 4.9: Visao geral do modelo E2E para regressao simbolica via transformers. Adap-
tada de [10].

O modelo foi treinado por Kamienny et al. utilizando o otimizador Adam, onde a
funcao loss é a entropia cruzada, detalhada anteriormente, também usada no transformer
original.

Os dados de treinamento foram gerados de forma puramente sintética. Primeiramente,
geram-se funcoes f usando o seguinte processo:

1. Escolhe-se aleatoriamente uma dimensao D para a fungdo f, D ~ U(1, Dypas), com
Do = 10.

2. Escolhe-se aleatoriamente um ntimero b de operadores binarios para compor a fun-
¢ao, b ~ U(D—1,2D+5). Depois, escolhe-se b operadores aleatorios de U{add, sub, mul}.

3. Usa-se essas sele¢oes para construir uma arvore binaria representando a expressao,
a partir de um método dado por [144].

4. Insere-se nas folhas da arvore variaveis aleatorias 4, d € N, 1 < d < D.

5. Escolhe-se um namero u de operadores unéarios, u ~ {0, Unar} (Umee = 10, por
padrao). Entao, seleciona-se aleatoriamente u operadores unéarios, dadas as chances
dadas pelos seguintes pesos: inv = 5, abs = 1, pow2 = 3, sqrt = 3, sin = 1,
cos = 1, tan = 0.2, log = 0.2, exp = 1. Os operadores selecionados sao inseridos
em posigoes aleatorias validas na arvore.

6. Para cada variavel z; e operador unério u, aplica-se uma transformagao afim ale-
atoria, isto é, substitui-se x4 por axy + b, e u por au + b. Os escalares a e b sao
gerados aleatoriamente, de forma decomposta: sinal ~ U{—1, 1}, mantissa ~ U(0, 1)
e expoente ~ U(—2,2).

A cada passo do treinamento, o modelo gera um conjunto de 256 fungoes. O modelo
foi treinado com 50 épocas de 3000 passos cada. Teoricamente, isto faz o modelo ser capaz
de observar até 38.4 milhoes de fungoes, mesmo que sua diversidade esteja limitada ao
algoritmo.

Para cada uma das fungoes geradas, gera-se um conjunto de N € U(10D, Npar) (pa-
drao N, = 200, como dado anteriormente) dados. Para incentivar uma diversidade nos
valores observados, a geracao de variaveis independentes segue o algoritmo:

1. Escolhe-se um ntimero de k ~ U(1,10) clusters. A partir desta quantidade, gera-se
w; ~ U(0,1), normalizados para que ), w; = 1.
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2. Para cada cluster 4, escolhe-se aleatoriamente um centroide j; ~ AN(0, 1)P, um vetor
de variancias o; ~ U(0,1)” e uma forma de distribui¢do (gaussiana ou uniforme)

D; € {N,U}.

3. Para cada cluster, sao gerados N = w; N amostras, com N € Z] arredondado para
baixo. A geragao se dé aleatoriamente pela distribuicao definida no passo anterior,

Di(pi, 01).
4. Gera-se a variavel dependente y = f(x).

5. Concatenam-se as variaveis dependentes e independentes, formando uma tnica ma-
triz X. A matriz é entao normalizada colunarmente, por razoes ja descritas.

O primeiro resultado discutido a partir do uso do E2E, apresentado em [10], é uma
aplicagao dentro do dominio de treinamento, com um conjunto de testes gerado seguindo
os exatos mesmos algoritmos descritos acima, para 100.000 funcgoes.

Nestes testes, o modelo obteve performance razoavel, com R? = 0.68. Além de de-
monstrar a performance, Kamienny et al. também apresentam uma analise de algumas
cabegas de atengao para um teste feito especificamente com a fungao f(x) = #, dado
na Figura 4.10. Nele, é possivel ver que as cabegas capturam o comportamento peridodico
da fungao, um indicativo positivo de que o E2E ¢é capaz, ao menos em alguns cenarios, de
capturar o comportamento das fungoes a partir do vocabulario simboélico-numeérico.

Cabeca 1 Cabeca 2 Cabeca 3 Cabeca 4 Cabeca 5 Cabeca 6 Cabecga 7 Cabeca 8

Figura 4.10: Projecao das 8 primeiras cabegas de atencao das 2 primeiras camadas do
encoder do E2E ao receber a funcao f(z) = Ser;ﬂ Adaptada de [10].

Camada 1

Camada 2

Além deste teste intra-dominio, Kamienny et al. também aplicaram o E2E ao SR-
Bench, versao de 2021 [22]. Contudo, a apresentagao de resultados dada em [10] é parcial:
nenhum dos resultados é apresentado numericamente, apenas figuras. O codigo para exe-
cucao destas avaliagdoes também esta disponivel apenas parcialmente no repositério do
modelo e, portanto, a reproducgao dos resultados nao é possivel.

Em uma das figuras do trabalho [10], adaptada na Figura 4.11, observa-se que, nos
problemas black box, o E2E obteve métricas R? proximas, mesmo que nao superiores, ao
Operon [49], um dos métodos considerados estado da arte para regressao simbolica [11],
porém em um tempo de inferéncia muito inferior.
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Resultados do E2E aplicado a uma selegao de problemas black boxr do SR-

Contudo, o trabalho [12] mostra um cenario muito diferente quando o E2E é aplicado
em problemas fisicos reais. As Tabelas 4.1 e 4.2, adaptadas a partir dos resultados do
trabalho, e que comparam o E2E com o Operon, mostram que nao somente o Operon
obteve resultados mais precisos (via erro quadratico médio normalizado), como também
o tempo de inferéncia foi consideravelmente menor na maioria dos casos.

Este tdltimo fato é particularmente surpreendente, dado que o Operon é baseado em
programagcao genética e, portanto, precisa executar todo a sua logica evolutiva antes de
inferir suas expressoes de saida. Os testes foram realizados em CPU (Intel Core 15-10400)
para o Operon, e em GPU (RTX 2060 GPU, 6GB VRAM) para o E2E, um cenario ideal

para ambos os métodos [5

Tabela 4.1: Comparagao
Adaptada de [12].

,9].
Dados Operon | E2E
Chemical Tower 0.057 | 55.99
Chemical Comp. | 0.270 | 1.229
Flow Stress 0.001 | 0.491
Friction (dyn.) 0.070 | 1.087
Friction (stat.) 0.104 | 0.996
Battery 1 0.024 | 0.347
Battery 2 0.100 | 0.151
Nikuradse 1 0.054 | 0.905
Nikuradse 2 0.021 ]0.129

de erro quadratico médio normalizado entre Operon e E2E.
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Dados Operon | E2E
Chemical Tower 148 351
Chemical Comp. 29 92
Flow Stress 114 30
Friction (dyn.) 18 229
Friction (stat.) 21 230
Battery 1 18 79
Battery 2 35 171
Nikuradse 1 ) 35
Nikuradse 2 6 20

Tabela 4.2: Comparagdo de tempo de inferéncia (em segundos) entre Operon e E2E.
Adaptada de [12].

Os resultados obtidos em [12] corroboram os obtidos na competi¢ao de 2022 do SR~
Bench [61] e na edi¢ao de 2025 do SRBench [11]. Na competicdo, o E2E ocupa a posigao
6/9 nos testes simbolicos, e 8/8 nos testes black box. Nos problemas black boxr da edigao
de 2025 do benchmark, o E2E falha em obter um AUC Score maior que 0.6 em 11 dos 12
problemas avaliados.

Contudo, nao é possivel afirmar que este cenario descarta o uso do E2E em aplica-
goes praticas. Na competicdo de 2023, o TPSR, que utiliza o E2E ¢ o NeSymRes [66]
internamente, foi o vencedor de um dos testes.

Tal fato refor¢a afirmagoes vistas em diversos trabalhos [11,19,22]: nao existe um
método absolutamente superior para regressao simbolica, e a performance varia conforme
o caso. Ainda assim, nas comparacoes observadas nesta dissertacao, os métodos baseados
em programagcao genética tendem a apresentar os melhores resultados na maior parte dos
cenarios avaliados.






CAPITULO

5

Avaliacio de métodos para regressao
simbdlica

Mesmo ja tendo, a esse ponto, cerca de 30 anos de existéncia, popularizada pelos
trabalhos de Koza [21], a regressdo simbolica ainda carecia, em meados de 2018, de um
método de avaliagao, um benchmark, adotado consensualmente entre os trabalhos [22].

Ainda era, neste periodo, comum observar o uso de problemas de baixissima dimensi-
onalidade, de facil resolugao, e de carater altamente sintético 22|, distante da realidade,
como forma de comparacao entre métodos. Em contraste, a comunidade de redes neu-
rais ja havia evoluido muito neste sentido, a exemplo da adogao dos conjuntos de dados
ImageNet [145], VOC [146] e COCO [147] como padrdes na detecgao de objetos.

Ao longo do tempo, alguns trabalhos chamam atenc@o para este problema, como
McDermott et al. em [148] (2012) e [149] (2013), que destacam dificuldades especificas
ao processo de regressao simbolica, motivadoras para esta falta de consenso no periodo,
como a falta de uma interface unificada para os métodos, requisitando escrita individual
de codigo para cada método testado em um benchmark, desencorajando os autores de
métodos a fazé-lo. Em contrapartida, as redes neurais ja haviam se acomodado, em sua
maioria, ao uso de frameworks em comum como Tensorflow [150] e Torch [151].

McDermott et al. também documentam tentativas falhas de estabelecer novos pa-
droes de avaliagdo de métodos na area, como o GP-Beagle [152], definido pelos autores
como “‘excessivamente ambicioso”, onde apontam que o mesmo sofria da mencionada alta
complexidade, isto é, sua interface entre método e conjuntos de dados do benchmark exi-
gia muito preenchimento de informacoes e escrita de codigo por parte dos contribuintes.
Deste modo, o GP-Beagle nao obteve grande adog¢ao pela comunidade cientifica.

Mesmo que reconhecidos [22] por propor sugestoes para melhoria do estado da arte,
como o banimento de problemas extremamente simples' de benchmarks, e definam carac-
teristicas de um bom benchmark, como facilidade de modificacao, variedade de proble-
mas e eficiéncia computacional, os trabalhos [148] e [149] ndo representavam um esforgo
concreto para a producgao de uma nova proposta de avaliagao de métodos de regressao
simboélica.

Em vista deste cenario, La Cava et al. propuseram o SRBench, apresentado de forma
incipiente em uma conferéncia, em 2018 [60], e oficialmente publicado em sua primeira
versao completa em 2021 [22]| (a versdao de 2018 era limitada a, apenas, alguns métodos
baseados em programagao genética).

le.g. regressdo de um polinémio de quarto grau [149]
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Beneficiando-se da ascensao da linguagem de programacao Python como lingua franca
da ciéncia de dados, o SRBench utiliza alguns padroes estabelecidos pela comunidade de
aprendizado de méaquina da linguagem para definir seus fundamentos.

A interface proposta pelo SRBench é, essencialmente, uma versao simplificada, mas
ainda compativel, da API utilizada pelo scikit-learn [143], uma das bibliotecas mais co-
nhecidas de ML para Python, com documentacao bem estruturada. Deste modo, nao é
necessario adotar um padrao exclusivo ao SRBench, com o objetivo tinico de viabilizar
a avaliacao do método pela bateria de testes, pois implementar a API do scikit-learn
também significa facilitar a ado¢ao do método pela comunidade cientifica, ao torné-lo
compativel com um padrao muito conhecido.

Esta exigéncia do uso da linguagem Python e suas convencoes é potencialmente proble-
mética ao passo em que varios métodos utilizam outra linguagem em sua implementacao.
Contudo, dada a ja citada massiva adog¢ao do Python, muitos dos principais métodos ja
nascem capazes de interfacear com a linguagem, como foi o caso do Operon [49], escrito
em C++, e do PySR [5], cujo niicleo ¢ feito em Julia.

A compatibilidade com a API do scikit-learn viabiliza a testagem massiva de méto-
dos, pois padroniza a insercao de dados e colheita de resultados e métricas. Contudo,
ainda héa a particularidade da regressao simbolica, onde é desejavel uma transparéncia e
interpretabilidade dos modelos obtidos, isto é, das expressoes matematicas produzidas.

Novamente baseando-se nas convencoes da linguagem Python, o SRBench exige que
os métodos avaliados produzam saidas compativeis com a biblioteca para matemaética
simbdlica sympy [153], que tem mecanismos bastante robustos, capazes de representar
uma grande quantidade de operagoes algébricas, variaveis e fungoes e, portanto, expressoes
matematicas.

Adicionalmente, o SRBench também exige a adogao de versoes especificas das bibliote-
cas requisitadas, para evitar possiveis disparidades entre os testes, fruto de, por exemplo,
instabilidade numérica presente em uma versao de uma biblioteca, mas nao em outra.

Com excecao de sua versao preprint, o SRBench traz em sua bateria de testes dois tipos
de conjuntos de dados: problemas black box, cuja solugao é desconhecida, objetivando
conseguir uma melhor aproximacao possivel; e problemas ground truth, cuja solugao é
conhecida, ou seja, sabe-se a expressao matemaética que o método avaliado deveria obter.

Para este segundo caso, nota-se que nao necessariamente os dados de treinamento
fornecidos aos métodos sao extremamente precisos. Pelo contrério, alguns casos, como o
experimento de Kepler neste texto demonstrado, trazem amostras imprecisas, as mesmas
obtidas no século XVI por Brahe. Desta forma, objetiva-se também, de forma indireta,
avaliar o quao bem os métodos avaliados lidam com ruidos e erros de medida.

Em 2021 [22], o benchmark contava com 122 conjuntos de dados black bozx e 130 con-
juntos ground truth. A fonte dos dados black box é o PMLB [154], descrito a seguir. Ja
os dados ground truth vém do Feynman Symbolic Regression Database [79] e do reposito-
rio ODE-Strogatz [155], conjuntos de dados majoritariamente compostos por problemas
fisicos conhecidos.

Na revisao de 2025, contudo, o nimero de testes foi drasticamente reduzido para 12
de cada tipo. Com o intuito de eliminar problemas triviais, foram removidos conjuntos
de dados onde (1) todos os algoritmos obtiveram métrica RB? > 0.99 (2) ou se R* > 0.99
foi atingido por uma regressao linear classica via minimos quadrados [11], restando 52
conjuntos. Por fim, foi utilizado o método k-means [156] apos uma redugdo dimensional
via t-SNE [157] aplicada sobre os metadados? dos conjuntos, criando 12 clusters, dos quais
foram escolhidos os centroides como membros da selecao final.

2Ntmero de amostras, ntimero de variaveis, e performance no SRBench de 2021.



73

Ademais, foi notado que 62 dos 122 conjuntos black box originais eram variagoes da
funcao de Friedman, uma férmula para geragao de dados sintéticos de regressao. Nesta
nova versao, foi feita uma restricdo manual para que no maximo 25% dos conjuntos
viessem dessa familia, caso passassem pelos filtros anteriormente mencionados. Vé-se na
relacao final que a restrigao provavelmente foi necessaria, pois a mesma contém 3 conjuntos
(exatamente 25%) de Friedman.

Os dados black box originam-se diretamente da PMLB 1.0 (Penn Machine Learning
Benchmarks) [154], uma grande cole¢ao curada de conjunto de dados, criada com o obje-
tivo de facilitar o acesso a benchmarks para avaliacao de modelos. O repositério conta com
450 problemas, sendo 179 de classificacao e 271 de regressao, obtidos através de diferentes
fontes. Dentre os de regressao, os autores do SRBench selecionaram 12 considerados bons
representantes de “problemas do mundo real”, através do processo descrito anteriormente.

Quanto aos problemas ground truth, onde as expressoes matematicas sao conhecidas,
foram escolhidos 12 problemas a partir de sele¢oes feitas por Cranmer [5] e Russeil et
al. [158]. Tratam-se de equagoes classicas das ciéncias da natureza, como a equacao do
gas ideal e a terceira lei de Kepler, adaptadas para tornarem-se problemas de regressao.
Como ja dito, mesmo trazendo expressoes relativamente simples, estes problemas sao
considerados desafiadores dada a pequena quantidade de amostras e, em alguns casos,
imprecisao nos dados.

De modo geral, essa redugao foi motivada pelos objetivos de (1) eliminar problemas
triviais e/ou pouquissimo desafiadores; (2) dar maior foco em diversidade de problemas
do que em quantidade; (3) reduzir o viés devido a uma super-representagao dos conjuntos
de Friedman; (4) diminuir o tempo de execu¢do do benchmark, viabilizando iteragoes
mais rapidas para melhoria do mesmo; e (5) permitir uma anélise mais aprofundada dos
resultados, dada a quantidade limitada de conjuntos.

A Tabela 5.1 traz uma relagao detalhada dos conjuntos de dados presentes na edigao de
2025 do SRBench, incluindo a fonte de cada um dos problemas trazidos pelo benchmark.

Para elaboracao deste detalhamento complementar, a origem dos dados foi rastreada
com base no nome do conjunto, nos nomes das variaveis, no tamanho dos conjuntos de
dados e, apos a filtragem com base nesses parametros, a equivaléncia foi comprovada
através dos valores das amostras em si.

Este trabalho foi necessario pois, dos 12 conjuntos, apenas 2, 1089 USCrime e 192 vi-
neyard, possufam metadados (descrigao do conjunto, documentagao da origem dos dados e
descrigao das variaveis) bem documentados no repositério do PMLB. Dois dos conjuntos,
ambos de prefixo “BNG”, nao puderam ter sua origem comprovada integralmente, dada
uma provavel modificacao feita nos dados, explicada a seguir.

Nos conjuntos 1199 BNG echoMonths e 1193 BNG _lowbwt, nao ha equivaléncia
completa dos dados. As fontes citadas trazem exatamente os mesmos nomes de coluna
dos dados do PMLB, porém os valores diferem. Os conjuntos do PMLB também sao bem
maiores, em nimero de linhas, do que os supostos originais, nestes casos.

Dado o prefixo “BNG”, trazido pelo PMLB, porém ausente nos conjuntos supostamente
originais, e o fato da suposta origem ser o software Weka [159], a hipotese mais provavel é
que esses dados tenham sido expandidos a partir dos originais utilizando redes bayesianas
aleatorias, algo presente dentro do proprio Weka com o nome de “BayesNetGenerator”
(BNG).

Os proprios autores do PMLB reconhecem o problema de falta de metadados em
diversos conjuntos incluidos, e solicitam ajuda da comunidade para preenchimento [154],
dado que trata-se de um projeto de codigo livre. Neste sentido, nenhuma das edigoes do
SRBench [11,22,60] traz qualquer tipo de reflexao a respeito do contetido dos conjuntos
de dados trazidos do PMLB.
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Essa nocao, todavia, ¢ muito importante considerando que, com a inclusao dos dados
black bozx, o SRBench ambiciona “trazer problemas do mundo real” [11,22] para avaliar os
modelos. Sem conhecimento a respeito do que as variaveis representam ou, no minimo,
deveriam representar, nao é possivel avaliar se os dados sao aderentes a essa proposta,
algo muito importante ao considerar a aplicagao da regressao simbolica em contextos de
aprendizado de maquina cientifico [15].

Conjunto de da- | Nro. | Nro. | Descrigao Fonte
dos de de
li- co-
nhas | lu-
nas
Black box
1028 SWD 1000 |11 Originado do Weka, um software de mi- | [159,160|

neracao de dados da Universidade de
Waikato, Nova Zelandia. Segundo sua
descricao, o conjunto traz avaliagoes de
funcionarios do servigo social a respeito
do risco de criangas permanecerem com
suas familias, avaliacOes estas que sao
usadas em casos judiciais a respeito de
guarda de menores. Contudo, nenhuma
das variaveis, incluindo a dependente, é
documentada em nenhuma das fontes.
Sabe-se apenas que tratam-se de valo-
res categoricos, o que indica um pro-
blema de classificagao.

1089 _USCrime 47 14 Um conjunto de varidveis socioecono- | [161]
micas, relacionadas a taxa criminal de
47 estados dos EUA em 1960. A fonte
secundaria ¢ um livro de estatistica
[161] e a fonte primaria ¢ um relatorio
do FBI [154,161].

1193 BNG _lowb | 31104 | 10 Variéveis relativas a gestagao humana, | [162]
wt cujo alvo de regressao é o peso do
recém-nascido em gramas. A fonte se-
cundaria é o livro [162], e a priméaria
sao dados do Baystate Medical Center,
em Springfield/MA, EUA.

1199 BNG echo | 17496 | 10 Originado do Weka. Dados de pa- | [159]
Months cientes que sofreram ataques cardia-
cos, onde os preditores sao informacgoes
sobre os pacientes e seu sistema car-
diovascular, com objetivo de predizer
quantos meses o individuo sobrevivera
apos o ataque.
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Conjunto de da-
dos

Nro.
de
li-
nhas

Nro.

Descrigao

Fonte

192 vineyard

52

Dados de um pequeno vinhedo no lago
Erie, EUA. Cada linha representa a
quantidade anual, em caixotes, de uvas
colhidas em uma mesma fileira de vi-
deiras. Cada coluna é um ano de
colheita: 1989, 1990, o alvo sendo
1991. Trata-se portanto de um pro-
blema auto-regressivo.

[163]

210 _cloud

108

Dados de um experimento de semea-
dura de nuvens feito em 1974. Utiliza-
se a estacao do ano, o fato da nuvem
estar semeada ou nao, e a pluviosidade
nas regioes norte, sul e noroeste da area
tratada para predizer a pluviosidade da
regiao leste.

[164]

522 pml0

500

Quantidade de carros por hora, tempe-
ratura a 2m do solo, diferenca de tem-
peratura entre 2m e 25m do solo, velo-
cidade do vento, direcao do vento, hora
do dia e dia a partir de Outubro de
2001, utilizados para predizer a concen-
tracao de MPyy. Dados coletados em
Oslo, Noruega, por uma entidade pu-

blica.

[165]

557 analcatdata
apneal

475

Notas de dois profissionais que avalia-
ram a qualidade do sono de 19 indivi-
duos a partir de resultados de diferentes
polissonografias. As notas sao variaveis
categoricas, mapeadas para Z. Os in-
dividuos também sao distintos por um
nimero inteiro. As variaveis sao utili-
zadas para predizer a duracao, em se-
gundos, de apneia nos pacientes.

[166]

579 fri_c0 250
5

606_fri_c2 1000
10

650 fri_c0 500
50

250

1000

500

11

o1

Dados para regressao completamente
sintéticos gerados com a féormula de
Friedman (vide fonte).

[167]
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Conjunto de da- | Nro. | Nro. | Descrigao Fonte
dos de de
li- co-
nhas | lu-
nas
678 visualizing e | 111 |4 Médias diarias de concentragao de 0zo- | [168,169|
nvironmental nio (em ppb), radiacdo solar (Lan-
gleys), temperatura (F) e velocidade do
vento (mph) medidas de Maio a Setem-
bro de 1973 em New York, NY, EUA. A
variavel predita é a velocidade do vento.
Ground truth
1
first principles a | 14 2 f(z; p,€) = log (—_ex> [158]
bsorption e
first _principles_b | 8 2 f(n)=04+0.3-2" [170]
ode
first _principles h | 32 2 f(D)= HyD [171]
ubble
RT
first principles _id | 30 4 fn,T,V) = nT [172)?
eal gas
first_principles ke | 6 2 f(a)=V0d® [94]
pler
first principles le | 26 2 f(P)=alogyy(P)+ 6 [173]
avitt
G
first _principles_n | 30 4 f(my,ma,r) = m;mg [174]?
ewton "

: o 2hv3 1 3
first principles_pl| 100 |3 fy, T) = 2 ohlaT) 1 [175]
anck
first principles ry | 50 3 f(ni,n2) = 5 = Ry (nl2 - nlg> [176]3
dberg

. . _ O (LN 3
first _principles sc | 27 2 f(L)y==—|[(—] e [177]

— — * L*
hechter
first _principles su | 236 | 2 ft)=e(B—e) [158]
pernovae zr
first _principles tu | 18 2 f(V)=Ave [178]

lly fisher

Tabela 5.1: Conjuntos de dados presentes no SRBench

2025.

Ao analisar minuciosamente os metadados dos conjuntos presentes no SRBench 2025,
percebe-se algumas possiveis incoeréncias, além da prépria falta de descritores nas publi-
cagoes e repositorios, tanto do PMLB, como do SRBench:

3Dados do SRBench gerados sinteticamente, com ruido, a partir da férmula.
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e Nenhuma das variaveis do 1028 SWD é descrita. Contudo, todas sao explicitadas
como categoéricas, caracterizando um problema de classificagao, nao de regressao.
Existem issues em aberto no repositério do PMLB que indicam conjuntos de dados
mal caracterizados [154|. Porém, sem conhecimento dos dados, é impossivel afirmar
com certeza se a denominagcao esté errada. Caso este erro eventualmente se confirme,
contudo, o conjunto seria improéprio para inclusao do SRBench.

e De acordo com a propria descricao do conjunto de dados, a variavel dependente para
o 1089 USCrime aparenta estar incorreta: a descrigao indica o uso de varidveis
socioeconémicas para predi¢do de taxa criminal (R), porém o alvo escolhido pelo
PMLB foi o namero de familias com baixa renda (X), enquanto a taxa criminal
entra como preditor. Se de fato foi um erro, este foi possivelmente motivado pela
coluna X ser a tltima (esq. para dir.) do conjunto.

e Nao ha clareza sobre a origem dos conjuntos “BNG”, possivelmente semi-sintéticos.

e 1193 BNG_lowbwt objetiva uma predi¢ao do peso do recém nascido, porém utili-
zada o fato do bebé estar ou nao abaixo do peso (< 1.5kg) como um dos preditores,
0 que ¢ incoerente por ser uma analise post hoc a propria regressao.

e 1199 BNG _echoMonths objetiva predizer quantos meses o individuo sobrevivera
ap6s um ataque cardiaco, porém utiliza o fato do individuo estar ou nao vivo como
um dos preditores.

Sem a avaliacdo de um especialista, nao é possivel fazer afirmacoes a respeito da
qualidade dos conjuntos selecionados. Contudo, os pontos levantados, especialmente o
fato de nenhuma das publicacoes do SRBench fazer reflexoes qualitativas a respeito dos
dados integrantes do benchmark, indicam que foi dedicada pouca atencao & avaliacao e
compreensao dos conjuntos, talvez por assumir que essa curadoria ja tivesse sido feita
pela equipe do PMLB. Segundo os proprios autores do PMLB, contudo, a curadoria foi
incompleta [154].

E possivel que, ao filtrar os conjuntos com objetivo de selecionar 12 representantes de
problemas desafiadores, tenha havido um efeito colateral de selecao de conjuntos particu-
larmente problematicos. Contudo, ao filtrar os 122 conjuntos do SRBench 2021, observa-se
questoes semelhantes: retirando os sintéticos de Friedman e os 12 da versao 2025, nota-se
que 45 dos 51 conjuntos restantes também nao possuem documentacgao, 2 destes inclusive
tendo sido oficialmente aposentados pelos autores do PMLB, reforcando a nocao de que
pouca ou nenhuma curadoria adicional foi feita nos dados pelos autores do SRBench.

Em [12] e [11], este segundo sendo o proprio texto do SRBench 2025, sdo desenvolvidas
criticas de que o SRBench, mesmo em sua versao mais recente, nao é suficientemente
representativo de problemas do mundo real, e reconhece os pontos acima citados, como a
falta de conhecimento acerca dos conjuntos, como questoes a serem melhoradas.

“l...] o benchmark deve desafiar os algoritmos de regressdo simbolica con-
temporaneos, permanecendo computacionalmente viavel e representativo de
desafios do mundo real, garantindo que os resultados se estendam além de ca-
sos de teste artificiais. O SRBench fica aquém nesses aspectos, pois depende
de mais de 200 conjuntos de dados sem uma categorizacao detalhada de seus
desafios especificos.” [11]

Neste sentido, nota-se uma evolucao na proximidade do SRBench 2025 com problemas
reais, se comparada & versao anterior. Em 2024, Matsubara et al. [179] identificaram pro-
blemas com os dados ground truth utilizados pelo SRBench 2021, advindos do Feynman
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dataset [79], indicando que os mesmos nao representavam os fendémenos fisicos que deve-
riam modelar. Em vista disso, a versao 2025 substituiu esses dados pelos testes propostos
por Russeil et al. [158] e Cranmer [5], amplamente documentados e com citagoes diretas
ja no texto do SRBench 2025.

Ademais, ja existem propostas de expansao para o SRBench, tanto no campo ground
truth, como o GeoBench [180], que propoe a inclusao de 71 fungoes geométricas ao ben-
chmark; e, no campo black boz, o SRBench++ [181], que traz 16 fungoes sintéticas, dis-
tintas e bem documentadas, e trés conjuntos reais, sendo estes séries temporais relativas
a COVID-19 em Nova lorque, EUA.

Existem ainda outras propostas de benchmarking para regressao simbolica, tais quais o
LLM-SRBench [140], & luz de diversas propostas recentes visando unificar LLMs a métodos
de SR, novos ou preexistentes; e um trabalho recente que avalia diversos métodos na tarefa
especifica de recuperar sistemas dinamicos [95].

Contudo, nenhum trabalho é tao amplamente citado e tido como referéncia quanto
o SRBench, a exemplo de [5,10,19,71]. Desta forma, vé-se que a melhoria continua
do SRBench é instrumental para manutencao e evolucao do estado da arte da regressao
simboélica, em especifico

1. Para compreensao de quais sao os melhores modelos de regressao simboélica na re-
solucao de problemas reais, cientificos e praticos, orientando assim a evolugao do
desenvolvimento de métodos.

2. Para que seja um alicerce na geragao de dados sintéticos, essenciais para modelos de
regressao simbolica que exigem treinamento, tais quais [10,71] e que, portanto, tem
sua qualidade diretamente associada com a qualidade dos dados de treinamento,
preferencialmente em alta volumetria.

Mesmo havendo diversos pontos passiveis de critica e melhorias no SRBench, é im-
portante ressaltar que sua criacao e ampla adogao ainda representam um grande avango
para a comunidade cientifica de regressao simbolica. Antes dele nao havia consenso para
benchmarking e, mesmo que os testes contidos precisem ser aperfeicoados, todo o traba-
lho de interfaceamento via Python para os métodos e conjuntos de dados ja é um grande
auxilio para avaliacao em massa.

Neste mesmo sentido, é importante ressaltar que propor alternativas ao SRBench
(criagdo de um novo benchmark para substitui-lo) pode nao ser o caminho mais promissor,
a0 menos nao neste momento da regressao simbolica. E comum que areas em evolucio
sofram com descentralizagao [182-184]. Até que uma solu¢ao muito madura exista, o que
ainda nao é o caso do SRBench, a histéria do desenvolvimento de software mostra que
pode ser mais vantajoso para a comunidade cientifica que os esfor¢os se concentrem na
melhoria da solu¢gao mais comumente adotada.

5.1 Resultados do SRBench

O SRBench 2025 avaliou os modelos em duas principais métricas: coeficiente de deter-
minac¢ao do modelo (R?) e consumo energético em kWh. Para calcular as métricas, cada
método foi avaliado 30 vezes em cada conjunto de testes. Os conjuntos foram divididos
em 75% de dados para treino e 25% para teste. Foram utilizados hiperparametros 6timos
definidos via busca em grade [11,143].

A Figura 5.1 mostra os resultados de consumo energético na forma da mediana dos
valores em kWh juntamente com o tempo de treinamento de cada modelo. Sao pontos
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destacados pelos autores: (1) os métodos mais onerosos tém grande parte de sua im-
plementagao feita na linguagem de programacao Python, interpretada e conhecidamente
lenta e computacionalmente custosa, uma exce¢ao sendo o Operon que, mesmo implemen-
tado em C+-+, tem passos internos de ajustes de hiperparametros, estes sendo bastante
custosos; e (2) nao ha correlagao clara entre uso de GPU (métodos TPSR, E2E e NeSym-
Res) e um aumento no consumo energético. Ademais, ¢ destacado que, por mais que isso
nao necessariamente cause grande impacto em termos energéticos, adotar estratégias de
parada precoce podem auxiliar em menores tempos de treinamento e, portanto, em menor

consumao.
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Figura 5.1: Consumo energético por modelo no SRBench 2025. Adaptada de [11].

Ja os resultados referentes ao R? dos modelos foram exibidos em forma de um plot
de perfil de performance [185]. Essencialmente os valores mostram, em um intervalo
AUC € [0,1], a probabilidade de R? = 1 para o método avaliado. Os resultados estdo
dispostos da Figura 5.2, onde a cor e o nimero em cada quadrado indicam a performance
do método, e o tamanho do quadrado a complexidade* da expressao descoberta.

Os métodos mais performaticos foram, de modo geral, os baseados em programacao
genética, abordagem classica para a regressao simbolica: PySR, Operon, Brush, PS-
Tree, GPZGD e GP-Gomea figuram entre os lideres dos resultados e pertencem a esta
categoria. Por outro lado, percebe-se que métodos bastante recentes, baseados em redes
neurais, figuram entre os piores colocados, a exemplo do NeSymRes, uDSR, TPSR e E2E.
Estudos como [12] ja haviam sinalizado essa lacuna de performance entre os métodos
baseados em redes neurais, que figuram entre as abordagens mais recentes [10] para SR,
e as abordagens mais classicas, onde estas se sobressaem em aplicagoes reais.

5.2 Competicoes do SRBench

Em 2022 e 2023, os principais autores do SRBench, em colaboragao com outros pes-
quisadores, realizaram durante a Conferéncia de Computagao Genética e Evolucionaria
(GECCO), dos respectivos anos, competigoes entre diferentes métodos de regressao sim-
bolica.

Na competicao de 2022, foram propostos dois desafios: o Desafio 1, com um conjunto
de dados sintéticos; e o Desafio 2, com um conjunto real de COVID-19. Cada aplica-

4Mesma métrica utilizada pelo PySR: ntiimero de nés na arvore binéria que representa a expressio.
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Figura 5.2: Resultados do SRBench 2025. AUC por modelo e conjunto de dados. Adap-
tada de [11].

¢ao de método aos dados foi avaliada em complexidade e acuracidade, sendo associada
a estas uma nota final. Ademais, no Desafio 1, foram avaliadas também proximidade
das expressoes descobertas as expressoes esperadas; variaveis escolhidas (a presenga de
variaveis mais importantes dava ao método maior pontuacao); resisténcia a 6timos locais;
capacidade de generalizagao; e sensibilidade a ruido. No Desafio 2, além de complexi-
dade e acuracidade, um especialista avaliou as expressoes descobertas, conferindo notas
as solugoes.

Em 2023, foram propostos novamente dois desafios, porém cada um com multiplos
conjuntos de dados. O Desafio 1 era composto por trés conjuntos sintéticos; e o Desafio
2 por um conjunto real. A mudanga entre os desafios estava no critério de avaliacao.

No Desafio 1, avaliou-se apenas a complexidade e acuracia dos modelos. Ja no desafio
2, além destes fatores, as expressoes foram avaliadas também em termos de interpretabi-
lidade, onde um jari deu uma nota para este quesito para o modelo mais acurado obtido
por cada método.

A maioria dos métodos que figuraram entre os melhores, em ambas competicoes, sao
baseados em programagao genética. Isto é esperado, até por estes comporem a maioria
dos métodos para SR e, deste modo, possuirem maior chance de serem adotados. Todavia,
o campeao do Desafio 2 de 2022 foi o uDSR, um método baseado em redes neurais; bem
como o do Desafio 1 de 2023, o TPSR, baseado em arquitetura transformer. Desta forma,
nota-se que a pouca performance de métodos baseados em redes neurais quando aplicados
em casos reais, afirmada por [12] e evidenciada em [11], ndo pode ser considerada um fato
absoluto.

Estes resultados refor¢am a afirmagao vista em [5,11,19|, dentre outros trabalhos: no
estado da arte da regressao simbodlica, nao existe uma abordagem unanime, método ou
categoria de métodos que domine todas as outras. Cada experimento é um caso individual,
e testar distintas abordagens e até mesmo propor novas solugoes (sejam completamente



81

diferentes, ou variagoes de métodos conhecidos) nao so6 é recomendavel, como é comum

(e.g. [86]).

5.3 Proposta de evolucao ao SRBench

Ao analisar os dados presentes na edi¢ao de 2025 do SRBench, nota-se que os dois
conjuntos black bor que obtiveram menor performance geral advém de um contexto de
modelagem de poluentes: 522 pm1l0 e 678 visualizing environmental.

Como ja detalhado anteriormente deste texto, estes sao, respectivamente, dados que
relacionam a concentra¢do de MP1y com covariaveis meteorologicas (ex.: temperatura) e
espaciais (ex.: carros por hora); e dados que correlacionam a concentracao de O3 (gés 0z6-
nio) com variaveis meteorologicas. Tratam-se, portanto, de problemas muito semelhantes.

A predicao de concentracao de poluentes puramente a partir de covariaveis é um
problema reconhecidamente dificil, com mesmo métodos robustos e resistentes a erros,
baseados em redes neurais, atingindo métricas como R? ~ 0.5 [186]. Mesmo que espere-
se, portanto, métricas razoavelmente baixas vindas destes experimentos, alguns detalhes
devem ser ressaltados, especialmente acerca do conjunto 522 pm10:

e O mesmo possui apenas 500 amostras de média horéaria das variaveis, aleatérias a
partir de Outubro de 2001. Mesmo que fossem contiguas, representariam apenas
cerca de 21 dias de informagao, o que nao é suficiente para capturar fendmenos
meteorologicos cuja variagao é sazonal [187].

e Estao ausentes variaveis como umidade relativa do ar (r,) e pressao atmosférica (p,),
demonstradas por outros experimentos [188| terem forte rela¢do com a concentragao
de MP10 [§ MP2.5.

e Sendo o SRBench uma bancada de testes especifica para regressao simbolica, nota-se
que a forma absoluta na qual algumas variaveis sao postas nao auxilia os métodos a
atingirem convergéncia. Exemplo notavel é a diregdo do vento (wy), em graus, onde
valores radicalmente diferentes tém efeitos similares (0° e 360°), e a variavel “dia”,
cuja influéncia na concentragao de poluentes é nao-linear, e ainda assim é dada no
522 pml0 como uma variavel codificada a partir do inicio da coleta de amostras,
o que foge do usual [189,190| para este tipo de experimento, onde observa-se o uso
do dia juliano, objetivando modelagem de fenémenos sazonais.

Este ultimo ponto nao é necessariamente um problema para o SRBench, pois é possivel
argumentar que espera-se que os métodos de SR aprendam a transformar variaveis de
forma a melhor ajusta-las — por exemplo, no caso do 522 pml0, seria possivel decompor
a diregao e velocidade do vento em componentes vetoriais horizontal e vertical, como
mostrado a seguir.

Contudo, deve-se também lembrar da proposta do SRBench de ser um benchmark vivo,
atualizado e renovado conforme o estado da arte avanga [11,22]. Neste sentido, seria menos
valiosa a presenca de um problema tao dificil quanto “prever as concentragoes de poluentes
do zero”, enquanto a barreira de resolver o mesmo problema em uma versao simplificada,
porém cujo sucesso ainda teria muito impacto cientifico, ainda nao foi superada.

Propomos entao a substituicao do 522 pm10 por um conjunto mais rico em amostras e
covariaveis, e também cujo processo de coleta é claro e rastreavel, contrastando o feito pelo
PMLB [154], onde ressalta-se a auséncia de metadados sobre o 522 pm10 no repositorio.
O novo conjunto proposto foi batizado de “PM25 IBP” e é detalhado a seguir. Uma
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Figura 5.3: Localizacao da estacao medidora de MP5 5 no parque do Ibirapuera em Sao
Paulo/SP. Extraida do mapa de esta¢oes do INMET.

outra versao deste conjunto de dados, “PM25 IBP SR” também é apresentada, sendo
esta mais ajustada a realidade atual do estado da arte da regressao simboélica.

A razao pela escolha do MPs 5 ao invés do MP;, visto no SRBench, é devido ao seu
impacto na satide. O MP5 5 representa um material cujas particulas tém 2.5 pm ou menos
de didmetro aerodinamico [191], como o black carbon e alguns tipos de hidrocarbonetos.
Esta condigao faz com que ele seja particularmente nocivo a satide humana [192,193] pois,
em contraste com algumas das maiores particulas de MP;g, o MP5 5 consegue passar pelos
filtros naturais do corpo humano e adentrar a corrente sanguinea facilmente [191].

Ademais, propomos também uma mudanga ao conjunto 678 _visualizing environmental.
Como notado neste capitulo, o experimento presente no PMLB e, consequentemente, no
SRBench 2025, utiliza a radiacdo solar (em Langleys), a temperatura (em graus Fah-
renheit) e a concentra¢do de ozoénio (em ppb) para predizer a velocidade do vento (em
mph).

A utilizacao destas covariaveis para regressao da velocidade do vento nao tem pre-
cedentes na literatura. A predi¢ao da concentracao de Oz a partir da radiagao solar,
temperatura e velocidade do vento, contudo, é usual, pois ha uma fortissima relagao di-
reta entre radiacao e temperatura e a concentracao, fatores envolvidos na formacao deste
poluente [187,191]. O vento, por sua vez, age como dispersor do gés, tendo relagao inversa.

E muito provével, assim sendo, que os responséaveis pelo PMLB tenham selecionado
a coluna incorreta como alvo da predicao. Os resultados apresentados na secao 5.3.1
reforcam essa hipotese, pois a troca do ozdnio, agora variavel predita, com a velocidade do
vento, agora preditor, produziram métricas muito superiores as apresentadas no SRBench
2025.

Todas as mudancas propostas foram validadas por um especialista da area de enge-
nharia ambiental, creditado na secao de agradecimentos desta dissertacao. A validacao
dos dados por um especialista também é um fator ausente no SRBench, sendo este um
dos pontos de melhoria apresentados pelo SRBench++ [181].

5.3.1 Criacao e avaliagao dos conjuntos propostos

Foram obtidos dados de Janeiro de 2015 a Dezembro de 2025, provenientes do Sistema
Qualar da CETESB [194], relativos ao Parque do Ibirapuera® em Sao Paulo/SP, coletados
automaticamente de hora em hora. A razao para escolha deste conjunto de dados em
especifico é o seu relativo isolamento: mesmo estando inserido dentro da Cidade de Sao
Paulo, a estacao do Ibirapuera esta localizada dentro do parque, vide Figura 5.3 e portanto
relativamente distante dos principais emissores de poluentes via combustao.

SEstacdo em Lat. 232 34’ 55” S, Long. 462 39’ 25" W.
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Deste modo, esperava-se que a concentracao de MPs 5 aferida pelo equipamento no
local fosse majoritariamente influenciada por fatores meteorolégicos, com pouca influéncia
de variaveis espaciais, como quantidade de veiculos e outros emissores ao redor da estacao.
O objetivo foi, neste quesito, propor um problema de resolu¢ao mais viavel apenas a partir
de variaveis meteorologicas e temporais.

No futuro, com o avang¢o dos métodos para regressao simbolica, seria factivel a propo-
sicao da substituicao do PM25 IBP por outros dados advindos, por exemplo, de estacoes
da cidade de Sao Paulo mais afetadas por emissores, tais quais Pq. Dom Pedro II e
Pinheiros, além da inclusao de variaveis espaciais.

Dada a falta de dados de precipitacao dentre os disponibilizados pela CETESB, foi
necessaria a fusao dos dados do Ibirapuera com dados de precipitacao da estagao do Mi-
rante de Santana [195], admitindo alguma imprecisdo em decorréncia desta extrapolagao
geogréafica.

Os preditores escolhidos, bem como a respectiva justificativa e comportamentos espe-
rados em literatura para sua escolha, foram:

e Umidade relativa do ar (h,), em porcentagem (%), demonstrada ter rela¢ao inversa
com a concentragao de MP, 5 por [188,196], isto ¢, condigoes de seca favorecem a
concentracao do MPs 5, enquanto condi¢oes de umidade média ou alta favorecem
reducao.

e Velocidade e diregdo do vento, em metros por segundo (m/s) e graus, respectiva-
mente. Quanto maior a velocidade do vento, maior a dispersao de poluentes causada
e, portanto, menor a concentragdo de MPy 5 [191].

e Pressao atmosférica (p,), em hectopascal (hPa), dado que altas pressdes tendem a
obstruir a dispersao vertical do MPs 5, mantendo-o proximo a superficie [190,197].

e Dia juliano (j), dado que o fenémeno da inversdao térmica prejudica a dispersao de
poluentes, e portanto maiores concentracoes tendem a ser observadas no inverno,
como indicam [198,199] ao analisarem a regido metropolitana de Sao Paulo.

e Dia da semana (ds), dado o menor fluxo de veiculos e atividade industrial nos fins
de semana, espera-se uma menor concentracao de poluentes [198,199].

e Hora do dia (hy), pois h4 um pico na hora do rush devido as maiores emissoes
veiculares [198,199].

e Temperatura (temp), em graus Celsius (°C), onde existe uma relagao inversa pois o
aquecimento de superficies gera turbuléncia, causando maior dispersao dos poluentes

[199).

e Altura da camada limite (BLH, de boundary layer height), cujo aumento provoca
dispersao [199].

e Precipitacao (r), em milimetros (mm), devido a um fenémeno chamado “deposi¢ao
umida”, no qual as gotas de chuva retiram material particulado do ar, sendo assim
esperada uma diminui¢do nas concentra¢oes medidas [187].

e Tempo absoluto (¢), dado em Unix Time, de forma a modelar alguma tendéncia
existente ao longo do tempo.
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Os dados extraidos diretamente contavam com 67.382 amostras, um namero fora dos
padroes atualmente vistos em aplicacao para algoritmos de SR. Relembra-se que o PySR
recomenda uso de conjuntos de até 10 mil amostras, e o E2E foi treinado com cargas
de 200 amostras. Portanto, destes, foram selecionadas aleatoriamente 10 mil amostras,
divididas entre 75% para treino e 25% para teste, assim como visto no SRBench 2025 [11].

Além deste, foi criado o conjunto PM25 IBP SR, com a motivagao de criar um pro-
blema mais factivel para resolucao por algoritmos de regressao simbdlica. As variaveis
escolhidas foram exatamente as mesmas do PM25 IBP, porém com as seguintes mudan-
cas:

e Uso da média diaria dos dados, ao invés de horaria, de forma a mitigar ruidos.
e Descarte da variavel hora do dia, devido a alteracao descrita acima.

e Transformagao da variavel de dia juliano em um fator continuo, a partir da combina-
¢ao de fungoes periddicas sen e cos na fungao suave j. = y(j) = sen (%) +cos (%),
seguindo a abordagem sugerida no livro [200]. Um plot desta curva pode ser visto
na Figura 5.4, onde observa-se os picos de aproximadamente 1.4 ¢ —1.4 no verao e

inverno, respectivamente.

e Transformacao da varidvel de dia da semana em um fator continuo, utilizando a
~ 1.47-ds 1.27-ds : - : .

fgngao cos (—14 ) + sen (— 7 .), cujo ].z)lo.t tambe@ pode ser VlS~tO na Figura 5.4.

Similarmente ao caso do dia juliano, objetivou-se criar uma fungao suave com vale

nas abscissas equivalentes aos fins de semana.

e Decomposicao da velocidade do vento em componentes vetoriais horizontal w, e
vertical w, a partir da velocidade e direcao em graus, criando assim fatores cujos
valores absolutos sao diretamente relacionados com a dispersao do MPs 5.

e Transformagao do Unix Time, que naturalmente produz nimeros muito grandes,
em uma variavel normalizada t € [0, 1], com ¢ = 0 no dia 01/01/2015, e t = 1 no
dia 31/12/2025, sendo este o dominio do conjunto.
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Figura 5.4: Componentes sazonais transformados de dia juliano e dia da semana. Elabo-
ragao propria.

J& quanto ao conjunto 678 visualizing environmental, a alteracao foi bem mais di-
reta. A coluna “wind”, representando a velocidade do vento, foi movida para ser um
preditor, e a coluna “ozone”, representando a concentracao de Oz, passou a ser a variavel
predita. O conjunto foi entao novamente dividido entre treino e teste, seguindo o padrao
75%/25% do SRBench 2025.

Os dados foram entao fornecidos aos métodos PySR e E2E, objetos de estudo desta
dissertacao, e também presentes no SRBench 2025, e sua performance foi comparada entre
os experimentos via métrica AUC. Os resultados obtidos, comparados aos do SRBench
2025, estao dispostos na Tabela 5.2.

Ressalta-se que o AUC calculado no SRBench 2025 é “a chance de um método obter
R?* =17 [11]. Para tanto, sao realizadas 30 rodadas de testes com sementes de aleatorie-
dade fixas, porém distintas. Este exato mesmo procedimento foi aplicado aos conjuntos
novos, e a exata mesma métrica foi coletada, de forma a propor uma comparagao justa.
As métricas foram aferidas a partir da expressao mais acurada produzida por cada um
dos métodos, em cada rodada.
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PySR - AUC | E2E - AUC
678 visualizing environmental (SRBench) 0.36 0.03
678 visualizing environmental (corrigido) 0.62 0.46
522 pml10 (SRBench) 0.14 0.00
PM25_IBP (novo) 0.22 0.01
PM25_IBP_SR (novo) 0.60 0.30

Tabela 5.2: Comparativo de perfil de performance entre os dados do SRBench e os novos
dados propostos.

Observa-se um ganho modesto de performance para o PM25 IBP em relacao ao
522 pml0, possivelmente atribuivel a maior quantidade de dados, bem como a maior
riqueza de variaveis. Ambos os métodos continuam apresentando um baixo coeficiente de
determinacao para o problema, contudo.

Neste contexto, destaca-se a limitagao do E2E, que trabalha apenas com, no méaximo,
10 variaveis independentes. Foi necesséria, portanto, a remocao de uma das varidveis para
realizacao dos testes. A varidvel escolhida foi a precipitacao, por ser, dentre as disponiveis,
a mais esparsa do conjunto, onde muitas amostras estao zeradas dada a auséncia de chuva
no respectivo instante horario.

O resultado obtido, de forma geral, é esperado e condizente com a literatura: como
estabelecido no inicio desta se¢ao, a predicao de poluentes é um problema complexo, onde
mesmo modelos muito mais resistentes a ruidos do que expressoes matematicas falham
em obter acurécia elevada.

Independentemente dos resultados obtidos, ressalta-se que a utilizacao de um con-
junto com mais amostras, mais variaveis conhecidamente importantes para o problema,
mais recente, transparentemente rastreavel e validado por especialista aproximaria mais
o SRBench da realidade cientifica, em contraste com os conjuntos black box pouco docu-
mentados vistos atualmente.

O cenério é diferente para o PM25 IBP SR. Observa-se um salto de performance
em ambos os métodos, com destaque para o caso do E2E, que antes gerou pouquissimos
modelos capazes de atingir um R? > 0, produzindo uma métrica de performance préxima
de zero, mas agora foi capaz de atingir uma pontuagao de 0.3 (em escala de 0 a 1). Trata-se
de um resultado ainda pouco expressivo, porém demonstra uma mudanca qualitativa.

Deste modo, os resultados apontam que as transformacgoes aplicadas para criacao do
PM25 IBP SR auxiliaram na convergéncia dos métodos, e podem ser até mesmo um
caminho para viabilizar a aplicacao de regressao simbolica na predicao de poluentes,
trazendo interpretabilidade em uma area onde imperam os métodos black box [186,189].

Os resultados com o 678 visualizing environmental refor¢cam a hipétese de troca de
colunas no conjunto de dados original. Houve aumento substancial nas métricas de ambos
os métodos, onde destaca-se novamente a diferenca para o E2E, que antes gerava poucas
predicoes com R? > 0, com um perfil de performance préximo de zero, e com as correcoes
atingiu AUC = 0.46, um aumento expressivo.

Seguindo o mesmo protocolo do SRBench 2025, foi coletada a performance do método
dos minimos quadrados ordinérios quando aplicados nos novos conjuntos de dados, com
o objetivo de verificar se os problemas propostos sao “triviais”. Relembra-se que, no
SRBench 2025, um dos critérios para trivialidade era um R? > 0.99 atingido via minimos
quadrados ordinarios.
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Mesmo que o coeficiente R? obtido tenha sido relativamente alto para uma regressao
linear tradicional, nao é possivel afirmar que esta abordagem resolve o problema e por-
tanto o trivializa. O R? obtido para cada conjunto esta disposto na Tabela 5.3, estando
comparado contra os modelos mais precisos obtidos via PySR e E2E. Por se tratar de um
método deterministico, nao é possivel calcular um perfil de performance para minimos
quadrados e, portanto, compara-se apenas o R? propriamente dito.

Min. Quadrados | PySR | E2E
678 visualizing environmental (corrigido) | 0.55 0.73  ]0.66
PM25 IBP 0.15 0.25 0.01
PM25 IBP SR 0.56 0.63 0.49

Tabela 5.3: Comparativo de R? entre regressao linear e regressao simbolica para os novos
conjuntos de dados sugeridos ao SRBench.

Assim como no SRBench 2025, os métodos também foram comparados em termos
de sua complexidade, cujos resultados estao na Tabela 5.4. Novamente, os modelos com
maior R? foram utilizados para comparacao. Aqui, foi utilizada a definicao adotada pelo
PySR: contagem de noés na &arvore binaria que representa a expressao. Nestes testes,
observa-se que as expressoes geradas pelo E2E tém complexidade muitissimo maior do
que as geradas pelo PySR.

Min. Quadrados | PySR | E2E
678 visualizing environmental (corrigido) | 13 12 103
PM25 IBP 15 16 171
PM25 IBP SR 41 28 138

Tabela 5.4: Comparativo de complexidade entre os modelos mais acurados obtidos para
os novos conjuntos de dados sugeridos ao SRBench.

E importante destacar que, enquanto o método dos minimos quadrados ordinarios
produz modelos de complexidade fixa 4n+1, sendo n o ntimero de variaveis independentes
nos dados, ¢ o PySR tem um limitante para complexidade por padrao® e a utiliza em sua
funcao loss, o E2E nao possui essa funcionalidade e tampouco incorpora a complexidade
para calculo da loss, justificando assim este comportamento.

Trata-se de um fato relevante pois, mesmo que interpretabilidade seja um conceito
subjetivo, como ja discutido anteriormente neste texto, com o aumento da complexidade
das expressoes, infere-se que também ha uma diminuicao significativa na facilidade de
compreensao humana.

Os métodos foram também comparados em tempo de inferéncia médio, com resultados
dispostos na Tabela 5.5. Nao se trata de uma comparacao isondémica, contudo. O método
dos minimos quadrados sequer pode ser caracterizado como um método de regressao
simbolica, produzindo formas funcionais predefinidas. O E2E é um modelo pré-treinado
e, portanto, realiza apenas inferéncia em tempo de execucao. Ja o PySR é essencialmente
um algoritmo de busca e, sendo assim, nao distingue treino de inferéncia, produzindo e
avaliando expressoes em tempo de execugao. Todos os testes foram realizados em uma
maquina portando um processador Intel Core [7-12700KF, 32GB de RAM DDRS5, e uma
placa de video NVIDIA RTX 3090, com 24GB de VRAM GDDR6X.

6Na configuracdo utilizada no SRBench 2025, limita-se a complexidade para C' = 30.
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Min. Quadrados | PySR | E2E
678 visualizing environmental (corrigido) | 0.0012 3027.64 | 3.19
PM25 IBP 0.0019 3025.96 | 38.06
PM25 IBP SR 0.0012 3025.71 | 42.59

Tabela 5.5: Comparativo de tempo de execucao, em segundos, para os novos conjuntos
de dados sugeridos ao SRBench.

H4, ainda, um agravante para o caso do PySR: a configuragao utilizada pelo SRBench
2025 essencialmente forca o algoritmo a rodar por 50 minutos, ao definir o nimero de
iteracoes como njer = 10%, e colocando um tempo limite de 50 minutos para finalizacao
da busca. Uma comparacao mais justa implicaria o abandono das configuragoes providas
pelo SRBench, o que nao é objetivo deste estudo.

Ressalta-se, ainda, que nao foi ambicao deste trabalho produzir modelos de predicao
ambiental. Neste mérito, um trabalho com este objetivo requereria mais experimentos,
preferencialmente com o teste de outras configuragoes para os métodos que nao as padroes
escolhidas para o SRBench.

O objetivo foi destacar uma disparidade entre o perfil dos dados trabalhados no estado
da arte da predicao de poluentes e os contidos no SRBench. Os resultados sao demons-
trativos de uma mudanca de cenario, no caso positiva. Em outros conjuntos, todavia, é
possivel que houvesse impacto negativo, como nos conjuntos onde hé suspeita de uso de
preditores post hoc, havendo possivel sobreajuste.

Caracteriza-se assim a principal contribuicao deste trabalho nao apenas com a suges-
tao dos novos dados, mas sim com a anélise critica como um todo, identificando possiveis
sintomas de anomalias da track black box do SRBench. Para amadurecimento do ben-
chmark, fica claro que tais questoes precisam ser minimamente esclarecidas e, se de fato
reconhecidas como problemas, sanadas.



CAPITULO

6

Consideracoes finais

A partir da anélise detalhada dos métodos para regressao simbolica, explorados nesta
dissertagao, é possivel compreender que a mesma representa uma ferramenta poderosa
para o aprendizado de maquina interpretavel, ja tendo encontrado diversas aplicacoes
praticas em diferentes areas cientificas [19,29,57].

Foi possivel concluir que o estado da arte atual é dominado por métodos baseados em
programagao genética, onde os mesmos apresentam métricas mais ajustadas em baterias
de testes amplas [11] e especificas [12]. Também compoem a grande maioria dos métodos
descobertos, em fungao de serem a abordagem classica para resolucao da tarefa [21].

Este fato, todavia, nao é um representativo absoluto, tampouco um desincentivo para
outras abordagens. Atualmente, é unanimidade entre os principais autores da area que
nao existe solu¢do tnica para a tarefa da regressao simbolica [5,11, 19|, onde ja foram
demonstrados casos onde métodos baseados em redes neurais [47,67,71] superaram os de
programacao genética em baterias de testes [11] e aplicagbes praticas |61, 62].

Observa-se também, recentemente, dada a explosao de adogao de LLMs em diferentes
areas [201], uma tendeéncia crescente de incorporar transformers, modelos criados para o
processamento de linguagem natural, na regressao simbdlica.

Tentativas de adaptar a regressao simbolica em um problema linguistico [10,66] apre-
sentam resultados inconsistentes [11,61,62]. Todavia, abordagens mais recentes [81, 93]
visam incorporar diretamente os LLMs, e seu potencial de inferéncia textual, com os
métodos classicos, baseados em programacao genética, para produgao de modelos.

A ideia central destas propostas é unir o potencial de analise critica e de agregagao
de conhecimento dos LLMs com os algoritmos exploradores da programacao genética,
governando a descoberta de expressoes. Tais tentativas ainda estao em fase incipiente,
porém ja despertaram interesse por parte da comunidade cientifica, notada através da
criacao recente de um benchmark especifico para este tipo de modelo, o LLM-SRBench
[140].

Neste sentido, também foi possivel identificar a necessidade de evolug¢ao dos ben-
chmarks para regressao simbolica, em especial do mais utilizado, o SRBench [11]. A
existéncia de um benchmark soélido é central para a evolucao de métodos de aprendi-
zado de méaquina, evidenciado pela histoéria das redes convolucionais e seus conjuntos de
teste [145,147|, muitas vezes diretamente relacionados com grandes avangos na éarea.

Esta demanda por evolucao é carregada pelo préoprio titulo da dltima edicao do SR-
Bench, “call for action”, ou “chamado para acao”, em traducao livre, onde os autores
demonstram um refinamento da bateria de testes, ao passo em que pedem ajuda da co-
munidade para adicao de mais dados, e a verificagao de mais aspectos dos métodos.

89
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Como possiveis trabalhos futuros decorrentes desta dissertacao, é possivel identificar
duas frentes: a avaliagao detalhada de métodos de regressao simbolica baseados em LLMs,
como evolugao natural da avaliacao feita para métodos baseados em transformers, reali-
zada neste texto; e a busca por aplicacoes praticas da regressao simbolica para predigao de
poluentes, dados os resultados positivos descobertos quando os dados sao transformados
de forma a adequarem-se ao funcionamento dos métodos de regressao simbolica.



Referéncias Bibliograficas

[

2l

3]

4]

[6]

17l

18]

9]

[10]

[11]

[12]

Brunton, Steven L. e J. Nathan Kutz: Data-Driven Science and Engineering: Ma-
chine Learning, Dynamical Systems, and Control. Cambridge University Press,
22 edigao, 2022.

Holland, John H.: Adaptation in Natural and Artificial Systems. University of Mi-
chigan Press, Ann Arbor, MI, 1975.

Lacerda, E. G. M. e André Carlos Ponce de Leon Ferreira Carvalho: Introducdao aos
algoritmos genéticos. Em Anais do Congresso Nacional da Sociedade Brasileira de
Computacao, Rio de Janeiro, 1999. EntreLugar.

Knuth, Donald E.: The Art of Computer Programming, Volume 1: Fundamental Al-
gorithms. Addison-Wesley, Reading, MA, 32 edigao, 1997, ISBN 978-0-201-89683-1.

Cranmer, Miles: Interpretable Machine Learning for Science with PySR and Sym-
bolicRegression.jl, 2023. https://arxiv.org/abs/2305.01582.

Goodfellow, Ian, Yoshua Bengio e Aaron Courville: Deep Learning. MIT Press,
2016. http://www.deeplearningbook.org.

Strobelt, Hendrik, Sebastian Gehrmann, Michael Behrisch, Adam Perer, Hanspeter
Pfister e Alexander M. Rush: Seq2Seq-Vis: A Visual Debugging Tool for Sequence-
to-Sequence Models, 2018. https://arxiv.org/abs/1804.09299.

Weng, Lilian: Attention? Attention! lilianweng.github.io, 2018. https://
lilianweng.github.io/posts/2018-06-24-attention/.

Vaswani, Ashish, Noam Shazeer, Niki Parmar, Jakob Uszkoreit, Llion Jones, Aidan
N. Gomez, Lukasz Kaiser e Illia Polosukhin: Attention Is All You Need. CoRR,
abs/1706.03762, 2017. http://arxiv.org/abs/1706.03762.

Kamienny, Pierre Alexandre, Stéphane d’Ascoli, Guillaume Lample e Frangois
Charton: End-to-end symbolic regression with transformers, 2022. https://arxiv.
org/abs/2204.10532.

Imai Aldeia, Guilherme Seidyo, Hengzhe Zhang, Geoffrey Bomarito, Miles Cranmer,
Alcides Fonseca, Bogdan Burlacu, William G. La Cava e Fabricio Olivetti de Franca:
Call for Action: towards the next generation of symbolic regression benchmark. Em
Proceedings of the Genetic and Evolutionary Computation Conference Companion,
GECCO 25 Companion, pagina 2529-2538. ACM, julho 2025. http://dx.doi.
org/10.1145/3712255.3734309.

Radwan, Yousef A., Gabriel Kronberger e Stephan Winkler: A Comparison of Re-
cent Algorithms for Symbolic Regression to Genetic Programming, 2024. https:
//arxiv.org/abs/2406.03585.

91



92

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

Wael, Ayham e Amer Madi: Accelerating Artificial Intelligence: The Role of GPUs
in Deep Learning and Computational Advancements. East Journal of Engineering,
1(1):31-46, Feb. 2025. https://eastpublication.com/index.php/eje/article/
view/34.

Krizhevsky, Alex, Ilya Sutskever e Geoffrey E Hinton: ImageNet Clas-
sification with Deep Convolutional Neural Networks. Em Pereira, F.,
C.J. Burges, L. Bottou e K.Q. Weinberger (editores): Advances in Neu-
ral Information Processing Systems, volume 25. Curran Associates, Inc.,
2012. https://proceedings.neurips.cc/paper_files/paper/2012/file/
c399862d3b9d6b76c8436e924a68c45b-Paper . pdf.

Baker, Nathan, Frank Alexander, Timo Bremer, Aric Hagberg, Yannis Kevrekidis,
Habib Najm, Manish Parashar, Abani Patra, James Sethian, Stefan Wild et al.:
Workshop Report on Basic Research Needs for Scientific Machine Learning: Core
Technologies for Artificial Intelligence. Relatorio Técnico, USDOE Office of Science
(SC), Washington, D.C. (United States), fevereiro 2019. https://www.osti.gov/
biblio/1478744.

Brunton, Steven L., Joshua L. Proctor e J. Nathan Kutz: Discovering governing
equations from data by sparse identification of nonlinear dynamical systems. Pro-
ceedings of the National Academy of Sciences, 113(15):3932-3937, margo 2016,
ISSN 1091-6490. http://dx.doi.org/10.1073/pnas.1517384113.

Faroughi, Salah A., Farinaz Mostajeran, Amin Hamed Mashhadzadeh e Shirko
Faroughi: Scientific Machine Learning with Kolmogorov-Arnold Networks, 2025.
https://arxiv.org/abs/2507.22959.

Quarteroni, Alfio, Paola Gervasio e Francesco Regazzoni: Combining physics-based
and data-driven models: advancing the frontiers of research with scientific machine
learning. Mathematical Models and Methods in Applied Sciences, 35(04):905-1071,
marco 2025, ISSN 1793-6314. http://dx.doi.org/10.1142/50218202525500125.

Makke, Nour e Sanjay Chawla: Interpretable scientific discovery with symbolic re-
gression: a review. Artificial Intelligence Review, 57(1):2, 2024, ISSN 1573-7462.
https://doi.org/10.1007/s10462-023-10622-0.

Angelis, Dimitrios, Filippos Sofos e Theodoros E. Karakasidis: Artificial Intelligence
in Physical Sciences: Symbolic Regression Trends and Perspectives. Archives of
Computational Methods in Engineering, 30(6):3845-3865, 2023, ISSN 1886-1784.
https://doi.org/10.1007/s11831-023-09922-z.

Koza, John R.: Genetic Programming: On the Programming of Computers by Means
of Natural Selection. MIT Press, Cambridge, MA, USA, 1992, ISBN 0-262-11170-5.

Cava, William La, Patryk Orzechowski, Bogdan Burlacu, Fabricio Olivetti
de Franca, Marco Virgolin, Ying Jin, Michael Kommenda e Jason H. Moore:
Contemporary Symbolic Regression Methods and their Relative Performance, 2021.
https://arxiv.org/abs/2107.14351.

Cranmer, Miles e Contributors: SymbolicRegression.jl:  Distributed High-
Performance Symbolic Regression in  Julia, 2025. https://github.com/
MilesCranmer/SymbolicRegression. j1.



93

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

29]

30]

[31]

32]

33]

[34]

[35]

[36]

Carvalho, Diogo V., Eduardo M. Pereira e Jaime S. Cardoso: Machine Lear-
ning Interpretability: A Survey on Methods and Metrics. Electronics, 8(8), 2019,
ISSN 2079-9292. https://www.mdpi.com/2079-9292/8/8/832.

Marcinkevics, Ricards e Julia E. Vogt: Interpretable and explainable machine lear-
ning: A methods-centric overview with concrete examples. WIREs Data Mining and
Knowledge Discovery, 13(3):e1493, 2023. https://wires.onlinelibrary.wiley.
com/doi/abs/10.1002/widm. 1493.

Zeiler, Matthew D. e Rob Fergus: Visualizing and Understanding Convolutional
Networks. Em Fleet, David, Tomas Pajdla, Bernt Schiele e Tinne Tuytelaars (edi-
tores): Computer Vision — ECCV 2014, paginas 818-833, Cham, 2014. Springer
International Publishing, ISBN 978-3-319-10590-1.

Choo, Jaegul e Shixia Liu: Visual Analytics for Fxplainable Deep Learning, 2018.
https://arxiv.org/abs/1804.02527.

Rudin, Cynthia: Stop explaining black box machine learning models for high
stakes decisions and wuse interpretable models instead.  Nature Machine In-
telligence, 1(5):206-215, 2019, ISSN 2522-5839. https://doi.org/10.1038/
s42256-019-0048-x.

Cranmer, Miles, Alvaro Sanchez-Gonzalez, Peter Battaglia, Rui Xu, Kyle Cranmer,
David Spergel e Shirley Ho: Discovering Symbolic Models from Deep Learning with
Inductive Biases, 2020. https://arxiv.org/abs/2006.11287.

Lipton, Zachary C.. The mythos of model interpretability. Commun. ACM,
61(10):36-43, setembro 2018, ISSN 0001-0782.  https://doi.org/10.1145/
3233231.

Friedman, Jerome H. e Bogdan E. Popescu: Predictive learning via rule ensembles.
The Annals of Applied Statistics, 2(3), setembro 2008, ISSN 1932-6157. http:
//dx.doi.org/10.1214/07-A0AS148.

Ustun, Berk e Cynthia Rudin: Supersparse linear integer models for optimized
medical scoring systems. Machine Learning, 102(3):349-391, novembro 2015,
ISSN 1573-0565. http://dx.doi.org/10.1007/s10994-015-5528-6.

Sundararajan, Mukund, Ankur Taly e Qiqi Yan: Aziomatic Attribution for Deep
Networks, 2017. https://arxiv.org/abs/1703.01365.

Lundberg, Scott M e Su In Lee: A Unified Approach to Interpreting Model
Predictions. Curran Associates, Inc., 2017. http://papers.nips.cc/paper/
7062-a-unified-approach-to-interpreting-model-predictions.pdf.

Ribeiro, Marco Tulio, Sameer Singh e Carlos Guestrin: "Why Should I Trust You?":
Explaining the Predictions of Any Classifier, 2016. https://arxiv.org/abs/1602.
04938.

Shrikumar, Avanti, Peyton Greenside e Anshul Kundaje: Learning Important Fea-
tures Through Propagating Activation Differences, 2019. https://arxiv.org/abs/
1704 .02685.



94

[37]

38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

|46]

[47]

[48]

Strumbelj, Erik e Igor Kononenko: Ezplaining prediction models and individual pre-
dictions with feature contributions. Knowledge and Information Systems, 41:647—
665, 2014. https://api.semanticscholar.org/CorpusID:2449098.

Datta, Anupam, Shayak Sen e Yair Zick: Algorithmic Transparency via Quantitative
Input Influence: Theory and Ezperiments with Learning Systems. paginas 598-617,
maio 2016.

Bach, Sebastian, Alexander Binder, Grégoire Montavon, Frederick Klauschen, Klaus
Robert Miiller e Wojciech Samek: On Pixel- Wise Ezplanations for Non-Linear Clas-
sifier Decisions by Layer-Wise Relevance Propagation. PLOS ONE, 10(7):e0130140,
2015, ISSN 1932-6203. https://doi.org/10.1371/journal.pone.0130140.

Lipovetsky, Stan e Michael Conklin: Analysis of regression in game theory approach.
Applied Stochastic Models in Business and Industry, 17(4):319-330, 2001. https:
//onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/asmb.446.

Saabas, Ando: Interpreting random forests. http://blog.datadive.net/
interpreting-random-forests/, 2014. Acesso em 29,/09/2025.

Alaa, Ahmed M. e Mihaela van der Schaar: Demystifying Black-box Mo-
dels with Symbolic Metamodels. Em Wallach, H., H. Larochelle, A.
Beygelzimer, F. d'Alché-Buc, E. Fox e R. Garnett (editores):  Advances
in Neural Information Processing Systems, volume 32. Curran Associates,
Inc., 2019. https://proceedings.neurips.cc/paper_files/paper/2019/file/
567b8£5£423af15818a068235807edcO-Paper . pdf.

Crabbé, Jonathan, Yao Zhang, William Zame e Mihaela van der Schaar: Learning
outside the Black-Box: The pursuit of interpretable models, 2020. https://arxiv.
org/abs/2011.08596.

Stephens, Trevor: gplearn: Genetic Programming in Python. https://gplearn.
readthedocs.io/en/stable/, 2025. Acesso em 10/11/2025.

Cranmer, Miles: Interpretability via Symbolic Distillation. Apresentacao feita no
Simons Institute, Berkeley, CA, 2023. Disponivel em: https://simons.berkeley.
edu/talks/miles-cranmer-flatiron-institute-2023-08-15, Acesso  em
09/09/2025.

Jeff Larson, Surya Mattu, Lauren Kirchner e Julia Angwin: How We Analyzed the
COMPAS Recidivism Algorithm. ProPublica, 2016. https://www.propublica.
org/article/how-we-analyzed-the-compas-recidivism-algorithm, Acesso em
10/11/2025.

Petersen, Brenden K., Mikel Landajuela, T. Nathan Mundhenk, Claudio P. Santi-
ago, Soo K. Kim e Joanne T. Kim: Deep symbolic regression: Recovering mathe-
matical expressions from data via risk-seeking policy gradients, 2021. https:
//arxiv.org/abs/1912.04871.

Virgolin, Marco e Solon P. Pissis: Symbolic Regression is NP-hard, 2022. https:
//arxiv.org/abs/2207.01018.



95

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

Burlacu, Bogdan, Gabriel Kronberger e Michael Kommenda: Operon C++: an ef-
ficient genetic programming framework for symbolic regression. Em Proceedings of
the 2020 Genetic and Evolutionary Computation Conference Companion, GECCO
20, pagina 1562-1570, New York, NY, USA, 2020. Association for Computing Ma-
chinery, ISBN 9781450371278. https://doi.org/10.1145/3377929.3398099.

Brisset, S. e F. Gillon: Approaches for multi-objective optimization in the ecode-
sign of electric systems. Em Besséde, Jean Luc (editor): Eco-Friendly Innovation
i Electricity Transmission and Distribution Networks, paginas 83-97. Woodhead
Publishing, Oxford, 2015, ISBN 978-1-78242-010-1. https://www.sciencedirect.
com/science/article/pii/B9781782420101000045.

Chatzi, Eleni, Georgios Kissas, Karin Yu e Orestis Oikonomou: Formal Grammars
in Scientific Discovery. Em SIAM Conference on Computational Science and En-

gineering (CSE25), 2025.

Zhang, Zhen, Zongren Zou, Ellen Kuhl e George Em Karniadakis: Discovering a
reaction—diffusion model for Alzheimer’s disease by combining PINNs with sym-
bolic regression. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
419:116647, 2024, ISSN 0045-7825. https://www.sciencedirect.com/science/
article/pii/S0045782523007703.

Kabliman, Evgeniya, Ana Helena Kolody, Johannes Kronsteiner, Michael Kom-
menda e Gabriel Kronberger: Application of symbolic regression for constitu-
tive modeling of plastic deformation.  Applications in Engineering Science,
6:100052, 2021, ISSN 2666-4968. https://www.sciencedirect.com/science/
article/pii/S2666496821000182.

Udrescu, Silviu Marian e Max Tegmark: Symbolic pregression: Discovering physical

laws from distorted video. Physical Review E, 103(4), abril 2021, ISSN 2470-0053.
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE. 103.043307.

Sasaki, Yuji, Keito Tanemura, Yuki Tokuni, Ryohei Miyadera e Hikaru Manabe:
Application of Symbolic Regression to Unsolved Mathematical Problems. Em 2023
International Conference on Artificial Intelligence and Applications (ICAIA) Alli-
ance Technology Conference (ATCON-1), paginas 1-6, 2023.

Abdellaoui, Ismail Alaoui e Siamak Mehrkanoon: Symbolic regression for scientific
discovery: an application to wind speed forecasting, 2021. https://arxiv.org/
abs/2102.10570.

Ukachukwu, Christian Chinweike: SYMBOLIC REGRESSION IN ENERGY EN-
GINEERING, 2024. ISSN 0282-1990. Tese de graduagao.

Roland, Wolfgang, Michael Kommenda e Gerald R. Berger-Weber: Application of
Symbolic Regression in Polymer Processing. Em 2022 2/4th International Symposium
on Symbolic and Numeric Algorithms for Scientific Computing (SYNASC), paginas
311-318, 2022.

Weng, Baicheng, Zhilong Song, Rilong Zhu, Qingyu Yan, Qingde Sun, Corey
G. Grice, Yanfa Yan e Wan Jian Yin: Simple descriptor derived from sym-
bolic regression accelerating the discovery of new perovskite catalysts. Nature
Communications, 11(1):3513, 2020, ISSN 2041-1723. https://doi.org/10.1038/
s41467-020-17263-9.



96

[60]

[61]

62]

[63]

[64]

[65]

[66]

67]

68

[69]

[70]

Orzechowski, Patryk, William La Cava e Jason H. Moore: Where are we now?
a large benchmark study of recent symbolic regression methods. Em Proceedings
of the Genetic and FEvolutionary Computation Conference, GECCO ’18, pégina
1183-1190, New York, NY, USA, 2018. Association for Computing Machinery,
ISBN 9781450356183. https://doi.org/10.1145/3205455.3205539.

La Cava, William: Results files from the 2022 SRBench Competition: Interpretable
Symbolic Regression for Data Science, julho 2022. https://doi.org/10.5281/
zenodo .6842176.

Franga, Fabricio Olivetti de, Marco Virgolin, Pierre Alexandre Kamienny e Geoffrey
Bomarito: SRBench Competition 2023 - Datasets, Scripts, and Results, agosto 2023.
https://doi.org/10.5281/zenodo.8283005.

Burlacu, Bogdan: GECCO’2022 Symbolic Regression Competition: Post-Analysis of
the Operon Framework. Em Proceedings of the Companion Conference on Genetic
and Evolutionary Computation, GECCO 23 Companion, pagina 2412-2419, New
York, NY, USA, 2023. Association for Computing Machinery, ISBN 9798400701207.
https://doi.org/10.1145/3583133.3596390.

Schmidt, Michael e Hod Lipson: Age-Fitness Pareto Optimization, paginas 129—
146. Springer New York, New York, NY, 2011, ISBN 978-1-4419-7747-2. https:
//doi.org/10.1007/978-1-4419-7T47-2_8.

Tian, Yuan, Wenqi Zhou, Michele Viscione, Hao Dong, David Kammer e Olga
Fink: Interactive Symbolic Regression through Offline Reinforcement Learning: A
Co-Design Framework, 2025. https://arxiv.org/abs/2402.05306.

Biggio, Luca, Tommaso Bendinelli, Alexander Neitz, Aurelien Lucchi e Giambattista
Parascandolo: Neural Symbolic Regression that Scales, 2021. https://arxiv.org/
abs/2106.06427.

Sahoo, Subham, Christoph Lampert e Georg Martius: Learning Equations for Ex-
trapolation and Control. Em Dy, Jennifer e Andreas Krause (editores): Proceedings
of the 35th International Conference on Machine Learning, volume 80 de Procee-
dings of Machine Learning Research, paginas 4442-4450. PMLR, 10-15 Jul 2018.
https://proceedings.mlr.press/v80/sahool8a.html.

Heuristic and Evolutionary Algorithms Laboratory (HEAL): HeuristicLab. https:
//dev.heuristiclab.com/trac.fcgi/, 2009. Acesso em 10/11/2025.

Keren, Liron Simon, Alex Liberzon e Teddy Lazebnik: A computational framework
for physics-informed symbolic regression with straightforward integration of domain
knowledge. Scientific Reports, 13(1), janeiro 2023, ISSN 2045-2322. http://dx.
doi.org/10.1038/s41598-023-28328-2.

Landajuela, Mikel, Chak Shing Lee, Jiachen Yang, Ruben Glatt, Claudio P Santi-
ago, Ignacio Aravena, Terrell Mundhenk, Garrett Mulcahy e Brenden K Petersen:
A Unified Framework for Deep Symbolic Regression. Em Koyejo, S., S. Mohamed,
A. Agarwal, D. Belgrave, K. Cho e A. Oh (editores): Advances in Neural Infor-
mation Processing Systems, volume 35, paginas 33985-33998. Curran Associates,
Inc., 2022. https://proceedings.neurips.cc/paper_files/paper/2022/file/
dbcab8f35bddc6e4003b2dd80e42£838-Paper-Conference. pdf.



97

71

[72]

73]

[74]

[75]

[76]

7]

78]

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

Shojaee, Parshin, Kazem Meidani, Amir Barati Farimani e Chandan K. Reddy:
Transformer-based Planning for Symbolic Regression, 2023. https://arxiv.org/
abs/2303.06833.

Zhang, Hengzhe, Aimin Zhou, Hong Qian e Hu Zhang: PS-Tree: A piecewise sym-
bolic regression tree. Swarm and Evolutionary Computation, 71:101061, 2022.

Kartelj, Aleksandar e Marko Djukanovi¢: RILS-ROLS: robust symbolic regression
via iterated local search and ordinary least squares. Journal of Big Data, 10(1):71,
2023, ISSN 2196-1115. https://doi.org/10.1186/s40537-023-00743-2.

Brolgs, Kevin René, Meera Vieira Machado, Chris Cave, Jaan Kasak, Valdemar
Stentoft-Hansen, Victor Galindo Batanero, Tom Jelen e Casper Wilstrup: An Ap-
proach to Symbolic Regression Using Feyn, 2021. https://arxiv.org/abs/2104.
05417.

Jin, Ying, Weilin Fu, Jian Kang, Jiadong Guo e Jian Guo: Bayesian Symbolic
Regression, 2020. https://arxiv.org/abs/1910.08892.

McConaghy, Trent: FFX: Fast, Scalable, Deterministic Symbolic Regression
Technology, paginas 235-260.  Springer New York, New York, NY, 2011,
ISBN 978-1-4614-1770-5. https://doi.org/10.1007/978-1-4614-1770-5_13.

d’Ascoli, Stéphane, Séren Becker, Alexander Mathis, Philippe Schwaller e Niki Kil-
bertus: ODEFormer: Symbolic Regression of Dynamical Systems with Transformers,
2023. https://arxiv.org/abs/2310.05573.

Brence, Jure, Ljupco Todorovski e Saso Dzeroski: Probabilistic grammars for equa-
tion discovery. Knowledge-Based Systems, 224:107077, 2021, ISSN 0950-7051.
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0950705121003403.

Udrescu, Silviu Marian e Max Tegmark: Al Feynman: a Physics-Inspired Method
for Symbolic Regression, 2020. https://arxiv.org/abs/1905.11481.

Vastl, Martin, Jonas Kulhének, Jifi Kubalik, Erik Derner e Robert Babuska: Sym-
Former: End-to-end symbolic regression using transformer-based architecture, 2022.
https://arxiv.org/abs/2205.15764.

Grayeli, Arya, Atharva Sehgal, Omar Costilla-Reyes, Miles Cranmer e Swarat
Chaudhuri: Symbolic Regression with a Learned Concept Library, 2024. https:
//arxiv.org/abs/2409.09359.

OpenAl: ChatGPT (Version 3.5) [Large language model]. https://chat.openai.
com, 2023. Acesso em 10/11,/2025.

Grattafiori, Aaron et al.: The Llama 3 Herd of Models, 2024. https://arxiv.org/
abs/2407.21783.

Kammerer, Lukas, Gabriel Kronberger, Bogdan Burlacu, Stephan M. Winkler, Mi-
chael Kommenda e Michael Affenzeller: Symbolic Regression by Ezhaustive Search:
Reducing the Search Space Using Syntactical Constraints and Efficient Semantic
Structure Deduplication, paginas 79-99. Springer International Publishing, Cham,
2020, ISBN 978-3-030-39958-0. https://doi.org/10.1007/978-3-030-39958-0_
5.



98

[85]

[86]

[87]

88

[89]

190]

191

192]

193]

[94]

[95]

196]

197]

Bartlett, Deaglan J., Harry Desmond e Pedro G. Ferreira: Ezhaustive Symbolic
Regression. IEEE Transactions on Evolutionary Computation, 28(4):950-964, 2024.

Cava, William La e Joseph D. Romano: Brush: An Interpretable Machine Learning
Library for Training Symbolic Models. https://cavalab.org/brush/, 2025. Acesso
em 10/11/2025.

La Cava, William, Thomas Helmuth, Lee Spector e Jason H. Moore: A Proba-
bilistic and Multi-Objective Analysis of Lexicase Selection and e-Lexicase Selec-
tion. Evolutionary Computation, 27(3):377-402, setembro 2019, ISSN 1063-6560.
https://doi.org/10.1162/evco_a_00224.

Cava, William La, Tilak Raj Singh, James Taggart, Srinivas Suri e Jason Moore:
Learning concise representations for regression by evolving networks of trees. Em In-
ternational Conference on Learning Representations, 2019. https://openreview.
net/forum?id=Hke- JhA9Y7.

Virgolin, M., T. Alderliesten, C. Witteveen e P. A. N. Bosman: Improving Model-
Based Genetic Programming for Symbolic Regression of Small Expressions. Evolu-
tionary Computation, 29(2):211-237, junho 2021, ISSN 1063-6560. https://doi.
org/10.1162/evco_a_00278.

Zhang, Hengzhe, Aimin Zhou, Qi Chen, Bing Xue e Mengjie Zhang: SR-Forest:
A Genetic Programming-Based Heterogeneous Ensemble Learning Method. TIEEE
Transactions on Evolutionary Computation, 28(5):1484-1498, 2024.

Haut, Nathan, Wolfgang Banzhaf e Bill Punch: Active Learning Improves Perfor-
mance on Symbolic Regression Tasks in StackGP. Em Proceedings of the Genetic
and Evolutionary Computation Conference (GECCO), paginas 1011-1019, 2022.
https://doi.org/10.1145/3520304.3528941.

Valipour, Mojtaba, Bowen You, Maysum Panju e Ali Ghodsi: SymbolicGPT: A
Generative Transformer Model for Symbolic Regression, 2021. https://arxiv.
org/abs/2106.14131.

Shojaee, Parshin, Kazem Meidani, Shashank Gupta, Amir Barati Farimani e Chan-
dan K Reddy: LLM-SR: Scientific Equation Discovery via Programming with Large
Language Models, 2025. https://arxiv.org/abs/2404.18400.

Kepler, J. e A F.W. Sommer: Harmonices Mundi (1619). Editiones Neolatinae.
Selbstverl. Sommer, 2005, ISBN 9783902484963.

Brum, Beatriz R., Luiza Lober, Isolde Previdelli e Francisco A. Rodrigues: Dis-
covering equations from data: symbolic regression in dynamical systems, 2025.
https://arxiv.org/abs/2508.20257.

Brunton, Steve: Python Symbolic Regression (PySR) [Physics Informed Machine
Learning/. YouTube, 2024. https://www.youtube.com/watch?v=df43V40jMVs,
Acesso em 10/11/2025.

Norvig, Peter e Stuart Russell: Inteligéncia Artificial: Uma Abordagem Moderna.
Elsevier, Rio de Janeiro, 32 edi¢ao, 2013, ISBN 978-8535237016.



99

98]

[99]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

[107]

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

Franca, Fabricio Olivetti de e Gabriel Kronberger: Improving Genetic Programming
for Symbolic Regression with Equality Graphs, 2025. https://arxiv.org/abs/
2501.17848.

Scherk, Michael e Boyuan Chen: SymMatika: Structure-Aware Symbolic Discovery,
2025. https://arxiv.org/abs/2507.03110.

Cranmer, Miles et al.: DynamicExpressions.jl: Ridiculously fast symbolic expres-
sions, 2025. https://github.com/SymbolicML/DynamicExpressions.jl, Acesso
em 10/11/2025.

Darwin, Charles: On the Origin of Species by Means of Natural Selection, or the
Preservation of Favoured Races in the Struggle for Life. John Murray, London,
1859.

De Jong, Kenneth A.: Evolutionary Computation: A Unified Approach. MIT Press,
Cambridge, MA, USA, 2016, ISBN 0262529602.

Gabriel, Paulo Henrique Ribeiro e Alexandre Claudio Botazzo Delbem: Fundamen-
tos de algoritmos evolutivos. ICMC-USP, Sao Carlos, 2008.

Fogel, Lawrence J.: Autonomous Automata. Industrial Research, 4(2):14-19, 1962.

Rechenberg, Ingo: Cybernetic Solution Path of an Experimental Problem. Relatoério
Técnico 1122, Royal Aircraft Establishment, Farnborough, UK, 1965.

Schwefel, Hans Paul: Evolutionsstrategie und numerische Optimierung. Tese de
Doutoramento, janeiro 1975, ISBN 978-3-7643-0876-6.

Koza, John R.: Hierarchical Genetic Algorithms Operating on Populations of Com-
puter Programs. Em Proceedings of the 11th International Joint Conference on
Artificial Intelligence, paginas 185-234, San Mateo, CA, 1989. Morgan Kaufmann.

Yu, Xinjie e Mitsuo Gen: Introduction to Evolutionary Algorithms. Decision Engi-
neering. Springer, London, 12 edicao, 2010, ISBN 978-1-84996-128-8.

Michalewicz, Zbigniew e David B. Fogel: How to Solve It: Modern Heuristics. Sprin-
ger, Berlin, Heidelberg, 22 edicao, 2006, ISBN 978-3-7908-1771-3.

Eiben, A.E. e J.E. Smith: Introduction to Evolutionary Computing. Springer, Berlin,
Heidelberg, 22 edicao, 2015, ISBN 978-3-662-44874-8.

Atkinson, Steven, Waad Subber, Liping Wang, Genghis Khan, Philippe Hawi e
Roger Ghanem: Data-driven discovery of free-form governing differential equations,
2019. https://arxiv.org/abs/1910.05117.

Grefenstette, John J.: Optimization of Control Parameters for Genetic Algorithms.
[EEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics, 16(1):122-128, 1986.

Hassanat, Ahmad, Khalid Almohammadi, Esra’a Alkafaween, Eman Abunawas,
Awni Hammouri e V. B. Surya Prasath: Choosing Mutation and Crossover Ratios
for Genetic Algorithms—A Review with a New Dynamic Approach. Information,
10(12), 2019, ISSN 2078-2489. https://www.mdpi.com/2078-2489/10/12/390.



100

[114] Cormen, Thomas H., Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest e Clifford Stein:
Introduction to Algorithms, Third FEdition. The MIT Press, 3rd edigao, 2009,
ISBN 0262033844.

[115] Knuth, Donald E.. The Art of Computer Programming, Volume 4A: Combi-
natorial Algorithms, Part 1. Addison-Wesley Professional, Boston, MA, 2011,
ISBN 9780201896831.

[116] Nocedal, Jorge e Stephen J. Wright: Numerical Optimization. Springer, New York,
NY, 22 edigao, 2006, ISBN 978-0-387-30303-1.

[117] Mogensen, Patrick Kofod e Asbjgrn Nilsen Riseth: Optim: A mathematical optimi-
zation package for Julia. Journal of Open Source Software, 3(24):615, 2018.

[118] Kommenda, Michael, Michael Affenzeller, Gabriel Kronberger, Bogdan Burlacu e
Stephan Winkler: Multi-Population Genetic Programming with Data Migration for
Symbolic Regression, paginas 75-87. Springer International Publishing, Cham, 2015,
ISBN 978-3-319-15720-7. https://doi.org/10.1007/978-3-319-15720-7_6.

[119] Kommenda, Michael, Michael Affenzeller, Bogdan Burlacu, Gabriel Kronberger e
Stephan M. Winkler: Genetic programming with data migration for symbolic re-
gression. Em Proceedings of the Companion Publication of the 2014 Annual Con-
ference on Genetic and FEvolutionary Computation, GECCO Comp ’14, pagina
1361-1366, New York, NY, USA, 2014. Association for Computing Machinery,
ISBN 9781450328814. https://doi.org/10.1145/2598394 . 2609857.

[120] Xu, Haoran, Kenton Murray, Philipp Koehn, Hieu Hoang, Akiko Eriguchi e Huda
Khayrallah: X-ALMA: Plug and Play Modules and Adaptive Rejection for Quality
Translation at Scale, 2025. https://arxiv.org/abs/2410.03115.

[121] OpenAl: GPT-4 Technical Report, 2024. https://arxiv.org/abs/2303.08774.

[122] Devlin, Jacob, Ming Wei Chang, Kenton Lee e Kristina Toutanova: BERT: Pre-
training of Deep Bidirectional Transformers for Language Understanding, 2019.
https://arxiv.org/abs/1810.04805.

[123] Touvron, Hugo, Thibaut Lavril, Gautier Izacard, Xavier Martinet, Marie Anne
Lachaux, Timothée Lacroix, Baptiste Roziére, Naman Goyal, Eric Hambro, Faisal
Azhar, Aurelien Rodriguez, Armand Joulin, Edouard Grave e Guillaume Lample:
LLaMA: Open and Efficient Foundation Language Models, 2023. https://arxiv.
org/abs/2302.13971.

[124] Guo, Daya et al.: DeepSeek-R1 incentivizes reasoning in LLMs through reinforce-
ment learning. Nature, 645(8081):633-638, 2025, ISSN 1476-4687. http://dx.doi.
org/10.1038/s41586-025-09422-z.

[125] Ning,  Emma, Nathan Yan, Jeffrey Zhu e Jason Li: Micro-
soft  open  sources  breakthrough  optimizations  for  transformer  in-
ference on GPU and CPU. Microsoft Open Source Blog, ja-
neiro  2020. https://opensource.microsoft.com/blog/2020/01/21/
microsoft-onnx-open-source-optimizations-transformer-inference-gpu-cpu/,
Acesso em 14/03/2026.



101

[126]

[127]

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

[133]

[134]

[135]

[136]

[137]

138

[139]

Bahdanau, Dzmitry, Kyunghyun Cho e Yoshua Bengio: Neural Machine Translation
by Jointly Learning to Align and Translate. Em 3rd International Conference on Le-
arning Representations (ICLR 2015), 2015. https://arxiv.org/abs/1409.0473.

Rumelhart, David E., Geoffrey E. Hinton e Ronald J. Williams: Learning representa-
tions by back-propagating errors. Nature, 323(6088):533-536, 1986, ISSN 1476-4687.
https://doi.org/10.1038/323533a0.

Cho, Kyunghyun, Bart van Merrienboer, Caglar Gulcehre, Dzmitry Bahdanau,
Fethi Bougares, Holger Schwenk e Yoshua Bengio: Learning Phrase Represen-
tations using RNN Encoder-Decoder for Statistical Machine Translation, 2014.
https://arxiv.org/abs/1406.1078.

Sutskever, Ilya, Oriol Vinyals e Quoc V. Le: Sequence to Sequence Learning with
Neural Networks, 2014. https://arxiv.org/abs/1409.3215.

Zhang, Aston, Zachary C. Lipton, Mu Li e Alexander J. Smola: Dive into Deep
Learning. arXiv preprint arXiv:2106.11342, 2021.

Kim, Yoon, Yacine Jernite, David Sontag e Alexander M. Rush: Character-Aware
Neural Language Models, 2015. https://arxiv.org/abs/1508.06615.

Hochreiter, Sepp e Jiirgen Schmidhuber: Long Short-Term Memory. Neural Com-
putation, 9(8):1735-1780, novembro 1997.

Zeiler, Matthew D.: ADADELTA: An Adaptive Learning Rate Method, 2012. https:
//arxiv.org/abs/1212.5701.

Stanford Online: Stanford CS224N: NLP with Deep Learning | 2023 | Lecture
§ - Self-Attention and Transformers. YouTube, 2023. https://www.youtube.
com/watch?v=LWMzyfvuehA, Aula da disciplina CS224N: Natural Language Proces-
sing with Deep Learning, Stanford University, https://web.stanford.edu/class/
cs224n/. Acesso em 13/03/2026.

Silberschatz, Abraham, Henry F. Korth e S. Sudarshan: Sistema de Banco de Dados.
Elsevier/Campus, Rio de Janeiro, 62 edigao, 2012, ISBN 978-8535245356.

He, Kaiming, Xiangyu Zhang, Shaoqing Ren e Jian Sun: Deep Residual Learning
for Image Recognition, 2015. https://arxiv.org/abs/1512.03385.

Ba, Jimmy Lei, Jamie Ryan Kiros e Geoffrey E. Hinton: Layer Normalization, 2016.
https://arxiv.org/abs/1607.06450.

Sennrich, Rico, Barry Haddow e Alexandra Birch: Neural Machine Translation of
Rare Words with Subword Units, 2016. https://arxiv.org/abs/1508.07909.

Wu, Yonghui, Mike Schuster, Zhifeng Chen, Quoc V. Le, Mohammad Norouzi, Wolf-
gang Macherey, Maxim Krikun, Yuan Cao, Qin Gao, Klaus Macherey, Jeff Klingner,
Apurva Shah, Melvin Johnson, Xiaobing Liu, Lukasz Kaiser, Stephan Gouws, Yoshi-
kiyo Kato, Taku Kudo, Hideto Kazawa, Keith Stevens, George Kurian, Nishant Pa-
til, Wei Wang, Cliff Young, Jason Smith, Jason Riesa, Alex Rudnick, Oriol Vinyals,
Greg Corrado, Macduff Hughes e Jeffrey Dean: Google’s Neural Machine Trans-
lation System: Bridging the Gap between Human and Machine Translation, 2016.
https://arxiv.org/abs/1609.08144.



102

[140]

141

[142]

143

[144]

[145]

[146]

[147]

148

[149]

[150]

Shojaee, Parshin, Ngoc Hieu Nguyen, Kazem Meidani, Amir Barati Farimani, Khoa
D Doan e Chandan K Reddy: LLM-SRBench: A New Benchmark for Scientific
Equation Discovery with Large Language Models, 2025. https://arxiv.org/abs/
2504.10415.

Knuth, Donald E.: The Art of Computer Programming, Volume 2: Seminume-
rical Algorithms. Addison-Wesley Professional, Reading, MA, 32 edigao, 1997,
ISBN 978-0201896848.

Charton, Frangois: Linear algebra with transformers, 2022. https://arxiv.org/
abs/2112.01898.

Pedregosa, F., G. Varoquaux, A. Gramfort, V. Michel, B. Thirion, O. Grisel, M.
Blondel, P. Prettenhofer, R. Weiss, V. Dubourg, J. Vanderplas, A. Passos, D. Cour-

napeau, M. Brucher, M. Perrot e E. Duchesnay: Scikit-learn: Machine Learning in
Python. Journal of Machine Learning Research, 12:2825-2830, 2011.

Lample, Guillaume e Frangois Charton: Deep Learning for Symbolic Mathematics.
ArXiv, abs/1912.01412, 2019. https://api.semanticscholar.org/CorpusID:
208547770.

Deng, Jia, Wei Dong, Richard Socher, Li Jia Li, Kai Li e Li Fei-Fei: ImageNet: A
large-scale hierarchical image database. Em 2009 IEEE Conference on Computer
Vision and Pattern Recognition, paginas 248-255, 2009.

Everingham, Mark, Luc Van Gool, Christopher K. I. Williams, John Winn e Andrew
Zisserman: The PASCAL Visual Object Classes (VOC) Challenge. International
Journal of Computer Vision, 88(2):303-338, 2010.

Lin, Tsung Yi, Michael Maire, Serge Belongie, James Hays, Pietro Perona, Deva
Ramanan, Piotr Dollar e C. Lawrence Zitnick: Microsoft COCO: Common Objects
in Context. Em European Conference on Computer Vision (ECCV), paginas 740—
755. Springer, 2014.

McDermott, James, David R. White, Sean Luke, Luca Manzoni, Mauro Cas-
telli, Leonardo Vanneschi, Wojciech Jaskowski, Krzysztof Krawiec, Robin Harper,
Kenneth De Jong e Una May O’Reilly: Genetic programming needs better bench-
marks. Em Proceedings of the 14th Annual Conference on Genetic and Evolutionary
Computation, GECCO ’12, pagina 791-798, New York, NY, USA, 2012. Associa-
tion for Computing Machinery, ISBN 9781450311779. https://doi.org/10.1145/
2330163.2330273.

White, David R., James McDermott, Mauro Castelli, Luca Manzoni, Brian W.
Goldman, Gabriel Kronberger, Wojciech Jaskowski, Una May O’Reilly e Sean Luke:
Better GP benchmarks: community survey results and proposals. Genetic Program-
ming and Evolvable Machines, 14(1):3-29, 2013.

Abadi, Martin, Ashish Agarwal, Paul Barham, Eugene Brevdo, Zhifeng Chen, Craig
Citro, Greg S. Corrado, Andy Davis, Jeffrey Dean, Matthieu Devin, Sanjay Ghe-
mawat, lan Goodfellow, Andrew Harp, Geoffrey Irving, Michael Isard, Yangqing
Jia, Rafal Jozefowicz, Lukasz Kaiser, Manjunath Kudlur, Josh Levenberg, Dande-
lion Mané, Rajat Monga, Sherry Moore, Derek Murray, Chris Olah, Mike Schus-
ter, Jonathon Shlens, Benoit Steiner, Ilya Sutskever, Kunal Talwar, Paul Tuc-
ker, Vincent Vanhoucke, Vijay Vasudevan, Fernanda Viégas, Oriol Vinyals, Pete



103

[151]

[152]

[153]

[154]

[155]

[156]

[157]

[158]

[159]

Warden, Martin Wattenberg, Martin Wicke, Yuan Yu e Xiaoqiang Zheng: Ten-
sorFlow: Large-Scale Machine Learning on Heterogeneous Systems, 2015. https:
//www.tensorflow.org/, Software available from tensorflow.org.

Paszke, Adam, Sam Gross, Francisco Massa, Adam Lerer, James Bradbury, Gre-
gory Chanan, Trevor Killeen, Zeming Lin, Natalia Gimelshein, Luca Antiga, Alban
Desmaison, Andreas Kopf, Edward Yang, Zach DeVito, Martin Raison, Alykhan
Tejani, Sasank Chilamkurthy, Benoit Steiner, Lu Fang, Junjie Bai e Soumith Chin-
tala: PyTorch: An Imperative Style, High-Performance Deep Learning Library, 2019.
https://arxiv.org/abs/1912.01703.

Feldt, Robert, Michael O’Neill, Conor Ryan, Peter Nordin e William B. Lang-
don: GP-Beagle: A Benchmarking Problem Repository for the Genetic Program-
ming Community. Em Whitley, Darrell (editor): Late Breaking Papers at the 2000
Genetic and Evolutionary Computation Conference (GECCO), paginas 90-97, Las
Vegas, Nevada, USA, 2000.

Meurer, Aaron, Christopher P. Smith, Mateusz Paprocki, Ondrej Certik, Sergey B.
Kirpichev, Matthew Rocklin, AMiT Kumar, Sergiu Ivanov, Jason K. Moore, Sartaj
Singh, Thilina Rathnayake, Sean Vig, Brian E. Granger, Richard P. Muller, Fran-
cesco Bonazzi, Harsh Gupta, Shivam Vats, Fredrik Johansson, Fabian Pedregosa,
Matthew J. Curry, Andy R. Terrel, Stépém Roucka, Ashutosh Saboo, Isuru Fer-
nando, Sumith Kulal, Robert Cimrman e Anthony Scopatz: SymPy: symbolic com-
puting in Python. PeerJ Computer Science, 3:¢103, janeiro 2017, ISSN 2376-5992.
https://doi.org/10.7717/peerj-cs.103.

Olson, Randal S., William La Cava, Patryk Orzechowski, Ryan J. Urbanowicz e
Jason H. Moore: PMLB: A Large Benchmark Suite for Machine Learning Fvaluation
and Comparison, 2017. https://arxiv.org/abs/1703.00512.

Strogatz, Steven H.: Nonlinear Dynamics and Chaos: With Applications to Phy-
sics, Biology, Chemistry, and Engineering. Studies in Nonlinearity. Westview Press,
Boulder, CO, 22 edicao, 2014, ISBN 978-0813349107.

MacQueen, James: Some Methods for Classification and Analysis of Multivariate
Observations. Em Le Cam, Lucien M. e Jerzy Neyman (editores): Proceedings of
the Fifth Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability, Volume
1: Statistics, paginas 281-297, Berkeley, CA, 1967. University of California Press.

Maaten, Laurens van der e Geoffrey Hinton: Visualizing Data using t-SNE. Journal
of Machine Learning Research, 9:2579-2605, 2008.

Russeil, Etienne, Fabricio Olivetti de Franca, Konstantin Malanchev, Bogdan Bur-
lacu, Emille Ishida, Marion Leroux, Clément Michelin, Guillaume Moinard e Em-
manuel Gangler: Multiview Symbolic Regression. Em Proceedings of the Genetic
and FEvolutionary Computation Conference, GECCO 24, péagina 961-970, New
York, NY, USA, 2024. Association for Computing Machinery, ISBN 9798400704949.
https://doi.org/10.1145/3638529.3654087.

Hall, Mark, Eibe Frank, Geoffrey Holmes, Bernhard Pfahringer, Peter Reutemann
e Tan H. Witten: The WEKA Data Mining Software: An Update. SIGKDD Explo-
rations, 11(1):10-18, 2009.



104

160

[161]

[162]

163

[164]

[165]

[166]

[167]

168

[169)]

[170]

[171]

[172]

[173]

[174]

175

Cardoso, Jaime S. e Ricardo Sousa: Measuring the Performance of Ordinal Clas-
sification. International Journal of Pattern Recognition and Artificial Intelligence,
25(8):1173-1195, 2011.

Hand, D. J., F. Daly, A. D. Lunn, K. J. McConway e E. Ostrowski: A Handbook of
Small Data Sets. Chapman & Hall, London, 1994.

Hosmer, David W., Stanley Lemeshow e Rodney X. Sturdivant: Applied Logistic
Regression. Wiley Series in Probability and Statistics. John Wiley & Sons, Hoboken,
NJ, 32 edicao, 2013, ISBN 978-0470582473.

Simonoff, Jeffrey S.: Smoothing Methods in Statistics. Springer Series in Statistics.
Springer-Verlag, New York, 1996, ISBN 978-0387947167.

Miller, A. J., D. E. Shaw, L. G. Veitch e E. J. Smith: Analyzing the results of a
cloud-seeding experiment in Tasmania. Communications in Statistics - Theory and
Methods, 8(10):1017-1047, 1979.

Aldrin, Magne: Improved predictions penalizing both slope and curvature in ad-
ditive models. ~ Computational Statistics and Data Analysis, 50(2):267-284,
2006, ISSN 0167-9473.  https://www.sciencedirect.com/science/article/
pii/S0167947304002476.

Simonoff, Jeffrey S.: Analyzing Categorical Data. Springer Texts in Statistics. Sprin-
ger, New York, 2003, ISBN 978-0387007496.

Friedman, Jerome H.: Multivariate Adaptive Regression Splines. The Annals of
Statistics, 19(1):1-67, 1991.

Bruntz, S. M., W. S. Cleveland, T. E. Graedel, B. Kleiner e J. L. Warner: Ozone
Concentrations in New Jersey and New York: Statistical Association with Related
Variables. Science, 186(4160):257-259, outubro 1974.

Chambers, John M., William S. Cleveland, Beat Kleiner e Paul A. Tukey: Graphical
Methods for Data Analysis. Wadsworth, Belmont, CA, 1983, ISBN 978-0534980528.

Bonnet, Charles: Contemplation de la nature, volume 2. Marc-Michel Rey, Amster-
dam, 1764. https://books.google.com/books?id=Sm8GAAAAQAAJ.

Hubble, Edwin: A Relation between Distance and Radial Velocity among FExtra-
Galactic Nebulae. Proceedings of the National Academy of Sciences, 15(3):168-173,
margo 1929.

Clapeyron, Emile: Mémoire sur la puissance motrice de la chalewr. Journal de
I'Ecole Polytechnique, 14:153-190, 1834.

Leavitt, Henrietta S. e Edward C. Pickering: Periods of 25 Variable Stars in the
Small Magellanic Cloud. Harvard College Observatory Circular, 173:1-3, marco
1912.

Newton, Isaac: Philosophice Naturalis Principia Mathematica. Jussu Societatis Re-
gize ac Typis Joseph Streater, London, England, 1687.

Planck, Max: The Theory of Heat Radiation. P. Blakiston’s Son & Co., Philadelphia,
22 edicao, 1914. Translated by Morton Masius.



105

[176]

177]

[178]

[179]

[180]

[181]

[182]

[183]

[184]

[185]

[186]

[187]

Rydberg, Johannes R.: Recherches sur la constitution des spectres d’émission des
éléments chimiques. Kongliga Svenska Vetenskaps-Akademiens Handlingar, 23(11),
1889.

Press, William H. e Paul Schechter: Formation of Galaxies and Clusters of Galaxies
by Self-Similar Gravitational Condensation. The Astrophysical Journal, 187:425-
438, fevereiro 1974.

Tully, R. B. e J. R. Fisher: A New Method of Determining Distances to Galazies.
Astronomy and Astrophysics, 54(3):661-673, fevereiro 1977.

Matsubara, Yoshitomo, Naoya Chiba, Ryo Igarashi e Yoshitaka Ushiku: Rethinking
Symbolic Regression Datasets and Benchmarks for Scientific Discovery. Journal of
Data-centric Machine Learning Research, 2024. https://openreview.net/forum?
id=qrUdrXsiXX.

Xu, Yilong, Kai Ruan, Mengzhen Liu e Hao Sun: GeoBench: A new benchmark on
Symbolic Regression with Geometric Expressions, 2025. https://openreview.net/
forum?id=TqzNI4v9DT.

Franca, Fabricio Olivetti de, Marco Virgolin, Michael Kommenda, M. S. Majumder,
Miles Cranmer, Guilherme Espada, Leon Ingelse, Alcides Fonseca, Mikel Landaju-
ela, Brenden Petersen, Ruben Glatt, Nathan Mundhenk, Chak Shing Lee, Jacob D.
Hochhalter, David L. Randall, Pierre Alexandre Kamienny, Hengzhe Zhang, Grant
Dick, Andrew Simon, Bogdan Burlacu, Jaan Kasak, Meera Machado, Casper Wils-
trup e William G. La Cava: SRBench++: Principled Benchmarking of Symbolic
Regression with Domain-Ezpert Interpretation. IEEE Transactions on Evolutionary
Computation, 29(4):1127-1134, agosto 2025.

Mens, Tom e Alexandre Decan: An Overview and Catalogue of Dependency Challen-
ges in Open Source Software Package Registries, 2024. https://arxiv.org/abs/
2409.18884.

Schueller, William e Johannes Wachs: Modeling interconnected social and technical
risks in open source software ecosystems. Collective Intelligence, 3(1), 2024.

Schueller, William, Johannes Wachs, Vito D. P. Servedio, Stefan Thurner e Vit-
torio Loreto: FEwvolving collaboration, dependencies, and use in the Rust Open
Source Software ecosystem. Scientific Data, 9(1), novembro 2022, ISSN 2052-4463.
http://dx.doi.org/10.1038/s41597-022-01819-z.

Dolan, Elizabeth D. e Jorge J. Moré: Benchmarking Optimization Software with
Performance Profiles, 2004. https://arxiv.org/abs/cs/0102001.

Alrashidi, Huda, Fadi N. Sibai, Abdullah Abonamah, Mufreh Alrashidi e Ah-
mad Alsaber: PM2.5: Air Quality Index Prediction Using Machine Learning: Evi-
dence from Kuwait’s Air Quality Monitoring Stations. Sustainability, 17(20), 2025,
ISSN 2071-1050. https://www.mdpi.com/2071-1050/17/20/9136.

Sokhi, Ranjeet et al.: Air Quality: Science, Impacts, and Management. Elsevier,
Amsterdam, Netherlands, 12 edicao, 2022, ISBN 978-0-12-822591-2.



106

188

[189)

[190]

[191]

[192]

193]

[194]

[195]

[196]

[197]

198

[199]

200]

Lou, Cairong, Hongyu Liu, Yufeng Li, Yan Peng, Juan Wang e Lingjun Dai:
Relationships of relative humidity with PM2.5 and PM10 in the Yangtze River
Delta, China. Environmental Monitoring and Assessment, 189(11):582, Oct 2017,
ISSN 1573-2959. https://doi.org/10.1007/s10661-017-6281-z.

Lagesse, Brent, Shuoqi Wang, Timothy V. Larson e Amy Ahim Kim: Perfor-
ming indoor PM2.5 prediction with low-cost data and machine learning. Facili-
ties, 40(78):495-514, 2022, ISSN 0263-2772. https://www.sciencedirect.com/
science/article/pii/S0263277222000277.

Yang, Hongmei, Qin Peng, Jun Zhou, Guojun Song e Xinqi Gong: The unidirec-
tional causality influence of factors on PM2.5 in Shenyang city of China. Scienti-
fic Reports, 10(1):8403, May 2020, ISSN 2045-2322. https://doi.org/10.1038/
s41598-020-65391-5.

Oke, T. R., G. Mills, A. Christen e J. A. Voogt: Urban Climates. Cambridge
University Press, 2017.

California Air Resources Board: [Inhalable Particulate Matter and He-
alth  (PM2.5 and PM10), n.d. https://ww2.arb.ca.gov/resources/
inhalable-particulate-matter-and-health, Acesso em 01/10/2025.

Xing, Yu Fei, Yue Hua Xu, Min Hua Shi e Yi Xin Lian: The impact of PM2.5 on
the human respiratory system. Journal of Thoracic Disease, 8(1):E69-ET74, janeiro
2016, ISSN 2072-1439. Review.

Companhia Ambiental do Estado de Sao Paulo (CETESB): Qualar — Qualidade do
Ar, n.d. https://cetesb.sp.gov.br/ar/qualar/, Acesso em 01,/10/2025.

Instituto Nacional de Meteorologia (INMET): Tabela de FEstagoes: A701, n.d.
https://tempo.inmet.gov.br/TabelaEstacoes/A701, Acesso em 01/10/2025.

Wallace, John M. e Peter V. Hobbs: 7 - Atmospheric Dynamics. Em Wal-
lace, John M. e Peter V. Hobbs (editores): Atmospheric Science (Second Edi-
tion), paginas 271-311. Academic Press, San Diego, second edition edi¢ao, 2006,
ISBN 978-0-12-732951-2. https://www.sciencedirect.com/science/article/
pii/B9780127329512500120.

Liu, Yansui, Yang Zhou e Jiaxin Lu: Fxploring the relationship between air pollution
and meteorological conditions in China under environmental governance. Scienti-
fic Reports, 10(1):14518, Sep 2020, ISSN 2045-2322. https://doi.org/10.1038/
s41598-020-71338-7.

Albuquerque, Tatiana et al.: Analysis of PM2.5 concentrations under pollutant emis-
sion control strategies in the metropolitan area of Sao Paulo, Brazil. Environmental
Science and Pollution Research International, 26(32):33216-33227, novembro 2019,
ISSN 0944-1344. Epub 2019 Sep 13.

CETESB - Companhia Ambiental do Estado de Sao Paulo: Qualidade do ar no es-
tado de Sao Paulo 2014. CETESB, Sao Paulo, Brazil, 2015. https://repositorio.
cetesb.sp.gov.br/handle/123456789/2285, Série Relatorios.

Derryberry, DeWayne R.: Basic Data Analysis for Time Series with R. Wiley,
Hoboken, NJ, 12 edigao, 2014, ISBN 978-1-118-42254-0.



107

[201] Maslej, Nestor, Loredana Fattorini, Raymond Perrault et al.: The Al Index 2025
Annual Report. Relatério Técnico, Stanford Institute for Human-Centered Arti-
ficial Intelligence (HAI), Stanford University, Stanford, CA, 2025. https://hai.
stanford.edu/ai-index/2025-ai-index-report.



