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Resumo

Neste projeto tratamos da Geometria Projetiva advinda da generalizacao da Ge-
ometria Afim do Plano Euclidiano. Estabelecemos um Sistema Axiomatico para a
Geometria Projetiva e provamos resultados de sustentabilidade para esta geometria,
sobretudo resultados sobre Perspectivas e Proje¢oes. Também exploramos Conicas
dentro deste contexto.

O principal livro usado como referéncia deste trabalho foi [1] de Judith Cederberg

e como textos auxiliares consultaremos [2] e [3].

Palavras-chave: Geometria, Geometria Projetiva, Perspectivas e Projecoes.



Abstract

This project dealt with the Projective Geometry arising from the generalization of
the Affine Geometry of the FEuclidean Plane. FEstablished an Axiomatic System for
Projective Geometry and prove sustainability outcomes for this geometry, particularly

on results Prospects and Projections. We also explored conics within this context.

Keywords: Geometry, Projective Geometry, Perspectivities and Projectivities.
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1 Introducao

Do ponto de vista analitico de Klein a definicao de geometria projetiva é a gene-
ralizagao logica da geometria afim. Na geometria afim, por sua vez, todas as transfor-
magoes que preservam o paralelismo e a razao entre segmentos paralelos sao chamadas
transformacoes afins. Muitas vezes, dizemos ainda que as transformacoes afins preser-
vam as propriedades que sao mantidas numa projecao paralela de um plano sobre o
outro. A geometria projetiva é capaz de generalizar afinidades colineares, a transfor-
macao que define essa geometria. O conjunto de pontos contido no plano euclidiano
deve ser ampliado para incluir pontos além de uma linha, a linha muitas vezes referida
como linha ideal.

Ao invés de complicar a geometria, estes novos pontos ideais simplificam a geometria
projetiva e dao a propriedade tao desejada de dualidade. Uma diferenga fundamental
da Geometria Projetiva para a Geometria Euclidiana/ Afim é que ndo é mais necessario
distinguir as se¢oes conicas entre circulos, elipses, pardabolas e hipérboles ou diferenciar
as retas paralelas das nao paralelas. Nesta Geometria, qualquer par de retas distintas
¢ incidente em um ponto e por qualquer par de pontos distintos passa-se somente uma
reta. Esta dualidade é uma das suas caracteristicas fundamentais, permitindo associar
a ela uma estrutura simétrica caracterizada pelo principio de dualidade.

Euclides (+ 330 a.C. - 4+ 270 a.C.), primeiro professor de matematica do Museu de
Alexandrina, foi o autor da obra monumental Os FElementos constituida por 13 livros
(capitulos). Seu texto intitulado Optica (Estoichia) foi um dos primeiros trabalhos
escritos sobre perspectivas. A obra nao trata apenas de Geometria, inclui também
resultados de aritmética.

Outros notéaveis do Museu foram o ex aluno Apollonius de Perga (£ 262 a.C. - £
190 a.C.), com o estudo das conicas, e um professor do Museu, Papus de Alexadria
(4 290 - £ 350) que ampliou o trabalho de Euclides com resultados diferentes do que
tinham feito até o momento, demonstrando somente novos teoremas que falavam sobre
axiomas de incidéncia.

A Geometria Projetiva comegou de fato, com a introdugao de percepgao de profun-
didade em pinturas e nos desenhos durante o Renascimento, como uma resposta a busca
por maior realismo nas obras, procurando reproduzir fielmente a "imagem"capturada

pela visao humana, ou seja, obter representacoes realistas de objetos tridimensionais
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Figura 1.1: Euclides.

em duas dimensoes na tela. Por exemplo, ao olharmos para as pistas de uma estrada,
elas parecem se encontrar num ponto. Estes pintores influenciados pela tese de Platao
de que a natureza é matematicamente desenhada, acharam relagoes que puderam ser
usadas para obter perspectivas. Essa interacao da matemaética e arte, a importante
tese de Platao e a influéncia da igreja fazem das origens da geometria projetiva um

episddio fascinante da historia da matematica.

Figura 1.2: Retas paralelas que parecem se encontrar num ponto.

Um dos mais importantes destes artistas, para nao dizer o mais importante, foi
Giotto di Bondone (1266-1337), pintor e arquiteto de Florenga, e considerado o anun-
ciante do Renascimento. Ele revela em suas obras a preocupacao em mostrar a idéia de
tridimensionalidade. Filippo Brunelleschi (1377-1466) entrou para histéria em 1434 ao
concluir a Santa Maria Del Fiori em Florenca, primeira cipula em grandes dimensoes.
Ele redescobriu, com base na geometria, as regras da perspectiva linear, que, conhecidos
por gregos e romanos, ficaram esquecidos durante toda a Idade Média. Restabeleceu
na pratica o conceito de ponto de fuga, e a relacao entre a distancia e a redugao no
tamanho dos objetos.

Na mesma época, Leon Battista Alberti (1405-1472), arquiteto, escritor, pintor e
escultor, escreveu Tratados sobre todas as areas em que atuou, propondo que os artis-

tas buscassem no estudo cientifico, na histéria e na matematica, fundamentos para o
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Figura 1.3: Filippo Bruneleschi.

seu trabalho. Escreveu o primeiro manual sistematizado de perspectiva, apresentando
aos escultores normas de proporgoes humanas ideais. Em um dos tratados, o objetivo
principal de Alberti é precisamente o de estabelecer as bases cientifico-naturalisticas
da pintura, para os quais o contetido objetivamente cientifico da perspectiva é determi-
nante e o que, por si s0, justificava a sua maior qualificacao. Também para Brunelleschi,
a representacao deveria ter um carater racional e geométrico-matematico.

O século XV é um periodo fundamental para o desenvolvimento prético da pers-
pectiva e também para sua teorizagdo. Piero della Francesca (1415-1492), mestre de
matematica do monge franciscano, que além do seu trabalho como pintor, escreve um
tratado dedicado as questoes da perspectiva na pintura, o De prospectiva pingend:.
O tratado tem como elementos essenciais a proporcao e a mensuracao e apresenta
um aspecto didatico importante, pois é acrescido de intimera imagens, desenhos de
projecoes em perspectiva. No livro h& proposi¢oes e demonstragoes no mesmo estilo
de Os Elementos de Euclides, por sua estrutura logica. Em Flagelagio de Cristo, sua

obra mais importante, ele aplica de forma exemplar a teoria descrita em seu tratado.

Figura 1.4: Flagelacao de Cristo.

Com a retomada do livro Os Elementos apareceram muitos resultados formidéaveis
sobre & idéia de incidéncia. Girard Desargues (1591-1661) e Blaise Pascal (1623-1662)
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provaram varias propriedades nao métricas de conicas que eram diferentes daquelas
examinadas por Apolonio ha dezoito séculos.

O matemaético alemao David Hilbert (1862-1943) apresentou um sistema de axiomas
completo para as geometrias euclidianas plana e espacial numa série de conferéncias na
Universidade de Gottingen. Isto dizia que todos os resultados de Os Elementos ficavam
validos assumindo seus postulados. Logo apoés a fixacao dos axiomas de Hilbert, o
matemaético americano Oswal Veblen (1880-1960) estabeleceu os axiomas da Geometria
Projetiva na sua obra Projetive Geometry, junto com John Wesley Young. Hoje em
dia, o inglés H. M. S. Coxeter (1907-19) é considerado o maior gedbmetra sintético.

A relevancia da geometria projetiva para obter as representagoes realistas planas
de objetos tridimensionais esta atualmente fazendo o estudo da geometria projetiva
um pré-requisito para o estudo da computacao grafica. O valor desse pré-requisito esté
se aprimorando, uma vez que a computagao grafica usa a representagao analitica de
pontos e retas por coordenadas homogéneas e a representagao de transformacoes de
matrizes desenvolvidas na geometria projetiva.

Este trabalho tem por objetivo apresentar alguns topicos da Geometria Projetiva
bem como seus elementos, modelo e transformagoes.

A dissertacao inicia-se com a apresentacao dos elementos e o sistema de axiomas
dessa geometria. Em seguida, tratamos do modelo analitico e das transformacoes da
Geometria Projetiva. E por fim encerramos com as verificacoes desse sistema axio-
matico em nosso modelo analitico.

Observamos ainda que, embora tratamos do Plano Projetivo, as figuras foram feitas
no Plano Euclidiano, em prol de um melhor entendimento dos objetos abordados.

Por fim, os resultados chamados de dual ao outro resultado significa que este ainda
é valido e a demonstracao ¢ analoga, bastando trocar a palavra "ponto"pela palavra

"reta"e vice-versa.



2 Elementos da Geometria Projetiva

No que segue apresentamos os elementos da Geometria Projetiva sobre os quais

baseamos este trabalho.

2.1 Sistema Axiomatico

Para estabelecer o sistema axiomatico é preciso primeiramente elucidar os objetos
centrais da geometria projetiva. Observamos que neste momento apenas apresentare-
mos as defini¢oes necessérias para enunciarmos o sistema axiomatico para a geometria
projetiva.

Entretanto na secao 2.3 exploraremos resultados concernentes a estes os quais pro-
porcionarao um melhor entendimento. Iniciamos com a defini¢ao de triangulo que, em-
bora apresentado de um modo diferente da geometria euclidiana, mantém propriedades

semelhantes a definicao classica.

Definicao 2.1. Um tridngulo é um conjunto de trés pontos mao colineares e trés
retas determinadas por estes pontos. Os pontos sao chamados vértices e as retas sao

chamadas de lados do triangulo. (veja figura 2.1)

Figura 2.1: Triangulo.

Definigao 2.2. Os tridngulos N\ ABC e /A A'B'C" sao perpectivos por um ponto se

as trés retas correspondentes aos vértices, AA', BB' e CC" sao concorrentes. Os tridn-

13
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gulos sao perpectivos por uma reta se os trés pontos de interseccao correspondentes
aos lados, AB - A’B', AC' - A’/C", e BC - B'C", sao colineares (veja figura 2.2).

Figura 2.2: Triangulos perspectivos por um ponto e por uma reta.

Definicao 2.3. Quadrdngulo completo é um conjunto de quatro pontos, a cada trés
nao colineares, e as seis retas determinadas por esses quatro pontos. Os pontos sao
chamados de vértices e as retas sao chamadas de lados do quadringulo. Se A, B,C e
D sao os quatro pontos do quadrdangulo, entao AB e CD, AC' e BD, e AD e BC sdo
denominados pares de lados opostos. Os pontos, nos quais, os pares de lados opostos

se interceptam sao chamados de pontos diagonal do quadringulo. (veja figura 2.3)

Figura 2.3: Quadrangulo completo.

Definigao 2.4. (Dual da definicio 2.3) Quadrilateral completo é um conjunto de
quatro retas, a cada trés mao concorrentes, e 0s seis pontos determinados por estas
retas. Os pontos sao chamados vértices e as retas sao chamadas lados do quadrilateral.
Se a,b,c e d sao as quatro retas do quadrilateral, a-b ec-d, a-ceb-d ea-d eb-c sao
denomimados pares de vértices opostos. As retas juntamente com os pares de vértices

opostos sao chamados de retas diagonal do quadrilateral (veja figura 2.4)

Definicao 2.5. O conjunto de retas incidentes sobre um ponto P € chamado um feixe
de retas com centro P (veja figura 2.5); o conjunto de todos os pontos sobre a reta p

¢ chamado um feixe de pontos com eizo p. (veja figura 2.6)
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Figura 2.4: Quadrilateral completo.

Figura 2.5: Feixe de retas.

Figura 2.6: Feixe de pontos.

Definigao 2.6. (a) Uma aplicagao bijetora entre dois feixes de pontos com eizros em
p ep é chamada uma perspectividade se cada reta que une o ponto X sobre p
com o ponto correspondente X' sobre p' € incidente sobre um ponto fixrado O. O

€ chamado de centro da perspectividade. Tal perspectividade € denotada por

0
X A X' (veja figura 2.7)

(b) Uma aplicagao bijetora entre dois feixes de retas com centros em P e P’ é chamada
uma perspectividade se cada ponto de intersecao das retas x e x’, pertencentes
aos feixes envolvidos e incidentes sobre P e P’ respectivamente, pertence a uma

reta fixada a 0. o € chamado o eixo da perspectividade. Tul perspectividade é

denotada por x A x'. (veja figura 2.8)

(c) Uma aplicagao bijetora entre um feixze de pontos com eizo p e um feize de retas com
centro P € chamado uma perspectividade se cada ponto X sobre p € incidente

sobre a reta correspondente x sobre P. Tal perspectividade € denotada por X A x
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ou A X. (veja figura 2.9)

(d) Em cada uma das definigoes acima, dizemos que os feizes de pontos e ou retas

estao relacionadas perspectivamente.

Figura 2.7: Perspectividade entre dois feixes de pontos.
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Figura 2.8: Perspectividade entre dois feixes de reta.

Figura 2.9: Perspectividade entre um feixe de pontos e um feixe de retas.

Definicao 2.7. Uma aplicagio bijetora entre os elementos de dois feixes € chamada
uma projetividade se esta aplicagao € o resultado de uma composi¢ao de um nimero
finito de perspectividades. Quando uma projetividade existe entre dois feives dizemos
que estes feizes estao relacionados projetivamente. Ainda, quando a projetividade tem
0o mesmo feixe como dominio e contra-dominio, digamos JF, simplesmente dizemos

projetividade sobre F.

A seguir ilustramos uma projetividade entre feixes de pontos, veja figura ?77.
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Figura 2.10: Projetividade entre os feixes de pontos A, B,C' e A”, B”,C” respectiva-

mente.

Estabelecidos os objetos anteriores podemos enunciar o sistema axiomaético para a

geometria projetiva, o qual é composto pelos seguintes axiomas:

Axioma 2.1. Quaisquer dois pontos distintos sao incidentes com exatamente uma

reta.

Axioma 2.2. Quaisquer duas retas distintas sao incidentes com pelo menos um ponto.
Axioma 2.3. Ezistem pelo menos quatro pontos, que a cada trés nao sao colineares.
Axioma 2.4. Os trés pontos diagonais do quadringulo completo nunca sao colineares.

Axioma 2.5 (Teorema de Desargues ). Se dois tridngulos sao perspectivos por um

ponto, estes sao perspectivos por uma reta.

Axioma 2.6. Se uma projetividade sobre um feize mantém trés elementos do feixe
invariante, entao esta mantém todo elemento do feixe invariante. Ou seja, uma pro-
jetividade sobre um feize que mantém trés elementos invariantes € necessariamente a

aplicacao identidade.

Observacao 2.1. Note que do axioma 2.4 segue que os pontos na diagonal de um
quadrangulo formam um tridngulo; esse tridngulo é denominado triAngulo diagonal.
2.2 Plano Projetivo

Nesta secao apresentamos um modelo geométrico para o plano projetivo, que é

estabelecido via o sistema axiomatico apresentado anteriormente.

!Este resultado conhecido como teorema de Desargues pode ser demonstrado no ambiente da
geometria projetiva para um espago tridimensional, porém em nosso caso como tratamos da geometria

projetiva plana nao é possivel demonstra-lo
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Definicao 2.8. Dizemos que um plano € um plano projetivo se este satisfaz os
ariomas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4.

Para estabelecer o modelo geométrico para o plano projetivo é preciso estabelecer
uma relacao injetora de um determinado plano paralelo ao plano zy de modo que
pontos sejam aplicados em retas e retas sejam aplicadas em planos. Facamos isto.

Sejam II um plano paralelo (nao coincidente) ao plano zy do espago Euclidiano
xyz e O a origem do sistema. Note que cada ponto P em II, junto com o ponto O,
determinam uma tunica reta p. Entao podemos dizer que P corresponde a uma tnica

reta que passa por O, a saber, a reta p.

Figura 2.11: Plano zyz.

Analogamente cada reta [ em II, junto com o ponto O, determinam um tnico plano
A, logo podemos dizer que a cada reta [ corresponde o tnico plano que passa por O e
contém [, a saber, A (conforme figura 2.12). Consequentemente existe uma aplica¢do
injetora F entre o conjunto de pontos e retas em II para o conjunto de retas e planos
passando por O, respectivamente.

Para um melhor entendimento podemos visualizar as a¢oes de F no esbogo da figura
2.12, onde fazemos o abuso de considerar copias do espaco xyz

Porém, esta aplicagao nao é sobrejetora, pois o plano xy e o conjunto de todas as
retas no plano xy passando por O nao pertencem a imagem desta aplicagao.

Com a aplicagao F estabelecida vejamos como ¢é possivel gerar um modelo ge-
ométrico para um plano projetivo.

Um modelo, II"; de um plano projetivo é obtido adicionando uma reta, chamada
reta ideal, e pontos, denominados pontos ideais, a II, de modo que, a aplicacao F
também seja sobrejetora e portanto uma bijecao. Via F a reta ideal e os pontos

ideais sao aplicados ao plano xy e aquelas retas passando por O e que pertencem
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Figura 2.12: Aplicagao da F.

ao plano zy, respectivamente. Uma vez adicionados, essa reta ideal e esses pontos
ideais sao tratados como quaisquer reta e pontos em II'. Grosseiramente falando,
II' =TT U {pontos ideais } U {reta ideal}.

Agora para tratar de resultados envolvendo pontos e retas de Il é necessério des-
crever a interpretacao do termo "incidéncia"entre estes. Para tanto, dado um ponto
P e uma reta r em II' dizemos que estes sao incidentes se, e somente se, a reta cor-
respondente ao ponto P passando por O (via F) pertence ao plano correspondente a
reta r passando por O. Dessa maneira, observe que os pontos ideais sao incidentes a
reta ideal.

Sob esta interpretacao I’ € um modelo geométrico do plano projetivo, no seguinte
sentido, II" satisfaz os axiomas 2.1 a 2.4. Com efeito,

II" cumpre o axioma 2.1:

Existéncia:

Dados dois pontos P; e P, no plano projetivo I’ sempre existe uma reta r em II’
tal que P; e P, sejam coincidentes a esta. De fato, observe que pela definicao de F
temos que as imagens de P, e P, sao retas r; e ry, as quais no espago euclidiano 3D
definem um tnico plano, digamos A. Pela bijetividade de F existe uma tnica reta r
em II' tal que F(r) = A. Consequentemente, de modo natural, P; e P, sdo incidentes
a reta r, ji que as retas ry e ry sao incidentes ao plano .

Unicidade:

Sejam R; e Ry dois pontos distintos em II'. Mostremos que estes sao incidentes a
exatamente uma reta.

Para isto suponha que P; e P, sao incidentes a duas retas r e s. Veja que como
Py e P, sao incidentes a reta r segue que as retas r e rq, (imagens de Py e P, na F,
respectivamente) sao incidentes ao plano A, (imagem de r via F). Como P, e P séo
incidentes também na reta s, segue que as retas r e 75 sao incidentes também ao plano

As (imagem de s via F). Consequentemente A\, e s sdo planos coincidentes, porque
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neste ambiente (espago euclidiano tridimensional), duas retas determinam apenas um
plano.

II" cumpre o axioma 2.2:

Temos que mostrar que quaisquer duas retas distintas em II’ sdo incidentes com
pelo menos um ponto em IT'.

Para isto, sejam [ e [ retas distintas em II'. Denotamos por \; as imagens de [;
via F, para i = 1, 2.

Afirmamos que A; e Ay sao planos concorrentes no espaco euclidiano 3D. De fato,
veja que ambos nao sao coincidentes, pois [y e I3 sao distintas e F é injetiva. Tampouco
A1 e Ay sao planos paralelos no espago euclidiano tridimensional ja que se estes fossem,
existiriam retas nao concorrentes p; e p; em A e Ao, respectivamente, e este fato gera
um absurdo como veremos a seguir.

Denote por ()1 e Q3 pontos de IT' tal que F(Q1) = p1 e F(Q2) = pa (que sempre
existem, ja que F é sobrejetora). Mas pelo item anterior 1 e @2 sao incidentes
com exatamente uma reta [, e isto é equivalente a dizer que as imagens de Q)1 e Q)o,
ou seja, p; e pg, sao retas incidentes a um tunico plano A no espago euclidiano 3D,
consequentemente A\; = A = Ay, porém isto contraria o fato de que \; e Ay sdo planos
paralelos.

Portanto, A; e Ay sao sempre planos concorrentes no espago euclidiano 3D. Seja r
a reta gerada pela intersecao de A\; e A\y. Pela sobrejetividade de F existe um ponto R
em II' tal que F(R) =r.

Mas este ponto necessariamente incide sobre as retas [; e I em I’ j4 que a imagem
deste ponto via F é uma reta r incidente aos planos \; = F (1) e Ay = F(la).

IT" cumpre o axioma 2.3:

Temos que provar que existe pelo menos quatro pontos tais que cada trés destes
nao sao pontos colineares. De fato isto ocorre pois, caso contrario, isto é, se quaisquer
quatro pontos, cada trés destes fossem colineares o axioma 2.1 nao seria satisfeito, ja
que neste caso teriamos dois pontos distintos incidentes com pelo menos duas retas.

IT" cumpre o axioma 2.4:

Observe que trés pontos diagonal de um quadrangulo completo nunca sao colineares.
Se isto nao ocorresse, a existéncia de trés pontos diagonal de um quadrangulo completo
colineares implicaria que o axioma 2.3 nao é satisfeito pelo plano II'. Uma vez que
teriamos quatro pontos com pelo menos trés destes colineares, a saber os trés pontos

diagonal e um dos quatro pontos que originou o quadrangulo completo.

2.3 Propriedades

Uma vez estabelecido um modelo geométrico para o plano projetivo iniciamos o
tratamento de elementos importantes da geometria projetiva plana definidos no segao

2.1. Primeiramente apresentamos resultados que envolvem triangulos perspectivos.
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Teorema 2.1 (Dual do 2.5). Se dois triangulos sio perspectivos por uma reta, eles sao

perspectivos por um ponto.

Demonstracao. Suponha que ANABC e AA'B’'C’ sao tridangulos perspectivos por uma
reta, consequentemente AB-A'B' = P, BC'- B'C' = ), e AC - A/C" = R séao colineares
(veja figura 2.13).

Temos que mostrar que estes tridngulos sao perspectivos por um ponto, para tanto
é preciso mostrar que AA’", BB e CC" sao concorrentes.

Considere O = AA" - BB’, entao os triangulos sao perspectivos por O. Com efeito,
primeiramente veja que os triangulos ARAA" e AQBB’ sao perspectivos pelo ponto
P, ja que P estd em RQ (pois P,Q e R sao colineares) e P estd em AB e em A'B’
(pela definicdo de P = AB - A'B’).

Logo, segue do axioma 2.6 que os tridngulos ARAA" e AQBB’ sao perspectivos
por uma reta. Ou seja, RA-QB =C,RA"-QB' = (C", e AA"- BB’ = O sao colineares.
Do fato de C,C" e O serem colineares segue que O é incidente sobre C'C’. Portanto,
AA’', BB', e CC' sdo concorrentes. H

Figura 2.13: Triangulos perspectivos por uma reta (P, e R sdo colineares).

Agora introduzimos uma classe especial de conjuntos, peculiar & geometria proje-
tiva, que contém quatro pontos colineares (e conjuntos duais de quatro retas concor-
rentes), a saber, conjuntos harménicos. Dados trés pontos colineares e distintos seré
possivel construir um quarto ponto colinear a estes a partir de resultados anteriores.
Este quarto ponto, cuja unicidade é garantida pelo axioma 2.5 e seu dual 2.1, terd um

papel fundamental ao tratar de conicas no plano projetivo, como veremos na se¢ao 2.4.

Definicao 2.9. Quatro pontos colineares, A, B,C e D formam um conjunto har-
monico H(AB,CD) se existe um quadrangulo completo que dois lados opostos pas-

sam por A, dois outros lados opostos passam por B, enquanto os dois lados restantes
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passam por C' e D, respectivamente. C' € chamado de conjugado harmoénico de D
(ou D é o conjugado harmoénico de C') com relagao a A e B.

Observacgao 2.2. Note que A e B sao pontos diagonal do quadrangulo que sao nomea-
dos primeiro. Também repare que os pontos do primeiro par do conjunto harmoénico
sao distintos dos pontos do segundo par, mas nao ha distingao feita entre os pontos do

primeiro par ou pontos do segundo par; isto é

H(AB,CD) < H(BA,CD) < H(AB,DC) < H(BA, DC).

A seguir, dados quaisquer trés pontos distintos colineares, A, B, C, construiremos

um ponto D tal que este é o conjugado harmoénico de C' com relagao para A e B.

Teorema 2.2. Se A, B e C sao trés pontos colineares e distintos, entao existe um

unico conjugado harmoénico, D, de C' com relacdo a A e B.

Figura 2.14: Conjunto harménico H(AB,CD)

Demonstracao. Existéncia:

Mostramos a existéncia do ponto D via a construgao do seguinte quadrangulo com-
pleto: Seja E um ponto qualquer nao pertencente a AB e seja m uma reta que passa
por B distinta de AB e tal que nao contém E. Agora considere m-AE = F, m-CE =G
e AG-EB = H. Veja que os pontos EFGH definem um quadrangulo tal que dois lados
opostos passam por A, dois lados opostos passam por B e um dos lados restantes passa
por C' e o outro passa por F'FH - AB (conforme figura 2.14). Logo basta definirmos D
como sendo o ponto F'H - AB.

Unicidade:



Propriedades 24

Seja EFGH o quadrangulo completo acima usado para determinar D. Mostremos
que o ponto D derivado da construgao deste quadrangulo completo ¢ tinico. Para tanto,
suponha que exista um segundo quadrangulo completo E'F'G'H’ e também construido
de modo que E'H"-F'G' = B,EF'F'-G'H' = Ae E'G'-AB = C. Provemos que D' = D.

Observe que o AEFG e AE'F'G' sao perspectivos pela reta AB. (Veja figura 2.15).

Figura 2.15: AEFG e AE'F'G’ perspectivos pela reta AB.

Entao pelo Teorema 2.1, eles sdo perspectivos por um ponto; isto é, EE', FF' e
GG’ sao concorrentes. Analogamente AEGH e AFE'G'H' sdo perspectivos por AB
e consequentemente FE', GG’ e HH' sao concorrentes. Portanto, as quatro retas
EFE' FF',GG' e HH' sao todas concorrentes. Desta forma AFHG e AF'H'G' sao
perspectivos por um ponto, e pelo Axioma 2.5 disto segue que estes sao perspectivos
por uma reta. Logo FH - F'H',FG - F'G' = B e HG - HG' = A sao colineares. Mas
FH-AB=D,F'H" - AB = D*. Portanto D = D’.

]

No resultado a seguir veremos que além das possiveis mudancas de ordem dos pares

envolvidos no conjunto harmonico, os pares podem ser trocados.

Teorema 2.3. O conjunto harmonico H(AB,CD) existe se, e somente se, H({CD, AB)

existe.

Demonstragao. Mostraremos que se H(AB, C'D) existe entao também existe H(C'D, AB).
A afirmacao reciproca pode ser demonstrada de modo analogo apenas renomeando os

pontos.
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Suponha que H(AB, CD) seja um conjunto harménico formado pelos pontos coline-
ares A, B,C, D, entao existe um quadrangulo EFGH tal que A = FF -GH,B =
EFH -FG,C=FEG-neD=FH - -n,onden= AB.

Figura 2.16: H(AB,CD) < H(CD, AB).

Seja S = DG - FC eT = GE - FH e considere o quadrangulo TGSF (veja figura
2.16). Note que as duas retas SF' = FC ¢ TG = GE sao ambas incidentes com C.
Ainda GS = DG e TF = FH sao ambas incidentes em D. Além disso, a reta GF é
incidente com B. Entao para mostrar que o conjunto harménico H(CD, AB) de fato
existe, resta apenas mostrar que 7'S é incidente com A.

Observe que A = EF - GH. Agora considere os tridangulos ATHE e ASGF. Se
mostrarmos que estes triangulos sao perpectivos pelo ponto A, segue que necessaria-
mente A é incidente com T'S. Facamos isto, veja que as intersecoes dos lados correspon-
dentes dos triangulos ATHE e ASGF sao TE - SF = GE - FC = C,TH - SG =
FH-DG =D, HE-GF = B e temos por hipoétese C, D, B sao colineares, mais ainda,
sabemos que estes pontos s@o incidentes com a reta n = AB. Logo, estes triangulos
sao perpectivos pela reta n e pelo teorema 2.1 estes sao perspectivos por um ponto.
Uma vez que, EF -GH = A, segue que, necessariamente, EF-TS =AeTS-GH = A,
pois caso contrario as retas EF e GH teriam dois pontos em comum, sendo portanto
coincidentes, o que nao é o caso. Ou seja, sao tridngulos perspectivos pelo ponto A

como queriamos demonstrar. O

Observagao 2.3. Denotamos por H(AB,CD) < H(CD,AB) a afirmacao: O con-
junto harmoénico H(AB,CD) existe se, e somente se, H(C'D, AB) existe.

Corolario 2.1. H(AB,CD) < H(AB,DC) < H(BA,CD) < H(BA,DC) <
H(CD,AB) < H(CD, BA) < H(DC, AB) < H(DC, BA).
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Como nas sec¢oes anteriores, o dual dessa defini¢ao de conjunto harménico de pontos
podem ser formulados.

Definicao 2.10. Quatro retas concorrentes, a, b, c,d formam o conjunto harmoénico
H(ab, cd) se existe um quadrilateral completo no qual dois vértices opostos pertencem
a a, outros dois lados opostos pertencem a b, enquanto os outros dois vértices restantes
pertencem a c e d, respectivamente (veja figura 2.17) onde retas e, f,g e h formam um

quadrilateral que resulta H(ab, cd).

Figura 2.17: Conjunto harménico H(ab, cd).

Teorema 2.4. Se retas a,b e ¢ sao concorrentes, entao d, o conjugado harménico de

c com respectivos para a e b, € unico.

Demonstracao. A construgao da quarta reta do conjunto harmoénico resulta da duali-

dade dos resultados anteriores. O
Teorema 2.5. H(ab,cd) < H(cd, ab).
Demonstragao. Resulta de modo natural da dualidade dos resultados anteriores. [

Agora retomamos perspectividades e projetividades. Note que uma perspectividade
entre dois feixes de retas ou entre dois feixes de pontos é unicamente determinada
por dois pares de elementos correspondentes, desde que nenhum elemento desses dois
pares estejam sobre ambos os feixes. Em outras palavras, uma vez que dois pares de
elementos correspondentes estao especificados, a imagem de qualquer terceiro elemento
do dominio é unicamente determinada.

Antes de prosseguirmos recordamos projetividade via os trés exemplos a seguir,

onde denotamos por ABC' N A” B”C” uma projetividade entre os feixes de pontos
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determinados por A, B,C e A”, B” C”, respectivamente (figura 2.18); abc A a”b"¢”
uma projetividade entre os feixes de retas determinados pelas retas a,b,c e a”’,b”,c”,
respectivamente (figura 2.19); abc A A” B” C” uma projetividade entre um feixe de retas
e um feixe de pontos determinados por a,b,c e A”, B” C”, respectivamente. (figura

2.20)

Figura 2.18: Projetividade entre os feixes de pontos A, B,C' e A”, B”,C” respectiva-

mente.

Figura 2.19: Projetividade entre os feixes de retas a,b,c e a”,b”, ¢’ respectivamente.
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Figura 2.20: Projetividade entre um feixe de retas a,b,c e um feixe de pontos

A”, B”,C” respectivamente.

Estudemos a projetividade P representada na figura 2.18. Veja que P é resultante
da composi¢ao das perspectividades Py, Pa, P3 e Py tais que: P; € a perspectividade
definida por P1(A) =a = AA', P1(B) =b= BB’ e P;(C) = ¢ = CC"; Py é a perspec-
tividade definida por Py(a) = A’, Pa(b) = B’ e Pa(c) = C'; P3 é a perspectividade
definida por P3(A') = a' = A’A”, P3(B') =V = B'B” e P3(C') = =C'C" e Py é a
perspectividade definida por Py(a’) = A7, Py(l/) = B” e Py(¢’) = C”. Por exemplo,
P(A) = (PyoP3oPyoPy)(A) = A",

Observamos que uma projetividade nao é obtida de uma maneira tnica via perspec-
tividades, por exemplo, a projetividade P também pode ser vista como a composi¢ao
das perspectividades Q; e Q, tais que: Q; é a perspectividade definida por Q;(A) = A’,
Q1(B) = B e Q(C) = C'; Qs é a perspectividade definida por Qy(A") = A7,
Q5(B') = B” e Q5(C) = C”. Por exemplo, P(A) = (Qa0 Q1)(A4) = A”.

Observagao 2.4. Podemos concluir da definicao de projetividade que uma projetivi-
dade nao tem um centro ou um eixo, exceto se consiste apenas de uma perspectividade.
Ainda, observamos que a aplicacao inversa de uma projetividade e o produto de duas

(ou um numero finito de) projetividades sdo também projetividades.

Teorema 2.6. (Teorema Fundamental). Dados dois feives quaisquer sempre existe
uma projetividade entre estes. Além disso, esta projetividade € unicamente determinada

por trés pares de elementos correspondentes.

Demonstracao. Existéncia:

Caso 1. Dois feixes de pontos: Sejam A, B e C elementos do feixe com eixo p e
A’ B', C' seus elementos correspondentes do feixe com eixo p’ (p # p’). Agora constru-
imos a reta AA’ e escolhemos um ponto P # A sobre esta reta. Seja m # p’ uma

reta qualquer passando por A’. Considere By = BP - m,C; = CP - m. Desta forma,
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P Q
ABC A A'B;C;. Agora, defina Q = BiB" - C;C". Entao A'B1Cy A A'B'C’ e portanto
ABC N A'B'C" é a composigao das duas perspectividades. (Veja figura 2.21)

Figura 2.21: Composicao de duas perspectividades.

Caso 2. Dois feixes de retas: Basta considerar a dualidade com o caso 1.
Caso 3. Um feixe de pontos e um feixe de retas: Segue da combinagao dos casos

anteriores.

]

Corolario 2.2. Dados dois feives distintos, se uma projetividade entre estes mantém

um dos elementos fizado entao esta projetividade € uma perspectividade.

Demonstracao. Caso 1. Dois feixes de pontos com um ponto comum: Sejam A, B e

C' elementos do feixe com eixo p e A, B’, C' elementos correspondentes do feixe com

eixo p' (p # p'). Agora, defina Q = AA’ - BB'. Entao ABC )Q\ A'B'C' e portanto
ABC N A'B'C por apenas uma perspectividade.

Caso 2. Dois feixes de retas: Basta considerar a dualidade com o caso 1.

Caso 3. Um feixe de pontos e um feixe de retas: Segue da combinacao dos casos

anteriores. N

Corolario 2.3. Uma projetividade entre dois feixes € composta por no mdximo trés

perspectividades distintas.

Demonstracao. Pelo teorema 2.6 uma projetividade é unicamente determinada por trés
pares de elementos correspondentes e pelo corolario 2.2 sabemos que se uma projetivi-

dade entre dois feixes distintos mantém um elemento invariante entao essa projetividade
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é uma perspectividade, sendo assim temos apenas trés perspectividades possiveis para
compor essa projetividade, pela unicidade da projetividade. Veja que a composi¢ao
com uma quarta perspectividade nao é possivel, pois esta dltima deveria manter os
trés pares correspondentes inalterados o que é impossivel, pois nao existe uma perspec-

tividade com este efeito. O

No teorema a seguir mostramos que a relacao harmonica ¢é invariante sob uma

projetividade.

Teorema 2.7. Sejam A, B,C' e D pontos que definem o conjunto harmonico
H(AB,CD). Se ABCD N A'B'C'D’, entao os pontos A', B',C" e D' também definem

um congunto harmonico, ou seja, existe H(A'B',C'D").

Demonstracao. Uma vez que a projetividade plana é a composicao de perspectividades
e estamos considerando desde o inicio a dualidade entre pontos e retas, é suficiente
mostrar que H(AB,CD) implica H(ab, cd) sempre que ABC'D A abed, onde a, b, c e d
sao as retas definidas por Ae A’, Be B', C e C', D e D', respectivamente.

Como ABCD A abed temos que existe O = a - b de forma que a = OA, b= 0B, c =
OCed=O0D.

Ainda, H(AB,CD) é um conjunto harménico, logo existe um quadrangulo com um
vértice em O, a saber OEFG, tal que A e B sao pontos diagonal do quadrangulo.

Seja O = a - b, assim a = OA,b = OB e assim por diante.

Ja que H(AB,CD), existe um quadrangulo com um vértice em O, OEFG, tal que
A e B sao pontos diagonal do quadrangulo, C' pertenca a uma diagonal e D a outra.

Veja que A= FEF-OG,B=0F-GF,C =0F -AB e D = GE - AB (veja figura
2.22).

Figura 2.22: Se H(AB,CD) e ABCD N A'B'C'D', entao H(A'B',C'D').

Agora considere o quadrilateral GF, GE, AE, AB. Assim GF-GE =Ge AE-AB =
A pertencem a a; GE-AFE = E e GF'- AB = B pertencem a b; GE - AB = D pertence
a d enquanto GF - AE = F pertence a c. Portanto temos que as retas a, b, ¢ e d formam

o conjunto harmonico H (ab, cd). O
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Teorema 2.8. Se quatro elementos de um feize, A, B,C, D formam um conjunto har-
monico, H(AB,CD), e quatro elementos de um sequndo feixze A, B',C", D" formam
um sequndo conjunto harmonico, H(A'B',C'D’), entao existe uma projetividade que
aplica A, B,C,D em A, B'",C", D', respectivamente.

Demonstracao. Pelo teorema 2.6 , existe uma projetividade tal que ABCAA'B'C’. Seja
D* a imagem de D sob esta projetividade. Entao pelo teorema 2.7 existe o conjunto
harmonico H(A'B’,C'D*). Por outro lado, por hipétese, temos também o conjunto
harmoénico H(A'B’,C'D"). Mas pelo teorema 2.2 sabemos que o conjugado harménico

de ¢’ com relacao a A’ e D’ é tnico, consequentemente D = D. H

Definigao 2.11. Sejam A e A', B e B’ pares de pontos correspondentes via uma
projetividade, as retas AB" e BA' sao chamadas de ligagoes transversais destes

pares de pontos.

Teorema 2.9. Dada uma projetividade entre dois feixes distintos de pontos existe uma
unica reta que contém as intersegoes dos cruzamentos transversais de todos os pares de

pontos correspondentes.

Demonstracao. Considere dois feixes distintos de pontos com eixos p e p'.
Suponha que ABC N A’B'C’, onde P = p- p’ ndo é nenhum destes seis pontos.
Existéncia:
Veja que (A/A, AB, ACYNABC e AAB'C'NAA', AB', AC". Logo (A/A, A'B, AC)A
(AA", AB', AC"). Como A’A é aplicado nele mesmo, segue pelo corolario 2.2, que

esta projetividade é na verdade uma perspectividade, digamos, (A’A, A'B, A'C) %
(AA’, AB', AC") para algum eixo h.

Observe que h contém as intersecoes dos cruzamentos transversais de todos os pares
de pontos correspondentes. De fato, para mostrar isso é suficiente mostrar que via h é
possivel encontrar a imagem de um ponto D (diferente de A, B, C') sobre p. Para isso
construa A'D e considere Dy = A’D - h, note que D' = AD; - p'.

Unicidade:

Para mostrar que h € tinico, é necessario mostrar que h é independente das escolhas
dos centros dos feixes de retas (no nosso caso denotados por A e A’) e portanto que as
intersecoes dos cruzamentos transversais de todos os pares de pontos correspondentes
sobre h.

Para fazer isto é suficiente encontrar dois pontos sobre h que sejam independentes
destas escolhas.

Seja@Q=h-pe R="h-p.

Usando a técnica descrita anteriormente para localizar a imagem de R, obtemos
Ry = AR-h. Mas AR -h = R, consequentemente R; = R. Desta forma R =
AR-p' =p-p = P;isto é, a imagem de R é P.
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Por outro lado, podemos mostrar que a imagem de P é (). Porém, pelo teorema 2.6
a imagem e a pré-imagem de P sao unicamente determinadas. Ainda veja que @) # R
pois esta projetividade nao é uma perspectividade.

Logo, h = QR é unicamente determinada.
O

Definicao 2.12. Nas condicoes acima, a reta h € chamada o eixo de homologia
desta projetividade.

Figura 2.23: Eixo de homologia.

Observagao 2.5. Na demonstragao do teorema anterior descrevemos o método usado
para construir o eixo h e encontrar a imagem (via h) de qualquer ponto. Observe ainda
que para feixes de retas é possivel obter o objeto dual ao eixo de homologia, a saber,
o centro de homologia, com o qual é possivel construir a imagem de uma reta sob

alguma projetividade dada entre feixes distintos de retas.

2.4 Conicas no Plano Projetivo

Estamos interessados em estudar objetos da geometria projetiva que sejam de-
terminados por um conjunto de n pontos que a cada trés destes sao nao colineares.
Para n = 3 definimos triangulos e para n = 4 consideramos objetos conhecidos como
quadrangulos. Agora trataremos de objetos que sao unicamente determinados por 5

pontos, a saber, conicas de pontos, as quais sao definidas em termos de projetividade.

Definicao 2.13. Uma cénica de pontos é o conjunto de pontos de intersecg¢ao de
retas correspondentes de cada duas projetividades, (mas nao perspectividade), as quais

relacionam feixes de retas com centros distintos.(veja figura 2.24).
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Figura 2.24: Conica de Pontos.

Observacao 2.6. Veja que nao podemos definir uma codnica de pontos através de uma
perspectividade pois, neste caso as intersecoes das retas correspondentes sao colineares,

ou seja, definem uma reta e nao uma conica.

Observacao 2.7. Mais adiante demonstraremos que conicas de pontos sao determi-

nadas unicamente por cinco pontos distintos, a cada trés nao colineares.

Definicao 2.14. Uma tangente a uma conica de pontos € uma reta que tem exata-
mente um ponto em comum com a cénica de pontos. Esta reta denotada por tg P € a

reta tangente a conica em P.

Observacao 2.8. As defini¢coes de conica de pontos e de tangente, podem ser duali-
zadas para definir outros conceitos na geometria projetiva. A defini¢ao dual da definigao
2.13 é conhecida como conica de retas e o ponto descrito na definicao dual da defini¢ao

2.14 é denominado ponto de contato. A seguir vemos mais detalhes destes objetos.

Definicao 2.15. Uma cémica de retas é o conjunto de retas ligando pontos correspon-
dentes a cada duas projetividades, (mas nao perspectividade), as quais relacionam feizes

de retas com centros distintos.

Definicao 2.16. Um ponto de contato de uma conica de reta € um ponto que pertence

a uma unica reta da conica de retas.

Observacao 2.9. Uma conica de pontos é determinada por uma projetividade entre
dois feixes de retas, e sabemos que esta aplicacao é unicamente determinada quando
trés pares de retas correspondentes sao especificadas.

Portanto, dados feixes de retas com centros P e P’ (P # P’) podemos arbitraria-

mente escolher trés retas a,b e ¢ incidentes com P e trés retas correspondentes a’, b’
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e ¢ incidentes com P’. Desde que esta correspondéncia nao resulta em uma perspec-
tividade, é possivel localizar trés pontos da codnica de pontos determinados por esta
projetividade, a saber, a-ad’, b-b' e c- .

Observe que ao escolher diferentes retas e/ou outras retas correspondentes é definida

outra conica de pontos.

O teorema a seguir mostra como determinar dois outros pontos desta conica de

pontos.

Teorema 2.10. Os centros dos feixes de retas na projetividade que define uma cénica

de pontos sao pontos desta conica.

Demonstracao. Sejam P e P’ os centros dos feixes de retas. Defina m = PP’ e considere

m como uma reta no feixe com centro P (veja figura 2.25).

Figura 2.25: P e P’, pontos da conica de pontos.

Entao existe uma reta correspondente a m, m’, no feixe de retas com centro em P’
Note que m # m’ ja que a projetividade nao é uma perspectividade.
Consequentemente, m - m’ = P’. Ou seja, P’ ¢ um ponto da conica de pontos.
Analogamente, considerando desta vez m = PP’ como sendo uma reta no feixe
de retas de centro P’ e procurando a reta correspondente, n, a esta no feixe de retas
de centro P, temos que n -m = P e consequentemente P é um ponto da conica de

pontos. L]

Observacao 2.10. Com este teorema dados cinco pontos quaisquer P;, Py, P3, P, e P

(cada trés nao colineares) é possivel determinar dois feixes de retas e uma projetividade
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entre estes de forma que Pi, P,, P3, P, e P5 sejam pontos de uma conica de pontos
determinada por tais feixes e projetividade, como segue:

Escolha dois pontos, digamos, P; e P, como centro dos feixes e construa as retas
PPy, PPy, PPs e PPy, PPy, P, Ps.

Veja que desta maneira, a projetividade (P Ps, Py Py, PPs) N\ (PoPs, PoPy, Py Ps)

define uma conica de pontos contendo os pontos Py, Py, P3, Py e Ps.

Mais adiante, mostraremos que dados quaisquer cinco pontos nao colineares definem

uma Unica conica de pontos.

Defini¢ao 2.17. Um hexdgono é um conjunto de seis pontos distintos (aqui nao
exigimos que cada trés sejam ndo colineares) chamados de vértices, digamos Py, Ps,
Ps, Py, Ps, Py e seis retas P\ Py, PoP3, P3Py, P,Ps, PsPys ¢ PsP; conforme a figura 2.26.
Estas retas sao denomimadas os lados do hexdgono PyPo P3Py PsPs. Dizemos que o0s
pares Py e Py, Py e Ps, Py e P sao pares de vértices opostos e os pares PPy e PyPs,
PPy e PsPy, P3Py, e PsP, sao pares de lados opostos e, ainda, dizemos que o0s trés

pontos de intersegcao de lados opostos sao pontos diagonal.

Figura 2.26: Hex&gono.

Observacao 2.11. Dado um conjunto de seis pontos estes nao determinam um tnico
hexagono, uma vez que um hexagono é determinado pela ordem no qual seus vértices
sao nomeados. Na verdade, um conjunto de seis pontos podem determinar 6!/12 = 60
hexagonos diferentes. Portanto, no proximo teorema, é importante notar que P e P/,
os centros dos feixes de retas usados para definir uma conica de pontos, sao usados

como sendo o primeiro e terceiro vértice do hexagono, respectivamente.
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Teorema 2.11. Se A, B,C, D sao quatro pontos sobre uma conica de pontos definida
por uma projetividade entre feixes de retas de centros P e P, entdo os pontos diagonal
do hexagono PBP'ACD sao colineares, e reciprocamente, se os pontos diagonal do
hexdigono PBP'ACD sao colineares entao A, B,C, D sao pontos de uma conica de

pontos determinada por projetividade entre feixzes de centros P e P'.

Demonstragao. (=) Pela defini¢ao 2.17 temos que os pontos diagonais, J, L, K, para

o hexdgono PBP’'AC'D sao dados pelas intersecoes de retas a seguir:

PB-AC = J,
BP -CD =1L
P'A-DP =K.

Considere agora os pontos AC'- PD = M e AP'- DC = N (veja figura 2.27).

Neste contexto e pelo fato de que A, B, C' e D sao pontos de uma conica de pontos
obtemos a seguinte perspectividade:

AJCM NPA, PB, PC, PDNP'A, PB, PPC, PDANNLCD,ou AJCM ANNLCD.

Uma vez que C' A C segue pelo corolario 2.2 que esta projetividade é uma perspec-
tividade entre os feixes de pontos AJCN e NLCD. Consequentemente, como AN -
MD = JL-AN = MD-JL e AN -MD = P'A-PD = K segue que o centro de
perspectividade é K e ainda que J, L e K sao colineares.

(<) Segue pelos mesmos argumentos de (=-) mas no sentido contrario.

Figura 2.27: Pontos diagonais J, L e K ,do hexdgono PBP'AC D, colineares.

Com este resultado finalmente é possivel mostrar que cinco pontos determinam uma

unica conica.
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Teorema 2.12. Uma conica de pontos € unicamente determinada por cinco pontos

distintos, cada trés nao colineares.

Demonstracao. Sejam Py, Py, Py, Py, Ps, cinco pontos, cada trés nao colineares. Entao
pela observacao 2.10 existe uma conica de pontos determinada pelos feixes de retas
com centros P; e P, e pela projetividade (P, Ps, PPy, PLPs) N\ (PoPs, PyPy, P,Ps), a
qual contém estes cinco pontos.

Seja D um sexto ponto qualquer sobre esta conica de pontos. Para mostrar que a
cOnica é unicamente determinada, isto é, que o mesmo conjunto de pontos é determi-
nado quando outros pontos diferentes de P; e P, sao usados como os centros dos feixes,
é suficiente mostrar que D pertence a conica de pontos definida por feixes com centros
em quaisquer outros dois pontos.

Para tanto, considere o hexagono P, PyP,P;PsD. Pelo teorema 2.11, os pontos
diagonais Py Py - P3Ps, Py Py - PsD, P, P3- D Py sao colineares. Mas este hexégono ¢é igual
ao hexagono P, P, P3PsD P, e consequentemente pela reciproca do teorema 2.11, segue
que D é um ponto da conica de pontos determinada pelos feixes com centros P e
P,. De modo analogo, usando outros hexédgonos com centros P; e P, como primeiro e
terceiro vértices, podemos mostrar que D é um ponto da conica de pontos determinada

pelos feixes com centros em qualquer outros dois dos pontos Py, P, P3, Py e Ps. O

O proéximo resultado é conhecido como teorema do hexagrama mistico de Pascal e
foi demonstrado por Pascal em 1640 aos 17 anos. Enquanto que o resultado dual deste

resultado apenas foi provado em 1806 por Brianchon.

Corolario 2.4 (Teorema de Pascal). Se um hexdgono estd inscrito em uma cénica de
pontos - ou seja, 0s vértices do hexdgono sao pontos da conica de pontos - entao seus

pontos diagonais sao colineares. (Veja figura 2.28).

Figura 2.28: Hexagono inscrito em um ponto conico.

Demonstracao. Seja Py Py P3Py PsPs um hexagono tal que cada P; ¢ um ponto de uma
conica, pelo teorema anterior temos que estes pontos definem uma tnica conica na
qual o hexagono esté inscrito. Pelo teorema 2.11 segue que os pontos diagonais deste

hexagono sao colineares. O]
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Corolario 2.5. Se os cinco pontos Py, Py, Py, Py, Ps sdo pontos de uma cénica de pon-
tos, entao os trés pontos Py Py - PyPs, PoPs - PsPy, P3Py - tg Py sao colineares. (Veja
figura 2.29).

Figura 2.29: Os trés pontos colineares de um ponto conico.

Demonstracao. Para demonstrar este corolario é suficiente observar que os pontos

PP PPs =L,

PPs - PPy = M,

P3P4'tgP1:K

sao pontos diagonais do hexdgono P, P, P3Py Ps(), onde P;() é a reta tangente em P; &
conica determinada por Pi, P, Ps, Py, P5, ou seja P,QQ = tg P;.
Logo, pelo corolario 2.4 segue o resultado.
O

Corolario 2.6. Se P, P,, P3, P, sao quatro pontos de uma conica de pontos entio os
quatro pontos Py Py - P3Py, Py Ps - PyPy,tg Py - tg Py e tg Py - tg Py sao colineares. (Veja
figura 2.50).

Demonstracao. Para demonstrar este corolério consideraremos os seguintes hexagonos
P PQPPsR ¢ PLSP,P,TP; tais que : P,Q) = tgPy; PsR = tgP3; PSS = tgP) e
P,T = tg P,. Aplicando o teorema de Pascal 2.4 obtemos que os seguintes pontos sao
colineares: Py Py- P, P, tg Po-tg P3 e QQP,- RP; sao colineares ja que sao pontos diagonais
do hexagono em questao. Também pelo mesmo argumento para o segundo hexagono
segue a colinearidade dos seguintes pontos: tg P, -tg Py; SPy-TP3 e PoP,- P3Py, Agora
pelo axioma 2.1 os pontos QP - RP; e SP, - T P3 sao incidentes a uma tnica reta. Logo
PPy - PyP; tg Py -tg Py, QPy- RPy, PPy - P3Py, PPs- PoPy tg Py -tg Py e tg P -tg Py
sao colineares, consequentemente segue o resultado.

m
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Figura 2.30: Os quatro pontos colineares de um ponto conico.

Observacao 2.12. J4 sabemos que cinco pontos determinam uma tnica conica de
pontos, os demais pontos desta conica podem ser localizados com seguinte procedi-
mento:

Sejam A, B,C, D, E cinco pontos de uma conica de pontos. Entao qualquer ponto
adicional, I, sobre a conica de pontos pode ser considerado como o sexto ponto do
hexagono inscrito, ABCDFEF. Agora, uma vez que os pontos diagonais P = AB -
DE,QQ = BC - EF e CD - FA sao colineares, podemos escolher uma reta m que
passa por E, (neste caso, escolhemos a reta EF'). Observe que se R = CD - P() entao
F = RA-m (veja figura 2.31). Logo localizamos o ponto F' nesta conica. Para localizar

os demais pontos sobre esta conica, basta escolher outras retas que passam por FE.

Figura 2.31: Conica de pontos usando o Teorema de Pascal.

Os resultados a seguir tratam das retas tangentes a conica de pontos, em espe-
cial provaremos que uma codnica de pontos é unicamente determinada por trés pontos

distintos nao colineares e pelas tangentes a dois destes.
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Teorema 2.13. Para qualquer ponto A de uma conica de pontos, existe uma unica

reta tangente a esta conica em A.

Demonstracao. Sejam B, C, D, E outros quatro pontos da conica de pontos a qual A
pertence. Entao a conica de pontos pode ser definida pela projetividade, P, que rela-
ciona os feixes com centros A e B dada por (AC, AD, AE)\(BC, BD, BE). Considere
a reta B como uma reta no feixe de centro B, como toda projetividade é uma bijegao,
existe uma reta h no feixe com centro A que corresponde a esta reta. Note que h
contém o ponto A da codnica de pontos e ainda h - AB = A. Provaremos agora que
h é a reta tangente procurada, para isto basta mostrar que o tinico ponto da coénica
pertencente a h é o ponto A.

De fato, suponha que h contenha um segundo ponto da conica, X distinto de A.
Agora, analisamos os seguintes casos.

Caso 1. X pertencente a AB.

Neste caso temos que AB = h ja que pelo axioma 2.1 dois pontos definem uma unica
reta. Consequentemente h é um elemento fixado pela projetividade P, portanto pelo
corolério 2.2 esta projetividade ¢ uma perspectividade, mas isto contradiz a defini¢ao
de conica de pontos.

Caso 2. X nao pertencente a AB.

Se X nao pertence a AB entao a reta h = AX é a reta correspondente a reta
AB pela definicao de h. Por outro lado AX é correspondente a X B pela definicao da
projetividade P. Ou seja, as retas distintas AB e BX sao correspondentes a AX, mas
isto contradiz o fato de que P é uma fungao.

Com estes dois casos mostramos que a reta h possui apenas o ponto A em comum
com a cOnica de pontos. Ou seja, h é uma reta tangente a conica no ponto A.

Resta mostrar a unicidade de h. Para isto, suponha que exista uma reta h’' tangente
a conica no ponto A. Considerando h’' como uma reta no feixe com centro A (o que
podemos fazer ja que A pertence a h') temos que existe uma reta m no feixe com centro
em B que corresponde A/, via P. Nestas condi¢oes segue que m - h' é um ponto da
conica (pela definigdo de conica de pontos). Mas, como A’ é uma tangente em A, esta
contém apenas um ponto da conica que neste caso é o ponto A. Deste fato segue que
m - h' é igual a A, logo A pertence a m; mas sabemos que B também pertence a m,
portanto m € igual a AB e consequentemente pela injetividade de P obtemos h' = h.

[]

Observagao 2.13. Esta tangente é a reta correspondente a reta AB considerada como
a reta do feixe que passa por B quando a conica é definida pela projetividade relativa

dos feixes com centros A e B.

Corolario 2.7. Uma conica de pontos € unicamente determinada por trés pontos dis-

tintos nao colineares, e pela tangente em dois deles.
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Demonstracao. Para mostrar que uma conica de pontos é unicamente determinada por
trés pontos, Py, P, P3, desta conica e pelas tangentes a dois destes, digamos tg Py, tg Ps,
basta definir uma projetividade que envolva tais tangentes unicamente determinadas
pelo teorema anterior. Para tanto considere a projetividade entre os feixes de centro
em P, e centro em P; que aplica tg P, em P3P, PLP; em tg Py e PP, em P3P,. Veja
que os outros dois pontos da conica, ) e R, podem ser obtidos através das intersecoes
de retas dos feixes com centros em P; e P3, respectivamente: P - P3QQ e PLR - P3R.
O]

Observacao 2.14. Pela definicao, tangentes sao as retas que interceptam uma conica
exatamente uma vez. Outras retas podem ou nao interceptar a conica, mas como
o préoximo teorema mostra, uma reta nunca pode inteceptar uma coOnica mais que
duas vezes. Este resultado seré usado mais adiante quando usamos uma aproximacao

analitica para estudar mais propriedades de conica de pontos.
Teorema 2.14. Uma reta intercepta uma conica de pontos em no mdrimo dois pontos.

Demonstracao. Suponha que uma reta r intercepta uma conica de pontos em trés
pontos distintos @, R e S. Ainda, sejam P e P’ os outros dois pontos da conica e
considere os feixes com centros em P e P’. Entdo, a conica pode ser definida em
termos da projetividade entre estes feixes onde ), R e S sao pontos da intersecao dos
pares de retas correspondentes PQ e P'QQ, PRe P'R, PS e P'S, ou seja, a projetividade
¢ dada por PQ,PR,PSAP'Q,P'R,P'S. Porém, por hipbtese os trés pontos Q, R e S
pertencem a r, consequentemente esta projetividade é na verdade uma perspectividade
onde 7 é o seu eixo de perspectividade, o que contradiz a definicao de uma conica de

pontos. L]



3 Modelo Analitico para o Plano

Projetivo

No capitulo anterior, sinteticamente, apresentamos o sistema axiomatico para a
geometria projetiva, estabelecemos um modelo para o plano projetivo 7’ e ainda trata-
mos de objetos inerentes a esta geometria. Neste momento trataremos destes objetos
analiticamente.

Primeiramente apresentamos um modelo analitico para o plano euclidiano; este nos
serd muito util posteriormente, uma vez que, o plano projetivo 77’ é uma extensao do
plano euclidiano.

Estes modelos estao fundamentados sob uma relacao de equivaléncia em R3 a qual

tratamos a seguir:

Proposigao 3.1. Defina em R?® a sequinte relagdo bindria: ¥(ay,as, as), (by,ba, b3) €
RZ’)

Y

(bl, b2,b3) ~ (&1,&2,@3) & dk e R\{O} 2 by =ka;,i=1,2,3.

A relagao ~ € uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao. Devemos mostrar que ~ satisfaz as propriedades: reflexao, simetria e
transitividade. Fagamos isto.

Reflexiva: Para todo (ay,as,a3) € R®: (ay, as,a3) ~ (a1, as, az), pois

a; = la;, 1 = 1,2,3. Neste caso se k = 1.

Simétrica: Para todo (a1, as,as), (b, be, b3) € R? :

Se (a1, as,as) ~ (b, be, bs) entao

(b1, ba, b3) ~ (aq,az,as),

com efeito, (a1, as,az) ~ (by, be,b3) = Ik’ € R\{0} tal que b; = K'a;,i = 1,2, 3.

Logo, a; = %bi.
%, segue que (by, by, b3) ~ (a1, as, as3)
Transitividade: Para todo (ay,as,as), (b1, b2, b3), (c1,c2,c3) € R3 :

Se (a1, az,a3) ~ (b1, by, b3) € (b1, b2, bs3) ~ (c1,c2,c3) entao

Entao considerando k =

(a1,a2,a3) ~ (01,02703)~

42
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De fato, por hipotese sabemos que existem ki, ky € R\{0} tal que b; = kja;,i =
1,2,3 € C = kgbi,i = 1,2,3.
Assim, C;, = k’gbl = kQ(k’lCLZ’> = (kgkl)ai.

Logo, considerando k = kok;, temos que (ay, ag, ag) ~ (c1, ca, C3). H

3.1 Sobre o plano euclidiano

O estudo analitico esta baseado na premissa de que cada ponto no plano euclidiano
pode ser designado com um par ordenado de nimeros reais. Esta associacao é realizada
via um sistema de coordenadas cartesianas, onde duas retas perpendiculares sao usadas
como eixos. Ao ponto de intersegao destes eixos designamos o par ordenado (0,0) e
aos demais pontos designamos os pares ordenados como na figura 3.1. Denotamos as

coordenadas de um ponto P por (z1, z2).

Figura 3.1: Pares ordenados.

Com a representacgao analitica de pontos dado acima, as retas do plano euclidiano

podem ser representadas analiticamente por equacoes da forma

UIT1 + UsTo + Uz = 0

onde os coeficientes u; sao ntimeros reais constantes e u? + u3 # 0. Reciprocamente,
trés nimeros reais uy, us, ug, tais que u% + u% # 0, definem uma reta, que denotamos
por [ug, us, us] e dizemos que cada u; é uma coordenada desta reta.

Uma reta nao é unicamente representada por suas coordenadas uma vez que, as
equagoes u1x, + uss + ug = 0 e kujxy + kusxo + kuz = 0 representam a mesma reta
para todo ntmero real k diferente de zero.

Porém, existe uma correspondéncia biunivoca entre as retas do plano euclidiano e

as classes de equivaléncia definida pela relacao ~ da proposicao 3.1.

Definigao 3.1. Cada representante [uy, ug, us), u? +u3 # 0 de uma determinada classe
de equivaléncia (via ~ da proposi¢ao 3.1) é denominado coordenadas homogéneas

da reta que este define.

Ou seja, neste contexto, retas do plano euclidiano sao interpretadas como sendo

classes de equivaléncias de triplas ordenadas [uy, us, u3], onde u? +u3 # 0; qualquer um
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dos representantes da classe de equivaléncia é denominado coordenadas homogéneas
da reta.
Note ainda que, considerando a notagao matricial temos que a equagao da reta
correspondente a tripla ordenada [u, ug, uz] ¢ uX = 0 onde u é a matriz linha
Ty
U = [ U Uy Us ], X é a matriz coluna X = | x5 | e 0 representa matriz nula.
1

Por exemplo, u = [ 2 -3 5 ] entao uX = 0 representa a equacao 2xr, — 3xs + 5 = 0.

Vejamos agora como interpretar os pontos do plano euclidiano como classes de
equivaléncia (via ~ da proposigao 3.1).

Observe que cada ponto do ponto euclidiano estd em correspondéncia biunivoca
com uma classe de equivaléncia (via ~ da proposigao 3.1) de uma determinada tripla
ordenada (y1,¥2,y3), com yz # 0.

De fato, note que cada tripla ordenada (y1,¥2,93),ys # 0, é equivalente a terna
(Z—;, ‘Z—g, 1). Ou seja, cada classe de equivaléncia tem um representante (tinico) da forma
(x1,9,1) e reciprocamente.

Desta maneira , cada ponto (x1,z2) do plano euclidiano estd em correspondéncia
biunivoca com a classe de equivaléncia a qual (21, x9, 1) pertence. Por exemplo, o ponto

do plano com coordenadas (2, —3) é um ponto com coordenadas homogéneas (2, —3, 1).

Definigao 3.2. Cada representante (y1,y2,93),ys # 0, de uma determinada classe de
equivaléncia (via ~ da proposicao 3.1) é denominado coordenadas homogéneas do

ponto que este define.

Definigao 3.3. Dizemos que um ponto do plano em coordenadas homogéneas (1, xo,1)

¢ incidente com uma reta [uy,us, us] se, e somente se,

uX =0,
Z1
onde u € a matriz linha u = [ Uy Uy U }, X € a matriz coluna X = | 2o | €0
1

representa matriz nula.

Consequentemente as consideragoes anteriores nos permitem estabelecer o seguinte

modelo analitico para o plano euclidiano:
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Termo indefinido | Interpretacao

Pontos Classe de equivaléncia de triplas or-

denadas (y1,y2,y3), onde y3 # 0.

Retas Classe de equivaléncia de triplas or-
denadas [uy, ug, u3], onde u? + u3 #
0.

Incidéncia Um ponto (z1,x2,1) é incidente so-

bre uma reta [uj,us,us] se, e so-

mente se uX = 0, em u =
T

[u1, ug,us], e X = | x5 | ¢ 0 ama-
1

triz nula.

3.2 Sobre o plano projetivo

O modelo analitico para o plano projetivo é inspirado no modelo para o plano
euclidiano. Aqui novamente empregamos a relagao de equivaléncia da proposicao 3.1.

A saber,

Termo indefinido | Interpretacao

Pontos Classe de equivaléncia nao nula de
triplas ordenadas de niimeros reais;
qualquer elemento (x1, s, x3) desta
classe de equivaléncia é denomi-
nada coordenadas homogéneas
do ponto. Ainda denotamos por X

a classe de um ponto X € R3.

Retas Classe de equivaléncia nao nula de
triplas ordenadas de niimeros reais;
qualquer elemento [uq, ug, ug] desta
classe de equivaléncia é denomi-
nada coordenadas homogéneas

da reta .

Incidéncia A reta [ujugug] é incidente com o

ponto (z1,rq,x3) se, e somente se
T

[u, ug,us] | @ | =0, em que O re-
T3

presenta a matriz nula.
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De acordo com [6], toda reta [ passando pela origem pode ser representada na

notagao vetorial como:

l:(x1, 29, 23) = t(s1, S2,83),t € R,

onde x = (x1, %2, x3) é o vetor definido da origem a um ponto arbitrario X sobre a reta
[ e s éo vetor diretor para a [. Observe que qualquer multiplo escalar nao nulo do
vetor diretor s é também um vetor diretor para a mesma reta.

Também por [6], todo plano 7 passando pela origem pode ser representado da forma:

7:(n,z) = nyry + ngxs + nzrz =0,
onde x = (x1,29,23) é o vetor definido da origem a um ponto arbitrario X sobre o
plano 7 e n = (n1,n2,n3) ¢ um vetor normal ao plano.

Portanto, uma reta [ passando pela origem com vetor diretor s pertence ao plano
7 (passando pela origem) com vetor normal n se, e somente se,

(n,s) = 0. Ou seja, n e s sdo perpendiculares.

Sendo assim, é possivel identificar cada ponto P em 7 com uma classe de equivalén-
cia de R3, a saber, o conjunto de todos os possiveis vetores diretores para a reta que
passa pela origem e intercepta m em P. Em outras palavras, P é identificado com a
classe de equivaléncia de R? a qual o vetor diretor s pertence.

Analogamente, cada reta [ em 7 pode ser identificada com uma classe de equivalén-
cia em R3, a saber, o conjunto de todos os possiveis vetores normais ao plano que passa
pela origem e que intercepta m em [. Isto é cada reta [ é identificada com a classe de
equivaléncia de R? a qual n pertence.

Desta maneira, elementos destas classes de equivaléncia (a saber, do vetor diretor
normal) foram identificados com coordenadas homogéneas de pontos e retas em 7.

Para completar o processo, precisamos encontrar coordenadas homogéneas para os
pontos ideais e para a reta ideal adicionados a 7 para a obtencao de 7'

Podemos obter isto através da identificagao de cada ponto ideal com a classe de
equivaléncia nao nula dos possiveis vetores diretores da reta pertencente ao plano XY
correspondente a este ponto ideal, e identificando a reta ideal com a classe de equivalén-
cia nao nula dos possiveis vetores normais ao plano XY'.

Agora, as coordenadas homogéneas de um ponto ideal sdo dadas por (z1,x2,0) e as
coordenadas homogéneas de uma reta ideal dada por [0, 0, u,].

Usando esta identificacao, estamos habilitados a dizer que pontos em 7’ sdo colinea-
res se, e somente se, as retas correspondentes a estes sao coplanares, mas da Algebra
Linear sabemos que estas retas sao coplanares se, e somente se, os respectivos vetores

diretores sao linearmente independentes.

Observacao 3.1. No que segue a notagao P(py, ps, p3) significa que (p1, p2, p3) sdo as
coordenadas homogéneas do ponto P, assim com u[uy, us, us| significa que [uy, us, ug

sao as coordenadas homogéneas da reta u.
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Teorema 3.1. Trés pontos, X (x1,xa,x3), Y (y1,Y2,Y3), Z(z1, 22, 23) sGo colineares se, e

somente se o determinante

2 T |

To Yo 22 | =0
xr3 Y3 Z3

Demonstracao. Sabemos que X,Y, Z sao colineares se, e somente se existe uma reta
de coordenadas homogéneas ufu; uy us] tal que

U1 + UsTy + usrs = 0

uiyr + ugys + wugyz = 0

U121 + UozZy + U3Ry = 0
ou na notagao matricial

W5t T2 ZT3 U1 0

Yyio Y2 Y3 up | = 0

21 2o 23 U3 0

Se

T i) T3

iy Yz | #0

21 Z9 z3
segue pela Regra de Cramer que este sistema homogéneo admite como solugao apenas
a solucao trivial. Mas se este ocorre, ou seja, u; = uy = uz = 0; temos que uq, us, us

nao definem uma reta. Portanto, necessariamente

Ty T2 XT3
yi Y2 ys | =0.
21 k2 Z3

Disto, segue que

1 Y1 A
Ty Y2 2 | =0
T3 Yz =3
j& que o determinante de uma matriz coincide com o determinante de sua transposta.

O

Corolario 3.1. Se P(p1,p2,p3) € Q(q1, G2, q3) sao pontos distintos, entao a equagio da
reta P() pode ser escrita por:
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1T P11 q1
Ty p2 g | =0.

T3 P3 Q3

Vejamos agora como determinar quando trés retas sao concorrentes e encontrar a
equagao do ponto determinado por duas retas. Aqui, no entanto, as coordenadas das

retas sao usadas como linhas em vez de colunas.

Teorema 3.2. Trés retas, u,v e w sao concorrentes se, e somente se o determinante

Uy U2 Uj
U1 Vo V3 = 0.

w; W2 W3

Demonstra¢ao. Suponha que as retas distintas u,v e w sejam concorrentes e denote
por (x1, 2, x3) 0 ponto em comum.

Consequentemente, considerando [uy, ug, us], [v1, ve, v3] € [wy, wa, w3] as coordenadas
homogéneas de u, v e w respectivamente, temos que este ponto é concorrente a trés retas

se, e somente se,

U1T1 + UToy + ULz =
V121 + Va9 + V3—sy =

wWir1 + Weky + W3Tz = 0

ou em notacao matricial

U1 U2 us T 0
v Uz U3 Ty | = 0
W Wa W3 T3 0.

Se

(751 U9 us

v vy wvy |#0

wp Wz W3
segue pela Regra de Cramer que a tnica solugao possivel é a trivial, o que nao pode
ocorrer ja que em nossa interpretacao analitica um ponto é uma classe de equivaléncia
nao nula.

Sendo assim, necessariamente,

Uy Ug U3

U1 Vo V3 = 0.
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Corolario 3.2. A equacgao do ponto de intersecao das retas concorrentes p e q, deno-

tado por p - q pode ser escrita como

Uy Uz U3
pr p2 ps | =0.
g1 42 g3

Exemplo 3.1. Pelo corolario anterior podemos encontrar a equagao do ponto de in-
tersecao das retas p e ¢ dadas pelas coordenadas homogeéneas [—2,5,7] e [3,1,2]. Veja

que esta equagao ¢ determinada por

U1l U2 us

Expandindo este determinante temos a equagao 3u; + 25us — 17uz = 0, que é a

equagao de um ponto. Note que as coordenadas deste ponto sao (3,25, —17).

O proximo teorema é de fundamental importancia para reescrevermos projetivi-

dades na forma analitica.

Teorema 3.3. Se P(py,p2,p3) € Q(q1,q2,q3) sdo dois pontos distintos, entio qualquer
ponto R da reta PQ tem coordenadas homogéneas (r1,79,73) onde r; = A\ip; + \agq;, i =
1,2,3 e A, Aa € R e A2 + A2 #£ 0. Reciprocamente, qualquer ponto R com coordenadas
homogéneas desta forma pertence a reta PQ).

Demonstracao. (<) Suponhamos que o ponto R tenha coordenadas homogéneas (Ap;+
A2q1, APz + A2q2, Mips + A1gs), com Aj, Ay € R*. Entao:

ST 2 ! AMpi+dq p1oo@
2 P2 @ |=|Mp2tre p2 @ | =0
s P33 g3 AMps+A3q3 P g3
Logo, pelo teorema 3.1, os pontos P, ) e R sao colineares.
T P Q1
(=) Se R pertence a PQ entdo | r, py ¢ | = 0, ou em outras palavras, os
s D3 g3

vetores correspondentes a estes trés pontos sao linearmente dependentes. Portanto,
existem A1, Ay, A3 nao todos nulos, tais que \; P+ Q43R = 0. Note que A3 # 0 jé que
P e () sao pontos distintos. Portanto, assumindo \3 = —1, segue P + \Q = R. [

Definicao 3.4. Os pontos P e Q usados no teorema 3.3 sao chamados pontos base,

enquanto que A1 e Ay sao chamados paradmetros homogéneos de R com relagao a P e

Q.
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Observacao 3.2. Os parametros homogéneos dos pontos base P e (), com relacao a
P e @ respectivamente, sao (1,0) e (0,1). Em geral, os parametros homogéneos de
um ponto dependem dos pontos base escolhidos e de suas coordenadas homogéneas.
Entao, coordenadas homogéneas especificas para os pontos base devem ser usadas.
Mesmo assim, nao existe um tnico conjunto de parametros homogéneos para cada
ponto, ja que (A, Ay) e (kAq, kAg) representam o mesmo ponto (k # 0); mas a razao

A= )\1/)\2 ¢é tnica.

Definicao 3.5. No contexto da observagao anterior a razio X = Ai/X\y € chamada

pardmetro do ponto.

Note que o parametro de ) é 0, e convencionamos o parametro de P como sendo
oo. Desta maneira os ntimeros reais estao em correspondéncia injetora com todos os

pontos pertencentes a uma reta, exceto com um, a saber, o primeiro ponto base.

Observagao 3.3. Veja que temos o dual do teorema 3.3 para retas, a saber: Se
ufuy, ug, us) e v[vy, ve, v3] sdo retas distintas e concorrentes entao qualquer reta do plano
definido por u e v tem coordenadas homogéneas (wy, we,ws) onde w; = A\v; + Aw,
i=1,2e )2+ A2 # 0; e reciprocamente, qualquer reta com estas coordenadas pertence
ao plano determinado pelas retas u e v.

As retas u e v em questao sao denominadas retas base e os ntimeros reais \; e Ay

sao chamados parametros homogéneos de w com relagao a u e v.

Teorema 3.4. Uma projetividade entre dois feixes pode ser representada por uma

equagdo matricial (real) da forma

s /\/1 _ ailr aig A1
/\/2 Q21 Q22 A2

com ajjage — agnae = |Al # 0,5 # 0, onde (A1, A\y) sao pardmetros homogéneos dos
elementos originais e (N, \,) sao pardmetros homogéneos das imagens destes, respec-

tivamente, com relacao a uma base predeterminada de elementos.

Demonstracao. Sejam P e () pontos base do feixe de pontos e m e n retas base do feixe
de retas.

Considere X (x1, x9,x3) um ponto sobre a reta PQ), distinto de P e () com parame-
tros homogéneos (A1, \2) ; suponha que a reta /[, 4, 2] de pardmetros homogéneos
A} e A seja a imagem de X sob esta perspectividade.

Note que, pela definicao de perspectividade segue que x’ é incidente ao ponto X,

ou seja,

L1
/ —
[ Ty Ty Ty z9 | =0.

xs3
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O que resulta:

/ / /
X121 + Lo + X33 = 0.

Reescrevendo a equagao (/) em termos de componentes temos

(AL +25m0) (N1 +A5q1) + (AN ima+A5n2) (N1 pa+X5q2) +(Ayms+A5ns) (A ps+A5q3) = 0.

Logo,

M AL(prmy 4 pamg + psms) 4+ AN Aa(quma + qemg + gsms)+

)\/2)\1(]91”1 + Pano + pgng) + )\/2)\2((]1711 + gono + (]3713) =0

Para simplificar a equagao (/1) adotemos a seguinte notagao:

3
g1 = E pi;
i=1
3
Q29 = E qim;
i=1
3
a;l = — E pin
i=1
3
Q12 = — E qin;
i=1

Consequentemente,

a21)\'1)\1 + a22>\ll>\2 — a11>\12)\1 — alg)\é)\g =0

ou seja,

(a2 A1 + az)o) = Ay(ann i + arzhe) =0
Disto resulta que
/\_’1 _anAi +apAy
/\/2 a21)\1 + agg)\g

Mas isto significa que existe s # 0 tal que

8)\/1 = an)\l + CL12)\2

S)\IQ = a21>\1 + (122)\2

Em notacao matricial:

(11)

(I11)

(V1)

(VII)

(VIII)
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Observe que

anage + aznapp =| A|#0 (X)

uma vez que a perspectividade é uma aplicagao injetora.

Ainda, resolvendo a equacao (1X) para A\ /Ay obtemos uma representagao algébrica
para uma perspectividade entre um feixe de retas e um feixe de pontos.

Agora para finalizar a demonstracao basta lembrar que qualquer projetividade é
um produto finito de perspectividade e que o produto entre duas matrizes do tipo que
aparece na equacao (/X)) ainda é da mesma forma destas.

O

Exemplo 3.2. Procuremos uma matriz da projetividade que aplica pontos sobre uma
reta p com parametros homogéneos (1,3),(1,2) e (2,3) a pontos sobre outra reta p’
com parametros homogéneos (1, —4),(0,1) e (—1,1) respectivamente. Veja que pelo

a
teorema 3.4, a projetividade pode ser representada por uma matriz ] , onde:

FERI .

O objetivo ¢é determinar a,b,c e d. Para isto supondo que o par ordenado (1,2) é

aplicado em (0, 1) temos:

ou seja,
O=a+2b
B (1)
s1=c+2d
Veja que da equagao (I) segue:
a=—2b. (I1)

Com isto e pelo fato de que o par ordenado (1,3) é aplicado em (1, —4) obtemos a

relacao:

isto é,
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Sg =10 (I11)
—4s9 =c+3d (IV)

Substituindo (/17) em (IV') resulta que

c=—3d—4b (V).

Pelas equagoes (1) e (III) e sabendo que o par (2, 3) é levado em (-1, 1) por tal

projetividade, segue a relagao:
-1 —2b b 2
S3 =
1 —3d—4b d 3

—s3=—b (VI)

consequentemente,

s3 = —3d — 8b. VII

Tomando s3 = 1 entdo da equagao (V1) temos que b = 1 e da equacdo (VII) que
d = —3. Desta maneira pelas equagoes (V') e (VI) obtemos c =5 e a = —2.

Portanto a matriz A, é a matriz

!

Observe que os escalares nao precisam assumir os mesmos valores, neste caso, por

exemplo, temos que sy = 1 = s3 enquanto que s; = —1.

A seguir apresentamos um teorema com a qual comprovamos que a reciproca do

teorema anterios também vale.

Teorema 3.5. Qualquer aplicagdo dada por uma equacao matricial da forma

M1 [ab][ n
s[)\;]—lc d][>\2] ad —bc#0, s#0 (3.9)

€ uma projetividade.

Demonstracao. Para esta demonstracao assumimos que ambos feixes envolvidos sao
feixes de pontos, porém por argumentos analogos é possivel demonstra-los para demais
Casos.

Sejam P(1,0) e Q(0,1) pontos base para o primeiro feixe de pontos e R o ponto

com parametros (1,1) com relagdo aos pontos P e (). Desta forma, da aplicagao
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resultante da equagao matricial A segue que P'(a,c), Q'(b,d) e R'(a + b,c + d) sdo os
elementos correspondentes, via tal aplicacao, do segundo feixe de pontos com relagao a
uma base predeterminada. Pelo teorema 2.6, existe uma tinica projetividade P tal que
P: PQR — P'Q'R'. Mas pelo teorema 3.4 a projetividade P tem a seguinte equacao

s )\’1 _ ai; Qaig A1
/\/2 ag1 Q22 A2

Consequentemente, para demonstrar este teorema é suficiente mostrar que a matriz

aixz a2
a21 Q22

é multiplo escalar da matriz de equacao A. Para deteminar a,b, ¢, d usaremos o fato

matricial

de que P é aplicado em P’, Q é aplicado em )’ e R ¢é aplicado em R’, via P. Uma vez
que o escalar s pode ser diferente em cada situacao, podemos permitir que s assuma

diferentes valores em cada um dos casos, ou seja, temos as trés seguinte equagoes

matriciais.
a ai; a12 1 b ai; Q12 0
81 — 82 et
& 921 a92 0 d a921 a92 1
a—+ b ajr a9 1
S3 =
c+ d 21 A92 1

Destas equagoes matriciais obtemos
S1a4 = a1q 82b = a2 83(@ + b) = ay] + as

S1C = Q921 52d = 499 Sg(C -+ d) = Q9] + a99
Uma vez que estas seis equagoes tem sete incognitas, uma destas podemos escolher.

Digamos entao que sz = 1.

Consequentemente segue,

a+b:a11+a12:sla+82b
C+d:a21+a222816+82d

Ou seja,
a(l —s1)+b(1l —s3)=0
c(1—s1)+d(l—s2)=0

e como ad — bc # 0, a solugao s; = 1 e so = 1 é tnica. Logo,
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a = a1
b= a192
C = Q21
d= a99.

Portanto segue que a equacao matricial

/

s Ap . ai; Q12 A1
L | =
A a1 a22 A2

¢é a representacao de uma projetividade.
O

Observacao 3.4. Pelos teoremas 3.4 e 3.5 podemos concluir entao que existe uma
correspondéncia biunivoca entre os conjuntos das projetividades entre dois feixes com
relacao a uma base predeterminada e o conjunto das classes de equivaléncia das matrizes
2 x 2 com determinantes nao nulo, sob a relagao ~ dada por A ~ B se, e somente se
A = sB para alguma constante diferente de zero.

Com o teorema 3.4 é possivel verificar que o modelo analitico definido satisfaz o

axioma 2.6.

De acordo com o axioma 2.6, projetividades sobre feixe (que nao seja a identidade)
tem no maximo dois elementos invariantes. O préximo teorema caracteriza as repre-

sentagoes matriciais de projetividade com dois, um ou nenhum elementos invariantes,

respectivamente.

Teorema 3.6. Uma projetividade sobre um feize (que nao seja a identidade) com

matriz

@11 a2

a21 Q22

tem dois elementos invariantes se (ags — a11)2 + 4aqipa91 > 0, tem um elemento

invaridvel se (asy — a11)2 + 4ajpas; = 0, ou nenhum elemento invariante se (as —

CL11>2 + 4ai2a9; < 0.

Demonstracao. Note que (A, A2) é um elemento invariante se, e somente se

/

s Aj . a1 Q12 A1
; =
/\2 G21 Q22 Ao

que é, se, e somente se (A, Ag) um vetor caracteristico ou autovetor da matriz. Porém,

existem autovetores se, e somente se, existe uma solu¢ao s # 0 da equacao |[A—sI| = 0.

Ou seja, 0 = |A — sI| = = 412 = (a11 — s)(ag2 — s) — (ag1a12) =

a1 Q22 — S
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52 — (@11 + age)s — agiaias + ajiags. Resolvendo para s temos o seguinte:

(azs + a11) & v/(as2 + a11)? — 4(ayiaz — apas;)
2
Se a expressao sob o radical é positiva, ha duas solugoes distintas para s e portanto

dois autovetores linearmente independentes e assim dois pontos invariantes distintos
da projetividade. Se esta expressao é zero, ha exatamante uma solucao para s e por-
tanto exatamante um ponto invariante da projetividade. Finalmente, se a expressao
¢é negativa, nao existem solugoes reais para s e entao nao ha pontos invariantes da
projetividade. Uma vez que esta expressao é algébricamente equivalente & expressao
na instrucao do teorema, o resultado segue.

m

Definicao 3.6. Uma projetividade sobre um feize é denominado hiperbolica, parabolica,

ou eliptica se o nimero de elementos invariantes € 2, 1 ou 0, respectivamente.

A seguir definimos o objeto Raio Transversal. Veremos que, no contexto do modelo

analitico para o plano projetivo este valor numérico ¢ invariante sob projetividades.

Definicao 3.7. Se A, B,C,D sao quatro elementos distintos de um feixe com par
homogéneos (aq, as), (B1, B2), (71,72) € (01,02) respectivamente com relagdo a uma base
de pontos dada, entdo o raio transversal de A, B,C e D, R(A, B,C, D), € o nimero

real obtido pela sequinte expressao em termos de determinantes.

7o 0 o

o 0 «

R(AB,C D)=L 1. 1%
Mo b o B

Y2 P do P

Observagao 3.5. Na definigao acima se nenhum dos elementos A, B, C, D é o primeiro
elemento da base de pontos considerada, entao («, 1), (8, 1), (v, 1), (d,1) também sao
parametros homogéneos para tais pontos, respectivamente.

Veja que neste caso,

”y—a;é—a
=8 55

Observacao 3.6. E possivel mostrar que as 24 permutacoes possiveis dos quatro ele-

R(A,B,C,D) =

mentos distintos de um feixe podem ser caracterizadas em termos do raio transversal
r em seis possiveis valores: r,1/r,1 —r (r—1)/r,r/(r —1) e 1/(1 — r). Por exemplo,
R(A,B,C,D)=R(B,A,D,C)=R(C,D,A,B) = R(D,C,B,A) =r. E ainda,

R(D,C,A,B)=1/r=R(A,C,B,D) e

R(B,C,A,D)=r—-1=R(A,D,B,C).

Consequentemente, o raio transversal de quatro elementos distintos de um feixe nao

pode ser 0, 1 ou oo.
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Teorema 3.7. O raio transversal de quatro elementos distintos de um feize € invariante

sob uma projetividade.

Demonstracao. Temos que provar que se A, B, C, D sao elementos distintos de um feixe
correspondendo a elementos distintos A’, B’,C’, D" de outro feixe, ou seja, ABC'D A

A'B'C'D’, entao R(A,B,C,D) = R(A',B',C", D). Veja que, sendo M = [a;;] a matriz

que define a projetividade tal que ABCD N A'B’'C'D’ segue que

0y

a
a
P
P
a
a
P
Py

a1

a21

aii

21

11

21

a1

a21

a2

a2

a2

a22

a2

a22

a2

a2

7
§a!

7
M1

01
o1

01

02

aq

aq

A
P

o
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A
B

em que A tem parametros homogéneos (a, as), A’ tem parametros homogéneos (o, o),

B tem parametros homogéneos (51, 32), B’ tem parametros homogéneos (51, 35), C
tem parametros homogéneos (v1,72), ¢’ tem parametros homogéneos (v1,75), D tem
parametros homogéneos (d1,d2), D' tem parametros homogéneos (07, 05), com relagao

a uma base predeterminada. Disto segue que

/ / 1A /
7o 1
! / ! /
Yo Qg 0y
R(A",B',C',D") = - =
! / 5/ /
T 1 1 1
! / ! /
Yo P2 52 2
@11 Q12 Y1 0 a11 Qa2 h o
Q21 Q22 T2 Qo Q21 Q22 dy
air G2 m B @11 Q12 o B
g1 Q22 Y2 B Q21 Q22 9y o
7 h o
Y2 Q2 dy g
:R(A,B,C’,D).
m B 0 B
Yo [ dy [

Como consequéncia deste teorema segue que o raio transversal pode ser calculado

diretamente das coordenadas homogéneas dos pontos envolvidos, ou seja:
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Corolario 3.3. Se A, B,C, D, sdo pontos com coordenadas homogéneas (a1, as, as),

(b1,b2,b3), (c1,¢2,¢3), (di,ds,ds) , sao elementos distintos de um feize, entao

1.
Co Q9 d2 Qo
c3 a dz; a
PO B RA, B, C, D)
Co b2 dg b2
c3 b3 dz b3
desde que o feize nao contenha X (1,0,0)
2.
C1 a1 dl ay
c3 a ds a
PO P RA, B, C, D)
C1 bl dl bl
c3 b3 dz b3
desde que o feize nao contenha Y (0,1,0)
3.
C1 aq d1 aq
Cy QA9 d2 (05}
= = R(A,B,C, D)
C1 bl dl bl
Co b2 d2 b2

desde que o feize nao contenha Z(0,0,1)

Assim se Z(0,0,1) ndo é um elemento do feixe, as duas primeiras coordenadas
homogéneas destes elementos podem ser usadas como parametros homogéneos no raio
transversal. Porém se o feixe contém Z(0,0,1) (entao este corolario falha para esta
afirmagao), entdo também nao pode conter ambos X (1,0,0) e Y(0,1,0) e corolarios
semelhantes podem ser provados para feixes que nao contém X e para feixes que nao

contém Y. O uso de uma dessas afirmacoes semelhantes ¢ vista no exemplo a seguir.
Exemplo 3.3. Vejamos como calcular R(A, B,C, D) onde A(1,2,1), B(3,6,1),C(2,4,1)
e D(1,2,0) sdo pontos sobre a reta (2, —1,0].

Note que Z(0,0,1) é um ponto em [, logo ndo podemos usar o item (3), entretanto

o ponto X (1,0,0) nao incide com [, assim segue do item (1):

4 2 2 2
1 1 0 1 9 9

4 6 2 6 -2 2

1 1 0 1

Observe que como Y também nao incide a reta [, poderiamos ter calculado o raio

transversal usando o item (2), o qual daria o mesmo valor.
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Teorema 3.8. Se trés elementos distintos de um feixe, A, B,C e um niumero real r
(r #0,1) sao dados, entao existe um unico ponto D tal que R(A, B,C,D) =r.

Sejam (ay, ag, az), (ba, ba, b3), (c1, c2, c3) pardmetros homogéneos dos pontos A, B, C, D,

com relacao a uma base predeterminada B. Para determinar tal ponto D basta encon-

trarmos seus parametros homogéneos com relacao a base B.

Isto segue das equagoes dadas nos itens (1), (2) e (3) do corolario 3.3, isto &;

1.
Cy Q9 d2 (05}
C3 as dz a3
Co b2 . dg bg
C3 b3 dg bg
desde que o feixe nao contenha X (1,0,0)
2.
1 I dy
C3 as dz a3
C1 b1 . d1 bl
c3 b3 dz b3
desde que o feixe nao contenha Y (0, 1,0)
3.
C1 aq dl aq
Cy Q9 d2 (05}
c1 b . di b
co by dy by

desde que o feixe ndo contenha Z(0,0, 1)

Destas igualdades temos:

\

C203 — A2C3
d2a3 - a2d3
€103 — a1C3
d1a3 — CL1d3
C102 — 4102
d1a2 — a1d2

= R(A, B,C, D)

= R(A, B,C, D)

= R(A,B,C, D)

r

Ou seja, obtemos um sistema linear de trés equagoes e trés incognitas.

U11d1 + u21d2 + Odg
U12d1 + 0d2 + U32d3
0dy + ug3dy + dssds

g f}/l
V2
= 73
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em que u;; € v, dependem de ay, as, as, by, by, b3, c1, c2, c3 € r dados.

Desta maneira sendo

u;p uz 0O
ugr 0wy | = —(U12U21U33+U11U32U22) 750

0 usx uss

¢ garantida a solugao do sistema.

Teorema 3.9. Se A, B,C, D sao elementos distintos de um feize e A", B',C", D" sao
elementos distintos de um outro feize, com R(A', B',C", D) = R(A, B,C, D), entdao
existe uma projetividade aplicando A, B,C,D em A', B',C’, D', respectivamente.

Demonstracao. Pelo teorema fundamental 2.6, existe uma projetividade tal que ABC A
A'B'C'. Seja D* a tunica imagem de D por esta projetividade. Pelo teorema 3.7
R(A,B,C,D) = R(A",B',C", D*). Mas, por hipotede R(A, B,C,D) = R(A", B',C", D’),
consequentemente R(A’, B',C',D") = R(A’, B',C’, D*), logo segue pelo teorema ante-
rior que D* = D', m

No préximo resultado veremos a relagao entre dois objetos importantes da geometria

projetiva, a saber, raio transversal e conjunto harmonico.

Teorema 3.10. Se A, B,C, D sao elementos distintos de um feize, entao R(A, B,C, D)
= —1 se e somente se os pontos colineares A, B,C, D formam o conjunto harmonico

H(AB,CD).

Demonstracao. (<) Uma vez que o conjunto harménico H(AB,CD) existe segue
que H(AB,DC) também existe pelo corolario 2.1. Agora pelo teorema 2.8, sabe-
mos que existe uma projetividade tal que ABCD AN ABDC'. Nestas condicoes, pelo
teorema 3.7 R(A, B,C,D) = R(A, B, D,C); mas pela observac¢ao (3.7) sabemos que
se R(A,B,C,D) =r, entao R(A, B, D,C) = 1/r; consequentemente r = 1/r, ou seja,
r? = 1. Como r # 1 isto implica que r = —1.

(=) Seja D' um quarto elemento do feixe tal que A, B,C, D’ formam o conjunto
harmoénico H(AB,CD'), a existéncia de D" é garantida pelo teorema 2.2. Logo, pelo
mesmo argumento da demonstracao anterior segue que R(A,B,C,D’) = —1. Mas
por hipétese R(A, B,C, D) = —1, ou seja, R(A, B,C,D') = R(A, B,C, D). Portanto
segue do teorema 3.8 que D = D’. Consequentemente existe o conjunto harmonico
H(AB,CD,).

]



4 Transformacoes do Plano Projetivo

Neste capitulo estudaremos dois tipos de transformacoes lineares do plano projetivo,
a saber, colineacoes e correlagoes. A transformacao colineagao é caracterizada por
aplicar pontos colineares em pontos colineares, e consequentemente aplica reta em
reta, enquanto que a transformacao correlacao tem a propriedade de aplicar pontos
colineares em retas concorrentes e esta transformacgao seré crucial para deduzirmos
equagoes analiticas para cada conica estudada anteriormente.

Primeiramente vejamos a defini¢cao de uma transformacao linear:

Definicao 4.1. Seja V' um espacgo vetorial sobre R. Dizemos que uma aplica¢ao T :
V =V € uma transformacao linear de V se satisfaz as sequintes propriedades:

i) T(u+v)=T(u)+T(v),Vu,veV;

ii) T(ku) = kT (u),Yu € V,Vk € R.

Ainda, dizemos que T' é injetora quando u # v implica T'(u) # T'(v), T é sobrejetora

quando Im7" =V e T é uma bije¢ao quando é injetora e sobrejetora.

Teorema 4.1. T é uma transformacao linear bijetora de R® = { X (x1, x9, z3) : z; € R}
se, e somente se T'(x) = AX, em que A = [a;j]sx3, |A| #0 e a;; € R.

No que segue, V denota o conjunto U U{(0,0,0)}, em que U é o conjunto de pontos
do modelo analitico ( isto é, classes de equivaléncia nao nulas de ternas ordenadas em
R3). Observe que V munido das adigoes e multiplicagoes por escalares usuais de R3

forma um espacgo vetorial sobre R.

Observagao 4.1. Veja que uma transformacao linear injetora de V.= U U {(0,0,0)}
estd bem definida no seguinte sentido: se u ~ v entao T'(u) ~ T'(v), de fato:

Se u ~ v entdo: u = kv, k € R*, logo T'(u) = T'(kv) = kT(v), k € R*, isto é&,
T(u) ~T(v).

4.1 Colineacao

Definigao 4.2. Uma transformacao linear T de V.= U U{(0,0,0)} bijecdo é deno-

minada colineacao.

61
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Teorema 4.2. T' € uma colineagao se, e somente se, sX' = AX, [em que A = [a;;]3x3,
— —

Al #0 ea; €R, s#0] X' é um ponto de R*\{0,0,0} tal que T(X) =X .

Demonstragio. Sabemos que T(X) = X', isto ¢, T({kX, k € R*}) = {IX’,] € R*}, em
que X’ ¢ um ponto de R3\{0,0,0} tal que X = X'.

Sendo assim, temos que para determinados k, [ € R*, c aplica kX € R3 em (X’ € R3.
Como 7' é uma transformacao linear, isto equivale a dizer que ¢ aplica cada X € R3

em sX' € R? em que s = % € R*. Desta observacao e pelo teorema 4.1 segue que:

sX' = AX,[em que A = [a;;]3x3,|A] #0 e a;; € R, s # 0] (I).
[

Teorema 4.3. Uma colineacdao aplica pontos colineares em pontos colineares. Além
disso, a imagem, u', de uma reta uluy, ug, ug) sob uma colinea¢ao com matriz A é dada

pela equagao matricial ku' = uA™' k € R* o/ = [u] ub uh],u = [ug ug us).

Demonstracao. Seja P,(Q), R pontos colineares e suponha que P é um ponto da reta
QR. Mostraremos que a imagem de P, P’, é colinear com as imagens de ) e R,
denotadas por Q" e R’ respectivamente.

Como P esta sobre QR segue do teorema 3.3 que existem \;, Ay € R tal que
P=X\Q+ \R.
Sendo a equacao matricial que define a colineacao dada por
sX'=AX (I1)

temos:
sP' = AP = sP' = AQ + MR) = P = M (2AQ) + M(2AR) = MQ' + AR
Logo, pelo teorema 3.3 P’ pertence a reta QQ'R’.
Agora determinemos a equagao matricial da imagem da reta ufu;, ug, us] pela coli-
neagao com equagao matricial (7).
Sendo [u; us uz]X = 0 a equagao que define a reta u e [u] u) u5] X’ = 0 a equagao

que define a imagem de u, v/, na sX’' = AX temos:

0 = [u] ub uy] X" = [u] uj ug]éAX.
Consequentemente X’ pertence a reta u' se, e somente se X pertence a reta de
equagao matricial [uf u) uj]tAX = 0.
Mas, X’ pertence a reta de equagao [u) ub u4] X’ = 0 se, e somente se, X pertence a
reta de equacao [u; uy uz)X = 0, como colineagbes sao injetoras, segue que as equagoes

[uf uh uh]PAX =0 e [ug up ug]X =0, define a mesma reta.

Portanto, necessariamente [uy up ug] X = [u} ub us]LAX ou k[u] ub ub] = [uy us ug) A~

em que k = 1.
]

1
)
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Observacao 4.2. Dos teoremas 4.1 e 4.3 vemos que podemos descrever a aplicagao
de qualquer colineacao via uma equacao entre pontos quanto via uma equagao entre
retas. A matriz A presente em ambos os resultados é denominada matriz da colineagao.
Note ainda que a matriz de uma colineagao nao é tnica, ja que sendo A uma matriz de
colineagao entao rA,r € R*, também ¢é uma matriz de colineagao segundo a seguinte

equagao matricial equivalente a equagao (1)

$1X = (rA)X, com s; = sr.

Corolario 4.1. Sob uma colineacao, retas concorrentes correspondem a retas concor-

rentes.

Demonstracao. Sejam ufuy, us, us] e vlvy, ve, v3] retas concorrentes, quaisquer.
Pelo teorema 4.3 as respectivas imagens destas retas via uma colineacao de matriz

A sao dadas por :

kiv/ =uA=t k € R*
]{?Q’UI = UAil, ky € R*
e da demonstracao do teorema 4.3 sabemos que v’ X’ = 0 se e somente se uX = 0 em

que X' é a imagem de X via a colineacao dada.

Sendo P o ponto comum de u e v temos:

uP =0

vP =0
Logo,

WP =0

VP =0

Consequentemente P’ é um ponto comum de u’ e v/, isto é, u’ e v’ s@o retas concorrentes.

]

O seguinte teorema é a ponte para mostrar que as propriedades de raio transversal

e relagoes harmonicas sao invariantes sob colineagoes.

Teorema 4.4. Uma colineagao do plano projetivo induz uma projetividade entre os

elementos de feixzes correspondentes.

Demonstracao. Mostraremos o resultado apenas para feixe de pontos, para os demais
a demonstracgao ¢ analoga.

Seja F um feixe de pontos e P,Q, R pontos quaisquer deste. Como P, (), R sao
colineares, pelo teorema 3.3 podemos escrever R = A\ P + \2().

Sendo P’, )" e R’ suas imagens sob uma colineacao com matriz A segue que estes
também sao colineares, e portanto, R' = 1 P’ + p2@Q’; por outro lado, pelo teorema

4.2, temos
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s1P'= AP

$2Q" = AQ

ssR' = AR, s; € R*Vi=1,2,3.
Consequentemente,
53t = A(MP + XQ) = MAP + X AQ = 51 M P + 52000
Logo,

s3(p P+ 12Q') = ssR' = Mis1 P’ + As2Q)', ou seja

Le]-[5 2] ) .

Com isto concluimos que a colineagao aplica feixe de pontos em feixe de pontos e

ainda pelo teorema 3.5 induz uma projetividade dada pela equagao (1), ja que

S
‘ ! = 5152 # 0.

0 S9

[]

Corolario 4.2. Raio transversal e conjuntos harmoénicos sao invariantes sob colinea-

COEs.

Sabemos dos teoremas 2.7 e 3.7 que tanto conjunto harmonico quanto raio transver-
sal sao invariantes sob projetividade .

Como toda colineacao induz uma projetividade, esta mantém invariantes tais ob-
jetos. Enquanto que projetividades sao unicamente determinadas por trés pares de
elementos correspondentes, o proximo teorema mostra que colineagoes sao unicamente
determinadas por quatro pares de elementos correspondentes. A prova desse teorema
ilustra uma técnica 1util para encontrar a matriz de uma colineacao, como veremos em

um exemplo, posteriormente.

Teorema 4.5. Eriste uma unica colinea¢ao que aplica quatro pontos quaisquer (cada

trés nao colineares) a quatro pontos quaisquer (cada trés nao colineares).

Demonstracao. A verificacao deste teorema consiste em encontrar algebricamente uma
matriz A de colineagao que relaciona quatro pontos quaisquer P, @, R, S (cada trés nao
colineares) a quatro pontos P, @', R, S’ (cada trés nao colineares) e observando que
esta matriz é unicamente determinada a menos da relagao de equivaléncia.
Primeiramente, considerando os pontos X(1,0,0),Y(0,1,0),7(0,0,1) e U(1,1,1)

podemos encontrar uma matriz B tal que

s1P'=BX
SQQ/ = BY
ssR' = BZ

548" = BU
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Também podemos determinar uma matriz C' tal que

ssP=CX
s¢QQ = CY
ssR=CZ
s3S =CU

Observe que tais matrizes nada mais sao do que as respectivas matrizes de mudanga
de base.

Logo, temos o seguinte:

s1P' = BX = Bs;C~'P
$9Q" = BY = BssC~1Q
ssR' = BZ = Bs;C™'R
548" = BU = BsgC~1S

Implica,
j—;P’ = BC'P
2Q = BCTQ
z—jR’ = BC™'R
2—35’ = BC™'S
Ou seja , sendo A = BC™ Lk = z—;,kg = Z—i,kg = z—i eky = z—:
Segue:
klpl - AP
ko) = AQ
ksR' = AR
l{?4S/ - AS

Com isto, pelo teorema 4.2 temos a colineagao que aplica P,Q,Re S em P, Q' R

e S O

Corolario 4.3. Uma colineagao de um plano que mantém quatro pontos fixados (cada

trés nao colineares) é a transformacgao identidade.

Demonstracao. Seja
ai; ai2 a3
A= Q21 Q22 (23
Qg1 a3z @33
a matriz da colineagdo que mantém os pontos P,Q, R,S (cada trés ndo colineares)

invariantes, logo:
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kiP = AP
k@ = AQ
ksR = AR
kS =AS, ke R Vi=1,2,3,4.
Ou seja,
Py a1 a2 a13 Py
k| Py | = G21 Q22 (23 Py
Ps 31 Aas2 0ass Ps

kiPy = an Py + aioPs +ai3Ps = aia =0 =aiz e k1 = an
k1 Py = ag Py 4 axPs + a3 P3s = as = 0 = agz e k1 = ax
k1 Py = a3 Py + azo P + assPs = az = 0 = az e ki = ass,

logo,
krk 0 O
A=1| 0 k 0 |, k#0
0 0 Kk

Analogamente, podemos mostrar que

ky 0 0O ks 0 O
A= 0 k 0 | =A= 0 ks O
0 0 ko 0 0 ks

Logo, a menos de relagao de equivaléncia a matriz A é a identidade. Consequente-

mente a colineacao é a transformagcao identidade.
O

Exemplo 4.1. Encontremos uma matriz de colineagao que relaciona P(1, —3,2), Q(2,
-1,3), R(0,3,—-2) e S(—1,3,0) em P'(3,7,7),Q'(0,0,1), R'(5,7,6) e S'(1,9,7), respec-

tivamente.

Primeiramente devemos verificar se quaisquer trés dos pontos P, ), R e S nao sao co-
lineares, isto basta verificar que nenhum dos quatro determinantes | PQR|, |PQS|, |PRS]|
e |QRS| sao iguais a zero. Analogamente mostramos que trés dos pontos P',Q)', R e

S’ nao sao colineares. Fagamos isto:

1 2 0

-3 -1 3 |=-7
2 3 -2

-1 2 1

3 -1 =3 |=-10
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E ainda:

7T 7T 9|=48

0 7 9|=38
1 6 7

Agora, seguindo os procedimentos da demonstragao do teorema 4.5 vamos determi-

nar a matriz B, tal que:
s1P' = BX,s$,Q)' = BY,s3R' = BZ e 545" = BU ou seja:

b1 bz bi3 1 3 b1 = 351
bgl b22 623 0 = S1 7 ou b21 = 781 (310)
bsi b3z b33 0 7 b31 = Ts;

Substituindo a primeira coluna de B por (3.10) e usando a segunda equagdo temos:

381 b12 613 0 0 b12 =0
731 b22 bgg 1 = S9 0 ou b22 =0 (311)
7s1 bsy b3z 0 1 b3y = 59
Substituindo a primeira coluna de B por (3.10) e (3.11) e usando a terceira equagao,
obtemos:
381 0 b13 0 5) b13 = 553
781 0 b23 0 = S3 7 ou b23 = 783 (312)

731 1 b33 1 6 b33 = 683
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E finalmente, de (3.10), (3.11) e (3.12) e da quarta equagao temos a igualdade

3s; 0 BHs3 1
781 0 783 1 — S4 9 3.13
781 S9o 683 1 7

e por conseguinte o sistema:

351 + D83 = Sy
7s1 + 7s3 = 9s4
781 + 89 + 6583 = 75y
Resolvendo este sistema vemos que s; = —19,59 = 24,53 = 10 e s4 = —7 & uma

solugao e entao B é dada por:

—-57 0 50
B=1|-133 0 70
—-133 24 60

Um procedimento analogo é usado para determinar a matriz C' via as equacoes
ssP=CX, s¢QQ =CY, ssR=CZ e sgS = CU. Obtemos

185 256 0
C = —355 —186 387
285 386 —287
tal que
185 + 256 = —S8%
—385 — S¢ + 387 = 388 (314)
285 + 386 — 287 =0
Observe que s5 = 19,55 = —6,s7 = 10 e sg = —7 e entao C' é dada por
19 —-12 0
C=| -57T 6 30
38 —18 =20
Finalmente, sendo A = BC~!
1 -1
A= 0 3 1
-1 2 0

Observagao 4.3. O teorema 4.5 nos permite simplificar provas analiticas escolhendo

quaisquer quatro pontos, a cada trés nao colineares, como os pontos de coordenadas:
X(1,0,0),Y(0,1,0), Z(0,0,1) e U(1,1,1).
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Teorema 4.6. Uma colineacao tem pelo menos um ponto invariante e uwma reta in-

variante.

Demonstracao. Para mostrar que uma colineagao com matriz A tem pelo menos um
ponto invariante, note que havera um ponto invariante X se, e somente se existe um
escalar s # 0 tal que sX = AX. Mas sX = AX se, e somente se s[X — AX =
(sI — A)X =0 em que [ é a matriz identidade. Agora esta tltima equagdo tem uma
solugdo nao trivial X se, e somente se |s/ — A| = 0; mas como A é uma matriz real
3 % 3, temos que |sI — A| é um polinémio do terceiro grau em s e entao tem pelo menos
uma solucao real nao nula para s. Analogamente, para mostrar que a colineagao de
matriz A tem pelo menos uma reta invariante, o mesmo procedimento é usado, mas

com a equacao ku' = uA~1l. O

Observacao 4.4. A reta invariante de uma colineagao nao precisa ter todos os seus
pontos invariantes, isto é, embora pontos sobre uma reta invariante devem permanecer
sobre a reta apos a aplicacao da colineagao, os pontos nao sao necessariamente mantidos

fixados.

Definicao 4.3. Uma colineagio que mantém fizado todos os pontos de uma reta in-

variante € chamada colineagcao perspectiva e esta reta € denominada eixo.

Observagao 4.5. Temos que a transformacao identidade é uma colineacao perspectiva
e pelo teorema 4.5 uma colineacao perspectiva que nao seja a identidade pode ter no
maximo um ponto invariante nao fora do eixo.

O seguinte teorema demonstra que existe sempre um ponto invariante sob uma

colineacao perspectiva.

Teorema 4.7. Toda colineagao perspectiva tem um ponto invariante tal que toda reta

que o contém € invariante sob esta colineacao.

Demonstragao. Sejam m o eixo da colineagao perspectiva e observe que pelo teorema

4.6, esta colineacao tem pelo menos um ponto invariante.

Caso 1. Suponha que um ponto invariante C' nao pertenca a m. Neste caso alguma
reta que passa por C intersecta m em um segundo ponto invariante (que existe
pela definicdo de m) (figura 4.1). Portanto, cada reta que passa por C' tem dois
pontos invariantes, a saber, C' e o ponto que concorre com o eixo m, consequente-

mente esta tal reta é invariante.
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Figura 4.1: C', ponto invariante e m, reta de referéncia invariante.

Caso 2. Suponha que todo ponto invariante incide sobre m.
Seja P um ponto que nao pertence a m, qualquer.

Agora, considere n = PP’ em que P’ é a imagem de P sob a colineacao perspec-

tiva e defina C = n - m.

Veja que n = C'P = C'P' é invariante, pois C, P, P’ sdo pontos de n e toda reta

¢ unicamente determinada por dois pontos.

Se R é outro ponto nao incidente a m ou n, analogamente ao procedimento acima

¢ possivel mostrar que existe uma reta invariante, a saber, o = RR'.
Considere agora X = o-n (figura 4.2).

Uma vez que o e n sao retas invariantes, segue que X ¢ invariante logo, pela

hipoétese X pertence a m, ou seja, X =n-m. Mas, C' =n-m, logo X = C.

Portanto, todo ponto nao incidente sobre m pertence a alguma reta invariante

que passa por C, isto é, toda reta passando por C' é invariante.
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Figura 4.2: Retas invariantes.

Definigao 4.4. O ponto invariante garantido pelo teorema anterior é denominado

centro da colineagao perspectiva.

Teorema 4.8. Sejam m uma reta e C um ponto nao incidente sobre m, quaisquer.
FExiste uma tinica colineagao perspectiva com eixo m e centro C que aplica um ponto P

dado (P # C e P nao incidente sobre m) em um ponto P' dado pertencente a PC.

Demonstracao. Caso 1. C' nao incide sobre m.

Defina D = PC - m e sejam E e F pontos sobre m distintos de D (figura 4.3).
Nestas condigoes, pelo teorema 4.5 existe uma tnica colineacao que aplica P em
P,CemC,EemFEeFemkF.

Note que esta colineacao mantém m invariante uma vez que esta aplica F em E, F
em I, respectivamente. Veja ainda que PC' = P'C é uma segunda reta invariante.
Portanto D = PC' - m é um terceiro ponto invariante sobre m (bem como E e
F), e disto segue que a projetividade induzida sobre m por esta colineagao é a
identidade (conforme teorema 2.6), consequentemente m é uma reta tal que todo

ponto incidente sobre esta é invariante.

Com isto, tal colineagao ¢ uma colineacao perspectiva com eixo m, e de acordo

com a demonstracao do teorema 4.7, o centro pode ser o ponto C'.

Caso 2. (' incidente sobre m.

Para estes casos, defina D = PX -m, em que X é um ponto nao incidente sobre a
reta PC ou nao incidente a m (figura 4.4). Veja que esta colinea¢ao perspectiva
procurada, deve, necessariamente aplicar X em X’ dado por CX - P'D. Por outro

lado, pelo teorema 4.5 existe uma tnica colineagdo que aplica P em P’, X em
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X', Cem C e D em D. Desta forma, m é invariante sob esta colineagao ja que

C e D, pontos incidentes sobre m, sao invariantes.

Veja que C' é um ponto tal que toda reta que o contenha é invariante sob esta
colineagao ja que as trés retas CP = C'P', m e CX = CX' s@o retas invariantes

sob esta colineagao e C' é incidente sobre as trés.

Portanto, como m tem pelo menos dois pontos invariantes segue que necessaria-

mente m ¢é o eixo desta colineagao perspectiva.

]

Figura 4.3: Colineacao perspectiva com centro C.

Figura 4.4: Colineacao perspectiva com eixo m.

O teorema a seguir explica o nome colineagao perspectiva; isto se deve ao fato de

que este tipo de colineagao aplica triangulos a triangulos perspectivos.
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Teorema 4.9. Se AP'Q'R' e APQR sao tridngulos perspectivos a partir do ponto C
e da reta m entao AP'Q'R' € a imagem de APQR sob uma colinea¢ao perspectiva de

centro C e eixo m.

Demonstracao. Suponha que APQR e AP'QQ'R' sao perspectivos pelo ponto C' e pela
reta m. Ja que APQR é um triangulo, os trés pontos P, () e R nao sao colineares.
Portanto pelo menos um destes pontos, digamos P, nao pertence a m. Além disso ja
que APQR e AP'Q'R' sdo perspectivos por C, P’ pertence a PC. Entao pelo teorema
4.8, existe uma colineacao perspectiva 1" com centro C' e eixo m que relaciona P em
P

Resta-nos mostrar agora que T(Q) = Q' e T(R) = R'. Fagamos isto.

Pela demonstracaodo teorema 4.8, T(Q)) = P'D - QC em que D = PQ - m. Mas
PQ-m = P'Q - m, ja que os triAngulos sao perspectivos por m, consequentemente
P'D = P'Q'". Portanto T'(Q) = P'Q"- QC. Por outro lado, Q' pertence a QC' ja que os
triangulos s@o perspectivos por C, entao T'(Q) = @'. Analogamente, T'(R) = R'.

m

Definicao 4.5. Uma colineacao perspectiva, que nao seja a identidade, € chamada uma

elacao se seu centro incide em seu eixo, e é chamada uma homologia caso contrdrio.

Teorema 4.10. Sob uma homologia com centro C' e eizo m, qualquer ponto P que nao
incide sobre m (P # C) tem uma imagem P’ tal que C, P e P’ sdo colineares e, ainda
sem-CP =Q, entao R(C,Q, P, P") é constante para todo P.

Demonstracao. Observe primeiramente que C, P e P’ sdo colineares pelo teorema, 4.8.
Agora mostraremos que se m - CP = @ entao R(C,Q, P, P") é constante para todo
ponto P, em dois casos:
O fato de C, P e P’ serem colineares por todas colineacoes perspectivas tem sido

observado anteriormente.

Caso 1. X nao incide sobre CP e nem a m.

Seja X’ a imagem de X sob esta homologia, e defina D = CX -m, E = PX -m,
com isto, temos que X' = XC - EP’ , conforme ilustrado na figura 4.5.

E
Consequentemente, CQPP' A CDX X' e entao pelo teorema 3.7:

R(C,Q,P,P") = R(C,D, X, X') = constante.

Caso2. X incide sobre C'P.

Para este caso, seja Y um ponto néo incidente sobre C'P (figura 4.6). Pelo caso
1, segue que R(C,Q, P, P") = R(C,D,Y,Y’) e entao considerando Y no lugar de

P na argumentacao do caso 1 segue o resultado para X.
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Figura 4.5: X nao pertence a C'P e nem a m na homologia com centro C' e eixo m.

Figura 4.6: X pertende a C'P e Y nao pertence a C'P na homologia com centro C' e

eixo m.

O

Definicao 4.6. No contexto do teorema anterior, se este raio transversal € igual a —1,

a homologia serd chamada uma homologia harmoénica.

4.2 Correlacao e Polaridade

O segundo tipo de transformagoes do plano projetivo, conhecido como correlagoes,
sao também transformacoes lineares injetoras. Aqui, no entanto, as imagens de pontos

sao retas.

Definicao 4.7. Uma correlagao é uma transformacao linear bijetora entre o conjunto

de pontos do plano projetivo sobre o conjunto de retas do plano projetivo.

Observacao 4.6. Analogamente as colineagoes, as correlacoes também podem ser

representadas por uma matriz, que é tnica a menos de relacao de equivaléncia.
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Teorema 4.11. Uma correlagcao pode ser representada por uma matriz A real 3 X 3
em que |A| # 0. A equagdo matricial para a correlagio é su' = AX com X € R e
s € R*.

Demonstracao. Analoga a demonstracao teorema 4.2. Observe que foi preciso utilizar
a transposta pois pontos sao representados por uma matriz coluna enquanto que retas

sao representadas por uma matriz linha. O

Teorema 4.12. Uma correlacao aplica pontos colineares em retas concorrentes. A

imagem de uma reta u sob uma correlagio com matriz A € dada pela equacio kX' =

uA~t ke R,
Demonstracao. Analoga a demonstracao do teorema 4.3 O

Corolario 4.4. Sob uma correlagao, retas concorrentes sao aplicadas em pontos co-

lineares.
Demonstracao. Analoga a demonstracao do corolario 4.1 ]

Teorema 4.13. Uma correlagao de um plano projetivo induz uma projetividade entre

os elementos dos feixes correspondentes.
Demonstracao. Analoga a demonstracao do teorema 4.4 O]

Corolario 4.5. Raio transversal e conjuntos harmoénicos sao invariantes sob corre-

lacoes.
Demonstracao. Analoga a demonstracao do corolario 4.2 O

Teorema 4.14. Eziste uma unica correlag¢io que aplica quaisquer quatro pontos, (cada

trés nao colineares), em quaisquer quatro retas, (cada trés nao concorrentes).
Demonstra¢ao. Anéloga a demonstragao do teorema 4.5. [

Observacao 4.7. Do teorema anterior segue que uma correlagao leva quadrangulo em

um quadrilateral e vice-versa.

Definicao 4.8. Uma correlagao, cuja matriz é simétrica é chamada uma polaridade.
Se wma polaridade aplica um ponto P a wma reta p (e portanto p em P), entdao p é

chamada polar de P e P é chamado o polo de p com relacdo a polaridade dada.

Observacao 4.8. Correlacoes aplica pontos em retas e retas em pontos, entretanto,
uma correlagao que aplica um ponto P a uma reta p nao necessariamente aplica a
reta p ao ponto P; uma vez que uma correlacao aplica cada ponto X a uma reta u de
acordo com a equacao su! = AX e aplica a reta u ao ponto Y de acordo com a equacao

kY! = uA~!, segue da primeira equacao que
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1 1
u=(=)(AX)" = (=) X"'A".
s s
Agora se cada ponto X fosse a imagem da reta u, via a segunda equagao, sendo

X =Y, entao teriamos:

1

EX' = K'Y = uA™ = ((5) XA A
S

ou

skX' = X'(A'ATY).

Mas veja que isto ocorre para todo ponto X se, e somente se, A!A™1 = I, ou seja,
se, e somente se, A® = A se, e somente se a matriz A é simétrica.

Veja ainda que, como polaridades sao correlagoes, e estas sao aplicacoes bijetoras,
segue que as respectivas retas polares de pontos distintos sao retas distintas, e vice e

versa.

Teorema 4.15. Um ponto P incide sobre a reta polar de um ponto (Q, sob uma po-
laridade dada se, e somente se, () incide sobre a reta polar de P, sob esta mesma

polaridade.

Demonstracao. Seja C' a matriz de uma polaridade, qualquer.

Se ¢ e p sao as retas polares de () e P, respectivamente, temos:

slqt = CQ (*)
sopt = CP
Suponha que P incida sobre a reta polar de @, ¢q. Neste caso, ¢P = 0 e por (¥*)
temos:
$14 = thu
logo,
Q'CP = 0.

Consequentemente, como C* = C' temos P'C(Q = 0, isto ¢, pQ = 0.
Portanto, () incide sobre a reta polar de P.

De modo similar, trocando de posicoes P e ), p e ¢, temos a afirmacao reciproca []

Corolario 4.6. P incide sobre a reta polar de () com relagao a uma polaridade com
matriz C, se, e somente se, Q'CP = 0. Em particular, p contém o pdlo de q, com

relagdo a esta mesma polaridade, se, e somente se pC~1qt = 0.

Demonstracao. Segue da demonstracao do teorema 4.15. O
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Definigao 4.9. Dizemos que dois pontos sio conjugados com relacao a uma polari-
dade dada, se cada ponto incide sobre a reta polar do outro. Um ponto que incide sobre
sua propria reta polar é chamado auto-conjugado.

Ainda dizemos que, duas retas sao conjugadas, com relagao a polaridade dada se
cada reta € incidente com o polo da outra. Uma reta que € incidente com seu proprio

polo € chamada auto-conjugada.

Teorema 4.16. O conjunto de pontos auto-conjugados de uma polaridade com ma-
triz C' € o conjunto de pontos X satisfazendo a equacio X'CX = 0. Enquanto que
o conjunto de retas auto-conjugadas desta mesma polaridade € o conjunto de retas

satisfazendo a equacio uC~tul = 0.

Demonstracao. Segue do 4.15 e do corolario 4.6 e das definigoes de retas e pontos

conjugados. O]

Corolario 4.7. O conjunto de pontos auto-conjugados de uma polaridade com matriz

C € o conjunto de pontos X satisfazendo a equacao:

2 2 2
C11T + Co2Ty + C3373 + 2012ZL'1132 + 2013I1[L’3 + 2623172.%'3 =0

Demonstracao. Pelo teorema anterior temos que este conjunto é conjunto de pontos

X (w1, 9, x3) tais que X'C'X = 0, consequentemente

C11 Ci2 Ci13 T
< Ty T2 $3) Co1 Co2 (23 ) = 0.
C31 C32 Cs3 Zs3

O que resulta em

€111 C12Z2 (1373
( Ty T X3 ) C21T1  Co2l2 C23T3 =0.
C31T1 C32L2 (3373
E logo,
1’1(011]71 “+ Ci1oxo + C13133) + 132(021561 + Cooxo + 023$3) + LE3(C315L’1 + C32T9 + C33.T3) =0.
O que implica
cr1zt + (C12 + co1)@i@a + (C13 + €31)T123 + €203 + (Co3 + C32)Tax3 + 3325 = 0
Mas C' é uma matriz simétrica, isto &, ¢;; = ¢j;, Vi, j € {1,2,3.}
Portanto,
CHLU% + CQQI%ZL’:} + Cg3$§ + 2012.1’1372 + 2C13I1.§L’3 + 20231321‘3 =0.
]

No préximo resultado vemos como colineacao age em conjunto de pontos auto-

conjugados.
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Teorema 4.17. Uma colineacdao com matriz A aplica um conjunto de pontos auto-

conjugados com matriz C' a um congunto de pontos auto-conjugados com matriz C' =

(A"HIC(A™).

Demonstracao. Sejam S um conjunto de pontos auto-conjugados com equacao X'C'X =
0 em que C' é uma matriz 3 x 3 simétrica, nao singular. E A a matriz de uma colineacao
arbitraria. Veja que A é também uma matriz 3 X 3 nao singular, e a equacao ponto
correspondente é sX’ = AX. Logo, X = sA7'X" e X' = s(X")!(A71)".

Substituindo na equacao X*C'X = 0 temos,

(X/)t(A—l)tC(A—l)X/ =0

ainda

(XHAHCcAHX =o.
Mas (A71)!CA™! ¢ uma matriz 3 x 3 simétrica, nao singular,ou seja, esta matriz

define uma polaridade. Portanto X pertence ao conjunto S de pontos auto-conjugados

com matriz C' se, e somente se X' pertence ao conjunto S’ de pontos auto-conjugados
com matriz C' = (A71)!{C A~ O

Teorema 4.18. Um conjunto nao vazio de pontos auto-conjugados com relagao a
uma polaridade dada € uma conica de pontos e um conjunto nao vazio de retas auto-
conjugadas com relagao a uma polaridade dada € uma conica de retas. Reciprocamente,
uma conica de pontos € um conjunto de pontos auto conjugados e uma conica de retas

¢ um conjunto de retas auto conjugadas, com relagao a alguma polaridade.

Demonstracao. Verificaremos este resultado apenas para o caso de conica de pontos;
para conica de retas segue da dualidade entre estes objetos.

Seja C um conjunto nao vazio de pontos auto-conjugados.

Observe que sendo C nao vazio segue da bijecao da polaridade e da definicao de
ponto auto-conjugado que C tem necessariamente pelo menos trés pontos nao colineares.
Podemos supor sem perda de generalidade que estes pontos sao X(1,0,0),2(0,0,1) e
U(1,1,1) e ainda que as retas polares de X e Z se interceptam em Y (0, 1,0).

Ainda, como X e Z s@o pontos auto-conjugados, cujas retas polares sao respecti-
vamente XY[0,0,1] e ZY[1,0,0].

€11 Ci2 Ci3
Algebricamente, isto significa que existe uma matriz C' = | ¢y oo o3 | tal que
C31 C32 Cs3

C[la 07 O]t = 81[07 07 1]t € C[Ov 07 1]t = 52[17 07 O]t

Disto segue que ¢1;1 = ¢35 = o3 = ¢33 = 0 e ¢13 # 0. Agora do fato de U ser

também auto-conjugado temos Cyy = 1 e (i3 = consequentemente do corolario

1
4.7 a equacao para C é dada por:
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(%2)2 — T1T9 = 0.

Com isto nosso problema se resume em mostrar que o conjunto de pontos satisfa-
zendo esta equacao é uma conica de pontos, ou seja, um conjunto de pontos de inter-
secao entre retas correspondentes de duas projetividades de feixes de retas.

Facamos isto.

Sejam X e Z centros de dois feixes. A projetividade que usaremos é unicamente

determinada pela correspondéncia:

(XY XZ XU)A(ZX ZY ZU).

Note que sob esta projetividade, X,Y e U sao todos pontos de intersecao de retas
correspondentes.

Ainda, uma vez que XY corresponde a ZX, a reta entre os centros dos dois feixes
é tangente a X. Analogamente, ZY é tangente a Y.

Considerando XY e X Z como retas base do primeiro feixe e ZX e ZY retas bases
do segundo feixe, conseguimos uma projetividade com matriz diagonal.

Finalmente, exigindo que XUJ0,1, —1] com parametros homogéneos (1, —1) seja
aplicado em ZU|[1,—1, 0], também com parametros (1, —1), temos a matriz identidade
2 X 2 como a matriz da projetividade.

Agora, seja P(p1, p2, p3) um ponto qualquer de C. Mostremos que este é um ponto
de intersecao de retas correspondentes sob esta projetividade, para isto veja que a
projetividade aplica a reta X P = [[0, —p3, p2] com pardmetros homogeneos (pz, —p3)
a reta I’ que contém Z e com os mesmos parametros homogéneos. Logo I’ tem co-
ordenadas [—ps, ps,0]. Agora pelo corolario 3.2 segue que (—(p2)?, —pspa, —(p3)?) sao
as coordenadas do ponto da intersecao de [ com I’, mas P é um ponto de C, ou seja,
satisfaz (p2)? = pipe. Consequentemente, o ponto [ - I’ tem coordenadas homogéneas
(p1,p2,p3). Isto &, o ponto P é um ponto de intersegdo das retas [ e I, relacionadas
projetivamente, se, e somente se P pertence a C.

Note ainda, que tal projetividade nao é uma perspectividade, uma vez que a reta
X7, a reta que une os centros dos feixes envolvidos, nao é invariante sobre esta apli-
cagao.

(<) Mostremos que qualquer coénica de pontos C é o conjunto de pontos auto-
conjugados com relagao a uma polaridade. Para tanto, seja P, () e R trés pontos
distintos de C e S o ponto de intersecao das tangentes a C em P e (). Deste modo,
P, @, R e S sao quatro pontos distintos, cada trés nao colineares.

Uma vez que colineagoes preservam incidéncia, e portanto conicas, podemos as-
sumir que P, @, R e S sado os pontos X(1,0,0),7(0,0,1),U(1,1,1) e Y(0,1,0), respec-
tivamente.

Pelo corolario 2.7 as tangentes em X e em Z, e os trés pontos X, Z e U determinam

unicamente uma conica de pontos. Assim para nosso objetivo, é suficiente mostrar que
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estas tangentes e pontos determinam uma polaridade com matris C' relativa a qual C
seja um conjunto de pontos auto-conjugados. Ou seja, procuramos uma polaridade sob
a qual duas retas tangentes sejam auto-conjugadas. Deste fato e com a condi¢ao de U

ser ponto auto-conjugado, satisfazem a equacao:

($2)2 — 13 = 0.

Logo, novamente pelo corolério 4.7, segue que C ¢ um conjunto de pontos auto-
conjugados.
O

Corolario 4.8. Uma coénica de pontos tem uma equacao da forma X'CX =0 e uma
conica de retas tem uma equacao da forma uC'ut =0 em que C 3 x 3 € uma matriz

3 x 3, simétrica, nao singular.
Demonstracao. Segue dos teoremas 4.18 e 4.16. m

Observagao 4.9. Do corolério anterior podemos concluir que qualquer conica de pon-
tos corresponde a uma matriz simétrica, a saber, a matriz que defina a polaridade
envolvida. Esta matriz é denominada matriz da conica de pontos. Além disso, se
a reta p corresponde ao ponto P sob a polaridade determinada pela conica, dizemos

que P e p sao o polo e reta polar com relagao a conica, respectivamente.

Corolario 4.9. Seja P um ponto de uma coénica de pontos C. A reta polar de P com
relagao a C € a tangente de C em P ; reciprocamente, a tangente a C em P € reta polar

de P com relagao a C.
Demonstragao. Segue do teorema 4.18 e das definigoes dos objetos envolvidos. O]

Corolario 4.10. Se X ¢ um ponto de uma cénica de pontos C com matriz C' , entao

u, a tangente a C em X, € dada pela equacao su! = CX.

Demonstracao. Segue do corolario anterior e teorema 4.11.
O

Teorema 4.19. As tangentes a uma conica de pontos sao as retas da conica de retas

determinada pela mesma polaridade.

Demonstracao. Seja X um ponto na conica de pontos com matriz C. Pelo corolario

4.10 do teorema 4.18, u, a tangente de X, é dada pela su’ = C'X, consequentemente,

X = sC ! (I)

Por outro lado, pelo corolario 4.8, como X pertence a conica de pontos, temos
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X'CX =0 (I1)
Logo de (I) e (I1I) segue

(sC~ M O (sCut) = 0,

ou ainda

wC ot = uC ! = 0.

Assim u satisfaz a equagao da conica de retas determinada pela mesma polaridade.
O

Teorema 4.20. O ponto de intersecio de duas tangentes para uma conica de pontos

€ o polo da reta ligando os pontos de tangéncia.

Demonstracao. Sejam p e ¢ retas tangentes a uma conica de pontos nos pontos P e Q).
Logo, p e q sao as retas polares de P e (), respectivamente.

Considere agora, R = p - ¢ (Figura 4.7), veja que R incide sobre as retas polares
de P e de @ e entao pelo teorema 4.15, P e () sao incidentes sobre a reta polar de R,
consequentemente P() é a reta polar de R, e portanto, pela definicao, R é o polo da
reta PQ). n

Figura 4.7: Conica de pontos e suas tangentes.

Corolario 4.11. Qualquer ponto incide em, no mdrimo, duas tangentes para uma

determinada conica de pontos.

Definicao 4.10. Se cada vértice de um triangulo € o polo do lado oposto deste, com

rela¢do a uma conica, entao o triangulo é chamado auto-polar, com relagao a conica.

Teorema 4.21. Se A, B,C e D sao quatro pontos distintos de uma conica de pontos

entdo o triangulo diagonal do quadringulo ABC'D € auto-polar.
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Demonstracao. Sejam P = CD - AB, Q = CB-AD e R = AC - BD os pontos
diagonais do quadrangulo que definem o triangulo diagonal deste quadrangulo conforme
observagao 2.1.

Considere ainda,

S=tgB-tgA,T=tgC-tgD,U=tgC-tgA e V=tgD - -tgB

Neste contexto, pelo corolario do teorema 2.12, ), R, S e T sao colineares bem como
P,Q,U eV (figura 4.8). Desta maneira segue do teorema 4.20, que P incide sobre as
retas polares S e T', consequentemente T'S = QR é a reta polar de P. Similarmente,
R incide sobre as retas polares de U e V, e assim UV = P() é a reta polar de R.
Finalmente, ja que @) incide sobre as retas polares P e R, segue que PR ¢é a reta polar
de Q. n

Figura 4.8: Triangulo diagonal auto-polar.

Corolario 4.12. Se uma reta m passando por um ponto P ndo pertencente a uma
conica de pontos intercepta uma determinada conica entao os pontos dessa intersecao
sao conjugados harmaonicos, com relagao a P € o ponto de intersecao de m com a reta

polar de P.

Definicao 4.11. Se a reta polar de P com relagao a uma conica de pontos dada nao
intercepta esta conica de pontos dizemos que P é um ponto interior da coénica. Se a
reta polar de P com rela¢ao a uma céonica de pontos dada intercepta a conica em dois

pontos distintos, P € chamado um ponto exterior da coénica.

Observacao 4.10. E possivel mostrar que uma reta contém pontos interiores de uma

conica de ponto se, e somente se, intercepta a conica em dois pontos distintos.
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Nos exemplos a seguir, mostramos como construir polos e retas polares especificas.

Exemplo 4.2. Dada uma conica C e um ponto P que nao pertenca a C vejamos como
construir a reta polar de P (com relac¢ao a polaridade descrita no teorema 4.18).

Para tanto sejam [ e m retas passando por P tais que estas interceptam C em dois
pontos: sejam A e B pontos de intersecao de [ com C e C' e D pontos da intersecao de
m com C.

Consequentemente, pelo teorema 4.21, A, B,C' e D formam um quadrangulo, cujo
triangulo diagonal é auto polar. Ou seja, a reta que une Q = AC-BD e R= AD - BC
¢ a reta polar de P (veja figura 4.9).

Figura 4.9: Construgao de uma reta polar a um ponto P nao pertencente a uma conica.

Exemplo 4.3. Dada uma conica C e uma reta p nao tangente a C, vejamos como
construir o polo de p.

Observe que se p intercepta C em pontos distintos R e S entao, pelo teorema 4.20,

P=tgR-tgS

¢ o polo de p (figura 4.10).

Agora se p nao intercepta C, sejam R e S pontos distintos incidentes sobre p. Logo
como p nao intercepta C, segue da observacao 4.10 que todos os pontos sobre p, em
particular R e S, sao pontos exteriores da conica C.

Consequentemente, as retas polares r e s de R e S respectivamente, interceptam a
conica em dois pontos (cada uma).

Defina P =7 - s (figura 4.11).

Uma vez que P pertence a polar de R e a polar de S segue que P é o polo de p.

Para finalizar este capitulo apresentamos a equagao que caracteriza uma conica, o

seguinte teorema.
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Figura 4.10: Reta p interceptando a conica em pontos distintos R e S.

Figura 4.11: Reta p que nao intercepta a conica.

Teorema 4.22. Qualquer cénica de pontos Cy pode ser aplicada via uma colineagao de

pontos com uma conica de equacao da forma:

(21)" + (22)" & (23)* =0 (+)

Demonstracao. Sejam APQR um tridngulo auto-polar com relacao a uma conica de
pontos C e seja T uma colineagao que aplica P, e R em X,Y e Z, respectivamente.

Sendo T uma colineagao o triangulo AXY Z é auto-polar com relagao a conica
T(C).

Usando um argumento anélogo ao da demonstracao do teorema 4.18 pode-se mostrar
que um triangulo é auto-polar, com relacao a uma codnica se, e somente se, a matriz de
tal conica é diagonal.

Consequentemente, a matriz que define T'(C) é diagonal.

Sobre esta matriz diagonal, temos que entradas da diagonal ou tem o mesmo sinal
ou uma das entradas tem sinal diferente das outras duas. No primeiro caso, usamos
uma representacao matricial em que as entradas nao nulas sao todas positivas; para
o segundo caso, podemos determinar uma colineagao adequada para trocar os pontos
X,Y e Z de posicao a fim de obtermos uma conica cuja matriz diagonal tenha as duas
primeiras entradas da diagonal positivas e a terceira nao nula. Sendo assim podemos

assumir que a matriz da imagem da conica T'(C) ¢ da seguinte forma:
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O:

, em que a e b sao positivas e ¢ é nao nulo.

o O 2
o o O
o O O

Considere agora S a colineagao com matriz

va 0 0
A= 0 Vb 0 |,

00 I

Pelo teorema 4.17 matriz da conica ST(C) seré:

O = (AH)o(A™.

O que resulta,

0
0
+1

C' =

O O =
S = O

Portanto, a conica ST(C) tem equagao da forma

(21) + (22)* £ (23)* = 0.

Com este teorema apresentamos as seguintes terminologias:

Definicao 4.12. No contexto do teorema 4.22 dizemos que Cy; € equivalente a Cy e
ainda dizemos que a conica dada por uma equagao do tipo (*) é canénica.
Em particular, uma polaridade associada a uma conica equivalente a uma conica
candnica com equacao
(1) + (22)* + (23)° = 0 ()

¢ denominada hiperbdlica; enquanto que se for equivalente a cénica candénica com

equacao (x1)* + (x2)? + (23)> = 0 € denominada eliptica.



5 Validacao do Modelo Analitico

Reservamos este capitulo para averiguar se o Modelo Analitico é adequado para o
sistema axiomaético proposto. Para tanto precisamos mostrar a validade dos axiomas
2.1,2.2, 23,24, 2.5 e 2.6 deste sistema.

Fagamos isto:

e Quaisquer dois pontos distintos sao incidentes com exatamente uma reta.

Verificagao. Sejam P e () dois pontos dintintos, quaisquer, e (p1, p2, p3), (¢1, 92, q3)

as respectivas coordenadas homogéneas.

Observe que tais coordenadas sao todas nulas, assim podemos afirmar que a

matriz

Pr ¢
P2 Q2
Ps s
tem pelo menos um menor de ordem 2 ( ou seja, uma submatriz de ordem 2 com
determinante nao nulo), digamos, bo @] _ Piqj —q:;p; # 0, para determinados
Pj 4j

i,7 € {1,2,3}.
Por outro lado, estes pontos sao incidentes sobre uma reta r, de coordenadas

homogéneas [ug, us, us] se, e somente se,

P
Uy Uz U3 P2 =0

D3

q1
Uy U2 Us] q2 =0

q3

86
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Ou equivalente, se e somente se,

g. ) wmpr toupy A+ usps = 0
urqr + upqe + uzqgz = 0

Vejamos se existe tal reta, ou seja, se existem uq, ug, us.

Como as coordenadas homogéneas [uy, us, u] sdo nao nulas e ja temos p;q;—q;p; #

0, segue que necessariamente u, # 0, em k = i, j.

No intuito de simplificar o entendimento digamos que i = 2, j = 3 e consequente-

mente k = 1.

Como ja sabemos que u; # 0, resolver o sistema S é equivalente a resolver o

sistema S’ :

g Uppa + uzpy = —py
uygy +ousgs = —q

I up 0 ug
em que uy = 32, ug = >

Sendo p2q3 — gops # 0 temos que o sistema 2 X 2 tem uma tnica solugao, digamos,

(a,b). Ou seja,

/
u = a Ug = Qauq
; =
us = b us = buy
Consequentemente, qualquer terna da forma [uj, auy,bui],u; # 0, constitui as

coordenadas homogéneas de uma reta em que P e () sejam incidentes. Porém,
sob nossa relagao de equivaléncia, [uq, au, buy] ~ [1,a,b].
Logo, a reta de coordenada homogéneas [1, a, b] é a tnica reta na qual P e ) s@o

incidentes, veja que a unicidade se da pela unicidade do par (a,b) solugao de S’

Na verificagao supomos ¢ = 2,7 = 3 e k = 1. Porém esta situagao deve se adequar
a condicao do problema. Por exemplo, se P tem coordenadas homogéneas (1,0, 0)
e (0,1,0) temos que

o OO =
S = O

1

tem o menor # 0, neste caso i = 1 e j = 2, portanto k = 3.

O sistema S’ é dado por:
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g { wipr + ugpy = —p3

SH{ “o= 8:>mﬁ)

/ —
u2 h—

é a unica solugao do sistema e portanto a terna [0, 0, 1] constitui as coordenadas

homogéneas da reta procurada.

Veja que de fato os pontos P e () sao incidentes sobre esta reta, ja que:

[oo1]fo|=0

)

= o
I
©

(00 1]

)

Quaisquer duas retas distintas sao incidentes com pelo menos um ponto.

Verificagao. Dual da verificagao do axioma 2.1.

Ezxistem pelo menos quatro pontos, que a cada trés nao sao colineares.
Verificagao. Basta observar que os pontos P, (), R e S de coordenadas ho-
mogéneas (1,0,0),(0,1,0),(0,1,1),(1,1,1) sdo os pontos procurados ja que sdo,

a cada trés, nao colineares pois:

100 101 100 101
01 0[#0, | 01 1[#0, |00 1[#0, |00 1]|#0,
00 1 00 1 010 011
100 100 010 010
1 1 1]£0, | 1 1 1]£0, | 100/[z£0, | 10 0]#0,
010 00 1 001 111
010 010 010 010
00 1|40, | 00 1|40, | 1 1 1|40, | 1 1 1|0,
100 111 100 00 1
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00 1 00 1 00 1 00 1
1 00|40, | 10 0]|#£0, 10|40, 1 0|40,
010 11 00 1
00 1 00 1 111 11
1 1 140, | 1 1 1|40, | 1 00|40, | 10 0]#0,
100 010 010 00 1
1 1 11 11
01 0[£0, | 010][£0, |00 1]|£0, |00 1]|%#0.
10 00 1 0 10

e Os trés pontos diagonal do quadrdngulo completo nunca sao colineares.

Verificagao. Sejam A, B,C e D pontos, cada trés nao colineares, qualquer.

Queremos mostrar que os pontos diagonais do quadrangulo definido por estes

pontos arbitrarios nao sao colineares.

Uma vez que colineacao preservam colinearidade e concorréncia, podemos restrin-
gir nossa anéalise para os pontos particulares X (1,0,0),Y(0,1,0), Z(0,0,1) e U(1,
1,1) pois o resultado segue bastando definir uma colineagao entre A, B,C e D e
X,Y, Z e U respectivamente, cuja existéncia ¢ garantida pelo teorema 4.5.

Facamos isto.

Veja que os pontos diagonais deste quadrangulo sao:

XY -UZ = P(1,1,0)
XZ-UY Q(1,0,1)
UX-ZY = R(0,1,1)

os quais sao obtidos pelo corolario 3.1.
De fato:

As equacoes das retas envolvidas sao dadas pelas seguintes equagoes:

— Reta XY
z; 1 0
zo 0 1 |=0=>23=0
rz3 0 O
— Reta UZ:
1 1 0
o 1 0|=0=>21—29=0= 21 =29
r3 1 1
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— Reta X Z:
z; 1 0
To 0 0| =0= —29=0=2,=0
rzg 0 1

— Reta UY:
1 1 0
o 1 1| =0=>2z3—21=0= 21 =23
z3 1 0

— Reta UX:
rz; 1 1
To 1 0| =0=29—23=0= 29 = 23
z3 1 0

— Reta ZY":
ry 0 0
zo 0 1|=0=—-2,=0=2,=0.
zz3 1 0

Assim,

XY -UZ = P(p1,p2,p3) = p3 = 0 e p; = po, logo P(1,1,0).
XZ : UY = Q(QMCI%QZ’)) = qo = O € g1 = g3, assim Q(1707 1)
UX -ZY = R(r1,re,r3) = 19 =13 € 11 = 0, portanto R(0,1,1).

Agora,

11
IPQR|=|1 0 1|=-2+#0.
0 1

— = O

Consequentemente pelo teorema 3.1 PQR nao sao colineares.

Se dois tridngulos sao perspectivos por um ponto, estes sao perspectivos por uma

reta.

Verificagao. Seja os dois tridngulos tendo vértices A(ay, ag,as), B(by, by, b3),
C(cq, e, 09) e A'(dl, aby, ay), B' (b, by, b)), C' (¢}, ¢y, ¢4). Suponhamos que estes trian-
gulos sao perspectivos por P(p1,pa,p3). Seja Q = AB-A'B'R = BC - B'C" e
S = AC - AC'. Precisamos mostrar que @, R e S s@o colineares. (figura 5.1).

Para fazer isto faremos uso de parametros homogéneos. J& que P esta na reta
AA', BB e CC', temos parametros homogéneos (a1, as), (81, 52) € (71,72) no que
diz respeito aos pontos base A e A, B e B, C e C’, respectivamente. Portanto
as coordenadas homogéneas de P sao dadas por p; = aya; + asa, = 51b; + Bob), =

M¢ + Y2ci, i = 1,2,3. Os dois primeiros desta igualdade podem ser colocados
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desta forma aya;—f1b; = Pabl—awal, assim (ayay—P1by, arag—PFrbe, araz—pFrbs) =
(Bobl — codl, Bably — aadly, Bably — cpaly), mas o primeiro destas triplas ordenadas
da coordenadas homogéneas de um ponto na reta AB, enquanto o segundo da
coordenadas homogéneas de um ponto na reta A’B’. Ja que as duas triplas
sao iguais, ambas podem ser coordenadas para o ponto (). Usaremos o primeiro
conjunto. Também podemos mostrar que R(51b; —~1¢1, B1ba —y1¢2, f1bs —Y103) €
finalmente que S(aya; —71¢1, pag —y1¢9, yaz —y1¢3). Usando estas coordenadas
homogéneas, podemos mostrar que |QRS| = 0, de modo que os trés pontos sao

de fato colineares.

Figura 5.1: S, R e () sao pontos colineares.
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e Se uma projetividade sobre um feize mantém trés elementos do feize invariante,
entao esta mantém todo elemento do feize invariante. Ou seja, uma projetivi-
dade sobre um feize que mantém trés elementos invariantes € necessariamente a

aplicacao identidade.

Verificagao. Sejam F um feixe de pontos e P uma projetividade F em F que
deixa trés elementos do feixe, a saber, P(p1,ps,ps), Q(q1,q2,q3) € R(r1,72,73)

invariantes, ou seja:

P(P)=P,P(Q) = Q,P(R) = R.

Considere como elemento base:

(P17P27p3) € (Q17QQ7Q3)-

Veja que com esta base os parametros homogéneos de P sao (A1, A2) = (1,0) e de
@ sao (p1,P2) = (0,1); observe que sendo P, invariantes temos que (A}, \y) =
(170) € (6176&) - (071) e ainda que (’71775) = (’717’72)' Com isso quereinos

mostrar que se S(s1, s2, $3) € um ponto qualquer do feixe F, entao

P(S) = S.

11 Q12 Aa13
Para isto basta mostrar que Qo1 @99 Qo3 | pertence a classe de equivaléncia

asy Az ass3
(A ~ B se, e somente se, A = sB) da matriz identidade.

Usando os parametros homogéneos de P, () e R temos:

Dal-le o] =10 -] ]

Logo, a;; = s e as; = 0, consequentemente ay; # 0 € ag, =0

R R R

Entao, a;s = 0 e agy = &, consequentemente a3 = 0 € ag # 0

(iii)
S 7{ _ a; O 71 _ 3”71 _ aitm
7§ 0  ap V2 3”72 2272

Assim, s"v1 = a;1v1 e $"Y9 = asYe, consequentemente a1; = 8" = aogs.

(1)
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Ou seja,

a1

A=

21

Isto é, A ~ matriz identidade.

Q12

22
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