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Resumo

Uma grande parte desse projeto é voltada para o estudo de corpos de fungoes algébricas
e suas propriedades elementares. Inicialmente estudaremos valorizacoes discretas sobre
um corpo qualquer. Seguiremos com o estudo de divisores e provaremos o teorema de
Riemann-Roch. Como aplicagoes deste teorema, calcularemos o género de alguns corpos

de fungoes algébricas e classificaremos corpos de fungoes algébricas de género um e dois.



Abstract

The main goal is classification of algebraic function fields of genus one and two. First of
all, we will study discreet valuations over any field. Then we will prove the Riemann-Roch
Theorem for algebraic function fields. Finally we will use this theorem for computing the
genera of some algebraic function fields and classifying algebraic function fields of genus

one and two.
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Introducao

Uma fungao algébrica y de uma varidvel x é uma fung¢ao implicita do tipo f(z,y) =0,
onde f é um polindmio em duas variaveis, ou seja, y é uma raiz de uma equagcao algébrica
cujos coeficientes sao fungoes racionais em x. Essa definicao é muito semelhante com a
definicao de um nimero algébrico: as funcoes racionais em z tém o mesmo papel que os
nimeros racionais. Por outro lado, a equagao f(z,y) = 0 representa uma curva no plano
e isto estabelece uma relagao muito préxima entre a teoria de funcoes algébricas de uma
variavel e a teoria de curvas algébricas planas.

Uma grande parte desse projeto é voltada para o estudo de corpos de fungoes algébricas
e suas propriedades elementares. Inicialmente estudaremos valorizagoes discretas sobre um
corpo qualquer, isto tem por motivagao a valorizacao definida naturalmente no corpo das
funcoes meromorfas. Seguiremos com o estudo de divisores e provaremos o teorema de
Riemann-Roch. A parte principal do estudo de corpos de fungoes algébricas esta embasado
neste teorema. Aplicando este teorema, como exemplo, calcularemos o género de alguns
corpos de funcoes algébricas e finalmente classificaremos os corpos de funcoes algébricas

de género um e dois.
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CAPITULO

Preliminares

Neste capitulo introduziremos alguns resultados de fundamental importancia para o

desenvolvimento dos capitulos posteriores.

1.1 Valorizacoes

Inicialmente definiremos a ordem de uma funcao meromorfa o que serda um dos
exemplos principais de valorizagoes cuja definicao virda em seguida. Sejam C o corpo
dos nimeros complexos e f = f(z) # 0 uma fun¢ao meromorfa sobre CU{oc}. Para cada

¢ € C podemos escrevée-la como uma Série de Laurent,
f(2) =am(z— )" + ampr(z — )"+

onde a; € C, m € Z e a, # 0. Definimos o valor m como a ordem de f em ¢ e o
denotaremos por v.(f). Observe que f é holomorfa em ¢ se, e somente se m > 0. Entao:
(i) se m > 0, entao f tem zero de ordem m em c;

(i1) se m <0, entdao f tem pdlo de ordem —m em c.

1
No ponto “c0” trabalhamos com o parametro —, desse modo
z

r r+1
f(z>:br (1) +br+1 (l) +a
z z

11
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onde b, # 0. Definimos v (f) := 7.

Teorema 1.1 O corpo das funcoes meromorfas sobre o plano complexo compactificado

CU{oo} € o corpo C(z) das fungoes racionais.

Demonstracao: Como f é meromorfa, seus polos sao isolados, entao o conjunto dos

pélos de f é discreto e como CU {oco} é compacto, f possui somente um nimero finito de
pdlos, digamos ¢y, ...,c, € C e co. Paracada j =1,...,n, seja f(z) = Zaij(z —¢)ta
Série de Laurent de f em (2 — ¢;). Consideremos a soma das partes princzipais:
n ' b
h::ZZaij(Z—cj)l—l— Z—ZZ
j=1 i<0 <0

Pela construgao de h, f — h nao tem pélos em C U {oo} que é compacto, entao, |f — h|

tem valor maximo em C U {oo}. Logo f — h é constante e portanto f € C(z). O

Observacao 1.1 Cada ponto p € CU{oo} define uma aplicacio v, : C(z)* — Z, tal que

vp(f) € a ordem de f em p e satisfaz:

(1) v(fg) =v(f) +v(g);
(2) v(f +g) = min{v(f),v(g)}, se f+g#0;
(3) vy(c) = 0 para todo c € C*.

Em geral temos a seguinte definicio:

Definicao 1.1 Seja K um corpo. Uma valorizagio de K com grupo de valores de Z é

uma aplicagao sobrejetora v : K* — 7 tal que:
(1) v(fg) = v(f) +v(g);
(2) v(f +g) > min{v(f),v(g)};

(3) Se k < K € corpo, entdo a valorizagio v de K serd chamada de valorizacio de K|k

=0.

k*

Se v
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Observacgao 1.2 Seque da defini¢io de valorizagao: v(1) = v(—1) = 0; v(f) =v(—f) e

(-

Defini¢ao 1.2 Definindo v(0) := oo onde oo > n para todo n € Z, podemos definir as

valorizagoes v : K — Z U {0} que satisfazem as condigoes da Defini¢aol. 1.

Lema 1.1 Sejam fi,..., fn € K, entado:
(i) v (; fi) > 122%{11@1)}7

(11) se existe i tal que v(f;) < v(f;) para todo i # j entao v (i fj> =v(f);

j=1
(1i1) se Z fi =0, entdo existem k,l tais que v(fi) = v(fi).
i=1

Demonstracao: Definigoes 1.1 e 1.2. O

A seguir determinaremos todas as valorizagoes de k(z)|k com o grupo de valores Z,
onde k é um corpo algebricamente fechado, isto é, k = k, e z transcendente sobre k. Seja

v : k(2)* — Z uma valorizacdo. Entao temos dois casos.

(1) Se v(z) > 0, entdo para todo f € k[z]*, f(2) = Y a;2", temos que
v(f(2)) =w (Z aizi) = miin {iv(z)} >0,

ou seja, v|g+ > 0. Agora seja f € k(z)*, entao f = %, fi,fo € klz] e fo #0,
2

portanto v(f) = v(f1) — v(f2), ou seja, para determinar v basta saber v(f) quando

f € k[2]*. Como v # 0, existe f € k[z]* tal que v(f) > 0. Como k = k, existem

Coy- -y Cn €k, cg#0 tais que f=co(z—c1) -+ (2 —¢,). Logo

n

v(f) :ZU(Z—Q‘) > 0.

i=1

Entao existe i tal que v(z—¢;) > 0. Seja ¢ := ¢;, pela sobrejetividade de v, podemos

supor v(z —¢) = 1.
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Agora, seja h = aH(z —b)™ € k(2)", a € k*, logo v(h) = Zmbv(z —b).Seb#c
bek
entao,

O=vb—c)=v({(z—c¢)—(2—=0)) >min{v(z — ¢),v(z — b)},
mas como v(f) > 0 para todo f € k[z]*, teremos v(z — b) = 0 para todo b # c.
Logo v(h) = m.v(z — ¢) = m,, portanto v(h) é a ordem de h em c. Neste caso

denotaremos v por v..

(2) Se v(z) < 0, considere f(z) = Zaizi € k[z]*, entao
i=0

v(a,2") = nv(z) < v(a;z"),

ha

para todo i = 0,...,n — 1, portanto v(f) = nv(z). Seja h € k(z)*, entdo h = =
2

com hy e hy € k[x] e hy # 0. Logo,
v(h) = v(h1) = v(he) = deg(h1)v(2) — deg(ha)v(z) = (deg(h1) — deg(hz))v(2).
Como v é sobrejetora e v(z) < 0, podemos supor v(z) = —1. Entao
v(h) = deg(hy) — deg(hy).

Neste caso denotaremos v por v...

Portanto, verificamos que as valorizacdes definidas sobre k(z)|k com k = k, sdo da

forma
v(f) = ve(f) para algum c € k se v(z) >0,

v(f) = veo(f) se v(z) <0.

Defini¢ao 1.3 Seja K|k uma extensao de corpos, definimos como Superficie Abstrata de

Riemann o conjunto das valorizagoes de K|k com o grupo de Z, denotado por Skij.

Definicao 1.4 Sejam K = k(z), onde k nao é necessariamente algebricamente fechado,

*

e z transcendente sobre k. Cada h € k(z)* se escreve da forma h = a][7™ no qual
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a € k*, m € klz]* irredutivel e m, € Z. Definimos como valorizacao m-ddica sobre k(z)|k
a valorizacao

Ur(h) = mg e voo(h) = — Zm7r deg .

Sek =k, entdo h =a[[(z —b)™, bk, e
Zv(h) = 0.

Ou seja, o nimero de zeros contado com suas ordens é igual ao nimero de pdlos contado
com suas ordens.
Seguindo o mesmo argumento utilizado para determinar as valorizagoes de k(z)|k

teremos o seguinte teorema:
Teorema 1.2 Temos que Sp)k = {vx | ™ € k[2]" irredutivel} U {vs }.

Observagao 1.3 Se k € algebricamente fechado, entao teremos a bijecao

]{TU{OO} — Sk(z)|k
c = Uz

00 —  VUso

Teorema 1.3 As valorizacoes do corpo dos niimeros racionais Q com o grupo de valores

de Z correspondem bijetoramente aos numeros primos.

Demonstragao: Seja v uma valorizacao, entao v(m) > 0 para todo m € Z. J& que

v # 0, existe n € Z tal que v(n) > 0 e como podemos escrever n = :l:Hpa(p), P primo,
teremos v(p) > 0 para algum p. Considere ¢ primo com g # p, logo existem r, s € Z tais

que rp + sq = 1. Entao,
0 = v(1) > min{v(r) + v(p), v(s) + v(q)},

logo v(¢) =0 ev=uw, SerecQ entdor ==+ H p*®) | portanto v,(r) = a(p). O
a(p)eZ
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Definicao 1.5 Uma extensao Klk, tal que k € algebricamente fechado, € um corpo de
fungoes algébricas em uma vdriavel com corpo de constantes k se, e somente se, existe

z € K\ k transcendente sobre k tal que [K : k(2)] < oco.

Essa definicao nos diz que um corpo de funcgoes algébricas é uma extensao finita do
corpo de fungoes racionais.
Cada x € K \ k pode assumir o papel da varidvel, entao procuramos propriedades de

corpos de fungodes algébricas K|k que nao dependem da escolha de uma variavel.

Definicao 1.6 Seja K um corpo. Uma valorizagao sobre K é uma aplicagao ndao nula

v: K* — (R, +) tal que:
(1) v(fg) = v(f) +v(g);
(ii) v(f +9) = min{v(f), v(9)}, se f+g#0;

(111) Se k < K € corpo, entdo a valoriza¢io v de K serd chamada valorizagao de K|k se

(%

= 0.
A wvalorizagao v é chamada discreta se existe r > 0 tal que v(K*) ~ rZ, e normalizada

ser =1.

Definicao 1.7 Superficie Abstrata de Riemman é o conjunto de todas as valorizagoes

discretas e normalizadas de K|k, denotado por Sk

Lema 1.2 Se L|K ¢ algébrica, entio Spjx = 0, ou seja, para toda valoriza¢io v de L,

teremos v|g+ # 0.

Demonstracao: Suponha que exista v, tal que v(K*) = 0, e tome y € L tal que v(y) < 0.

Como y é algébrico sobre K, y"+c,_1y" 1 +---+co =0, onde ¢y, ...,c,_1 € K. Observe
que v(y") < v(y") e v(cy') = v(y') para todo 0 < i < n — 1, entdao v(y") < v(c;y') para
todo 0 <7 <n—1, logo

oo =v(y" + cn_lyn_1 + - +e) =v®") <O0.

Portanto teremos v

o« 7 0 para todo v. OJ
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Definicao 1.8 Sejam L|K wuma extensdo algébrica e v : L* — Z uma valorizagdo, logo
v(K*) < (Z,4), e portanto v(K*) ~ eZ, para algum e € Z*. O wvalor “e” descrito é

chamado de indice de ramificacao.

1
Observacao 1.4 A wvalorizacao —v| € discreta e normalizada.
€ Ik

Seja K|k um corpo de funcoes algébricas, queremos descrever Sgjp. Seja z € K \ k,
entao K|k(z) é finita. J& conhecemos Sy, agora basta prolongar cada v € Sy a K.

1
Se v € Sk e “€” é o indice de ramificacdo sobre k(z), entdo —wv € Sk(z)|k» Portanto,
e

k(2)

teremos a aplicacao

SK\k I Sk(z)\k
1

(% = =0
(&

k(z)

Se k = k, teremos a aplicacao

SK“€ — kU {OO}

v —  z(v)
onde z(v) é chamado de ordem de z em v e é definido como:

se v(z) > 0 entao z(v) = ¢ tal que ¢ € k é tnico que satisfaz v(z — ¢) > 0;
se v(z) < 0 entdo z(v) = oo;

se z € k, entdo z(v) = z para todo v € Skys.

Lema 1.3 Sejam v € Sk, wma valorizagdo e x,y € k, tais que v(z) > 0,v(y) > 0.

Entao, (z+y)(v) = 2(v) + y(v) € (29)(v) = 2(0)y(v).

Demonstracao: Sejam x(v) = a e y(v) = b, logo v(z —a) > 0 e v(y — b) > 0. Entao,

v((z+y) = (a+b) =v((z—a)+ (y = b)) =2 min{v(z —a),v(z —b)} >0
v(zy —ab) = v((z — a)y + (y — b)a) > min{v(z — a) + v(y),v(y — b) + v(a)} > 0.0

Sejam K|k um corpo de funcoes algébricas, k = k e portanto perfeito, logo existem

z,y € K tais que K = k(x,y). Considere f € k[z,y] irredutivel tal que f(x,y) = 0.
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Pelo Lema 1.3, para cada v € Skp, com v(xz) > 0,v(y) > 0, teremos f(z(v),y(v)) = 0.

Portanto temos a seguinte aplicagao

{ve Sk |v@) >0, v(y) >0} — {(a,b) €k®| fla,b) =0}
v — (x(v), y(v))
Definigao 1.9 Seja v € Skp. Um elemento t € K é chamado de uniformizante local

em v, ou paramentro local em v, se v(t) = 1. Se v € discreta mas nao necessariamente

normalizada, definimos t como o menor elemento positivo no grupo de valores v(K*).

Exemplo 1.1 Se K = k(z), entao (z —c¢) é um uniformizante local em v, para cada ¢ € k

e — ¢ uniformizante local em v..
z

Proposicao 1.1 Sejam v € Sk, e t uniformizante local em v. Desse modo, para cada

y € K*, existe um tnica série formal de Laurent Z cnt™ € k((t)), ondem = v(y), ¢ #0

n>m

J
v (y— cht"> > .

Demonstracao: Seja v(y) = m, logo v(t~™y) = 0. Afirmamos que existe ¢,, € k* tal

e para todo 7,

que v(t™™y — c) > 0, de fato, t=my € k, e &, € k,, logo
U7y — e € py = vty —¢) >0
Entao,
v(t™) oty — ) > (™) = v(y — ept™) > m = v(y —cpt™) > m+ 1

Observamos que ¢, € k* tnico, pois se existisse b € k*,b # ¢, tal que v(y — bt"™) > m,

entao
0=v(cm —b) = v(t™™) + v(t"™(cm — b)) = —m + v((y — bt™) + (ct™ — y)) >

—m + min {v(y — bt"™), v(cnt™ —y)} > —m+m =10
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o que também é um absurdo. Seguindo o mesmo raciocinio, existe um unico ¢, € k*
tal que

U(y - Cmtm - Cm+1tm+1) Z m+ 27

e assim por diante. O
Pela Proposicao anterior, temos uma aplicagao injetora do corpo de funcgoes K —
k((t)) que é compativel com a adi¢do e a multiplicagao, logo K C k((t)). Sejam y € K, ¢

um parametro local, Y ¢,t" a série de Laurent e defina

v(y) = ord, (Z cnt”> :=min{i | ¢; # 0}.

Observamos que esta definicao nao depende da escolha do parametro local. Seja m € K*

outro parametro local de v, entao

W:Zaiti:ait—i—agﬁ—i—u'

=1

com a; # 0. Logo k((t)) = k((n)).
Definicao 1.10 Seja v a valorizacdo definida acima e defina |y|, := 27°W),

Observamos que | - |, satifaz as seguintes propriedades que sao consequéncias das

propriedades de v como valorizacgao.
(1) |ylo >0 e |yl, = 0 se, e somente se, y = 0;
(2) lyzlo = [ylol2le;
3) |y + 2l < max{|ylo, [2]}.

Em particular vale a desigualdade triangular |y + z|, < |y|, + |2]0-
De fato k((t)) = K,, ou seja, k((t)) é o completamento de K com respeito a | - |,.
Como k(t) € K C k((t)), basta provar que k((t)) é um completamento de k(t). Para

isso, temos que mostrar que toda sequéncia de Cauchy em k() possui limite em k((t)).
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Considere a € k((t)), isto é

0 —1 n—
a0 — Zcz’ti: Zcz‘ti‘l'zciti: Cn+0n+1t;:"'+01t ! —i—ZCiti:b—l-ZCiti,

i>—n i>—n i>0 i>0 i>0

com b € k(t). Seja a,, = b+ Z cit' € k(t),m > 0, entdo, dado £ > 0 temos:
i=0

quando m — oo, portanto a,, — a.

Teorema 1.4 (de Aprozimacgdio) Sejam K corpo, vi,...,0, valorizagoes distintas,
discretas e normalizadas, ny,...,Nym € Z € hy,..., hy, € K. Entao existe z € K tal que
vi(z — hy) > n; para todo i =1,...,m, e para cada i existe x € K tal que v;(x — h;) = n;.

Demonstragao: Suponha m > 2 e analisaremos por etapas:

Etapa 1: Existe z € K tal que v1(z) > 0 e vy(x) < 0.
De fato, caso contrario vi(z) > 0 e va(x) > 0 ocorre para todo x € K, como v; sao

normalizadas, considere t € K tal que v1(t) =1 e y € K* tal que v;(y) = n. Entao:
t" t"
vl(g) =v | — :0:>?]2<£> >0evy | — ) >0.
tn Y tn Y
Desse modo,
nug(t) > va(y) > nue(t) = va(y) = vi(y)va(t) para todo y € K*,

logo v1 e vy sao equivalentes, o que é um absurdo.
Etapa 2: Existe z € K tal que vy(z) > 0 e vg(2) < 0.
De fato, sabemos que existem = € K tal que vi(xz) > 0 e vy(x) < 0, e y € K tal que

v1(y) < 0 e ve(y) > 0. Considere z = E, logo
)

v1(2) = v1(x) —v1(y) > 0 e va(2) = vo(x) — va(y) < 0.
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Etapa 3: Existe x € K tal que v;(x) < 0 para todo i > 1 e vy(x) > 0.
De fato, para m > 3, existe y € K tal que v1(y) > 0ewv;(y) <Oparal<i<m-—1, e
existe z € K tal que v1(z) > 0 e v, (2) < 0. Considere x =y + 2", noqual r € Zer >0

para todo 2 <7 < m. Entao,
vi(z) > min{vi(y),rvi(2)} > 0 e vi(z) = min{vi(y), rvi(2)} < 0.

Etapa 4: Para todo n € Z*, existe y € K tal que vi(y — 1) > n e v;(y) > n para i > 1.

1
De fato, escolha y = ] onde x é elemento da etapa 3, assim:

xn

vy —1) =u (1 i 1) = (—2") —vi(1 +2") > nvy(x) — min{0, nvy(x)} > n;
1

1+ zm

) = —v;(1 +2") > —min{0, nv;(z)} > n.

vi(y) = v (
Etapa 5: Existe z € K tal que v;(z — h;) > n; para todo i.
De fato, seja n € Z*,n > 0. Pela etapa 4, para todo i existe y; tal que v;(y; — 1) > n

e Uj(yi) > n para j # i. Tomamos z = Z hiy;, logo

=1

z—hi=hy1+--+hi(yi — 1)+ + hpYm.

Entao,

vi(z — hy) > min{v;(hy), ..., vi(hn)} +n > n,

pois n é suficientemente grande.
Etapa Final: Seja f; € K tal que v;(f;) = n; para 1 <i < m.
De fato, pela etapa 5, existem y, k € K tais que v;(y — f;) > n; e v;(z — f;) > n; para

todo 7. Considere z = y + z logo,

v(@ —hi) =v((y = fi) + (2 = he) + fi) = min{u(y — fi), v(z = hi), v(fi)} = ns.
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1.2 Anel de Valorizacao e Corpo Residual

Definicao 1.11 Sejam K wm corpo e v uma valoriza¢ao. Definimos,
(i) O, :={x € K | v(x) >0} chamado de anel das valorizagioes de v;
(ii)) U, :=={z € K | v(z) = 0} chamado de grupo das unidades de v;
(1i1) p, = {x € K | v(x) > 0}.
Proposicao 1.2 O anel das valorizagoes € um anel local e i, € seu unico ideal mazximal.

Demonstracao: Sejam z,y € u, e z € O,, logo

v(z +y) > min{v(x),v(y)} >0 e v(rz) = v(z) +v(z) >0,

portanto u, é ideal sobre O,. Agora, seja I ideal de O, tal que u, C I C O, e pu, # 1.
Para todo x € I, tal que x nao pertenca a fi,, entao v(x) = 0. Portanto 1 =zz~ ' € I e
1=0,. OJ

Sejam v uma valoriza¢do normalizada e discreta e t € K tal que v(t) = 1. Cada
z € O, \ {0} com v(x) = n escreve-se unicamente da forma x = ut™ no qual u € U, e
n € Z,. Assim, O, é dominio fatorial que a menos de associados possui um tnico elemento

irredutivel, a saber, o uniformizante local .

Proposicao 1.3 Os ideais de O, nao nulos sao da forma

Ot ={at" |z € O} ={xr € K | v(zx) > n},

para n > 0.

Demonstracao: Sejam [ ideal de O,, n = min{v(z) | z € I}, e y € I tal que v(y) = n.

Sabemos que y € O, \ {0} pode ser escrito da forma y = ut™, onde ¢ uniformizante local

eu € O,. Portanto I = (t"). O

O, ,
Definicao 1.12 O quociente k, := — ¢é chamado de Corpo Residual de O,,.
Moy
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Sejam L|K uma extensao finita, w valorizagao de L e v = w|g. Temos que O, C O,

e Ly = f N Oy, logo k, — ky,.

Definicao 1.13 Definimos fu = [kw : ko] como indice de inércia de wlv e ey, =

[w(L*) : v(K*)] como indice de ramica¢ao de wlv.
Lema 1.4 Seja [L: K] < 00, entdo ey < [L: K] e fun < [L: K].

Demonstracao: Sejam y, € L*, tais que as classes w(y,) + v(K*) sao distintas.

Afirmamos que ¥, sao linearmente independentes sobre K*, de fato, sejam a,, € K nao

todos nulos. Observamos

w (Z anyn> = min {w(an) + w(yn)} < 00

pois as classes sao distintas, logo > a,y, # 0. Portanto {y,} ¢é linearmente independente
sobre K e consequentemente f{y,} < [L: K].

Sejam h; € O, tais que h_] = hj+ iy € ky € h_] sao linearmente independentes sobre
k,. Considere a; € K tais que ) a;jh; = 0 e suponha que exista j tal que a; # 0, podemos

supor 7 = 1. Logo,

— Zajhj =arhy = hy = — Zajaflhj.

7>2 j>2

Entao,

hy=hy + p, = — Zajaflhj + py = — Z a;ay (hy + ) = — Zajaflh_j,

§>2 j>2

o que é absurdo pois {h_J} ¢ linearmente independente. Portanto, a; = 0 para todo 7,

assim {h;} ¢ linearmente independente sobre K e consequentemente f{h;} <[L: K]. O

Observacao 1.5 Considerando os elementos h;y, escolhidos na demonstragao do lema
anterior, vemos que ey, fuly < [L : K|. De fato, {hjy,} € linearmente independente sobre

K. Sejam a;; € K nao todos nulos, assim

w (Z Zaijhjyz) > min{w(a;jh;y;)} = min{v(a;;) + w(y;)} < oo

? J
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logo ocorre a igualdade pois v(a;;) + w(y,) sao distintos.

Teorema 1.5 (Desigualdade Fundamental) Sejam [L : K| < oo, v valorizagdo discreta
de K, w1, ..., w, valorizacoes de L que prolongam v,eq, ..., e, 0s indices de ramificacdo
e f1,..., fm 0s indices de inércia. Entao ) .-, fie; < [L : K|. Em particular o nimero de

prolongamentos de v a L € finito.

Demonstracao: Podemos supor que v é normalizada, entdo v(K*) ~ Z e w;(L")
1 1
— Z. Pelo teorema de aproximagao, existem t; € L,i = 1,...,m, tais que w;(t;) = — e
€; %

wy(t;) = 0 para ¢ # i. Para cada i escolhemos elementos h;; € O,,, 1 < j < fi, cujas
classes residuais em k,, sao linearmente independentes sobre k,. Escolhendo elementos
gij € Ou,, 1 < 5 < f;, cujas classes sao linearmente independentes sobre k,, teremos
w;(hi; — gi5) > 0, logo wy(hi;) > 0 para q # 4, e portanto w,(h;;) > 1. Afirmamos que se

aijm € K, 1 <7< fi, 0<n <e_y, entao
min { w Zai it = min } v(aijn) + n ,
p |z gnllijly i J e
1/7]771
o que serd demonstrada no Lema 1.5. Entao se a;j, # 0 para algum ¢, j,n
. n
min {'U(a/ijn) + ez} <00 = mln {wq (Z Qijnhijty > } <00 = Zawnhwt?
’.]?

ou seja, h;;t! sao linearmente independentes sobre K. Entao #{h;;7} < [L : K].

Obsevamos que #{h;;t}} = Z fi€;, portanto Z fie; < K]. O

Lema 1.5 Sejam a;j, € K, 1<i<m, 1 <3< f,0<n<e —1, entao

mqin {wq <Z aijnhijt?> } = H;lTIll {’U(aijn) + g} )

)

Demonstragao: Temos:

n
wi(aijnhity) = wilaign) + wi(hij) +wi(t}) = v(ain) + —,

€;
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n n n
wq(aijnhijti) = we(aijn) + we(hi) + we(t) = vlagn) + 1> v(ain) + —
Logo, para todo q
" . n . n
Wy (Z aijnhijti) > min {wq (@ijnhist; )} = min {U(%‘n) + e_z} :
,7,n
: N . . n
Considere v(ayjy) + — este minimo, assim basta provar que wy (Z @ijnijt; ) =
€r
N
v(arsn) + —. Para cada i # I temos
€r
n N
wI(aijnhijt?) > U(ai]’n) —+ 6_ Z U(CL[JN> -+ e—,
i I
N
logo basta provar que wy Z arjnhiit] | =v(arsy) + —. Para cada n # N temos:
- er
7,n
n N
wi(arjnhity) = vlags) + — # vlagn) + —,
er er
pois
n N—-n 1
v(arjn) + — =vlagn) + — = vlaga) — v(ayy) = €—Z
€r €r €r €r
e assim,
1 N —n
v(ar,) —v(arjin) =N —n (mode—Z) = v(arj,) = v(ayn) + -
I I
Como n # N essa igualdade nao ocorre. Desse modo, basta provar que
N
w arinhity | = v(a + —,
1 (; 1Nty > (arsn) o
Ou

N
ou seja, wr <Z anNh1j> = v(arsn), j& que wr(h;j) = 0 e t?’,e— estao fixos.
, I
j

ariN

arjN

basta provar que w; (E ajh1j> = 0 onde a; = , 0 que realmente ocorre, pois

J
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pela minimalidade obtemos v(ar;n) > v(arsn), logo v(arn) — v(arsn) > 0 e portanto

v(aj) > 0, isto é, a; € O,. Sabemos que a; = 1 e h_[j sao linearmente independentes

sobre K, logo Za/jh[j # 0, portanto, wy <Z ajh1j> < oo e como ajhr; € ky, entao

J J
wy(a;hr;) = 0. Como todos os v(a;) sao distintos, teremos wy (Z ajh1j> = 0. O
J
1.3 Extensoes totalmente ramificadas

Definicao 1.14 Sejam L|K wma extensio, v € Skjg, w um prolongamento de v a L.

Dizemos que L|K € totalmente ramificada se [L : K| = eyy.

Proposigao 1.4 Sejam L|K wma extensao totalmente ramificada de grau n, v € Sk
normalizada, w um prolongamento de v a L ey € L uniformizante local. Entio L = K (y)
e o polinémio minimal de y sobre K é da forma Y™+ ap Y™ ' 4+ - +a1Y + ap no qual

v(ag) =1 ev(a;) > 1 para todo i > 1. (Polindmio de Eisenstein)

1
Demonstracao: Como w(y) = —, Cu ) 0 > n. Pela desigualdade fundamental [K (y) :
n Yy

K] > n, logo, L = K(y). Seja ming (y) =YY" + a, 1 Y" ' + -+ a;Y + ap, entao

n—1 1
w(0) = w(y" + - + ary + ag) > min{l,v(an_l) + - oo u(ar) + E,v(ao)}.

; :
Observe que v(a;) + — # v(a;) + i, para todo 1 <i < j <mn — 1. Caso contrario
n n

i j a\ j—i
i)t —= )T —=v— | =
U(a)—i—n U(a])+n v( )

aj n

0 que nao ocorre pois j — i < n. Portanto, v(ag) = w(y™) = 1 e v(a;) > 1 para todo
i # 1. O
Mostraremos agora que cada polinomio de Eisenstein define uma extensao totalmente

ramificada.

Proposicao 1.5 Sejam K um corpo, v € Sk, L=K(y) eh=Y"4+a, Y"1 4+ +
a1Y + ap € K[Y] tal que h(y) = 0. Suponhamos v(ag) = 1 e v(a;) > 1 para todo i > 1.
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Afirmamos que h € irredutivel, isto €, [L : K| =n e v possui apenas um prolongamento a
n—1

, 1
L, dado por w (Z ziyl> = min {v(zi) -+ —} . 2 € K, além disso, ey =n, fup=1c¢€
7 n
i=0

y € uniformizante local em w.

Demonstragao: Sabemos que existe uma valorizacao w de L que prolonga v. Como

Y+ a1y 4 -+ ajy +ag = 0, concluimos que o minimo das parcelas é assumido pelo

menos duas vezes, logo:
" 1
w(y") =vla) =1=nw(y) =1=w(y) = .

Assim, y ¢ uniformizante local em w e portanto e,|, > n. Ja que [L : K] = n temos pela

desigualdade fundamental n = e e f = 1. Entao,

n—1 .
i) = A
w (Z 2y ) = oglinglél_l {v(zz) + n}

j& que nesse caso o minimo ¢ assumido apenas uma vez. 0

Exemplo 1.2 Seja k = k e chark = 0. Considerando K = k(x,y) no qual = ¢ k e y" =
(x —c1) - (z — ¢,) com ¢; € k distintos e mde(m,n) = 1. Sabemos que [K : k(z)] = m.

Considere a aplicagao:

Entao:

v E Sk = {va | @ € K"} U{v}.

Portanto teremos trés casos:

(1) v = v, para algum 1 < j < m, entdo v(z —¢;) = 1, v(z — a) = 0 para todo a # c; e
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m—1
logo, y é uniformizante local. Seja z € K, digamos z := Z 2", 2 € k(x), logo,
i=0
m—1 i
v(z) =v (Z; ZiY ) = ogrirglg}_l {'U(Zz) + E} .
Assim, pela Proposi¢ao 1.5, v é o tnico prolongamento de v, v(K*) = —7Z e
m
ewly = m. Portanto, w(z) = mu(z) = 0<1r<11n 1{mv(zz-) + i} e y é uniformizante local
em w. o
(2) v = Vo, entao v(z) = —1e
1 1 ¢ —n
v(y) = —ov(y™) =— ) v(x—¢)=—.
() = —v(y™) = — ; (v —c)=—
m—1
Analogamente, consideremos z := Z zy' € K com z; € k*, logo
=0

v(z) = min {v(zl) — iﬁ}

0<i<m—1 m

pois mdc(n, m) = 1. Logo, pela Proposigao 1.3 v é o tnico prolongamento de v, com:

w(z) = mu(z) = 0<£I<1ir£171{mv(zi) —in} e ey =m.

(3) V@) = Va, @ € K\ {c1,..., ¢}, entdo v(z —a) = 1,v(x — ¢) = 0 para todo ¢ # a e

1

v(y) = —u(y™) =0 ea(v) =a

Seja y(v) = b € k*, entao:
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que ocorre do Lema 1.3. Logo, x(v) = a determina b a menos de uma raiz m-ésima da
unidade. Sejam € € k, tal que €™ =1 e 0 € Autyy)(K) (conjunto dos automorfismos de

K que fixa os elementos de k(x) definido por:

m—1 m—1
Z Zzyi — Z Zi<8y)z
1=0 =0

Desse modo, ¥ := v o o é também uma valorizacao de K que prolonga v,, logo y(v) = &b,

pois
v(y—eb) =v(o(y—eb)) =v(o(y) —eb) =v(ey —eb) =v(e) +v(y—b) =0+v(y—b) > 0.

Assim, temos m prolongamentos distintos entre si que pela Desigualdade Fundamental
nao sao ramificadas. Para w temos y™ = (x — ¢;) - - - (x — ¢,,) como polindomio em (z — a),

digamos y™ = bm(l +a(x—a)+ - +a(z— a)”), a; € k, logo

%:1+§;(%)(al(:p—a)%—---%—an(x—a)ny'

Assim, K = k(x,y) C k((z — a)). A valorizagdo canonica ord,_, de k((z — a)) prolonga a

valorizagao v, de k(x) e logo sua restri¢do a K é v, pois y(w) = b. Em resumo, temos a

( cz)}U{(oo,oo)}

(y(w)))

bijecao:

SK|k — {(a,b)€k2

-
i=1
w)?

wo (x(

1.4 Extensoes Totalmente Inerciais
Definicao 1.15 Sejam uma extensao L|K, v € Sk, e w um prolongamento de v a L.

Dizemos que L|K € totalmente inercial se [L : K| = fyo.

Sejam K um corpo, v € Sk, uma valorizagao e L = K(y) com h(y) = 0 e h =

Y™ 4+ @ Y 4 -+ ag € O,]Y]. Suponhamos que o polinémio reduzido h = Y™ +
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YY"+ - +ay € k,[Y] seja irredutivel. Entao, h é irredutivel em O,[Y], logo
irredutivel em K[Y]. Afirmamos que a valoriza¢do v possui um tnico prolongamento a L,

a saber, a valorizacao:
n—1
w (Z y) — min{u(z)}
7
i=0

para todo z; € K. De fato, seja w um prolongamento de v a L. Temos y € O,, ou seja,

w(y) > 0, pois caso contrério, se w(y) < 0 terfamos w(y") < w(a;y"), logo:

w(h(y) = v (Z y) — min{u(ay)} = w(y") <

Entdo, h(y) # 0 o que é um absurdo. Como h é irredutivel, as classes 39, ...,y 1

n—1
sao linearmente independentes sobre k,. Aplicando o Lema 1.5, temos w < ziyi> =
miin{v(zz-)} para todo ¢ € K, o que prova a afirmagao. .
Pela afirmacéo anterior, temos e, = 1, 10go fu, > 1 pois ky(7) C ky € [ky(Y) : ko] =
n, entdo, pela Desigualdade Fundamental f,, = n, k, = k,(7.) Seja [L : K] =n, v € Sk
e w que prolonga v a L. Suponha f,, = n, entao e,, = 1 e w e o nico prolongamento
de v a L.
Suponhamos que k,|k, é simples, isto é, existe g com y € O, tal que k,, = k,(7). Pela

desigualdade fundamental,

logo [K(y) : K] = ne L = K(y). Assim teremos um polindémio irredutivel de grau
n, h =a,Y"+---+ag € K[Y], tal que h(y) = 0. Multiplicando h por uma poténcia
de uma uniformidade local em v, podemos supor h irredutivel sobre k,[Y]. De fato, seja

m = min v(a;) et € K com v(t) = 1, assim:
1<i<n

ot ay) = ot £ m =1 = o(t " ay) € O,[Y]

e portanto teremos t~™*1h € k,[Y] é irredutivel.



Prolongamentos de Valorizagoes 31

Sejam K|k corpo de funcdes algébricas em uma variavel e v € Ski. A inclusao k C O,

implica que k — k,.
Defini¢ao 1.16 O grau de v € definido como degv = [k, : k.

Exemplo 1.3 Sejam K = k(z) e bijecao Sim)x «— {vx | ™ € k[z]* irredutivel} U {vs }.

Considere ¢ : k[z] — k., tal que o(f(x)) = f(z) + po,. Teremos p(f(x)) = 0 se, e
somente se, | f(z), logo
il

(m) 7

Entao degv, = degm e degv, = 1.
Lema 1.6 Seja v uma valorizacio de K|k, entao, degv < oo.

Demonstragao: Seja € K tal que v(z) = —1, 1080 v|gz) = Vso. Como deg v, = 1,

pela Desigualdade Fundamental, degv = [k, : k] = [ky : by ] < [K : k(z)] < 0. O
Se k = k, entdo, k, = k. Isto é, para cada y € O, existe uma tnica constante ¢, tal
que v(y — ¢) > 0, logo y(v) = ¢. Também neste caso, degv = 1 para todo v.
Se k # k, ainda podemos falar do valor y(v) de uma funcio y € K em v, se admitirmos
valorizagoes em k, U {oo} tais que y(v) := 7. Claramente, se degv = 1, entao, k = k, e,

portanto, y(v) € kU {oo}.

Definigao 1.17 Uma valorizagdo v € Sk € chamada de um ponto racional de Sk, se

degv = 1. O conjunto de todos os pontos racionais de Sk, € denotado por Kk

1.5 Prolongamentos de Valorizacoes

Seja K|k corpo de fungdes em uma variavel z. Como comentamos anteriormente, para
determinar valorizagoes de K|k precisamos apenas prolongar as valorizagoes de k(x)|k.
Prolongaremos primeiro a valoriza¢ao do corpo k((z)).

Sejam K corpo, v uma valorizacio discreta e normalizada de k, |z, := 27,

O,={zeK|v(zx)>0}={ze K| |z], <1}
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py ={r e K |v(z) >0} ={zre K ||z|, <1}

Fixamos um sistema de representante R de k,, isto é, um subconjunto R de O,, tal que

a aplicagao
R — k.

T o= T Uy

¢ uma bijecao e, suponha que 0 € R. Fixamos também um representante m; do grau da
valorizagao v(K™), isto é, m; € K*, tal que v(m;) = i. Seja « € K* tal que v(xz) = m.

Existe um tnico r,, € R tal que v(z — r,,m,) > m + 1, de fato,

vier, ) =v(@)+o(r,)=m-m=0=ar,' € O, = ar,! € k,,

e considerando a bijecao dada, existe r,, tal que 7,, = x7;!, logo zm ! — 7, € u,.

Desse modo,

-1
m

1

v(amt =) > 0= v(er,t — 1) > 1= v(m,) Foler,t =) > 1+ u(m,) =

= (a7, M — TT) > 14+ m = v(r — rpmn) > 14+ m.

Seguindo o mesmo argumento, existe 7,11 € R tal que v(x — 7T — T 1 Tma1) = M+ 2,

e assim por diante.

Assim, x define uma série formal Z r;m; tal que v <x — Z rim) > n+ 1 para todo

>m i=m
n > m, isto é,
n

xr — E ;T

=m

o

v

Ou seja, a série converge para x com respeito a | - |,.

Reciprocamente, para cada série formal E r;m; no qual r; € R e r; = 0 para quase
i>>—00
todo i < 0, defina uma sequéncia de Cauchy a respeito de | - |,, e, logo, a sequéncia

converge em K,.
Afirmamos que as aplicacbes v : K* — Z e a aplicacao natural = : O, — k,

sao continuas, onde Z e k, sao equipados com a topologia discreta. Considere a € Z.
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Mostremos que v™*(a) = {z € K* | v(z) = a} = {z € K* | |z|, = 27} é fechado. Para
todo € > 0, sejam
Bla,e) ={z € K| |z —al, <e};
X={zeK||r—a|, >c};
B(a,e) ={x € K | |x —a|, < ¢€}.

Observe que X e B(a,¢) sao fechados, logo
Bla,e)N X ={z € K| |z —a| =¢}

é fechado, portanto v='(a) é fechado.

Analogamente, considere
T et p)={r €0, |v—ceu}y={z|ve—-c)=0}={z||v—cl, =1}

que também é fechado. Entao, v é prolongado a uma valorizagao v de K, com o mesmo
corpo de valores Z e o mesmo corpo residual k,. Portanto, temos uma bijecao entre K, e

as séries formais g T, T € R.

Exemplo 1.4 Considere K = k(t) e sua valorizagdo t—adica v, ou de maneira mais
geral, seja K|k um corpo de fungoes algébricas em uma variavel, v € Kk © v(t) = 1. Se

R:=k,m =t entdo K, = k((t)).

Teorema 1.6 Sejam [L : K| =n < 0o e v valorizagao de K tal que (K,v) é completo.

Entao,
(i) existe uma unica valoriza¢io w de L que prolonga v;
(i) wvale a igualdade fundamental ef = n;

(ii) (L,w) é completo
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Demonstracao: (Unicidade) Podemos supor v(K*) ~ Z. Seja w um prolongamento de

1 1
v a L, logo w(L*) = —Z. Considere t € K tal que v(t) = 1, 7 € L tal que w(m) = —
e e

e R C O, um sistema de representantes de k, tal que 0 € R. Sejam hq,...,hy € O,
f
cujas classes em k,, formam uma base de k, sobre k,, entao as somas Zrnhn, r, € R

n=1
formam um sistema de representantes de k,,, pois para todo @« € k, existe a;, tal que

f
a = Za_ihi e para todo @; existe r; € R. Logo, associamos @; a r;. Os produtos 7't/
i=1

onde 0 <i<e—1ej€Z formam um sistema de representagao de w(L*) = —Z, pois
e
considerando a aplicacao:

o 1
R={rxt; 0<i<e—1lejeZ} — -7
e

't — -4
e

, . .. . 1 m
sabemos que ela é sobrejetora e injetora, ja que para todo o € —7Z teremos @ = —
e e

w(7™t°) e para todo
Z. . Z./ ., ) ., ./ .
—ti=—+i= =J =
e e

o0 que nao ocorre, pois 0 < i < e — 1. Utilizando um argumento parecido como o da

demonstracao da Proposicao 1.1, para todo [ € L, existe uma série formal

=0 j>—-00 \n=l1

Reciprocamente, como (K, v) é completo, cada série formal define um elemento de L

ZZ (Z Tl'jntj> hnﬂ'j e L.
% n i

e—1 f

Assim, vemos que (L, w) é completo e L = @ @ K (h,7"). Em particular [L : K] = ef.
=0 n=1

Pela Desigualdade Fundamental concluimos que o prolongamento ¢é inico.

(Existéncia) Suponha que L|K ¢é galoisiana e seja G'jx o seu grupo de Galois. Se existir
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w prolongamento de v a L, para cada 0 € Gk, a aplicacao w o o ¢ valorizagao de L
que prolonga v. Pela unicidade do prolongamento temos w o ¢ = w para todo o. Como

[L : K] = n, temos n isomorfismos em G, assim:

O'GGL|K O'GGL|K

Temos:

Npg(@) = ] o) €K,

O'EGL|K

1
logo, w(x) = EU(NLIK@)) e w|lg =v.
Agora, suponha que L|K nao é galoisiana. Se existir w prolongamento de v a L,

considere z € L. Como [L : K] < oo, existe polinomio minimal
f=am+ ap 1™ + -+ ap.

Seja L= K(Ry) o corpo das raizes de f, logo Z|K é galoisiana. Portanto, existe um tnico

prolongamento w de v a L. Podemos escrever

para x; € L. Considere o K —isomorfismo o; : K(z) — K(z;) tal que o(z) = z; e fixa
os elementos de K. Por construcao, o; € Gil ) € woo; é prolongamento de v a L. Pela

unicidade, w = w o 0;, entdo w(x;) = w(x) e

1
portanto, w(z) = —v(£ag), w|x = v. O
m

Teorema 1.7 Sejam [L : K] < oo,v waloriza¢io de K ey € L raiz de um polinémio

h(y) = c,Y"+---+¢, € K[Y] onde g, ¢, # 0. Se w prolonga v, entao w(y) € a inclinagdo
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de um lado do poligono de Newton de h(y), que € definido como o envelope convezo inferior

do conjunto {(i,v(¢;)) ; 1 <i<n}.

Demonstracao: Sabendo que

n

Z Ciyn_i = 07

i=0
temos o minimo das ordens w(¢;y" ") assumido pelo menos duas vezes, entdo, existem

1 <r <s<n,tal que w(cy" ") = w(cy™*). Entao, para todo 1 <i < n,

v(er) +(n = rwly) = v(cs) + (n = s)wly) < vle) + (n —iwly),

e —vled) | o vle) —vie)

s—r - (i—y9)

por meio (r,v(c,)) e (s,v(cs)), e os pontos (i,v(¢;)) nao ficam abaixo desta reta. O

logo, w(y) = . Portanto, w(y) é a inclinagao da reta

Definicao 1.18 Dado o polinomio como no Teorema 1.7, definimos a inclina¢cao do

primeiro lado do poligono de Newton como sendo 1r<ni<n w;(y) e denotaremos por incl,(y).

Corolario 1.1 Sejam [L : K| < 00, v valorizag¢io de K e wy, ..., wy, as valoriza¢des que
prolongam v. Considere y € L e Y™ +c1Y" 4 - 4+ ¢,Y? 0 polinémio caracteristico da

o . . u(e)
aplicagao ¢ : L — L tal que p(a) = ya, desse modo nin w;(y) = min ——.




CAPITULO

Teorema de Riemann-Roch

Neste capitulo veremos o Teorema de Riemann-Roch, que é um resultado importante

para o estudo das classficacoes dos corpos de funcoes.

2.1  Divisores

Defini¢ao 2.1 Seja K|k um corpo de fungoes algébricas. Um divisor de K|k € uma soma

formal finita
D .= vav
com n, € Z n, = 0 para quase todo ponto v € Skjj.

Equivalentemente, D pode ser visto como uma fungao

SK\k — 4

vy,
de suporte finito, isto é, Supp(D) = #{v | n, # 0} é finito.
Os divisores formam um grupo aditivo ordenado denotado por Dy:

(1) Donyv 4 Y myv = > (ny + my)v;

(i) > n,v <> myu se, e somente se, n, < m, para todo v.

37
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Defini¢ao 2.2 O grau do divisor D € definido como deg D := > n,degv = > _ nylk, : k.

Definicao 2.3 Seja D = vav um divisor. Definimos o conjunto L(D) por

L(D):={he K" |v(h) > —n, para todov € Sk} U{0}.
Proposicao 2.1 Seja D divisor. Entao:
(1) L(D) € um espago vetorial sobre k;
(2) se D < E, entao L(D) C L(E).

Demonstracgao:

(1) Sejam hq, hy € L(D). Temos:

v(hy + ho) > min{v(hy),v(ha)} > —n,,

ou seja, hy + hy € L(D). Sejam o € k e h € L(D). Quando fazemos a multiplicagao
ah, como « é constante, nao mudamos o ntumero de pdlos ou raizes de h, portanto,

v(ah) > —n,.
(2) Sejam D = > n,v e E =) m,v divisores tais que D < FE, logo —n, > —m,. Se

h € L(D), entao v(h) > —n, > —m,, portanto h € L(E). O

O nosso objetivo é calcular dim £(D), também chamada de dimensao de divisor D,
que é um dos problemas mais importantes na teoria de corpos de funcgoes algébricas. A

resposta sera dada pelo Teorema de Riemann-Roch. Primeiro faremos um exemplo.

Exemplo 2.1 Sejam K = k(z) e D =) nyUz + NooVso, Onde m € k[x]* irredutivel, entao

L(D)={h e K* | vs(h) > —n, e voo(h) > —nu} U{0}.
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Sejam d = degD = > n.degm 4+ ne e f = [[7"". Entdo v, (f) = —n, e
Voo(f) = D nydegm. Afirmamos que

L(D)={fg| g€ k(x),v:(9) >0 paratodo m vs(g) > —d}.

Sejam h € L(D) e g:=hf~!. Entao h = fg e

vr(g9) = vx(h) = v2(f) 2 —nz — (—n2) =0,

Voo(9) = Voo(h) = Voo (f) 2 —Toe — (d — ng) = —d.
Reciprocamente se g € k(z) tal que v,(g) > 0 para todo 7 e v (g) > —d, entéo

vr(fg9) = v (f) +vr(9) = —nx + v2(g9) 2 =1,

Voo ([9) = Voo (f) + Voo(9) = d = Moo + V() = —Tce

Ou seja, L(D) ={fg | g € k[z] e deg g < d}, portanto

d+1 se d=>0,
0 se d<0.

Lema 2.1 Sejam K|k um corpo de fungoes algébricas e f € K \ k. Entao f possui pelo

menos um polo.

Demonstragao: Seja f € K\ k, entao [K : k(f)] < co. Temos que v € Sk, é pdlo de f

1 -

se, e somente se, v(f) < 0, isto é, — v é um prolongamento da valorizagao v, de k(f) a K,
e

onde “e” é o indice de ramificacao de v sobre k(f). Pelo Teorema 1.6, temos a existéncia

do prolongamento, logo v possui pelo menos um podlo. O
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Corolario 2.1 Seja D =0, entdo dimy L(D) =1, ou L(D) = k.

Lema 2.2 Sejam K|k um corpo de fun¢des algébricas e x € K. Entdo x possui um

numero finito de zeros e polos.

Demonstragao: Sejam A e B os conjuntos dos polos e zeros de x respectivamente e B’

o conjunto dos polos de é Entao
fA < Zfiei <K k(x)] < o0,
e B = 1B’ < 0. O
Pelo lema anterior, dada uma funcao podemos definir um divisor chamado de divisor

associado a esta funcao:

Defini¢ao 2.4 Sejam K|k um corpo de fungoes algébricas e x € K. Definimos o divisor
de x por div(x) = Zv(w)v. O divisor dos zeros de x € divy(z) := Z v(x)v e
v v(z)>0

dive(z) = Z —v(z)v € o divisor dos pdlos de x. Claramente div(z) = divg(x) —

v(z)<0
dive ().
Sejam z € K \ k, vy,...,v,, os pdlos de x, e1,...,en € fi,..., [ suas ordens e seus
: o .1 . .
graus respectivamente, isto é, e; = —v;(x) e f; = [k,, : k]. Entdo, —v;, 1 <i < m séo os
e.

prolongamentos de v, € Si(z)r a K e

degdiv(z) = Z —v;(x) degv; = Z —vi(x)[ky, : k] = Z ei fi-

Utilizando a defini¢ao anterior, podemos descrever £(D) da seguinte forma. Se z €

L(D), entao v(x) > —n,, e

div(z) = Zv(m)v > Z —nyU = — vav =-D.

Portanto

£(D) = {h e K* | div(h) > —D} U {0}.
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Lema 2.3 Sejam D e E divisores tais que D < E. Entao:
. L(E)
1) dim ——= < deg(E — D);
(1) dim 7 5 < de(5— D)
(2) dim £L(D) < 1+degD, quando D > 0;
(3) dim L(D) < oo.

Demonstracao: (1) Seja D = > n,v, por inducdo basta supor £ = D + v, para algum

v € Sk A aplicagao
L(D+v) —  k,

T —  gtnetl

onde v(t) = 1, é¢ uma transformagao linear e seu nicleo é L(D), pois se x € L(D),

v(at™ ™) = v(x) + (™) > —n, +n, +1 >0,

L(D +v) L(D +v)
L(D) £(D)

(2) Se D > 0 considere £ = 0, logo teremos D > E, assim

logo, xt™ ! € p,. Logo > Lk, e, dim < dimy k, = degv = deg(E—D).

. L(D)
dim o) < deg(D —0).

Mas dim £(0) = 1, logo dim £(D) < deg D + 1.

(3) Seja D um divisor, logo existe E > 0 tal que F > D, portanto
dim £(D) < dim L(F) <14 degFE < 0.

O

Lema 2.4 Sejam x € K\ k, [K : k(z)] =n < 00 € Do = dive(z). Entao existe g € Z
tal que dim L(rDy,) > rn+ 1 — g para todo r € Z.

m

Demonstracao: Pela hipotese D, = Z e;v;. Seja {z1,...,2z,} uma base para K sobre
i=1

k(z). Podemos supor que z;, i = 1,...,n tém pélos apenas em {vy,...,v,}. De fato, se
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existe v(z;) = —n < 0 e v # v; para todo j = 1,...,m, tome ¢, tal que v(¢t) = 1, entdo

v(t™"z;) = 0, e podemos substituir z; por t~"z;. Temos = € L(D,), pois

dive(z) = Z e;v; > — Zeivi = —D.

Agora, escolha j € Z suficientemente grande tal que z; € L(jDy). Seja r > j, r € Z,
tal que 2°z; € L(rDy,), para todo s > 0 e s+ j < r. Como {z1,...,2,} é linearmente
independente sobre k(z), o conjunto {z°z; [0 < s < r — 5,1 < i < n} é linearmente
independente sobre k, portanto dim £(rDs,) > (r — j + 1)n para todo r > j e claramente

para todo r < j. Tome g := 1+ (j — 1)n,

dimL(rDe) >mm —jn+n=rm+1—(14+(—1n)=rm+1—g.

Lema 2.5 Para todo x € K \ k temos degdive(x) = [K : k(z)] = n.

Demonstragao: Pela desigualdade fundamental, degdivy(z) < [K : k(z)] = n.

Pelo Lema 2.4, dim £L(rD.) > ™ + 1 — g para todo r € Z. Pelo Lema 2.3 temos que
dim £(rDy) < 14 rdeg Dy, para todo r > 0. Logo,

9

rn+1—g§1+rdegDoo:>n—ggdegDoo:>n§degDoo+—,
r r

para todo r > 0, entao n < deg divy(x). Portanto, [K : k(z)] = degdiv(z). O

Corolario 2.2 (Férmula de Produto) Para toda fungio x € K*,

Zv(x) degv =0 ou HQ’”(x)deg” =1,

v

isto €, degdivg(x) — degdive(x) = 0. Isso nos diz que o nimero de zeros de x contados

com suas ordens € iqual ao numero de polos de x contados com suas ordens.
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Demonstracao: Basta observar

degdivae(2) = [K : k(z)] = [K . (%)} ~ deg diva. (%) — deg divo(z).

Lema 2.6 Seja D wum divisor, entao dim; L(D) < 1 + degD se degD > 0 e

dimy £(D) = 0 caso contrdrio.

Demonstracao: Suponhamos dim £(D) > 0. Existe h € K*, tal que h € L(D),
ou seja, div(h) + D > 0. Seja E = div(h) + D, entdo, £ > 0 e pelo Lema 2.3,
dim L(F) <1+ deg E. Pela Férmula de Produto, deg D = deg E.

A aplicagao ¢ : L(E) — L(D), f +— fh é um isomorfismo entre
k-espagos vetoriais, logo dim £(E) = dim £(D). Portanto dim £(D) < 1 + deg D. O

Teorema 2.1 (Teorema de Riemann) Sejam K|k um corpo de fungées em uma varidvel

e D um divisor. Entao eziste g € Z tal que dim L(D) > degD + 1 — g.

Demonstragao: Sejam z € K\ ke Dy, = divy(z) = Z e;v;. Considere g € Z como
i=1

no Lema 2.4, isto é, dim L(rDy) > rm + 1 — g para todo r € Z suficientemente grande.

Pelo Lema 2.5, deg Do, = n = [K : k(x)], entao

dim L(rDy) > rdeg Do + 1 — g =deg(rDy) +1—g

para todo r € Z. Agora, sejam D = Y n,v e h € k[x]* com v(h) > n, para todo
v € Sk \{vi | 1 < i < m}, onde v; sdo os pélos de x. Considere r € Z, r > 0 tal
que E := D — div(h) < rDy. Temos que deg E = deg D e pelo argumento feito na
demonstracao do Lema 2.6, dim £(F) = dim £(D). Entao, pelo Lema 2.3,

deg D —dim £(D) = deg E — dim L(E) < deg(rDy) —dim L(rDy) < g — 1.

Portanto, dim £(D) > degD +1 — g. O]
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Corolario 2.3 Para todo v € Sk, existe uma fung¢ao x tal que v € o tnico pdlo de x.

Demonstracao: Seja D = rv. Entao,

dim L(rv) > deg(rv) + 1 —g=rdegv+1 — g,

para todo r € Z. Se r > 0, entao dim L(rv) > 1, logo, existe x € L(rv) \ k. Como = ¢ k,

pelo Lema 2.1, x possui pelo menos um poélo, e ja que x € L(rv) entao v é o tnico pélo.O

Teorema 2.2 (Igualdade Fundamental) Sejam K|k um corpo de funcgoes algébricas em

uma varidvel, L|K uma extensao finita, v € Sk € wy, ..., wy, prolongamentos de v a L.
m

Entao, Zewi|vfwi|v =[L: K]

=1

Demonstracao: O caso em que K = k(x), v = vy € k é algebricamente fechado em

L é basicamente o Lema 2.5. Em geral, tome x € K cujo tinico pélo é v . Seja [ o fecho

algébrico de k£ em L, entao:

logo, [l : k] é algébrica.

Sendo assim, como w; ¢ trivial sobre k, teremos w; trivial sobre [.

Seja v a valorizagao infinita de k(z)|k e wy a valorizagao infinita de [(x)|k. Sabemos
que Ws € o Unico prolongamento de vo a I(z), entao ey v, = 1 € fu . = [I @ K]
Portanto,

6woo|voo'fwoo|voo = [Z(I) : k?((l])]

Desse modo teremos:

Curfo-Cojvse = [Will) : V(R)][0(K) : Voo (K)] = [wi(l) : Voo (K)] = [wi(l) : oo (K)] = €ujuwen

logo,

ewi|v'€v|voo — ewi|woo‘ewoo|voo ewi|v - c ‘
V|voo
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Seguindo assim,

m
m Z 6wi|w°0fwi|woc> ‘ewoo\voofwoowoo
=1

E ewi\vfwi\v = =

i1 ev\voofv\voo

[L:l(x)).[l(z) : k(x)]  [L:k(z)]
(K : k(z)] K k(x)] [L: K.

Pelo Teorema de Riemann 2.1, para todo D,
g > deg D — dim £(D) + 1.

Seja D = 0. Sabemos que degD = 0 e dim£(D) = 1. Entao g > 0. Entao pelos

Teorema de Riemann e principio de boa ordem, g := mgx{deg D —dim £L(D) + 1} existe.
Definicao 2.5 Chamamos o valor g descrito acima de género do corpo de fungoes.

Exemplo 2.2 Se K = k(x), pelo Exemplo 2.1, g = 0.

2.2 Método para calcular o género g

Pela demostracao do Teorema de Riemann,
g =deg(rDy) —dim L(rDy) + 1,

onde r >0, r € Z, Dy = divee(x) = > e;v; e € K um elemento qualquer. Temos
deg(rDy) = r[K : k(z)], logo, basta calcularmos dim £(rDy).
Sejam v, a valorizacdo infinita de k(x)|k, wy, ..., w,, os prolongamentos de vy, a K, e

ei, fi, 0 <1 < m, os indices de ramificagao e inércia respectivamente. Como v; = e;w; €
m

Skik € Do = divee () = Zeivi,

=1

L(rDy) = {z € K |v(z)>—-re;ev(z) >0, Ve Sk \ {vl}}
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Sabendo que, v;(z) > —re; para cada i, entdo incl,_(z) = minw;(z) > —r, logo,

L(rDy) =4z € K | incl,_(z) > —r eincl,(z) >0, V v # vy }.
Exemplo 2.3 Sejam K = k(x,y) com chark # 2 e y*> = h(z) = Zcix”_i ondec; € ke

i=0
co # 0. A seguir calcularemos o género deste corpo de fungoes.

Pela relagao dada entre z e y, [K : k(x)] =2 e B = {1,y} é uma base de K sobre k(z).

Seja z = a+ by € K onde a,b € k(z) e considere a aplicacao

K — K

QD — ZSO

Esta aplicacao é uma transormacao linear e sua matriz na base B é dada por

a b
bh «a

Seja ¢(z) o polinomio caracteristico dessa trasnformagao, logo:

z—a —b
c(z) = = 2% — 2za + (a® — b*h).
—bh z—a

Pelo Corolério 1.1 temos

incl,(z) = min {v(—2a), M} = min {v(a), %u(cﬂ - b%)} :

Seja z € L(rDy), entdo incl, (z) > —r e para v # vy, incl,(z) > 0. Entao

Voo(a) > —r, %vm(a2 —b*h) > —r &

Uso(a) > =1, 3 vs(b?h) > —1 &

Voo(@) > =7, Vao(b) + 2 ves(h) > =1 &

vela) 2 =1, (b)) =5 2 7 &
(a) (b)
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1
E v(a) > 0,v(b) + §U(h) > 0. Observe que v(h) = 0 ou v(h) = 1, portanto v(a) > 0 e
v(b) > 0. Entao,

L(rDy) = {z:a—l—by | voo(@) > —7, Voo (b) > —r+g e v(a) >0, v(b) >0, Vv#’voo},
ou ,
c(rDoo):{z:a+by|a,bek[x],degagr,degbgr_g},

Agora calcularemos dim £(rDy,). Seja n = 21 + 2, se n for par e n = 2] + 1, se for

impar.
(1) Ser <0, entdao dim L(rDy,) = 0.

(2) Se0<r<l,

2+ 1 1
degh<r—>——=pr—1—=<0
ego = r 9 r 2<,

2 + 2

degbgfr—T:r—l—1<0,
logo dim £(rDy) = dega + 1, ou seja, dim L(rDy,) = r + 1.

(3) Ser>1,
1
degbgr—l—§<r—l—1.

Entao dim £L(rD) =dega+1+degb+1=r+1+r—1—-14+1=2r—1+1.

Entao
2r—1+1 se r >

dim L(rDy) = r+1 se 0<r<l;

0 se r < 0.

Por outro lado, deg(rD.,) = r[K : k(z)] = 2r, portanto no caso (2) acima, g < [; e no

= "5

caso 3, g = [. Entao
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Exemplo 2.4 Sejam K = k(z,y) com chark # 3 e y> = h(z) € k[z] \ k de grau n.

Considere vy € Sk com Unico prolongamento we, € Sk, isto €, 1Dy = rws.

Temos [K : k(x)] =3 e B ={1,y,y*} ¢ uma base de K sobre k(x). Seja z = a+by+cy* €

K onde a,b,c € k(z) e considere a aplicagdo

K — K

SO — ZQO

Esta aplicacao é uma transormacao linear e sua matriz na base B é dada por

a b c
ch a b
bh ch a

e seu polindmio caracteristico é ¢(z) = 2% —3az?+(3a? —3bch)z + (3bcah — a® —b>h — 3h?).

Pelo Corolério 1.1 temos:

Voo (3a% — 3bch) s (3bcah — a® — b3h — c3h?) }

incl, = ml oo\ ) )
incl,__(2) mln{v (—3a) 5 3

= min {31100((1), g(voo(b) + Voo (€) = 1), Vo0 (b) + Voo (€) + Voo (@) — 1, 306 (b) — 1, Buso(c) — 2n} .

Temos

Portanto,

- —2
dim L(rws,) = {a+by+cy2 | a,b,c € k(z) e dega < g, degb < %, dege < r 3 n}

Por outro lado deg(rwe,) = rdegws = 7. Se 3|n,

— 3t — 6t
dimﬁ(rwoo):g+1+r 3 v140 3

+1=r—-3t+3=r—n+3.
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Entao

g =deg(rwe) —dimL(rwe) +1=r—r4+n—-3+1=n—2.
Nos demais casos: n =3t + 1 oun =3t + 2, t € Z, obteremos g =n — 1.

Teorema 2.3 Seja K|k um corpo de funcgées algébricas. Entao K|k € isomorfo a k(x)|k
se, e somente se, g =0 e }"gﬁﬁ £ 0. Em particular, se k =k, K € isomorfo a k(x) se, e

somente se, g = 0.

Demonstracao: Se K é isomorfo a k(x), g = 0 e degvs, = 1, ou seja, ;(qﬁ # .
Reciprocamente, sejam v € S%%v g = 0 e considere o divisor D := v. Pelos Lema 2.6 e
Teorema de Riemann, dimy £(v) = 1+degv =2 > 1. Tome x € L(v)\ k, ent@o v é o unico
polo de z, isto é, dive, (z) = v. Pela Igualdade Fundamental, [K : k(x)] = degdive(z) = 1,

portanto K é isomorfo a k(x). O

Teorema 2.4 Seja k = R. FEntao a menos de isomorfismo, existem exatamente dois

corpos de fungoes algébricas de género zero: R(x)|R e R(x,y)|R onde y*> + 2> +1 = 0.

Demonstracao: Se Kik # (), entao, K ~ R(z) pelo Teorema 2.3. Se Kk = 0, seja

v € Sk Entao,
1 <degv=[R,:R]<[C:R]=2,

logo, degv = 2 e dimL(v) = 1 + degv = 3 > 1. Entao existe x € L(v) \ k tal que
dive () = v. Pela Igualdade Fundamental, [K : R(x)] = deg dive,(z) = degv = 2. Entao
existe y € K tal que K = R(z,y),y? = h(z). Como g = 0, pelo Exemplo 2.3 temos:

—1
{n2 ]:0:>degh§2.

Se deg h = 2, entao:
h = az* + bz + c.

Como }}“l‘,; =0, a < 0 como x nao possui zeros racionais ¢ < 0. Fazendo a mudanca

r— T— % podemos supor b = 0, e substituindo z e y por multiplos constantes, podemos
a

supor a = ¢ = —1. Portanto, y*> + 2% + 1 = 0. U
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Definicao 2.6 Um divisor D € chamado de divisor especial se dim L(D) > deg D+1—g.

Pela minimalidade de g, existe um divisor D, tal que dim £(D) = deg D + 1 — g, ou

seja, D nao é especial.
Lema 2.7 Se D nao for especial, entao todo divisor E > D também nao é especial.

Demonstracao: Seja E um divisor tal que £ > D. Pelos Teorema de Riemann e Lema

2.3:

g=degD —dimL(D)+1<degE —dimL(F)+1<g.

2.3 Algebra e Subalgebra dos Adeles

Seja K|k um corpo de fungoes algébricas e lembre-se as definigdes e notagoes da

Secao 1.1. O conjunto

x, € O, para quase todo v

A\K\k = (xv) € H I?v

UESK“c

munido de operacoes

(1) (@) + (yo) = (T + W0);

(2) (20) - (yo) = (20 W0);

(3) c¢(xy,) = (cxy), para todo ¢ € k.
¢ uma k-algebra.

Definicao 2.7 A /flgebm dos Adeles de K|k € a k-dlgebra jmk.

Normalmente trabalhamos com a subalgebra da Algebra dos Adeles definida por

Ak = o (2,) € H K ‘ z, € O, para quase todo v

’UGSK|k
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Para cada divisor D = ) n,v, associamos um k—espago vetorial definido por
AD) = {(z,) € Ak | v(zy) > —ny, para todo v}.

Observe que K ¢ uma subalgebra de Ay, através da aplicagao f : K — Agy, tal

que f(z) = (z,) onde x, := z para todo v; e que
AD)NK ={z € K | v(z) > —n,, para todo v} = L(D).

Lema 2.8 Sejam D e E dois diwvisores tais que D < E. Entao A(D) C A(E) e

- AE)
dimy, AD) deg(E — D).

Demonstracao: Pela definigao, claramante A(D) C A(FE). Por indugao, podemos

supor £ = D + v com v € Skx. Sejat € K, tal que v(t) = 1, entdo:

AE) AD+v)  {reK|v(@)>-n,—1} O™ " 0O, .
AD) AD)  {reK|v®)>-n,}t  Opf™ —tO, "
Entao
dimy, (E) = dimy k, = [k, : k] = degv = deg(E — D).
A(D) (% v

2.4  Teorema de Riemann-Roch

Iniciaremos essa secao com um Teorema que ¢é o resultado principal a ser utilizado na
demonstragao do Teorema de Riemann-Roch. Daqui em diante usaremos a notagao /(D)

para dim £(D).

Teorema 2.5 Sejam K|k um corpo de fungoes algébricas de género g e D um divisor.

Entao

Ax|k
AD)+ K

(11) (D) =deg D +1— g+ (D).

(i) 6(D) := dimy,

< 00;
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Demonstracao: Sejam D < E divisores. O homomorfismo natural

é sobrejetor, logo

. AE . AE)+ K
dimy, A(D) dimy, AD) + K
Pelo Lema 2.8,
. AE)
dimy, AD) - deg(E — D),

AE)+ K
AD)+ K
E > D e A(E) + K = Akj,. Sabemos que existe £ > D nao especial tal que [(EF) =

portanto dimy < 0o0. Agora basta mostrar que existe um divisor E tal que

deg £ 4+ 1 — g. Pelo Lema 2.7, para todo F' > E, [(F) = deg F' + 1 — g, portanto,

L L(F)
dim LE) deg(F — E).

L(F)
L(E)
concluimos que A(E)+ K = A(F)+ K. Entao Agp, € A(E) + K, ou, A(E) + K = Ak

Usando esta igualdade e o fato que o niucleo de ¢ quando definido para F' e E é

Finalmente pelos argumentos acima,
deg(E — D) =1I(E) — (D) + (D).
Como I(E) = deg E + 1 — g, temos:
I(D)=degD+1—g+4D).

O

Defini¢ao 2.8 O termo de corre¢io 6(D) descrito no Teorema 2.5 é chamado de Indice

de Especialidade de D.

Defini¢ao 2.9 Uma Diferencial do corpo de fungoes algébricas K|k é uma funcgdo linear

A Ag — k tal que Mg = 0 e para algum divisor D, A 4p) = 0.
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Definigao 2.10 Para cada divisor D, definimos Q(D) como o espago das diferenciais
que se anulam sobre A(D), ou seja, o espaco das fungdes lineares A : Ag, — k que se

anulam sobre A(D) + K.

Observacao 2.1 Pela definicao e pelo argumento usado na demonstracao do Teorema
2.5,
dim Q(D) = dim =0(D).

Entao podemos reescrever o Teorema 2.5 da seguinte forma:

Teorema 2.6 (de Riemann-Roch) Sejam K|k um corpo de funcgées algébricas de género

g e D um divisor. Entao

(D) =deg D +1— g+ dimQ(D).

Corolario 2.4 dim Q(0) = g.

Demonstracao: Segue do fato que dimy £(0) = 1. O

Defini¢ao 2.11 O espaco Q(0) €é chamado de Espaco das Diferenciais Regulares.

Definimos Q = Qg como o espago de todas as diferenciais de Klk, isto ¢,

Q= ]JamD)

Definigao 2.12 Sejam z € K e A € Q. Definimos a diferencial z\ por (z\)(a) := A\(za),

a € Agi.. Desta forma 2 possui estrutura de K-espago vetorial.
Observagao 2.2 Se z € K*, A € Q(D), entao zA € Q(D + div(z)).
Proposicao 2.2 dimg Q2 = 1.

Demonstracao: Por definicao, Q2 # 0. Entao dimg €2 > 1. Suponha, por absurdo, que

existam duas diferenciais linearmente independentes A € Q(D;) e u € Q(Ds), onde D; e

Dy divisores. Seja D um divisor tal que D < Dy e D < Ds, entao A, € Q(D). Sejam
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E um divisor e {z1,...,2,} uma base de L(E), entao z;\, z;u € Q(D — E), para todo

1 <i < m; de fato,

zi € L(E) = div(z;) > —E = D +div(z;) > D — E,

e pela Observacao 2.2, z;A e zju € Q(D + div(z;)). Logo, zA e zip € Q(D — E).
Como A, u sao linearmente independentes sobre K e zi,...,z, sao linearmente

independentes sobre k, {z;\, z;u | 1 < i < m} é linearmente independente sobre k. Entao,

2m < dimQ(D — E) = 2l(F) < §(D — E).

Pelo Teorema de Riemann-Roch,

2(deg E+1— g+ 6(E)) <UD — E) —deg(D — E) — 1+,

isto é, para todo F,

deg E <I(D—FE)—degD —3+3g —20(E).

Escolhemos E tal que deg £/ > 0, entdo deg(D— E) < 0 e pelo Lema 2.6, [(D—FE) = 0,
portanto

degE < —deg D — 3+ 39 — 20(E),

o que é absurdo, pois, deg £ > 0. Entao dimg 2 = 1. O
Lema 2.9 Se deg D > 2g — 2, entdo (D) =0, ou seja, D nao € especial.

Demonstragao: Suponha por absurdo que Q(D) # 0, logo existe A € Q(D)\ {0}. Sejam

FE um divisor e {21, ..., 2z, } uma base de L(F), pelo argumento utilizado na demonstragao
do teorema anterior, z;A € Q(D — E) e {z;A | i = 1,...,m} é linearmente independente

sobre k. Entao I(E) < §(D — E). Pelo Teorema de Riemann-Roch,

degE+1—g+0(F)<Il(D—-FE)—deg(D—FE)—1+y,
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isto é, para todo F

deg D < I(D — E) — 2+ 2g — §(E).

Escolhemos E' de tal maneira que deg F > deg D, entao deg(D — E) < 0. Logo, pelo Lema
26,1(D—-FE)=0,¢
degD < —2+42g—0(F)<2g—2

o que é um absurdo. Portanto Q(D) = 0. O

Teorema 2.7 (da Aprozimacgio Forte) Sejam K|k corpo de fungées algébricas e
Vo, Um € Sk valorizagoes distintas entre si.  Considere xi,...,1,, € K e
Ni, ..., Ny € 7Z, entao existe x € K tal que v;(x — x;) = n; para todo 1 < i < m e

v(z) > 0 para todo v € Sk \ {vo, ..., Um}

Demonstracao: Seja D := —njv;—- - - —Npy0,+nvg, onde n >> 0 tal que deg D > 2g—2.
A
Entao pelo Lema 2.9, Q(D) =0, e como dim Q(D) = dim A(D—I)(“c—{—k’ teremos:

A(D) + K = AK\k-

Ou seja, para todo adele (z,) € Ak, existe z € K tal que (z — z,) € A(D), isto &,

vi(x — x;) >y, vo(r — Ty,) > —nev(z—x,) >0

para todo v € Sk \ {vo, ..., vn}. Tomamos

r; sev=wv;, comi>1

Ty 1=
0 caso contrario

Agora, para mostrar que v;(z — x;) = mn;, basta usar o mesmo argumento do

Teorema da Aproximacao 1.4. O

Proposicao 2.3 Seja A # 0 uma diferencial de K|k. Entdao existe um divisor C' tal que
para todo divisor D, se A € Q(D), entio D < C.
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Demonstragao: Por definicao, existe C' divisor, tal que A € Q(C). Pelo Lema 2.9,

deg C' < 29 — 2. Escolhemos C' tal que degC' = 2g — 2. Seja D outro divisor tal que
A € Q(D). Seja E o menor divisor tal que E > C' e E > D, de fato

C = vav, D= vav — F = Zmax{nv,mv}v.

Entao A(E) = A(C) + A(D) e, portanto A € Q(E) = Q(D) N Q(C). Pela maximalidade
de deg C', deg E < deg C, mas, como F > (', entao, £ = C'. Portanto, D < C. O

Definicao 2.13 O divisor C' descrito na Proposicao 2.3 ¢ chamado de divisor de X\ e
denotado por div(\) := C.

Seja ;1 um diferencial ndo nulo. Como dimg Q = 1, u = 2z, para algum z € K \ {0},
logo
div(p) = div(zA) = div(z) + div(\) = div(z) + C.

Seja D um divisor, entao
pwe QD)< D <div(u) & D <div(z)+ C < div(z) > D - C < z € L(C — D),

ou seja, (D) = AL(C — D), em particular, dim Q(D) = dim £(C — D). Entao o Teorema

de Riemann-Roch pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 2.8 (de Riemann-Roch) Seja K|k um corpo de fungoes algébricas. Entao

existem um g € Z e um divisor C, tais que dim £(D) = deg D + 1 — g + dim L(C — D).

Observagao 2.3 O divisor C' nao é unicamente determinado. De fato, seja C' um divisor

linearmente equivalente a C, ou seja, C' = C' + div(z), z € K*, entdo:
he L(C— D)« div(h) > D —C < divihe™) >D - C' < he ' € L(C' — D),

portanto, L(C — D) = 2z71L(C" — D), ou l(C — D) =1(C" — D).
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Corolario 2.5 [(C) =g edegC =2g — 2.

Demonstracao: Basta tomarmos D =0 e D = C' no Teorema de Riemann-Roch. [

Corolério 2.6 Se degD > 2g — 2, entdo, [(D) =degD +1—g.

Demonstracao: Se deg D > 2g—2, entao, deg(C'— D) < 0. Pelo Lema 2.6, [(C'— D) = 0.
Logo do Teorema de Riemann-Roch, (D) =degD + 1 — g. OJ

Observacao 2.4 Entdo quando deg D > 2g — 2 e deg D < 0 conseguimos calcular [(D).
Ou seja, resolvemos o problema de Riemann-Roch nestes casos. Faltam apenas os casos

em que 0 < deg D < 2g — 2.

Lema 2.10 Seja D um divisor. Se deg D = 0, entdo, [(D) =1 quando D = div(z), z €

K* el(D) =0 caso contrdrio.

Demonstracao: Se D = div(z), entao,

h e L£(D) = div(h) > —D = div(hz) > 0 = hz € L(0) = k,

logo, L(D) = zk e (D) = 1.
Suponha [(D) > 0, entdo, existe z € K*, tal que div(z) > —D. Pela Férmula de
Produto, degdiv(z) = 0 = deg D, logo div(z) = D e (D) = 1. O

Corolario 2.7 Seja D divisor. Se degD = 2g — 2, entdo, (D) = g quando D ¢é

linearmente equivalente a C e (D) = g — 1 caso contrdrio.

Demonstracao: Pelo Corolario 2.5, deg(C' — D) = 0, logo, pelo Lema 2.10

1 se C ¢ linearmente equivalente a D
I(C—-D)=
0 caso contrario

Pelo Teorema de Riemann-Roch 2.8, se D é equivalente a C' teremos [(D) = g, e caso

contrario, (D) = g — 1. O
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Definicao 2.14 A classe de equivaléncia linear do divisor C é chamada de Classe

Canonica. Os divisores da classe canonica serdo chamados apenas de canonicos.
Corolario 2.8 O divisor D € candnico se, e somente se, deg D = 2g —2 e l(D) = g.

Demonstracao: Corolérios 2.5 e 2.7. U

Observagao 2.5 Pelos Lema 2.10 e Coroldrio 2.8,
(i) quando g =0, D ¢é canonico se, e somente se, deg D = —2;
(ii) quando g =1, D é canonico se, e somente se, D = div(z), z € K*.
Corolario 2.9 O divisor D € candnico se, e somente se, deg D =29 —2 e (D) > g.

Demonstracao: Corolarios 2.7 e 2.8. 0

Exemplo 2.5 Neste exemplo determinaremos os divisores canonicos do corpo de fungoes
K|k onde k é corpo com chark # 3, K = k(z,y), y*> = f(x) € k[x] com deg f = 4.

Ja sabemos que z possui um tunico pélo, digamos we,, degw, = 1, dive(z) =
3Weo, diveo (¥) = dweo € g = 3. Seja D := 4w, logo deg D = 4ddegwy = 4 e I(D) > 3
pois 1,2,y € L(D). Pelos Corolérios 2.9 e 2.5, D é canoénico e I(D) = 3, entao, {1, z,y}
¢ uma base para L£(D). Os divisores canonicos positivos sdo da forma D + div(z) com

z € L(D)\ {0}, logo, z = a + bx + cy onde a,b, ¢ € k nao nulos simultdneamente. Entao

divo(a + bz +cy) se c#0
D +div(z) = § divo(a +bx) +we se c=0,b#0
4w se b=c=0,a#0

Corolario 2.10 Um divisor D € especial se, e somente se, D < C' para algum divisor

canonico C'.

Demonstracao: Por definigao, D é especial se [(D) > deg D 4+ 1 — g. Pelo Teorema de

Riemann-Roch sabemos que D é especial se, e somente se, [(C'— D) > 0, isto é, existe

z € K*, tal que z € L(C — D), logo, div(z) > D — C. Tomamos C" := C + div(z). O
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Pelo Teorema 2.3, se g = 0 e i # (), entdo, K|k ¢é isomorfa a k(z)|k e, ou seja, K|k

é racional. Analisaremos agora, o que acontece quando g =0 e S};‘-’]‘,; = 0.

rac __

Teorema 2.9 Seja K|k um corpo de funcoes algébricas de género g, chark # 2 e Kk =
0. Entio, g = 0 se, e somente se, evistem v ey € K tais que K = k(z,y) e y* =

ax’+b, a,bc k.

Demonstracao: Seja C' o divisor canonico, entao degC' = —2. Tomamos D = —C.

Temos que deg D = 2 > 2g — 2. Pelo Corolério 2.6, (D) = 3 > 0, logo existe divisor
positivo linearmente equialente a D.

Como S5, = 0, existe v € Sk, de grau 2 e [(v) = 3 > 1. Seja x € L(v) \ k. Entao
dive(x) = v, logo, [K : k(x)] = degv = 2. Portanto, K = k(z,y) onde y? = h(x) € k[z].
De g = 0 e pelo Exemplo 2.3, degh = 2. Fazendo a mudanca z —— x + ¢ para algum

¢ € k, podemos normalizar h(z) = ax® + b, a,b € k. O



CAPITULO

Corpo de Funcoes Algébricas de Genero 1 e 2

Neste capitulo, aplicaremos o Teorema de Riemann-Roch para classificar os Corpos de

Funcoes Algébricas de género 1 e 2.

3.1 Corpo de Funcoes Algébricas de Género g = 1

Teorema 3.1 Seja K|k corpo de fungdes algébricas de género g e chark # 2,3. Entdo
g=1ce S;é“’; # 0 se, e somente se, existem v,y € K, tais que K = k(z,y) e y* =

423 — gow — g3 onde g; € k, g5 —27g3 # 0.

Demonstracao: Suponha g =1 e S’l”{“ﬁc # ). Seja v € S’I}ﬁ, como g = 1, l(dv) = d
para todo d € N. Entao existem = € L(2v) \ L(v) e y € L(3v) \ L(2v), logo dive(z) =
20,diveo(y) = 3v e [K : k(x)] = 2,[K : k(y)] = 3. Entéo [K : k(z,y)]|2 e [K : k(z,9)]|3.
Portanto [K : k(x,y)] = 1, ou seja, K = k(x,y).

As 7 funcoes y2, xy, y, 3, 22, x, 1 possuem um tnico pélo em v de ordem 6, 5, 3,6, 4, 2, 0.
Logo pertencem ao espa¢o L£(6v) e como [(6v) = 6, sao linearmente dependentes. Entao

existe uma relacao nao trivial

ar1y® + asxy + asy + asx® + asx® + agr + a7 =0, a; € k.

60
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Temos a; # 0 e ay # 0. Fazendo a mudanca y = ay’, © = ax’,a € k* e depois dividindo a

equacao por aja’, podemos supor a; = 1 e ay = —4. Entao:

)

(v)? + aba'y + ayy — 4(2')? + ag(2')? + aga’ + al = 0,

—4CL1 a9 as Qs ag ay
onde a = Jay = —.ay = — ., a5 = —, a5 = — e a, = ——. Podemos supor
Qy aq a1a aq a1a a1a
1 N
também a), = aj = 0. Isto pode ser feito via mudanca y' := ¢ — = (aba’ + aj3). Entao
o = Q3 G 5 @2 3

gQ + b1 (JI/)Q + bg[)’), — 4(1'/)3 + bg = O,

(A2 ol (A2
no qual b; = ( <ZQ) —|—a’5> by = ( a22a3 —I—ag> e by = ( (33) —|—a'7) . Finalmente

podemos supor b; = 0, por meio da mudanca x' = I + ﬁ Desta maneira obtemos

§* = 43° + goF + g3,

b b1 b3
onde —gy = (ﬁ-#bz) € —g3 = (%4—2—116—1—123).

Observamos que a equacao 47° + g% + g3 = 0 possui raizes distintas. Caso contrario,

existem ¢, d € k tais que 47° — go@ — g3 = 4(Z — ¢)?(Z — d). Portanto

g2:4(f—c)2(f—d):(~g )2:4(j—d):>K:k:( Y ):>g:(),

Tr —cC Tr —cC

o que é um absurdo. Entao o discriminante sera nao nulo, ou seja,
_ 3 2
A =gy —27g5 # 0.

Reciprocamente, se g5 — 27g3 # 0, o polinomio 4z® — gox — g3 é livre de quadrado,

[

O tnico pdélo de x é racional. O

entao, temos
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Definicao 3.1 Os corpos de fungoes de género um sao chmados de corpos de fungoes
elipticas. A forma obtida no Teorema 3.1 para representd-los € chamada de Forma Normal

de Weierstrass.

Lembramos que deg div(z) = 0 para todo z € K. Entao seria natural propor o seguinte
problema, que é conhecido como Problema de Abel:

Quando um divisor de grau zero € divisor de uma funcdo ndao nula?

Lembrando a estrutura de grupo do conjunto de divisores e suas propriedades, podemos

considerar o seguinte grupo quociente:
Definicao 3.2 O Grupo das Classes é:

0 {D € Dk | degD =0}
KIE Ldiv(z) | 2 € K+

A préxima proposicao é o primeiro resultado para identificar este grupo.

Proposicao 3.1 Sejam K|k um corpo de fungoes elipticas e vy € }"gﬁf Entao temos a

sequinte bijecao:

rac

YL Pk ’

0
K|k

v U —1)

Demonstragao: Seja vy —vg = v9 — vg; vU1,Vs € }}aﬁf Logo v; — ve = div(2),z € K*.

Se v1 # Vg, entdo, dive(2) = ve, logo [K : k(z)] = 1, ou, g = 0, o que é um absurdo.
Portanto vy = vy e ¢ € injetora.

Para a sobrejetividade, seja D € Dy tal que deg D = 0, logo deg(D + vy) = 1. Pelo
Corolério 2.6, (D + vy) = 1, entao, existe um divisor positivo linearmente equivalente a
D + vo de grau 1, ou seja, existe v € Sifj;, tal que v ~ D + vg. Portanto, D=v—wegp
é sobrejetora. O

Em particular, S;a% tera estrutura de um grupo abeliano induzida por ¢ cujo elemento

neutro ¢ vy. Denotaremos sua operacao por ¢ e a subtracao por ©.

Seja D € Dk da forma

n m

E 2 rac

D= vV — W;, Vi, W; € K|k
=1

i=1
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Se k = k, todo divisor é dessa forma, pois nao supomos os v.s e w;s diferentes entre si.

Nesse caso, D é divisor de uma funcao nao nula se n =m e

n m
D= Dw.
i=1 i=1

A seguir descreveremos explicitamente a adicao @ em S}ﬁi para um corpo de funcoes

elipticas quando chark # 2,3 e k = k. A aplicacio

e — {(a,b) € K | 1 = 4a® — goa — g3} U {(c0,00)}

v (z(v),y(v))

estd bem definida, pois, z(v) = oo se, e somente se, y(v) = co. De fato,

1 1 >0 se v(x)>0
v(y) = 5”@2) = 5”(4$3 — G2 — g3)
<0 se v(x)<0

e é uma bijecao. O tnico polo de x é o elemento neutro de Kl
Em particular, C’?qk possui estrutura de uma curva cubica plana projetiva quando

k=k.

Teorema 3.2 Sejam (z;,y;), i = 1,2,3, pontos da cibica y* = 42> — gox — g3. Entao,
3

@(mi, y;) = (00,00) se, e somente se, esses pontos sao colineares.
=1
Demonstra(;éo: Sejam V1,V2 € }“{aﬁ“ (%,yz) - (-’L‘('UO,y('UD), 1= 1a2 € (x17y1> 7£

Y2 — U1
ef)/:yl_ﬁ]"lv
To —T1

que passa por esses pontos. Entao f possui zeros em vy, vg, ou seja, divo(f) > vy +vg e

(2,y2). Considere a reta secante dada por f:=y — fz —~, =

divee (f) = diveo (¥ — Bz — ) = 300e.

Pela Férmula de Produto, existe vg € S;(aﬁg tal que div(f) = v1 + ve + v3 — 3vs, assim
U1 D vy B U3 = Vs Pela construgao (z3,y3) = (z(v3),y(vs)) é o terceiro ponto da reta

secante.
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O caso em que 77 = x5 # 00, Y1 = Yo é parecido com o caso anterior. Lembramos que
a reta dada por f neste caso, serd a reta tangente a ctbica no ponto (x1,y;) = (2, y2).

Se 1 = x9 # 00 € y; = —1s, considere a reta secante dada por f = r—x; que passa por
(x1,91) e (x2,y2) = (z1, —y1). Entao (x1, 1) B (22, y2) = (00, 00)e pela hipdtese, (z3,y3) =

(00, 0). Pela definigao da estrutura do grupo da cubica, os pontos sao colineares. 0

Observagao 3.1 O ponto (z3,y3) no Teorema 3.2, quando x1 # x2, € dado por

1 —un\’ -
$321<y2 yl) —1131—9326?/3:y1+y2 yl(ﬂiza—l"l)
To — I To —T1

Proposicao 3.2 (Homogeneidade em g = 1) Sejam K|k um corpo de fungoes elipticas e

V1,V € }}a‘% Entao existe um automorfismo o de K|k tal que vy = v1 0 v.

Demonstracao: Defina vy := vo S vy, (20,%) := (:U(vg), y(vo)). Podemos supor vy # v,

pois caso contrario, bastaria escolher v como a aplicagao identidade. Entao vy # v,

logo, x¢, Yo nao sao infinitos e, portanto, xg, yo € k. Definimos:

alz) = 211 (y_y0)2 Cwo— 2, aly) = —yo — (y_y“) (alz) — o).

r — X9

Temos y? = 42° — gox — g3, e pela Observagao 3.1, (a(z), a(y)) também é ponto da ctbica,
isto é, a(y)? = 4a(x)?® — goa(x) — g3. Assim, temos um automorfismo a de K = k(x,y)|k.

Para cada v € S;(aﬁg temos:

(#(v0a)y(voa)) = ((a(2)(©), (a) (©)) = (2(v),y(v)) & (x(w0), y(w0)).

logo, v o a = v @ vy para todo v € }}”ﬁg, em particular, v; o @ = v; B vy = vs. O

Teorema 3.3 Sejam K|k e l~(|/<: corpos de fungoes algébricas, chark # 2,3 de género 1.
Entao K|k = l~(|k’ se, e somente se, existe € k*, tal que go = pu*go e g3 = u®gs, onde

92, 93, G2 € g3 sGo os coeficientes das formas de Weierstrass de K|k e [?\k

Demonstracao: Suponhamos que exista um k-isomorfismo o : K — K e sejam v,

Uso 08 Unicos polos de z, & respectivamente. Consideremos v = v, 0 @ € K- Pela
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Proposigao 3.2, existe um automorfismo 3 de K|k tal que vo, = vo . Sejay = ao 3, logo
v K — K é um k—isomorfismo e v, = Ua 07y. Como dive () = 20s € dive (y) = 3Uso,

claramente:

diveo (7(2)) = 2000, 1(2000) =2, L(20s) = k @ k2,
divee(Y(¥)) = 3000, (3700) =3, L(30x) =k & kT & k7.

Logo, v(x) = a+bZ, a,b € k, b #0 e ~v(y) = e+ dT + cy, ¢,d,e € k, ¢ # 0. Como

y? = 423 — gox — g3, temos:
1Y)* = 41(2)° = goy(2) — g3 = (e + dT + ¢§)* = 4(a +bD)° — go(a +bT) — g3.  (3.1)

Dividindo a equagao (3.1) por ¢® e comparando com a equacdo 7> = 47° — GoT — g3

chegamos em:
b3 b gs

d=e=a=0, ;Zla §2=gzc—2 ©Js= "5

. C - -
Seja it = 7, 10g0 g2 = i'G> € g5 = °Go.

Reciprocamente, escolhendo ~(z) = p?%, v(y) = p3y obtemos um k—isomorfismo
v: K — K. 0
Se K ~ l?, entao:

@ 2@ (@)
g5 1) (33)*
3
isto é, g_z é um invariante de K|k. Para evitar o anulamento do denominador, consideramos
93 gg
o quociente ———— € k.
93 — 2793
g
Definicao 3.3 O quociente J = 3—2272 ¢ um invariante de K|k chamado de
92 — 41093

Invariante Modular.

Observe que {a € Aut(K|k) | voa = v} é um subgrupo de Aut(Klk). A seguir

identificaremos este subgrupo.
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Corolario 3.1 Sejam K|k um corpo de fungies algébricas, chark # 2,3, g=1¢ev € SK

Entao {a € Aut(K|k) | voa=wv} € isomorfo a

o {uek| =1} seJ=0;
o {pek|put=1}seJ=1;
o {—1,1} se J #0,1.

Demonstragao: Pela Proposicao 3.2 podemos supor v = v, € da prova do Teorema

3.3, os automorfismos o de K|k tais que vo, 0 v = v 530 dados por o — p?x e y — 1y
onde yu € k satisfaz gy = ptgo, g3 = plgs.

Se J=0entao g, =0 e g3 # 0, logo, u = 1.

Se J=1entao g # 0 e g3 = 0, logo, u* = 1.

Se J # 0,1 entdo go, g3 # 0, logo, p* =1 e ub =1, ou seja, p = %1. O

A seguir, escrevemos todas as classes de isomorfismos dos corpos de fungoes elipticas
sobre k£ com o invariante J.

Se J =0, entao, go = 0,

k*
{classes de isomorfismo com J =0} — W

k(x, \/4x® — g3) — (g3 mod (k*)°)

Se J =1, entao, g3 = 0,

k*
(k)1

k(x, /423 — goxx) — (93 mod (k?*)4)

{classes de isomorfismo com J =1} —

3
J

Se J # 0,1, entao, g» # 0, g3 # 0. Consideremos [ := g_g = 27ﬁ’
93 -
k*

{classes de isomorfismo com J # 0,1} — W

k(z,\/423 — gox — g3) — (% mod (k:*)Q)
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A inversa desta aplicaciao é dada por (¢ mod (k*)?) — k(z, V423 — 2Iz — c31).

Entao obtemos os seguintes colorarios:

Corolario 3.2 Seja k =k e chark # 2,3, entdo,

{classes de isomorfismo de corpos de fungoes de g =1} — k

K|k —
¢ uma bijecao.
Corolario 3.3 Se k =R, entao, os corpos de funcoes elipticas sobre os R sao dados por:
R(z, V4x3 £1) se J=0

R(z, v4x? + ) se J=1
J
R(z,V4z3 —Ix+1) se J#0,1 onde]:27—1.

Seja K|R corpo de fungoes elipticas, ou seja, K = R(z,y), y*> = 42° — gox — g3 €
ga — 2793 # 0. Seja

42 — gox — g3 = 4(x — e1)(x — e2)(z — e3),6; € C,

entao:

g3 —27g3 =16 [[ (ei—¢))*#0.

1<i<j<3

Observamos que gs — 27g2 é invariante de K|R e

(i) se g3 — 27g3 > 0, entdo, e; € R e Sy} consiste em dois caminhos fechados;

(ii) se g5 —27g3 < 0 apenas uma raiz é real, entao, K. consiste apenas de um caminho

fechado.

Agora sejam K = k(x,y) um corpo de funcdes algébricas, k = k e chark # 2,3,
4

y? = H(:v —e;),6; € k distintos e g = 1. Queremos definir o invariante modular neste

i=1
caso.
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1

T — €y

1
Primeiramente, faremos a substituicao 7 := , isto é, = = — + e4. Entao,
T

logo,

3
Sejam a2 := H(e4 —€;), = ayz?, logo K = k(z,7) tal que

i=1

5 1
fzI](ﬁ—@_Q).

i=1

1

€3 — €4

(e — eq)(e3 — e4)
(e —e3)

Agora, fazendo a mudanca 2’ := <:i — ) b%, onde b? = , teremos
a equagcao

(b°)* = a’(a" = 1) (2’ = N),

onde \= 2% . 27% Seja ' := gb%, logo, teremos K = k(x',y’) tal que
€1 — €4 €2 — €4
y? =a' (' — 1) (2" = N).
A—1 y
Definindo 2’ := 3 ) +Zey = % teremos:
- 3 4 4 3 2
y° = 4Ax _§()\ —)\+1):E~|—2—7(—2)\ + 33X 4+ 3\ —2),
4 (N2 —=X+1)3
e, assim, obtemos a forma normal de Weierstrass com J = —Q
27 N2(1—))?

Observacao 3.2 O wvalor \ descrito acima, nao € invariante do corpo de fungoes, pois
1 1 A—1 A

A 1T=X A TA—1

para qualquer elemento do conjunto {)\, 1=, } encontraremos

o mesmo valor para J.
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Teorema 3.4 Seja K|R de género g = 1. Entao S%CR = (), se e somente se, existem

r,y € K, tal que K =R(z,y), onde y*> = —(2* + 1)(2? + p) e 0 < p < 1.

Demonstragao: Sejav € Sk r e considere o divisor D := v. Entao deg D = 2, I(D) =2

e existe z € L(v) \ R, tal que dive(z) = v. Pela Igualdade Fundamental, [K : R(z)] =

deg dive(z) = 2, logo, K = R(z,y), onde y* = h(x) € R[x] é livre de quadrado. Como
g =1,degh(z) = 3 ou 4, e existe bije¢ao

{ve SKR | v(x) >0} «— {(a,b) € R* | b* = h(a)}.
Mas S¥ip = 0, entao, h(x) = 0 nao possui raizes reais e, portanto, deg h(z) = 4. Logo,
h(z) = c(x — a)(x — a)(x - B)(z - B), o, € C\R.

a
, obtemos:

Podemos supor, Ima > 0 e Imf3 > 0. Seja o = a+bi e pela mudanca T := a

(z —a)(z —a) = (Tb — bi)(Tb + bi) = b*(T —9) (T +1i) = b*(* + 1).

Entao podemos supor a = i, ou seja, h(z) = c(z® + 1)(z — 8)(x — 3). Substituindo

b
ar + e = (bi+a)?y e escolhendo a,b € R, podemos supor Re3 = 0 e i := Im3 < 1.

Tr =
br + a
Como h(z) é livre de quadrado, entdao ¢ < 0 e, transformando y* — dy?, onde —c = d

podemos supor ¢ = —1. O
Da demosntracao acima, obtemos o invariante modular de C(z,y)|C que serd dado
por:

> 1.

J=1+

4 (DA =2)(A =1\’
= (e )

3.2 Corpos de Funcoes de Género g > 2

Definicao 3.4 Sejam K|k um corpo de fungdes algébricas de género g > 2 e C seu divisor
canonico. Definimos como Corpo Canodnico, denotado por Kq, o subcorpo de K gerado

pelas fungoes g; z,y € L(C)\{0}.
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Observamos que Ky nao depende do divisor candnico C. De fato, se C’ é outro divisor
canonico, entdo, C' = C' 4 div(z), z € K*, logo L(C") = %ﬁ(C).

Alternativamente, K, é gerado por fungoes —, onde A, pu percorrem as diferenciais
regulares nao nulas. 8

Suponhamos C' > 0, sendo assim 1 € L(C) e, logo, Ky é gerado por L(C). Se
1,z1,...,241 formam uma base para £(C), entdo, Ky = k(z1,...,24-1). Como g > 2,

entdo, k C Ky. Entdo Ky|k é corpo de fungdes em uma variavel e [K : Ky] < oo.

Teorema 3.5 Seja K|k corpo de género g e chark # 2. Temos g = 2 se, e somente se,
existem x,y € K tais que K = k(x,y), y*> = h(z) € k[z] livre de quadrados e degh =5

ou 6.

Demonstracao: Seja C' um divisor canonico, entao pelo Corolario 2.5, degC' = 2 e

[(C) =2. Como [(C) > 0, existe um divisor positivo linearmente equivalente a C, assim,
podemos supor C' > 0. Sendo I(C) > 1, existe x € L(C) \ k, tal que dive(z) < C. J& que
[K : k(z)] = degdive(z) < degC = 2 e K # k(x), pelo Teorema 2.3, [K : k(z)] = 2.
Logo, existe y € K, tal que K = k(z,y), y* = h(z) com h(zx) € k[z] livre de quadrados.

—1
g:[%]zg,

Pelo Exemplo 2.3, temos:

2
entao deg h(z) =5 ou 6. O

Defini¢ao 3.5 Diremos que K|k é hipereliptico se, e somente se, K|k possui um subcorpo

quadrdtico racional, ou seja, existe x € K, tal que [K : k(z)] = 2.

Observacao 3.3 Se K|k € hipereliptico e chark # 2, entdo, existe y € K, tal que K =
k(z,y), y* = h(x) com h(x) € k[x] livre de quadrado e degh(z) =29+ 1 ou 2g + 2.

Teorema 3.6 Seja K|k hipereliptico, entdo,

(a) os divisores canénicos positivos sao da forma
(g — Ddive(z) +div(cy + 1@ + - + ¢y 1297Y), ¥ € K, ¢; € k ndo todos nulos ;

(b) Ko = k(x), para algum z € K.
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Demonstracao: (a) Seja C' = (g — 1)div(x), v € K. Ja que degdive(z) = [K :

0

k(z)] = 2, teremos deg C' = (g — 1) deg dive,(x) = 2g — 2. Afirmamos que 2°, z, ..., 2971 €

L(C), de fato,

(i) 2° =1 e como C > 0 temos 1 € L(C);

(ii) se z ¢ L(C), entao,
div(z) = dive(z) — divee(z) < —(g — 1)dive(x) = dive(z) < —(g — 2)divee (),

o que é um absurdo pois divg(z) > 0 e —(g — 2)dive(x) < 0.

(iii) Se 2% ¢ L(C), entao,
2divy(z) < —(g — 3)divee (),

o que é um absurdo.

Analogamente, verifica-se que z3, ..., 297 € L(C). En;cao [(C) > g e pelos Corolérios 2.9
e 2.5, C' é canonico e [(C') = g. Portanto, £(C) = géB kz'. Como os divisores candnicos
positivos sdo da forma C' + div(z) com z € £(C), e ,zi:i o’ +ar+-+cx9 e €k
nao todos nulos, chegamos ao resultado esperado.

(b) Como g > 2 e C >0, entao, k(x) = k(x',..., 2971) = K. O

Observacgao 3.4 Se K|k corpo de género g > 2 e Ky o subcorpo candnico de K|k, entao,

Ky € o corpo gerado por L(C') onde C é um divisor canénico positivo.
Teorema 3.7 Se K' for um subcorpo quadrdtico racional de K|k, entdo Ky = K'.

Demonstracao: Como K’ é um subcorpo quadrético racional, entao, existe = € K, tal

que K’ = k(z) e [K : k(z)] = 2. Pelo Teorema 3.6, K’ = K. O

Exemplo 3.1 Considere K = k(z,y) com chark # 3 e y> = h(x) € k[z] de grau 4 livre

de quadrados.
Se g = 3, pelo Exemplo 2.5, C' := divy(y) é divisor canonico e {1,z,y} forma uma

base para £(C'). Portanto, L(C) = k@ kx @ ky e Ky = k(x,y) = K. Com isso, vemos que

nao existe corpo quadratico racional, isto é, K|k nao é hipereliptico.
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Lema 3.1 Sejam K|k corpo de género g e C' divisor candnico, desse modo,
se g > 1, entao, [(C —v) = I(C) — 1, para todo v € S
se g > 2 e K nao € hipereliptico, entao, [(C' —v —w) = I(C) — 2, para todo v,w € 5?32

Demonstracao: Aplicando o teorema de Riemann-Roch para C,C —v e C —v —w

obtemos
(C)=ge degC =2g—2; (3.2)
(C—v)=9g—241(v); (3.3)
(C—v—w)=g—3+1(v+w). (3.4)

Subtraindo (3.2) de (3.3) e (3.2) de (3.4) obtemos:
(C—=v)=1C)=2+1v) el (C—v—w)=1(C)—3+(v+w).

Agora, basta provar que L(v) = k,L(v +w) = k. Se existe x € L(v) \ k, entdo, [K :
k(x)] = degdive(x) = degv = 1. Logo K = k(x) e pelo Teorema 2.3 g = 0, o que é um
absurdo, portanto, £(v) = k. Se existe x € L(v+w)\ k, entdo, [K : k(z)] = degdivy(x) <
degv + degw = 2. Logo, K = k(x) ou [K : k(z)] = 2 e pelo Teoremas 2.3 e a Definigao
3.5, g = 0 ou K é hipereliptico, o que é um absurdo, portanto, L(v + w) = k. [

Teorema 3.8 Seja K|k comk =k e g> 2. Se K|k ndo admite um subcorpo quadrdrtico

racional, entao, Kqg = K.

Demonstragao: Sejam C' um divisor canonico positivo e w € S}}“ﬁc tal que w < C, isto

é, w € Supp(C). Considere v € Sk, tal que w é um prolongamento de v normalizado.
Sejam w; = w,ws, ..., w, pontos de Sk acima de v, isto é, as normalizacoes dos
prolongamentos de v a K, ej,...,e, os indices de ramificacao e fi,..., f,, os indices

m
de inércia. Defina F := g e;w;, logo,

=1

deg E = Zeidegwi = Zei[kwi Dhollky s k] = Zeifidegv = [K : Ko]degv = [K : Ky,
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j4 que k = k entdo, degv = 1. Como w < E, entdo:
C—w>C—-FE=L(C-FE)CLC—-uw).

Sejam z € L(C —w) e z € L(C)\ L(C — w) que existe pelo Lema 3.1. Considere

t= g € Ky, logo, por construcao, w(t) > 0 e, assim, v(t) > 1. Desse modo, para todo i
eiv(t) > e; = wi(t) > e; = wi(x) > e; + wi(2),
pela defini¢ao da funcdo t. Logo, x € L(C — E). Portanto, teremos:
L(C—w)=L({C—E).

Suponhamos, por absurdo, K # Ky, ou seja, deg £ > 2, logo, existe w’ € {wy, ..., wn,},
tal que w+w’ < E. Como L(C'—w) = L(C—E) e, claramente, C—FE < C—w—w' < C—w
teremos L(C' —w — w') = L(C' — w), e pelo Lema 3.1, K serd hipereliptico, o que é um

absurdo. Portanto, K = K. O



CAPITULO

4

Apendice

Nesse Apéndice faremos uma revisao de alguns conceitos e resultados utilizados nos

capitulos anteriores.

4.1  Pontos no Infinito

As retas aX +bY +ce aX +bY + ¢ com ¢ # ¢ nao se cruzam a distancia finita,
assim como a hipérbole XY = 1 e os eixos coordenados. Esses sao exemplos de que hé
intersegoes “faltando”, logo, para considerar esses pontos iremos introduzir o conceito de

pontos no infinito.

4.1.1 O Plano Projetivo

Consideremos o plano afim no espaco tridimensional, por exemplo, o plano 7 de
equacao z = 1. Cada ponto do plano m determina uma reta passando pela origem e

pelo ponto dado, logo, cada reta de m determina um plano passando pela origem.

Definicao 4.1 O Plano Projetivo P? € o conjunto das retas do espacgo tridimensional

passando pela origem.

Analisando o exemplo visto acima, temos o plano m que se identifica naturalmente
com um subconjunto de P?, o qual ainda denotaremos por m. Os pontos de P? \ 7 sdo

chamados pontos no infinito.

74
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Denotaremos por (z : y : z) o ponto de P? que representa a reta ligando a origem
O a um ponto (z,y,z) # O. Chamaremos z,y, z de coordenadas homogéneas do ponto
(x :y: z) relativas a base canonica {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Por defini¢ao, temos (z : y : z) = (2/,y/,2') se, e somente se, existe uma constante
t #0, tal que (z,y, z) =t(a,y, 7).

Em geral, fixada uma base qualquer no espaco tridimensional, as coordenadas de um
ponto nao nulo relativas a essa base sao chamadas de coordenadas homogéneas do ponto
correspondente de P2. Coordenadas homogéneas de um ponto de P? s6 estdo bem definidas
a menos de um fator escalar nao nulo.

Para introduzir a topologia quociente em P2, considere a aplicacao:

q: R¥*—{0} — P2

(z,9,2) +— (r:y:2)

Dizemos que um subconjunto U C P? é aberto se ¢~ *(U) ¢é aberto em R* — {0} com sua
topologia usual.

Estabelecemos assim, em P? uma nocao de vizinhanca, segundo qual dois pontos de
IP? estao préximos se as retas associadas em R3 formam um angulo pequeno.

O subconjunto

A’ ={(z:y:2)€P?*| 2z #0},

é aberto e denso em P2 pois ¢~ !(A?) é o complementar do plano z = 0 em R?, logo, ¢
aberto e denso em R3 — {0}.

Agora, considerando a aplicagao
o: R? — A?2CP?
(r,y) — (z:y:1)

¢ uma bijecao continua com inversa continua, desse modo, podemos considerar o plano

afim R? como contido em P? e o identificaremos com A?Z.
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4.1.2 O Plano Projetivo

Defini¢ao 4.2 O espago projetivo P(V') associado a um espago vetorial V' é o conjunto

dos subespacoes de V' de dimensao 1.

Se V = K" escrevemos P = P(V') ou apenas P". As coordenadas homogéneas de um
ponto P € P(V), relativas a uma base {vy, ..., v,} de V, sdo as coordenadas (xy,...,z,)
de um vetor nao nulo do subespago unidimensional representado por P.

Fixada a base, escrevemos P = (xg : --- : x,) para indicar um ponto com essas
coordenadas homogéneas.

Para cada ¢ = 0,...,n, seja o subconjunto de P"
U ={(xg:-:x,) €P" | 2; # 0}

que pode ser identificado com K™ através da bijecao

X Z;

.- € . - , .
omitindo o termo —. Convencionaremos A" = U", e salvo mensao do contrario,
T
indentificamos K™ com A™ C P™.
O complementar de A™ em P" consiste em pontos da forma (zg: -+« : x,_1 : 0), assim
podemos identificar P \ A" com P"!, o qual chamaremos hiperplano no infinito.
Em particular, P° consiste de um s6 ponto. J& P!, a reta projetiva, ¢ a reta usual

A! com um ponto extra no infinito, a qual podemos visualizar através da projecao

estereografica, identificando-a com a circunferéncia.

4.1.3 Curvas Projetivas

Para o resultado seguinte suporemos K = R.

Proposicao 4.1 Sejam | : aX +bY +c¢ =0 com a ou b diferentes de zero el o fecho de
I em P2. Entdo, | =1U{(b: —a:0)}={(v:y:2) | ax+by+cz =0}
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Demonstracao: Suponha b # 0 e considere I* = {(z : y : 2) | ax + by + cz = 0}.

Utilizando a aplicacao ja vista

0: R? — A?2CP?

(x,y) —— (r:y:1)

temos, se z = 0 entao, ax+by = 0, logo, y = —Ta T e <1 : —Ta : O> = (b: —a:0). Portanto
F=1lu{(b:—a:0)}.

Por definicao da topologia de P2, resulta [* fechado em P2. Como [ C [* e [* é fechado
temos [ C [*. Resta mostrar que o ponto no infinito P = (b : —a : 0) pertence a I.
Sendo assim, basta encontrarmos uma sequéncia de pontos P, € [ com 71111)1% P, = P. Seja

P, = (bn:—an —c:b), logo,

Pn:(nzwzl):<b:—a—gzé).
b n n

A primeira igualdade mostra que P, € [, e a segunda mostra que P, — P, pois

lim (b: a- < 2) = (b,—a,0)

n—00 n n
em R\ {0} e ¢ : R*\ {0} — P? é continua. O
d

Definigao 4.3 Seja [ = Zf“ onde cada f; € K[X,Y| € homogéneo de grau i, fg # 0.

=0
A homogeneizacao de f € o polinomio homogéneo de grau d = deg f,

XY, 2)=> 27 fi(X,Y).

A Proposicao 4.1 se generaliza para uma curva arbitraria f, isto é, o subconjunto de
P2 {(x:y:z2); f*(z,y,2) = 0} éigual ao fecho de f em P2. De fato, como f*(X,Y, Z) =
Z Z4 (X, Y), logo, os pontos no infinito sdo da forma

{(z:y:0)} ={(z,9) | falz,y) =0},
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d
e como fq = H(aiX + b;Y) que sao retas, coincide com a Proposicao 4.1.
i=1

Definicao 4.4 Uma curva plana projetiva é uma classe de equivaléncia de polinomios
homogéneos nao constantes, F' € K[X,Y,Z]|, mddulo a relagio que identifica dois tais

polinomios, F, G, se um for maultiplo constante do outro.

Qualquer um dos polinomios dessa classe é denominado equa¢ao de uma curva. O grau
de uma curva F' é o grau de sua equacao e quando possuem grau 1,2 e 3 sao chamadas
retas, conicas e cubicas respectivamente. O traco de uma curva é o conjunto das solucoes
da equacao.

Uma curva ¢é irredutivel se admite uma equagao que ¢ um polinomio irredutivel e as
componentes irredutiveis de uma curva F' sao as curvas definidas pelos fatores irredutiveis
de F.

Observemos que se I’ é um polindmio homogéneo de grau d, a relagao
F(ta, ty,tz) = t"F(z,y, 2)

mostra que a condi¢do para que um ponto (x : y : z) pertenga ao trago de uma curva
projetiva ¢ independente das coordenadas homogéneas.

A reta Z = 0 é usualmente chamada de reta no infinito e seu complementar Z # 0 é
o plano A%, onde os pontos sao ditos estarem a distdncia finita. A escolha dessa reta nao
é obrigatéria, pois mudando a base de K3, podemos escolher qualquer reta de P? para ser
reta no infinito.

O fecho projetivo de uma curva afim f é a curva projetiva definida pela homogeneizacao
f*. Os pontos a distancia finita sobre uma curva F' sao dados pela equacao F(X,Y,1) =
0, e esse polinomio dado nessa equacao é a desomogeneizacao de F' com respeito a Z,
denotado por F.

Note que F, é nao constante, a menos que F' seja igual a uma poténica de Z.

Daqui em diante, as curvas algébricas planas afins f(X,Y) = 0 serdo consideradas
como a parte que se acha a distancia finita sobre a curva projetiva f*(X,Y;Z) = 0. O

termo curva sera utilizado para curva plana projetiva, salvo mengao em caso contrario.
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Definicao 4.5 Uma curva irredutivel F' € racional se existir um par de funoes racionais
z(T), y(T'), nao ambas constantes, tal que F(z(T),y(T)) =0 em K(T). O par x(T), y(T)
¢ chamado uma parametrizacao racional.

Dizemos que a parametrizagcao x(T), y(T') de uma curva C' € boa se a inclusao

¢ sobrejetora.

4.1.4 Mudanca de Coordenadas Projetivas

Definicao 4.6 Seja T : K3 — K3 uma aplicacio composta de uma translagdo com um
isomorfismo linear, tal que preserva retas de K3 passando pela origem. Sendo assim,
temos definida uma bijecao natural, ainda designada por T : P2 — P2 chamada

projetividade ou mudanca de coordenadas projetivas em P2

Temos também um K —isomorfismo, T, : K[X,Y, Z] — K[X,Y, Z], tal que para todo

(x,y,2) € K? e todo polinomio f,

(Tof) (@, y,2) = (TN (z,y,2)).

Explicitamente, escrevendo X = X;, Y = X3, Z = X3 e designando por (a;;) a matriz

de T! relativa & base candnica de K3, temos

(Tef) (X1, Xo, X3) = f <Z a1, X5, as; X5, ) a3ij>

A imagem de uma curva projetiva F por uma projetividade T' é a curva definida por
T.F. As curvas F' e T, F sao ditas congruentes.
4.1.5 Indice de Intersecao

Definiremos primeiramente a Resultande de duas curvas, que sera utilizada

posteriormente na definicao do indice de intersecao.
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Definicao 4.7 Sejam os polinomios com coeficientes em K[X,Y] :
F=AY '+ .-+ Ay, d>1,
G=BY“+ ---+ By, e>1.

onde A;, B; sao homogéneos de grau i, j.

Definimos a resultante de F' e G por:

Ag Aar . Ao
A .. A1 A
R = Rpe = Ag Ao |
B. B..1 ... By
B. ... By

ou seja, o determinante da matriz (d+e) X (d+e), com e linhas de a’s e d linhas de b’s.

Os espacos em branco, sao preenchidos com zeros.

Defini¢ao 4.8 Sejam P, = (x; : y; @ 2zi), @ = 1,...,7 os distintos pontos de F' N G.
Dizemos que F, G estao bem posicionada se Py =(0:1:0) ¢ FNG. Dizemos que F, G
estao muito bem posicionadas se Py ¢ FNG e se, para cada par P;, P; € F NG, temos

Py, Pi, P; nao colineares.

Suporemos daqui pra frente que F, G nao tem componente em comum. Considere os
polindémios com coeficientes em K[X, Z],
F=AY%+ ...+ Ay, d>1,
G=B)Y®‘+: -+ By, e>1,
onde A;, B; sao homogéneos de grau 1, j.
Temos (0:1:0) € F se, e somente se, Ay = 0. Logo estando F, G bem posicionadas,
temos Ay ou By # 0, e a resultante R = R(X, Z) de F, G com respeito a Y é homogénea
de grau d.e ([5], pg 27).
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Por outro lado, levando em conta que Ay ou By # 0, para cada (z : z) € P! temos
que R(z,z) = 0 se, e somente se, existe (z : y : z) € FNG. Supondo F, G muito bem

posicionadas, concluimos que R escreve-se na forma

,
R(X,Z) = c[[(z:X — 2:2)™,
i=1
onde ¢ é uma constante nao nula, P; = (x;,v;, %), = 1,...,r sdo os distintos pontos de
F NG, e os expoentes m; € 2% e Zmi =d.e.

Sendo assim, definimos:

Definicao 4.9 A multiplicidade ou indice de intersecio de F, G no ponto P é dada por

0 se P¢FNG
m; se P =P,

(Fa G)P =

Proposicao 4.2 O indice de intersecao (F,G)p satisfaz as sequintes propriedades:
(1) (F,G)p = (G, F)p é oo ou um nimero inteiro maior ou igual a zero;
(2) (F,G)p =0 se, e somente se, P ¢ FNG,
(3) (F,G)p = oo se, e somente se, P € H;
(4) (F,G)p = (T.F, T.G)r,p, para toda projetividade T : P* — P?;
(5) (X,Y)p=1, onde P=(0:0:1);
(6) (F,G+ AF)p = (F,G)p para todo A homogéneo com deg A = deg G — deg F.
(7) (F,G1G3)p = (F,Gy)p + (F,G2)p.

Demonstragao: [5], Capitulo 6. O

4.2 Cubicas Nao Singulares

Primeiramente introduziremos o Teorema que apresenta as Formulas de Pliicker, as

quais serao utilizadas posteriormente.
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Teorema 4.1 Seja F' uma curva irredutivel de grau d > 2 cujas unicas singularidades

sao 6 (nds) e x (cuspides). Entdo temos:

dd—1) = d+20+ 3y,
3d(d—2) = i+60+8y,

onde d e i denotam o numero de retas tangentes e o numero de retas inflexionais, ou seja,

tem contato triplo, passando por um ponto P ¢ F', respectivamente.

Demonstracao: [5], Capitulo 7. O

Proposicao 4.3 Toda cibica nao singular é congruente por uma projetividade a uma
cubica do tipo

7Y = X(X - 2)(X — \2)
para alguma constante A € K, A # 0, 1.

Demonstracgao: Pelas Férmulas de Piiker, temos que uma cubica nao singular F' admite

nove pontos de inflexdo. Considere (0 : 1 : 0) um deles com tangente Z = 0, e podemos

supor (0:0:1) € F, com tangente X = 0. Temos entao F' na forma
F=X*+Z(aX*+bXY +cY? +dZ*X,

com d # 0 # ¢, pois caso contrario F' seria divisivel por X.

Y bX
Fazendo a mudanca Y = — , podemos normalizar ¢ = 1. Substituindo Y =Y — —,

NG 2

encontramos b = 0. Desse modo, reduzimos F' a forma
F=X*+Z(Y?+dX? +b0XZ*

com b # 0, pois caso contrério, (0 : 0 : 1) seria um ponto singular. Seja o uma raiz de

X% +d' X + V. Substituindo X = aX encontramos

F=2Y*+a’X(X - 2)(X - Z)),
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b
a? \
Finalmente, com a mudanga Y = («)2Y, obtemos a forma normal do enunciado. O

com A\ =

4.3 Ciclos de Equivalencia Racional

Definicao 4.10 Um ciclo na curva F' é uma expressao do tipo
n1P1+"'+nTPra

onde 0s n; sao inteiros e os P; sao pontos de F.

Definimos o grau de um ciclo por deg (Z niPi> = an
Evidentemente, se D, D’ sao ciclos, temos
deg(D + D) = deg D + deg D'

Definicao 4.11 Seja G uma curva distinta de F. Definimos o ciclo de intersegcao de G

com F' por

(@) = (@) = S (F.G)pP,

Seja ¢ € K(F') uma funcao racional ndo nula. Suponhamos

com Gy, H; homogéneos, deg G; = deg H; e HyH; # 0. Temos entdo GoH, = HyG, + AF,
para algum A € K[X,Y, Z], logo,

(GoHi)r = (HoG1)r

e portanto,

(Go)r — (Ho)r = (G1)r — (H1)r

por propriedade do indice de intersegao.
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Definigao 4.12 Definimos o ciclo associado a fun¢ao racional ¢ # 0 por

¢ uma representacao de ¢ como quociente de classes de polinomios

= A

onde, ¢ =

homogéneos do mesmo grau.

Definigcao 4.13 Sejam D, D’ ciclos de uma curva F irredutivel. Dizemos que D €

racionalmente equivalente a D' se existir uma fung¢do racional ¢ € K(F) tal que

D—D'=(p).

Escrevemos D = D' para denotar equivaléncia racional.

Lema 4.1 Fquivaléncia racional é uma relagcao de equivaléncia, compativel com a adi¢ao

de ciclos. Ou seja, para todo ciclo D, D', D" temos:
(1) D= D;
(2) D= D" se e somente se, D' = D;
(3) D=D',D' = D" entio D = D".

Demonstracao: Sejam ¢ e ¥ duas fungoes racionais nao nulas, sendo assim,

(1) temos D — D = 0, que é o ciclo da funcdo constante 1;
(2) se D — D' = (y), entao D' — D = (o7 ');

(3) Se D—D"= () e D'— D" = (¢), temos evidentemente

()= (p)+(W)=D—-D'+D —-D"=D-D".

O

Proposicao 4.4 Seja F' uma curva irredutivel nao singular. Se existirem P # Q) em F

racionalmente equivalentes, entao F' € racional.

Demonstragao: [5], Capitulo 9. O
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4.4 A Estrutura de Grupos

Necessitaremos mais adiante do seguinte resultado preliminar:
Proposicao 4.5 Se F' é uma cubica nao singular, entao F' nao € racional.

Demonstracao: Podemos supor F, na forma normal

V2= X(X - 1)(X = \)

com A\ # 0, 1.

b
Suponha F' racional, logo, existem a,b,c,d € K[T], tais que z = —, y = 7

ol e

constituem uma boa parametrizacao e podemos supor que M DC(a,c) = MDC(b,d) = 1.

Substituindo na equac@o acima obtemos em K[T7] :
Ab? = d*ala — ¢)(a — Ac).

Note que ¢ e a — Ac também sao primos relativos, pois caso contrario, a e ¢ nao
seriam primos entre si, e pela unicidade da fatoracao, segue-se que ¢ e d? sao associados.

3

c
Simplificando e absorvendo a constante = em b, temos:

b =a(a —c)(a — Ae). (4.1)

Suponhamos que degb = 3,dega = 2 > degc e b = bybybs com degb; = 1. Notando
que a,a — ¢,a — Ac sao dois a dois primos relativos, deduzimos que o mesmo ocorre com
os bi’s e que b? = a, b3 =a — ¢, b2 =a — Ac a menos de reordenagao ou fator constante.
Assim,

Cc = (b1 — bg)(bl + bQ) e (1 - )\)C = (bg — bQ)(bg + bQ)

Segue-se que b & by é associado a by &+ by. Sem perda de generalidade, podemos escrever
relacoes:

b1 — b2 = Oé(bg — bg)
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by + by = B(bs + ba),

com 3 — «a # 0, e assim, concluimos que by e b3 sdo associados, o que é um absurdo.
Resta mostrar que degb = 3 e dega = 2 > degc. De fato, quase toda reta horizontal
Y = yo corta F' em trés pontos distintos. Como a parametrizacao é por hipdtese boa,

esses pontos dao da forma (x(t),yo) para justamente trés valores do parametro. Estes

b(t)

valores s@o dados pela condicao y(t) = % = Yp.
Assim o polindémio b(T') — yod(T') admite exatamente trés raizes distintas para quase
3
todo y. Logo, degb < 3, entao degd = 3 e dai deg c = 2 pois % é constante. Observando

a equagao (4.1), deduz-se degb = 2 e dega = 0 ou 2. Escreve-se b = b1by e procede-se
como antes, chegando a uma contradicao. Se degb = 3, entao degd < 3, acarretando

deg ¢ < 2. Lembrando a equagao (4.1) mais uma vez, vé-se que dega = 2. UJ

Corolario 4.1 Se F' € uma cubica nao singular e P,QQ € F entdo P € racionalmente

equivalente a () se e somente se, P = ().

Demonstracao: Proposicoes 4.4 e 4.5. U

Vejamos agora como ¢é definida a estrutura de grupo.
Fixemos um ponto O € F. Para cada par de pontos P, ) € F, consideremos a
intersecao de F' com a reta L que os contém. Se P = (), tomamos L igual a reta tangente.

Podemos escrever

(L)=P+Q+R

para algum R em F', bem determinado pelo par P, Q.
Seja H a reta definida pelo par R, O, e seja finalmente P4(Q o terceiro ponto de

intersecao de H com F, de modo que
(H) =R+ O+ (P+Q).
L
Notemos que, pondo ¢ = I € K(F), temos

(¢) =(P+Q+R)— (R+ 0+ (P+Q)),
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C

e portanto

P+Q=P+Q-0. (4.2)

Desse modo, pelo Coroldrio 4.1, determinamos P+@Q como o tnico ponto de F

racionalmente equivalente ao ciclo P 4+ Q) — O.

Proposicao 4.6 Seja F' uma cibica nao singular e seja O € F um ponto de inflexao.
A lei de composicao (P, Q) — P+Q acima descrita estabelece uma estrutura de grupo
abeliano em F. O elemento neutro € o ponto O e o inverso aditivo de um ponto P € F ¢

o terceiro ponto de intersecao da reta OP com F, denotado por —P.

Demonstracao: Pela construcao de P4(Q temos

P+Q = Q+P.

Levando em conta (4.2) temos que O funciona como elemento neutro e —P como inverso

de P. Basta agora verificarmos a associatividade. Dados P, @), R € F, temos
(P+Q)+R=(P+Q)+R-0=(P+Q—-0)+R-0=

P+(Q+R—0)—0=P+(QR) - 0= PHQ+R)
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Proposicao 4.7 (i) P+Q+R = O se, e somente se, existe uma reta H, tal que
(H)p =P+ Q+R.

(i) A reta que une dois pontos de inflexao cruza F num terceiro ponto de inflexdo.

Demonstracao:

(i) Seja L tangente de F' em O, assim, temos (L)r = 30. Por outro lado,
P+Q+R=P+Q+ R—20.

Portanto, o primeiro membro é igual a O se, e somente se, P + Q) + R = 30.

Supondo que isso ¢é valido, seja H a reta determinada pelo par P, (). Considerando
L

(H) = P+Q+ R, o quociente T fornece uma fungao racional cujo ciclo é 30 — (H).

Logo, R = R’ e portanto pelo Corolario 4.1 R = R'.

(ii) Se P + @ + R é ciclo de intersegao de F' com uma reta, e se P, sao pontos
de inflexdo, deduzimos que P+Q+R = O, donde 3R = O e R é um ponto de

inflexao. O
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