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METODOLOGIA GEOESTATISTICA PARA DADOS COM
TENDENCIA REGIONALIZADA

Autor: LUIZ ALBERTO AMARAL NARDI
Orientador: Prof. Dr. PAULO MILTON BARBOSA LANDIM

RESUMO

Georges Matheron, baseado na teoria das variaveis regionalizadas, sua
criagao, desenvolven a Geoestatistica, inicialmente aplicada em mineragao, mas que
atualmente ¢ de larga aplicacao em vérias dreas do conhecimento cujos problemas
possuem forte ligagao com a sua localizacao espacial. Segundo essa metodologia, o
método estimador mais usual ¢ a Krigagem Ordindria, que leva em consideracao a
estrutura de variancias e covariancias entre as amostras que, neste caso, dependem
da localizagao geogrifica dos pontos amostrados. Para utilizagao essa téenica, parte-
se da pressuposicao que a funcao aleatoria Z(x), que descreve o fendomeno estudado,
apresente estacionariedade de segunda ordem ou satisfaca a hipotese intrinseca. Isto
implica, em ambos os casos, que E[Z(x)| = m, sendo m desconhecido, mas constante.
Se, porventura, esta condicio nio for satisfeita e se a funcao aleatoria Z(x) puder

ser escrita como a seguinte soma Z(x) = m(x) + Y(x), onde m(x) ¢ o valor da
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esperanca de Z(x) e pode ser escrita como um polinomio de grau baixo e Y(x)
constituir a parte aleatéria, deve-se usar a metodologia da Krigagem Universal, da
qual a Krigagem Ordindria ¢ um caso particular. No entanto, a Krigagem Universal
possui uma dificuldade metodoldgica que é a de se supor conhecido o semivariograma
dos Residuos. Uma das maneiras de contornar este problema é utilizar a Krigagem
dos Residuos ou Krigagem Residual. O objetivo desta dissertagio ¢ apresentar,
embora de maneira nao rigorosa, o formalismo matemitico que embasa a teoria da
Krigagem, os problemas relativos a Krigagem Universal, a maneira de contorna-los
por meio da Krigagem Residual e as criticas que sio feitas a este método. Por fim,
serao exibidos dois exemplos retirados da literatura, cujo fenomeno em estudo nao
cumpre a as condigoes exigidas para a Krigagem Ordindria e nos quais, portanto,
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deve-se aplicar a Krigagem Universal que, nestes casos, ser
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GEOSTATISTICAL METHODOLOGY FOR TREND
REGIONALIZED DATA

Author: LUIZ ALBERTO AMARAL NARDI
Adviser: Prof. Dr. PAULO MILTON BARBOSA LANDIM

SUMMARY

George Matheron, based on the regionalized variable theory, his crea-
tion, developed Geostatistics, initially applied in mining. but currently applied lar-
gely in many fields of knowledge whose problems have a strong connection with their
spatial location. According to this methodology, the most common estimator method
is the Ordinary Kriging, which takes into consideration the variance and covariance
structures between samples that, in this case, depend on the geographic location
of sample points. For the use of this technique, it starts with the assumption that
the random function Z(x), which describes the studied phenomenon, shows second-
degree stationarity or satisfies the intrinsic hvpothesis. This implies, in both cases,
that E[Z(x)| = m, being m unknown, but constant. If, perhaps, this condition
is not satisfied and the random function Z(x) can be written as the following sum

Z(x) = m(x)+e(x), where m(x) is the expectation value of Z(x) and can be written



xiv
as a low-degree polynomial and e(x) composes its random part, the Universal Kri-
ging methodology should be used. in which the Ordinary Kriging is a particular case.
However, the Universal Kriging has a methodological difficulty, which is assuming
the Residual semivariogram as known. One of the ways to get around this is using
the Residual Kriging. The objective of this dissertation is to present, although not
in a rigorous way, the mathematical formalism that underlies the Kriging theory,
the problems related to the Universal Kriging, the way to get around this using the
Residual Kriging, and the criticisms that are made to this method. Lastly, it will
be shown two examples taken from the literature, whose studied phenomenon does
not meet the requirements for the Ordinary Kriging and which, thus, the Universal

Kriging must be applied, in these cases, through the Residual Kriging.



1 INTRODUCAO

O titulo de fundador da Geoestatistica é do francés Georges Matheron
(1930-2000). professor da Ecole de Mines de Fontenebleau onde fundou, em 1968, o
“Centre de Geostatistique et de Morphologie Mathematique” (AGTERBERG, 2004) e,
durante toda a década de 60 do século passado, desenvolveu matematicamente a te-
oria das variaveis regionalizadas, “fundamento de toda a geoestatistica” (JOURNEL,
1989).

Os trabalhos de Matheron tiveram como inspiracao inicial o artigo
do Engenheiro de Minas, D.G. Krige intitulado: “A statistical approach of some
hasic mines valuation problems on the Witwatersran” no “Journal of the Chemical,
Metallurgical and Mining Society of South Africa” publicado em 1951 e também os
trabalhos do professor da Universidade Técnica de Delft, na Holanda, H.J. De Wijs
dos anos de 1951 e 1953 (YAMAMOTO & LANDIM, 2013).

Krige, trabalhando com dados de concentragio de ouro, concluin que
somente a informacao dada pela variancia seria insuficiente para explicar o fenomeno
em estudo e que, para tanto, seria necessario levar em consideracao a distancia entre
as observagoes. Segundo ANDRIOTTI (1988), Krige verificou erros sistematicos na
avaliagao dos teores médios de blocos quando se considerava apenas amostras inte-
riores aos mesmos, desprezando as amostras exteriores. O erro que acontecia era a
superestimacao de blocos ricos e a subestimacao de blocos pobres. Com a finalidade
de minimizar estes erros, Krige passou a utilzar métodos semelhantes aos das médias
maveis. A partir dai surge um dos fundamentos que diferenciam a geoestatistica da
de outros métodos estatisticos, pois, aquela, leva em consideragio a localizacao geo-

grifica e a dependéncia espacial entre as amostras (DRUCK et al., 2004). Algumas
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das técnicas apresentadas por Krige foram aperfeicoadas e fundamentadas matema-
ticamente por Matheron que, em homenagem ao engenheiro de minas, nomeou a
téenica de "Krigeage", traduzida posteriormente para o inglés como “Kriging” e, em
portugués, Krigagem.

Os primeiros resultados obtidos por Matheron foram publicados no
“Traité de Géostatistigue Appliquée: volume 17 de 1962 e depois no volume 2 de
1963. Matheron foi um cientista modesto que preferiu trabalhar isoladamente, dei-
xando seus estudos armazenados na biblioteca do seu instituto em Fontenebleau
(AGTERBERG, 2004).

() termo Geoestatistica se deve ao fato de se utilizar uma metodologia
estatistica aplicada a dados georreferenciados, como sao, em geral, os dados proveni-
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ra. Entretanto, estas técnicas tem se mostrado promissoras
em virios outros campos das ciéncias, da Agricultura & Zoologia (CRESSIE, 2011).

Embora o desenvolvimento da teoria das varidveis regionalizadas tenha
sido desenvolvida por Georges Matheron, a preocupacao com a localizacao dos locais
de amostragem e como isso poderia afetar a estrutura de variabilidade dos dados
remonta aos trabalhos de Fisher. CRESSIE (2011) relata que Fisher escreven no
sen classico “Design of Frperiments™ de 1935: “after choosing the area we usuaily
have no guidance beyond the widely verified fact that patches in elose proximity are
commonly more alike, as judged by the yield of crops, than those which are further
apart” o que quer dizer que Fisher notou que o rendimento das culturas eram seme-
lhantes em regides proximas. A variabilidade que Fisher percebeu quando verificon
as diferencas entre rendimentos das culturas pode ser explicada, em grande parte,
pelas propriedades ambientais e fisicas do solo que, em particular, possuem grande
dependéncia espacial.

O método da Krigagem foi deserito pela primeira vez, em detalhes, no
“Traité de Géostatistique Appliquée: volume 27, chamado “Le Krigeage” de 1963. A

Krigagem & um interpolador exato, ou seja, o valor da estimativa obtida por ele, nos

pontos amostrais, ¢ o verdadeiro valor destes pontos, a menos do chamado Efeito



3
Pepita. Efeito Pepita & um conceito que serd visto no capitulo 4. Além disso, este
interpolador possui as propriedades estatisticas de nao-enviesamento e eficiéncia. A
Krigagem nada mais ¢ que um interpolador que atribui pesos ds amostras que serao
usadas para estimar os valores nao-amostrados, Isto é feito através de uma matriz
de variancias e covariancias espacial que deve ser estimada. A Krigagem Ordindria é
uma técnica que supoe a estacionariedade de 2* ordem ou ainda da hipotese intrin-
seca. Estes conceitos serao vistos com detalhes no capitulo 5. Entre os virios tipos
de Krigagem, a mais usual ¢ a Krigagem Ordinaria (Erigeage ordinaire, em francés,
traduzida para o portugues como Krigagem Ordinaria). SOARES (2000) nos re-
lata algo interessante com relacao a esta traduciao dizendo que a nomenclatura mais

apropriada seria Krigagem Normal. No entanto, como na maior parte da literatura
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este termo.

A téenica da Krigagem provocou fortes discussoes entre gedlogos e en-
genheiros de minas quando foi apresentada. AGTERBERG (2004) relata que Whit-
ten, no artigo “The general linear equation in prediction of gold content in Witwa-
tersland rocks”™ de 1966, preferia a interpolagao polinomial (analise de superficie de
tendéncias) ao que Matheron respondeu num artigo de 1967 intitulado “Kriging or
Polinomial Interpolation Procedures: a contribution to polemics in mathematical ge-
ology™.

Ja a Krigagem Universal trata dos casos em que ha tendéncia, ou seja,
a esperanca da funcao aleatdria na regiao de estudo nao & constante e pode ser escrita
através de combinagoes lineares de fungoes analiticas (OLEA, 1999). O primeiro a se
preocupar com os casos de nao estacionariedade foi o proprio Matheron provocado
por um trabalho de Journel, de 1969, que estava estudava o assoalho do oceano
(ARMSTRONG. 1984).

A Krigagem Universal como téenica apareceu em 1970 no artigo “Ran-
dom Function and its application in Geology” apresentado no Geostatistics colloguinm

in Lawrence, Kansas, EUA. Nesta abordagem a concentragao de elementos de um



bloco de rocha teve seu valor esperado chamado de “drift” que dependia da localiza-
cao espacial. Pode-se considerar a Krigagem Universal como uma generalizagao da
Krigagem Ordindria no sentido que serd visto mais a frente. neste trabalho.

() objetivo deste trabalho é apresentar a metodologia para dados com
tendéncia regionalizada, oun seja, dados que devem ser trabalhados através da téc-
nica da Krigagem Universal. Nos capitulos 2, 3 ¢ 4 serao visto os conceitos de
Variaveis Regionalizadas, Fungoes Aleatorias. Hipoteses de Estacionariedade e Semi-
variograma que sao os conceitos fundamentais que embasam a teoria da Krigagem.
Ja no capitulo 5 sera visto a Krigagem Ordinaria que ¢ o primeiro método criado
por Matheron e, em seguida, a Krigagem Universal que é o método utilizado para
dados que apresentam tendéncia. No capitulo 6 serdo apresentados alguns exemplos
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2 VARIAVEIS REGIONALIZADAS E FUNCOES
ALEATORIAS

2.1 Variaveis regionalizadas

Segundo MATHERON (1971), quando um fenomeno se propaga no
espaco e exibe certa estrutura espacial, diz-se que este fendmeno esta regionalizado.
Se Z(:r) denota o valor de um ponto x € R" (em geral, nas aplicagoes n = 1,2 ou 3)
de uma caracteristica Z do fenomeno, Z(x) é dita ser uma variavel regionalizada.

Ainda segundo DRUCK et al. (2004) a variacao de uma variivel regi-

onalizada pode ser expressa pela soma de trés componentes:

l. uma componente estrutural, associada a um valor médio constante ou a uma

tendéncia constante;



2. uma componente aleatoria, espacialmente correlacionada:
3. um ruido aleatdrio ou erro residual.

Seja x € B2, Entao x = (&7, 12) é a localizacao da variavel regionali-
zada Z(x), ou seja, suas coordenadas na regiao em estudo. Com o que foi dito acima,
pode-se escrever:

Z(x) =m(x) + ¢'(x) + €'

na gual:

m(x): ¢ uma funcao deterministica associada ao valor médio, que descreve a compo-
nente estrutural de 2 em x;

¢'(x): & um termo estocdstico correlacionado, que varia localmente;

¢ & um ruido aleatdrio nio correlacionado, com Distribuicao Normal com média 0
e variancia o”.

Isto pode ser visto na Figura 1 retirada de (DRUCK et al., 2004),

o
B
I
|
=
O

Figura 1 - Componentes de uma variavel regionalizada.
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Devido as fungoes regionalizadas apresentarem um comportamento im-

previsivel e que nao podem ser representadas através de fungoes com expressoes
matemdticas simples, Matheron propos que se estudassem os valores resultantes da
variavel regionalizada como fungoes aleatarias, ou seja, como nm processo estocas-

tico.

2.2 Processos Estocasticos

Definigao 2.2.1

Seja 2 um dominio espacial num espaco euclidiano n-dimensional e £
um espag¢o amostral adequado. Um processo estocastico (funcgao aleatoria) ¢ uma
colegao de varidaveis aleatorias {Z(x.w) : x € D.w € 1} (OLEA, 1999).

No caso da Geoestatistica, usualmente x € D C B?. Sendo Z(x) é
uma fungio aleatoria, quando varia-se x € B?, Z(x) gera-se uma familia de variaveis
aleatorias. Em outras palavras. a cada ponto do espago associa-se uma variavel
aleatoria.

Da mesma maneira que ao se tomar nma amostra w de uma variavel
aleatdria Z (de acordo com sua funcio de distribuicio) se obtém um valor numérico
Z(w), ao se tomar uma amostra aleatoria de uma fungao aleatoria Z(x) se obtém
uma fungao #(x, w) que coincide com o gue se definiu ser uma variavel regionalizada,
ol seja representa uma possivel observacao de um campo aleatério (CALVETE &
RAMIREZ, 1996). A funcio Z(x,w) se denomina uma realizacio ou observacio da
funcao aleatdria Z(x).

Aparentemente pode parecer estranha a utilizaciao de wma funcao ale-
atorias como modelo para representar a valor desconhecido em um local. Isto é,
lidar com miiltiplos valores para prever um valor desconhecido. Mas o fato é que os
modelos estocasticos sao capazes de sintetizar um finico e razodvel resultado de uma
variavel aleatéria (OLEA, 1999).

Definicio 2.2.2

Considere uma fungio aleatoria Z(x) definida em R". Para quaisquer



T
F pontos @i, i = 1,-++ .k, 0 vetor aleatdrio [Z(xy),- -+, Z(xy)] se caracteriza por sua

fungao de distribuicao k-variavel.
Fn---rl. = PT(JIIJ{Z{KI} E Zl-‘” 12(3':.’-:) i: Z-l]l

() conjunto de todas essas distribuicoes para todo & e para qualquer se-
le¢ao de pontos em R" constituem a lei espacial de probabilidades da funcao aleatoria
Z(x).

No entanto, hi que se responder duas perguntas quando os resultados
da variavel regionalizada sao considerados como um processo estocistico:

A) Que sentido tem considerar wm fenomeno natural (que se sabe
tinico) como uma observacao ou uma realizacao de uma funcao aleatoria?

B) E possivel fazer inferéncia estatistica (ou seja, determinar os
parametros estatisticos que definem a lei de probabilidades do fenomeno) a
partir de uma s6 observagao?

A pergunta A) pode ser entendida da seguinte maneira. Imagine nma
mineracao de ouro. Retirada uma amostra de um dado local jamais existirda outra
sitnacao semelhante para que se possa inferir sobre a lei de distribuicio de probabili-
dades da varidvel aleatoria “gquantidade de ouro” daquele local. E, de certa forma, a
pergunta A) conduz & pergunta B): é possivel, com somente uma realizacao, inferir
a lei de distribuicao de probabilidades? Em geral, a resposta é nao. E ¢ por isso que,
na Geoestatistica, faz-se necessario a suposicao de certas hipGteses, como, por exem-
plo, que a propriedade em estudo varie de maneira igual em toda regiio do espaco,
fazendo com que hajam poucos parametros a serem inferidos. Estas hipoteses serao

deseritas no proximo capitulo.



3 HIPOTESES DE ESTACIONARIEDADE

3.1 Momentos de uma funcao aleatoria
3.1.1 Momento de Primeira Ordem

) momento de primeira ordem de uma funcao aleatdria é:

E|Z(x)] = m(x), ¥x. (1)

3.1.2 Momentos de Segunda Ordem

Ja os momentos centrados de segunda ordem de uma fungao aleatéria

sa0:
g’ = Var|Z(x)] = E[Z(x) — m{x]]g (2)
Cov(Z(x;), Z(x;)) = E{[Z(x:) — m(x:)][Z(x:) — m(x5)]} (3)
Z(x). Z0x5)) = 5 ElZ(x:) — 2] )

3.2 Hipoétese de Estacionariedade

LLOYD (2011) relata que a estacionariedade pode ser dividida, para
os propositos da Geoestatistica, em trés classes:
i) Estacionariedade estrita.
ii) Estacionariedade de segunda ordem.
iii) Estacionariedade intrinseca.
Deve-se levar em consideragao é que estacionariedade é uma proprie-

dade da funcao aleatéria e nao dos dados. Por esta razao é um equivoco ignalar o
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conceito de estacionariedade com o de homogeneidade. Ou seja, a estacionariedade
nao pode ser testada através dos dados.

Supor que uma funcao aleatoria é estacionaria é equivalente a dizer
que esta fungio se repete no espaco e que esta repeticao proporciona a informacao
equivalente 4 muitas realizacoes da mesma funcao aleatoria, possibilitando assim a

inferéncia estatistica.(CALVETE & RAMIREZ, 1996)

Definiciao 3.2.1
Uma fungao aleatoria é dita ser estritamente estaciondria se a sua fun-

cao de distribuicio for invariante mediante wma translacao por um vetor h qualquer,

ou seja, a distribuiciao do vetor aleatorio: (Z(xy),--- . Z(xy)) tem a mesma distri-
TeasfmBom Ame [P as i L L LY
DUICAO e [A(Xy +8), 2 AiXg+ 0] ).

Dé-se 0 nome ao vetor h de lag (distancia e dire¢io) com respeito a

localizacao x;.

Definicio 3.2.2
Uma funcao aleatoria & dita ser estacionaria de segunda ordem se:
i) ElZ(x;)] = m, ¥x;
ii) Para todo par {Z(x+ h), Z(x)} a covariancia existe e s de-
pende de h. Ou seja, a covariineia torna-se uma funcao do lag h. Esta
funcao serd denotada por C(h). A expressao da funcao de covariancia ¢ dada

em (9):

C(h) = B{[Z(x)—m][Z(x +h) - m]) (5)
= B{[Z)][Z(x +h)) - [Z(x)Im — [Z(x + h)}m + m*}  (6)
= E{[Z(x)|[Z(x + h)]} - mE{[Z(x)]} - mE{[Z(x)]} + m* (7)
= E{[Zx)|[Z(x +h)]} — m* = m? + m? (8)
— B{Z(x)][Z(x + b))} — m? (9)
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Se h = 0, obtém-se a seguinte relagio:

C(0) = E{[Z(x)][Z(x)]} —m*® (10)
= E[Z}x)] — m? (11)
= E[Z%x)] - [B(Z(x))]* (12)
= Var(Z(x)| (13)

Resultado 3.2.1a
A fungao C'(h) é uma funcao par (LANA, 1989).
De fato, tem-se que E|Z(x)Z(x + h)|—m* = C(h). Seja x; = x2 — h,

enLao
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Este resultado é importante pois mostra que a funcao de covariancia é
a mesma para diregoes opostas.

Resultado 3.2.1b

A funcao C(h) é limitada pela variancia de Z(x) (LANA, 1989).

De fato, pela desigualdade de Cauchyv-Schwarz, tem-se:

2|Z(x)Z(x+h)| < |Z(x)*|+|Z(x+h)?| (14)
2|Cov(x,x+h)| < |VarZ(x)|+ |[Var[Z(x+ h)]| (15)
|IC(h)] < C(0) = Var[Z(x)]. (16)

Definigao 3.2.3
Define-se a fungao correlograma (ou fungio de autocorrelagao) para
cada lag h como sendo a razao:

plb) = o)

No entanto, em muitos casos de estudo, supor a estacionariedade de
segunda ordem é fazer uma suposigao demasiadamente forte porque em muitos

fenomenos naturais a variancia ou dispersao pode ser ilimitada. Por este motivo,
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Matheron definin a chamada hip6tese intrinseca (LLOYD, 2011).

3.3 Hipotese Intrinseca

Defini¢ao 3.3.1
Para que uma variavel aleatoria cumpra a hipotese intrinseca deve-se

ter:

1. E[Z(x;)] = m,Vx;

2. A variancia dos incrementos deve ser finita, ou seja, v(h) = Var[Z(x 4+ h) -
Z(x)| deve ser finita. Chamamos esta variancia dos incrementos Z(x + h) —
Z(x),vx,s + h € D C B* de semivariograma. Note-se que o semivariograma

¢ uma funcao de h.

Deve-se observar que a estacionariedade de segunda ordem implica a
hipotese intrinseca, mas a hipdtese intrinseca nao implica estacionariedade de se-
gunda ordem. Isto resta claro ja que, se o processo ¢ estacionario de segunda ordem,
entao os momentos de segunda ordem sao constantes em toda regiao de estudo. E
no caso da hipotese intrinseca isso valera apenas para pequenas regioes nas quais a
variancia é finita. Entao, se nao for possivel supor a estacionariedade de segunda
ordem, deve-se utilizar a hipotese intrinseca e, portanto, a funcao semivariograma.

Existem trés caracterizacoes importantes para a fungio semivario-
grama:

i}‘:r{ﬂll =0
lI]E z ;0279 (x; — x;3) < 0. Para todo inteiro positivo inteiro k,
i=1j=
conjunto de lmrl.h?d{,an espaciais {x;.7 = 1,--- .k} e conjunto de nimeros
complexos {a;,i = 1,--- ,k} satisfazendo zn, 0. Esta condigao é ex-
i=1

tremamente importante pois garante que o modelo baseado nas variancias é

nao-negativo e, portanto, o semivariograma ¢ nao-positivo,
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iii) 7([h|) = v(~|h])

A condigao ii) é conhecida como condicional nao-positiva definida
(CRESSIE, 2011).

Cabe fazer uma consideracio a respeito do termo “semivariograma”.
Como y(h) = $E|Z(x + h) - Z(x)]* = }Var{Z(x + h)— Z(x} alguns autores costu-
mam chamar a quantidade 2v(h) de variograma.No entanto, neste trabalho, sempre
serd usada a expressao semivariograma para designar v(h).

Ha uma importante relacao entre a funcao semivariograma e a funciao
covariancia que ¢ a seguinte:

Resultado 3.3.2

Ah) = FEIZ0x+h) - ZGoP (17)
= SEIZ(x-+h) = 2Z(x+ B)Z(x) + Z2(x)] (18)
= %{EEZE(:( +h)] - E[2Z(x + h)Z(x)] + E|Z*(x)]} (19)
= SUBLZ2()] - 2B1Z(x + W) 2(x)] + E[Z(x)]} (20)
— L{2BIZ22(x)| - 2B Z(x + h) Z(x))} (21)
— {EIZ(x)] - ElZ(x+ W) Z(x)]} (22)
= Var(Z(x)] + {E[Z(x)])2 - [C(h) + m?] (23)
= C{0)+m?—C(h)—m? (24)
= C(0) - C(h) (25)

Quando a funcao covariancia decresce a funcao semivariograma cresce
para valores crescentes de h. Em outras palavras, quando a covariancia diminui
para valores maiores de h a funcao semivariograma cresce até o limite imposto pela

VarlZ(x)|. Isto pode ser observado na Figura 2.
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Figura 2 - ry : direcio da continnidade: ay: distancia na gual a correlaciao espacial vai
5 i G ¢ Oy | LW I
se esvanecendo; C(|h|, ay) + 7(|h|, o) =valor do patamar= C(0). Fonte:

CALVETE & RAMIREZ (1996)

Resultado 3.3.3

A fungao «(h) é uma funcao par. De fato,pelo Resultado 3.2.1a temos:
v(h) = €(0) — C(h) = C(0) — C(-h) = v(—h).

A importancia deste resnltado é o mesmo que foi apresentado no Re-
sultado 3.2.1a, ou seja, o valor do semivariograma ¢ o mesmo para direcoes opostas.
Resultado 3.3.4

Este resultado mostra a relacao da fungao semivariograma com a fun-
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¢ao correlograma p(h) :

-}

=
=
Il

C'(0) — C(h) (26)
Var|Z(x)][1 — p(h)]. (27)

i

3.4 Ergodicidade

Sera possivel, com apenas wma tnica observacao, saber se a fungao
aleatoria satisfaz a estacionariedade de segunda ordem, a hipotese intrinseca on
nenhuma das duas? Nao existe nenhum teste estatistico para isto (CALVETE &
RAMIREZ, 1996). Pode-se facilitar a inferéncia estatistica considerando-se a hipo-
tese da ergodicidade. Segundo CALVETE & RAMIREZ (1996) um processo se diz
ergodico for possivel determinar algumas estatisticas dele com apenas uma tnica
observagiao. Pode-se relaxar esta hipotese considerando-se, por exemplo, ergocidade
na média, ergodicidade na variancia, ete.

Para um exemplo do que significa a hip6tese de ergodicidade considere
uma certa propriedade Z num ponto g numa regiao mineradora. Cada realizacao
desta funcao aleatoria deveria ser considerada como regioes distintas, Ou seja, a
hipétese de ergodicidade surge como uma maneira de resolver o problema de nao

haver “miltiplas regioes mineradoras”.



4 SEMIVARIOGRAMAS

O semivariograma v(h) de uma fungio aleatoria ¢ uma funcio que
quantifica a sua estrutura de correlagao espacial do fenomeno em estudo. Até agora
o que foi visto foram propriedades do semivariograma teérico. No entanto, para
efeitos praticos é necessario estimi-lo, e com isso encontrar o semivariograma ex-
perimental ou empirico. Matheron fez isso utilizando o método dos momentos

fue serd apresentado na subsecao 4.1,

4.1 Meétodo dos momentos

Talvez 0 método mais antigo para se obter estimadores seja 0 método

dos momentos, remontando a4 época de Karl Pearson no final do século XIX.

Seja:
l n I
m, = — E Y/,
T~
i=l1
r = 1 o r-6simo momento amostra de uma amostra aleatoria Y. --- . Y,. E seja:

i = E[Y"];

r = 1 o r-ésimo momento populacional.
O método dos momentos consiste na obtencao de estimadores para

0-—(0,.--- . f). resolvendo-se as equacoes:

My = s

Este e outros métodos de estimacao se encontram em livros classicos

como BOLFARINE (2010) e CASELLA (2010).
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4.1.1 Semivariograma Empirico

Seja %‘}"2 = %[Zl[x + h) — Z(x)]*, portanto:
E[3Y? = E[3[Z(x +h) — Z(x)]"] = v(h),
Entio, pelo método dos momentos apresentados acima, o estimador

para o semivariograma é:

Nih)
1

¥(h) = m ;u'_’fx + h) — Z(x)]",

onde: N(h)= nimero de pares de pontos amostrais separados pelo lag h.

Segundo CRESSIE (1991) este estimador para o semivariograma néo &
robusto para oufliers, por isso foram propostos outros estimadores em varios traba-
lhos probabilisticos como por exemplo CRESSIE & HAWKINS (1980) ¢ GENTON
(1998). Entretanto, segundo OLEA (1999), embora hajam outros estimadores pro-
postos que apresentam maior robustez, o mais comumente utilizado ainda ¢ o de

momentos.

4.1.2 Amostragem

Y Fats ! i A mTE

Segundo YAMAMOTO & LANDIM (2013), existem 3 tipos de amos-
tras a serem consideradas:

i) Amostragem aleatoria simples: Quando se fala sobre amos-
tragem aleatoria simples, quer-se dizer que dentre N unidades de uma po-
pulaciao escolhe-se n, sem reposicao e de maneira aleatoria, de forma que
qualquer amostra tenha a mesma probabilidade de ser selecionada.

No caso da Geoestatistica, os “n” que serio sorteados serao as coorde-
nadas geogrificas de uma dada regiao em estudo.

ii) Amostragem aleatoria estratificada: A amostragem ale-
atoria estraficada é feita subdividindo-se a regiao em estudo em células de
dimensoes fixas nas direcoes leste-oeste e na direcao norte-sul. Dentro de

cada células, a coordenada geogrificas ¢ escolhida ao acaso e desta maneira
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o ponto € selecionado. Ao final deste processo, o niimero de pontos selecio-
nados serd ignal ao nimero de células.
iii) Amostragem Sistematica: A amostragem sistematica &
feita através de uma malha regular definida através de um ponto escolhido

aleatoriamente. No entanto, na pritica, a escolha deste ponto ¢ feita pelo

pesquisador para otimizar a coleta das unidades dentro da regiao de estudo.

Estes mesmos autores afirmam que o melhor método de amostragem
¢ a Sistematica, pois, como se espera que haja correlagao entre os dados coletados,
este tipo de amostragem é o que mais captard tal efeito. Entretanto, nem sempre é
possivel este tipo de amostragem devido aos acidentes geogrificos comao por exemplo:

T i
I 7|

egetacan, ete.

4.1.3 Cilculo de semivariogramas empiricos

Se os dados apresentarem nma distribuicao espacial regular, ou seja, se
a amostragem for sistemitica através de uma malha onde os pontos foram igunalmente
distribuidos, podemos calcular o semivariograma experimental com facilidade. Se a
malha for quadrada teremos as diregoes Leste-Oeste e Norte-Sul para o vetor h (lag)
além das diagonais do quadrado. Ja se a malha for retangular devemos calcular a
diregiao do vetor h de acordo com o comprimento dos lados deste retangulo. Para
o quadrado, as direcoes diagonais sio de 45 e 315 graus. Ja no caso de uma malha
retangular, para se determinar as diagonais, devemos usar o valor dos lados deste
retangulo. Sejam Ly e Ls os comprimentos dos lados de um retangulo. O angulo
entre estes lados é de 90 grans. Portanto, para obtermos o valor do angulo de
inclinagao das diagonais, basta caleular: arecty (;—:) e arcly (;If) . O esquema da

Figura 3 encontra-se em (YAMAMOTO & LANDIM, 2013, p.37):
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Figura 3 - A) Malha quadrada B) Malha retangular, com indicacao das diagonais
para o cileulo dos semivariogramas experimentais. Circulo vazio:Ponto

nao amostrado, Circulo cheio: ponto amostrado.

Ji se a malha for irregular, ou seja, se a distribuicao dos pontos amos-
trados for irregular, deve-se adicionar alguns parametros para que seja possivel ajus-
tar wm semivariograma experimental satisfatorio.

Os parametros definidos sio os seguintes: Tolerincia do lag ou passo,
ou seja, do modulo do vetor h e a tolerancia angular.

O esquema da Figura 4 encontra-se em (YAMAMOTO & LANDIM,
2013):

“~Tolerncia angular

Figura 4 - Esquema mostrando a pesquisa de pares para cilculo de semivariogramas
no caso da distribuicao irregular. A) O dispositivo de pesquisa é centrado

no ponto 1 B) O dispositive de pesquisa se move e é centrado no ponto 2.

0 angulo no qual serd investigado o semivariograma ¢ chamado de
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azimute e a dire¢ao norte é definida como sendo a origem.

A Figura 4 mostra que fixado o ponto 1. observa-se que o ponto 7 é
encontrado dentro da janela formada pela tolerancia do angulo e dos passos. En-
tao a diferenca entre os pontos 7 e 1 & considerada no cileulo do semivariograma.
Fixando-se agora no ponto 2, o ponto 6 encontra-se dentro da janela, ou seja, ele
serd considerado no céleulo do semivariograma junto com o ponto 2 e assim sucessi-
vamente,

Feito os ajustes para os céileulos dos semivariogramas, encontra-se um
conjunto de pontos que podem ser colocados num sistema cartesiano ortogonal onde
o eixo das ordenadas é o tamanho do lag ¢ o eixo das ordenadas serd o valor do

semivariograma J(h) como o da Figura 5:

¥ i

Figura 5 - Exemplo de Semivariograma Experimental

Segundo OLEA (1999) ha trés boas razoes para se empregar os semi-

variogramas na Geoestatistica:

1. O semivariograma é uma estatistica que avalia o decrescimento das médias
entre duas variaveis aleatdrias como a distiancia entre os incrementos destas

variaveis, conduzindo a muitas aplicagoes na analise exploratoria de dados.

2. Esta demonstrado que é impossivel obtermos a Krigagem sem o conhecimento

da covariancia ou do semivariograma. Na pratica, nao sao conhecidas nem a



20
fungao de covariancia e nema funcao semivariograma. Por isso devemos estima-

las.

. Para as equacgoes de Krigagem serao usados os semivariogramas ao invés da
funcao covariancia, dado que as vezes a variancia pode nao ser finita e isto seria
um problema caso quisesse se usar a funcao de covariancia. O semivariograma
exige suposi¢oes mais fracas que a fungao covariancia. Um exemplo classico de
U Processo (ue possii semivariograma e nao possui covariancia € o processo
discreto de Werner-Levy.

Além disso, ISAAKS & SRIVASTAVA (1989) ¢ CRESSIE & GRONDONA

(1992) enumeram mais duas:

. O estimador do semivariograma ¢ insensivel a adigao de uma constante a fungao

aleatdria, ja o estimador de covariancia depende de tal constante,

3. O estimador do semivariograma ¢ menos sensivel que a estimador da covariancia

para a exigéncia de que a F[Z(x)| seja constante.

Com a estimacao dos semivariograma, obtemos apenas pontos. E o

objetivo é conhecer a variancia dos incrementos em regioes, por isso ha a necessidade

de se ajustar funcoes matemiticas aos pontos obtidos. A maneira como isto é feito

sera apresentado na proxima secao.

4.2 Modelos para Representar os Semivariogramas Empiri-

cos: Semivariogramas Tedricos

Para se ajustar funcoes aos pontos obtidos na estimacao do semivario-

grama ha, segundo CALVETE & RAMIREZ (1996) ¢ FUENTES (2011) os seguintes

mitodos:

. Método dos minimos quadrados ordinério;

. Método dos minimos quadrados ponderados:
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3. Método dos minimos quadrados nao-lineares;
4. Método Jackknife:

Método da Verossimilhanca:

o

6. Método da Validagao Cruzada:

-

7. Ajuste a sentimento ou “visualmente”,

Destes métodos, falar-se-ia apenas do Método dos Minimos Quadrados

Ponderados e do Método do ajuste & sentimento ou “visuamente”,

4.2.1 Meétodo dos Minimos Quadrados Ponderados

CRESSIE (1989), num trabalho de 1985 “Fitting Variogram Models
by Weighted Least Squares™, propoe um método que, em suas palavras, “tem um

compromisso entre a eficiéncia e a simplicidade” e que propoe minimizar a soma de

gquadrados:
% { 25(hik) 1}2
P28 Farer
) = "IN
com relagao aos parametros @ do semivariograma. A sequéncia h(1),--- , h{ K ) deno-

tam os lags nos quais o estimador 5(h) = #{m Zﬂf"[}f{x +h)— Z(x)]*, foi obtido.

FUENTES (2011) reescreve a expressao acima da seguinte maneira:
w(h) = % ﬁﬁ;mh“ ) — v(hy; 8))2.na qual toma-se U = {u: N(hy) = Gy, |hy| <
Ga}, em que G = 30 e Gy=metade do maior lag dos dados. Os pesos sio pequenos

se N(hy,) ¢ pequeno ou ~y(hy,;0) é grande. Entao a estimacao nao paramétrica

(semivariograma empirico) em lags grandes tende a receber pequenos pesos.

4.2.2  Ajuste a sentimento ou *“visualmente”

O ajuste a sentimento consiste em selecionar os parametros dos semiva-
riogramas levando-se em conta a estrutura do semivariograma empirico e a estrutura

do fendmeno fisico, o comportamento do semivariograma em pequenas distancias (o
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ajuste deve ser bom nos pontos iniciais). O procedimento é feito utilizando softwares

que interagem com o usuario de maneira que este possa ajustar a curva (funcao)

manualmente aos pontos do semivariograma empirico,

4.2.3 Procedimentos para selecio de modelos

Segundo FUENTES (2011) pode-se seguir os seguintes procedimentos

para selecionar os modelos:

. Inspecao visual do grafico do semivariograma empirico.

Minimizar os Residuos ponderados da fungao de soma de quadrados, w(h)

Maximizando a funcio de verossimilhanca L(8; ﬁ]

. Através de um critério que penaliza a funcao de Verossimilhanca, por exemplo,

A~ A

o critério de informacao de Akaike: AIC = L{3:0) — p. Ele pode ser estimado
através da expressao: A = {n.log, (%) —n + 2} + n.log (RSS) + 2.p, onde n
& o niimero de lags no qual a semivariancia ¢ estimada, p & o namero de pari-
metros e RSS & a soma de gquadrados dos Residuos (OLIVER & WEBSTER,
1989).

FUENTES (2011) afirma que o estimador de Minimos Quadrados Pon-

derados tem sido o mais escolhido pelos pesquisadores por ser mais ficil implemen-

tagao computacional que, por exemplo, o Estimador de Maxima Verossimilhanga.

Daqui para frente e até o fim desta se¢ao considerar-se-a h = |h|. Os

principais semivariogramas teoricos que podem ser ajustados e selecionados pelos

métodos apresentados anteriormente sao:

a) Efeito pepita puro:
Nao & comum emprega-lo sozinho e sim combinando-o com outro modelo.

Ele ¢ indicativo de um fenémeno sem nenhuma autocorrelagao.
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Co, seh>0
v(h) =

Onde € é o chamado sill ou patamar. Seu grafico & exibido na Fi-

gura 6.

Figura 6 - Semivariograma Tedrico: Efeito Pepita

Os parametros dos proximos modelos tedricos sao o Sill ou patamar
que serd representado pela letra C e que coincide com a variancia da variavel Z; o
range ou alcance “a” que representa a zona de influéncia em torno de um ponto na

qual. depois dela, a autocorrelagao é nula e ha também a distancia integral definida

+ 00
. R R o SN & 0 [F | S S U, [N VU SNV SN - . .
LLPLLIRY SUTLILELY O F j ll._ o ?1”” LfEy LI B |'.l.! U Wallufl Line b el l.|li.l.. [ A S el T LS R
]

curva do semivariograma é igual 4 aquela drea formada pelo assintota horizontal C'(0)
¢ a curva do semivariograma. Este valor serve para se medir o grau de correlacao
espacial da variavel.

b) Modelo Esférico:

o [3(%} = {ﬁj{] . seh<a

(' se h > a.

w y - P E.E 2 . _
O coeficiente angular na origem ¢ igual a 1,5>. Isto prova-se facil

mente:
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(h) _C (3 _4(h\"1
oh  2la " \a/ a

ah " 9

A distancia integral o &

Portanto, na origem (h=(0)

Figura 7 - Semivariograma Teorico: Modelo Esférico

O modelo esférico, exibido na Figura 7, ¢ um dos mais empregados
na pratica. Ele alcanca o patamar para uma distancia finita, ou seja, h = a. Este
modelo & indicativo de fendmenos continuos on com quantidade enumeravel de des-
continuidades, ainda que nao deriviiveis,

¢) Modelo exponencial:

h
wh)=0C [1 - r;r.p{-—}:|
a
O modelo exponencial, dado pela Figura 8 alcanca seu patamar assin-

toticamente:

h—2c

lim ' [I - r-u.-p[—%]l:| =C
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Para efeitos praticos. sugere-se tomar como alcance efetivo a distancia
a qual v(h) = 0.95C, que & aproximadamente igual a a’=3a, sendo “a” a distancia

do semivariograma esférico.

A inclinacao da reta tangente i origem ¢ % como se demonstra facil-
mente:
oAh) C h
“Bh [f!.rp{—;;}]
M h) _C
ok M0=7g

A distancia integral d é obtida através de:

] s h a’
d= Ej: C-C [1-—{.,”) (_H)]Eﬂj_”_ﬁ

) semivariograma exponencial, exibido na Figura 8, é representativo
de fenomenos continuos salvo em um conjunto de pontos (em uma dimensao), retas

(em duas dire¢oes) on planos (em trés dimensoes).

i

A
M‘-h.
\.

w
a
-

Figura 8 - Semivariograma Tedrico: Modelo Exponencial

d) Modelo Gaussiano:

: 1 h?
+(h) = C [I — exp (_ﬂ_l)]

O modelo gaussiano, exibido na Figura 9 | também atinge seu patamar,

assim como o modelo exponencial, assintoticamente:

- 1 X1
ﬁ!lrr_rlx C [1 — exp (_ﬂ_z)] =
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Define-se, para efeitos praticos, a’ = v/3a, valor para o qual v(h) =
0.95¢

A inclinacao da reta tangente na origem 6&:

v(h) 2hC ( hz)
= exp

dgh a2

'i

Figura 9 - Semivariograma Tedrico: Modelo Gaussiano

Este modelo se emprega para fenomenos suaves, ou seja, continio em
todos os pontos e deriviveis na sua maioria

Para outros exemplos de modelos tedricos de semivariograma, deve-se
consultar CALVETE & RAMIREZ (1996), OLEA (1999) e YAMAMOTO & LAN-
DIM (2013).

Espera-se que o comportamento do semivariograma tedrico seja regido

por:

y(h)

=0
thj=oc ||

On seja, espera-se que funcao semivariograma cresga mais lentamente

que o quadrado da distancia. Se isto nao ocorrer é de se esperar que a fungao aleatoria

nao atenda a hipotese intrinseca. Além disso ela deve obedecer ds caracterizacoes

dadas na Secao 3.3. A obtencéo de novas fungoes semivariograma parece nao ser algo
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facil como se pode notar na tentativa feita por CONCEICAO (2013) de usar algumas
fungoes de distribuicio de probabilidades como possiveis funcoes semivariograma.
MATHERON (1971} observa que, para uma funcao unidimensional na
qual o semivariograma tenha a forma ~(h) = khY, a variancia é proporcional a ~(h) e
inversamente proporcional ao nimero de pares N(h), o que implica que as flutuacoes
do semivariograma tendem a diminuir guando se aumentam o nmimero de pares e
tendem a aumentar para valores grandes de i, Algumas maneiras de se diminuir tais

flutuacoes sao:

1. Aumentar o namero de pares N(l) em eada intervalo , considerando intervalos

maiores ou utilizando-se uma tolerancia angular maior.

2. Aumentar o nimero de dados disponiveis.

As Hutuagoes dos semivariogramas empiricos para valores grandes de
[h| nao constituem um problema ji que os resultados da Krigagem sao pouco afetados
por valores do semivariograma a longas distancias,

Ainda segundo ANDRIOTTI (1988) ¢ de grande importancia o com-
portamento dos semivariogramas na origem, ou seja, para pequenos valores de h.
Acontece qiie ha uima forte relacan entre este comportament
pacial da Funcao Aleatdria Z(x) e portanto da Varidavel Regionalizada representada
por ela.

Existem quatro tipos de semivariograma de acordo com seu compor-

tamento proximo & origem:

1. (Comportamento Parabdlico)
F(h) ~ Alh|* quando h — 0.4(h) sendo duas vezes derivavel e a Fungao Ale-
atoria derivavel, tem-se que hia uma grande regularidade espacial na Variavel

em estudo,

2. (Comportamento Linear)
(h) ~ Alh| quando i — 0. Neste tipo de comportamento tem-se que a Varidvel

em estudo tem menos regularidade espacial que no caso anterior.
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3. (Descontinuidade na Origem)

Este é o chamado Efeito Pepita que sera visto em seguida, na seccao 4.4.

4. (Efeito Pepita Puro)
Reflete a inexisténcia de correlacao espacial entre as Varidveis Aleatorias Z(x)

e Z(x+h)

Deve-se, neste momento, fazer a consideracao de que em alguns fenome-
nos o semivariograma nao apresentaria o comportarmento de se estabilizar em algum
ponto, como acontece no caso do semivariograma esférico, ou assintoticamente, como
nos semivariogramas gaussiano e exponencial. Se isto ocorrer, se diz que o fenomeno
possui tendéncia. Nestes casos, deve-se procurar algum método que faga com esta
tendéncia seja retirada para que se possa aplicar a técnica da Krigagem Universal

que serd vista a frente.

4.3 Efeito Pepita: valor do semivariograma teérico na origem

Matematicamente, o valor dos semivariogramas tedricos na origem de-
veria ser (), ou seja, v(0) = (. Isto, em geral, nao acontece. O valor na origem passa
a ser Cy > 0. Este valor Yy é denominado Efeito Pepita. Alguns dos motivos para
o aparecimento deste valor siao a variabilidade do fendmeno espacial bem como de
alteragoes na escala da amostragem (YAMAMOTO & LANDIM, 2013). No caso
do aparecimento do Efeito Pepita, os modelos apresentarao como valor de patamar:
'+ . Isto levara a redefinicao das expressoes dos semivariograma teoricos, (OLEA,

1999}, conforme deseritos na Tabela 1.

Tabela 1: Modelos tedricos de semivariogramas com efeito pepita

Co+C, se i = .

L]

("—‘}H] . seh<a
Esférico:  +(h) =

Exponencial: y(h) = Co+ C [1 — eap(—2)]

i

Gaussiano: h)=Co+C [1 R (_%‘:ﬂ
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Com isso define-se F = ((—'“ chamado grau de aleatoriedade (GUERRA,
1988). Segundo este mesmo autor, este grau de aleatoriedade pode ser classificado

e1m:

Tabela 2: Classificacao dos Graus de Aleatoriedade

Grau de aleatoriedade Componente Aleatoria

E <015 Pequena
0.15< F <030 Significativa
£ =030 Muito Signicativa

4.4 Fenémenos Anisotropicos

Um fendmeno espacial é chamado isotrépico se apresenta o mesmo se-
mivariograma para todas as diregoes do espago. Se isto nao ocorre, o fenomeno é
chamado de anisotropico. Pode-se interpretar geometricamente o conceito de iso-
tropia e a anisotropia imaginando que a isotropia equivaleria a circulos conecéntricos
nos quais os valores do semivariograma sao iguais para cada direcao e a anisotropia
equivaleria a elipses concéntricas nos quais os valor sao mais pronunciando em uma
direciao como esta exibido na Figura 10 retirada de (CALVETE & RAMIREZ, 1996).

A anisotropia pode ser representada matematicamente por

=

Q) = {;‘lgﬂmzw — o) + ﬁ'z.'-ccn.?(ﬂ —o)}e,

na qual A é o gradiente do semivariograma na dire¢ao da maxima
variagao do parametro de distancia e B é o gradiente do semivariograma na dire¢ao
da menor variacao do parametro de distancia, ¢ ¢ o angulo da direcao de maior

variacao e #f & o azimute (OLIVER & WEBSTER. 1989).
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Figura 10 - Anisotropia.

Existem trés tipos de anisotropia: anisotropia geométrica, anisotropria
zonal, anisotropia mista.

A anisotropia geométrica ocorre quando existe um patamar com dois
alcances diferentes. Ja a anisotropia zonal ocorre quando existem patamares diferen-
tes para wm unico alcance. A anisotropia mista ocorre quando o fenomeno apresenta
patamares e amplitudes diferentes. A Figura 11 ilustra estes trés tipos de anisotropia

(YAMAMOTO & LANDIM, 2013):
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Figura 11 - Tipos de Anisotropia: A) Geométrica, B)Zonal e C) Mista

Quando a presenca de anistropia ¢ detectada, deve-se proceder i cor-
recao, pois como aponta o trabalho de ROSSONI & LIMA (2012) as estimativas
geoestatisticas de dados que tem a anisotropia levada em consideragao apresenta
menores erros quadraticos médios. Processos para correcao da anisotropia geomé-
trica e zonal sao apresentados em YAMAMOTO & LANDIM (2013), no entanto,
podem ser reswmidos em se aplicar transformacoes lineares a fim de rotacionar e

redimensionar a elipse que anteriormente representava o fenomeno transformando-a

numa circunferéncia,
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5 KRIGAGEM ORDINARIA E A KRIGAGEM

UNIVERSAL

A diferenca entre a Krigagem e outros métodos de interpolacio ¢ a
maneira como os pesos sao atribuidos as diferentes amostras (DRUCK et al, 2004).
Estes pesos serao encontrados quando a expressao para variacao da covariancia com
a distancia, obtida através dos semivariogramas, for incorporada as equacoes da

Krigagem. A soma destes pesos deveri ser igual a um.

5.1 Krigagem Ordinaria

A Krigagem Ordindria pode ser considerado o “algoritmo fundamental
da geoestatistica”( DEUSTCH & JOURNEL, 1998 apud LLOYD, 2011).

A Krigagem Ordinaria é um método local de estimativa e, portanto, a
estimativa de um ponto nao amostrado resulta das combinagoes lineares dos pontos
na vizinhanca (OLEA, 2009).

Sejam:

Zok(xg) 0 estimador de Krigagem Ordindria de um ponto Xp nao amostrado,

e x; as coordenadas geograficas de um local i,

k 0o mimero de observacoes consideradas,

e i a média de Z(x), ¥ na regiiao considerada

A; 05 pesos de cada amostra.

Considerar-se-a, neste trabalho, que a fungao aleatoria 7 satisfaz a
hipotese intriseca, que ¢ uma hipdtese mais fraca do que a estacionariedade de 2°

ordem. Isto quer dizer:

o ElZ(x)]=m
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o Var|Z(x) — Z(x+b)| = 2v(h), quando v(h) é o semivariograma da fungao

aleatdria Z.

Tem-se:

k
Zox (o) = Z Ai(x;).

i=1

Deseja-se que este estimador seja nao-viciado, ou seja:

EEZHN{KDJ = Zl[xuj] = 0.
Desenvolvendo-se esta expressao:

Ei'[-éon'ﬁxu]] — E|Z(x0)] =0
E[> " NiZ(xi)] — E[Z(x0)] = 0

i=1

k
Y NE[Z(x1)] - E[Z(x0)] = 0

i=1
k
Z Am—-—m=0
i=1
k

m(ZA,- -1)=0
i=1 :
z;’ii — 1
i=1

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

Deseja-se que a variancia do erro de estimacio seja o menor possivel,

ol seja, deseja-se minimizar a expressao:

of = '-"'m‘[im-;[xu]l = Z(xo)].

(36)
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Desenvolvendo-se esta expressao:

ok = E|(Zox(xo) — Z(x0))?] — {F{%K{xu} xnn}* (37)

(Zx 7{:{1]—2,?& Z(%0)) ) (38)

i=1

Eras)]- o
Kg Z(xi) — Z(xo) )(k: (Z(x;5) — (xu}J)] (40)

k. k

D Y ANENZ(x1) — Z(x0))(Z(x;) — Z(x0))] (41)

i=1 j=1

E[{'Z;;.;;l[xu} 5= Z':'Xu}}z] =B

Antes de prosseguir, deve-se obter uma expressao para este semivario-

s = x5) = 3 El(Z0x) = Z(x5))°] = (42)

S El((Z(x) ~ Z(xo)) — (Z(00) — Z(x0)))?] = (43)

%.’?[(Z( Z(x0))*] + = F[ (x3) = Z(xa))*] = E[(Z(x:) = Z(x0))(Z(x;) — Z(x0))](44)
Substituindo-se (44) na equacao (41}, obtém-se:

El(Z(x:) — Z(x0))(Z(x5) = Z(x%0))] = ¥(xi — x0) + 7(x; — ®0) — 7(x: — x3). (45)

Logo:

Kok
=3 % Ndilv(x: — xo) + (x5 — %a) — — x;)]. (46)
i=1l j=1
k k
Tirando-se o fator comum a Y~ A; e 3. A; que valem um e tendo em
i=1 j=1

k k

conta que: Y Ay(x; —xp) = ¥ Ajv(xj — Xo). j& que i e j sdo indices mudos, (46)
i=1 F=1

resulta na seguinte expressao:

I

& k
o == Adr(xi—x5) + 2> Aey(xi — xo) (47)
i=1

i=1 j=I
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K
Esta ¢ a expressio a ser minimizada sujeita a restrigao 3 A; = 1. Para isto, deve-se

i=1

utilizar multiplicadores de Lagrange ». A funcao objetivo a ser minimizada seré:

ke

k k I8
Lo+ A ) = = 3 0% Adiv(xi = x5) +2 ) Aey(xi —xa) — 20()_ A — 1)(48)
i=] =1

i=1 j=1
Para isso deve-se fazer:

g_Jt =0,parai=1,--- ke k=0

E com isso obtém-se (n+1) equacoes:

k
Z Aiv(Xi — x5) + ¥ = (X0 — x3)

j=1

| 35
i=l

Neste caso, a variancia da Krigagem Ordinaria sera:

k
(:I'i.u — Z Al’}{x“ = xi]l + ["‘15}}
i=

() sistema acima pode ser escrito de maneira matricial:

[ 0 M2 Tz o T 1 \ ( A \ ( M \
Y1 0 vy o0 oa 1 Az Yo
Tl Tn2 Yua v 0 1 l}"u “In

L L 1 1“~‘i{i)kur) \ 1/

Onde: 7 = v(x — X3) e yi = (% — %)

Com isso encontra-se os valores dos A's(pesos) que serao atribuidos as
amostras que serao utilizadas para estimar a resposta nos pontos nao amostrados.

Em ANDRIOTTTI (1988) hi véarias consideragoes interessantes sobre a

Krigagem dentre as quais destacamos trés:
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1. A Krigagem é aditiva, ou seja, pode-se fazer um Krigagem Global on fazer
Krigagens Parciais e depois fazer sua composigao, o que nao acontece com as

variancias de Krigagem.

2. O Sistema de Krigagem e a Variancia de Krigagem nao dependem dos valores
individuais, o que permite prever a qualidade da estimacao por Krigagem atra-

vés da configuracao da malha de amostragem a ser implantada. simplesmente.

3. O Sistema de Krigagem e a Variancia de Krigagem levam em conta a geome-
tria do dominio a ser estimado, as distancias entre estimadores e estimados, a
geometria da informacao e a estrutura do fenomeno a ser estudado (pois utiliza

a funcao semivariograma ou a covariancia).

5.2 Krigagem Universal

A Krigagem Ordindria é nma metodologia que s6 pode ser aplicada
em fendmenos onde a funcao aleatoria envolvida possui estacionariedade de segunda
ordem ou satisfaz a hipotese intrinseca. Em ambos os casos uma das suposigoes é que
a esperanca da funcao aleatoria seja constante em toda regiao de andilise. Se isto nao
peorrer, o seja, se a média ndo puder ser considerada constante dentro de wma “ja-
nela mavel” LLOYD (2011) nao ha garantia de que a Krigagem Ordinaria produzira
estimadores nio viciados (CLARK & HARPER, 2000).No entanto, em varios campos
de estudo as funcoes nao sao estacionarias. Pode-se ver isso como por exemplo nos
trabalhos de ABOUFIRASSI & MARINO (1983) e NEUMAN & JACOBSON (1984)
que estudaram caracteristicas de aquiferos, no trabalho de FERREIRA et al. (2013)
que busca estudar o melhoramento da representacao cartografica de superficies ba-
timétricas e ainda no trabalho de ATKINSON (2001) na area de geografia fisica.
Além disso, outras areas como a Metereologia e a Engenharia de Reservatorios lidam
com varidveis nao estacionarias. Inclusive um dos motivos que levaram Matheron
a estudar os fenomenos nao estaciondrios foram estudos do assoalho oceanico feitos

por Journel. (ARMSTRONG, 1984).
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MATHERON (1971) sugere a Krigagem Universal, chamada posteri-

ormente de Krigagem com Tendéncia (LLOYD, 2011), Krigagem Nao-Estacionaria
(LEUANGTHONG et al., 2008) ou ainda Krigagem com Média Desconhecida
(CHILES & DELFINER, 1999) como metodologia para resolver este tipo de pro-
blema. Inicialmente, MATHERON (1971) criticou a estimacao de regices realizadas
por meio de Superficies de Tendéncia Polinomiais dizendo que é pouco natural impor

a natureza um ajuste polinomial. Suas criticas foram as seguintes:

1. Os métodos de ajuste por superficies polinomiais frequentemente apresentam
uma confusao entre o conceito e 0 modo de operacao e ha aparentemente trés

interpretagies possiveis com relagio i tendéncia (trend):

Sendo Z(x) é a Variavel Regionalizada de interesse e P(x) o polinomio obtido
pelo método dos minimos quadrados para ajustar os valores experimentais nos
pontos Xy, -« . Xgn, 08 valores P(x) podem ser tomados como um ou outro dos

seguintes significados incompativeis:

a)P(x) é uma estimativa da esperanca FE|Z(x)| a priori. Este é o sentido do

“drift” que sera adotado na teoria da Krigagem Universal.

b) P(x) ¢ uma estimativa do valor de Z(x) tomada pela variavel regionali-
zada no ponto x. Este sentido é o mesmo do dado na Krigagem Pontual ou

Ordindria.

c¢) Por altimo, P(x) é algumas vezes tomada como média movel. P(xq) serd a
estimativa do valor médio de Z(x) em torno de uma area a ser especificada ao

redor do ponto xg.

Ainda segundo MATHERON (1971) estas distingoes sao importantissimas na
teoria e na priatica. Isto porque em alguns estudos o objetivo & reconstruir o
mecanismo na qual produz o fenomeno esta sendo estudado como, por exemplo,
em geofisica, onde as nogoes de anomalias regionais correspondem ao conceito
de “drift” que serda dado nas equagoes de Krigagem Universal correspondente

ao caso a). Nos problemas de contornos submarinos, o sentido que ¢ tomado é



38
o do caso b). Nos casos de mineragio, o importante & estimar o valor da média

do teor de algum mineral procurado em algnm local e isto corresponde ao caso

c).

2. Ja a segunda objecao se relaciona com o método dos minimos quadrados.
Matheron afirma que cada uma das interpretagoes que podem ser dadas ao

polinémio, a), b) ou ¢) sao incompativeis entre si.

3. A terceira e iltima obje¢io é que o método dos minimos quadrados nao apre-
senta wma maneira de se determinar a magnitude do erro produzido pela es-

timativa do “drift”. MATHERON (1969) afirma que a variancia dos Residuos

nao é uma estimativa da variancia isto porque, segundo ele, a variancia da
J".; AN Sy 7"\}'_1 = -,Jr\.!'_\ s ruar o l'hr'l.r'lrlﬁ Pt iil’!lﬂl‘ﬂﬂ' ’1"’\};1 ean (Jﬂblllﬂl'i:rll'hl:" F=y o0
LS SR L 'I.I.I.I‘-II. o 1 JLiJr £ Ai § HLRD EJI.JJ.J A CUFLINAE VRS WERILFL LSO A \JL* J OOl LAUIILEPUC IR Ll

geral sao muito mais baixas do que as diferencas aonde os pontos Z(x;) sao des-
conhecidos e portanto a Variancia dos Residuos nao seria uma boa estimativa
da variancia de Z(x) (Caso b). Além disso nao é a estimativa da variancia do
“drift” (Caso a). Por fim, Matheron afirma que ha no maximo um link entre a

diferenca Z(x;) — P(x;) considerada como um estimador da esperanca a prior.

5.2.1 Equacoes da Krigagem sob suposicao da Hipétese Intrinseca

Sendo v(h) = $ E[(Z(x + h)— Z(x))?| o semivariograma representativo
do fenomeno, e se, por hipotese, é vilida a separacao Z(x) = mix) + Y(x), ou seja,
a funcao aleatoria puder ser decomposta em uma componente m(x) que expressa
uma tendéncia no valor da esperanca da funcao aleatoria, mais uma parte aleatoria,

representada por Y(x) chega-se 4 seguinte conclusao:
1 = AL, i ] :
a{m{x + h) — mi(x)]* + EE? (x+h)-Y(x)]" = almfx + h) — m(x)]* + v (h),

ou seja, que para fendmenos com entornos pequenos, |h| = 0, temos que yz(h) =
~y(h). isto quer dizer, o semivariograma da parte aleatéria é, aproximadamente, o

semivariograma relativo a funcao aleatdaria Z.
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Definigao 5.2.1: Define-se o “drift” de uma fungao aleatoria como

sendo o valor: E[Z(x)| = m.
Pode-se ver na Figura 12, que se encontra em OLEA (1999), o signifi-

cado do “drift” numa variavel regionalizada.

=
3
<

b
<

Figura 12 - Decomposicao da varidvel regionalizada.

Na Figura 12 a linha continua representa a Varidvel a ser estudada
¢ a linha tracejada o seu “Drift”. Na figura de cima temos a varidivel em estudo e
sen “drift” e na figura de baixo temos o Residuo depois da subtracao do “drift” da
Varidavel em estudo.

Definigao 5.2.2: Define-se o residuo Y(x) de uma func¢ao aleatoria

como: Y(x) = Z(x) — E[Z(x)]

Por hipdtese, Y(x) honra a hipdtese intrinseca, ou seja:
1. E[Y(x)| ¢ constante
2. VarlY(x) = Y(x+ h)] = 2y (h)

Resultado 5.2.1: A esperanca de Y(x) ¢ nula.

ElY(x)] = E{Z(x)- E[Z(x)]} (50)
= FE|Z(x)| — B{E[Z(x)]} (51)

E(Z(x)] - E[Z(x)] = 0 (52)
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Definigao 5.2.3: Definimos o “drift” m(x) como sendo uma combina-

¢ao linear de n fungoes analiticas, ou seja:

n

m(x) =Y afilx),

=0

com fp(x) = 1.

Resultado 5.2.2 Sejam Z(x E AiZ(x;) o estimador de Krigagem

Universal e m(x) o “drift” como definido no Deh mqaﬂ 5.2.3. Entao:

BlZ(x)] = ZZ arhi fi( i)

=0 i=

Segue a demonstragao:

B|Z(x)) = E

— ey

X
ZA,-Z{x.J] (53)

=0

Mr—-

ME[Z(x:)] (54)

n

M*

« TN P,
A L fl]_“[)(.. Lé}u}
=1 =0
n k
= 3 ) ahifilxi) (56)
=0 i=1l

Resultado 5.2.3 Sejam Z(x) e m(x) o “drift” da Definicio 5.2.3. Este

estimador sera nao viciado se, e somente se:

k
Y Aufilxi) = filxo),
=1

para l=0,1,---
Para se demonstrar, matematicamente, que um estimador & nao vici-

ado, deve-se mostrar que vale a relacao:

E[Z(x) - Z(x)] =
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(=)
Varmos mostrar a necessidade:

Suponhamos que o estimador é nac-viciado, Entao:
E[Z(xo)| = Z|(xo)]

Pelo Resultado 5.2.2, temos:

n k& H
SN adifilxs) =Y aifilxo)

=0 i=1 {=0
Isto pode ser escrito como:

m

k
ZH;ZA:J{}{XE z'ﬂ:f;{xu]‘

I=0 =1 =0

O que é verdade se:

.
> Nifilxi) = fi(xo).

i=1
paral=0,1,---

(+=)

A demonstragao da suficiéncia segue tomando-se o caminho inverso da
demonstracao acima.

Note-se que a condicio t A = 1 & apenas uma das restricoes, isto
quando 1=0. Para a Krigagem L?nivcm:;insm restricao @ apenas uma das restricoes.
Por exemplo, se o “drift” & linear, ou seja, se a funcio linear que a representa é
linear, tnm—t.[- =3 f1{x] =1, falx) = x e fy(x) = y. Ou seja, é equivalente a
ki

E}t =1, EA].—&FZAy,—u

Resultado 5.2.4 Sejam Z(xo) 0 estimador nio viciado de Krigagem
Universal, \; os pesos dados na definicio de Z (xg). Se Y(x) é o residuo definido na

Definicao 5.2.2, entao vale:

k
Z(x0) = Z(x0) = Y _ AY (%) = Y(xq)
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Rescrevendo 7 (%x0) — Z(Xg) de acordo com a definicao 5.2.2 e 7z (x%q) =

i AiZ(x;)
i=l
A
Z(%0) — Z(x0) = Y_M{Y(x:) + E[Z(x:)]} — {Y(x0) + E[Z(x0)]} (57)
= I
= zk Y(x;) — Y(xo) { [ZA Z(x; ] - EEZ{xD}]}{GB}
= Z AY (x3) = Y (xo) + B[Z(x0) — Z(xo)| (59)
?I
-~ Z)\i‘r’{xi}l - }I(XH] {E{}}
i=1

Resultado 5.2.5 Sejam A {xg) 0 estimador nao viciado de Krigagem
Universal, e seja 7y(h) o semivariograma dos Residuos. Entao a estimagao da vari-
ancia o?(xg) & igual a:
k kook
2 Z Aty () (Xo, X;) — z Z Aidry (i, %)
i=1 i=1 j=1
Pela defini¢io de a%(xg) = Vnr[Z{xu_} — Z{x0)]

Usando o Resultado 5.2.4:
I
Z(x0) = Z(x0) = 3 AY(x1) = ¥ (xo)

Dai, os passos sao os mesmos utilizados na secio 5.1 & partir da equacao (36).

Definigido 5.2.4 Sejam o7(xg), A; 0s pesos relacionados ao estimador
da Krigagem Universal, e y; os multiplicadores de Lagrange. A fungao objetivo para
a Krigagem Universal ¢:

L. ) = *(xa) + 240 (Zi —I) +"Zm (Zkﬁ xi) — fil%o )

=1 i=1
Fazendo-se as derivadas:
Bl - S ;
* o= 2Ay (X0, %) -2 Y th'ﬂ.-[x;.x_;}+2;;;,+2§p,ﬁ[xi] =0, parai=1---Fk

=1
e
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aL
g

]

k
i=1

k
o _ 3 (; Afilxr) fftxuy) —0

E isso conduz ao seguinte sistema de equacoes:

.

&k ]
Z Aty (X, X1) — po — Z.”ffr{xl}' = vy (%0, %)

i=1 =1

k f
D Av(xixa) = po = D mufilxz) = vy (%o, X2)
i=1 i=1

R R R L

&k n
Y Nvwlxex) = o — Y filx) = vy (xp. X
et i

til =1
4 Z}h, =1

|:I
> Aifi(xi) = fi(xo)
i=l

2
Z Aifa2(xi) = fa(xo)
i=1

i
D Aifulxi) = fulxo)

L i=1

Resolvendo-se o sistema acima e encontra-se os valores de A e gy e a

expressao da variancia da Krigagem Universal é dada por:

k i
o*(x0) = 3 A (Xo.%:) — pio — Y _ uufi(%o)
=1

i=1
Deve-se levar em conta que, embora esteja considerando no sistema k
pontos da regiao em estudo, em geral toma-se apenas &' < k que sio o entorno do

ponto Xg.

Podemos escrever o sistema acima matricialmente como:



( Ty (X1.%1)

Ty (X1, X2)

Ty (X1, Xk )
A= 1
Jilx1)
falx1)

\ fn{xl}

ou seja, X = A la,

Yy {xa2.%1)

Ty (%2, %x3)

Ty (Xa, Xi)
1
filx2)
Ja(xa)

fn(xz:l

(3 )
A2

Ak
Ho ea=
H

2

vy

Ty (X, %1 )

iy [ Xk, X2 )

Ty Xk, Xk
1
Jilxx)
Ja(xk)

fn{xk}'

( Ty (X0, X1) \

7y (X0, Xa)

Ty (Xo. Xk)
1
fi(xo)
falxo)

|IlN [nl%0) )

1 filxa) fa(x)
1 filxa) falxa)
1 filxk) folxx)
1] { 0
4] 0 {0
0 i 0
W] ) 0
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frl{xl} \1
frl{-xi.,

Falxk)
(
(
]

. E dai deve-se resolver AX = a,

Este sistema é simétrico. A existéncia e a unicidade ¢ garantida pela

regularidade da matriz. Para isto basta assegurar-se que as funcoes f; sejam linear-

mente independentes no conjunto de dados. Isto se satisfaz normalmente ja que o

nimero de amostras @ maior que o nimero de fungoes que ajustam o “drift”. Além

disso, em geral, a malha de amostragem é irregular e portanto nao ha a possibilidade

que as fungoes sejam linearmente dependentes. Problemas podem surgir se a malha

for regular, situacao que antes se desejava anteriormente, na Krigagem Ordinaria.



5.2.2 Krigagem Local e Global

Quando se diz que foi feita uma Krigagem local, quer se dizer que a
estimacao para cada ponto nao amostrado foi feita utilizando-se pontos do entorno
deste ponto.

Ja a estimacao global é feita utilizando-se todos os pontos para estimar

cada ponto nao amostrado.

5.2.3 Vantagens e Desvantagem da Krigagem Universal

Deve-se notar, antes de mais nada, que a Krigagem Ordindria ¢ um
caso particular da Krigagem Universal, bastando apenas supor que Z(x) ¢ uma va-
rifivel nao-intrinseca com k = 1, qy = 1, fi{x) = 1. Por isso, Krigagem Universal
compartilha com a Krigagem Ordindria as suas boas propriedades: é um estimador
exato, nao enviesado e que produz o menor erro quadratico, O método é ainda
bastante robusto para parametros mal especificados (OLEA, 1999). Pode-se notar
que embora o “drift” deva ser especificado isto ¢ feito antomaticamente através das
equagoes da Krigagem Universal.

Os maiores problemas da Krigagem Universal sao:

e Especificar o semivariograma dos Residuos que nao é o mesmo que os dos dados

originais

e () problema da selecao do “drift”. Neste caso. a decisao cabe ao usuario e é
mais relevante em extrapolacoes para aléin da envoltoria convexa do espaco
amostral. Nao ha uma estatistica direta para guiar a busca do drift. Em
alguns casos a escolha do “drift” é clara, no entanto, em outras situagoes, a

experiéncia do profissional de Geoestatistica sera fundamental.

No caso do primeiro problema, ha algumas maneiras de se estimar
semivariogramas que sirva para propositos acima (CALVETE & RAMIREZ, 1996).

Estes autores sugerem que se faga:
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1. Supor que 5y = 7z, Isto esti justificado para pequenos entornos. Um extensao
disto & empregar um semivariograma linear com tangente passando pela origem
igual a do semivariograma experimental de Z(x). Este tipo de enfoque & um

dos mais usados na pritica.

2, Caleular o semivariograma na direcio em que Z(x) seja estaciondria. Se uma
direcio nao tem tendéncia, pode-se usi-la para todas as diregoes e supondo-se
que o fenomeno é isotropico. Este enfoque estd limitado as suposigoes de que
existe uma direcao em que nao haja tendéncia e que existam dados suficientes
nesta direcao para gue seja possivel estimar o semivariograma, Por outro lado,
a hipotese da isotropia do semivariograma e da sua estacionariedade é dificil

de com Provar.

3. Caleular o semivariograma na regiao em que Z(x) ¢ intrinseca em uma subre-
gido. Dai calenla-se o semivariograma somente em todos os dados nos pontos
pertencentes ao local aonde nao existe tendéncia. Esta situacao se da. frequen-

temente, nas regioes do contorno da regiao estudada.
4. Caleular o semivariograma por validacao eruzada.

Pode-se realizar a Krigagem Universal através de um método indireto
conhecido como Krigagem dos Residuos. Ajusta-se um polindmio aos dados e obtém-
se Residuos. Posteriormente ird se aplicar a Krigagem Ordindria & estes Residuos.
Deve-se enfatizar que a Krigagem Universal nio é equivalente a este processo.

Esta metodologia & criticada por ARMSTRONG (1984) no trabalho
intitulado “Problems with Universal Kriging”. Ela relata dois problemas fundamen-

tais:

e O semivariograma dos Residuos é estimado com viés (uma sobrestimacao) do

verdadeiro semivariograma da variivel regionalizada.

e Em segundo lugar é extremamente dificil deduzir o grau do polindmio que

aproxima o “drift” ou o tipo do semivariograma da variivel regionalizada.
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Diante dessas dificuldades ela conclui que embora a teoria da Kriga-
gem Universal seja matematicamente correta, a dificuldade em estimar o “drift” e o
semivariograma ao mesmo tempo torna este método de dificil aplicagao na pratica.

Discordando desta autora, CALVETE & RAMIREZ (1996) argumen-
tam que isto seria mais uma insatisfacao de expectativas ja que, segundo estes auto-
res, estas questoes sao coerentes com a hipotese do método.

Além disto, dizem que se for aumentado o niimero de pontos no entorno
do ponto que serd estimado ou utilizando-se, diretamente, a Krigagem global, isto
podera melhorar a estimacao.

A Krigagem Universal nao ¢ tao popular como a Krigagem Ordindria.

Alguns motivos sao:

e Para a predicao os resultados sio similares com os Krigagem Ordindria para

vizinhangas locais (pequenos entornos).
e A estimacao pode ser perigosa para extrapolacao.
e I praticamente impossivel checar a qualidade do ajuste da tendéncia se modelos
locais forem empregados.
5.2.4 Método da Krigagem dos Residuos: Método Direto

Para se realizar a Krigagem dos Residuos deve-se supor conhecida o
“drift” m(x). Neste caso sera feita uma estimacao de m(x) ou seja, deve-se encontrar

m(x).0s Residuos se calculam segundo:
R(x) = Z(x) = m(x). (61)

que ¢ uma aproximacao da componente estocistica apresentada no inicio da secao
5.2.1 e eujo semivariograma é vy (h). Nesta metodologia, serd calculado o semi-
variograma ~g(h) e depois serd aplicado a Krigagem Ordinaria utilizando-se este

semivariograma.
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O método da Krigagem dos Residuos pelo método direto é feito da

seguinte maneira:

1. Supde-se conhecida a forma da tendéncia com base em conhecimentos do pes-

quisador sobre o fenomeno fisico.
2. Ajusta-se o “drift” m(x) por minimo quadrados ordinarios.
3. Caleula-se os Residuos mediante a diferenca R(x) = Z(x) — m(x)

4. Caleula-se o semivariograma experimental ajustando os Residuos obtidos no

passo anterior.

5. Realiza-se a Krigagem Ordindria dos Residuos utilizando o semivariograma

Ta(h).

6. Obter o valor da varidvel Z°(xg) em um ponto amostrado Xg) como a soma do
valor do “drift” m{x) calculada em 2 mais o valor da Krigagem dos Residuos

1*(xg) obtida no passo 5.

Embora este método seja um dos mais utilizados na pratica nota-se
uma inconsisténcia interna ja que a estimacao do “drift” é feita através de minimos
quadrados ordindrios que tem, como pressuposicac metodoldgica, a independéncia

entre as observagoes, o que nao é caso,

5.2.5 Meétodo da Krigagem dos Residuos: Iterativo

Este método consiste basicamente em ajustar o “drift” por minimos
quadrados, calcular o semivariograma dos Residuos e repetir estes passos iterativa-
mente. Ao se chegar no fim do processo, aplicar a Krigagem Ordinaria.

Para se ajustar o “drift” primeiro deve-se indicar o grau do polind-
mio. Para isto ajusta-se os polinomios aos dados em grau crescente até obter um

semivariograma dos Residuos aproximadamente isétropo e estaciondrio.
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Sejam Z. m e € os verdadeiros valores da varidavel em estudo, do “drift”

¢ da componente estocistica respectivamente. Sejam 7.1 e R os valores estimados
utilizando-se minimos quadrados. Sejam ainda Vg e V, as matrizes de covariancia

de R e ¢ respectivamente. Os valores de Vg, e V,, ; S0 dados por:

Vi,

1y

= ok —7(xi — x;) (62)

Ve; = 02— 7(% — x5) (63)

tij

aonde o}, e 07 sio as variincias de R(x) e ¢(x) respectivamente e yz(h) e 5,(h)
seus semivariogramas. Sendo o drift como expresso na se¢ao 5.2.3 ¢ Xy = filx;) e

denotando por a o vetor de incégnitas a;, podemos escrever m(x) como:
Z=Xa+e (G4)

Se V, for conhecida, para encontrar um estimador nao viciado de a. podemos mini-

mizar a expressao usando o eritério de minimos quadrados;
(Z - Xa)V 1(Z - Xa) (65)
O estimador de a, a resultante & dado por:
a=V,X'V 1z (66)

em que V, = (X'V7IX)"1, A partir desta equacao obtém-se R, pois = Xa e
R = Z — 1ir. A matriz de covariancia dos Residuos estimados R ¢ dada por (NEU-

MAN & JACOBSON, 1984 apud CALVETE & RAMIREZ,1996):
V= (I-P)V, (67)

em que I ¢ a matriz identidade e P é ignal a P = XV, X'V !

Note-se que V, — Vg = PV, = XV, X', ou seja, a diferenca entre as
matrizes de covariancia é tanto maior quanto maior o nimero de dados com relacao
aos parametros, portanto reduz a incerteza de & e por consequéncia V.

Tem-se que V, = Vg porque a diferenga entre essas matrizes é definida

positiva. O patamar de 4, serd um sempre um pouco maior gue vg.



Como nesta fase desconhece-se V, utiliza-se a matriz identidade para
se comecar a iteragao.

A segunda fase comeca calculando-se V. Com esta matriz de cova-
riancia ajusta-se um polinomio de grau definido na fase 1. Isto darda lugar a novos
Residuos e a um novo semivariograma 5. Com este iltimo torna-se a caleular Vi
até que o processo convirja e sejam calculados m(x) e o semivariograma. Em geral,
segundo CALVETE & RAMIREZ (1996), sao necessiarias poucas iteragoes, cerca de
trés ou quatro, para que este processo convirja. Uma vez conhecido o “drift” e o
semivariograma, aplica-se a Krigagem Ordinaria e obtém o valor de Z2*(xg) em cada
ponto somando-se o valor do drift m(xg) mais o valor da Krigagem dos Residuos

como ¢ feito no método direto.

6 APLICACOES A DOIS CASOS DA LITERA-
TURA

S Wi

6.1 Material

Serao analisados dois conjuntos de dados. O primeiro conjunto
(ANEXO 1), que se encontra em OLEA (1999), sao relativos ao Aquifero High
Plains, que se localiza no Estado do Kansas, EUA, datando do periodo “Terciario-
(Quaterndrio, constituido por areias aluviais e edlicas associadas a depositos de preen-
chimento de vales de uma drenagem que prossegue para Leste a partir das Montanhas
Rochosas” (LANDIM et al., 2002). A variavel a ser analisada serd a WTable que é a
cota do nivel hidrostatico do aquifero. As coordenadas (X,Y) dos pontos amostrais
sao dadas em milhas.

Ji o segundo conjunto de dados (ANEXO 2}, que se encontra em



al
CLARK & HARPER (2000) é proveniente do Aquifero Wolfcamp, no estado do
Texas, EUA. O Departamento de Energia dos EUA estava interessado em estudar
altos niveis de residuos nucleares em sal, basalto e tufo. Um dos lugares estudados
foi a divisa entre o nordeste do Texas, o Novo México e Oklahoma. O Aquifero
Wolfcamp. localizado nesta regiio. apresentava-se como um possivel depdsito de ra-
dionuclideos e isto poderia possibilitar que eles se espalhassem contaminando outros
lugares (HARPER & CLARK, 2010).

A varidvel a ser analisada neste conjunto de dados sera o Nivel Piezo-
métrico. As coordenadas (X.,Y) dos pontos amostrais sao dadas em milhas.

Utilizar-se-A, para as andilises estatisticas e geoestatisticas, o Software

Surfer 8.0 ¢ o Software R 3.1.1.

6.2 Meétodo

Para analisar os dados far-se-a uma andlise descritiva dos dados e pos-
teriormente utilizar-se-a a Krigagem Universal por meio da Krigagem dos Residuos
{Método Direto) para criar uma Mapa de valores estimados para a cota do nivel
hidrostatico (WTable) no caso dos dados provenientes do Aquifero High Plains e do

Nivel Piezométrico no caso dos dados provenientes do Aquifero Wolfecamp.

6.3 Resultados e Discussoes
6.3.1 Dados do Aquifero High Plains

Os primeiros dados provenientes do Aquifero High Plains, possui o

seguinte Mapa de pontos amostrados exibido na Figura 13:
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Figura 13 - Localizacao espacial dos 327 amostras do Aquifero High Plains.

Por meio do Software B 3.1.1. obteve-se as estatisticas descritivas da

variavel WTable resumidas na Tabela 3:

Tabela 3: Estatisticas Descriticas da variavel WTable

Nimero de dados 327
Minimo 2.202,84
Maximo 3856.71

1” Quartil 2.698,78
47 Quartil J419.75
Média 062,86
Mediana 3050.14
Desvio-padrao 416,17

Coef. de Assimetria -(.04

Curtose <111

Encontrou-se o Histograma dos Dados e Grifico Quantil-Quantil para

Distribuicao Normal e o que estio exibidos nas Figuras 14 e 15:
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Figura 14 - Histograma da Variavel WTable.
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Figura 15 - Grafico Quantil-Quantil para Distribuigio Normal.
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Através do teste de Shapiro-Wilks obteve-se W = 0,9679 (p < 0,01).

Com isso concluiu-se que os dados nao apresentam normalidade (5 % de significancia)

no entanto apresentam boa simetria (Coef. Simetria—-0,04). Em geral, deseja-se que

0s dados apresentem normalidade ou que se faga alguma transformacio a im de se

obter esta propriedade, no entanto, a Krigagem ¢ um método robusto para dados

que nio atendam esta condicio como se pode ler em BREGT et al. (1991) e (YOST
et al., 1982).

Foi obtida uma visualizacao da distribuicao dos valores da Variavel

WTable, com relacao a sua localizacao geogrifica, atraviés do Software Surfer 8,

exibida na Figura 16, a fim de se visualizar a presenca ou nao de caracteristicas que

indigquem tendéncia nos dados.
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Figura 16 - Distribuicao dos Valores da variavel WTable por sua localizacao geogri-

fica

Pode-se observar que ha um aumento dos valores segnindo uma direcao
que vai da esquerda para direta no Mapa. Isto é uma provavel indicacao de tendéncia
nos dados.

Ao se caleular o semivariograma dos dados nas direcoes (17, 45°, 90" e
135" com tolerancia angular igual a 22.5°, utilizando-se o software Surfer 8.0, obteve-

se 0s seguintes grificos exibidos nas Figuras 17, 18, 19 e 20, respectivamente:
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Figura 17 - Semivariograma para direcao 0°.
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Figura 18 - Semivariograma para direcao 45°.



Figura 19 - Semivariograma para direcao 90°.
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Figura 20 - Semivariograma para direcao 135°.

Observa-se a presenca de tendéncia para todas as direcoes, exceto a

direcio 90°, apresentada na Figura 19. No entanto, para esta diregio, o semivario-

grama se estabiliza muito abaixo do valor da variancia dos dados, indicada pela linha

tracejada.
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Constatando-se que os semivariogramas nao se estabilizavam em ne-
nhum valor, on seja, que o fenomeno estudado possui tendéncia, optou-se por realizar
a Krigagem Universal por meio da Krigagem dos Residuos utilizando-se o método
direto, Para tanto, fez-se necessirio realizar um ajuste polinomial aos dados como
exige esta técnica.

CLARK & HARPER (2000) sugerem como método de investigagio
para se obter o grau do polinomio que melhor se ajustarda aos dados, a andlise de
modelos, através da Analise de Varidncia (ANOVA). Estes autores, no entanto, frisam
que este método ¢ apenas para auxiliar na escolha de qual polinomio utilizar, ja que
uma pressuposicoes da ANOVA, a nao-correlacio entre os dados, nao ¢ atendida e,
além disso, os dados podem nao ter Distribuicao Normal.
ara a comparacao entre os modelos utilizou-se o Software
meiro modelo proposto (Modelo 1) foi o Polinomial Quadratico, ou seja, mq(a,y) =
aX? 4+ bY? + X +dY + e e o segundo modelo proposto (Modelo 2) foi o Polinomial
Linear. isto é: ma(r,y) = fX + gY + h. Os valores obtidos para cada modelo estao

exibidos nas Tabelas 4 e 5.

Tabela 4: Valores dos coeficientes do Polinomio Cuadratico e seus respectivos valores-

p.
Coeficientes  Estimado Erro-padraoc  Valor de T Valor-p

Intercepto 2325.00 307,5 7,559 4,9 x 10-12

X -21.56 0,901 -23,929 <2x10°'¢

Y -24,74 3,224 7.673 2,04 x 107

X? 0,00959 0.001963 4,886 1,63 x 107°

i -0,08537 0,008536 -10.0 <2x 10748

XY 0.04155 0004576 9,081 <2x 107

R? 0.9903
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Tabela 5: Valores dos coeficientes do Polindmio Linear e seus respectivos valores-p.

Coeficientes  Estimado  Erro-padrao Valor de T Valor-p

Intercepto  4714.648 34.07 138,38 <92 x 10~
X -12.561 0,077 -162,22 <2x10-16
Y -4,259 (0,179 -23,78 <2x 1016

I 0,9879

Constatou-se que todos os coeficientes do modelo linear e quadratico
foram signilicativos.
Procedeu-se 4 comparacao entre os modelos, cujo resultado se encontra

exibido na Tabela 6:

Tabela 6: Comparacao, atravées da ANOVA, dos Modelos 1 e 2.

Modelo GL Residuo  SQR  GL.  5Q F Valor-p
Maodelo 1 321 394914
Modelo 2 324 681615 -3 -286701 77,68 <2x10°'0

Obtém-se, da comparagao do Modelo 2 com o Modelo 1 um valor-
p = 0,05 que indica que o Modelo 1 (Polinomio Quadritico) é preferivel ao Modelo 2
(Polindmio Linear).

E de grande valia. para a tomada de decisio, observar as superficies
obtidas com o ajuste dos Polindmios, sobrepostas aos dados separados exibidos na
Figura 16.

Visualmente, a sensagio ¢ de que realmente o Modelo 1 se encaixa

melhor aos dados que o Modelo 2, como estéd exibido nas Figuras 21 e 22,



Figura 21 - !

N
A

Figura 22 - Modelo 2 sobreposto aos dados do Aquifero High Plains.

T

Embora ja tenha sido feita as observacoes a respeito da pressuposi-
coes para aplicagao da téenica de ANOVA, considerar-se-4 os R? como tendo ex-
pressividade, ou seja, como se fosse numa ANOVA onde as pressuposicoes fossem
atendidas. Dessa consideragao, obtém-se que o coeficiente de determinagao do Mo-
delo 1, R = 99,03, ou seja, explica 99.03% da variabilidade dos dados enquanto o
coeficiente de determinagio do Modelo 2, R2 = 98,79, ou seja, explica 98,79% da
variabilidade dos dados. Como a diferenca é muito pequena optou-se por fazer duas

Krigagens, uma para cada modelo.



6l

Considerando o Modelo 1, para o Polinomio: my(X.Y) = 2325 —
21,56 X — 24, T4Y + 0,04255XY + 0,00959X? — 0,08537Y? obteve-se o Mapa dos

valores na Figura 23:

Figura 23 - Ajuste por um Polinomio Quadritico, da Variavel WTable.

Através deste ajuste polinomial. obteve-se os Residuos. As estatisticas

descritivas dos mesmos estiao descritas na Tabela 7:

Tabela T: Estatisticas Descriticas dos Residuos considerando o Modelo 1.

Nimero de dados 327
Minimo -190.114
Maximo 93.0

1 Quartil -16,412

3¢ Quartil 19,16
Média 0,00

Mediana 5,165

Desvio-padrio 34,805
Coef. de Assimetria  -1.023
Curtose 3,351
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Obteve-se, posteriormente, o Histograma dos Residuos, exibido na Fi-

gura 24 considerando o Modelo 1, na Figura 23 e o Grifico Quantil-Quantil da

Figura 25.
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Figura 24 - Histograma dos Residuos obtidos quando se modela WTable por um

Polindémio Quadraitico
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Figura 25 - Grafico Quantil-Quantil Normal para os Residuos da Variavel WTable,

considerando o Modelo 1.
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Efetuou-se o teste de Shapiro-Wilks para o Histograma dos Residuos do

Modelo 1 e obteve-se W=0.9338 (p < 0,001), portanto estes Residuos nao possuem

normalidade. O grifico apresenta assimetria & direita como se pode observar na
Figura 23, com Coeficiente de Assimetria= —1, 023.

Encontrados e analisados os Residuos, obteve-se o semivariograma dos

mesmos e investigou-se a presenca de anisotropia. Constatou-se a presenca de ani-

sotropia zonal como se pode observar na Figura 26:
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Figura 26 - Semivariograma dos Residuos da Variavel WTable quando considerado
o Modelo 1, nas diregoes 07, 457, 90° e 135", A linha tracejada indica a

variancia de Z(x)

O modelo de semivariograma que foi ajustado foi o Exponencial com
Efeito Pepita 'y = 0, Sill ¢ = 2255, Alcance a = 48,99 milhas, com raio de
anisotropia B = 2 e angulo de anisotropia de 4,42° A investigacao foi realizada
com tolerancia angular de 22.5°. Com o semivariograma em maos, realizon-se a

Krigagem Ordinaria dos Residuos e obteve-se o Mapa da Figura 27 e o Mapa dos
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Desvios-padrao da Krigagem dos Residuos dado na Figura 28:

Figura 27 - Mapa da Krigagem Ordiniria dos Residuos considerando o Modelo 1.
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Figura 28 - Mapa dos Desvios-Padrao considerando o Modelo 1.

Através da expressao (61), se conclui que: Z(x) = R(x) + m(x). Por-
tanto, somando-se o Mapa da Krigagem do Residuos com o Mapa dos Valores dos

Dados Estimados através do Modelo 2, obtém-se a Krigagem Universal da Variavel
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WTable que se encontra na Figura 20:

Figura 29 - Mapa de Krigagem Universal, considerando o Modelo 1, para Varidvel
WTable.

Pode-se comparar a superficie obtida através do ajuste polinomial na
Figura 30 com a superficie gerada pela Krigagem Universal na Figura 31 e notar
que a metodologia da Krigagem Universal permitiu a percepcao de ondulagoes nos
valores que sio mais condizentes com a realidade fisica do que a Modelagem por

meio de Superficies de Tendéncia Polinomiais.
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Figura 30 - Superficie Estimada por Ajuste Polinomial por meio de num Polindmio

FEEEEE

i

a

Quadratico.

i

Figura 31 - Superficie Estimada por Krigagem Universal considerando o Modelo 1.

Considerando, agora, o Modelo 2, para o polinomio:

ma(X,Y) = 4714,65 — 4,26 — 12,56X obteve-se o Mapa dos valores na
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Figura 32:

SHAHUBHNANERAHERENIRY

Figura 32 - Ajuste considerando um Polinomio Linear, da Varidavel WTable.

Através deste ajuste polinomial, obteve-se os Residuos. As estatisticas

descritivas estao deseritas na Tabela 8:

Tabela 8: Estatisticas Descriticas dos Residuos considerando o Modelo 2.

Nimero de dados 327
Minimo -230.864
Miximo 08,992

19 Quartil -24,999
3¢ Quartil 31,068
Média 0,00
Mediana 9,535
Desvio-padrao 46,07

Coef. de Assimetria 0,948

Curtose 1,565
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Obteve-se, posteriormente, o Histograma dos Residuos, considerando

o Modelo 2, exibido na Figura 33 e o Grafico Quantil-Quantil dado na Figura 34 :

BD
]

Fragquanzin
&0
]

el |

M

T T
08 04

T T
02 oo

T ]
o2 (L

Figura 33 - Histograma dos Residuos obtidos quando se modela a Variavel WTable

por um Polindmio Linear.
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Figura 34 - Grifico Quantil-Quantil Normal para os Residuos da Varidvel WTable

considerando Modelo 2.
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Efetuou-se o teste de Shapiro-Wilks e obteve-se W=0.9804 (p < 0,001},
portanto os Residuos também nao possuem normalidade. No entanto, assim como a
variavel WTable, apresenta boa simetria (Coef. de Simetria—-0,168).

Encontrados os Residuos, obteve-se o semivariograma dos mesmos e
investigou-se a presenca de anisotropia. Constatou-se a presenca de anisotropia zonal

como se pode observar na Figura 35:

Figura 35 - Semivariograma dos Residuos da Varidvel WTable nas direcoes 09, 45°,

90° e 135°. A linha tracejada indica a variancia de Z(x)

) modelo de semivariograma que foi ajustado foi o Exponencial com
Efeito Pepita Cy = 0, Sill ¢ = 8546, Alcance ¢ = 141,6 milhas, com raio de
anisotropia f = 2 e angulo de anisotropia de 7.64°. A investigacao foi realizada com
tolerancia angular de 22,5°. Com o semivariograma em maos, realizou-se a Krigagem

Ordindria dos Residuos e obteve-se o Mapa da Figura 36:
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Figura 36 - Mapa da Krigagem Ordinaria dos Residuos. considerando o Modelo 2.

O Mapa dos Desvios-padrao da Krigagem dos Residuos se encontra

dado na Figura 37:

Figura 37 - Mapa dos Desvio-padrio, considerando o Modelo 2.

Através da expressao (61), se conclui que: Z{x) = R(x) + m(x). Por-

tanto, somando-se o Mapa da Krigagem do Residuos com o Mapa dos Valores dos
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Dados Estimados através do Polinomio de Primeiro Grau obtém-se a Krigagem Uni-

versal da Variavel WTable que se encontra na Figura 38:

Figura 38 - Mapa de Krigagem Universal para Varidavel WTable.

Pode-se comparar a superficie obtida através do ajuste polinomial dada
na Figura 39 com a superficie gerada pela Krigagem Universal exibida na Figura 40 e
notar gque a metodologia da Krigagem Universal permitiu a percepgao de ondulagoes
que sao mais condizentes com a realidade do que a modelagem por meio de Superficie

de Tendéncias Polinomiais.



Figura 39 - Superficie Estimada por Ajuste Polinomial.

Figura 40 - Superficie Estimada por Krigagem Universal.

7l
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Ha poucas diferencas entre a Figura 31, que é o Mapa da Krigagem

Universal quando se considera o “drift” como sendo um Polinomio Quadritico e a
Figura 40, que é o Mapa da Krigagem Universal quando se considera o “drift” como
sendo um Polinomio Linear, cabendo ao pesquisador da drea avaliar qual a melhor

modelagem.

6.3.2 Dados do Aquifero Wolfcamp

Jé o seguinte conjunto de dados possui o Mapa de amostragens exibidos

na Figura 41:

R A Ny y
-* . f‘
. *,
18- - - o
4 4 * %
. .
* . b
00 L
E ]
.
- L 3 -
. - s *s - .
-
- - . '} B
o e an” i
L ot o~ ¢
T _ & * L
' & PR i ; -
=105 =50 [ = -

Figura 41 - Localizacgio espacial dos 85 amostras do Aquifero Wolfeamp.

As estatisticas descritivas da Varidavel Nivel Piezométrico, obtidas atra-

vés do Software R 3.1.1, sdo as apresentadas na Tabela 9:



Tabela 9: Estatisticas Descriticas da Varidvel Nivel Piezométrico

Nimero de dados 85
Minimo 102400
Miximo 357100

1° Quartil 1548.00
3% Quartil 2540,00
Média 2002,28
Mediana 1797.00

Desvio-padrao 611.34
Coef. de Assimetria  (0.493

Curtose -0.527

() Histograma da Variavel Nivel Piezométrico esta dado na Figura 42:
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Figura 42 - Histograma da do Nivel Piezométrico do Aquifero Wolfeamp.

E o Grifico Quantil-Quantil para Distribuicio Normal na Figura 43:
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Figura 43 - Grifico Quantil-Quantil para Distribuicao Normal.

Obviamente os dados nao apresentam normalidade. Realizado um teste
de Shapiro-Wilks obtve-se: W=0.947 (p=0,001586). Estes dados também nao tem
boa simetria, tendo sido obtido o coeficiente de assimetria=—0,493

Obteve-se uma visualizacao da distribuicio dos valores da Variavel
Nivel Piezométrico, com relagao 4 sua localizacio geogrifica, através do Software
Surfer 8 dada na Figura 44 a fim de se visualizar a presenca ou nao de caracteristicas

que indiguem tendéncia nos dados.
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Figura 44 - Distribuicao dos Valores da varidvel Nivel Piezométrico por sua localiza-

cao geografica
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Pode-se observar que ha um aumento dos valores seguindo uma direcao

que vai da diagonal superior direta até a diagonal inferior esquerda. Isto é um indicio
de tendéncia nos dados.

() semivariograma obtido dos pontos, para as direcoes 0°, 45°, 90°

¢ 135" com tolerancia angular de 225" siao exibidos nas Figuras 45, 46, 47 e 48,

respectivamente,

Colmm . Yl
Direcion: 00 Tolersoe 28

Figura 45 - Semivariograma na direcao (0" para variavel Nivel Piezométrico.

Cokann T Fibal
Dirmoion 350 Toewnoe 28

Figura 46 - Semivariograma na direcao 45° para variavel Nivel Piezométrico.
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Figura 47 - Semivariograma na direcao 90° para variavel Nivel Piezométrico.

Cokmm G Mkl
Descicer 1350 Tolrsnos 2128

Figura 48 - Semivariograma na direcao 135" para varidvel Nivel Piezométrico.

Como os semivariogramas apresentaram tendéncia, com excecao do
semivariograma na direcao de 135, embora ele se estabilize muito abaixo da variancia
dos dados, dada pela linha tracejada, é necessario se aplicar o método da Krigagem
Universal por meio da Krigagem dos Residuos pelo método direto. Para isso, deve-se

ajustar os dados a uma superficie. Utilizou-se o Software R 3.1.1 para se escolher a
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melhor superficie de ajuste.

O primeiro modelo proposto (Modelo 1) foi o Polinomial Cibico, on
seja, my(z.y) = aX?+ Y2 + XY +dY2X +eX + fY + g e o segundo modelo
proposto (Modelo 2) foi o Polinomial Quadritico, isto & ma(z.y) = hX? +iY? +
JX + kY + 1 e ainda o (Modelo 3). o Polinomial Linear: mg(x,y) = mX + nY + o

Os valores obtidos para cada modelo estao nas Tabelas 10 e 11 e 12.

Tabela 10: Valores dos coeficientes do Polindmio Ciibico e seus respectivos valores-p.

Coeficientes  Estimado  Erro-padrao  Valor de T Valor-p
Intercepto 2522,00 53.38 47,250 <92 x 10718
X -7.423 0,876 8470 < 1,15 x 1012
¥ -4.651 1.150 -4,042 1.23 x 1071
X 0,0001318  0,00008451 1,559 0,122994
YAX 00001045 0,0000496 2,108 00382378
) & -0,000003294  0,00007804 -0,042 (.966441
o -0.00006949  0,00003456 -2,011 (0,047832
R? 0,9135

Tabela 11: Valores dos coeficientes do Polindmio QQuadritico e seus respectivos

valores-p.

Coeficientes  Estimado  Erro-padrao Valor de T Valor-p

Intercepto  2481,00 68,11 35,428 <2x 107
X -8.374 0,552 -15.156 <2 x 10799
Y -2.039 1,764 -1.156 (0.251099
X3 (0.001437 (L.004988 0,288 0. 773980
y? 002467 0,009299 2,653 0,009651
XY 00268  0,007412 3,616 0,000525

i 0,913
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Tabela 12: Valores dos coeficientes do Polindmio Linear e seus respectivos valores-p.

Coeficientes  Estimado  Erro-padrao Valor de T Valor-p

Intercepto  2591.375 38,9697 66,50 <2x 1071
X -6,7514 0,3439 -19,63 <O 1018
s -5,9870 0,4067 1472 <2x10°%

R? 0,8920

Procedeu-se & comparaciao entre os modelos,cujo resultado se encontra

exibido na Tabela 135:

Tabela 13: Comparacao, através da ANOVA, dos Modelos 1.2 e 3.

Modelo  GL Residuo  SQR  GL. S0 F Valor-p
Modelo 1 78 2714133

Modelo 2 L 2720843 -1 -15709 04515 0,5036248
Modelo 3 82 3390164 -3 -660322 6,3255 00006767

Obtém-se, da comparacao do Modelo 2 com o Modelo 1 um valor-
p = 0,05 que indica que o Modelo 2 (Polinomio Quadratico) é preferivel ao Modelo 1
{Polindmio Cibico).Ja da comparagao do Modelo 3(Polinomio Linear) com o Mo-
delo 2(Polinomial Linear) obtém-se um valor-p < 0,05 o que mostra que o modelo 2
¢ preferivel ao Modelo 3.

E de grande valia, para a tomada de decisdo, observar as superficies
obtidas com o ajuste dos polindmios, sobrepostas aos dados separados exibido na

Figura 44.
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Figura 50 - Modelo 2 sobreposto aos dados do Aquifero Wolfcamp.
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Figura 51 - Modelo 3 sobreposto aos dados do Aquifero Wolfeamp.

Através dos resultados obtidos pela ANOVA e da observagao dos Mapas
sobrepostos, optou-se por modelar os dados do Nivel Piezométrico por um Polinomio

Quadratico, dado pelo Modelo 2 cuja equacao é:

ma(X,Y) = 2481 — 8,374X — 0,02467Y? 4 0, 0268 X Y.

Figura 52 - Nivel Piezométrico ajustado pelo Modelo 2.
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Feito isto, obteve-se os Residuos que apresentam o seguinte Histograma
dado pela Figura 53 e o Grifico Quantil-Ciuantil para Distribuigao Normal dada pela

Figura 54:
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Figura 53 - Histograma dos Residuos Obtidos Quando se Modela o Nivel Piezomé-

trico por Um Polinomio Quadratico.

400
1

Quantis Amostrals
200
i

-200
i

Figura 54 - Grafico Quantil-Quantil para Distribuicio Normal para os Residuos.
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As estatisticas descritivas destes Residuos encontram-se na Tabela 14:

Tabela 14: Estatisticas Descriticas dos Residuos Obtidos quando se Modela a Varia-

vel Nivel Piezométrico Por Um Polinomio de Segundo Grau.

Numero de dados 85
Minimo -107.5317
Maximo (47,9659

1° Quartil -138,2426
3" Quartil 1291848
Média 0,021
Mediana -D,7565
Desvio-padrao 180,27

Coef. de Assimetria 0.3457

Curtose 00,7439

Observa-se que os Residuos nao apresentam boa simetria (Coef. de
Assimetria= 0,3457) e nao apresentam normalidade como pode-se observar na
Figura 54 e através do teste de normalidade de Shapiro-Wilks que resultou em
W = 0, 9815 com valor-p = 0, 2636).

Para realizar a Krigagem dos Residuos, estudou-se o semivariograma
nas diregoes 07,45, 90° e 135° Observou-se que os semivariogramas apresentam

isotropia, como pode ser observado na Figura 55:
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Figura 55 - Semivariograma dos Residuos. As cores correspondem aos angulos assim

como na Figura 26.

Considerando-se este ultimo resultado, ajustou-se ao semivariograma
considerando-o ominidirecional, ou seja, com o mesmo valor em todas as diregoes.
Utilizando-se 0 método do ajuste a sentimento obteve-se o Modelo Exponencial com

Efeito Pepita Cy = 5000, Patamar ' = 25000 ¢ Alcance a = 11 milhas.

I}
"I'{h} — 5000 4+ 25000 (l P (l_;f))

Feito isto, procedeu-se a Krigagem dos Residuos. Com isto obteve-se o

seguinte Mapa dado pela Figura 56 e o Mapa dos Desvios-Padrao dados na Figura 57:
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Figura 56 - Krigagem dos Residuos obtidos.
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Figura 57 - Mapa dos Desvios-Padrao da Krigagem dos Residuos.

Através da expressao (61), se conclui que: Z(x) = R(x) + m(x). Por-
tanto, somando-se o Mapa da Krigagem do Residuos com o Mapa dos Valores dos
Dados Estimados através do Polinomio de Segundo Gran obtém-se a Krigagem Uni-
versal da Variivel Nivel Piezométrico que se encontra na Figura 58. Um Mapa da
Superficie da Variavel Nivel Piezométrico obtido através da Krigagem Universal é

apresentado na Figura 59:



Figura 58 - Mapa da Krigagem Universal da Varidvel Nivel Piezométrico.

Figura 59 - Mapa de Superficie da Varidvel Nivel Piezométrico obtido através da

IKrigagem Universal.
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7 CONCLUSOES

A Geoestatistica, embora tenha encontrado hoje muitas aplicacoes nos
mais variados campos que exigem a estimativa de valores em pontos nao amostra-
dos, logo no inicio foi alvo de muitas criticas, como as que foram feitas no artigo:
“Matheronian Geostatistics:Quo Vadis¥” por PHILIP & WATS0ON (1986G) em que
Arios pressupostos basicos da teoria elaborada por Matheron foram postos a prova.
No entanto, estas criticas receberam respostas de diversos autores como, por exem-
plo, SRIVASTAVA (1986), no artigo “Philip and Watson: Quo Vadunt?” e também
de JOURNEL (1986) em: “Geoestatistics: Models and Tools for the Earth Scients”.

() artigo de Srivastava aborda mais questoes epistemologicas enquanto o de Journel

Malgrado estas criticas, a metodologia de Matheron prosperou e con-
tinuou sendo cada vez mais estudada e aperfeicoada pois o que prevalecen foi a sua
aplicabilidade. Apesar disso, a metodologia Geoestatistica nao ¢ um ramo da Esta-
tistica Aplicada perfeitamente resolvida em todos os seus detalhes, restando ainda
muito por fazer. O que foi apresentado neste texto é um exemplo disto.

() enfo jile PIoposio por M
tendéncia fosse constatada levava em consideracio o pressuposto de se conhecer o
semivariograma dos Residuos do problema a ser modelado. Utilizando a Krigagem
Universal como estimador, pretende-se calcular, simultaneamente, num ponto xg
os valores devidos i nao estacionariedade (em geral coeficientes do polinomio que
constituem a tendéncia) e os pesos que serao atribuidos aos pontos amostrais que
estimarao xg. Mas isto leva A seguinte questao: se ndo houve ainda um ajuste atra-
vés de num modelo, como conhecer os Residuos e, mais ainda, o Semivariograma dos
mesmos? O problema é que a fungao que estima a tendéncia tem que ser conhecida
a priori o que nem sempre ¢ possivel. Para contornar estes problemas foram sugeri-
das algnmas técnicas como a Krigagem dos Residuos, apresentada neste trabalho, a

técnica das Covariancias Generalizadas e as Funcoes Aleatérias de Ordem-K, que é
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uma generalizagao da hipotese intrinseca aonde a ideia é a mesma utilizada nas séries
temporais em que sao construidos acréscimos de ordem sucessivamente crescente até
que para certa ordem os mesmos sejam estaciondrios{ PEREIRA, 1983). Além disso o
conceito de estacionariedade ¢ um conceito controverso. Este assunto ¢ amplamente
explorado em (MYERS. 1989).

Pretendeu-se, através deste trabalho de cariater metodologico, mostrar
a técnica da Krigagem Universal ciente de que, quando na presenca de tendéncia
regionalizada dos dados, o modelo a ser encontrado, como regra geral, ¢ bastante
dependente da escolha pessoal do modelo de tendéncia. Em ontras palavras, como
o método nao é do tipo “caixa-preta”, o usuario deve ter uma familiaridade com os

dados sob tratamento e, dai, a necessidade de wina andlise preliminar dos mesmos.
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ANEXO 2
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