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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um método de discretização para determi­

nar soluções aproximadas para problemas de otimização linear e linear­quadrático

com tempo contínuo no qual a matriz associada com a integral nas restrições é

constante e todas as funções são de variação limitada. À sequência de soluções

aproximadas obtidas pela discretização converge quase sempre para a solução

ótima do problema com tempo contínuo que é uma função de variação limitada.

O método é ilustrado através de exemplos númericos. No caso linear a

solução analítica é obtida com ajuda da solução numérica aproximada.

Palavras­chave: otimização com tempo contínuo, discretização, programação

linear, programação linear­quadrática.
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A bstract

In this work, we present a discretization method to determine an ap­

proximate solution for linear and linear quadratic continuous­time optimization

problems, in which the matrix associated with the integral in the constraints

is constant and all functions are of bounded variation. The sequence of appro­

ximate solutions obtained by the discretization converges almost everywhere to

the optimal solution of the continuous­time problem that is a bounded variation

function.

The method is ilustrated by numerical examples. In the purely linear

case an anlytical solution is obtained with the help of the numerical approximate
solution.

Keywords: continuous­time optimization, discretization, linear programming,

linear quadratic programming.
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Introdução

À classe de problemas estuda aparece em problemas práticos reais do

tipo: problemas econômicos, tais como ivestimento e planejamento; controle

ótimo, como enchimento de um reservatório d'agua, aquecimento de um quar­

to; problemas de rede [3] e [7]; também em problemas de engenharia [21].
Estes problemas práticos reais podem ser modelados matematicamente

por problemas de otimização linear (ou não linear) com tempo contínuo.

De modo geral estes problemas são formulados do seguinte modo:
T

Minimizar f f(t, x(t)) dt
o

Sujeito a g9(1, 1(t)) <

r(t) >

Esta classe de problema considerada foi introduzido em 1954 por R. Bell­

mann [2] em conexão com problemas de planejamento de produção integrada com
estoque quando a linha de produção apresenta gargalo. O tipo de problema de

otimização considerado é agora conhecido como problema de programação linear

(ou não­linear) com tempo contínuo.

Bellmann, estabeleceu resultados de dualidade fraca. E Tyndall [22] e

Levison [11] formulou um teorema de dualidade forte. À partir de então estes

resultados foram estendidos por outros autores, por exemplo, Levine e Pomerol

[12], Grinold [9].
Problemas de programação linear contínuo separáveis são tratados por

1
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Introdução

Pullan [19], no qual um método de discretização melhorado é proposto e uma

teoria de dualidade é obtida. Detalhes desta teoria para problemas separáveis é

apresentado na dissertação de mestrado por Pires [18]. Estudos teóricos quanto a
condição de otimalidade e dualidade para problemas de programação não­linear

com tempo contínuo foram realizados por Pereira [17] e Galetti [8]. No primeiro
trabalho foi realizado um estudo sobre problemas não suaves; no segundo, sobre

problemas suaves. Entretanto, nenhum estudo computacional foi realizado para

estes problemas.

Para classe de problemas considerada vamos apresentar o método de dis­

cretização para determinar uma solução aproximada. O caso em que a função

Sf(t, r(t)) é uma função linear é tratado por R. Buie e J. Abrham [4]. Quando
a função f(t,r(t)) é uma função não­linear apresentaremos o método de dis­
cretização para problemas gerais de otimização não­lineares com tempo contínuo.

A discussão dos resultados de convergência e testes computacionais será particu­

larizada para o caso linear­quadrático. Acreditamos que a aplicação do método

aqui proposto para os problemas lineares­quadráticos é nova, segundo o conheci­

mento do autor.

O método consiste em tomarmos uma sequência de partições equidis­

tantes do intervalo [0,7] e em cada subintervalo desta aplicamos a regra do
trapézio na função objetivo e nas restrições do problema original. Obtendo deste

modo um problema de programação linear (ou não­linear ) que é uma aproxi­
mação do problema original. Daí mostramos que as soluções dos problemas dis­

cretizados formam uma sequência que possui subsequência convergente à solução

do problema com tempo contínuo.

A dissertação está organizada da seguinte forma. No capítulo 1,

apresentamos conceitos e resultados básicos necessários ao desenvolvimento dos

próximos capítulos. No capítulo 2, o método de discretização para problemas

lineares com tempo contínuo é discutido; também alguns exemplos são apre­

sentados. No capítulo 3, discutimos o método de discretização para problemas
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Introdução

gerais não­lineares com tempo contínuo; depois, particularizaremos para linear­

quadrático para a discusão dos resultados de convergência e testes computa­

cionais. Finalmente no capítulo 4, fazemos uma discussão dos resultados obtidos

para os pro­blemas linear e linear­quadrático.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo iremos apresentar algumas definições e resultados básicos,

que serão necessários para o desenvolvimento dos próximos cápitulos e para o

entendimento do trabalho.

1.1. Funções de Variação Limitada

O material aqui citado, pode ser encontrado, em grande parte em, [13] e

[14].
Quando trabalharmos com vetores e matrizes usaremos as seguintes definições.

Se x = (x1,12,:**, TN)! E IRY usaremos a norma || ­ ||1, isto é,
N

lel=>"|x|
i=1

e se À = (a;;) é uma matriz M x N então
M N

| Al=>">"Jayl]
i=1 j=1

Seja f uma função definida no intervalo [a, bl. O número dado por
n

Vla,b,fj= sup DIDENACADAN ACARI
a=r9<:<rn=b il
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1.1 Funções de Variação Limitada

(finito ou infinito) é chamado de variação da função f no intervalo [a,b]. À

função f é de variação limitada (BV) no intervalo [a;b], se V[a,b, f] < co.
Se A(t) = (a;;(t)) é uma matriz de funções definida no intervalo [a, bl,

então, a variação de A(t) é definida por,
m

Via, b, A(t)] = sup || A(t;) — A(tiz1) || (1.1.2)
a=to <­­<tn=b i=1

sendo o supremo tomado sobre todas as partições possíveis do intervalo [a, bl.
Diremos que A(t) é uma matriz de funções de variação limitada (BV) em [a, db],

se Va,b, A(t)] < oco.
Segue da definção (1.1.1) que a mudança de variável através de uma

função contínua e estritamente crescente

r=Ô0(t), a<t<fB,

não altera o valor da variação

Vila, b, f] = Via,8, f o q).

Temos uma bijeção entre o conjunto das partições a = tp < «« <t, =DBeo

conjunto das partições a = ro <:­+ < rr, = b definido por x; = &(t;). Portanto o
supremo das somas

>| f(x) fé) | e 3º f(60)) > f(é(tn1))|
i=1 i=]1

são iguais. A função f no intervalo [a,b] é uma função de variação limitada se, e

somente se, a função f oé no intervalo [a, 6] for uma função de variação limitada.

Uma função monótona no intervalo [a,b] é uma função de variação limi­

tada em [a, b] e neste caso a soma

sup

Vla,b, f] =| f(b) — f(a) |.

5
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1.1 Funções de Variação Limitada

Se f tem derivadas contínuas, ou mais geral, se f satisfaz a condição de

Lipschitz no intervalo [a, bl, isto é, existe uma constante M tal que

então, f/ é uma função de variação limitada no intervalo [a, bl. E neste caso

>> fa) = fla) IS IM | isa le Mb)
i=1 i=1

ou seja

Vla,b, f]= M(b—a).

Tem­se os resultados:

Teorema 1.1.1 Uma função de variação limitada no intervalo [a, b) é uma função
limitada no intevalo [a, bl.

Teorema 1.1.2 Se f é uma função de varição limitada no intervalo [a,b| e

contínua a diretia (ou a esquerda) em xo, então a variação

x — Vla,x, f]

é uma função contínua a direita (ou a esquerda) em xo.

Teorema 1.1.3 Se f(x) = lim fn(x) no intervalo [a,b], então

Vla,b, f] < lim inf Va, b, fal.

Corolário 1.1.1 O limite de uma sequência de funções convergentes de variação

uniformemente limitada é uma função de variação limitada.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Helly) Seja (fn) uma seqiúência de funções li­

mitadas no ponto a, (| fn(a) | E M, Vn), e de variação uniformemente limitada

no intervalo [a,b], (Vla,b, fo) < M, Vn). Então, existe uma subseqiência de
funções que converge em [a, b) para uma função de variação limitada.

6
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1.2 Regra do Trapézio

Vamos enunciar o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

será de grande importância para a demonstração dos resultados apresentados nos

capítulos seguintes.

Teorema 1.1.5 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja

(fn) uma sequência de funções mensuráveis em E tal que

f(x) = lim fa(z)
n—­0o

existe para todo x € E. Se |fn(x)| < 9(x) em E, n=1,2,­­­. Então

lim / fi fldu=0
n—0o

E

lim [ frdu=[ fadu.
E E

1.2 Regra do Trapézio

Nesta seção iremos fazer uma breve abordagem da aproximação trapeizo­

dal (ou primeira fórmula de Newton­Cotes). O material aqui apresentado pode

ser encontrado em [5].

A aproximação trapeizodal é baseada na aproximação de uma função
f(x) no intervalo [a, b] por uma reta.

Figura 1.2.1
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1.2 Regra do Trapézio

Queremos calcular

b

f se) dr
e para isto iremos usar a regra do trapézio que usa somas do tipo

Dr a:f(z)
para aproximar (1.2.3).

A regra do trapézio é baseado na interpolação polinomial. Primeiro se­

lecionamos um conjunto de pontos distintos equidistantes fxo,X1,:**,Tn) no in­
tervalo [a, bl. Se P, é o polinômio de interpolação de Lagrange, temos

P.= >> fa)LO),
integrando P, e seu erro de trucamento em [a, b] obtemos,

DJ!

sendo g(x) E [a,b] para todo x e

b

a;= Li) da, para i=0,1,:­.,n.
Temos assim a fórmula de quadratura

b
n

/ fa) dx = 2, aif(x;),
no caso de conhecermos a função f o erro da aproximação é dado por:

8
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1.2 Regra do Trapézio

1 b n

EM) = Toi) De 9/9 EO) de.
b

Para obtermos a regra do Trapézio para aproximar f f(r)dr, seja xo = a,
a

1, =b,h =b— a e usando o polinômio linear de Lagrange

(x — To)
(x1 = o) f(x1).

2 /FEM) ­ so)(a — a1)do.
Como (x — xo)(x — 11) não muda de sinal em [ro, 71], podemos aplicar o Teorema
do Valor Médio para integrais no termo do erro, obtendo,

FS T1

[EEE=) ade = FE [8 ­ so)(a ­ md
TO

T1(1 + o)+ Lo) 2 + ox,Xr
TO

9
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1.2 Regra do Trapézio

Fazendo h = x, — xo, obtemos

A [f(£o) — fa] = 255"). (1.2.6)

Ássim para n partições equidistantes do intervalo [a, b] temos a seguinte expressão,

b

f fa) dz =
a

h
2

n—l

fla) +2X fla) + SO) (1.2.7)
j=1l

com, h = (b­ a)/nex;=a+jh, j=0,1,"",n.
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Capítulo 2

Problema Linear com Tempo

Contínuo

Neste capítulo, apresentamos uma aproximação para problemas de otimi­

zação lineares com tempo contínuo. Esta aproximação consiste em tomarmos uma

seqiiência de partições equidistantes no intervalo [0, T] e em cada subintervalo da

partição aplicarmos a regra do trapézio na função objetivo e nas restrições do

problema de otimização linear com tempo contínuo. Obtendo deste modo um

problema de programação linear que é uma aproximação do problema original.

2.1. Construção da Aproximação Linear

Apresentamos nesta seção uma aproximação para problemas de otimização

lineares com tempo contínuo, a qual é apresentada em [4].

Consideremos o seguinte problema (P) de otimização linear com tempo
contínuo.

Minimizar

Sujeito a



2.1 Construção da Aproximação Linear

sendo, B(t) e K(t,s) matrizes M x N, a(t) um vetor de dimensão N, c(t) vetor

de dimensão M e r(t) um vetor de dimensão N a ser determinado.
Para o problema (P) temos o seguinte problema dual (D) associado,

Maximizar

(D) Sujeito a

Para construirmos a aproximação linear para o nosso problema de otimiza­

ção linear com tempo contínuo (P), reescrevendo a restrição do nosso problema

(P) na forma,

B(t)x(t) — / K(t, s)x(s) ds < c(t).
o

Usando a aproximação trapeizodal dada pela expressão (1.2.7) vamos construir

uma malha de pontos 07, tal que na n­ésima partição teremos que t? = iT/ln,
1=0,1,­­­,ln, sendo l, o número de subintervalos de on.

Aplicando a aproximação trapeizodal apenas no ponto tô = O, nas res­
trições obtemos,

B(to)x(t6

que implica em

B(88)=(18) — K (8,8)2(68) < c(19).

Para /, = 1, uma partição, O = ti < t) = T, temos:
1) Função objetivo:

dt = > a'(ti)e(t5) + a'(t)e(t)).

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



2.1 Construção da Aproximação Linear

2) Restrição:

B(t)a(t1)— / K(8,s)z(s) ds < c(t);
o

que implica em

) = SA [R(8, 18)2(88) + K(8, f)a(8)] < c(d).

Para l7 = 2, duas partições, O = tá <ti <t$ =T, temos:

1) Função objetivo:

/ a'(t)x(t)dt a'(Dx(t)dt + Í a'(t)x(t)dt

— [2 (t6)e(t6) + 20 (11) (82) + a'(3)(12)].
2) Restrição:

que implica em

B()(68)— PB [K(8,18)2 (18) + 2K(8,a(6) + K(6,6)2(8)] < c(8).

Usando a indução matemática podemos concluir que para lh, = n, nº partições,

O=t<t­ <t  <t=T,temos:
1) Função objetivo:

/ a'(t)x(t)dt
o

ln—1r(to)+22 0 (tt?)Dae) + et).
13
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2.1 Construção da Aproximação Linear

2) Restrição:

tr,

BG )E(E) = / KG, s)E(s) ds < c(7);
o

que implica em

hBORIA(R) — E KR, 08) +2

lhn—1

2 2 K( 17)a(8)+ K(H,, 17.)e(17) | < c(6).

Usando o fato que ty = 0 e tf. = T podemos escrever função objetivo do problema
(P) na forma,

sendo h, = T/ln.

E as restições na forma,

B(0)1(0) — 3K(0,0)2(0) < c(0);

n [38 (8, 0)2(0) + TK(88, t92(88)] < c();
n nm n 1 n4yn n nn [7X (12, 0)H(0) + K(13,17)e(t7)+ —K(t2,t2)x(82)| < c(t2);

1 h—1

1
n n n n2 Ertee:<o)

14
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2.1 Construção da Aproximação Linear

Escrevendo na forma matricial e multiplicando a primeira e última linha por

obtemos

3B3 0 O
O Br O
0 o BZ

Minimizar

(Pr) Sujeito a

a
e

o
e
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2.2 Resultados Teóricos

E denotaremos,

(1)
T +Tn, para tt <t<t,,i=0,1,­­­,l,­1
n

tn(t) = (Tnit1 —= Tni)

Procedendo de modo análogo temos a aproximação para o problema dual (D)
dada por:

Maximize

(Dr) Sujeito a

2.2 Resultados Teóricos

Comecemos com a introdução das hipótese básicas sobre as funções en­

volvidas no problema de otimização linear com o tempo contínuo. Supomos que:

I­ As matrizes a(t), c(t), B(t) são de variação limitada (BV) e K é uma matriz
constante;

II ­ Para todo inteiro positivo n, existe uma solução viável para os problema P,

e Dr;

III ­ Existe um interiro positivo n,1 tal que, para todo n > nº tem­se,

a) 17 € K(Gn, cn) sendo x, solução ótima para Pp;

b) w, E J(G',, an) sendo w,, solução ótima para Da.n

J(GL, an) = fuwns GNL wn > dn, Wn > 0);

16
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2.2 Resultados Teóricos

xn E K(Gn,cn) = envoltória convexa dos pontos extremos de K(Gn, Cn),

wn E J(G/, an) = envoltória convexa os pontos extremos de J(G!,, an).

Lema 2.2.1 Seja À uma matriz constante. Então existe um número p > Q tal

que para quaisquer vetores d, d* as seguintes implicações se verificam:

i) cr E K(A,d) || x || <pllal,
ii) Y E J(Ad) || Y || <p || de].

Demonstração:

Encontra­se em [9].

Lema 2.2.2 Eriste um número positivo R tal que,

a) || Tnx || < R para todo n,k (0 <k >.) e VIO,T, rn (t)] < R para todo n.
b) || wnse || < R para todo n, k (0 <k>1,) e VIO,T, wn(t)] < R para todo n.

Demonstração:

a) Defina,

u= sup || c(t)1,
0<t<T

u

Para um n arbitrário dado, temos que rr (tf) = xno > O e Brn(to) < cn(to) <p.

Pelo Lema 2.2.1 temos que || rno || < p || & ||.

Dada uma matriz K, seja 9 > O tal que || Kx ||< 6 || x || para todo x € E”.
Afirmamos que: para 0 < k </,

ll xa <p || A || (1+ Atºop)*. (2.2.1)

De fato, para k = O, temos

| xo || < pI âl,
17
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2.2 Resultados Teóricos

que é verdadeiro pelo lema 2.2.1.

Suponhamos que a desigualdade (2.2.1) se verifica para todo v, O0O<v<
k < lh. Como rrn(t8,,) >Oe

k

Br, (tE+1) S Cn (tE11) + At” > Krxn (ty)
v=0

k

u+ AS Ko (t]).
v=0

k

Nen(tE) || < pç A +A oO | Kan(tZ) || )
v=0

k

pia +AtroD | ano) ||)
v=0

k

pf IAN +AroD ol al (1+ Ato”)
v=0

k

pi A +Atop | | 20 + Atop)")
v=0

k

pI | (14 Ato) DO(A + Atrop)”
v=0

p ||| (1+Atop)t.

Isto é obtido usando indução sobre £&.

Fazendo At” = T/l, e usando o fato que 9p > O e segue que
k n(1 + o < (1+ o) |ln lh

para O < k < l,.

Portanto para 0 < k < lh,

—)zw ll£p Ia (1+2
n

n n

Sendo a seqiência < [14 Z% crescente e lim [1+ Z&) =eT%, [10].ln n+oo In

Portanto, para n = 1,2,::, O0<k<I,

­
Topx*t

­Ieull<olal(1+22) <plále<m,h

18
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2.2 Resultados Teóricos

sendo R, o limite superior, R;, não depende de n e h.

Consideremos agora a seguinte relação

T Tr1[6 : 1) = ar É : ) Tnk = Cnk + (32% +HEIny ++ Pnk1) (2.2.2)
Reescrevendo (2.2.2) para k = i — 1 e k =, temos

T Tf1[ 21: D)> a, É : 0) Jan, = ni: + (58% TI +est+ Tre) (2.2.3)
n n

T Tf1

n n

Subtraindo (2.2.3) de (2.2.4), temos

T
= Oni — Oni + | Lni1)lh

Daí obtemos,

T(B*:N)— az É : o)| (an: —2 = CnioCnii + (EK : o) (ans)

­ (57 Bro: o) Tni1 — (225)
Podemos reescrever (2.2.5) como,

T

A?7abs(Xni — Xni­1) = Cni — Cnjiz1 + 2 EK : O) (xni­1) — (B? — Bi 1: O)xXnji­n.

Sendo a matriz A? obtida de [(B7? : 1) — (K : O)|.
Fazendo 9 =|| K || e pelo Lema 2.2.1, temos

TO

| Eni = Enio) VS Pp (lena — Cnáoa || + ll tnãoa || + || BP? Ba | enisa 1):
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2.2 Resultados Teóricos

Fazendo a soma em 1, temos:

O)ln hn

DIlltastnina | < ol enio 2 || Enzo ||i=1l 1=1

In

+pR,YX” | B7 = Bi. 1 ll,
i=l

Portanto,

Vo, T, xn(t)] < pV[0,T, c(t)])+ || à || e7º + pR, V[O0,T, B(t)) = Ra

Tomando R = max( R1, Ro) provamos a parte a) do lema.

b) É provado de modo análogo ao item a).

Teorema 2.2.1 Sejam (rn(t)) e (wr(t)) sequências de funções geradas a partir

das soluções ótimas xr, e wr, de Pr, e Dn, respectivamente. Então existem sub­

sequências (tn,(t)) de (rr (t)) e (wn,(t)) de (wrn(t)) que converge quase sempre em

[0,T] para funções de variação limitada X(t) e wW(t) respectivamente. Além disso,
T T

a) lim an (8) de = f a'(0)E(9) de;nN;A+oo

d) Jim, [(B'(8):D'n;(8)ni; +oo

Demonstração:
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2.2 Resultados Teóricos

Pelo Lema 2.2.2 temos que as funções rr (t) e wn(t) são uniformemente

limitadas em [0,7] e as variações totais também são limitadas em [0,T]. Usando
o Teorema de Helly (Teorema 1.1.4) segue a afirmação do teorema.

a) Como txn;(t) — Z(t) quase sempre em [0,T] e X(t) é uma função de variação
limitada, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue segue que

T T

lim [ar ()dt = / a'(1)E(t) dt.n;+oo
o o

b) Análogo ao itém a).

c) Temos que rn;(t) — Z(t) quase sempre [0, T] e X(t) é uma função de variação
limitada. Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue segue que,

t

lim |(B(): Den(t)= (K:O)/ Tn(s) ds| = (B() : DEM) — (K: o) F(s) ds.n;Ã+oo
o

d) Análogo ao item c).

Teorema 2.2.2 Seja on, o refinamento de 07,, para cada n; e sejam (xn,(t)) e
(wn,(t)) subsequências obtidas a partir das soluções ótimas xn(t) e wn(t) respec­
tivamente. E sejam

T(t) = lim x4(t) quase sempre, W(t) = lim wr(t) quase sempre.
k—oo k—oo

a) T(t) é uma solução viável para o primal;

b) vt) é uma solução viável para o dual.

Demonstração:

Encontra­se em [4] página 112.
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2.2 Resultados Teóricos

Teorema 2.2.3 Sejam (r&e(t)), (wÊa(t)) subsequências que convergem quase sem­

pre em [0,T], obtidas a partir das soluções ótimas xn, wn de Pn e Dn, respecti­
vamente (k = n;). Então

a'(t)X(t) dt, quando k — co.

CLUWkE — f co) dt, quando k — co.
o

c'(t)W(t) dt, (otimalidade).

Demonstração:

a) Para esta demonstração vamos introduzir a notação,

1

Tro = 24(0), en, = =X(T) e =), i=1,2,­"­h—1;
Ex = (Ei): (2.2.6)

z Et)tEn) = (Ein = Ex) T + Tx, para tê <t <th i=0,1,4k­L;
(notemos que lim Z4(t) = Z(t) quase sempre).

k—oo

1

LTkO = 27(0), xt, = 27(7) e Tkxi = (tb), i = 1,2, ++ — 1;
Th = (xo: Dk DU TR)

t—tTr (t) = (Tr it1 as. ] i) + Tkxi, Para té <t< ti =0,1,­..,l,—1
k

“iam,) com an=a(0)an,=a(T) e

22
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2.2 Resultados Teóricos

ani =a(t7) para

Vamos aplicar a aproximação trapeizodal em

e usando a notação definida em (2.2.6) vemos que

T
T

1 ­ =" DN/º (0)Z(t) = im A aLÃã
Mostremos agora que

aEm lg áG aajso
Temos que,

T

17x (Ex —I)! < ç abs(a,) abs(£x — xx).k k

Como a(t) é limitada, existe À > O tal que | a, |< À E para qualquer k, sendo E
um vetor com k componentes iguais a um.

Assim,

z abs(a)) abs(X, — xx)—ar(Zx — Tx)
FP

x |lx

a / E abs(&x(t) — xx (1)) dt.
Usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

T

2 ÍE abs(Tre(t) — rr(t))dt — O quando k— co.
fo

b) Análogo ao item c).
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2.3 Resultados Numéricos

c) Segue das propriedades do dual dos problemas programação linear e problemas

de programação linear contínuo.

2.3 Resultados Numéricos

Nesta seção apresentamos alguns exemplos com seus resultados numéricos

e a sua solução analítica. Iremos considerar problemas de otimização linear com

tempo contínuo da forma,

Minimizar

(P) Sujeito a B(t)x(t)

x(t) > O.

Para resolvê­los iremos usar a aproximação linear apresentada na seção

2.1 para transforma­los em problemas do tipo

Minimizar

(Pr) Sujeito a Gntn < Cn,

rn >0

Exemplo 2.3.1 Consideremos o problema de otimização linear com tempo contínuo

com duas variáveis e duas restrições e com 0 < t < 1. Sendo a matrizes

a(t), c(t), B(t) e K(t, s) dadas por:
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2.3 Resultados Numéricos

(+ (EN no(a?(1) (5) 0=( 1) ­( 2 ):
Observando a solução aproximada deduzimos que para O < t < 1 contém

as bases x(t) e ro(t). Iremos fazer uso desta informação para obtermos a solução
analítica.

Usando a informação a respeito das bases consideremos

og= (7), me o) e = ( »ra(t) —l 2 2 —6

Temos que x!)(t) é dado por,
t

xt) = Br fel + K [ERIO) ds), para O<t<1 (2.3.8)
f"

Assim,

Observemos que resolver o nosso problema de otimização linear contínuo

é equivalente a resolver a uma equação integral de Volterra na forma [4]

ult)= A+ Pt+ H / u(s) ds (2.3.10)

sendo u(.) uma função vetorial a ser determinada, À e P são vetores constantes

e H uma matriz não singular. A solução para equação (2.3.10) e dada pela

expressão [4]:

u(t) = et to)(A+ HT P+Pt)—­ HP (2.3.11)

A exponêncial da matriz pode ser calculada usando a fórmula de in­

terpoplação de Lagrange. Se todos os autovalores ÀA1,­:+*, An da matriz H são

distintos temos

n

eM(tto) — Nº Nlito)A, (2.3.12)
i=1

25
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2.3 Resultados Numéricos

(2.3.13)

Os autovalores da matriz H são A) = —3 e A = —2. Usando a expressão (2.3.13)

00 10
Hi= e H3; = .

01 0 O

Usando (2.3.12) temos,
e 0

o est

Usando a expresão (2.3.11) obtemos a solução analítica para o nosso problema

obtemos,

de otimização com tempo contínuo dada por:
2 22HOH) = | 3 3 ) : (2.3.14)
U UA9 1º

Usando (2.3.14) determinamos o valor da função objetivo,

79 1,2. U= +26? + —e”t = —1.414
:Eri: 27º 591591565

A figura 2.3.1.1 mostra a solução aproximada e a solução exata para 1 (t) e r2(t)

respectivamente, para uma malha de 20 pontos (lox9) sobre o intervalo [0, 1].

ma ZEmz
a

O Exata (1)
+ Aproximada

O Exata 1,(t)
X Aproximada

030 040 050 0.60

t

Figura 2.3.1.1
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2.3 Resultados Numéricos

E na figura 2.3.1.2 podemos observar convergência da solução aproximada para

lh = 20,100, 200,600, 1000 e 1400, respectivamente, para a solução ótima obtida

através da solução analítica.

À Euu

O ­1 411642 O  Aprozimada

14t447A

o
+ 4 RR e e

1 414562 1 41458 1414591 1414591

O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

a

Figura 2.3.1.2

Exemplo 2.3.2 Consideremos o problema de otimização linear com tempo contínuo

com três variáveis e duas restrições e com O < t < 1. Sendo a matrizes a(t), c(t), B(t)
e K(t,s) dadas por:

—2+ 2t
4t 120

—2+ 2

Observando a solução aproximada notamos que para O < t < 1 contém as bases

Ta(t) e x3(t). Usando esta informação consideremos,

2 0 11
, By = e KR=

04 04
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2.3 Resultados Numéricos

Determinando x(!)(t) temos,

x (t)

Usando a expressão (2.3.11) obtemos a seguinte solução analítica para x((t),

lt, 1,t7Ot) = C + 3º )19t1
2 2

O valor para a função objetivo é dado por:

1
171 1/ a(t)x(t) dt = 2 — 36 — 4804 = —1.793466478983

o
2

A figura 2.3.2.1 mostra a solução aproximada e a solução exata para x2(t) e x3(t),

respectivamente, para uma malha de 20 pontos (l29) sobre o intervalo [0, 1].
3.00

Exata 15(0)

Aproxzimada

Exa s,(t)

Aprosimada

0.00 010 020 030 040 050 060

t

Figura 2.3.2.1

Observando a solução aproximada deduzimos que rx1(t) = O.
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2.3 Resultados Numéricos

Na figura 2.3.2.2 podemos observar convergência da solução aproximada

para l, = 20,100,200,600, 1000 e 1400, respectivamente, para a solução ótima

obtida através da solução analítica.

* Euu

O 178913
OQ Aproimada

TT 1793293

o
x kt e * e

1,7934232 179346117 1,9934647 ­1.793466

O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

ha

Figura 2.3.2.2

Exemplo 2.3.3 Consideremos o problema de otimização linear com tempo contínuo

com três variáveis e três restrições e O <t < 1. As matrizes a(t), B(t), c(t) e
K(t, s) sendo dadas por:

3 — 3t 12t

a(t)= | 4­4], cO=| x
2—2t 9

1 5 0 1 00 —l —10 O O 0 O

—1 2 0 0 10 K = 1 —4 O 0 0 0

3 O 1 0 01 —3 0­3 O 00

A partir da solução aproximada deduzimos que existe um número Tp

entre 0.70 e 0.75 (ver tabela 2.3.3.1), que contém as bases x1(t), ra(t) e r3(t) para

0<t<To;eparaTo<t<l, contém as bases ra(t), ra(t) e xa(t).
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2.3 Resultados Numéricos

Usando esta informação a respeito das bases construiremos a solução analítica.

Para O < t < To temos,

1 (t) 15 0 —l —10 O

Mg =| x(H|, B=|­1 20 K=| 1 4 O

t3(t) 3 0 1 —3 0 —3

Temos que r(!(t) será dado por:
To

x (1) = Br'fc() + KR f 2º) ds), para 0O<t< To.
o

Assim,

2 —1 O
t

xM(g=|/2/t+/|/ 0 —2 O f 2) ds, para O0O<t<T,.
3 o o —3/º

Usando a expressão (2.3.13) e (2.3.12) obtemos, respectivamente,
1 00 —1 00 0 00

Hi=|[0 0 = 0

0 1

Usando a expressão (2.3.11) obtemos

TD(p =

Fazendo agora para To <t < 1 temos

5 01

O (t) = = /2 0 0| e K=|­—­4 O

010 0
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2.3 Resultados Numéricos

To t

x(t) = Bz'(c() + K) f 2) ds + K2 [ 2(s) ds).
o To

Temos que

1 — Ty +e Po — e2Mo ­2 0 ON,
1º(t)=| 9 /t1+| ­9­6eff re +17 |+| O —3 0 f1º(s) ds

7 —TTy = TePo +7 o o 0o/”

Resolvendo para x!(t)= (r2a(t), r3(t))' obtemos a seguinte equação

1 — To + eo — e? —2 0)
O(t) = t+ + f 29) ds.

9 —9T, — 6e7Po — e3Do + 7 0 —3
To

Usando a expressões (2.3.10) obtemos,

eTo­2t — ento 192(To­t) + 1—G6e2To­3t — 3973 + 4e3(To­t) + ; ;y para To <t < 1.
Ta(t) =7t—­7T—­ Te P+T7 (variável de folga).

Portanto, a solução exata é dada por:

2 — 20!

xM()=|/1­e*? |, para0<t<TyK e
1— e7st

To—2t n—­2t 1, ,2(To­t) 1
zo = e e 2º +3

—Ge2To­3t 35 ­3t + 4e3(To­t) +3) para To<t<l.
31
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2.3 Resultados Numéricos

O valor da função objetivo para o nosso problema é dado por:

1

/ a(t)r(t)dt = 2.333333334T,— 4TÃeTº — 2Tê + 0.135335283eTo
o

1.666666667eTo — 0.1340503994e?*To
0.0044255179e*Tº + 3.41626369.

Para To = 0.74080933 obtemos:

1

/ a(t)x(t) dt = —2.213204047819.
o

Usando (P,) obtemos os seguintes resultados aproximados para uma ma­
lha de 20 pontos (loo). Estes resultados são comparados com a solução exata na
tabela 2.3.3.1.

Tabela 2.3.3.1

Solução Aproximada Solução Exata

r1(t) xr2(t) ra(t) t2(t) x3(t)

0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000

0,09756 0,09518 0,13931 0,09516 0,13929

0,19036 0,18130 0,25921 0,18127 0,25918

0,27864 0,25923 0,36241 0,25918 0,36237

0,36261 0,32974 0,45123 0,32968 0,45119

0,44248 0,39353 0,52767 0,39347 0,52763

0,51846 0,45126 0,59347 0,45119 0,59343

0,59073 0,50349 0,65011 0,50341 0,65006

0,65947 0,55075 0,69885 0,55067 0,69881

0,72486 0,59351 0,74080 0,59343 0,74076

0,78707 0,63220 0,77691 0,63212 0,77687

0,84623 0,66721 0,80799 0,66713 0,80795

0,90251 0,69888 0,83474 0,69881 0,83470

0,95605 0,72754 0,85776 0,72747 0,85773

1,00697 0,75347 0,87757 0,75340 0,87754

0,00000 0,25572 4,02161 0,25402 4,00324

0,00000 0,27897 3,87929 0,27743 3,86635

0,00000 0,30001 3,75680 0,29861 3,74322

0,00000 0,31905 3,65137 0,31777 3,63969

0,00000 0,33627 3,56063 0,33512 3,55059

0,00000 0,35185 3,50097 0,35081 3,47390
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2.3 Resultados Numéricos

Na figura 2.3.3.2 podemos observar convergência da solução aproximada

para l, = 20,100,200,600, 1000 e 1400, respectivamente, para a solução ótima

obtida através da solução analítica.

4
* Exata

O­22081179

OQ Aproximada

­2.2129967
1 o
* kh RR * e e

2211523 22131985 221320 221120

O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

!,

Figura 2.3.3.2

Exemplo 2.3.4 Consideremos o problema de otimização linear com tempo con­

tínuo com quatro variáveis e quatro restrições e O <t < 1. As matrizes a(t), B(t),

c(t) e K(t, s) sendo dadas por:
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2.3 Resultados Numéricos

Observando a solução aproximada notamos que para O < t < 1 contém as solu­

ções basicas r1(t) e r3(t). Fazendo uso desta informação consideremos

1 (t 1 —4à )
, B, = =

Temos então,

X(t)

A partir da solução aproximada deduzimos que rx2(t) = O e ra(t) = O.

A figura 2.3.4.1 mostra a solução aproximada e a solução exata para n1 (t)

e ra(t), respectivamente, para uma malha de 20 pontos (lx9) sobre o intervalo

[0,1].

2090900000

O Exatax (0)
+ Aproximada

O Exsta 15(1)
XxX Aproximada

0.50 060 070 080

t

Figura 2.3.4.1
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2.3 Resultados Numéricos

Na figura 2.3.4.2 podemos observar convergência da solução aproximada

para l, = 20,100,200,600, 1000 e 1400, respectivamente, para a solução ótima

obtida através da solução analítica.

1O 96585014 * Eus

O Aproximada

­0.6596286

O
* x À + * *

­0 6596639 ­0.6596742 ­0.6596753 ­0.659675

O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

hh

Figura 2.3.4.2
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Capítulo 3

Problema Linear­Quadrático com

Tempo Contínuo

Neste capítulo apresentamos uma aproximação para problemas de otimi­

zação não­lineares com tempo contínuo. Para uma melhor compreensão da cons­

trução apresentaremos a discretização para problemas gerais de otimização não­

lineares com tempo contínuo. Depois, particularizaremos para o problema linear­

quadrático para a discussão dos resultados de convergência e testes computa­

cionais.

3.1 Construção da Aproximação

Consideremos o seguinte problema de otimização não­linear com tempo

contínuo.

T

Minimizar / f(t, x(t)) dt
ó

(P1)  Sujeitoa  g(tx())<O

r1(t) > O

O dual de Wolfe associado ao problema (P,) é dado por:
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3.1 Construção da Aproximação

1 2 3 4 5 6

T

Maximizar — fe, T(8)) + w()g(t,x(d)) ­ u'(0)a0| dt
o

Sujeito a [Y:FTD) + wW(DV.9(, 1(H)) — n(o)| dt=0
o

(DI!)

T(t) > O,w(t) > O e n(t) > O.
Usando a aproximação trapeizodal no problema de otimização não­linear

com tempo contínuo (P1) obtemos a seguinte aproximação discretizada (P1,)

h—1am [/ (0 206) + 2 92 GR, e(6)+ GR, a(6)Minimizar

(Pl) Sujeitoa NaN<o2T =
7 2 96h Ss
T

napolhe(m)) <o

Tt) >0, i=0,1,:­4,h.

As constantes mutiplicativas são incluídas nas restrições para ajustar o primal

) de forma que a discretização do dual contínuo seja de fato o dual de (P1,)(Pl,

Podemos do mesmo modo obter uma discretização (D1l,) para o problema

dual (D1), dada por:

Ta [1 (8) =(69)) + 1 (85) (88, x (68)) — n'(80)a (13) +
n

Maximizar

hn=1

2 3º (S67,2(19)) + mw(tn)9(E, a(8)) — WOA()) +
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3.1 Construção da Aproximação

f(t7, e (t1)) + w'(85)9(82, 2(82)) — n'(tn)Z(t5)

(DI) Sujeitoa — [Vsf(B,2(80))+ w(68) Va9(86, 2(66)) — n(19) +21h

h12 So (Vaf(E,(89) + vw (E) Va9(8, 2(8)) — n(fD)) +

Vas(EE, 2(8)) + 2 (15) Va9(t2, a(8)) — plty)| = 0

(IP)> O,w(tP) >O e u(tt)>0, i=0,1,:+1,h

Iremos particularizar o nosso problema de otimização não­linear com tempo

contínuo para um problema de otimização linear­quadrático com tempo contínuo.

Consideremos então que as funções f(t, r(t)) e g(t, r(t)) sejam dadas por:

SU a(0)) = 3 (NQMWM) + a(00)

9(t, x(t)) = Bt) (8) — [ K(t,s)e(s) ds — c(1),
sendo, B(t) e K(t, s) matrizes M x N, a(t) um vetor de dimensão N, Q(t) matriz
Nx N simétrica e definida positiva, c(t) vetor de dimensão M e x(t) um vetor
de dimensão N a ser determinado.

Usando a discretização (P1,) e (Dl,) para 0 < tr < T,i=0,1,­­, kh,

sendo [, o número de subintervalos da partição [0, T] e t? =iT/lh,i =0,1,:­­,h.

Substituindo as funções f e g na função objetivo e nas restrições iremos obter um

problema de programação Matemática que é uma aproximação em dimenssão

finita do problema original com tempo contínuo. Estas hipóteses serão usadas

para obtenção dos resultados de convergência.

Substituindo a função f na função objetivo do problema (P1,).
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3.1 Construção da Aproximação

Para |, = 1, uma partição 0 = ti <t? = T obtemos,

TI1, /27 |52 (0)Q(0)(0) + a'(0)(0) +

Para /9 = 2, duas partições, 0 =t <t <t=T,

(0)Q(0)(0) (0) + a'(0)x(0) + 2 (11)Q(t1)=(11) + 20'(t)Z(t1) +Tl,
21 |2

22(T)Q(T)a(T) + a'am ;
Usando a indução matemática podemos concluir que para l, = n, nº partições,

O=t<t­­<tt,<tr =T temos,
lh—1So 32 (0)Q(0)6(0) + a'(0)r(0) + 2 > (32 C)Q) (1) + a'(t9)a(9)) +

32 (QUE )A()).2

Como as restrições do nosso problema (P1) são da mesma forma que as

do problema (P) iremos usar a aproximação obtida no Capítulo 2 para o problema

(P).

Podemos assim escrever o problema (P1,) de otimização linear­quadrático

na forma,

Tr

Minimizar Tr 2 7nQntn + ah tn

(Pl1) Sujeito a Gntn < Cm

Tr, >DO
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3.1 Construção da Aproximação

N
1l

m
to

m
a
f

C
N

ss

N
1
le

1
le N [=
=]1zK

1aK q

E
S Es

E denotaremos,

tn() = (Tai = tn)ED
n

+XTn, para E <t<ti,i=0,1,..,h­—­1l

Vamos construir o problema aproximado para o dual (D1) usando a dis­

cretização (D1,). Substituindo as funções f e g na função objetivo e nas restrições

do problema discretizado (Dl,) para 0 < tt < T,i=0,1,­­.,h.

Para |, = 1, uma partição 0 =t| <tl = T, temos

1) Função objetivo:

Es
2h
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3.1 Construção da Aproximação

2) Restrição:

T Tar Q00)2(0) + a(0) — u(0) + w'(0) (0) — an E, o9)) +
QUT)a(T) + a(1) — u(7) + w(D) [BD = 7 (K,0) + KED)] |);

2h

Para /7 = 2, duas partições, O = tá <t? <t3 = T temos,
1) Função objetivo:

ETC Q(0)z(0) + a'(0)x(0) — u'(0)(0) +
TB(0)x(0) — 7 K(0,0)x(0) — c(0)) +

T— ai (E(8,0)0(0) + (A, Ma(6)) — ata)| +

2) Restrição:

Tar, 200500) + a(0) — u(0) + w'(0) (B(0) Dx,o) +212

T— ag (KO 0) + 2K(T,t2) + K(T, n))| .

Usando a indução Matemática podemos concluir que para l, = n, n partições,

O=t<t:­<t =T temos,
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3.1 Construção da Aproximação

1) Função objetivo:

a(t) (8) — p'(t7)X(t) +

")z1 E (xeo(to)HAL KI)Ja(to)+
(TT)a(M) = ale)| + 3 (DRM)

0

T +a

WODE(T) + (1) |BOAT) = 2(KT, 02(0) +
—l2 > K(T,t)2(t9) + K(T,T)z(7)) ­ e) .

2) Restrição:

aÃ(0)x(0) + a'(0) — u(0) + w'(0) [8 (0) — É(0, o9)| +
2 3[Qta(A) + (68) — neo) + wi) (560 — a (K6)+
2 SKK(17,t7) + K(t, mM))| + QAT)x(T) + a'(T) — p(T) +

ae (KO, 0) +2 K(T,T7) + K(T,7))| h
j=1

Podemos escrever o problema discretizado (D1l,) na forma,

:

TrMaximizar Tr a TnQntn + anTn + UW, (Guta — &7) — PE
nl

Tr
Sujeito a Qntn + an + Ghwn — ” =0

un 2 0,177 > 0en >0.
42
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3.2 Resultados Teóricos

sendo Qn, dn, Gn, Cn € Tn(t) dados como para o problema (Pl,) e denotaremos,

(t — t?)
ln

1n(t) = (LUnit1 = Uni) l + Uni, Dara t; < t < ti? = 0, l, "À lh — 1.

wr (t) = (Wnir1 = Wni) +Un, para [3 <t< tail = 0, 1, As hn = 1,

3.2 Resultados Teóricos

Para efeito de obtenção dos resultados teóricos de convergência vamos

refomular os problemas duais com tempo contínuo e o discretizado, obtendo deste

modo problemas de otimização em função apenas das variáveis duais.

Para isto usamos as restrições dos problemas duais com tempo contínuo

e do discretizado para eliminar as variáveis primais das funções objetivos do

dual (D1) e sua discretização (Dl,), respectivamente. Obtemos desta forma o

problema dual contínuo equivalente a (D1),

Maximizar

Sujeito a

sendo G(t) = B()­ Í KG, s)ds.
Podemos ainda reescrever este problema de uma forma mais simplificada

Maximizar / | — 29 (0) M(99(8) + N'(t)O(t) + R(t) |dt
Sujeitoa —O(1)>O
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3.2 Resultados Teóricos

Us(8)Q (t)G'(t) AAA 06 Qt )'
—e(t) —ada(alt)

E o dual discretizado equivalente (D1,) sem as variáveis primais é:

Maximizar = — Meme Ata + A — e GnQ70n)
n

­ 2

1
­

1
.QTG o, + QTon — BORN = sairia)

Sujeitoa uwun(t)>O0 e u(N)n>

Podendo também ser simplificado na forma:

Maximizar — — 28h Mndn + N/0,+ Rn
Sujeito a 0, >O0

GIQZ'GL GQ? —en — GnQ7º
AG 7

Ri=(­3ahQ7'n) e =|
Iremos fazer as seguintes hipóteses sobre as funções envolvidas no nosso

problema de otimização linear­quadrático com tempo contínuo para obtermos os

resultados de convergência.
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3.2 Resultados Teóricos

Supomos que:

I­ As matrizes a(t), c(t), B(t) são de variação limitada (BV), Q(t) é uma matriz
de funções conínuas e K é uma matriz constante;

II ­ Para todo inteiro positivo n, existe uma solução viável para os problema

Pl, e Dl,;

III ­ Existe um interiro positivo nº tal que, para todo n > nº tem­se,

a) xn E K(Gn,cn) sendo rr solução ótima para Pl,;

IV ­ Existe L > O suficientemente grande tal que || 0d, ||< L e Vr[0,t,0n) < L V
n2 7;

A condição (IV) é uma condição técnica, para as demonstrações dos

resultados de convergência. Entretanto, tal condição de limitação do conjunto de

soluções factiveis é razoável na prática.

Lema 3.2.1 Eriste um número positivo R tal que,

a) || xne || < R para todo n, k (0 <k>1,) e VIO,T,rn(t)]) < R para todo n.

b) || ne || < R para todo n,k (0 <k>1,) e V[0,T,0n(t)] < R para todo n.

Demonstração:

a) Análoga ao itém a) do Teorema 2.2.2.

b) Segue da hipótese (IV).

Teorema 3.2.1 Seja on, o refinamento de on,­, para cada k, e sejam (rn,(t)) e

(On, (t)) subsequências obtidas a partir das soluções ótimas x, (t) e On(t) respecti­
vamente.
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3.2 Resultados Teóricos

E sejam

T(t) = lim zn,(t) quase sempre, O(t) = lim dn;.(t) quase sempre.
Então,

a) T(t) é uma solução viável para o primal;

b) O(t) é uma solução viável para o dual.

Demonstração:

a) Análoga ao itém a) do Teorema 2.2.2.
b) Segue do fato de que o limite de uma sequência de funções não negativas (quase

sempre) é uma função não negativa quase sempre.

Teorema 3.2.2 Sejam (xrn(t)) e (0n(t)) sequências de funções geradas a partir

das soluções ótimas rr, e 0, de Pl, e Dl, respectivamente. Então existem sub­

sequências (rn,(t)) de (xn(t)) e (On,(t)) de (On(t)) que converge quase sempre em

[0,T] para funções de variação limitada Z(t) e O(t), respectivamente. Além disso,

T(t) |dt;

fa) ds|
46

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 13 14 15 16 17 18



3.2 Resultados Teóricos

Demonstração:

Segue do Teorema Helly e do Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue.

Teorema 3.2.3 Sejam (xx(t)), (0.(t)) subsequências, convergem quase sempre

em [0,T], obtidas a partir das soluções ótimas xn, O, de Pl, e Dln, respectiva­

mente, (k = n;). Então

a)

Tr7 E TILQT + aii — |T
E(t)' Q()E(t) + a ()E(t) |dt, quando k — co.1

2

b)

T 1T | — 29 Mxbr + NiOrx — | —
quando k — co.

Demonstração:

a) Para esta demonstração vamos introduzir a notação,

1Exo = =XZ(0), fu, = =2(T) e fi = I(tD,i=1,2,­"­1,—1;

SAR PN Cal 7 k E jo
:Tr(t) = (Exi+l = Zri) lx + Tki, para ti < t < ti419? = 0, 1, "Co lk = 1;

(notemos que lim Z£(t) = Z(t) quase sempre).
k—oo
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3.2 Resultados Teóricos

1 1

Tr = (To: Tic TR (3.2.2)
oo ERA, k PArre(t) = (Er i4+1 Tki) l + Tki, PAra t; < t < tip? — 0, 1, ;lk 1;

k

Qu O 0

O Qt O

o Q

Vo

Aplicando a aproximação trapeizodal em
T

/ [3200 +a'(0E(0 as
e usando a notação definada em (3.2.1) vemos que

" 1 TH/ [3200 + a'(9)E(8) | e = lin 7 E FQE + Als).
o

Mostremos agora que
2 T/gnEm 2 (EQ, — 71 Qu7;) = O.

A parte linear é análoga ao do prolema de otimização linear com tempo
contínuo.

Temos que,
T.. ­ T.. ­

­a (FLQxXx — TA QxTE) | < —|[ELQuXe — FLQxTE|| +21x 2lk
T

21, Qu — TLQxTk|
Tay ­an és 1Qx1 (Ex — e)||+

T >
Fa lE — LI QI Nes|21x
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3.3 Resultados Numéricos

Como ||Qx|l, Xx e rr, são limitadas então existem constantes a e À tais que

abs (371.Qx) < aE e abs (Qxr,) < BE, para qualquer k, sendo E' = (1,1,­+:+­.,1)
com k componentes.

Logo
T

DO ' T ­ T ­—(2LQxXr — TLQKTL) | < aE— abs(%, — 1.) + PE— abs(Zx — Ty)21x 21x 21x

a [ Eabs(&(t) — re(t)) dt
T

+B / Eabs(&n(t) — xe(t)) dt
o

Usando o Terema da Convergência Dominada Lebesgue temos que,
T

a | Eabs(Es(1) — re (t)) dt — O, quando k — oo,
o)

T

6 [ Eabs(Ex(t) — TE(t)) dt — O, quando k — oo.
f)

b) Análogo ao itém (a).

c) Segue das propriedades do dual dos problemas de otimização linear­quadrático

e problemas de otimização não­lineares com tempo contínuo.

3.3 Resultados Numéricos

Nesta seção apresentamos alguns exemplos com seus resultados numéricos.

Consideramos problemas de otimização linear­quadrático com tempo contínuo

(P1) e para obter a solução ótima usamos a aproximação (P1,).

Exemplo 3.3.1 Consideremos o problema de otimização linear­quadrático com

tempo contínuo com duas variáveis e duas restrições e com 0 <t <1. Sendo a

matrizes a(t), c(t), B(t), Q(t) e K(t, s) dadas por:
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3.3 Resultados Numéricos

4 —l

Aplicando o algoritmo obtemos os seguintes soluções aproximadas para x1(t) e
xT2(t) para loo e lgo. Na tabela 3.3.1 podemos verificar a convergência de r1(t) e

T2(t) a medida que aumentamos n.

Tabela 3.3.1

r1(t) — l29 x2(t) — Iso x1(t) — l2o x2(t) — so
0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

0.045154 0.035540 0.045150 0.035546

0.087788 0.070688 0.087778 0.070700

0.127959 0.105367 0.127945 0.105383

0.165731 0.139503 0.165711 0.139523

0.201168 0.173034 0.201141 0.173055

0.234335 0.205900 0.234303 0.205923

0.265304 0.238051 0.265265 0.238075

0.282902 0.276400 0.282524 0.276734

0.299951 0.311995 0.299487 0.312283

0.321743 0.341805 0.321185 0.342055

0.348861 0.366171 0.348199 0.366391

0.381922 0.385399 0.381147 0.385593

0.350000 0.350000 0.350000 0.350000

0.300000 0.300000 0.300000 0.300000

0.250000 0.250000 0.250000 0.250000

0.200000 0.200000 0.200000 0.200000

0.150000 0.150000 0.150000 0.150000

0.100000 0.100000 0.100000 0.100000

0.050000 0.050000 0.050000 0.050000

0.000112 0.000081 0.000135 0.000098

Na figura 3.3.1 e podemos observar a convergência do custo aproximado

para l, = 20, 100, 200, 600, 1000 e 1400.



3.3 Resultados Numéricos

O 04180065 º Solução Aproximada

70 ­0.4170647

o o e o

­0.4180363 ­0.418045] ­0.4180458 ­0.4180460

O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500
1

Figura 3.3.1

Exemplo 3.3.2 Consideremos o problema de otimização linear­quadrático com

tempo contínuo com duas variáveis e duas restrições e com 0 <t < 1. Sendo à

matrizes a(t), c(t), B(t), Q(t) e K(t, s) dadas por:

Aplicando o algoritmo obtemos os seguintes soluções aproximadas para x1(t) e

Ta(t) para lag e lgo. Na tabela 3.3.2 podemos verificar novamente convergência de

T1(t) e r2(t) a medida que aumentamos n.
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3.3 Resultados Numéricos

Tabela 3.3.2

x1(t) — 20 r2(t) — so T1(t) — 120 r2(t)— Iso
0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

0.063492 0.217054 0.063445 0.216700

0.158084 0.367539 0.157389 0.367069

0.293694 0.448163 0.292940 0.447655

0.415174 0.518723 0.414381 0.518194

0.524178 0.580323 0.523365 0.579785

0.622181 0.633933 0.621359 0.633397

0.710495 0.680409 0.709675 0.679883

0.790293 0.720503 0.789483 0.719994

0.862624 0.754874 0.861828 0.754387

0.928426 0.784096 0.927648 0.783637

0.988544 0.808671 0.987786 0.808243

1.000000 0.800000 1.000000 0.800000

0.875000 0.700000 0.875000 0.700000

0.750000 0.600000 0.750000 0.600000

0.625000 0.500000 0.625000 0.,500000

0.500000 0.400000 0.500000 0.400000

0.375000 0.300000 0.375000 0.300000

0.250000 0.200000 0.250000 0.200000

0.125000 0.100000 0.125000 0.100000

0.000469 0.000357 0.000548 0.000408

Na figura 3.3.2 e podemos observar a convergência da solução aproximada

para l,, = 20, 100, 200, 600, 1000 e 1400.

­0.7268969
LA

º o e º
­0.7269782 ­0.7270022 ­0.7270042 ­0.7270047

r Tr r r

O 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 t400 1500

In

Figura 3.3.2

Exemplo 3.3.3 Consideremos o problema de otimização linear­quadrático com

tempo contínuo com três variáveis e três restrições e com 0 <t < 1. Sendo a

matrizes a(t), c(t), B(t), Q(t) e K(t, s) dadas por:
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3.3 Resultados Numéricos

Aplicando o algoritmo obtemos os seguintes soluções aproximadas para 1 (t), r2(t)

e T3(t) para lag e lgo. Na tabela 3.3.3 podemos verificar convergência de x1(t),

T2a(t) e x3(t) a medida que aumentamos n.

Tabela 3.3.3

r1(t) — 20 z2(t) — l20 r3a(t) — l20 r1(t) — so r2(t) — l8o r3(t) — so

0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

0.097561 0.095238 0.139535 0.097542 0.095167 0.139307

0.207134 0.178132 0.211626 0.206775 0.178045 0.211533

0.317928 0.251848 0.254876 0.317553 0.251718 0.254782

0.422469 0.318710 0.294519 0.422081 0.318546 0.294424

0.521179 0.379347 0.330722 0.520779 0.379156 0.330630

0.614456 0.434330 0.363641 0.614047 0.,434118 0.363553

0.702702 0.474324 0.393343 0.702286 0.474428 0.393253

0.786518 0.403370 0.419258 0.786097 0.403476 0.419174

0.865872 0.333532 0.442627 0.865447 0.333638 0.442551

0.941072 0.264732 0.463542 0.940644 0.264839 0.463475

1.012414 0.196897 0.482085 1.011983 0.197004 0.482028

0.984615 0.153846 0.461538 0.984615 0.153846 0.461538

0.861538 0.134615 0.403846 0.861538 0.134615 0.403846

0.738462 0.115385 0.346154 0.738462 0.115385 0.346154

0.615385 0.096154 0.288462 0.615385 0.096154 0.288462

0.492308 0.076923 0.230769 0.492308 0.,076923 0.230769

0.369231 0.057692 0.173077 0.369231 0.057692 0.173077

0.246154 0.038462 0.115385 0.246154 0.038462 0.115385

0.123077 0.019231 0.057692 0.123077 0.019231 0.057692

0.000151 0.000083 0.000152 0.000220 0.000145 0.000237

Na figura 3.3.3 e podemos observar a convergência da solução aproximada

para l, = 20, 100, 200, 600 e 1000.
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3.3 Resultados Numéricos

e Solução Aproximada
7 O ­1.0340209

­1.0377068

o ) oe
­1.0378227 ­1.0378575 ­1.0378603

0 1000 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

la

Figura 3.3.3

Exemplo 3.3.4 Consideremos o problema de otimização linear­quadrático com

tempo contínuo com três variáveis e três restrições e com 0 <t < 1. Sendo a

matrizes a(t), c(t), B(t), Q(t) e K(t, s) dadas por:

11 1

B(t)=|­—1 2 —2
21 3

Aplicando o algoritmo obtemos os seguintes soluções aproximadas para rx1(t),

T2(t) e r3(t) = O para log e lgo. Na tabela 3.3.4 podemos verificar novamente

convergência de x1(t) e r2(t) a medida que aumentamos n.
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3.3 Resultados Numéricos

Tabela 3.3.4

r1(t) — l20 z2(t) — l2o r1(t) — são r2(t)— go
0.000000 0.000000 0.000000 0.000000

0.077922 0.000000 0.077887 0.000000

0.161916 0.000000 0.161839 0.000000

0.252455 0.000000 0.252331 0.000000

0.350049 0.000000 0.349871 0.000000

0.455247 0.000000 0.455007 0.000000

0.568643 0.000000 0.568333 0.000000

0.690875 0.000000 0.690485 0.000000

0.822632 0.000000 0.822151 0.000000

0.964655 0.000000 0.964072 0.000000

1.051898 0.040240 1.051835 0.040443

1.131387 0.085540 1.131255 0.085703

1.217625 0.126187 1.217421 0.126313

1.311308 0.162520 1.311026 0.162611

1.390909 0.190909 1.390909 0.190909

1.159091 0.159091 1.159091 0.159091

0.927273 0.127273 0.927273 0.127273

0.695455 0.095455 0.695455 0.095455

0.463636 0.063636 0.463636 0.063636

0.231818 0.031818 0.231818 0.031818

0.,000132 0.000083 0.000268 0.000167

Na figura 3.3.4 e podemos observar a convergência da solução aproximada

para l, = 20,100, 200,600 e 1000.

O Solução Aprox

70 ­059222122

0,9232366
oe

o Led
­0.9232687 ­0,9232781 ­0.9232789

r r r r r r Tr a r

100 200 400 500 600 700 800 900 1000 1100

In

Figura 3.3.4
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Capítulo 4

Conclusoes

Após uma análise dos resultados teóricos e dos resultados numéricos obtemos al­

gumas conclusões do algoritmo construído para resolver problemas de otimização

linear e linear­quadrático com tempo contínuo, respectivamente.

As aproximações (P,) e (Pln) obtida pelo método de discretização tanto
para o caso linear quanto para o linear­quadrático com tempo contínuo, con­

vergem quase sempre em [0,7] para as soluções ótimas do problema original, que

são funções de variação limitada.

A otimalidade das soluções obtidas nos testes numéricos realizados tanto

para os casos linear e linear­quadrático com tempo contínuo são garantidas pelos

Teoremas 2.2.3 c) e 3.2.3 c), que na verdade são resultados de dualidade forte.

Tanto para os casos linear e linear­quadrático com tempo contínuo os resulta­

dos de dualidade forte foram verificados numericamente, sem grandes problemas,

confirmando os resultados teóricos de convergência do algoritmo.

Para o caso linear com tempo contínuo a partir de uma análise da solução

numérica é possível construir a solução analítica [4] para o problema de otimização
com tempo contínuo. Para o caso linear­quadrático ainda não sabemos se é

possivel construirmos a solução analítica para o problema de otimização com
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tempo contínuo.

A discretização foi implementada utilizando a linguagem de programação

C, para modelagem do problema para parte linear foi usado software MPL [16] e

a para a parte quadrática foi implemantado um progama em C. Para otimização

dos problemas foram utilizados o software comercial CPLEX 6.6 [6] e o pacote

acadêmico EASY [15]. O mesmos resultados foram obtidos usando CPLEX 6.6 e
o EASY.

Os resultados numéricos foram obtidos usando um computador Pentium

III, 700 MHz e 128 MB de RAM.
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O CPLEXG6.6 [6] é uma ferramenta para resolução de problemas de Pro­
gramação Linear, Programação Inteira Pura, Programação Inteira Mista e Prob­

lemas Quadráticos.

Quando o problema é linear o default é o método Simplex. No caso de

problemas inteiros o default é o método Branch and Bound. Existem opções de

outros métodos de resolução. E no caso de problemas quadráticos o CPLEX usa

o método Barrier, que trabalha com a função objetivo quadrática e as restrições

lineares.

Através do uso de comandos específicos pode­se realizar várias modifi­

cações no modelo: adicionar restrições, mudar o valor de variáveis e modificar

parâmetros de resolução como por exemplo, o número máximo de nós ou tempo

de processamento.

O software posssui também um conjunto de subrotinas prontas, CPLEX

Callable Library, que facilita o desenvolvimento de programas que resolvem, mo­

dificam ou interpretam os resultados dos problemas.

A linguagem de programação mais apropriada é a linguagem C pois o

CPLEX está implementado nesta.

Para usarmos o software CPLEX, é necessário gerarmos os problemas em

formatos específicos para o software CPLEX, como os formatos MPS e LP. Para

gerarmos os modelos em um desses formatos utilizamos o software de modelagem

MPL [16].
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O MPL trabalha na interface entre o programador e o software de otimiza­

ção. Além de ler os arquivos onde estão os dados e modelá­los no formato

necessário para o software de otimização, ele permite a inclusão de cometários no

modelo, o que melhora a documentação deste.

O EASY [15] é um pacote acadêmico para resolução de problemas de
programação linear ou não­linear na função objetivo e nas restrições. Este pacote

está escrito na linguagem de programação Fortran.
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