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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um método de discretizagao para determi-
nar solucoes aproximadas para problemas de otimizacao linear e linear-quadratico
com tempo continuo no qual a matriz associada com a integral nas restrigcoes é
constante e todas as fungoes sdo de variagao limitada. A seqiiéncia de solugoes
aproximadas obtidas pela discretizacdo converge quase sempre para a solucao
otima do problema com tempo continuo que é uma fungao de variagao limitada.

O método ¢é ilustrado através de exemplos nimericos. No caso linear a

solucao analitica é obtida com ajuda da solu¢ao numérica aproximada.

Palavras-chave: otimizacao com tempo continuo, discretizagdo, programacao

linear, programacao linear-quadratica.




Abstract

In this work, we present a discretization method to determine an ap-
proximate solution for linear and linear quadratic continuous-time optimization
problems, in which the matrix associated with the integral in the constraints
is constant and all functions are of bounded variation. The sequence of appro-
ximate solutions obtained by the discretization converges almost everywhere to
the optimal solution of the continuous-time problem that is a bounded variation
function.

The method is ilustrated by numerical examples. In the purely linear
case an anlytical solution is obtained with the help of the numerical approximate

solution.

Keywords: continuous-time optimization, discretization, linear programming,

linear quadratic programming.
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Introducao

A classe de problemas estuda aparece em problemas praticos reais do
tipo: problemas econdmicos, tais como ivestimento e planejamento; controle
6timo, como enchimento de um reservatorio d’agua, aquecimento de um quar-
to; problemas de rede [3] e [7]; também em problemas de engenharia [21].

Estes problemas praticos reais podem ser modelados matematicamente
por problemas de otimizagdo linear (ou nao linear) com tempo continuo.

De modo geral estes problemas sao formulados do seguinte modo:

‘g
Minimizar ff(t, z(t)) dt
0

Sujeito a g(t,z(t)) <0

z(t) > 0.

Esta classe de problema considerada foi introduzido em 1954 por R. Bell-
mann [2] em conexao com problemas de planejamento de produgao integrada com
estoque quando a linha de produgao apresenta gargalo. O tipo de problema de
otimizagao considerado é agora conhecido como problema de programagao linear
(ou nao-linear) com tempo continuo.

Bellmann, estabeleceu resultados de dualidade fraca. E Tyndall [22] e
Levison [11] formulou um teorema de dualidade forte. A partir de entdo estes
resultados foram estendidos por outros autores, por exemplo, Levine e Pomerol
[12], Grinold [9].

Problemas de programacao linear continuo separaveis sao tratados por
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Introducgao

Pullan [19], no qual um método de discretizagdo melhorado é proposto e uma
teoria de dualidade é obtida. Detalhes desta teoria para problemas separaveis é
apresentado na dissertacao de mestrado por Pires [18]. Estudos tedricos quanto a

condigao de otimalidade e dualidade para problemas de programagao nao-linear

com tempo continuo foram realizados por Pereira [17] e Galetti [8]. No primeiro

trabalho foi realizado um estudo sobre problemas nao suaves; no segundo, sobre
problemas suaves. Entretanto, nenhum estudo computacional foi realizado para
estes problemas.

Para classe de problemas considerada vamos apresentar o método de dis-
cretizacao para determinar uma solucao aproximada. O caso em que a funcgao
f(t,z(t)) é uma fungdo linear é tratado por R. Buie e J. Abrham [4]. Quando
a funcao f(¢,z(t)) é uma funcdo nao-linear apresentaremos o método de dis-
cretizagao para problemas gerais de otimizac¢ao nao-lineares com tempo continuo.
A discussao dos resultados de convergéncia e testes computacionais sera particu-
larizada para o caso linear-quadrético. Acreditamos que a aplicacao do método
aqui proposto para os problemas lineares-quadraticos é nova, segundo o conheci-
mento do autor.

O método consiste em tomarmos uma sequéncia de parti¢oes equidis-
tantes do intervalo [0,7] e em cada subintervalo desta aplicamos a regra do
trapézio na fungao objetivo e nas restrigoes do problema original. Obtendo deste
modo um problema de programagao linear (ou ndo-linear ) que é uma aproxi-
macao do problema original. Dai mostramos que as solugoes dos problemas dis-
cretizados formam uma seqiiéncia que possui subseqiiéncia convergente a solugao
do problema com tempo continuo.

A dissertacao estd organizada da seguinte forma. No capitulo 1,
apresentamos conceitos e resultados basicos necessarios ao desenvolvimento dos
proximos capitulos. No capitulo 2, o método de discretizagao para problemas
lineares com tempo continuo é discutido; também alguns exemplos sdao apre-

sentados. No capitulo 3, discutimos o método de discretizacao para problemas
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Introducgao

gerais nao-lineares com tempo continuo; depois, particularizaremos para linear-

quadratico para a discusao dos resultados de convergéncia e testes computa-

cionais. Finalmente no capitulo 4, fazemos uma discussao dos resultados obtidos

para os pro-blemas linear e linear-quadratico.




Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos apresentar algumas definicoes e resultados bésicos,
que serao necessarios para o desenvolvimento dos préximos capitulos e para o

entendimento do trabalho.

1.1 Funcoes de Variacao Limitada

O material aqui citado, pode ser encontrado, em grande parte em, [13] e
[14].
Quando trabalharmos com vetores e matrizes usaremos as seguintes definigoes.

Se x = (z,%2,--,zn)" € IRN usaremos a norma || - ||, isto é,

A?
Iz ll=2_ 1
i=1

e se A = (a;;) ¢ uma matriz M x N entdo
M N
IAl=22> lal

i=1j=1

Seja f uma fungao definida no intervalo [a,b]. O nimero dado por

V{a,b, f] =




1.1 Fungoes de Variagao Limitada

(finito ou infinito) é chamado de wvariagdo da fun¢do f no intervalo [a,b]. A
func¢ao f é de variagdo limitada (BV) no intervalo [a, b, se Va,b, f] < oco.
Se A(t) = (ai;(t)) é uma matriz de funcdes definida no intervalo [a, b],

entdo, a variacao de A(t) é definida por,
Via,b,A(t)] =  sup | A(t:) = A(ti-1) |l (1.1.2)
a=to<-<tm=b ;=]
sendo o supremo tomado sobre todas as partigoes possiveis do intervalo [a,b].
Diremos que A(t) é uma matriz de fungées de variagdo limitada (BV) em [a, b],
se Va,b, A(t)] < oo.

Segue da defingdo (1.1.1) que a mudanga de varidvel através de uma

funcao continua e estritamente crescente
z=4(t), a<t<p,
nao altera o valor da variacao
Via,b, f] = Via, B, f o ¢].

Temos uma bije¢ao entre o conjunto das partigoes @ = tp < --- < t, = f eo
conjunto das partigdes a = gy < -+ - < z, = b definido por z; = ¢(¢;). Portanto o

supremo das somas

> i)~ f@a) | e 3 1560) - f(6n) |

sdo iguais. A funcdo f no intervalo [a,b] é uma fungdo de variagio limitada se, e
somente se, a func¢do fo¢ no intervalo [, ] for uma fungdo de variagao limitada.
Uma fun¢do monétona no intervalo [a, b] é uma fungdo de variagdo limi-

tada em [a,b] e neste caso a soma

sup Zn: | f(zs) = f(zi1) |

a=r9< <Tn=b i=1

tem o mesmo valor que | f(b) — f(a) |, isto é,

Via,b, f] =[ £(b) - f(a) | .

5




1.1 Fungoes de Variagao Limitada

Se f tem derivadas continuas, ou mais geral, se f satisfaz a condigao de

Lipschitz no intervalo [a, b], isto é, existe uma constante M tal que
| /(@)= @) |<M|z—yl|, paratodo z,y € [a,],
entdo, f é uma funcdo de variacdo limitada no intervalo [a, b]. E neste caso

3 | flas floict) [<€3° M oy = M{b=d)
i=1

i=1

ou seja
Via,b, f] = M(b— a).
Tem-se os resultados:

Teorema 1.1.1 Uma fungdo de variagao limitada no intervalo [a, b] é uma fungdo

limitada no intevalo [a, b].

Teorema 1.1.2 Se f ¢é uma fungdo de varigdo limitada no intervalo [a,b] e

continua a diretia (ou a esquerda) em o, entdo a variagdo
z — Vla,z, f]

¢ uma fungdo continua a direita (ou a esquerda) em x.

Teorema 1.1.3 Se f(z) = lim fu(z) no intervalo [a,b], entdo

Va,b, f] < lim inf V(a,b, fu].

Corolario 1.1.1 O limite de uma seqiiéncia de fungoes convergentes de variagao

uniformemente limitada € uma fung¢ao de variag¢ao limitada.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Helly) Seja {f,} uma seqiéncia de fungies li-
mitadas no ponto a, (| fo(a) | < M, ¥n), e de variagio uniformemente limitada
no intervalo [a,b], (V(a,b, fu] < M, Vn). Entdo, eriste uma subseqiéncia de

fungdes que converge em [a,b] para uma fung¢do de variagio limitada.

6
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1.2 Regra do Trapézio

Vamos enunciar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
serd de grande importancia para a demonstracao dos resultados apresentados nos

capitulos seguintes.

Teorema 1.1.5 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja

(fn) uma seqiiéncia de fungées mensurdveis em E tal que

fiz)=_lim fuld)

n—oc

existe para todo x € E. Se |f,(z)| < g(z) em E, n=1,2,---. Entao

lim [ 1fa = fldu=0

E

lim [ fadu= [ fdu.
E E

1.2 Regra do Trapézio

Nesta se¢ao iremos fazer uma breve abordagem da aproximacao trapeizo-
dal (ou primeira férmula de Newton-Cotes). O material aqui apresentado pode
ser encontrado em [5].

A aproximacgao trapeizodal é baseada na aproximacdo de uma funcao

f(z) no intervalo [a, b] por uma reta.

Figura 1.2.1




1.2 Regra do Trapézio

Queremos calcular

/bf(:l:) dx

e para isto iremos usar a regra do trapézio que usa somas do tipo

para aproximar (1.2.3).
A regra do trapézio é baseado na interpolagao polinomial. Primeiro se-
lecionamos um conjunto de pontos distintos eqiiidistantes {z¢, 2y, -, Z,} no in-

tervalo [a,b]. Se P, é o polinémio de interpolagdo de Lagrange, temos

Py =) f(zi)Li(z
i=0
integrando P, e seu erro de trucamento em [a, b] obtemos,
b b b
- & f("+1 [ E ()
d = i — Iy
a/f(z:):c ﬂ/gf(x) +af££:r ;) “Ell dz
b n
_ (n+1) d
zam o/ e =2/ (e(@)) de

a 1=0

sendo £(z) € [a, b] para todo = e

b
ai-=fL,;(:r,) dz, para i=0,1,---,n.

Temos assim a férmula de quadratura

/f S S i),

i=0

no caso de conhecermos a funcao f o erro da aproximacao é dado por:

8
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1.2 Regra do Trapézio

1

f) n-i-l

f [1(@ - 2 "D (E(2) do.

a 1=0
b

Para obtermos a regra do Trapézio para aproximar [ f(z)dz, seja zy = a,
a

Ty = b,h = b — a e usando o polinémio linear de Lagrange

i) = AT gy B0

(zo — 1) (71 —20)

Assim,

(z — 1) . (x — x0) . 3
[—(xowml)f( )+ E=2 15|

T

[ (€@ (@ = 20)(@ — 2)da.

To

2

Como (z — z¢)(z — 21) ndo muda de sinal em [zg, z,], podemos aplicar o Teorema

do Valor Médio para integrais no termo do erro, obtendo,

= 19 [ - )z - 2)do

3 I

€ {% o) :: )2, ToT1T
h3 0
—Ff”(f)-

Consequentemente (1.2.5) implica que

b T

[ fayis = [é%f%f(xm%”ﬂj | 1@

(&1 = 7o)

a

[£ (o) + f(z1)] = —f” (€)-

9
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1.2 Regra do Trapézio

Fazendo h = x;, — g, obtemos
b

[ 1@ dz = (50) - s - E o) (120

a

Assim para n partigoes equidistantes do intervalo [a, b] temos a seguinte expressao,

n-1
2@ +2 % fa) + 10 (127)
3=1

b
[1@) dz =

com, h=(b—a)/nezj=a+jh,j=0,1,---,n.
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Capitulo 2

Problema Linear com Tempo

Continuo

Neste capitulo, apresentamos uma aproximacao para problemas de otimi-
zagao lineares com tempo continuo. Esta aproximagao consiste em tomarmos uma
seqiiéncia de parti¢oes equidistantes no intervalo [0, 7] e em cada subintervalo da
particao aplicarmos a regra do trapézio na funcao objetivo e nas restrigoes do
problema de otimizagdo linear com tempo continuo. Obtendo deste modo um

problema de programacéo linear que é uma aproximagao do problema original.

2.1 Construcao da Aproximacao Linear

Apresentamos nesta se¢do uma aproximacao para problemas de otimizagao
lineares com tempo continuo, a qual é apresentada em [4].
Consideremos o seguinte problema (P) de otimizagdo linear com tempo

continuo.

T
Minimizar ]a'(t]x(t) dt
0

Sujeitoa  B(t)z(t) < c(t) + / K(t,s)z(s) ds, z(t) > 0.
0

i




2.1 Construgao da Aproximac¢ao Linear

sendo, B(t) e K (t,s) matrizes M x N, a(t) um vetor de dimensdo N, ¢(t) vetor
de dimensdao M e z(t) um vetor de dimensao N a ser determinado.

Para o problema (P) temos o seguinte problema dual (D) associado,

T
Maximizar / c(t)w(t) dt
0

T
(D) Sujeito a B'(t)w(t) > a(t) + /K'(S, t)w(s) ds
w(t) >0 t

Para construirmos a aproximacao linear para o nosso problema de otimiza-
¢ao linear com tempo continuo (P), reescrevendo a restricdo do nosso problema

(P) na forma,
B(t)z(t) - [ K(t,5)z(s) ds < c(t).
0

Usando a aproximagao trapeizodal dada pela expressdo (1.2.7) vamos construir
uma malha de pontos o,, tal que na n-ésima particao teremos que t* = 7/,
1=0,1,---,l,, sendo [,, o numero de subintervalos de o,.

Aplicando a aproximagéo trapeizodal apenas no ponto tJ = 0, nas res-

tricoes obtemos,

B - & [ Kt s)o(s) ds < et
0

que implica em

B(t3)a(td) ~ 3K (13, B)a(8) < ()

Para [; = 1, uma partigao, 0 = t} < t1 = T, temos:

1) Funcgdo objetivo:

" [ @b)a(id) + e (a(e)].




2.1 Construgao da Aproximacgao Linear

2)Restricao:
:
B(th)a(t) - [ K (¢}, 5)a(s) ds < e(th);

que implica em

B(t)a(th) - 2L [K (L, 1)a) + K2}, t)(t])] < elt).

Para l, = 2, duas partigoes, 0 = t2 < t? < t3 = T, temos:
1) Funcao objetivo:

2
t t3

T
] o (8)z(t)dt o () (t)dt + [ d' () (t)dt
0

2
tl

[@(@)e(t) +2d (B)e() + o' (8)2(83))]

2) Restrigao:

B()a(8) - [ K(83,5)a(s) ds < c(£);
0

que implica em

B(&)a() — 2K (2, )a() + 2K (B3 B)(8) + K (5 B)a(8)] < ().

Usando a indugao matemdtica podemos concluir que para [, = n, n particoes,
0=ty <tl---<tf_, <t} =T, temos:

1) Funcao objetivo:

[T o' (t)z(t)dt t)dt + / t)dt + -

fl—l

?[ (i) +gz () +d' (8 )z (t;;)].

13
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2.1 Construgao da Aproximacao Linear

2) Restricao:
tf‘n

B(t)x(t,) - [ K(t,,)a(s) ds < c(t,);
0

que implica em

B(t} )z(t}) — i [K(t” )z () +

In—1
QZK(t D) + K2, )z | < ().

Usando o fato que tj = 0 e ¢ =T podemos escrever fungao objetivo do problema

(P) na forma,

( z(0) \
; 1 z(t})
hy, (aa'(O):a’(tﬁl): () : §a'(T)) :
z(ty_,)

\ z(T) /

sendo h, = T/l,.

E as resti¢coes na forma,

B(0)z(0) — %K(O, 0)2(0) < ¢(0):

n mn -1 n 1 T mn n n
B(t})z(t}) — hn EK(tlao)l"(O) 3 §K( LiDz(t))| < c(t));

B(E)2(t3) — ha [5 (85, 0)2(0) + K (88, §)a(8) + 3 K (85, 1)1 < e(t3);

ln—1

1
B(t})z(t}) — hn §K(t;’;,()):c(O) + > K@}, th)z(th) +
i=1
1 n n
SK@,£)a()] < ).

14
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2.1 Constru¢ao da Aproximacao Linear

Escrevendo na forma matricial e multiplicando a primeira e iltima linha por %,

obtemos

Podemos reescrever o problema de otimizagao linear continuo (P) na forma

el it T
Minimizar —a, z,
In
\Py) Sujeito a G By S By,

T, >0

1 1
“1@y) COM Gy = §a(0),amn = §a(T) ¢

ani = a(ty) para i=1,2---,l, - 1

1 1
ei == loht Rt § = Bi] SO G 56(0),cﬂ;n = §c(T)

cni = c(t) para




2.2 Resultados Tedricos

E denotaremos,

(¢ —¢)

l +$’N.2"} para t?Stét?+1,i:071,"',{n‘“1.
n

Iﬂ.(t) — (xn,i—i—l - :rni)

Procedendo de modo andlogo temos a aproximagdo para o problema dual (D)

dada por:

. T
Maximize —Chwy
l
n

(Dn) Sujeito a

2.2 Resultados Teodricos

Comecemos com a introdugdo das hipétese basicas sobre as funcoes en-

volvidas no problema de otimizagdo linear com o tempo continuo. Supomos que:

I - As matrizes a(t), c(t), B(t) sdo de variagdo limitada (BV) e K é uma matriz

constante;

II - Para todo inteiro positivo n, existe uma solugao viavel para os problema P,

e Dp;

IIT - Existe um interiro positivo ng tal que, para todo n > ny tem-se,

a) z, € K(Gp,c,) sendo z, solucio 6tima para Py;

b) w, € J(G',a,) sendo w, solu¢io étima para D,.

K(Gp6s) = {25 GnBs < G5 2 0},

J(G:” an) =] {wn§ G:qwn 2 Gn, Wy 2 0}§

16




2.2 Resultados Tedricos

z, € K(Gn,cn,) = envoltéria convexa dos pontos extremos de K (G, ¢,),

w, € J(G!,a,) = envoltéria convexa os pontos extremos de J(G., a,).

Lema 2.2.1 Seja A uma matriz constante. Entao existe um nimero p > 0 tal
que para quaisquer vetores d,d* as sequintes implicagdes se verificam:

i)z € K(A,d) =z <olldl

i) Y € J(A,d') =|| Y || < p|l dx||.

Demonstragao:

Encontra-se em [9)].

Lema 2.2.2 Eziste um nimero positivo R tal que,
a) || znk || £ R para todo n,k (0 <k >1,) e V[0, T, z,(t)] < R para todo n.
b) || wnk || £ R para todo n,k (0 < k > 1,) e V[0,T,w,(t)] < R para todo n.

Demonstracao:

a) Defina,

p= sup | c(t) |,
0<t<T

7
Para um n arbitrario dado, temos que z,(t§) = o > 0 € Bz, (t§) < cu(ty) < i

Pelo Lema 2.2.1 temos que || zn0 || < p || & ||-
Dada uma matriz K, seja # > 0 tal que | Kz ||< 0 || z || para todo z € EV.

Afirmamos que: para 0 < k <1,
| 2ok 1< 1 & (14 At8p)". (2.2.1)

De fato, para k = 0, temos

| Zno 1< o Il 2 1],

17




2.2 Resultados Teoricos

que é verdadeiro pelo lema 2.2.1.
Suponhamos que a desigualdade (2.2.1) se verifica para todo v, 0 < v <

k <l,. Como z,(tf,,) >0e

k
Bz, (th,1) < ca(thy) + A" D Kz, (th)

v=0
k
o+ At Z Kz, (17).
v=0

Assim,

| 2 (tis1) |l

1l +A0 S | Kan(e) |}

v=0

=0

A
p{ Nl +am0 3 112, 1}
{

p{llil +At"92p 121l 1+ Argp)}

=0

o{ 1711 +800p | 51 X1+ Ay
v=0

k
oIl ]l (1 + At"0p) 3 (1 + At"0p)”

=0

pll ]l 1+ At"p)*.

Isto é obtido usando indugao sobre k.

Fazendo At™ = T'/l,, e usando o fato que 8p > 0 e segue que
TOp\* TOp\™
(1+ zp) S(” sp)‘

Portanto para 0 < k < [,,

para 0 < k <,.

. TOp\™
lowcli<p lal(1+2)"

n n
Sendo a seqiiéncia { (1+ 2) 1 crescente e lim (1+Z%) =T [10].
ln n—o0o In

Portants, paran= L2« 0 b L

- TOp\* "
lom i< pll Al (1+52) <pll il €™ < Ry,
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2.2 Resultados Teoricos

sendo R; o limite superior, R, nao depende de n e h.

Consideremos agora a seguinte relagao

T

1
r(§$n0 g o B e o xn,k—l) (222)

(B2 + 1) = 50 0)] i = o +

2,
Reescrevendo (2.2.2) para k =i — 1 e k = i, temos

T

T/1
o (.K U)] Tni-1 = Cpi-1+ 7 ] (21?710 +ZTpy +-0+ :En,k——*z) (2.2.3)

(B D) -

T T/1
I:(Btn : I) - f(f{ : 0)} Tpi = Cp; + r(§$n0 + Tp1 + -+ T +) (224)

Subtraindo (2.2.3) de (2.2.4), temos

(B2 1) = 5 5O = (B : ) = 5 O i

= Cn,i — Cnji-1 e

Dai obtemos,

T

(BIL : I) - ?(K 0]] (xni - xn,i—l) = Cpi— Cpi-1 + IZ(K : 0) (xn,i—l)

- (B;‘ _Br,: o) Toicn  (2.2.5)
Podemos reescrever (2.2.5) como,

Alabs(Xpi — Xpi-1) = Cn,ji — Cnji—1 + — (K 0)(Xn,i-1) — (B — B{; : 0)xp,i—1.

Iy
Sendo a matriz A" obtida de |(BI:I) — —(K 0)|.

Fazendo 6 =|| K || e pelo Lema 2.2.1, temos

T mn
H (-Tni = :rﬂ,i—l) ” < P(“ Cn,i — Cn,i-1 ” + ” Tni-1 ” + “ B ?—1 ”” Tni-1 ”)
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2.2 Resultados Teoricos

Fazendo a soma em %, temos:

T
”znxm !l

n;_

{5 In
Z H Tni — -'rn,t'—l H S ,OZ “ Cn,i = Cn,i-—-l || +
i=1 i=1
In
+pR, Y _ || B — B, |,

=1

Portanto,
V[0, T,2a(t)] < pVI[0, T, c(t)]+ || & || €™ + pR1 V[0, T, B(t)] = R,
Tomando R = max{R;, R,} provamos a parte a) do lema.

b) E provado de modo anélogo ao item a).

Teorema 2.2.1 Sejam (z,(t)) e (wn(t)) seqiiéncias de fungées geradas a partir
das solucoes dtimas x, e w, de P, e Dy, respectivamente. Entdo existem sub-
seqiiéncias (zp,(t)) de (z,(t)) e (wn,(t)) de (w,(t)) que converge quase sempre em

[0, T] para fungées de variagao limitada Z(t) e w(t) respectivamente. Além disso,
T T

a) lim / d!(t)zn, (1) dt = / d(1)F(t) dt

n;—00
0 0

T

T
b) lim [ c'(t)wn,(t)dt = ¢ (t)w(t) dt;
o [eomiva - |

0

(B(0) : D ()=(K : 0) [ 20,(5) ds]

d) lim [(B'(¢):N)wn, () (K':0) [ wi(8) &

mn;—00

Demonstracgao:
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2.2 Resultados Tedricos

Pelo Lema 2.2.2 temos que as fungoes z,(t) e w,(t) sdo uniformemente
limitadas em [0, T’ e as variagoes totais também sao limitadas em [0,7]. Usando
o Teorema de Helly (Teorema 1.1.4) segue a afirmagao do teorema.

a) Como z,,(t) — Z(t) quase sempre em [0, 7] e £(t) é uma fungdo de variagio

limitada, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue que
i "

lim / d' (t)2n, () dt = / a'(1)F(t) dt

1 —00
0 0

b) Andlogo ao itém a).

¢) Temos que z,,;(t) — Z(t) quase sempre [0,7] e Z(t) é uma fungio de variagdo

limitada. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue segue que,

t

lim [(B() : Dz, (6) = (5 - 0) 20, (s ] (B(t) : DE(t) — (K - 0)f &(s) ds
0 0

d) Andlogo ao item c).

Teorema 2.2.2 Seja o, o refinamento de o,,_, para cada n; e sejam (x,,(t)) e
(wn,(t)) subseqiéncias obtidas a partir das solugdes dtimas z,(t) e wy(t) respec-

tivamente. E sejam
Z(t) = lim zx(t) quase sempre, w(t) = lim wi(t) quase sempre.
k—o0 k—o0

a) Z(t) € uma solugao vidvel para o primal;

b) @(t) € uma solugdo vidvel para o dual.

Demonstracao:

Encontra-se em [4] pdgina 112.
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2.2 Resultados Teoricos

Teorema 2.2.3 Sejam (zx(t)), (wk(t)) subseqiéncias que convergem quase sem-
pre em [0,T), obtidas a partir das solugées étimas x,, w, de P, e Dy, respecti-
vamente (k = n;). Entdo

T

a) I QT — /a'(t):?:(t) dt, quando k — 00.

1
b) T cwy — [ c(t)w(t) dt, quando k — oc.
k

T
/a (t)zdt = /c(t)u')(t) dt, (otimalidade).
0

Demonstragao:

a) Para esta demonstra¢ao vamos introduzir a notacao,

i 13=1}2=£k_1)

. . . tf) | .
Ek(t) = (Tpi41 — ) + iy, paraty <t <tk ,,i=0,1,---

(notemos que lim Z(t) = Z(t) quase sempre ).
k—o0

1 1
ZTro = §‘I(0)=IH,, = §I(T) e o =a(t});i =12l — 1

T = (Tho : Thy © -+ 1 Thy )

t_
Zk(t) = (Thi41 — :t:;u')( m ) + x4, paratt <t < tf+1,3 = O L, ==, T
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2.2 Resultados Teoricos

ni = a(t?) para

Vamos aplicar a aproximacao trapeizodal em
(t) dt

e usando a notagao definida em (2.2.6) vemos que

r 7
/a’(t)f:(t) = lim —a, &y
5 k—oo lk

Mostremos agora que

lim [Z ay(Zy — ark)} =}
Uk

k—o0

Temos que,

T, . T "

—a (T — )| < — abs(a}) abs(Zx — zx).

fk lk

Como a(t) é limitada, existe A > 0 tal que | ax |[< A E para qualquer k, sendo E
um vetor com k componentes iguais a um.

Assim,

&
—ay(Zx — k)| < — abs(ay) abs(Zx — i)
Iy Ik

A / E abs(#x(t) — zx(t)) dt.
0

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

.
A f E abs(#x(t) — z4(t))dt — 0 quando k — oo.
0

b) Andlogo ao item c).




2.3 Resultados Numéricos

¢) Segue das propriedades do dual dos problemas programagao linear e problemas

de programacao linear continuo.

2.3 Resultados Numeéricos

Nesta segao apresentamos alguns exemplos com seus resultados numéricos
e a sua solugao analitica. Iremos considerar problemas de otimizacao linear com

tempo continuo da forma,

T
Minimizar / a'(t)x(t) dt
0

(P) Sujeitoa  B(t)z(t) < c(t) + / K(t, s)z(s) ds

z(t) =0,

Para resolvé-los iremos usar a aproximagao linear apresentada na se¢ao

2.1 para transforma-los em problemas do tipo

Minimizar
(Py) Sujeito a Galn X 65,

T, >0

Exemplo 2.3.1 Consideremos o problema de otimizagéo linear com tempo continuo
com duas varidveis e duas restricoes e com 0 < ¢ < 1. Sendo a matrizes

a(t), c(t), B(t) e K(t,s) dadas por:




2.3 Resultados Numéricos

—1 44 6t i L i B
a(t):(—3+3t)’c(t):(8¢)’B(t)_(—1 Q)eKz( 2 —6)°

Observando a solugao aproximada deduzimos que para 0 < ¢t < 1 contém

as bases z(t) e z2(t). Iremos fazer uso desta informagdo para obtermos a solucao
analitica.

Usando a informacao a respeito das bases consideremos
T (t) 1 1 -2 -3
I,'(l)(t) = 3 B] — e Kl =
Temos que z(!)(t) é dado por,

t
ﬂ%):Bﬁ%ﬂHJﬁ/ﬂWﬂ@} para 0<t<1 (2.3.8)
0

Assim,
E -2 0\ }
sW@)y=1 > |t+ /m(l)(s) ds, para 0<t<1 (23.9)
T4 0 -3 0
Observemos que resolver o nosso problema de otimizacao linear continuo

é equivalente a resolver a uma equacao integral de Volterra na forma [4]

mn=A+m+H/mg¢ (2.3.10)

sendo u(.) uma funcao vetorial a ser determinada, A e P sdo vetores constantes
e H uma matriz ndo singular. A solugdo para equagdo (2.3.10) e dada pela

expressao [4]:
u(t) = eHt-0)(A 4+ H-P 4 Pty) — H-'P (2:3.11)
A exponéncial da matriz pode ser calculada usando a férmula de in-

terpoplacao de Lagrange. Se todos os autovalores Aj,---, A, da matriz H sao

distintos temos

eHt=t0) = 3 Ailt=to) (2.3.12)

=1
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2.3 Resultados Numeéricos

nOH - \I
H; = 1‘[ FYE (2.3.13)

Os autovalores da matriz H sdao \; = —3 e A, = —2. Usando a expressio (2.3.13)

0 0 1 0
H1= e H2=
0 1 0 0

Usando (2.3.12) temos,
e 0
0 e—3£

Usando a expresdo (2.3.11) obtemos a solugdo analitica para o nosso problema

obtemos,

de otimizacao com tempo continuo dada por:

2 _ 20-2t
zW(t) = ( A ) (2.3.14)

14 _ 14,3t
9 — 9°¢
Usando (2.3.14) determinamos o valor da funcao objetivo,

/ 79 1, T4 e

/a (D2(t) dt = — o + e + e = ~1.414591591565.

0

A figura 2.3.1.1 mostra a solugdo aproximada e a solugao exata para z,(t) e xa(t)

respectivamente, para uma malha de 20 pontos (l3) sobre o intervalo [0, 1].

Exata x(1)
Aprosimada

Exata x 30

Aproximada

020 030 040 050 060

1
Figura 2.3.1.1
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2.3 Resultados Numéricos

E na figura 2.3.1.2 podemos observar convergéncia da solugao aproximada para
l, = 20,100, 200,600, 1000 e 1400, respectivamente, para a solucao 6tima obtida

através da solugao analitica.

*  Enu
C Aprovimads

BEIEYEE

o
* * ® * .
BRI H BRI ] RWITLLT REIELL)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500
I

Figura 2.3.1.2

Exemplo 2.3.2 Consideremos o problema de otimizagao linear com tempo continuo
com trés varidveis e duas restri¢oes e com 0 < ¢ < 1. Sendo a matrizes a(t), c(t), B(t)

e K(t,s) dadas por:

1 2 0 -2 1 1
eK= .
2 0 4 1 0 4

Observando a solu¢ao aproximada notamos que para 0 < ¢t < 1 contém as bases

z9(t) e x3(t). Usando esta informacgdo consideremos,

x(l}(¢)=(I2(t)), B1=(2 0) e K1=(1 1).
z3(t) 0 4 0 4
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2.3 Resultados Numéricos

Determinando (M (t) temos,

t

Z0(f) = Bl"l{c(t)+K1/x“)(s)ds}

( ) /1:1:(1}(3) ds

Usando a expressio (2.3.11) obtemos a seguinte solucio analitica para z(!) (),

ezt + Lle
zM(t) = ( 2

lat _
3€

O valor para a fungao objetivo é dado por:

1
[ ' (t)z(t) dt = 122 — 3¢ — 48¢7 = —1.793466478983
0

A figura 2.3.2.1 mostra a solugdo aproximada e a solugao exata para z,(t) e z3(t),
respectivamente, para uma malha de 20 pontos (l2) sobre o intervalo [0, 1].

Joo

Exata xt)
Aprovimada
Exata (1)

Aprovimada

Figura 2.3.2.1

Observando a solu¢do aproximada deduzimos que z (t)

28




2.3 Resultados Numéricos

Na figura 2.3.2.2 podemos observar convergéncia da solugao aproximada

para [, = 20,100,200,600,1000 e 1400, respectivamente, para a solucdo 6tima

obtida através da solugao analitica.

* Euu
LPNRITTEM
& Apronimads

SRR

o
* x ® * * *

ERLTHH 1908117 -1.7934847 -1.793466

0 100 200 300 400 500 600 700 EO0O 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500
In

Figura 2.3.2.2

Exemplo 2.3.3 Consideremos o problema de otimizacao linear com tempo continuo
com trés varidveis e trés restrigdes e 0 < ¢t < 1. As matrizes a(t), B(t),c(t) e
K (t, s) sendo dadas por:

3-3t 124

at)=|4-at|, ct)=] 2
92— 2t ot

1 5350100 -1 =10 0 0 0 O
-1 2 0 0 1 0 K= 1 -4 0 00O
301 001 -3 0-3 0 0 O

A partir da solucao aproximada deduzimos que existe um nimero T
entre 0.70 e 0.75 (ver tabela 2.3.3.1), que contém as bases z;(t), z(t) e z3(t) para

0 <t<Tp;eparaTy<t<1,contém as bases z(t), z3(t) e z4(t).
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2.3 Resultados Numéricos

Usando esta informacao a respeito das bases construiremos a solugao analitica.
Para 0 <t < T, temos,

z(t) 1 & @ -1 -10 0
V)= z(t) |, Bi=|-1 2 0 » Ky=| 1 -4 0

)
.7)3(t) 3 0 1 —3 O —3
(

Temos que z(M) t) serd dado por:
To
zM(t) = Bl_l{c(t) + K, f:E“)(S) ds}, para 0<t<T,.
0

Assim,
2 -1 0 :
sWt)=|2]t+[ 0 -2 0 /x“)(s)ds, para 0<t<Th.
3 0o o —5/°

Usando a expressao (2.3.13) e (2.3.12) obtemos, respectivamente,
1 0 0 -1 0 0 0 0 O
H =10 0|, H=| 0 0 0, H3=]0 0

0 0 g 0l 0 1

o 8=

g 0
et=] 0 e 0
0 0 e3¢

Usando a expressao (2.3.11) obtemos

Im(t) -

Fazendo agora para Tj < t < 1 temos

12(1)
2 (t) = | 2a(t)
Iy (t)




2.3 Resultados Numéricos

To t

2®(t) = B;‘{c(t) + K, fx‘”(s) ds + Kzfa:f"”(s) ds}-
0 To

Temos que
1 Ty +eD— g2 -2 0 0\,
z®t)=[9|t+]| -9Tp—6e o —e3+7|+] 0 -3 0 /:1:(2}(3] ds

To

] —TTo —Te o+ 7 0 0 O

Resolvendo para z3)(t) = (z5(t), z3(t))" obtemos a seguinte equagio

1 —To+e T — -2 —9 0 ;
2¥(t) = t+ +
9 —9Ty — 6e To — e=3T0 4 7

Usando a expressoes (2.3.10) obtemos,

To—2t _ o—2t _ 1.2(To—t) 4 1
e e e +

_682110"3" " 39"3t n 483(T0—t) n 3) y para T(} <t S 1=

x4(t) =Tt — 7Ty — 7e” 10 47 (varidvel de folga).

Portanto, a solugao exata é dada por:

2~ 2t

,para0 <t <Ty, e

eTo=2t _ o=2t _ %OQ(IO—t) o %

), para Ty <t<1.

—6e?To~3t — 3¢=3t 4 4e3(To-t) 4+ 3
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2.3 Resultados Numéricos

O valor da fungao objetivo para o nosso problema é dado por:

1
/ d(t)z(t)dt = 2.333333334Tp — 4Tpe~T° — 2T2 + 0.135335283¢™0
0

1.666666667e~T0 — 0.1340503994¢%Te
0.0044255179¢e*™° + 3.41626369.

Para T, = 0.74080933 obtemos:
1
[a’(t)s:(t) dt = —2.213204047819.
0

Usando (P,) obtemos os seguintes resultados aproximados para uma ma-
lha de 20 pontos (ly). Estes resultados sao comparados com a solugao exata na

tabela 2.3.3.1.

Tabela 2.3.3.1

Solugao Aproximada Solugao Exata
z1(t) z2(t) z3(t) z1(t) z2(t) z3(t)
0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
0,09756 0,09518 0,13931 0,09754 0,09516 0,13929
0,19036 0,18130 0,25921 0,19033 0,18127 0,25918
0,27864 0,25923 0,36241 0,27858 0,25918 0,36237
0,36261 0,32974 0,45123 0,36254 0,32968 0,45119
0,44248 0,39353 0,52767 0,44240 0,39347 0,52763
0,51846 0,45126 0,59347 0,51836 0,45119 0,59343
0,59073 0,50349 0,65011 0,59602 0,50341 0,65006
0,65947 0,55075 0,69885 0,65936 0,55067 0,69881
0,72486 0,59351 0,74080 0,72474 0,59343 0,74076
0,78707 0,63220 0,77691 0,78694 0,63212 0,77687
0,84623 0,66721 0,80799 0,84610 0,66713 0,80795
0,90251 0,69888 0,83474 0,90238 0,69881 0,83470
0,95605 0,72754 0,85776 0,95591 0,72747 0,85773
1,00697 0,75347 0,87757 1,00683 0,75340 0,87754
0,00000 0,25572 4,02161 0,00000 0,25402 4,00324
0,00000 0,27897 3,87929 0,00000 0,27743 3,86635
0,00000 0,30001 3,75680 0,00000 0,29861 3,74322
0,00000 0,31905 3,65137 0,00000 0,31777 3,63969
0,00000 0,33627 3,56063 0,00000 0,33512 3,55059
0,00000 0,35185 3,50097 0,00000 0,35081 3,47390
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2.3 Resultados Numéricos

Na figura 2.3.3.2 podemos observar convergéncia da solucao aproximada

para [, = 20,100,200,600,1000 e 1400, respectivamente, para a solucao 6tima

obtida através da solugao analitica.

% Exaia
Cr-2 2000079
$ Aprotimada

“12129987

o3
* k ® *
22131523 2098

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

Iy

Figura 2.3.3.2

Exemplo 2.3.4 Consideremos o problema de otimizagao linear com tempo con-
tinuo com quatro varidveis e quatro restrigoes e 0 < t < 1. As matrizes a(t), B(t),

c(t) e K(t,s) sendo dadas por:




2.3 Resultados Numeéricos

Observando a solugao aproximada notamos que para 0 < ¢t < 1 contém as solu-

¢oes basicas z)(t) e z3(t). Fazendo uso desta informacao consideremos

(:rl(t)) (1 1) (—5 —4)
i Bl = e I{I = .
z3(t) 1 -2 -5 8

Temos entao,

XM (t)

Usando a expressao (2.3.11) obtemos,

ﬁ_ge“m
xW(t) = (? ? 4 )
2 — 3¢

A partir da solu¢do aproximada deduzimos que z3(t) = 0 e z4(t) = 0.

A figura 2.3.4.1 mostra a solugao aproximada e a solugao exata para z;(t)

e x3(t), respectivamente, para uma malha de 20 pontos (ly) sobre o intervalo

[0,1].

964)@@@@@@@
@

EG@QEEE@.E{H
W Ee
B’

@ Exataayn
+ Aproximada
O Exama xgin)
* Aproxima da

0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
1

Figura 2.3.4.1




2.3 Resultados Numéricos

Na figura 2.3.4.2 podemos observar convergéncia da solucao aproximada

para I, = 20,100,200,600,1000 e 1400, respectivamente, para a solucao 6tima

obtida através da solucao analitica.

© pasisonse * Eun
QO Apmrimada

8596208

<
* * % * * *
4 A596819 D BSIET4Y 06596753 0659678

b e gy

0 100 200 300 400 500 600 700 BOO 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500
In

Figura 2.3.4.2




Capitulo 3

Problema Linear-Quadratico com

Tempo Continuo

Neste capitulo apresentamos uma aproximacao para problemas de otimi-
zagao nao-lineares com tempo continuo. Para uma melhor compreensao da cons-
trucao apresentaremos a discretizacao para problemas gerais de otimizac¢ao nao-
lineares com tempo continuo. Depois, particularizaremos para o problema linear-
quadrético para a discussao dos resultados de convergéncia e testes computa-

cionais.

3.1 Construcao da Aproximacao

Consideremos o seguinte problema de otimizagao nao-linear com tempo

continuo.

4 iy
Minimizar / F(t,z(t)) dt
0

(P1)  Sujeitoa  g(t,z(t)) <0

z(t) >0

O dual de Wolfe associado ao problema (P;) é dado por:
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3.1 Construg¢ao da Aproximacgao

T
Maximizar [ [f(t z(t)) + w'(8)g(t, z(2)) — p (t):r:(t)] dt
0

T

(D1)  Sujeito a / [sz(t,:c(t)) + ! (£) Vag(t, 2(t)) — ,u(t)] dt =

z(t) 2 0,w(t) 2 0 e u(t) 2 0.

Usando a aproximacao trapeizodal no problema de otimizacao nao-linear

com tempo continuo (P1) obtemos a seguinte aproximagéao discretizada (P1,),

In—1

Minimizar -;;:[f( z(ty)) +22f t)) + f(ta, 2(£2))

(P1,) Sujeito a

z(t?) >0, i=0,1,---,1,.

As constantes mutiplicativas sao incluidas nas restricbes para ajustar o primal
(P1,) de forma que a discretizagdao do dual continuo seja de fato o dual de (P1,).
Podemos do mesmo modo obter uma discretizagao (D1,) para o problema

dual (D1), dada por:

T
Maximizar T [f(tg,as(tg)) +w'(t5)g(ts, z(tg)) — p'(t)z(ty) +

2 5 (03,26 + wle)o(er, =) ~ W ()a(e) +
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3.1 Construgao da Aproximacao

f(tn, x(t)) + w'(87)g(tn, =(87)) — #'(tR)=(27)

(D1,) Suieitoa 5 [Vaf(t,2()) + /() Vaglth, 2(6)) - u(th) +

ln—1

2§ (Ve f (6, 2(80) + 0/ () Vag(t?, (1) - (e})) +
Ve (85 3(62)) + () Vag(th 2(t2) - ()] = 0

z(t?) > 0,w(t?) >0 e p?) >0, i=0,1,--,1,

Iremos particularizar o nosso problema de otimiza¢do nao-linear com tempo
continuo para um problema de otimizagao linear-quadratico com tempo continuo.

Consideremos entao que as fungdes f(t,z(t)) e g(t,z(t)) sejam dadas por:

F(t,2() = 52'()Q)(t) +a'(2)2(t)

g(t, 2(t) = B®)a(t) — [ K(t,5)a(s)ds - eft),
0

sendo, B(t) e K(t,s) matrizes M X N, a(t) um vetor de dimensao N, Q(t) matriz
N x N simétrica e definida positiva, c(t) vetor de dimensdo M e z(t) um vetor
de dimensao N a ser determinado.

Usando a discretizagdo (P1,) e (D1,) para 0 < t? < T, i =0,1,---,1,,
sendo [, o nimero de subintervalos da parti¢do [0,T] e t? = iT/l,, i = 0,1, -+, l,.
Substituindo as funcoes f e g na funcdo objetivo e nas restri¢oes iremos obter um
problema de programacao Matematica que é uma aproximacao em dimenssao
finita do problema original com tempo continuo. Estas hipéteses serao usadas
para obten¢ao dos resultados de convergéncia.

Substituindo a funcdo f na fun¢do objetivo do problema (P1,).
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3.1 Construgao da Aproximagao

Para [; = 1, uma particdo 0 =t} < t? = T obtemos,

i
20,

[ 2(0)Q(0)(0) +a'(0)2(0) + 57/ (T)Q(T)a(T) + a'(T)=(T) ;
Para I, = 2, duas particdes, 0 =t < t? <t =T,

zTTz [%f((])@(o)(ﬂ)w(w +'(0)2(0) + &' ()Q(E)3(£) + 20/ (B)(£3) +

57/ (T)QT)(T) + a’(T)w(T)] ;

Usando a indugdo matemdtica podemos concluir que para l, = n, n particoes,

0=t <t <tf_, <tf =T temos,

T [1 fat

o |37 (0Q0)2(0) +d'(0)z(0) +2 Z( "(EQEN= () + ' ()2 (} )) :

%x’(tﬁ)@(z?n)x(t?ﬂ)] .

Como as restrigoes do nosso problema (P1) sdo da mesma forma que as

do problema (P) iremos usar a aproximagao obtida no Capitulo 2 para o problema

(P).
Podemos assim escrever o problema (P1,) de otimizagao linear-quadratico

na forma,

Tr1
Minimizar 2 ¥ Qny:48, By

(Pla) Sujeito a S

Bl

1 1
ni,) COM  Gno = §a(0),anfn = §a(T) e
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3.1 Construgao da Aproximagao

E denotaremos,

(t~ 1)

] + Tp, para  <t<tY,,i=01,---,l, -1
n

mﬂ(t) = (In,s'+l ey :rm')

Vamos construir o problema aproximado para o dual (D1) usando a dis-
cretizagao (D1,). Substituindo as fungGes f e g na fungao objetivo e nas restrigoes
do problema discretizado (D1,) para 0 <t <T,i=0,1,---,[,.

Para [, = 1, uma parti¢do 0 =t} < t}] = T, temos

1) Fungdo objetivo:

2

L { L/ (0)Q(0)2(0) + d'(0)2(0) — #(0)a(0) +

2

w'(0)(BO):(0) - %K(O, 0)2(0) - ¢(0)) +

S2'(T)QT)a(T) + & (T)a(T) - 4 (T)a(T) +

T

W' (T) [B(T)sc(T) -

(K(T, 0)2(0) + K (T, T)m(T)) - c(T)] };
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3.1 Construgao da Aproximacgao

2) Restrigao:

L ; T
2—31{@(0):1:( ) +a(0) — p(0) +w (O)(B({)) = _}{(0 0))

7§
2l

Q(T)z(T) + a(T) — u(T) + w'(T) [B(T) i (K(T, 0) + K(T, T))] };

Para I, = 2, duas partigdes, 0 = t3 < t? < t3 = T temos,

1) Fungao objetivo:

T (1

E{am’(o)a(mz(o) +d(0)z(0) - #(0)(0) +

w'(0) (B(U):c({}) 5 %K(o, 0)2(0) — c(o)) +
2[52/()QR)(E) + ¢ (B)a(@) - (B)a(h) +

o/ (6) | BEe) - o7 (K(E,02(0) + K2t )=(6) () +

lx’(T)Q(T)x(T) +d/(T)z(T) — ' (T)z(T) + w'(T) (B (T)=(T) -

;;2( (T, 0)z(0) + 2K (T, t2)z(t2) + K(T,T)m(rf)) il C(T))};

2) Restrigao:

T

%{Q(O)x(o) + a(0) — p(0) + w'(0) (B(O) e 2%;{(0,0)) i

2 Q) +a(e) - ule) + ' (B -

T (k@0 + Kct%,t%))] + QT)S(T) + a(T) — w(T) +
T

w'(T) [B(T) o

(K(T 0) + 2K (T, ) + K (T, T))] }

Usando a indugdo Matematica podemos concluir que para I, = n, n particoes,

0=ty <t}--- <t} =T temos,
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3.1 Construgao da Aproximagao

1) Fungao objetivo:

27,.{2

a'(t7)(t) — W' ()= () +

i—1

g (t”)-i(K(t;‘,t“) )+ 23 K (e, 2)2() +

21 =R

2) Restrigao:
T

ﬂ@(ﬂ)x(O) +d(0) = 4(0) + w(0) [BO) - 5K (0,0)] +

2 Z l (T (?) + ' (E) — p(e?) +w'(t;=)(3(tﬂ) - %(K(t;‘,t;‘]wL

2 Z K(t,t3) I((t;‘,t;‘)))] +Q(T)z(T) + d'(T) — u(T) +

I (K(T, 0) + 21“2_:1 K(T,T7') + K(T, T))} }

j=1

Podemos escrever o problema discretizado (D1,) na forma,

[
Maximizar §x:‘Qn$n + a,z, + w;, (ann - cn) - ,u:lz:n}

T
Sujeito a QnTn + an + Ghw, — ,un] =)

Wp 20,2, 20e p, > 0.
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3.2 Resultados Tedricos

sendo Q,, an, Gy, ¢, € T,(t) dados como para o problema (P1,) e denotaremos,

(t—¢7)
In

(t —t7)
In

wn(t) = (wn,i+1 _wni) +wni: para t? S i S t?+112.':0311"'1ln o 1)

;un(t) = (;un,i+l = aum') + Uni, Ppara t? Lt< t?+11?: =0,1,:++,l — 1.

3.2 Resultados Teoricos

Para efeito de obtencao dos resultados tedricos de convergéncia vamos
refomular os problemas duais com tempo continuo e o discretizado, obtendo deste
modo problemas de otimizagdo em funcdo apenas das varidveis duais.

Para isto usamos as restricoes dos problemas duais com tempo continuo
e do discretizado para eliminar as varidveis primais das funcoes objetivos do

dual (D1) e sua discretizagao (D1,), respectivamente. Obtemos desta forma o

problema dual continuo equivalente a (D1),

Maximizar

Sujeito a

sendo G(t) = B(t) — [ K(t,s)ds.

Podemos ainda reescrever este problema de uma forma mais simplificada

Maximizar / l— %8’(t)M(t)H(t] + N'(t)6(t) + R(t)|dt

Sujeitoa  0(t) >0




3.2 Resultados Teoricos

GHR™ (G (®) —G(t)Q*l(t))
-G Q7'

—c(t) - G(t)Q“(t)a(f))

( i )
p(t)
E o dual discretizado equivalente (D1,) sem as varidveis primais é:

n

T 1
Maximizar f_{ — §w;G‘nQ’:lGLwn + w), ( —Cp — Ganlan)

B K 1 ¥ 1 5
#;inG:zwﬂ “ .ru‘:ern lan -~ '2":‘1':1@11 l:u‘ -y §aLQn lan}

Sujeitoa  wy(t) >0 e wu(t), >0.

Podendo também ser simplificado na forma:

Maximizar - %Bilﬁﬁ'nz?n + N!0, + R,

Sujeito a 0,>0

sendo,

M, =

(GRQ;'IG;‘ _GnQEI) N (_cﬂ_GﬂQf_llan)

_QY_I.IG:‘t Q;l Q;laﬂ

Wn
Rn:(_%a:;lean) e O, = ( ) .
Hn

Iremos fazer as seguintes hipoteses sobre as funcgoes envolvidas no nosso
problema de otimizagdo linear-quadrdtico com tempo continuo para obtermos os

resultados de convergéncia.




3.2 Resultados Teoricos

Supomos que:

I - As matrizes a(t), c(t), B(t) sao de variagdo limitada (BV), Q(t) é uma matriz

de funcoes coninuas e K é uma matriz constante;

II - Para todo inteiro positivo n, existe uma solucao viavel para os problema

P1, e D1,;

IIT - Existe um interiro positivo ng tal que, para todo n > ny tem-se,

a) z, € K(Gy,cy) sendo x, solugdo 6tima para P1y;

IV - Existe L > 0 suficientemente grande tal que || 8, ||< L e V7[0,t,6,]) < LV

n > No;

A condigdo (IV) é uma condigdo técnica, para as demonstragoes dos
resultados de convergéncia. Entretanto, tal condigao de limitagao do conjunto de

solugoes factiveis é razodvel na pratica.
Lema 3.2.1 Emiste um nimero positivo R tal que,
a) || zak || < R para todo n,k (0 < k >1,) e V[0, T,z,(t)] < R para todo n.

b) || On || < R para todo n,k (0 < k > 1,) e V[0,T,6,(t)] < R para todo n.

Demonstracgao:

a) Andloga ao itém a) do Teorema 2.2.2.

b) Segue da hipdtese (IV).

Teorema 3.2.1 Seja 0, o refinamento de on,—1 para cada k, e sejam (z,,(t)) e
(6,,(t)) subseqiiéncias obtidas a partir das solugies dtimas z,(t) e On(t) respecti-

vamente.




3.2 Resultados Teoricos

E sejam

Z(t) = lim z,,(t) quase sempre, 0(t) = lim 0,.(t) quase sempre.

n;—00 ;=00
Entao,
a) Z(t) é uma solugdo vidvel para o primal;

b) O(t) é uma solug¢do vidvel para o dual.

Demonstracgao:

a) Anéloga ao itém a) do Teorema 2.2.2.
b) Segue do fato de que o limite de uma seqiiéncia de fung¢des nao negativas (quase

sempre) é uma funcdo ndo negativa quase sempre.

Teorema 3.2.2 Sejam (z,(t)) e (6.(t)) seqiéncias de fungdes geradas a partir
das solugoes dtimas z, e 6, de P1, e D1, respectivamente. Entdo existem sub-
sequéncias (zn,(t)) de (z,(t)) e (On,(t)) de (6,(t)) que converge quase sempre em

[0, T) para fungées de variagdo limitada Z(t) e 0(t), respectivamente. Além disso,

T

(DR (0) +@en 0]t = [ [370Q020) + ¢ @20)] e
(£)M(£)0n, () + N'(t)6n, () + R(t)]dt =

- %é’(t)M(t)é(t) + N'(1)8(t) + R(t)] dt;

lim_ [(B(t) : 1)z, (8) = (K :0) [ za,(s) ds]

T —+00
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3.2 Resultados Tedricos

Demonstracgao:

Segue do Teorema Helly e do Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue.

Teorema 3.2.3 Sejam (zx(t)), (6k(t)) subseqiiéncias, convergem quase sempre
em [0,T), obtidas a partir das solugdes dtimas z,, 6, de P1l, e D1,, respectiva-

mente, (k =n;). Entao
a)

T
H% iELQka“’ralxk] ——)/[ Z(t) + a'(t)Z(t)|dt, quando k — oo.
k

0

b)

T

T
_[_19;ﬁ4k9k+N,;9k—Rk] —>/[;S
L |5iip J

quando k — oo.

c)

[ B wawso + dws) d

Demonstracgao:

a) Para esta demonstragdo vamos introduzir a notagéo,

1
Fro = =%(0), Tpy, = =F(T) e s = (t¥),i = 1,2, -+ I — 1;
T = (fjco : :E;cl P 'i';c:k)'
(t—1tF)
Uk
(notemos que klim Zx(t) = Z(t) quase sempre ).
—00

Ti(t) = (Britr — Tra) + i, paratf <t <th,i=0,1,---,0
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3.2 Resultados Teoricos

1 1
Tro = §$(0):$ka = §$(T) € Tki = :c(tf),i =12l - 15
2h = (2ho : Ty 1o+ 2 2y ); (32.2)

R ,
zk(t) = (g it _Iki)( ] i) + i, paraty <t < t§+1,%=011,"',3k— 1

(Qg 0 0 0 \
0 @ 0
0 0 Q

\ 0

Aplicando a aproximacao trapeizodal em
r
f [ai’Q(t)ﬁ: + a'(t)i(t)] dt
0

e usando a notagao definada em (3.2.1) vemos que

T

1 Tr1
/ [—i’Q(t)sE+a’(t):f(t)]dt: lim —|= #.Que + ).
5 2 k—oco lk 2

Mostremos agora que
: T ~1 ~ ]
lenolo E(kukmk - :erk:ck) =1{k

A parte linear é andloga ao do prolema de otimizagao linear com tempo
continuo.

Temos que,

J L T "
H — (T, QT — s':;chxk) — || % QrTr — x;chxk“ +
2l 2l

/B

— |12, Qkzr — T Qrzk|
21,

Pile. J
o1 12kl @kl 1@k — ze) ] +

T oo
+o 1%k — zill QI [l
2l




3.3 Resultados Numéricos

Como [|Qk||, Zx e xx sao limitadas entao existem constantes « e [ tais que
abs (Z.Qk) < aF e abs(Qxzx) < BE, para qualquer k, sendo E' = (1,1,---,1)
com k componentes.

Logo

H (&4 Qe — T4 Qrzx) H < aB-—abs(Z; — z3) + BE—abs(Z: — z3)
Qlk 2'!!: 23;;

a / Eabs(3(t) — zx(t)) dt

7
+8 [ Babs(zn(t) — z(t)) dt
0
Usando o Terema da Convergéncia Dominada Lebesgue temos que,

T
a/E‘abs(i‘k(t) — zx(t)) dt — 0, quando k — oo,
0

T
B / FEabs(Zx(t) — z«(t)) dt — 0, quando k — oo.
0

b) Andlogo ao itém (a).
c¢) Segue das propriedades do dual dos problemas de otimizagao linear-quadratico

e problemas de otimizac¢ao nao-lineares com tempo continuo.

3.3 Resultados Numéricos

Nesta se¢ao apresentamos alguns exemplos com seus resultados numéricos.
Consideramos problemas de otimizacao linear-quadrdtico com tempo continuo

(P1) e para obter a solugdo 6tima usamos a aproximagao (P1,).

Exemplo 3.3.1 Consideremos o problema de otimizagao linear-quadratico com
tempo continuo com duas varidveis e duas restricoes e com 0 <t < 1. Sendo a

matrizes a(t), c(t), B(t), Q(t) e K(t,s) dadas por:
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3.3 Resultados Numeéricos

4 -1

’ B —
. dmieg

Aplicando o algoritmo obtemos os seguintes solugoes aproximadas para z;(t) e

xo(t) para lg e lgo. Na tabela 3.3.1 podemos verificar a convergéncia de z,(t) e

z9(t) a medida que aumentamos n.

Tabela 3.3.1
z1(t) = l20 z2(t) — lso z1(t) — l20 z2(t) — lgo
0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.045154 0.035540 0.045150 0.035546
0.087788 0.070688 0.087778 0.070700
0.127959 0.105367 0.127945 0.105383
0.165731 0.139503 0.165711 0.139523
0.201168 0.173034 0.201141 0.173055
0.234335 0.205900 0.234303 0.205923
0.265304 0.238051 0.265265 0.238075
0.282902 0.276400 0.282524 0.276734
0.299951 0.311995 0.299487 0.312283
0.321743 0.341805 0.321185 0.342055
0.348861 0.366171 0.348199 0.366391
0.381922 0.385399 0.381147 0.385593
0.350000 0.350000 0.350000 0.350000
0.300000 0.300000 0.300000 0.300000
0.250000 0.250000 0.250000 0.250000
0.200000 0.200000 0.200000 0.200000
0.150000 0.150000 0.150000 0.150000
0.100000 0.100000 0.100000 0.100000
0.050000 0.050000 0.050000 0.050000
0.000112 0.000081 0.000135 0.000098

Na figura 3.3.1 e podemos observar a convergéncia do custo aproximado

para [,, = 20,100, 200, 600, 1000 e 1400.




3.3 Resultados Numeéricos

0.410
04 ® 04180065
0412
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0414
0415
0.416
-0.417 {@ 04170647
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Figura 3.3.1

Exemplo 3.3.2 Consideremos o problema de otimizagao linear-quadratico com
tempo continuo com duas varidveis e duas restri¢oes e com 0 < ¢ < 1. Sendo a

matrizes a(t), c(t), B(t), Q(t) e K(t,s) dadas por:

Aplicando o algoritmo obtemos os seguintes solugdes aproximadas para z;(t) e

x9(t) para lyg e lgo. Na tabela 3.3.2 podemos verificar novamente convergéncia de

z1(t) e zo(t) a medida que aumentamos n.




3.3 Resultados Numeéricos

Tabela 3.3.2

z1(t) — 20 z2(t) — lgo Ty (t) = l20 z2(t) — lao
0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.063492 0.217054 0.063445 0.216700
0.158084 0.367539 0.157389 0.367069
0.293694 0.448163 0.292940 0.447655
0.415174 0.518723 0.414381 0.518194
0.524178 0.580323 0.523365 0.579785
0.622181 0.633933 0.621359 0.633397
0.710495 0.680409 0.709675 0.679883
0.790293 0.720503 0.789483 0.719994
0.862624 0.754874 0.861828 0.754387
0.928426 0.784096 0.927648 0.783637
0.988544 0.808671 0.987786 0.808243
1.000000 0.800000 1.000000 0.800000
0.875000 0.700000 0.875000 0.700000
0.750000 0.600000 0.750000 0.600000
0.625000 0.500000 0.625000 0.500000
0.500000 0.400000 0.500000 0.400000
0.375000 0.300000 0.375000 0.300000
0.250000 0.200000 0.250000 0.200000
0.125000 0.100000 0.125000 0.100000
0.000469 0.000357 0.000548 0.000408

Na figura 3.3.2 e podemos observar a convergéncia da solugao aproximada

para I, = 20,100, 200, 600, 1000 e 1400.

-0.7268969
L

o ® @ &
-0.7269782 -0.7270022 -0.7270042 -0.7270047

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

In

Figura 3.3.2

Exemplo 3.3.3 Consideremos o problema de otimizacao linear-quadrético com
tempo continuo com trés varidveis e trés restricoes e com 0 < t < 1. Sendo a

matrizes a(t), c(t), B(t), Q(t) e K(t,s) dadas por:
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3.3 Resultados Numéricos

B(t)

Aplicando o algoritmo obtemos os seguintes solugoes aproximadas para z;(t), z2(t)

e z3(t) para ly e lg. Na tabela 3.3.3 podemos verificar convergéncia de z;(t),

z5(t) e z3(t) a medida que aumentamos n.

Tabela 3.3.3
z1(t) — I20 z2(t) — l20 z3(t) — l20 z1(t) — lso z2(t) — lgo z3(t) — lso
0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.097561 0.095238 0.139535 0.097542 0.095167 0.139307
0.207134 0.178132 0.211626 0.206775 0.178045 0.211533
0.317928 0.251848 0.254876 0.317553 0.251718 0.254782
0.422469 0.318710 0.294519 0.422081 0.318546 0.294424
0.521179 0.379347 0.330722 0.520779 0.379156 0.330630
0.614456 0.434330 0.363641 0.614047 0.434118 0.363553
0.702702 0.474324 0.393343 0.702286 0.474428 0.393253
0.786518 0.403370 0.419258 0.786097 0.403476 0.419174
0.865872 0.333532 0.442627 0.865447 0.333638 0.442551
0.941072 0.264732 0.463542 0.940644 0.264839 0.463475
1.012414 0.196897 0.482085 1.011983 0.197004 0.482028
0.984615 0.153846 0.461538 0.984615 0.153846 0.461538
0.861538 0.134615 0.403846 0.861538 0.134615 0.403846
0.738462 0.115385 0.346154 0.738462 0.115385 0.346154
0.615385 0.096154 0.288462 0.615385 0.096154 0.288462
0.492308 0.076923 0.230769 0.492308 0.076923 0.230769
0.369231 0.057692 0.173077 0.369231 0.057692 0.173077
0.246154 0.038462 0.115385 0.246154 0.038462 0.115385
0.123077 0.019231 0.057692 0.123077 0.019231 0.057692
0.000151 0.000083 0.000152 0.000220 0.000145 0.000237

Na figura 3.3.3 e podemos observar a convergéncia da solugao aproximada

para [, = 20, 100, 200, 600 e 1000.
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3.3 Resultados Numéricos

@ -1.0340209

-1.0377068

[ ] (] L
10378227 -1.0378575 -1.0378603
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Figura 3.3.3
Exemplo 3.3.4 Consideremos o problema de otimizagao linear-quadratico com

tempo continuo com trés varidveis e trés restricoes e com 0 < ¢t < 1. Sendo a

matrizes a(t), c(t), B(t), Q(t) e K(t,s) dadas por:

-2

Aplicando o algoritmo obtemos os seguintes solugoes aproximadas para z;(t),
x9(t) e z3(t) = 0 para ly e lgp. Na tabela 3.3.4 podemos verificar novamente

convergéncia de z;(t) e z,(t) a medida que aumentamos n.




3.3 Resultados Numéricos

Tabela 3.3.4
z1(t) = I20 z2(t) = l20 zy(t) — lgo z2(t) — Iso
0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
0.077922 0.000000 0.077887 0.000000
0.161916 0.000000 0.161839 0.000000
0.252455 0.000000 0.252331 0.000000
0.350049 0.000000 0.349871 0.000000
0.455247 0.000000 0.455007 0.000000
0.568643 0.000000 0.568333 0.000000
0.690875 0.000000 0.690485 0.000000
0.822632 0.000000 0.822151 0.000000
0.964655 0.000000 0.964072 0.000000
1.051898 0.040240 1.051835 0.040443
1.131387 0.085540 1.131255 0.085703
1.217625 0.126187 1.217421 0.126313
1.311308 0.162520 1.311026 0.162611
1.390909 0.190909 1.390909 0.190909
1.159091 0.159091 1.159091 0.159091
0.927273 0.127273 0.927273 0.127273
0.695455 0.095455 0.695455 0.095455
0.463636 0.063636 0.463636 0.063636
0.231818 0.031818 0.231818 0.031818
0.000132 0.000083 0.000268 0.000167

Na figura 3.3.4 e podemos observar a convergéncia da solugao aproximada

para [, = 20, 100, 200, 600 e 1000.
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Figura 3.3.4
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Capitulo 4

Conclusoes

Apés uma analise dos resultados tedricos e dos resultados numéricos obtemos al-
gumas conclusoes do algoritmo construido para resolver problemas de otimizagao
linear e linear-quadratico com tempo continuo, respectivamente.

As aproximacoes (P,) e (P1,) obtida pelo método de discretizagao tanto
para o caso linear quanto para o linear-quadrdtico com tempo continuo, con-
vergem quase sempre em [0, 7'] para as solugdes 6timas do problema original, que
sao funcgoes de variagdo limitada.

A otimalidade das solugdes obtidas nos testes numéricos realizados tanto
para os casos linear e linear-quadratico com tempo continuo sdo garantidas pelos
Teoremas 2.2.3 ¢) e 3.2.3 c), que na verdade sdo resultados de dualidade forte.
Tanto para os casos linear e linear-quadratico com tempo continuo os resulta-
dos de dualidade forte foram verificados numericamente, sem grandes problemas,
confirmando os resultados teéricos de convergéncia do algoritmo.

Para o caso linear com tempo continuo a partir de uma andlise da solugao
numeérica é possivel construir a soluc¢do analitica [4] para o problema de otimizagao
com tempo continuo. Para o caso linear-quadritico ainda ndo sabemos se é

possivel construirmos a solugao analitica para o problema de otimizagdo com

o6




4 Conclusoes

tempo continuo.
A discretizagao foi implementada utilizando a linguagem de programacao

C, para modelagem do problema para parte linear foi usado software MPL [16] e

a para a parte quadratica foi implemantado um progama em C. Para otimizagao

dos problemas foram utilizados o software comercial CPLEX 6.6 [6] e o pacote
académico EASY [15]. O mesmos resultados foram obtidos usando CPLEX 6.6 e
o EASY.

Os resultados numéricos foram obtidos usando um computador Pentium

III, 700 MHz e 128 MB de RAM.




Apéndice

O CPLEX6.6 [6] é uma ferramenta para resolugao de problemas de Pro-
gramacao Linear, Programacao Inteira Pura, Programacao Inteira Mista e Prob-
lemas Quadraticos.

Quando o problema é linear o default é o método Simplex. No caso de
problemas inteiros o default é o método Branch and Bound. Existem opgoes de
outros métodos de resolucao. E no caso de problemas quadraticos o CPLEX usa
o método Barrier, que trabalha com a fungao objetivo quadratica e as restrigoes
lineares.

Através do uso de comandos especificos pode-se realizar varias modifi-
cacoes no modelo: adicionar restricoes, mudar o valor de varidveis e modificar
parametros de resolu¢ao como por exemplo, o niimero maximo de nés ou tempo
de processamento.

O software posssui também um conjunto de subrotinas prontas, CPLEX
Callable Library, que facilita o desenvolvimento de programas que resolvem, mo-
dificam ou interpretam os resultados dos problemas.

A linguagem de programacao mais apropriada é a linguagem C pois o
CPLEX esta implementado nesta.

Para usarmos o software CPLEX, é necessario gerarmos os problemas em
formatos especificos para o software CPLEX, como os formatos MPS e LP. Para
gerarmos os modelos em um desses formatos utilizamos o software de modelagem

MPL [16].




Apéndice

O MPL trabalha na interface entre o programador e o software de otimiza-

¢dao. Além de ler os arquivos onde estdo os dados e modeld-los no formato

necessario para o software de otimizagao, ele permite a inclusao de cometdrios no

modelo, o que melhora a documentacao deste.

O EASY [15] é um pacote académico para resolu¢io de problemas de

programacao linear ou nao-linear na func¢ao objetivo e nas restrigoes. Este pacote

estd escrito na linguagem de programacao Fortran.
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